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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo identificar as formas de pensamento algebrico mobilizas por
estudantes dos anos finais do ensino fundamental ao responderem uma tarefa de generalizagédo
de padrBes. Tomamos como base tedrica a perspectiva de pensamento algébrico fundamentada
na Teoria da Objetivacdo (TO), que define trés distintas formas desse pensamento: factual,
contextual e simbdlico. Cada uma delas apresenta trés elementos caracterizadores que atuam
conjuntamente, sendo eles a indeterminacgéo, a denotacdo da indeterminacdo e a analiticidade,
essa Ultima se configura como o trabalho com o desconhecido realizado a partir de dedugdes.
Além desses aspectos, 0 pensamento definido na TO possui uma natureza multimodal e é
dividido em duas partes: a ideacional, que é composta pela imaginacéo e pela fala interior; e a
material, composta por diferentes meios semioticos de objetivacdo, como o0s gestos, 0s
movimentos, os desenhos, as palavras escritas, entre outros. Diante a isso, para alcangar o
objetivo geral dessa pesquisa foi necessario filmar os alunos participantes, tanto em dudio como
em video, no momento de resolucdo dos sete problemas que compde a tarefa de generalizacéo
de padrdes. Em nossa pesquisa houve dois estudos, denominados Estudo 1 e Estudo 2. No
primeiro analisamos o pensamento algébrico mobilizado por trés duplas, uma composta por
alunos do 6° ano e duas por alunos do 9° ano. Dessas trés apenas um grupo de estudantes do 9°
ano conseguiu pensar algebricamente, mobilizando duas formas desse pensamento: factual e
contextual. O segundo estudo ocorreu pela necessidade de aumentar o quantitativo de sujeitos
participantes da investigacdo, mas como ele foi realizado durante a pandemia causada pelo novo
coronavirus em 2020, foi necessario realizar algumas modificacBes em relacdo ao primeiro,
como por exemplo trabalhar individualmente com os alunos. No Estudo 2 analisamos cinco
estudantes (trés do 6° ano, uma do 8° ano e um do 9° ano), em que a maioria utilizou distintas
estratégias para resolver os problemas, mas todos mobilizaram distintas formas de pensamento
algébrico definidas pela TO. Como principais resultados apontamos a facilidade que os alunos
do 6° ano do Estudo 2 tiveram em trabalhar com o simbolismo alfanumérico a partir de uma
tarefa que possibilitou a construcdo do significado dessa linguagem; a importancia dos gestos
para com a denotacdo e o trabalho com o indeterminado; os distintos caminhos percorridos
pelos estudantes para resolverem os problemas; o trabalho ombro a ombro entre professor e

estudantes; e a ndo reducéo da algebra ao simbolismo alfanumérico.

Palavras-chave: Pensamento Algébrico. Algebra Escolar. Generalizacio de Padrdes. Teoria

da Objetivagéo.



ABSTRACT

This research aims to analyze forms of algebraic thinking mobilized by students in their final
middle school years when answering an activity of generalization of patterns. A perspective of
algebraic thinking reasoned with the Theory of Objectification (TO) was taken as a theoretical
basis, that defines three distinct forms of thinking: factual, contextual and symbolic. Each one
of them presents three characterizing elements that act together, they are: indetermination, the
denotation of indeterminacy and analyticity, the latter being configured as the work with the
unknown performed from deductions. In addition to these aspects, the thinking defined in TO
has a multimodal nature and is divided into two parts: the ideational, which is composed of
imagination and inner speech; and the material, composed of different semiotic means of
objectification, such as gestures, movements, drawings, written words, among others. In view
of this, to reach the general objective of this research, it was necessary to record the participating
students, both in audio and video at the time of solving the seven problems that make up the
task of generalization of patterns. In our research, there were two studies, they were called
Study 1 and Study 2. In the first, we analyzed algebraic thinking mobilized by three pairs, the
first group composed by 6th grade students and the second by two groups of 9th grade students.
Of these three, only the 9th grade students managed to think algebraically, mobilizing two forms
of thought: factual and contextual. The second study was due to the need of increasing the
number of subjects participating in the investigation, but as it was carried out during the
pandemic caused by the new coronavirus in 2020, some changes in relation to the first were
necessary (such as working individually with students). In Study 2 we analyzed five students
(three 6th graders, one 8th grader and one 9th grader), in which the majority used different
strategies to solve the problems, but all mobilized different forms of algebraic thinking defined
by the TO. As main results, we point out the easiness that the 6th grade students of Study 2 had
when working with the alphanumeric symbolism from a task that made possible the
construction of the meaning of this language; the importance of gestures towards denotation
and work with the indeterminate; the different paths taken by students to solve problems;
shoulder-to-shoulder work between teacher and students; and not reducing algebra to

alphanumeric symbolism.

Keywords: Algebraic Thinking. School Algebra. Generalization of Patterns. Theory of

Objectification.



RESUMEN

Esta investigacion tiene como objetivo identificar las formas de pensamiento algebraico que
movilizan los estudiantes de los Gltimos afios de la educacion primaria cuando responden a una
tarea de generalizacion de patrones. Tomamos como base tedrica la perspectiva del
pensamiento algebraico basado en la Teoria de la Objetivacion (TO), que define tres formas
distintas de ese pensamiento: factual, contextual y simbdlica. Cada uno de ellos presenta tres
elementos caracteristicos que actian conjuntamente, siendo ellos la indeterminacion, la
denotacion de la indeterminacion y la analiticidad, configurandose esta Gltima como el trabajo
con lo desconocido realizado a partir de deducciones. Ademas de estos aspectos, el pensamiento
definido en la TO tiene un caracter multimodal y se divide en dos partes: el ideacional,
compuesto por la imaginacion y el habla interior; y el material, compuesto por diferentes
medios semiéticos de objetivacion, como gestos, movimientos, dibujos, palabras escritas y
otros. Ante esto, para lograr el objetivo general de esta investigacion fue necesario filmar a los
alumnos participantes, tanto en audio como en video, a la hora de resolver los siete problemas
gue componen la tarea de generalizacién de patrones. En nuestro trabajo hubo dos estudios,
nombrados Estudio 1 y Estudio 2. En el primero analizamos el pensamiento algebraico
movilizado por tres pares, uno compuesto por alumnos de 6° grado y dos por alumnos de 9°
grado. De estos tres, solo un grupo de estudiantes de noveno grado logré pensar
algebraicamente, movilizando dos formas de ese pensamiento: factual y contextual. EI segundo
estudio se produjo por la necesidad de incrementar el nimero de alumnos participantes en la
investigacién, pero como se realizé durante la pandemia provocada por el nuevo coronavirus
en 2020, fue necesario hacer algunos cambios con relacion al primero, como por ejemplo
trabajar individualmente con los estudiantes. En el Estudio 2 analizamos a cinco alumnos (tres
de 6° afio, uno de 8° y uno de 9°), en los que la mayoria utiliz6 diferentes estrategias para
solucionar los problemas, pero todos movilizaron distintas formas de pensamiento algebraico
definidas por la TO. Como principales resultados destacamos la facilidad que tuvieron los
alumnos de 6° grado del Estudio 2 para trabajar con el simbolismo alfanumeérico a partir de una
tarea que posibilitd la construccion del significado de este lenguaje; la importancia de los gestos
hacia la denotacion y el trabajo con lo indeterminado; los diferentes caminos tomados por los
estudiantes para solucionar los problemas; el trabajo hombro a hombro entre la profesora y los
alumnos; y la no reduccion del algebra al simbolismo alfanumeérico.

Palabras claves: Pensamiento Algebraico. Algebra Escolar. Generalizacion de Patrones.

Teoria de la Objetivacion.
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1 INTRODUCAO

A matematica é vista por muitos alunos como uma das disciplinas mais dificeis da
educacdo basical. Essas dificuldades sdo refletidas nas provas avaliativas da educac&o
brasileira, como apresenta a Prova Brasil (2017). Nesse exame foi mostrado que 56% dos alunos
matriculados no 5° ano ndo aprenderam o adequado referente a matemaética e no 9° ano apenas
15% dos alunos atingiram o esperado.

Segundo um levantamento de pesquisas realizado por Santos Junior (2013), alguns
autores consideram que um dos campos da matematica que os alunos apresentam mais
dificuldades é o da algebra. Muitas vezes elas estdo associadas ao fato de professores tratarem
a algebra como a utilizacdo de uma linguagem para a resolucéo de problemas ou até mesmo
COMO Processos mecanicos para resolverem equagoes.

Um exemplo dessa ideia da algebra reduzida a sua linguagem e a manipulacéao de regras
é observado na pesquisa de Barbosa e Silva Junior (2010), que buscou analisar os reflexos dos
conhecimentos sobre aritmética para o estudante do 9° ano do ensino fundamental efetuar as
operacdes e manipulacdes algébricas. Como resultado dessa pesquisa 0s autores constataram
que os estudantes foram bem-sucedidos na resolucao dos problemas aritméticos, porém tiveram
dificuldades no momento de acréscimos de simbolos para trabalhar com as mesmas estruturas
operacionais, problemas que eles categorizaram como algébricos. Trabalhar a algebra dessa
maneira a leva a um reducionismo, que muitos professores a veem como uma aritmética
generalizada por meio de uma linguagem especifica.

Mesmo ainda existindo educadores que seguem essa visdo sobre a lgebra em suas salas
de aula, a partir dos anos de 1990 pesquisadores tais como Lins (1992) e Fiorentini et al. (1993)
comecaram a ressignificar esse ensino. Perceberam que o simbolismo algébrico alfanumérico €
importante, mas que o ensino da algebra ndo pode estar limitado apenas a isso, mas, sim, deve
haver uma sucessdo de processos até o aluno conseguir entender o que aquela linguagem
simbdlica significa.

Seguindo essas ideias a algebra comecou a ser vista como uma forma de pensar em
relagdo as ideias matematicas (RADFORD, 2009, 2010a; ALMEIDA, CAMARA, 2017). N&o

h& um consenso entre 0s pesquisadores para a definicdo de pensamento algébrico, 0 que existem

L A educacio basica no Brasil é dividida em trés etapas: o ensino infantil, o ensino fundamental e o ensino médio.
O ensino fundamental possui nove anos de duracdo (1° ano 9° ano) e é dividido em duas partes: anos iniciais (1°
ao 5° ano) e anos finais (6° ao 9°). Segundo a BNCC (2018) é indicado que 0s alunos cursem essa etapa de ensino
durante o periodo dos 6 aos 14 anos de idade.
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sdo diversas perspectivas baseadas em distintas teorias e algumas dessas colocam o processo
de generalizacdo como uma das principais caracteristicas desse pensamento.

Como exemplo disso temos Blanton e Kaput (2005), que afirmam que essa caracteristica
de generalizacdo é expressa gradualmente em sistemas de simbolos convencionais. Além deles,
Kieran (2007) defende que a “algebra ndo é apenas um conjunto de procedimentos envolvendo
simbolos em forma de letra, mas também consiste na atividade de generalizacdo e fornece uma
série de ferramentas para representar a generalidade de relagdes matematicas, padrdes e
regras”?. (p. 7, traducdo nossa)

Para estimular o processo de generalizacdo alguns autores, como Radford (2009),
Borralho e Barbosa (2009, 2011), Vale (2012, 2013), Barbosa e Vale (2013), Baqueiro (2016),
Regis (2017) e Vergel (2019), afirmam que o trabalho com atividades que envolvam exploracéo
de padrbes € um dos caminhos para desenvolver o pensamento algébrico dos estudantes.

Na visdo de Barbosa e Vale (2013) a generalizacdo é considerada a base do pensamento
algébrico, sendo ela um importante elemento do conhecimento matematico que surge
naturalmente em atividades com exploracao de padroes. Vale (2012) afirma que ““as tarefas com
padroes ddo aos estudantes oportunidades para observar e verbalizar as suas proprias
generalizaces e traduzi-las numa linguagem mais formal de acordo com a idade” (p. 190).

Podemos observar que Vale (2012) apresenta uma ideia de que o trabalho com esses
tipos de tarefas oportuniza a argumentacdo dos alunos, e isso € confirmado na investigacao de
Regis (2017). Esse autor concluiu que “o trabalho com padrdes abre caminho para o exercicio
da comunicagdo, poder de argumentacao, elaboragdo de hipdteses e justificativas™ (p. 30). Isso
mostra que o trabalho com padrdes vai além do campo algébrico.

E importante ressaltar que a mobilizacdo do pensamento algébrico, assim como o
trabalho com padrdes, ndo deve iniciar apenas nos anos finais do ensino fundamental, podendo
ja ser desenvolvida nos primeiros anos dessa etapa de ensino (BORRALHO; BARBOSA,
2009). Dessa maneira, defendemos que

O processo de generalizacdo de padrbes é uma forma de conceber a algebra que deve
estar presente em todas as etapas da educacéo algébrica, principalmente na educacéo
basica, constituindo-se em um dos elementos caracterizadores do pensamento
algébrico que auxiliam na construgdo dos objetos matematicos (BAQUEIRO, 2016,
p. 190)

2 Texto original: Algebra was not merely a set of procedures involving the letter-symbolic form, but also that it
consisted of generalizing activity and provided a range of tools for representing the generality of mathematical
relationships, patterns, and rules.
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Em concordancia com esses autores alguns documentos oficiais da educacéo, como 0s
Parametros Curriculares do Estado de Pernambuco — PCPE (2012), a Base Nacional Comum
Curricular — BNCC (2018) e o Curriculo de Pernambuco para o Ensino Fundamental — CPE
(2019), defendem que o ensino da algebra e a abordagem de atividades que envolvem padrdes
deve estar presente em quase todo o percurso do ensino fundamental.

Analisando diversas pesquisas brasileiras é notadvel que alguns professores e
pesquisadores ja entenderam a algebra como um pensamento e que a utilizacdo de padrdes, que
leva o aluno a generalizacdo, é um dos melhores caminhos para desenvolver esse pensar
algébrico.

Exemplificando essas ideias tem-se a investigacdo de Porto, Costa, Marques e Luna
(2010). Essas pesquisadoras sdo professoras polivalentes da educacgdo infantil que buscaram
encontrar uma sequéncia de atividades para o ensino de algebra para criancas de 6 anos, esse
ensino tinha como foco o desenvolvimento do pensamento algébrico. Para isso elas utilizaram
atividades que os alunos buscassem observar regularidades e a generalizassem, chegando a
conclusdo de que essas atividades potencializaram o pensamento dos estudantes para as no¢des
algébricas.

Ainda no ensino infantil a pesquisa de Jungbluth et al. (2019) buscou descrever e
compreender como 0 uso de sequéncias recursivas e repetitivas contribui para desenvolver o
pensamento algébrico nos anos iniciais. Os pesquisadores buscaram exemplos em livros
didaticos e em literaturas que discorrem sobre o assunto e concluiram que as atividades
envolvendo padrdes levam a um ensino e aprendizagem da matematica com mais significado,
indo além do desenvolvimento do pensamento algébrico.

Em concordancia com essas ideias a pesquisa de Bredariol e Nacarato (2013) analisou
os raciocinios de estudantes do 6° ao 8° ano ao responderem uma tarefa com padrdes. Os alunos
trabalharam em grupos de 4 componentes, assim como socializaram suas ideias para toda a
turma. Em suas conclusdes os pesquisadores ressaltam a importancia da interacéo social, da
linguagem e do desenvolvimento humano para a mobilizacdo do pensamento algébrico e 0 uso
da linguagem, tanto a falada quanto a escrita, como forma de expressdo desse pensamento.

A pesquisa de Rodrigues et al. (2013) buscou identificar os tipos de pensamento
algébrico, com base na definicdo de Blanton e Kaput (2005), que os alunos do 6° ano do ensino
fundamental mobilizavam ao responder trés tarefas matematicas envolvendo padrbes. Foram

analisadas as producdes escritas e a fala dos alunos, e os autores concluiram que mesmo sem
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utilizar a linguagem simbdlica alfanumérica os estudantes mobilizaram alguma forma de pensar
algebricamente, expressando as ideias algébricas de diferentes formas.

Esses outros modos de pensar algebricamente, utilizando algo além do simbolismo
alfanumeérico, também foi identificado no trabalho de Pereira Junior (2016). Ele relata uma
atividade realizada com alunos do 8° ano que buscou trabalhar com o célculo literal utilizando
padrdes e regularidades. O objetivo dessa pesquisa era fazer com que o0 estudante conseguisse
escrever suas conclusdes utilizando uma linguagem algébrica formal, mas o pesquisador
observou que é importante os alunos perpassarem por diferentes etapas, em que eles possam
conjecturar, levantar hipdteses e desenvolver a argumentacdo. O autor também defende a
importancia de ouvir as ideias dos estudantes, para com isso abordar a simbologia algébrica
alfanumérica.

A pesquisa de Pereira (2019) investigou os modos de producdo de significacdo do
pensamento algébrico que os alunos do 7° ano produziam ao responderem tarefas com
sequéncias figurativas ou numeéricas. Podemos observar que as investigacdes relatadas
anteriormente afirmam que a linguagem escrita e oral sdo expressdes do pensamento e Pereira
(2019) defende a ideia de que esses elementos sdo a externalizacdo do pensar, ou seja, a parte
material do pensamento. Além da escrita e da fala o autor identificou que os estudantes
utilizavam multiplas linguagens para externar o pensamento algébrico, como o0s gestos e 0s
desenhos.

Para realizar essas afirmacdes Pereira (2019) se apoiou na fundamentacdo de
pensamento algébrico na perspectiva da Teoria da Objetivacdo (TO) — uma teoria sociocultural
de ensino-aprendizagem desenvolvida pelo professor Luis Radford. Na visdo dessa teoria o
pensamento possui uma natureza multimodal e é divido em duas partes: a material e a
ideacional. Essa ultima é composta pela imaginacdo e fala interior do estudante, enquanto a
material é constituida por gestos, percepcdo, falas, desenhos, escrita, entre outros
(MOGOLLON, 2020). Esses diversos elementos sdo denominados meios semiGticos de
objetivacéao.

Em relacdo ao pensamento algébrico, Radford (2006, 2009, 2010a, 2010b, 2018) o
divide em trés formas: factual, contextual e simbdlico. Todas elas apresentam trés elementos
caracterizadores que se interrelacionam, sdo eles a indeterminacdo, a denotacdo e a
analiticidade, esse ultimo consiste no trabalho com o desconhecido como se o conhecesse a
partir de deducdes. Mediante a esses elementos, a estratégia que o estudante recorre e aos meios

semidticos que ele emerge durante uma atividade, podemos definir qual das trés formas de
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pensamento algébrico o aluno esta mobilizando. Para chegar a defini¢do dessas formas Radford
(2009) realizou uma pesquisa longitudinal com estudantes de diversas idades que responderam
a problemas de generalizacéo de padrdes.

No pensamento algébrico factual o estudante trabalha com a indeterminagédo
implicitamente e faz uso de gestos, ritmos e movimentos para tornar aparente suas intengdes.
Quando ele mobiliza o pensamento algébrico contextual a indeterminag&o ja se torna explicita
por meio da fala e da escrita. O uso de simbolos alfanuméricos é o meio semiotico de
objetivacdo caracteristico do pensamento algébrico simbolico®.

Com a analise das pesquisas descritas anteriormente percebemos a existéncia do
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos a partir do trabalho com tarefas de
generalizacdo de padrBes, mas algumas delas se atém apenas a linguagem escrita e oral do
estudante. Diante disso, e tomando como referencial a perspectiva de pensamento algébrico que
se fundamenta na Teoria da Objetivacdo, decidimos que nossa pesquisa ndo se restringira
apenas a fala e a escrita, considerando também gestos, desenhos, ritmos e outros componentes
do pensamento algébrico. Dessa maneira, essa pesquisa se debrucard a responder a seguinte
questdo: Quais sdo as formas de pensamento algébrico mobilizadas por alunos dos anos finais
do ensino fundamental ao responderem uma tarefa de generalizagéo de padrdes?

A escolha por utilizar a perspectiva da TO nessa investigacao € justificada pelo fato de
ela defender que os gestos, falas, desenhos, entre outros, compdem o pensamento algébrico
mobilizado pelo aluno no momento da atividade*. A escolha por trabalhar com alunos do 6° ao
9° ano tomou como base os PCPE (2012), pois esse documento apresenta que no campo do
ensino da algebra atividades com sequéncias figurais e numéricas devem ser trabalhadas desde
0 primeiro ano do ensino fundamental.

Com isso partimos do principio de que os estudantes que cursaram os anos finais do
ensino fundamental nos anos de 2019 e 2020 em Pernambuco, local que foi realizada a pesquisa,
ja estavam familiarizados com esses tipos de tarefas e supomos que eles resolveriam 0s
problemas algebricamente.

Portanto, o objetivo geral dessa pesquisa € identificar as formas do pensamento
algébrico mobilizadas por estudantes dos anos finais do ensino fundamental ao responderem

uma tarefa de generalizacdo de padrdes. Para alcancar esse objetivo nossos objetivos

3 As diferentes formas de pensamento algébrico serdo mais detalhas na fundamentacéo tedrica dessa pesquisa.
4 Referente a atividade na perspectiva da TO, que ¢ definida como “uma forma social de esfor¢o conjunto por meio
do qual os individuos produzem seus meios de subsisténcia enquanto se produzem a si mesmo como seres
humanos.” (RADFORD, 2020, p. 23, tradug@o nossa). Na TO essa atividade recebe o nome de labor conjunto.
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especificos sdo: identificar os meios semidticos que os estudantes emergem para objetivar suas
ideias — pois assim sera possivel identificar suas formas de pensamento algébrico mobilizadas;
identificar a estratégia utilizada pelo estudante para resolver o problema — o que oportunizara a
definicdo de se o0 aluno esta pensando algebricamente ou nédo; e identificar a presenca dos trés
elementos caracterizadores do pensamento algébrico (indeterminagdo, denotagdo e
analiticidade) nas respostas dos estudantes.

Apls a apresentacdo da questdo de pesquisa e dos objetivos, geral e especificos,
organizamos a estrutura do texto de acordo com a discussdo sobre a algebra, fundamentacéo
tedrica, procedimentos metodolégicos, anélise de dados e consideragdes finais da pesquisa.

O Capitulo 2 é referente a algebra. Ele apresenta algumas concepcdes de algebra e um
breve recorrido historico dela, levando em consideracdo as antigas civilizacdes até os dias
atuais. Também traz uma abordagem do percurso historico do ensino da algebra no Brasil, com
breves analises de livros didaticos utilizados no Século XX em diferentes momentos. Por fim,
expomos algumas pesquisas desse campo da matematica no Brasil, o entendimento de algebra
para alguns autores e como os problemas com sequéncias, regularidades e padrdes relacionado
a algebra estdo presentes nos PCPE (2012) e na BNCC (2018).

O Capitulo 3 trata do pensamento algébrico e da perspectiva desse pensar fundamentado
na Teoria da Objetivacdo (RADFORD, 2009, 2010a). Esse capitulo apresenta uma breve
discussao sobre os principais elementos da TO e detalha os elementos caracterizadores desse
pensamento e suas trés formas distintas.

Nosso trabalho apresenta dois estudos empiricos, denominados Estudo 1 e Estudo 2. O
primeiro consistia no estudo piloto da pesquisa, mas apds o exame de qualificacdo decidimos
por deixa-lo como um dos principais. O percurso metodologico desse Estudo 1 é detalhado no
Capitulo 4. Ele foi realizado com 19 alunos do 6° ao 9° ano, desses 19 estudantes conseguimos
gravar trés duplas, portanto a analise dele foi realizada apenas com seis alunos. Essa analise
esta descrita no Capitulo 5, em que apresentamos os principais resultados e conclusdes a partir
das respostas escritas e das videos-gravagdes dos estudantes no momento da atividade.

Como no Estudo 1 houve poucos sujeitos participantes, buscamos aumentar esse
quantitativo realizando um segundo estudo. A ideia principal do Estudo 2 era trabalhar com um
grupo de alunos de cada ano escolar dos anos finais do ensino fundamental, porém devido a
pandemia causada pelo novo coronavirus (SARS-CoV-2), que teve inicio no Brasil no primeiro
semestre de 2020, tivemos que realizar diversas modificagdes, buscando evitar qualquer

propagacao do virus.
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Portanto, o Estudo 2 n&o foi realizado em duplas, tampouco em salas de aula, mas com
cada aluno individualmente, totalizando 11 sujeitos participantes. As modificagdes e a
metodologia utilizada nesse estudo estdo descritas no Capitulo 6 desse trabalho. Dos 11
estudantes participantes, 5 conseguiram mobilizar formas de pensar algebricamente. A analise
desses resultados € encontrada no Capitulo 7.

Por fim, no capitulo seguinte, apresentamos nossas consideracdes finais e indicacGes

para proximos estudos.
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2 AALGEBRA

A algebra por muitos anos foi entendida como a utilizacao de letras para indicar valores
(BOOTH, 1995; USISKIN, 1995), mas em meados dos anos 1990 essa concep¢do comegou a
sofrer modificacBes. Educadores perceberam que definir a algebra dessa maneira seria reduzi-
la apenas ao seu simbolismo alfanumérico acompanhado de memorizacdo de regras e
procedimentos, a partir disso ela comecou a ser entendida como uma forma de pensar em
relacdo as ideias matematicas (FIORENTINI et al., 1993; LINS; GIMENEZ, 1997; KIERAN,
2007; RADFORD, 2009).

Uma perspectiva histdrica da algebra, que toma como base o desenvolvimento histérico
da linguagem algébrica, foi apresentada por Fiorentini et al. (1993) e mostrou que o surgimento
do simbolismo alfanumérico ocorreu depois de muitos anos de estudos dessa area da
matematica. Essa perspectiva é vinculada a trés distintos momentos, que inicialmente se
referem a: linguagem retorica; linguagem sincopada; e linguagem simbdlica.

O primeiro momento faz referéncia a fase da utilizacdo da linguagem retorica verbal,
correspondente a época das antigas civilizagbes (4000 a 3500 a.C.), como 0s egipcios, 0s
babildnicos e os gregos anteriores a Diofanto de Alexandria (Século 111). Segundo Fiorentini et
al. (1993) e Radford (2011a), alguns dos indicios que ndo levam a identificar o trabalho com
algebra dessas civilizacGes sdo: a utilizacdo, pelos egipcios, do método da falsa posi¢do para
resolucdo de equacdes do primeiro grau e a utilizacdo da geometria ingénua, pelos babil6nicos,
para resolucdo de equacdes do segundo grau. Essas ideias eram apresentadas por meio de uma
linguagem corrente, como a escrita cuneiforme gravada nas tabuas de argila pelos Babil6nicos

A linguagem sincopada € a caracteristica do segundo momento. Esse faz referéncia a
época em que Diofanto comecou a utilizar a palavra arithmos para indicar uma incognita,
tornando suas equacdes mais concisas e abreviadas. A utilizagdo do arithmos conduziu a
algebra para um tratamento mais sistematico e global dos seus problemas (RADFORD, 2011a).
Esse modelo sincopado também foi utilizado por Cardano (1545) ao descrever uma equacao da
seguinte maneira: “cubus p. 6 rebus aequalis 20”, o que corresponde a x* + 6x = 20.

A Ultima fase dessa perspectiva histérica de desenvolvimento da algebra, apresentada
por Fiorentini et al. (1993), possui como caracteristica 0 que eles denominam linguagem
simbolica e faz referéncia ao momento de introdugéo de novos simbolos na algebra por Frangois

Viéte (1540-1603). A evolucdo dessa simbologia deu continuidade com os outros matematicos
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posteriores a Viéte, como é o exemplo de Descartes (1596-1650) que fez uso das Ultimas letras
do alfabeto para referir-se a incognitas e das primeiras letras como referéncia aos nimeros fixos.

Diante desses relatos historicos observamos que foi uma construcao e sucessdo de ideias
que culminou no desenvolvimento da linguagem simbolica alfanumérica, isso mostra que a
partir do aprofundamento dos estudos da &lgebra foi que surgiu a necessidade de desenvolver
esse simbolismo. Esses fatos nos indicam que nédo é interessante definir e trabalhar a &lgebra
dentro da sala de aula apenas com foco em sua simbologia alfanumerica.

Em algumas pesquisas, como as de Pereira e Pires (2010) e Mazaro e Pires (2010), é
notavel um pouco da preocupacdo de alguns professores brasileiros com a expansdo do ensino
da algebra para além das regras e procedimentos. Ambas as pesquisas citadas indicam que esse
ensino ndo deve ser reduzido ao seu simbolismo, mas, sim, deve estar voltado para o
desenvolvimento do pensamento algébrico dos estudantes, de modo que eles consigam perceber
regularidades, estabelecer relacdes entre varidveis, entre outros. Para isso as autoras defendem
a necessidade de atividades que desafiem os alunos, que os levem a descobertas e reflexdes,
sendo ativos no processo de resolucdo. Mas a educacdo algébrica no Brasil precisou de um
longo percurso de modificacdes para que os educadores comecassem a defender o ensino da
algebra dessa maneira.

Chegando as escolas brasileiras nos primeiros anos do Século XIX, a algebra era
ensinada em aulas avulsas de aritmética, geometria e trigonometria. O ensino da matematica
nessa época seguia a seguinte sequéncia: primeiro era ensinado a aritmética, depois a algebra e
por ultimo a geometria.

Nesse periodo ndo existia um unico livro para a matematica, mas sim diversos livros
para cada area. No caso da algebra os livros presentes na sala de aula eram denominados
manuais didaticos e recebiam o nome de Curso de Algebra (MIGUEL et al., 1992). Esses livros
apresentam indicios de como era vista a educacédo algébrica da época, que, segundo Fiorentini
et al. (1993), recebe 0 nome de percepcao linguistico-pragmatica.

Os livros do Século XI1X e primeira metade do Século XX normalmente introduziam os
assuntos com alguns problemas resolvidos e depois indicavam outros problemas para serem
respondidos. O conceito de equagéo, por exemplo, sempre estava associado com a necessidade
de resolucédo de problemas (MIGUEL et al., 1992). A Figura 1 apresenta como era trabalhado
0 topico de equacdo de 1° grau em um livro do ano de 1923. Nessa imagem é possivel observar
a explanacéo da técnica que os alunos deveriam utilizar para resolver o problema, mostrando a

reducdo da algebra ao seu simbolismo e as suas regras.
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Figura 1 — Resolucéo de uma equacéo apresentada em um livro de algebra do inicio do século XX

3 - D -
— o= B — D,
. i

Multiplicande os dois membros por %4 minima
multiplo eommum dos denominadores, tem-se:
On + 144 — 202 120, (1)
A precedente transformacio da eguaeio fracciova-
rin em inteira chama-se eliminaciao dos denoniinadores.
Transpondo os termos da equagiae (1), vem:
{44 4+ 120 = 200 — Y.
Reduzindo os termos semelhantes, acha-se:
201 — 11m,
O
1lw = 264.
E dividindo os dois membros por 11,

264

P o A,
Y= — .

Logu, 0 numero procurado ¢ 24.

Fonte: Peréz e Marin (1923, p. 18)

Em 1931, com a Reforma Francisco Campos®, a educacgio no Brasil comegou com a
ideia de seriacdo. Isso levou, gradativamente, ao desaparecimento dos manuais didaticos, como
0 Curso de Algebra, dando lugar aos manuais organizados que apresentavam o0s contetidos a
serem trabalhados em determinado ano escolar.

Em relagdo a esses novos livros didaticos Miguel et al. (1992) afirmam que a
apresentacdo dos contelidos relativos ao campo da algebra ndo sofreu muitas modificacdes,
continuando com a ideia linguistica, dando énfase ao simbolismo algébrico, assim como
pragmatica, por meio de um conjunto de regras que devem ser seguidos para obter a resolucao
de determinados problemas. Essas caracteristicas permaneceram até por volta de 1960, quando
surge a segunda concepcdo da educacdo algebrica no Brasil durante o Movimento da

Matematica Moderna®.

5 A Reforma Francisco Campos foi a primeira reforma da educagéo de nivel nacional no Brasil e foi realizada pelo
Ministro da Educacédo e Saude da época, o Francisco Campos. Uma das principais contribui¢es dessa reforma foi
a insercdo do ensino seriado e a obrigatoriedade da presenca dos alunos as escolas.

® O Movimento da Matemética Moderna foi um movimento internacional que chegou ao Brasil nos anos 1960 e
perdurou até os anos finais da década de 70.
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Um dos principais propositos desse movimento foi unificar o ensino da aritmética, da
algebra e da geometria. Essa unificacdo ndo se deu pela introducéo ou exclusdo de tdpicos a
serem estudados, mas “pela introdugdo de elementos unificadores tais como a teoria dos
conjuntos, as estruturas algebricas e as relacdes que, acreditava-se, constituiriam a base para a
construcdo logica do novo edificio matematico.” (MIGUEL et al., 1992, p. 45).

Nesse periodo a &lgebra ganhou bastante destaque, pois existia uma visdo de que ela
havia sido responsavel pelos avancos da matematica ocorridos nos dois Gltimos séculos. Com
base nessas ideias 0os educadores defendiam que o papel pedagoégico da algebra era de ser
fundamentador dos outros campos da matematica. Com isso a segunda concepc¢do do
desenvolvimento da educacao algébrica no Brasil recebe 0 nome de fundamentalista-estrutural
(FIORENTI et al., 1993).

A abordagem da algebra continuou fortemente vinculada a linguagem simbdlica, mas
agora existia a preocupacao com a estrutura légica dos objetos algébricos. Miguel et al. (1992)
afirmam que nesse momento o ensino da algebra comecava com a introducdo de propriedades,
enfatizando os conceitos e a linguagem para expressa-los.

A Figura 2 apresenta a preocupacdo em explicar os processos ldgicos e estruturais da
algebra presentes nos livros didaticos do ano de 1977. Em comparacéo com o livro didatico da
concepgdo linguistico-pragmatica é possivel identificar que o foco ndo é mais utilizar as
equacOes para resolver um determinado problema, e sim saber 0s nomes das regras utilizadas

em cada passo para resolver a equacdo, ou seja, justificar todas as etapas dos procedimentos.

Figura 2 — Tdpicos de algebra trabalhados em um livro didatico de 1977
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Mesmo mudando o foco da preocupacdo do ensino da &lgebra ambos os momentos

direcionam esse ensino para 0 manuseio do simbolismo alfanumerico e para a identificacéo e

aplicacdo de regras.
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A Ultima concepcdo da Educacdo Algébrica no Brasil apresentada por Fiorentini et al.
(1993) é denominada fundamentalista-analdgica, surgiu depois do Movimento da Matemaética
Moderna e buscava uma fusdo entre as duas concepcdes anteriores. Nela é retomada a ideia de
utilizar a algebra para resolucdo de problemas e as justificativas sao realizadas com bases em
recursos analégicos geométricos, materiais concretos, entre outros.

Mesmo existindo essas trés distintas concepgdes Miguel et al. (1992) defendem que
todas elas buscaram reduzir o pensamento algébrico ao simbolismo, ou seja, elas tomaram como
ponto de partida a algebra simbdlica alfanumérica, deixando de lado todo o desenvolvimento
do pensamento algébrico que deve ser realizado até chegar na utilizacdo dessa simbologia.
Portanto, todas as concepgdes estdo voltadas para uma visdo de algebra mecanica, em defesa
da sua linguagem, regras e procedimentos.

Essas ideias também estdo presentes entre pesquisadores e professores, como é 0 caso
de Usiskin (1995) que afirma que a algebra escolar tem relacdo com os significados das letras
e com as operacdes que sdo realizadas com elas. Com base nesta definicdo ele defende quatro
concepgdes para o0 ensino da algebra (a algebra como aritmética generalizada, a algebra como
um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problema; a algebra como estudo de
relacBes entre grandezas; a algebra como estudo das estruturas), e todas a reduzem ao seu
simbolismo e as regras para resolucéo de problemas. Em paralelo com essas ideias Booth (1995)
afirma que a algebra deve ser vista como uma aritmética generalizada, que a diferenca entre
elas € que a algebra utiliza as letras para indicar valores.

Essa visdo da algebra ainda esta presente nas salas de aula, como indicam as pesquisas
de Ferreira e Wagner (2010) e a de Ramos et al. (2013). A primeira investigacdo buscou
identificar as crencas e concepcdes de uma professora de matematica no ensino fundamental e
médio. Os autores notaram que a professora analisada afirmava que a algebra corresponde ao
estudo de técnicas para resolver exercicios, a definindo como prética de exercicios de
memorizacdo. Essas concepcbes também se fizeram presentes na pesquisa de Ramos et al.
(2013) que observando uma aula do 7° ano sobre equagdes do primeiro grau constataram que a
resolucéo de problemas muitas vezes era confundida com a resolucéo de exercicios fortemente
voltados para a manipulacdo e memorizacdo de métodos. O professor observado utilizou na
aula a sequéncia de atividades presentes no livro didatico e elas estavam voltadas para uma
concepcao de algebra como resolutiva de problemas, ndo favorecendo a autonomia dos alunos

para levantar hipdteses e estratégias.
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O ensino da &lgebra, com base nessa perspectiva mecanicista, se reflete na formacao dos
alunos nesse campo da matematica, como apresenta a pesquisa de Dorigo e Ribeiro (2010). A
investigacao desses pesquisadores tinha como objetivo diagnosticar quais as concepgdes que 0S
alunos do ensino médio possuiam sobre os significados das equacdes. Os resultados
evidenciaram que os estudantes estdo muito presos as regras e técnicas de manipulacdo para
obterem o resultado da equagdo e quando sdo questionados sobre esses procedimentos ndo
sabem justificar o que fazem e o porqué fazem.

Buscando modificar essa visao tecnicista, autores comecaram a buscar outras propostas
para definir a algebra escolar. Na visdo de Lins ¢ Gimenez (1997) “a algebra consiste em um
conjunto de afirmacgdes para as quais € possivel produzir significado em termos de nimeros e
operacgdes aritméticas, possivelmente envolvendo igualde ou desigualdade” (p. 137). Os autores
afirmam que essa definicdo serve para identificar possiveis atividades que potencializam o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

Com base em suas pesquisas, Modanez (2003) elencou o ensino da algebra escolar em
trés categorias, sendo a primeira a visdo mais classica, em sua perspectiva, a que o pensamento
algébrico é visto como uma ampliacdo do pensamento aritmético. A segunda propde o
desenvolvimento inter-relacionado da algebra e da aritmética, ou seja, que a algebra e a
aritmética sejam desenvolvidas concomitantemente. E a ultima defende uma semi-dependéncia
dos pensamentos algébricos e aritméticos.

Em paralelo com essas ideias, Castro (2003) defende a existéncia de duas opcdes
pedagogicas para o ensino da algebra escolar. A primeira considera esse ensino como aritmética
generalizada, que defende que para aprender algebra precisa entender muito de aritmética,
sendo a algebra vista como uma generalizacdo dos procedimentos aritméticos. Nessa
perspectiva a algebra é caracterizada pelo uso de uma linguagem sofisticada para o aluno
abordar os mesmos problemas e procedimentos da aritmética. A segunda concepgdo é
caracterizada pelo pensamento algébrico, que o autor define como “um certo modo de pensar
os problemas da Matematica” (CASTRO, 2003, p. 3).

Algumas pesquisas brasileiras ja mostram a preocupagdo com o desenvolvimento desse
pensamento, como por exemplo as pesquisas de Silva e Savioli (2012) e Prestes e Ferreira
(2018). Ambas realizaram trabalhos com alunos dos anos iniciais do ensino fundamental. Na
primeira investigacdo foram aplicadas tarefas em alunos do 5° ano e as respostas desses
estudantes levaram os autores a concluir que mesmo com algumas resolugdes equivocadas era

possivel evidenciar indicios de pensamento algébrico, pois os alunos buscaram entender a
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situacdo do problema e descrever seus processos de pensamento. A segunda pesquisa foi
realizada com alunos do 2° ano e os autores utilizaram uma atividade que tinha por objetivo
fazer os alunos refletirem sobre simbologias j& conhecidas, como por exemplo a placa de
proibido fumar. Segundo os autores essa atividade pode iniciar o desenvolvimento do
pensamento algébrico de maneira intuitiva.

Observamos entdo que algumas investigacoes ja indicam que o ensino da algebra, com
foco no desenvolvimento do pensamento algébrico, deve comecar a ser realizado j& nos
primeiros anos do ensino fundamental, para que com isso haja uma construcdo das ideias
algébricas nos estudantes. Isso facilitard no momento que eles se depararem com estudos mais
avancados, como equagdes do segundo grau, possibilitando construir com maior facilidade o
significado para o que esta sendo estudado. Obviamente esse trabalho com as criangas ndo deve
ser iniciado a partir do simbolismo alfanumérico, mas sim se deve utilizar outros tipos de

linguagem. Portanto concordamos que o

Ensino da algebra na educacéo basica, comegando desde 0s anos iniciais até o ensino
médio, deve estar voltado muito mais para a constru¢do de significado e o
desenvolvimento do pensamento algébrico, em detrimento da manipulacdo da
linguagem simbdlico algébrica (ALMEIDA, CAMARA 2017, p. 11)

Em concordancia com essas ideias, os Parametros Curriculares do Estado de
Pernambuco — PCPE (2012) apresentam diversas expectativas de aprendizagem referentes ao
campo da algebra, assim como a Gltima versdo da Base Nacional Comum Curricular - BNCC
(2018) apresenta uma sequéncia de objetos de conhecimento e habilidades que devem ser
trabalhadas em todo o percurso de ensino da algebra no ensino fundamental. Esses elementos,
de ambos os documentos, serdo explicados no préximo tépico desse capitulo.

Nesse trabalho ndo abordamos as ideias relacionadas a algebra presentes no Curriculo
de Pernambuco para o Ensino Fundamental — CPE (2019), pois 0 que ele expbe estd muito
semelhante com o que foi apresentado sobre algebra na BNCC no ano de 2018.

2.1 A Algebra Escolar, a BNCC e 0 PCPE
A Base Nacional Comum Curricular — BNCC (2018) é um documento oficial da

educacdo brasileira e possui um cardter normativo, com o intuito de indicar quais sdo as

aprendizagens essenciais para cada ano escolar. Esse documento busca uma equidade entre 0s
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alunos brasileiros por meio da apresentacdo dos temas que devem ser abordados durante o
percurso do estudante na educacgéo bésica.

Em relacdo ao ensino fundamental, que € o nosso campo de pesquisa, a BNCC (2018)
0 estrutura por meio dos seguintes elementos: areas do conhecimento — competéncias
especificas de &rea; componentes curriculares — competéncias especificas de componente. A
etapa de ensino em questdo estd organizada em cinco &reas do conhecimento, sendo a
matematica uma delas. Essa area apresenta como componente curricular a propria matematica,
diferentemente, por exemplo, da area de ciéncias humanas que € constituida por dois
componentes curriculares: histdria e geografia.

Visando o desenvolvimento das competéncias especificas, cada componente curricular
apresenta um conjunto de habilidades a serem desenvolvidas que fazem referéncia as
aprendizagens essenciais de um determinado ano escolar. Essas habilidades estdo relacionadas
com o0s objetos de conhecimento, ou seja, com 0s conteldos, conceitos e processos. Esses
objetos sdo organizados em unidades tematicas.

A matematica apresenta cinco unidades tematicas: numeros, algebra, geometria,
grandezas e medidas, probabilidade e estatistica. Nessa pesquisa nos debrucaremos a analisar
a unidade tematica algebra.

A BNCC (2018) mostra que a principal finalidade dessa unidade € o desenvolvimento
do pensamento algébrico e defende que ele “¢ essencial para utilizar modelos matematicos na
compreensdo, representacdo e analise de relagbes quantitativas de grandezas e, também, de
situagdes e estruturas matematicas, fazendo uso de letras e outros simbolos.” (BRASIL, 2018,
p. 270).

O documento em questdo defende que o desenvolvimento do pensar algebricamente
deve comecar nos anos iniciais do fundamental, mas que o trabalho com o simbolismo
alfanumérico s6 deve estar presente a partir do 7° ano dessa etapa do ensino. Para a mobilizacdo
desse pensamento nos anos iniciais a BNCC (2018) indica o trabalho com problemas que
apresentem determinados padrdes. Para isso devem ser utilizadas sequéncias, sejam elas de
crescimento ou de repeti¢do, de modo que os alunos consigam completar a sequéncia, perceber
um determinado padréo, realizar generalizacdes e criar uma lei de formacao.

Além de problemas com padr@es, o documento incentiva o desenvolvimento da ideia de
equivaléncia com nameros particulares, de modo que o aluno consiga perceber, por exemplo,
quese3+6=9e2+7=09 entdo 3+ 6 =2+ 7. Outra indicagdo para trabalhar algebra nos

anos iniciais é desenvolver as ideias de fungdo juntamente com proporcionalidade.
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Segundo a BNCC (2018) os anos finais do ensino fundamental sdo voltados para

aprofundar os contetdos trabalhados na primeira etapa e os alunos desses anos, ao estudarem

conteudos relativos a algebra, devem

compreender os diferentes significados das variaveis numéricas em uma expressao,
estabelecer uma generalizacdo de uma propriedade, investigar a regularidade de uma
sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma sentenca algébrica e
estabelecer a variagdo entre duas grandezas. E necessério, portanto, que os alunos
estabelecam conexdes entre variavel e funcéo e entre incognita e equacédo. As técnicas
de resolucdo de equacdes e inequacBes, inclusive no plano cartesiano, devem ser
desenvolvidas como uma maneira de representar e resolver determinados tipos de
problema, e ndo como objetos de estudo em si mesmos. (BRASIL, 2018, p. 270 — 271)

E importante evidenciar que as técnicas de resolucao de equacdes e inequacdes, que sio

abordadas nos anos finais, devem ser construidas ao longo de todo percurso do ensino

fundamental. Dessa forma, os alunos conseguirdo atribuir significado e compreender todas as

etapas de resolucéo, sabendo justificar todos os passos realizados.

Analisando as habilidades e objetos de conhecimento referentes a unidade tematica

algebra, é perceptivel que o trabalho com sequéncias, ou com padrdes, estd presente na maioria

dos anos da parte inicial do ensino fundamental (Quadro 1). Como a nossa pesquisa esta

relacionada com atividades que envolvem padrdes, buscamos identificar como a BNCC (2018)

define o trabalho com esses elementos em cada ano escolar.

Quadro 1 — Objetos de conhecimento e habilidades referentes a algebra e padr6es nos anos iniciais do ensino
fundamental presentes na BNCC (2018)

Ano Objetos de conhecimento Habilidades

Escolar

1°ano | Padrbes figurais e numéricos: | (EFOLMAQ9) Organizar e ordenar objetos
investigacdo de regularidades ou | familiares ou representacdes por figuras, por meio
padrdes em sequéncias. de atributos, tais como cor, forma e medida.
Sequéncias recursivas: observacdo | (EFOLMAZL0) Descrever, ap6s o reconhecimento e
de regras usadas utilizadas em | a explicitacdo de um padréo (ou regularidade), os
seriacBes numéricas (mais 1, mais 2, | elementos ausentes em sequéncias recursivas de
menos 1, menos 2, por exemplo). nUmeros naturais, objetos ou figuras.

2°ano | Construcdo de sequéncias repetitivas | (EFO2MA09) Construir sequéncias de nudmeros

e de sequéncias recursivas.

Identificacdo de regularidade de
sequéncias e determinacdo de
elementos ausentes na sequéncia.

naturais em ordem crescente ou decrescente a partir

de um ndmero qualquer, utilizando uma
regularidade estabelecida.
(EFO2MA10) Descrever um padrdo (ou

regularidade) de sequéncias repetitivas e de
sequéncias recursivas, por meio de palavras,
simbolos ou desenhos.
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(EFO2MA11) Descrever os elementos ausentes em
sequéncias repetitivas e em sequéncias recursivas
de numeros naturais, objetos ou figuras.

3°ano | ldentificacho e descricdo de | (EFOBMA10) Identificar regularidades em
regularidades em sequéncias | sequéncias ordenadas de nudmeros naturais,
numéricas recursivas. resultantes da realizaco de adigdes ou subtragdes
sucessivas, por um mesmo namero, descrever uma
regra de formacdo da sequéncia e determinar

elementos faltantes ou seguintes.
4°ano | Sequéncia  numerica  recursiva | (EFO4AMALL) Identificar regularidades em

formada por multiplos de um nimero
natural.

Sequéncia  numérica  recursiva
formada por nimeros que deixam o
mesmo resto ao ser divididos por um
mesmo ndmero natural diferente de

sequéncias numéricas compostas por multiplos de
um numero natural.

(EFO4MA12) Reconhecer, por meio de
investigacOes, que ha grupos de nimeros naturais
para 0s quais as divisdes por um determinado
nimero resultam em restos iguais, identificando

Zero.

regularidades.
Fonte: Adaptado de BNCC (2018)

Para o desenvolvimento do pensamento algébrico o trabalho com padrdes tem inicio no
1° ano do ensino fundamental, em que os alunos sdo postos a investigar as regularidades,
descrever 0 que conseguem perceber e encontrar elementos ausentes. No 2° ano o estudante é
posto para criar suas proprias sequéncias e descrever os elementos ausentes por meio de
simbolos, palavras ou desenhos. Esses momentos podem levar a mobilizacdo do pensamento
algébrico: os alunos trabalham com a indeterminagdo e devem descrevé-la utilizando simbolos
por eles ja conhecidos. Nota-se que o trabalho com a algebra, envolvendo indeterminagdes, ndo
ocorre apenas com o uso do simbolismo alfanumeérico, isso s6 € indicado, segundo a BNCC
(2018), no 7° ano do ensino fundamental.

No 3° ano os estudantes devem descrever a regra de formacao da sequéncia, tornando o
estudo com padrdes mais aprofundado. No 3° e 4° ano o trabalho com esses problemas comeca
a envolver outros tépicos, como divisdo, multiplicacdo e restos. 1sso nos leva a perceber que o
problema com sequéncias pode abordar outras unidades tematicas, ndo so a algebra.

E importante destacar que quando se fala em algebra, em relagdo a BNCC (2018), os
primeiros anos do ensino fundamental basicamente se detém a trabalhar com sequéncias e
padroes. Esse trabalho ocorre de maneira gradativa, contribuindo para a mobilizagdo e
desenvolvimento do pensamento algébrico.

Mesmo sendo um documento de 2012, seis anos antes da BNCC (2018), os Parametros
Curriculares do Estado de Pernambuco — PCPE (2012) ja mostravam a importancia de ver a
algebra como uma forma de pensar matematicamente, que tem como principal caracteristica a

busca por generalizagdes e regularidades desde os anos iniciais do fundamental. Portanto, esse
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documento oficial da educacéo do Estado de Pernambuco afirma que a formagéo em algebra
ndo deve estar voltada apenas para o simbolismo alfanumérico, mas também para a
identificacdo de regularidade em sequéncias figurais, numéricas e outras.

O PCPE (2012) divide a matematica em blocos de conteddos semelhantes as unidades
teméticas da BNCC (2018), séo eles: geometria, estatistica, &lgebra e fun¢des, grandezas e
medidas, e nimeros e suas operac¢des. Cada um desses blocos apresenta diversas expectativas
de aprendizagem, que significam o minimo que se espera que o estudante aprenda para
desenvolver as competéncias basicas da disciplina.

No Quadro 2 apresentamos como o trabalho com padrdes, sequéncias e generalizacdo
esta presente nas expectativas de aprendizagem da algebra e fungdes do 1° ao 6° ano do ensino
fundamental. Notamos que ele é bem mais modesto em sua descri¢do quando comparado com
a BNCC (2018), mas ja mostra a importancia da identificacdo de padrdes e regularidades em

uma sequéncia para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Quadro 2 — Expectativas de aprendizagem referentes a algebra e padrdes do 1° ao 6° ano presentes nos PCPE

(2012)
Ano Expectativas de aprendizagem (Algebra e Funcdes)
Escolar
1°ano | - Compreender a nocdo de regularidade a partir da construcdo de uma sequéncia
numérica até 30, em ordem crescente ou decrescente.
- Compreender a nocdo de regularidade a partir da ordenacdo de numeros até 30,
reconhecendo qual vem antes ou depois na sequéncia.
- Completar uma sequéncia (numérica ou de figuras) com elementos ausentes no final da
sequéncia.
2°e 3° | - Completar uma sequéncia (numérica ou de figuras) com elementos ausentes no meio
ano ou no final da sequéncia.
4°ano | - Reconhecer o padrdo que esta associado a multiplicacdo de um nimero por 10 ou por

100 (perceber que todo numero multiplicado por 10 termina em zero e que multiplicado
por 100 termina em dois zeros).

- Descrever e completar uma sequéncia (numérica ou de figuras) com elementos ausentes
no meio ou no final da sequéncia.

5°ano | - Descrever e completar uma sequéncia (numérica ou de figuras) com elementos ausentes
(no inicio, no meio ou no fim da sequéncia).

- Reconhecer o padrdo associado a multiplicagdo ou a divisdo de um namero por 10, 100
ou 1 000 (perceber que todo nimero natural terminado por trés zeros é o resultado de
uma multiplicag&o por 1 000).

6°ano | Descrever, completar e elaborar uma sequéncia numérica ou formada por figuras.

Fonte: Adaptado de PCPE (2012)

Em relacdo a BNCC (2018), 0 5° e 6° ano ndo apresentam indicacdes de trabalho com

padroes, eles estdo voltados para a igualdade, grandezas diretamente proporcionais e problemas
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de partilha. Algo equivalente ocorre nas expectativas de aprendizagem dos PCPE (2012), que
ndo indica o trabalho com sequéncias do 7° ao 9° ano, estando presente até o 6° ano.

A abordagem de padrbes e regularidades para o desenvolvimento do pensamento
algébrico retoma nos objetivos de conhecimento e habilidade da BNCC (2018) referentes ao 7°
e 8° ano, como apresenta o0 Quadro 3.

Quadro 3 — Objetos de conhecimento e habilidades referentes a algebra e padrfes nos anos finais do ensino
fundamental presentes na BNCC (2018)

Ano Objetos de conhecimento Habilidades
Escolar
7°ano | Linguagem algébrica: | (EFO7TMAL4) Classificar sequéncias em recursivas e nao
variavel e incognita. recursivas, reconhecendo que o conceito de recursdo esta

presente ndo apenas na matematica, mas também nas artes
e na literatura.

(EFO7TMA15) Utilizar a simbologia algébrica para
expressar regularidades encontradas em sequéncias
numericas.

Equivaléncia de expressdes | (EFO7TMAL6) Reconhecer se duas expressdes algébricas
algébricas: identificacdo da | obtidas para descrever a regularidade de uma mesma
regularidade  de uma | sequéncia numérica sdo ou ndo equivalentes.

sequéncia numérica.
8°ano | Sequéncias recursivas e ndo | (EFOBMAL0) Identificar a regularidade de uma sequéncia
recursivas. numérica ou figural ndo recursiva e construir um algoritmo
por meio de um fluxograma que permita indicar os niUmeros
ou as figuras seguintes.

(EFO8MA11) ldentificar a regularidade de uma sequéncia
numeérica recursiva e construir um algoritmo por meio de
um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.
Fonte: Adaptado de BNCC (2018)

A linguagem algébrica alfanumérica torna-se presente na BNCC (2018) a partir do 7°
ano do ensino fundamental e juntamente com esse objeto de conhecimento surge a habilidade
de descrever a sequéncia fazendo o uso desse simbolismo. Os PCPE (2012) abordam que 0s
anos finais do ensino fundamental devem estar voltados para ampliar o que foi trabalhado nos
anos iniciais e aponta que o simbolismo alfanumérico deve comecar a aparecer no 6° e no 7°
ano, porém a manipulagéo das letras deve ser evitada nesses anos escolares e trabalhada nos
anos posteriores. Além disso, esse documento aponta que o trabalho com sequéncias e
regularidades, iniciado no 1° ano e presente em quase todos os anos do ensino fundamental,
pode contribuir para o aluno entender o significado de expressdes numéricas e determinar leis
de formacdao de sequéncias.

Com base nessa breve anéalise dos objetos de conhecimento e habilidades presentes na
BNCC (2018) e das expectativas de aprendizagem expostas nos PCPE (2012), é notavel uma
proposta de trabalhar ao longo de quase todo o ensino fundamental com problemas que



35

envolvam sequéncia ou padrdes, para que o aluno mobilize o pensamento algéebrico e aprofunde
seus estudos acerca dos elementos da &lgebra.

Como vimos no inicio desse capitulo, existem distintas concepg¢des para a algebra,
perpassando por uma visao voltada apenas para o simbolismo, outras para o0 desenvolvimento
do pensamento e outras por uma relagdo estreita entre algebra e aritmética. Nesse trabalho
tomaremos como algebra a concepc¢édo abordada pela Teoria da Objetivacéo (TO), que a defende
como um saber historico-cultural que pode ser colocado em obra a partir das atividades em sala
de aula, sendo esse saber entendido como as distintas formas de pensamento algébrico que sdo
materializados no decorrer de uma atividade.

No préximo capitulo dedicaremos um tdpico para abordar as defini¢cdes que a TO tras
em relacdo ao saber, conhecimento, atividade, entre outros elementos. Também apresentaremos
a definicdo de pensamento na perspectiva dessa teoria, 0s principais elementos do pensamento

algébrico e a caracterizacdo das suas trés distintas formas.
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3 PENSAMENTO ALGEBRICO

Coelho e Aguiar (2018) afirmam que ndo existe um consenso entre 0s pesquisadores
para a definicao de pensamento algébrico. Segundo Vergel (2014) isso ocorre porque na algebra
existe uma variedade de objetos, como equacdes, funcdes, padrdes, entre outros; além disso, as
diferentes definigdes para essa forma de pensar se fundamentam em diferentes teorias. Nesse
trabalho de dissertacdo ndo temos a intencdo de estudar e discutir as diversas perspectivas de
pensamento algébrico, assim como ndo temos a pretensdo de apontar os pontos divergentes e
convergentes entre elas. Portanto, faremos uma breve apresentacdo sobre algumas dessas
perspectivas e nos aprofundaremos no pensamento algébrico a luz da Teoria da Objetivacgéo.

Baseado na Teoria dos Campos Semanticos, a perspectiva de pensamento algébrico
definida por Rémulo Lins (1992) entende esse pensamento como uma maneira de produzir
significado para a &lgebra. Essa producéo de significado é em relacdo aos objetos algébricos,
como equagdes e inequacdes (ALMEIDA, CAMARA, 2017). Diante a isso, Lins (1992)
caracterizou o pensamento algébrico em trés vertentes: o0 pensar aritmeticamente, 0 pensar
internamente a e o pensar analiticamente.

O pensar aritmeticamente faz referéncia ao momento que o aluno utiliza os nimeros e
as operacdes para modelar e resolver os problemas algébricos. A segunda vertente, o pensar
internamente, “os numeros sdo tratados como objetos de estudo, deixando de servir como
ferramentas na resolugdo ou modelagdo de situagdes problemas” (ALMEIDA, CAMARA,
2017, p. 38). O pensar analiticamente é caracterizado pelo momento quando o desconhecido é
tratado como conhecido, quando, por exemplo, se faz uso de leis aritméticas para manipular
equac0es algébricas.

Na visdo de Carraher e Schliemann (2007) o pensamento algébrico sdo 0s processos
psicoldgicos realizados pelo individuo para resolver um problema, sendo essa solugcdo expressa
por meio do simbolismo alfanumérico, diagramas, tabelas, graficos, entre outros. Para Blanton
e Kaput (2005) esse pensamento faz referéncia a um processo que os alunos generalizam ideias
matematicas, tomando como base um conjunto de exemplos particulares. Essas generalizages
sdo expressas por meio de diferentes linguagens, que véo se tornando mais formais com a idade
dos estudantes.

Almeida e Camara (2017) buscaram consolidar uma definicdo de pensamento algébrico
que fosse possivel ser utilizada por alunos e pesquisadores. Eles defendem que esse pensamento

é revelado por meio de cinco caracteristicas: estabelecer relacdes, generalizar, modelar, operar
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com o desconhecido e construir significado. Essa definicdo afirma que a caracteristica central
é estabelecer relacdes, ou seja, é a primeira caracteristica revelada por um estudante ao resolver
um problema algébrico. As outras estdo subjacentes a ela, porém nao sdo menos importantes.
A perspectiva de pensamento algébrico utilizada nessa investigacdo é a que toma como
base a Teoria da Objetivacdo (TO), uma teoria de ensino-aprendizagem que foi construida pelo
Professor Luis Radford. No tdpico seguinte apresentaremos um breve resumo sobre o0s
principais pontos da TO que facilitara o entendimento do topico subsequente, referente a
perspectiva de pensamento algébrico fundamentado na teoria em questdo e que utilizaremos

nessa pesquisa.

3.1 A Teoriada Objetivacdo

A Teoria da Objetivacdo (TO) € uma teoria sociocultural de ensino-aprendizagem que
comecou a ser desenvolvida na primeira metade dos anos 1990 pelo Professor Luis Radford.
Fundamentada na dialética de Hegel, no materialismo dialético de Karl Marx, na escola de
pensamento de Vygotsky, e nas ideias de Paulo Freire, Leontiev e outros, a teoria ndo deixa de
lado as questdes culturais, histdricas e sociais e enfatiza que o objetivo da educacdo matematica

deve ser visto como

um esforco dindmico, politico, social, historico e cultural que busca a criacéo dialética
de sujeitos reflexivos e éticos que se posicionam criticamente em discursos e praticas
matematicas que se constituem histérica e culturalmente, discursos e préticas que
estdo em permanente evolucdo.” (RADFORD, 2017b, p. 97, traducéo nossa)

A teoria em questdo defende que a educacdo deve ir além do saber matematico e ter
como base formar cidaddos criticos e atuantes na sociedade. Para isso, a TO afirma que o
processo de ensino-aprendizagem € caracterizado como uma Unica atividade que estd em uma
relacdo dialética com o saber (0 conhecer) e com o ser (tornar-se). Dessa forma, o processo de
ensino-aprendizagem deve levar os envolvidos da atividade a “uma compreensao profunda dos

conceitos matematicos e a criagcdo de um espaco politico e social dentro do qual os sujeitos

" Texto original: Un esfuerzo dinamico, politico, social, histdrico y cultural que busca la creacion dialéctica de
sujetos reflexivos y éticos que se posicionan criticamente en discursos y préacticas matematicas que se constituyen
histérica y culturalmente, discursos y practicas que estan en permanente evolucion.
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possam desenvolver subjetividades reflexivas, solidarias e responsaveis” 8 (RADFORD, 2014,
p. 136, tradugéo nossa).

Para tratar tanto do desenvolvimento social do sujeito e do ensino-aprendizagem dos
conteddos matematicos, a TO apresenta distintos conceitos que serdo descritos e comentados
nesse capitulo, sendo eles: o saber, o conhecimento, a aprendizagem, 0s processos de
objetivacdo, 0 ser, 0S processos de subjetivacao e a atividade.

Para Radford (2017b, 2020) existe uma diferenca entre saber e conhecimento. O
primeiro é caracterizado como pura potencialidade, enquanto o ultimo é visto como a
materializacdo ou a atualizagédo do saber. Esse saber, diferentemente do que defendem algumas
teorias individualistas, ndo se encontra na cabeca do estudante, € uma entidade historico-
cultural (MOREY, 2020), uma capacidade geradora, que ndo pode ser apropriada ou possuida
(RADFORD, 2020).

A palavra potencialidade, utilizada para definir o saber, carrega o sentido adotado por
Aristételes, que significa movimento, poder ou disposicdo (MOREY, 2020). Por exemplo, uma
bateria tem a potencialidade de emitir um som, os alunos tém a potencialidade de pensar
algebricamente. Por meio de um movimento, isso é, de uma atividade, esse saber pode ser
materializado e atualizado (transformado em ato). Quando o instrumento emite o som, ou
quando o aluno mobiliza alguma forma de pensamento algébrico, sdo exemplos da
materializacdo do saber que é denominada conhecimento na Teoria da Objetivacdo
(RADFORD, 2017b, 2020).

O conhecimento é singular. Por exemplo, ao resolvermos problemas de multiplicagcdo
de numeros naturais é possivel utilizar diferentes mecanismos. O saber é a multiplicacdo, que
pode ocorrer de diferentes formas, mas sua materializacdo, isso é sua transformacdo em ato,
ocorre utilizando um dos mecanismos. Portanto, essa forma singular de multiplicacdo, o
conhecimento, esta sendo revelada a consciéncia no decorrer da atividade e pode ser modificada
e ampliada.

A modificacéo e transformacdo do saber se baseia na ideia de que esse ndo é atemporal,
assim como néo € universal. Com isso, a TO considera que o saber ndo surgiu aleatoriamente,
mas é fruto de longos processos historicos e culturais. Um exemplo disso é quando olhamos
para a historia da algebra: o saber algébrico da época de Diofanto de Alexandria estava

relacionado em pensar as incognitas por meio da utilizacdo da palavra arithmos, e as solu¢fes

8 Texto original: a una comprension profunda de los conceptos matematicos y a la creacion de un espacio politico
y social dentro del cual puedan desarrollarse subjetividades reflexivas, solidarias y responsables.
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dos problemas eram diferentes das que conhecemos hoje, ou das que utilizavam os egipcios e
0s mesopotamicos na Idade Antiga.

Para que o saber seja transformado e ampliado, como ocorreu com o saber algébrico, é
necessario ele ser materializado por meio de uma atividade e refletido pelos seres humanos
sobre as necessidades da transformagdo (RADFORD, 2017b). Isso ocorre porque o saber e 0
conhecimento estdo em uma relacdo dialética, e, portanto, o conhecimento “supera a
potencialidade e abre a brecha para fundamentar novos problemas e criar novas linhas de
reflexdo e investigagdo.”® (RADFORD, 2017b, p. 112, traducio nossa). Para entendermos a
relacdo dialética do saber e do conhecimento podemos observar a Figura 3: nela o saber S,
colocado em movimento por meio de uma atividade (representada pelas flechas pretas), é
revelado a consciéncia em forma de conhecimento C. Na atividade os sujeitos podem ajustar,
refinar ¢ expandir o saber S, resultando em um novo saber S’. Esse novo saber S’°, que é uma

potencialidade, pode se materializar em outro conhecimento C’ por meio de uma atividade

(RADFORD, 2017b)

Figura 3 — Relacéo dialética entre saber e conhecimento
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Fonte: Radford (2017b, p. 110)

Em relacdo a aprendizagem a Teoria da Objetivagdo a considera como os resultados
parciais e sempre em andamento dos processos de objetivacdo (RADFORD, 2020). Esses
processos sdo vistos como 0 meio que os alunos e professores encontram, ou notam, formas de
pensamento e acdo constituidas histdrica e culturalmente (MOREY, 2020). Esse encontro, que
revela algo a consciéncia por meio da “atividade corporal, sensivel, afetiva, emocional, arte
factual e semiotica”® (RADFORD, 2020, p. 20, tradugio nossa), recebe o nome de objetivagio.
Em sintese, a objetivacdo é o encontro com o saber constituido histérico e culturalmente na

atividade humana, os processos de objetivacdo sdo as tomadas de consciéncia desses saberes e

® Texto original: supera la potencialidad y abre la brecha para plantear nuevos problemas y para crear nuevas lineas
de reflexion e investigacion.
10 Texto original: Actividad corpérea, sensible, afectiva, emocional, artefactual y semiética.
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a aprendizagem € o resultado desses processos. Tudo acontece no decorrer de uma atividade
(RADFORD, 2017a).

Além da questdo do saber Radford (2020) defende a ideia de que o componente
emocional e afetivo é uma das partes fundamentais da aprendizagem, ou seja, a teoria se
preocupa com o constante desenvolvimento e transformacao do ser. Esse ser € visto como um
sujeito constituido de formas historicas e culturais de viver e estar no mundo (RADFORD,
2017c¢), que sofre, vive, pensa e atua em sua cultura (VERGEL, ROJAS, 2018).

Nessa perspectiva, a TO defende que no decorrer de uma atividade de sala de aula ocorre
a producdo de saberes e a producdo de subjetividades, que constitui a materializacdo e a
atualizacdo sempre em curso do ser. Os processos de subjetivacdo sdo definidos por Radford
(2020) como processos que os alunos e os professores se tornam presenca no mundo, que por
meio de uma atividade eles se posicionem, ocupem um espaco, se expressem, se transformem,
entre outros.

A atividade na TO, espaco em que ocorre 0s processos de objetivacao e de subjetivacao,
toma como base os principios do materialismo dialético de Karl Marx e ¢ definida como “uma
forma social de esfor¢o conjunto por meio da qual os individuos produzem seus meios de
subsisténcia enquanto se produzem a si mesmo como seres humanos”!! (RADFORD, 2020, p.
23, traducdo nossa). Para evitar confusGes com outros significados de atividade ela é denomina
labor conjunto quando abordada dentro do contexto da TO.

O labor conjunto é constituido de diversas fases (Figura 4), sdo elas: apresentacdo da
atividade pela professora, trabalhos em pequenos grupos, discussdes professora-estudante,

discuss@es entre grupos, discussao geral.

11 Texto original: una forma social de esfuerzo conjunto a través de la cual los individuos producen sus medios
de subsistencia mientras se producen a si mismos como seres humanos.
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Figura 4 — As fases do Labor Conjunto

Professora
]
Trabalho em pequenos
grupos
Apresentagdo da
atividade pela professora A estudante
Discussdo geral Discussoes entre grupos

Fonte: Radford (2020, p.30, traducéo nossa)

Nessa atividade a professora e os estudantes trabalham ombro a ombro em busca de uma
obra comum, como por exemplo resolver um problema. Eles sdo postos em diversos debates,
pois o objetivo do ensino-aprendizagem na TO é fazer com que o aluno tome consciéncia do
saber matematico a medida que ele entenda a necessidade de se posicionar criticamente diante
desse saber e identifique distintas formas de resolver problemas (HERRERA, 2020).

Para que esse labor conjunto funcione, isso é, para que o saber se materialize, ou se
atualize, e o ser esteja sempre em constante transformacéo, Radford (2020) denomina dois eixos
para a atividade: o eixo das formas de producao de saberes e o eixo da colabora¢do humana.

No primeiro eixo busca-se que o aluno se reconheca no seu esfor¢co e com isso néo
realize um trabalho alienado, nem em relacdo ao produto e nem em relacdo as etapas de
producdo. O eixo da colaboracdo humana busca uma transformacdo na maneira que nos
relacionamos com o outro, essa maneira € denominada de ética comunitaria (RADFORD,
2020).

Essa ética é centrada em trés pontos que configuram a estrutura essencial da
subjetividade: a responsabilidade, o cuidado e o compromisso com o outro. (RADFORD,
2017c). A responsabilidade esta relacionada com a unido com o outro, atender ao chamado do
outro. O cuidado faz referéncia ao ato de ver a n6s mesmos no outro, reconhecer nossa
vulnerabilidade na vulnerabilidade do outro. E o compromisso é buscar fazer o que for possivel

para a realizagdo da obra comum.
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No decorrer do labor conjunto os processos de objetivacao e subjetivacdo estdo em uma
relacdo dialética, como esquematiza a Figura 5. Para os alunos materializarem diversas formas
do saber é necessario que eles dialoguem, estejam dispostos a ouvir o colega, mostrem suas
opinides, consigam tirar duvidas com os participantes da atividade, entre outros diversos
fatores. Durante esses processos o aluno se constitui como estudante e o equivalente ocorre com

0 professor.

Figura 5 — Esquema grafico de "coinfluéncia" entre os processos de Objetivagdo e Subjetivagdo entrelagcados no
Labor Conjunto

SUBJETIVACAO

OBJETIVAGAO

Fonte: Paiva e Noronha (2020, p. 170)

Todos esses conceitos apresentados da TO nos ajudardo a analisar as formas de
pensamento algébrico que os alunos conseguem mobilizar ao responderem uma tarefa de
generalizacdo de padrdes. Diante das caracteristicas apresentadas para que essas formas de
pensamento algébrico se materializem € importante que os estudantes estejam em uma
atividade, em que, se possivel, eles possam dialogar, apresentar suas ideias, respeitar as opinides
dos colegas, entre outros elementos. Além disso, os alunos poderdo materializar de distintas
maneiras um mesmo saber algébrico.

Para entendermos melhor essas formas de pensar algebricamente baseadas na TO no
proximo topico apresentaremos 0 que € pensamento na visdo dessa teoria, a explicacdo dos
elementos caracteristicos do pensamento algébrico, exemplos de atividades em que os alunos
materializaram distintas formas de pensar algebricamente e as principais caracteristicas das trés
formas desse pensamento na visdo da TO: o pensamento algébrico factual, contextual e

simbodlico.
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3.2  Pensamento Algébrico na perspectiva da Teoria da Objetivacéo

Com base em concepcdes de pensamentos defendidas pela antropologia e neurociéncia,
Radford (2010a) define o pensamento como “uma forma complexa de reflexdo mediada pelos
sentidos, pelo corpo, sinais e artefatos™!? (p.15, traducdo nossa). Seguindo esse viés, Vergel e
Rojas (2018) argumentam que na TO 0 pensamento é visto como um processo de atividade
humana, sendo essa sensorial e concreta, que esta em constante movimento e mudanca.

Dessa maneira, a TO defende que o0 pensamento possui uma natureza multimodal, sendo
entdo composto por diversos elementos, como gestos, movimentos, palavras escritas, desenhos,
artefatos, entre outros (RADFORD, 2013b). Esses elementos constituem a parte material do
pensamento, enquanto a imaginacéo e a fala interior a parte ideacional (MOGOLLON, 2020).

Esses diversos elementos, que constituem a parte material do pensamento, Radford
(2003) denomina-os de meios semidticos de objetivacdo, eles sao utilizados pelos individuos
em “processos de cria¢do de significado social para alcangar uma forma estavel de consciéncia,
para tornar aparentes suas intencdes e realizar suas acfes, com o intuito de atingir o objetivo de
suas atividades.”*® (RADFORD, 2003, p. 41, tradugio nossa). No processo de objetivaco, ja
abordado anteriormente, busca-se apresentar (mostrar ou tornar aparente) um objeto
(RADFORD, 2004) e é nesse momento que emergem 0s meios semioticos de objetivacao.
Como exemplo temos a utilizacdo da simbologia alfanumérica para designar uma equacao
algébrica.

Nesse campo algébrico os alunos vdo além da utilizacdo do simbolismo alfanumérico,
pois, como argumenta Radford (2006, 2010b), ndo é possivel reduzir o pensamento algébrico
apenas ao uso de letras, mas sim o entender como uma forma de pensar em relagdes as situacdes
matematicas, que é constituida pelos diversos meios semiéticos de objetivacdo. Como o
pensamento possui uma natureza multimodal, também chamada de multisemidtica, os

estudantes podem mobilizar diversos meios semioticos de objetivacdo em uma unica atividade.

12 Texto original: | suggested that thinking is a complex form of reflection mediated by the senses, the body, signs
and artifacts.

13 Texto original: Processes to achieve a stable form of awareness, to make apparent their intentions, and to carry
out their actions to attain the goal of their activities.
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Para elaborar a perspectiva de pensamento algébrico Radford tomou como base uma
pesquisa longitudinal'* realizada com estudantes do Grade 8 ao Grade 12%° do Canada. No
decorrer dos anos, Radford (2009, 2010a) aplicou diversas tarefas de generalizacdo de
padrdes’®, buscando observar como os estudantes evoluiam nas respostas dadas aos problemas
e analisar os meios semidticos que eles recorriam para objetivar a generaliza¢do. Radford (2006,
2010b) justifica o uso dessas tarefas pois defende que atividades que envolvam generalizacdo
de padrbes € um bom caminho para iniciar o estudo da algebra.

A partir dessa pesquisa longitudinal Radford definiu trés formas'’ de pensamento
algébrico (2009, 2010a), também chamadas de camadas de generalidade (2006, 2010b). O que
diferencia uma forma da outra sdo os niveis de generalidade que os alunos operam, e 0 que
distingue esses niveis sdo 0s meios semioticos que os estudantes utilizam para tornar aparente
as maneiras de trabalhar com problemas de generalizacdo.

Na TO as trés formas de pensamento algébrico sdo vistas como o saber, que sera
materializado no decorrer de uma atividade. O saber algébrico, na visdo dessa teoria, é

entendido como uma

sintese evolutiva — sintetiza a acdo humana, € dinamica, transformadora — e
culturalmente codificada — como padrdes de agdo — de fazer e refletir em términos
analiticos — isso &, a analiticidade em términos do carater operatério do desconhecido
— sobre nimeros indeterminados e conhecidos®®. (VERGEL, ROJAS, 2018, p. 51,
traducdo nossa)

Essa analiticidade estd interrelacionada com o senso de indeterminagdo
(indeterminacdo) e o modo particular de designar os objetivos (denotacdo semidtica ou
designacdo simbdlica), sendo esses trés os elementos caracterizadores do pensamento algébrico
(RADFORD, 2006, 2009, 2010a, 2010b, 2011b). Diferentemente do pensamento aritmético o
pensar algebricamente é mobilizado quando o estudante trabalha com quantidades

indeterminadas de maneira analitica, ou seja, com bases em algumas premissas se realizam

14 A pesquisa longitudinal mencionada teve duragdo de seis anos. Outras investigacdes como essa foram
executadas pelo professor Luis Radford, mas a que deu inicio as suas explicagdes sobre as formas de pensamento
algébrico foi a realizada entre os anos de 1998 e 2003.

15 Elementary School (do Grade 1 ao Grade 8) é normalmente cursada por alunos de 6 a 14 anos. A Hing School
(Grade 9 ao Grade 12) é voltada para os alunos de 14 a 18 anos.

16 As tarefas sdo um dos componentes da atividade. Cada tarefa é composta por diversos problemas.

17 A utilizagdo da palavra formas se baseia nas ideias do materialismo dialético. Radford explica que a utilizacdo
dessa palavra se refere a esquemas que sdo naturalizados pela sua propria pratica.

18 Texto original: es una sintesis evolutiva — sintetiza accién humana, es dinamica, transformativa — y
culturalmente codificada — como patrones de accion — de hacer y reflexionar en términos analiticos — es decir,
la analiticidad en términos del caréacter operatorio de lo desconocido— sobre nimeros indeterminados y conocidos.
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deducgdes para alcancar alguns resultados, operando com o desconhecido como se 0 conhecesse
(VERGEL, ROJAS, 2018). A analiticidade é o principal elemento que distingue o pensamento
algébrico do aritmético, podendo a indeterminacéo e a denotacdo também estarem presentes no
pensar aritmeticamente (RADFORD, 2018).

O senso de indeterminacdo envolve nimeros desconhecidos e é designado para 0s
objetos algébricos — incdgnitas, variaveis, pardmetros, entre outros — sendo oposto a
determinacdo numerica. Um exemplo desse senso de indeterminacdo é quando um estudante
percebe que € possivel, em uma equacgédo da formay = 2x + 2, 0 X assumir diversos valores e
significados, dependendo da situacdo que o problema tenha sido construido (RADFORD, 2006,
2010b). Dessa forma, é possivel realizar a substituicdo de uma incognita ou uma variavel por
outra, 0 que ndo faz sentido no campo aritmético, por exemplo, substituir 10 por 10.

A analiticidade refere-se ao carater operatorio dos objetos algébricos (VERGEL,
2015b), isso é, o momento em que 0s objetos algébricos sdo tratados analiticamente
(RADFORD, 2006). Ela esta fundamentada em dois vetores (GOMES, 2020): trabalhar com o
indeterminado como se fosse conhecido; sendo esse trabalho realizado a partir de deducdes, ou
seja, baseando-se em certas premissas é possivel chegar a um determinado resultado (VERGEL,
2019).

Segundo Vergel (2015b) a analiticidade é mediada pelos meios semidticos de
objetivacdo e para entender melhor trazemos um exemplo de resolucdo (Quadro 4) de uma
equacdo do primeiro grau: 3x + 5 = 2x + 15. Para respondé-la os estudantes podem recorrer a
uma solugdo aritmética testando diversos valores para x até chegar ao resultado, mobilizando
assim a denotacdo e a indeterminacédo, porém nao a analiticidade. Para mobilizar esse ultimo
elemento é necessario que se tome como premissa o fato de que nessa equacao esta estabelecida
uma relacdo de igualdade e com isso realizar deducgdes para trabalhar com o indeterminado, o

que caracteriza resolver a equacao de forma algébrica.

Quadro 4 — Resolucdo da equacdo 3x + 5 =2x + 15

Acdo 1: (-5) 3x+5=2x+15 (-5)
Acdo 2:  (-2x) 3x=2x+10 (-2x)
Acdo 3: x=10

Fonte: Adaptado de Gomes e Noronha (2020)

O trabalho no Quadro 4, de subtrair niUmeros e incégnitas de ambos os lados, sdo
deducgdes, ou consequéncias, realizadas a partir do momento em que 3x + 5 =2x + 15 é assumida

como uma premissa. As agoes 1, 2 e 3 devem manter essa igualdade, o que, segundo Gomes e
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Noronha (2020), implica “a visualiza¢do da equagdo em sua totalidade, bidireccionalmente, por
intermédio do simbolo de igualdade” (p. 143). Esse método utilizado para revelar o valor da
incégnita € denominado por Radford (2013b) de método algébrico analitico e é caracterizado
por tratar as quantidades indeterminadas como se fossem conhecidas a partir de deducdes.

Os exemplos referentes aos dois primeiros elementos caracterizadores do pensamento
algébrico foram realizados com base na simbologia alfanumérica, mas a designacéo dos objetos
algébricos, na perspectiva da TO, ndo ¢é feita apenas por meio desse simbolismo, mas também
por nimeros, acbes concretas, palavras, figuras, simbolos e outros (RADFORD, 2009, 2013b).
Portanto, cada estudante apresentard seu modo particular simbdélico de designar os objetos,
também chamado de denotacdo semiotica e designacao simbolica, sendo por eles a maneira que
0 indeterminado é apresentado (VERGEL, 2016), isso ¢, “a maneira especifica de nomear ou
referir os objetos”!® (VERGEL, 2015b, p. 196, tradugio nossa).

No exemplo descrito no Quadro 4 a indeterminagdo é denotada pela letra x, porém o
aluno poderia utilizar a linguagem verbal para fazer essa designacdo, como por exemplo: trés
vezes um numero mais cinco € igual a duas vezes esse nimero mais 15. Nesse exemplo a
denotacdo semidtica do indeterminado estaria a cargo da palavra “namero”.

Antes de iniciar a discussdo pontual sobre as formas de pensamento algébrico
defendidas por Radford (2009, 2010a, 2010b, 2011b, 2013b, 2018), abordaremos o que ele
entende por generalizacdo algébrica e aritmética, o0 caminho que deve ser percorrido para o
estudante chegar a generalizacdo algébrica e a relacdo dessas generalizacdes com os elementos
caracterizadores do pensamento algébrico. Essa abordagem € importante pois recordo que as
formas de pensar algebricamente, na perspectiva da TO, foram definidas segundo as respostas
dos alunos a tarefas de generalizacdo de padrdes, além disso esse tipo de tarefa é considerada
uma das melhores formas para a introducéo da algebra escolar (VERGEL, ROJAS, 2018). Por
meio dessas respostas também apresentaremos como 0s elementos caracterizadores do

pensamento algébrico se apresentam no processo de generalizagéo.
3.2.1 Generalizacao algébrica e aritmética
Para a explicacdo das caracteristicas da generalizagédo algebrica tomaremos como base

uma das tarefas que Radford (2009, 2010a) aplicou em suas pesquisas. Essa tarefa é constituida

por diversos problemas. Nos primeiros dias trabalhando conjuntamente com os estudantes ele

19 Texto Original: La manera especifica de nombrar o referir los objetos.
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os solicita observarem uma sequéncia figural (Figura 6) e desenhar os dois termos subsequentes,
sendo eles a figura 4 e a figura 5. Os problemas posteriores pedem o nimero de circulos de
figuras especificas, como a figura 10, a figura 25 e a figura 100. Em outro momento, para 0s
mesmos alunos, Radford solicita uma explicacdo deles para outro estudante sobre o que deve
ser feito para encontrar o numero de circulos de uma figura qualquer e, por fim, os alunos
deveriam encontrar uma formula para a figura n, com n pertencente ao conjunto dos nimeros
naturais. Em todos os problemas sempre é pedido para os estudantes justificarem o que eles

estdo realizando.

Figura 6 — O padréo de circulos

OOOOO OOOOOOO OOOOOOOOO

fig. 1 fig. 2 fig. 3
Fonte: Radford (2009, p.39)

Como o pensamento é realizado pelo ser e pelo corpo do ser 2 (RADFORD, 2003), uma
das formas para que os alunos mobilizassem os gestos, movimentos, falas, entre outros meios
semidticos que constituem o pensamento algébrico, foi agrupa-los em grupos de duas ou trés
pessoas para resolverem os problemas. Com esse agrupamento os estudantes sempre deveriam
explicar suas ideias aos outros do grupo e nesses diversos momentos da atividade ocorreriam a
materializacdo do saber, ou seja, a materializacdo do pensamento algébrico por meio dos meios
semidticos de objetivacdo. Os momentos dessa atividade sdo semelhantes as fases do labor
conjunto, mas essas etapas s6 comecaram a serem apresentadas nas publicaces de Radford nos
ultimos seis anos.

Podemos observar que os alunos poderiam utilizar diversas estratégias para solucionar
o0s problemas, como por exemplo: o nimero de circulos aumenta de dois em dois de uma figura
para outra; o numero de circulos é referente ao niumero da figura multiplicado por dois e somado
a trés; o numero de circulos da linha superior € 0 nimero da figura mais um e 0s nimeros de
circulos da linha inferior é o nimero da figura mais dois; entre outros. Mas qual dessas ideias

poderia levar o0 aluno a uma generalizagéo algébrica?

20 O corpo do ser faz referéncia a questdo que o pensamento extrapola a mente humana, ou seja, ao fato de gestos,
ritmos, movimentos, entre outros, constituirem a parte material do pensamento.
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Para Radford (2013a) a generalizagdo € um dos principais caminhos para produzir
conhecimento, sendo ela constituida de trés problemas fundamentais: fenomenoldgico,
epistemoldgico e semiodtico. No problema fenomenoldgico participam a intuicdo, a atencgéo, a
intencdo e a sensibilidade. A exploracéo ou generalizacdo propriamente dita ocorre no problema
epistemoldgico e o problema semiotico € caracterizado pelos meios que se denota o objeto
generalizado (RADFORD, 2013a).

Para iniciar a explicacdo mais detalhada de cada um desses problemas, Radford (2013a)
utiliza uma citacdo de Kant, filosofo prussiano do século XVIII. O exemplo mencionado nos
leva a uma passagem em que uma pessoa observa trés tipos de vegetacéo distintas, diante disso
ela compara 0s objetos, percebendo suas diferengas (troncos, ramos, galhos). Posteriormente
ela comeca a identificar o que hd de comum entre esses objetos, fazendo abstracGes diante de
forma, tamanho e outras caracteristicas. Por meio dessas observacdes a pessoa consegue formar
0 conceito de arvore. Ou seja, diante de alguns exemplos foi possivel perceber semelhancas e
diferengas, generalizar as ideias e chegar a um determinado conceito.

O que Radford (2013a) nos explica ¢ que a generalizacdo ¢ constituida “primeiro, por
meio de um processo de determinacdes sensiveis sobre objetos no qual participam, entre outros,
a intui¢do, a atencdo e a sensibilidade™®® (p. 4, traducdo nossa). No exemplo de Kant as
determinacGes sensiveis seriam 0s troncos, 0s ramos, as folhas, ou seja, 0 que a pessoa consegue
ver de semelhante e diferente no objeto apresentado. Apos isso, ela ira buscar observar o que
ha em comum entre as vegetacGes. Nesse momento o trabalho estd sendo realizado no campo
fenomenoldgico.

Ao fazermos essas analises, do que hd em comum e do que héa de diferente, escolhnemos
0 que sera conservado e o que sera deixado de lado. Nesse momento Radford (2013a) afirma
que ndo estamos mais trabalhando no campo fenomenolégico, mas, sim, no epistemolégico. E
nesse campo que os critérios de selecdo devem ser tomados, ou seja, “os dados sensiveis serdo
abstraidos, induzidos ou generalizados a fim de produzir 0 novo objeto. Fica, por fim, um
problema semiético: o de denotar de alguma maneira o novo objeto”?? (RADFORD, 2013a, p.
4, traducéo nossa)

Trazendo essas ideias para o campo da generalizagdo algébrica, Radford (2013a)

defende que para o estudante generalizar uma sequéncia ele deve, inicialmente, proceder a

21 Texto original: primero, a través de un proceso de determinaciones sensibles sobre objetos en el que participan,
entre otros, la intuicion, la atencién y la sensibilidad.

22 Texto original: los datos sensibles seran abstraidos, inducidos o generalizados a fin de producir el nuevo objeto.
Queda, por fin, un problema semiético: el de denotar de alguna manera el nuevo objeto.
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determinacOes sensiveis e notar similaridades e diferencas. Essas determinagdes sdo diversas,
como por exemplo, tomando como base o problema exposto aqui anteriormente (Figura 6), os
estudantes podem identificar: nimero da figura, cor da figura, quantidade de circulos, espaco
entre os circulos, espaco entre a figura, entre outros. Nesse momento o estudante esta
trabalhando no campo fenomenoldgico, percebendo as semelhangas e as diferencas que a
sequéncia apresenta.

Quando o estudante escolhe o que vai deixar de lado e o que vai ser conservado para
resolver a questdo ele passa a trabalhar no campo epistemolégico. Por exemplo, retomando
novamente aos problemas baseados na Figura 6, para responder ao problema que questiona a
quantidade de circulos da figura 4 o estudante pode utilizar a ideia de que entre uma figura e
outra tem dois circulos a mais. Ele também pode levar essa ideia para encontrar o nimero de
circulos de outras figuras, porém apenas esse procedimento sera inviavel ao trabalharmos com
namero de figuras elevados, como por exemplo a figura de nimero 100, 200 ou 500.

Essa estratégia de somar o nimero de circulos de dois em dois sempre dependera do
numero de circulos de figuras anteriores e com isso podemos afirmar que o aluno utilizou
determinacges sensiveis que ndo o levou a uma resposta completa do problema, ou seja, 0 que
ele generalizou “foi uma semelhanca local observada em alguns termos da figura, sem poder
usar essas informagdes para fornecer uma expressdo de qualquer termo da sequéncia”?
(RADFORD, 2010b, p. 47, traducdo nossa). Como ndo € possivel deduzir uma formula que
possa calcular o nimero de circulos de qualquer figura o que o aluno realizou foi uma
generalizacdo aritmética (RADFORD, 2013a).

Diante a isso, Radford (2013a) explica que a diferenca entre a generalizagdo aritmética
e a generalizacdo algébrica é que na primeira os estudantes vao criar procedimentos que ndo o0s
levam a deducdo de uma férmula, como por exemplo somar de dois em dois a quantidade de
circulos. Assim como também poderdo chegar a uma férmula sem ter passado por um processo
de deducéo, sendo possivelmente obtida por um processo de tentativa e erro. Ja na generalizacédo
algébrica a analiticidade se faz presente e o aluno perpassa por um caminho que o leva a

deducédo de uma férmula, esse caminho devera estar baseado nos seguintes pontos:

A tomada de consciéncia de uma propriedade comum que se nota a partir de um
trabalho no campo fenomenoldgico de observacao sobre certas figuras particulares
(por exemplo, p1, p2, P3, -, PK);

23 Texto original: What they generalized was a local commonality observed on some figures, without being able
to use this information to provide na expression of whatever term of the sequence.
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A generalizacdo dessa propriedade a todas as figuras subsequentes da sequéncia (pk-1,

Pke2s Pks3, +..);

A capacidade de usar essa propriedade comum a fim de deduzir uma expresséo direta
que permite calcular o valor de qualquer figura da sequéncia.?* (RADFORD, 2013a,
p. 6, traducdo nossa).

Podemos afirmar que o estudante percebe uma caracteristica comum na observacao de
um namero finito de figuras, o que Radford (2013a) chama de “escolha entre determinagdes
sensiveis potenciais”® (p. 6). Essa caracteristica deve ser generalizada aos outros termos da
sequéncia, esse processo de generalizacdo é chamado abducdo. Por fim, busca-se que o aluno
consiga deduzir uma férmula, ndo necessariamente utilizando o simbolismo algébrico, mas que
ela possa ser utilizada para encontrar qualquer termo da sequéncia.

No caso detalhado anteriormente, que o aluno percebeu que de uma figura para outra o
namero de circulos aumentava em duas unidades, a abducao realizada foi no campo aritmético.
Essa afirmacdo é baseada no fato de a relacdo estabelecida nédo levar o aluno a encontrar o
namero de circulos de qualquer figura (VERGEL, 2015b), mas sim gerar uma relacdo de
recorréncia entre elas. A referida abdug@o permitiu “gerar um procedimento, mas nao uma
expressdo direta — em outras palavras, uma formula”?® (RADFORD, 2013a, p. 7, traducéo
nossa).

Para que a generalizacdo seja algébrica a generalizacdo da caracteristica comum —
abducédo — deve ser utilizada de maneira analitica, ou seja, ela ndo devera ser utilizada como
uma possibilidade, mas sim como um principio assumido para a deducdo de uma férmula e para
gue isso ocorra a caracteristica comum (C) é convertida em hipotese (H) (RADFORD, 2013a).
Para exemplificar retomamos ao exemplo da Figura 6: o aluno pode perceber que o nimero de
circulos da linha superior é o nimero da figura mais um, em linguagem simbélica alfanumérica
n + 1, e 0 nUmero de circulos da linha inferior € o nimero da figura mais dois, ou seja, n + 2,
deduzindo que a férmula é a soma de ambos subtotais, isso € (n+1) + (n+2) = 2n +3.
Observemos que nesse processo 0s trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico
estdo presentes, o indeterminado, sendo denotado pela letra n e pela expressdo o nimero da

figura, e aanaliticidade. Nesse ultimo elemento a caracteristica comum é tomada como hip6tese

24 Texto original: a) a toma de conciencia de una propriedad comdn que se nota a partir de un trabajo en el terreno
fenomenoldgico de observacion sobre ciertos términos particulares (por ejemplo, p1, p2, Ps, ..., Px); b) la
generalizacion de dicha propriedad a todos los términos subsecuentes de la secuencia (Pi+1, Pk+2, Pk+3, -..); €) la
capacidad de usar esa propriedad comun a fin de deducir una expresion directa que permite calcular el valor de
cualquier término de la secuencia.

25 Texto original: Escogencia entre determinaciones sensibles potenciales.

% Texto original: La abduccion permite generar un procedimiento, pero no una expresion directa — en otras
palabras, una férmula.
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e com isso 0 aluno opera com o desconhecido em linguagem corrente, por meio da expressao
“nimero da figura mais um”; “numero da figura mais dois”, e em linguagem simbdlica
alfanumeérica, chegando a formula (n+1) + (n+2) = 2n + 3.

A seguir apresentamos um resumo do processo de generalizacao algébrica (Figura 7)
quando trabalhamos com problemas de padrdes (RADFORD, 2013a). Observe que as flechas
sdo bidirecionais, isso ocorre pois 0 aluno pode identificar uma determinada caracteristica, mas
quando chegar no momento da abducdo perceber que ela ndo é suficiente para responder ao
problema, ou seja, que ela ndo é capaz de encontrar o numero de elementos de uma figura

qualquer.
Figura 7 — Estruturas da generalizacdo algébrica de sequéncias figurais

Figuras dadas h Determinagoes ﬁ Caracteristicas
P1sPa2s - Pi sensiveis comum

C

Dedugio da “ Aplicagio a figuras ﬁ Abdugéo analitica
férmula ndo dadas (C se converte em H)

Pic+15> Pi+2 -+

Fonte: Radford (2013a, p. 7, traducéo nossa).

Outra estratégia aritmética utilizada para responder a atividade é a tentativa e erro
(RADFORD, 2006). Nesse momento o aluno vai tentando encontrar uma férmula que se adeque
aquelas figuras que estdo explicitas na atividade. Por exemplo, o estudante pode sugerir a
férmula n+1, testar para as figuras dadas e ver que nao se adequa. E com isso ele tentara outras
até chegar a formula 2n+3. Observe que a indeterminacdo e sua denota¢do (por meio da letra
n) estdo presentes, mas o estudante nao parte de uma hipdtese para deduzir uma férmula, com
isso 0 indeterminado ndo é trabalhado por meio de deducdes e, portanto, a analiticidade ndo se
faz presente na resposta do aluno. Esse método de testar formulas até que se chegue a correta
Radford (2006, 2007, 2010b, 2013a) denomina de indugdo ingénua?’. Na Figura 8 podemos

observar que durante esse processo ndo ha caminhos percorridos para o aluno chegar a férmula,

27 Termo original: naivé induction.
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com isso ndo podemos afirmar que ele perpassou pelas diversas etapas do processo de
generalizacdo algebrica.

Figura 8 — Arquitetura da indug&o ingénua
Figuras dadas — Adivinhagao da
PisPoiw-Pi N expressao de p
Abdugdo 2
Fonte: Radford (2007, p. 86, traducdo nossa)

Quando, por exemplo, o estudante coloca a primeira formula igual a n+1, a segunda
como 2n + 2 e a terceira 2n + 3, todas por tentativa e erro e nao por encontrarem caracteristicas
semelhantes no problema e generaliza-las, afirma-se que ele realizou trés abducdes
(RADFORD, 2007), porém nenhuma delas se enquadra em uma abducéo analitica. O resultado
desse processo foi uma adivinhacao de uma formula e ndo uma deducédo, como na generalizacéo
algébrica.

Tomando como referéncia a estrutura da generalizagdo que foi apresentada e discutida
(Figura 7), podemos notar que a diferenca entre o pensar algebricamente e o pensar
aritmeticamente é centrada no elemento caracterizador analiticidade. No pensamento aritmético
podem estar presentes a indeterminacdo e a denotacéo, como é o caso quando os alunos utilizam
a estratégia de tentativa e erro para encontrar a formula, mas no pensamento algéebrico se faz
necessaria a presenca da analiticidade.

Em todo o percurso para a deducdo da férmula no processo de generalizacdo os alunos
utilizam distintos meios semioticos para tornar aparente suas ideias e com isso materializar (e
atualizar) o saber algébrico, sendo eles um dos principais fatores que diferenciam uma forma
de pensamento algébrico da outra. Essas formas, discutidas por Radford (2009, 2010a, 2018),
recebem o nome de: pensamento algébrico factual (ou concreto); pensamento algébrico
contextual; pensamento algébrico simbdlico (ou padrdo). Nos proximos subtopicos desse
capitulo apresentaremos as principais caracteristicas dessas formas de pensamento algébrico,

sempre partindo das ideias ja discutidas sobre generalizacao algébrica.

3.2.2 Pensamento Algébrico Factual (ou Concreto)

O pensamento algébrico factual foi inicialmente chamado por Radford (2003, 2004) de

forma elementar e pré-simbdlica do pensamento algébrico. Isso se deve ao fato de os alunos
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ndo utilizarem nenhum simbolismo alfanumérico para mobilizar esse pensamento e recorrerem
a outros meios semioticos de objetivacdo para tornarem aparente suas ideias.

Segundo Vergel (2015b) os meios semidticos mobilizados nessa forma de pensamento
sdo0: 0s gestos, 0s movimentos, o ritmo, a atividade perceptiva e as palavras. Além disso, a
indeterminacdo esta presente, mas ela ainda ndo aparece formulada por um processo de
nominalizagio?® (RADFORD, 2002) e acaba sendo denotada pelos estudantes por meio de
numeros especificos ou acbes concretas, o que leva a um trabalho com a indeterminacéo de
maneira implicita. Radford (2018) afirma que é devido a esse motivo que essa forma de
pensamento recebe o nome de factual, pois esse adjetivo “significa que as variaveis da férmula
aparecem de forma tacita”?® (RADFORD, 2018, p. 14, tradugio nossa).

Para entendermos melhor como emergem os meios semidticos de objetivacdo e como a
indeterminacdo é denotada e trabalhada no pensamento algébrico factual utilizaremos alguns
exemplos que foram extraidos das pesquisas de Radford (2003, 2009, 2010a) e da pesquisa de
Vergel (2015b). Um deles € o trabalho com a seguinte sequéncia figural (Figura 9) que foi

utilizada por Radford (2003) em um dos momentos de sua pesquisa longitudinal.

Figura 9 — O padréo de palitos de dente

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: Radford (2003, p. 45)

Com base na sequéncia o problema questionava aos estudantes a quantidade de palitos
da figura 25 e da figura 100. Observe que o nimero de palitos de cada figura é equivalente ao
namero da figura multiplicado por dois e somado a um, ou também o nimero da figura mais o
numero da figura sucessora. Em notacéo simbolica alfanumérica teriamos: 2n + 1 oun + n +
1, sendo n o numero de uma figura qualquer.

Radford (2003) aplicou esse problema em sala de aula e agrupou os alunos em trios. A

seguir temos as respostas dos estudantes Judith, Anik e Josh.

28 Corresponde a “um processo em que algo se torna capaz de funcionar como o sujeito ou o objeto de um verbo”
(RADFORD, 2002, p. 86, traducdo nossa).
29 Texto original: The adjective factual means that the variables of the formula appear in a tacit form.
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Primeiro momento:

Judith: a proxima figura tem mais dois... veja... [...] [Figura] 6 é 13, 13 mais 2. Vocé
tem que continuar I4. Espere um minuto... [pega a calculadora] Ok. Ok, é mais...
Anik: bem, vocé nem sempre pode usar mais 2, mais 2, mais 2...

Judith: mas é claro. Essa é a figura 7, mais 2 é igual a figura 8.

Josh: isso vai demorar muito.*® (RADFORD, 2003, p. 46, traducdo nossa)

A estratégia utilizada por Judith a leva & uma generalizagdo aritmética, ela consegue
perceber uma caracteristica comum na sequéncia, porém a abducdo que ela realiza nao é
analitica, ou seja, a caracteristica comum nao passa a ser hipotese, ndo é possivel utiliza-la para
deduzir uma formula. Portanto Judith cria um esquema, um procedimento.

Observe que Anik e Josh percebem que a estratégia de Judith ndo é suficiente para
encontrar o nimero de palitos de figuras grandes, pois demoraria muito para chegar nesses altos
valores. Mesmo néo trabalhando com generalizacdes algébricas nesse momento Radford (2003,
2004) afirma que é importante esse tipo de observacdo, pois ajuda o aluno a compreender a
construcdo da sequéncia, mesmo que por meio dessa estratégia ndo seja possivel chegar a
resposta final do problema.

Como a estratégia inicial ndo foi suficiente para responder aos questionamentos, no
segundo momento os estudantes necessitaram recorrer novamente as determinagdes sensiveis,
no campo fenomenoldgico, e observaram que o nimero de palitos sempre serd o numero da
figura mais o nimero da figura sucessora. A afirmacdo dos estudantes ndo foi realizada dessa
maneira, mas sim com numeros particulares que obedecem a uma determinada lei — a lei da

variavel, sendo essa Ultima uma das principais caracteristicas do pensamento algébrico factual.

Segundo momento:

Josh: é sempre o proximo. Veja! [e apontando para as figuras com o lapis ele diz] 1
mais 2, 2 mais 3 [...]

Anik: Entdo, 25 mais 26.

Josh: Espere um minuto. Sim, 3 mais 4 é 7, 4 mais 5... entdo é 27 mais 26?

Anik: Bem, vocé sempre... olha [e ela estica o brago para apontar para as figuras] 3
mais [...] € 25 mais 26.3 (RADFORD, 2003, p. 46-47, tradug&o nossa)

Podemos notar que analisando as figuras ja dispostas na tarefa os estudantes

conseguiram observar essa caracteristica comum e leva-la para ser aplicada em qualquer figura

% Texto original: 1. Judith: The next figure has two more than...look...[...] [Figure] 6 is 13, 13 plus 2. You have
to continue there. Wait a minute...[gets a calculator] OK. OK, it’s plus ... . 2. Anik: Well, you can’t always go
plus 2, plus 2, plus 2 ... . 3. Judith: But of course. That’s Figure 7, plus 2 equals Figure 8. 4. Josh: That will take
too long!

31 Texto original: 1. Josh: It’s always the next. Look! [and pointing to the figures with the pencil he says the
following] 1 plus 2, 2 plus 3 [...]. 2. Anik: So, 25 plus 26 ... . 3. Josh: Wait a minute. Yeah, 3 plus 4 is 7, 4 plus
5...s01it’s 27 plus 26? 4. Anik: Well, because you always...like...look [and she stretches her arm to point to the
figures—see the second picture in Figure 3), 3 plus [...] it’s 25 plus 26.
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da sequéncia. Radford (2018) afirma que a utilizacdo do adveérbio de tempo sempre mostra que
0 estudante percebeu que aquela determinada caracteristica ndo € apenas utilizada para as
figuras ja expostas, mas sim para todas as figuras que possam ser questionadas. Dessa maneira,
tomando a caracteristica como hipotese os alunos conseguem chegar a deducao de uma férmula
capaz de encontrar o niumero de palitos de qualquer figura. Essa formula é apresentada por meio
de nimeros especificos, isso €, a indeterminacdo estd sendo trabalhada implicitamente e sua
denotacdo é realizada por meio de nimeros ou acdes concretas (RADFORD, 2018). Esse
trabalho com o indeterminado é realizado a partir da caracteristica observada, sendo ele
apresentado na resposta do aluno para o total de palitos da figura 25 como “25 mais 26,
mostrando assim como a analiticidade esta presente nessa forma de pensamento.

Os meios semioticos que ele utilizou para tonar aparente suas ideias e realizar suas agdes
foram a atividade perceptiva, a fala, 0os gestos, os ritmos®?> e movimentos. A atividade
perceptiva faz referéncia a maneira que os estudantes se dirigem a figura, ou seja, a maneira
que eles veem a sequéncia, que eles olham para ela (VERGEL, 2015b, 2016). Os outros meios
semidticos estdo sustentados por essa atividade perceptiva, que levou a percepcdo de uma
caracteristica comum e com isso a deducdo de uma formula. A partir dessa percepc¢édo o aluno
mobiliza os gestos, a fala, o ritmo (quando afirma: 3 mais 4 é 7 (figura 3); 4 mais 5 é 9 (figura
4)) e os movimentos — sendo todos eles, desde a percep¢do, 0s meios semidticos que emergem
no pensamento algébrico factual.

A mobilizacdo desses meios semioticos também pode ser identificada na resposta de
uma aluna (Figura 10) a tarefa de generalizacdo de padrGes composta por circulos, observada e
analisada na pesquisa de Vergel (2015b). Foi solicitado a estudante que ela encontrasse a
quantidade de circulos da figura 9, sem desenha-la. Podemos observar que inicialmente a aluna
realiza uma sequéncia de gestos, o primeiro gesto indica a quantidade de circulos na primeira
e na segunda linha, em que em cada linha o nimero de circulos corresponde ao nimero da
figura. Posteriormente a aluna realiza um segundo gesto, que indica o agrupamento de trés
circulos — que ela denomina torre. Esse agrupamento se repete em todas as figuras, ou seja, é

algo fixo.

32 Radford (2010b) entente por ritmo toda sensagéo de ordem que vai além de figuras particulares.
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Figura 10 — Representacédo de gestos realizados por uma estudante

Primeiro gesto indexical
Segundo gesto indexical

O/O O O OO0 L0
oL O\NO 0/OO\NOOO

1 mais 1 da 2, adicionando 3 2 mais 2 da 4, adicionando 3 3 mais 3 da 6, adicionando 3

Fonte: Vergel (2015b, p 202, traducdo nossa)

Esses gestos assumem a funcéo de déiticos® espaciais, isso é, eles estdo indicando algo
em um determinado espacgo. Nesse exemplo que esta sendo discutido o que o0s gestos indicam
é a quantidade de circulos em cada linha e o agrupamento da torre. Segundo Vergel (2015b)
guando a aluna separa a torre isso a ajuda a notar a igualdade entre os nimeros de circulos da
linha superior e da linha inferior. Nesse momento a torre também é considerada um meio
semidtico de objetivacdo, afinal contribui para que a estudante torne aparente suas intencdes e
realize suas acbes, assim como para que alcance uma forma estavel de consciéncia
(RADFORD, 2003).

Ao ser questionada sobre a quantidade de circulos da figura 9 a aluna afirma que sera 9
mais 9, que resulta em 18, mais trés, o equivalente a 21. E possivel observar que a generalizacio
da caracteristica comum ocorre de maneira analitica no momento que, como mostra a Figura
10, a estudante percebe uma caracteristica comum em todas as figuras expostas, sendo essa
caracteristica relacionada a somar o nimero da figura duas vezes e depois somar a trés, e torna
essa caracteristica um principio assumido, de modo que ela percebe que ocorre em todas as
figuras. Portanto a aluna deduz a férmula para o problema, que é expressa por meio de nimeros
especificos como 9 + 9 + 3. Os elementos caracterizadores do pensamento algébrico se fazem
presentes no percurso da generalizacdo realizado pela estudante, sendo a indeterminagéo
denotada por um numero particular e sendo operada tomando como base a comunalidade
observada, 0 que caracteriza a analiticidade.

Por meio da discussao da resposta da estudante percebemos que a atividade perceptiva,

gestos, ritmos e a fala estdo presentes na mobilizacdo do pensamento algébrico, ou seja, 0s

33 A palavra ‘déitico’ provem da palavra ‘déixis’, que significa “acdo de mostrar, indicar, assinalar” (AVELAR,
2016, p. 158).
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meios semidticos de objetivacdo foram mobilizados sincronicamente na producgdo de
significados. Essa a¢do linguistica-perceptiva-gestual ¢ denominada n6 semiético (RADFORD,
2013a), que consiste em “um segmento da atividade semidtica que signos que provém de
diferentes sistemas semioticos se complementam para alcancar uma tomada de consciéncia de
maneira que a tarefa seja abordada desde um ponto de vista algébrico.”** (VERGEL, 20154, p.
14, tradugéo nossa).

Em um outro momento da pesquisa longitudinal de Radford (2009, 2010a), em que foi
utilizada essa mesma tarefa de generalizacao de padrdes que apresentam os circulos (Figura 6),
ele conseguiu identificar que os alunos encontravam o ndmero de circulos da figura 10
utilizando a seguinte justificativa: na figura 1 tem dois circulos (apontando para a linha
superior) e trés circulos (apontando para a linha inferior), a figura 2 tem trés circulos (apontando
para a linha superior) e quatro (apontando para a linha inferior). A figura 10 terd onze e doze,
vinte e trés circulos. Quando questionados pela figura 100, eles utilizaram a mesma ideia e
afirmam que é 101 e 102 circulos, obtendo como resposta final 203 circulos.

Nesse exemplo o aluno argumentou, por meio da atividade perceptiva, dos gestos
tomados como déiticos espaciais, da fala e de nimeros particulares, que a linha superior tera o
namero de circulos equivalente ao nimero da figura mais um e que o nimero de circulos da
linha inferior é equivalente ao numero da figura mais dois, em que o nimero total de circulos
da figura serd a soma desses dois subtotais. A caracteristica referente ao nimero de circulos em
cada linha é tomada como premissa e a partir dela o indeterminado é trabalhado implicitamente,
denotado por nimeros particulares e dos gestos realizados, até a deducdo de uma férmula que
pode ser aplicada a qualquer nimero da sequéncia.

Nos exemplos das pesquisas de Vergel (2015b) e de Radford (2009, 2010a) podemos
observar que mesmo utilizando meios semidticos de objetivacdo equivalentes os estudantes
podem seguir por diferentes caminhos para responderem o0s questionamentos dos problemas, o
que caracteriza uma materializagdo de um mesmo saber algébrico, nesse caso 0 pensamento
algébrico factual, mas utilizando percepcbes diferentes de uma mesma figura. Por isso
afirmamos que a materializacdo do saber algébrico, o conhecimento, é particular (ou singular)
(RADFORD, 2017b), pois cada aluno tera sua maneira individual de mobilizagcdo desse

pensamento.

3 Texto original: Un segmento de la actividad semiética en la que signos que pertenecen de diferentes sistemas
semioticos se complementan para lograr una toma de consciencia de la manera en que la tarea puede ser atacada
desde un punto de vista algebraico.
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Nos exemplos descritos observamos que o0s estudantes apresentaram os trés elementos
caracteristicos do pensamento algébrico: 0 senso de indeterminacdo, a analiticidade e
denotacdo semiotica. Eles analisaram a sequéncia, recorreram a determinacfes sensiveis,
escolheram uma caracteristica comum e o processo de generalizacdo dessa caracteristica
ocorreu de forma analitica. Nesse momento os estudantes operaram com o indeterminado de
forma implicita, fazendo uso de nimeros particulares e a¢des concretas, e a partir de uma
hipdtese que os levaram a deducdo de formulas. Nesse processo diversos meios semioticos
foram mobilizados, em que se destacam os gestos utilizados para tornar aparente a maneira que
devemos recorrer para encontrar o nimero de circulos (ou palitos) de uma figura qualquer.
Portanto, a formula apresentada por meio de gestos é denominada de férmula corporal ou
corporificada (VERGEL, 2015b)

Concluimos que no pensamento algébrico factual a indeterminacdo ndo esta em
evidéncia, ela ndo passa por um processo de nominalizacdo, mas ela esta presente por meio da
utilizacdo dos nimeros particulares (RADFORD, 2009, 2010a), assim como esta incorporada
nos gestos, nas palavras e na percepcao (VERGEL, 2015b). Nesse pensamento o aluno também
ndo consegue fazer uso do simbolismo alfanumérico, assim como ndo consegue denotar o
indeterminado de uma forma geral.

Mesmo estando dentro de uma camada primaria de generalidade e construindo uma
formula baseada em numeros particulares, Radford (2009) defende que essa forma de pensar
ndo é simples, pois necessita de mecanismos, coordenacdo, palavras e simbolos para ser

desenvolvida.

3.2.3 Pensamento Algébrico Contextual

Esse pensamento recebe o nome de contextual devido ao fato de a dedugéo da formula
estar diretamente ligada a algum contexto observado pelos estudantes no processo de
generalizacdo (RADFORD, 2003). Um exemplo, tomando novamente a sequéncia figural
exposta na Figura 6, € o aluno perceber a relagdo entre o nimero da figura e a quantidade de
circulos nas linhas superior e inferior.

Para a defini¢do das caracteristicas do pensamento algébrico contextual Radford (2009,
2010a) utilizou como base as respostas que os alunos deram ao problema que solicitava uma

explicacdo para um colega de outra classe de como descobrir o numero de circulos de uma
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figura qualquer se baseando na sequéncia figural apresentada na Figura 6. Nessa etapa foi
solicitado aos estudantes que escrevessem ou gravassem a mensagem a ser repassada.

Diante a esse problema os alunos nao trabalharam mais com numeros especificos, agora
estd em curso um novo objeto que é a figura geral. Isso significa que nessa forma de pensar a
indeterminac&o se torna explicita, ou seja, ela é nominalizada, e 0 estudante comeca a substituir
0s gestos, 0s ritmos e 0s movimentos por frases “chaves” (VERGEL, 2015b), que constituem
o principal meio semidtico de objetivacdo mobilizado no pensamento algébrico contextual.

Retomando para o problema de circulos, quando questionados como encontrar 0 nimero
de circulos de uma figura qualquer uma possivel resposta do aluno poderia ser:

Resposta: Adicione um circulo ao nimero da figura para encontrar o nimero de circulos
da linha superior e adicione dois circulos ao numero da figura para encontrar o nimero de
circulos da linha inferior.

Nessa resposta a indeterminacdo € trabalhada explicitamente, sendo expressa como
“ntimero da figura”. Mas ¢ possivel observar que a ideia apresentada pelo estudante esta muito
conectada com a espacialidade da sequéncia figural. Radford (2009, 2010a) afirma que palavras
como superior e inferior descrevem objetos em um espaco de tempo, e elas, assim como alguns
gestos realizados no pensamento algébrico factual, sdo denominadas de déiticos espaciais.
Esses déiticos escritos ou falados substituem os gestos que indicavam algo em um determinado
espaco, como por exemplo quando o aluno apontava para a linha superior e posteriormente para
a linha inferior.

Portanto, a férmula deduzida no pensamento algébrico contextual tendera a ser uma
descricdo espacial da figura (VERGEL, 2015b). Nessa formula a indeterminagao sera denotada
explicitamente por meio de um conjunto de palavras e o estudante trabalhard com a variavel
como se a conhecesse, um exemplo dessa analiticidade é: ‘Adicione um circulo ao nimero da
figura’ e ‘adicione dois circulos ao nimero da figura’.

Para entendermos melhor a questdo do carater operatorio dos objetos algébricos no
pensamento algébrico contextual vamos utilizar uma tarefa que Vergel (2015b) aplicou em sua
pesquisa. A tarefa tinha como base a sequéncia figural exposta na Figura 6 e era acompanhada

do seguinte questionamento:

A professora Johanna tem uma sacola e dentro dela introduz varios cartfes, cada um
com um ndmero. Cada um desses nimeros corresponde a uma das figuras da
sequéncia anterior. Ela tira um cartdo aleatoriamente e o introduz em um envelope, se
assegurando de que nenhum estudante tenha visto o nimero do cartdo. Johanna quer
que o envelope seja enviado a professora Estela com uma mensagem que sera
introduzida ao envelope junto com o cartdo que contém o nimero. Essa mensagem
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deve explicar a professora como calcular rapidamente o nimero de circulos que
corresponde ao nimero do cartdo.%® (VERGEL, 2015b, p. 208, traducdo nossa).

Podemos observar que a atividade pede para o aluno escrever como é possivel encontrar
0 namero de circulos em uma figura qualquer. Mediante a resposta de cinco alunos, Vergel
(2015b) conseguiu observar diferentes maneiras de denotar o indeterminado, assim como o seu
carater operatorio, sendo essa possivel pois os alunos ja tinham recorrido a caracteristicas
comuns, que se transformaram em hipdteses, para chegarem a deducdo de uma férmula. As

diferentes denotacdes e analiticidades estdo expressas no Quadro 5.

Quadro 5 — Denotacdo semiotica e Analiticidade
Estudante Denotagdo Semiotica da Analiticidade ou carater operatorio da
indeterminagéo indeterminagdo

Jimmy Stiven | “o niimero que esta dentro do cartdo” | “vocé deve pegar esse numero e
multiplica-lo por dois e nesse resultado

R L
vocé deve colocar essa torre ®®

Luis Felipe “figura” “na figura eu adiciono o mesmo niimero da
figura e ao resultado que me dé eu somo
trés”

Yaneth “0 nimero que Sai no cartdo” “somar 0 numero que sai no cartdo duas

vezes € somar mais trés”

Sunner “o nimero que te entregaram” “o niimero que te entregaram voce tem que
multiplicd-lo por dois e ao nimero que der
vocé soma trés”

Astrid “o numero que esta no cartdo” “o ntimero que esta no cartdo vocé tem que
colocar na parte de cima e na parte de baixo
e somar trés”

Fonte: Vergel (2015b, p. 210-211, tradugdo nossa)

Nesses exemplos descritos podemos observar que a indeterminacdo esta explicita no
discurso, sendo denotada por meio de palavras ou frases curtas. Portanto, o relacionamento das
variaveis entra na linguagem verbal e a atividade gestual fica em segundo plano (RADFORD,
2018). Essa linguagem pode ser apresentada por meio da escrita ou da fala, tornando aparente
a intencédo dos estudantes e sendo assim caracterizado como um meio semiotico de objetivagdo

presente nesse pensamento.

% La profesora Johanna tiene una bolsa y dentro de ella introduce varias tarjetas, cada una con un niimero. Cada
uno de estos numeros corresponde a una de las figuras de la secuencia anterior. Ella saca al azar una tarjeta y la
introduce en un sobre, asegurandose de que ningln estudiante haya visto el nimero de la tarjeta. Johanna quiere
que el sobre sea enviado a la profesora Estella con un mensaje que seré introducido en el sobre junto con la tarjeta
que contiene el nimero. Este mensaje debe explicar a la profesora como calcular rapidamente el nimero de circulos
gue corresponde al nimero de la tarjeta.
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Nesses exemplos descritos € possivel notar que a materializacdo do pensamento
contextual também ocorre de maneira particular e singular, em que cada estudante recorreu a
uma forma diferente de perceber a sequéncia figural e chegar a maneiras distintas de
materializacao do saber.

A maneira que a indeterminacdo é denotada e 0s meios semidticos que constituem a
parte material do pensamento algébrico sdo os principais pontos que diferenciam o pensamento
algébrico factual do contextual. Nesse Ultimo o estudante utiliza meios semioticos mais
concisos para objetivar a generalizacdo, mesmo que a deducéo da formula esteja presa ao que
o0 aluno consegue perceber e contextualizar em relacdo a sequéncia observada.

O uso do simbolismo alfanumérico ndo é caracteristico nessa forma de pensamento, mas
algumas formulas que fazem uso desse meio semiotico de objetivacdo ndo conseguem romper
com a estrutura figural observada e com isso as letras sdo vistas como indices, que indicam o
passo a passo que deve ser realizado para trabalhar com a indeterminacéo explicitamente. O
rompimento entre o pensamento algébrico contextual e o simbolico ocorre na transformacéo de

indice em simbolo. Mais sobre este aspecto sera abordado no préximo tépico.

3.2.4 Pensamento Algébrico Simbdlico (ou Padréo)

O pensamento algébrico simbdlico apresenta como principal caracteristica 0 uso do
simbolismo alfanumérico como meio semidtico de objetivacdo (RADFORD, 2003, 2004) e é
visto como o pensamento algébrico mais sofisticado dentre os trés ja discutidos. Essa forma de
pensar foi definida com base nas respostas dos alunos quando foram solicitados a escrever uma
formula que fosse possivel de ser utilizada para encontrar 0 numero de circulos da figura n
(RADFORD, 2009. 2010a).

Mas ndo sdo todas formulas que utilizam esse tipo de simbolismo que pode evidenciar
que o aluno pensa algebricamente. Se a formula for encontrada com base em adivinhac6es ou
tentativa e erro (inducéo ingénua), ela ndo pode ser considerada uma formula algebrica, pois,
como ja mostramos anteriormente, ndo foi deduzida por um processo que envolve
determinages sensiveis, caracteristicas comuns e abdugdo analitica.

Além disso, mesmo trabalhando com o simbolismo alfanumérico as formulas
encontradas por alguns estudantes ainda podem estar presas a descri¢do espacial da figura, o
gue Radford (2007, 2009, 2010a) denomina de formulas iconicas. Elas recebem esse nome pois

descrevem geometricamente a figura, narrando de forma condensada as experiéncias do aluno
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(RADFORD, 2009, 2010a). Um exemplo desse tipo de formula é (n+1) + (n+2), em que 0 uso
desses parénteses ndo ocorre de maneira arbitraria, mas sim tem a fung@o de separar o que
acontece na linha superior (n+1) e na linha inferior (n+2). Outra caracteristica das formulas
icOnicas é a letra n ser vista como um indice, algo que indica, fazendo referéncia a como a figura
deve ser pensada e construida.

O que ocorre é que os estudantes ndo conseguem perceber, por exemplo, a equivaléncia
entre (n+1) + (n+2) e 2n + 3, eles tratam como se fossem formulas distintas por ainda estarem
muito presos a descri¢do da figura. Quando isso ocorre afirmamos que a formula descrita foi
deduzida por meio de um processo de generalizacdo algébrica, mas ela estd carregada de
espacialidade. Portanto, a formula ainda estd presa ao contexto que a figura foi construida e
com isso sinaliza que o aluno ainda esta mobilizando o pensamento algébrico contextual
(RADFORD, 2009, 2010a).

Quando o estudante consegue enxergar a formula alfanumérica além da sua
espacialidade, chegando por exemplo a n + n + 3 ou 2n + 3 isso indica que o significado
espacial do desconhecido é superado (RADFORD, 2011b). Dessa forma, torna-se evidente o
rompimento entre o indice e o simbolo, e com isso a letra n ndo esta mais com a funcao de
indicar algo, mas sim esta atuando de maneira simbolica. Quando isso ocorre afirmamos que
0s estudantes conseguem operar com a sintaxe alfanumérica e perpassar do pensamento
algébrico contextual para o simbolico. Radford (2018) afirma que “a novidade ndo ¢ apenas a
introducdo do simbolismo alfanumérico, mas toda uma reconceituacdo das operacgdes
numéricas.”® (p. 17, tradugdo nossa)

E importante destacar que nessa forma de pensamento algébrico a indeterminac&o esta
sendo denotada por meio do simbolismo alfanumérico, que em nosso exemplo anterior se refere
a letra n. Quando o aluno deduz que a formula (n+1) + (n+2) é igual a 2n + 3 ele esta
trabalhando com o desconhecido por meio da adicdo de ambos o0s subtotais (n+1) e (n+2), que
resulta em 2n + 3. Com base nisso afirmamos que o elemento caracteristico analiticidade esta
em curso, isso é, o aluno consegue operar com o desconhecido como se 0 conhecesse a partir
de deducdes. Ressaltamos que essa operacdo com o desconhecido ndo ocorre somente no
pensamento algébrico simbodlico, mas sim em todas as trés formas de pensar algebricamente

discutidas com base na TO — como exemplificamos no decorrer desse capitulo.

% Texto original: The novelty is not only the introduction of alphanumeric symbolism, but a whole
reconceptualization of numerical operations.
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Muitas vezes a indeterminacdo que agora estd sendo denotada por um simbolo
alfanumérico, como € o caso da letra n, anteriormente foi expressa por um conjunto de palavras
(pensamento contextual) ou por acdes concretas e nimeros particulares (pensamento factual).
Esse processo recebe 0 nome de contracao semiotica (RADFORD, 2007) e pode ser definido
como a concentracdo de significados ao menor numero de sinais (palavras) para denotar a
indeterminagdo (RADFORD, 2006).

Essa contracdo semidtica pode ocorrer dentro de um mesmao sistema semidtico ou entre
sistemas semioticos distintos (RADFORD, 2007). Um exemplo dessa contracdo utilizando
diferentes meios semioticos de objetivacdo é quando o aluno mobiliza a ideia no pensamento
algébrico factual e a leva até o pensamento algébrico simbdlico, com isso ele inicia o problema
utilizando gestos e depois consegue objetivar a generalidade por meio de frases chaves e, por
ultimo, uma férmula utilizando o simbolismo alfanumérico. Uma contracdo semiotica em um
mesmo conjunto de sistema semioticos é quando, por exemplo, o aluno consegue perceber a
igualdade entren+n+3e2n+ 3.

E importante ressaltar que para chegar nesse nivel mais avancado do pensamento
algébrico, que é o pensamento algébrico simbdlico, o simbolismo ndo deve atuar de maneira
indexical, ou seja, o aluno deve conseguir operar com o simbolismo alfanumérico para que a
férmula ndo represente uma descricdo espacial da figura. Para Radford (2018) “a importancia
do simbolismo algébrico padrdo ndo reside em sua tremenda eficiéncia apenas para realizar
calculos. Ela também reside nas possibilidades que oferece para alcangcar novos modos estéticos
de imaginacdo e percep¢do”’ (p. 23, tradugdo nossa).

Mesmo Radford (2009, 2010a) afirmando que a linguagem simbdlica com significado
é 0 auge do pensamento algébrico, ele também defende que essa tipologia ndo deve ser seguida
de maneira hierarquicamente rigida. Ele afirma que essas trés camadas de generalidade ¢ “uma
tentativa de entender os processos pelos quais 0s alunos passam a ter contato com as formas de
acao, reflexdo e raciocinio veiculados pela praxis historicamente constituida da algebra
escolar’® (RADFORD, 2010a, p. 15, tradug&o nossa).

37 Texto original: The importance of the standard algebraic symbolism does not reside in its tremendous efficiency
to carry out calculations only. It also resides in the possibilities it offers to reach new aesthetic modes of
imagination and perception.

3 Texto original: The typology is rather an attempt at understanding the processes that the students undergo in
their contact with the forms of action, reflection and reasoning conveyed by the historically constituted praxis of
school algebra.
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Destacamos que as formas de pensamento algébrico que o estudante mobilizara
dependerd do contexto, da atividade, dos problemas propostos na tarefa, da interacdo com 0s
alunos e com o professor, e alguns outros fatores.

O Quadro 6 apresenta as principais caracteristicas das trés formas de pensamento

algébrica discutidas.

Quadro 6 — Principais Caracteristicas das Formas de Pensamento Algébrico

Pensamento Algébrico Principais caracteristicas

Factual - A indeterminac&o é trabalhada implicitamente;
- Os principais meios semioticos de objetivagdo sdo: gestos,
movimentos, ritmos, atividade perceptiva;
- Trabalho com nimeros especificos.
Contextual - O contexto que a formula foi construida fica em evidéncia;
- A indeterminac&o € trabalhada explicitamente;

- Os principais meios semidticos de objetivacao sdo: frases chaves que
emergem por meio da fala e da escrita;

- Férmula icbnicas.
Simbdlico - O aluno consegue utilizar o simbolismo alfanumérico de maneira
simbdlica e operar com a sintaxe alfanumérica;
- A indeterminacdo é trabalhada explicitamente;
- O principal meio semiodtico de objetivacdo: simbolismo
alfanumérico.

Fonte: A autora (2020)

Diante dessa explicacdo das formas de pensamento algébrico fundamentadas na Teoria
da Objetivacéo é importante destacar que Radford (2018) defende que o simbolismo algébrico
ndo é apenas o simbolismo alfanumérico, mas sim os gestos, a linguagem, o ritmo, ou qualquer
outro recurso semiético que o estudante utilize para significar ou apresentar a generalidade.

Partindo dessa ideia que defende que a é&lgebra ndo se reduz ao simbolismo
alfanumérico, nessa pesquisa buscaremos identificar quais das trés formas de pensamento
algébrico descritos nesse capitulo os estudantes dos anos finais do ensino fundamental
conseguem mobilizar ao responderem uma tarefa de generalizacdo de padrbes. Para isso é
necessario investigar se eles recorrerdo a estratégias de tentativa e erro ou buscarao realizar uma
generalizacdo algébrica; identificar quais os meios semidticos que eles utilizardo para tornar
aparente suas intencdes; identificar os trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico
em suas respostas e como eles percorrerdo a todo o processo da generalizacdo algébrica. No
proximo capitulo detalhamos a metodologia utilizada para alcancar o objetivo dessa

investigacao.
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4 METODOLOGIA DO ESTUDO 1

Essa investigacdo apresenta dois estudos, que denominamos Estudo 1 e Estudo 2. O
primeiro era caracterizado como o estudo piloto da pesquisa, mas apds o exame da qualificacdo
decidimos por inclui-lo como um dos estudos principais. Como foi solicitado que essa
investigacdo tivesse mais sujeitos participantes decidimos realizar um segundo estudo,
denominado Estudo 2. Esse sofreu algumas modificacbes referentes ao primeiro devido a
suspensdo das aulas nas redes de ensino, causada pela pandemia do novo coronavirus que teve
inicio nos primeiros meses de 2020. As referidas modificagdes seréo descritas no decorrer desse
trabalho.

Ambos os estudos apresentam uma abordagem qualitativa de pesquisa. Segundo Ludke
e André (1986) essa abordagem tem como principais caracteristicas o pesquisador ser um
participante atuante no processo de coleta de dados, em que esses sdo predominantemente
descritivos e 0 processo € muito mais importante do que o produto. Diante a isso, para
alcancarmos nosso objetivo de identificar as formas de pensamento algébrico que os alunos do
6° ao 9° ano conseguem mobilizar ao responderem uma tarefa de generalizacdo de padrdes,
partiremos da definicdo de atividade que a TO apresenta, em que professor e aluno trabalham
ombro a ombro em busca da realiza¢do de uma obra comum.

Para identificarmos as formas de pensamento algébrico mobilizada pelos alunos
utilizamos como base de dados as gravacdes de todos 0s momentos da atividade e as respostas
da folha de tarefa dos estudantes, posteriormente houve a descri¢do, interpretagdo e
categorizacao desses dados. As gravacdes, tanto em audio como em video, séo justificadas pela
natureza do pensamento algébrico, que, na perspectiva da TO, possui uma natureza multimodal,
apresentando sua parte material (gestos, percepcado, fala, escrita, entre outros) e ideacional
(imaginacéo e a fala interior).

Durante a atividade os estudantes foram postos a resolver uma tarefa, composta de sete
problemas, envolvendo a generalizagdo de padrdes de uma sequéncia figural. Para entendermos
melhor a estrutura dessa atividade, assim como os estudantes que responderam a tarefa
proposta, esse capitulo esta divido nos seguintes subtopicos: participantes do estudo 1; a tarefa;
metodologia da aplicacao da tarefa; coleta e metodologia de analise de dados.
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4.1  Participantes do Estudo 1

A motivacdo para escolher alunos dos anos finais do ensino fundamental como o0s
sujeitos dessa pesquisa se deu pois de acordo com os PCPE (2012) os alunos comecam a
investigar regularidades em sequéncias, voltadas para o estudo da &lgebra, desde o 1° ano do
ensino fundamental, o que nos levou a supor que alunos do 6° ao 9° ano nos anos de 2019 e
2020 estariam acostumados com esse tipo de tarefa. Assim como os PCPE (2012) outros
documentos oficiais da educacdo, como a BNCC (2018) e o Curriculo de Pernambuco para o
Ensino Fundamental (2019), também defendem que os alunos devem trabalhar com tarefas que
envolvam padr@es figurais e numéricos desde os anos iniciais de escolarizacdo. Com isso
entendemos que esse tipo de tarefa ja € comum para os estudantes que estdo nos referidos anos
de ensino.

Como o Estudo 1 se caracterizava como o estudo piloto dessa pesquisa, escolhnemos
trabalhar com os estudantes do Nucleo de Estudos Avancados e Cientificos — NEAC, pois era
possivel encontrar alunos do 6° ao 9° ano em uma Unica turma, facilitando a nossa coleta de
dados.

O NEAC é um projeto que retne professores e estudantes com o objetivo de fazer
pesquisa. Esta localizado no Municipio do Cabo de Santo Agostinho® e, segundo sua instrucio
normativa, tem por objetivo aprofundar os conhecimentos dos estudantes e impulsionar sua
aprendizagem e humanizagdo por meio de praticas cientificas. Essas praticas sdo realizadas em
laboratérios de ciéncias, matemética e robdtica, e consistem em observar, pesquisar,
experienciar, registrar e difundir. As turmas sdo mistas (estudantes do 6° ao 9° ano) e as praticas
ocorrem no contraturno escolar do aluno duas vezes por semana (segunda e quarta; terca e
quinta).

Os estudantes do NEAC tém trés aulas durante o turno que participam, cada aula em um
laboratdrio distinto. Esses laboratérios trabalnam com projetos pedagogicos que séo
desenvolvidos de acordo com a ciéncia estudada, possibilitando o estimulo a uma postura de
pesquisador. A capacidade de cada laboratorio é de 25 alunos. Com isso eles podem compor
até trés turmas no periodo da manha (75 alunos) e trés turmas no periodo da tarde (75 alunos).
Como esses estudantes estdo distribuidos em dois dias da semana, o total da capacidade de
alunos do NEAC é de 300 estudantes.

39 Esse municipio faz parte da Regido Metropolitana do Recife.
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Uma das maneiras que o NEAC encontrou para promover o pensamento cientifico a
partir das relagdes humanas e pelas diferencgas foi formar as turmas mescladas constituidas por
alunos do 6° ao 9° ano do ensino fundamental. Para participar desse projeto o estudante deve
estar matriculado em uma escola da rede municipal do Cabo de Santo Agostinho e ter um bom
desempenho, possuindo notas acima da média nas provas bimestrais das disciplinas de lingua
portuguesa, matematica e ciéncias.

A atividade do estudo em questdo foi realizada com dezenove estudantes de uma das
turmas da quinta feira do horario da manha. Eles tinham idades variadas de 11 a 17 anos e
buscaram resolver problemas referentes a generalizacdo de padrdes. Esses problemas, que

compde uma tarefa, serdo apresentados no topico a seguir.

4.2 A Tarefa

A tarefa trabalhada com os estudantes se baseia na estrutura da atividade da sala de aula
definida pela Teoria da Objetivacdo (RADFORD, 2017a), essa estrutura é denominada
componente didatico da atividade e é composta por trés elementos: o objeto, o objetivo e a
tarefa.

O objeto corresponde ao projeto didatico do professor, que no caso dessa pesquisa €
referente ao pensar algebricamente mediante uma sequéncia figural. O objetivo é o caminho
percorrido para alcancar o objeto, ou seja, para 0s alunos conseguirem pensar algebricamente
eles precisam resolver os problemas propostos em relacdo a sequéncia figural de forma
algébrica. A tarefa é referente aos problemas utilizados para chegar ao objetivo (RADFORD,
2017a).

Na Figura 11 visualizamos o esquema da estrutura da atividade equivalente ao que
Radford (2017a) criou para sua pesquisa. Os componentes sdo correspondentes a nossa, pois
também trabalhamos com sequéncia figural e pensamento algébrico. A diferenca realizada € a
abordagem de uma Unica tarefa, e ndo varias, assim como todos os problemas aplicados em um

unico momento, sem ser realizada uma pesquisa longitudinal.



68

Figura 11 — Estrutura da Atividade

Objeto da Atividade Pensar algebricamente mediante uma sequéncia
Objetivo da Atividade Resolver problemas sobre sequéncia algebricamente
Tarefa da Atividade Problema a | | Problema b | ... | Problemaf | | Problema g

Fonte: Adaptado de Radford (2017a, p. 126)

A Figura 12 apresenta a tarefa utilizada nesse Estudo 1. Inicialmente foi apresentada aos
estudantes uma das sequéncias figurais utilizadas por Radford (2009, 2010a) em suas
investigacBes. Os alunos precisavam observar essa sequéncia e com base nisso responder sete

problemas.

Figura 12 — Tarefa do Estudo 1

Observe a sequéncia a seguir e responda as seguintes questdes:

OOOOO QOOOOOO OO OOOOOO

fig. 1 fig 2 fig 3

a) Quantos circulos tera a figura 47 Justifique sua resposta.

b) Quantos circulos tera a figura 37 Justifique sua resposta.

¢) Quantos circulos tera a figura 107 Como vocé fez para encontrar esta quantidade?

d) Quantos circulos tera a figura 1007 Explique o que vocé fez para chegar a este valor.

e) EHscreva uma mensagem para um aluno de outra classe indicando como descobrir o
numero de circulos da figura 200.

f) Escreva uma mensagem para um aluno de outra classe indicando como descobrir o

numero de circulos em qualquer figura.

o) Escreva uma formula para o niimero de circulos da figura no

Fonte: Adaptado de Radford (2009, 2010a)
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Os cinco primeiros problemas referem-se a mobilizacdo do pensamento algébrico
factual, pois aborda questionamentos sobre nimeros especificos. O problema f faz referéncia
ao pensamento algébrico contextual, no momento que aborda uma figura indeterminada e, por
fim, o problema g refere-se ao pensamento simbdlico ao solicitar que o aluno utilize o
simbolismo alfanumérico. E importante ressaltar que mesmo esses problemas estando
alinhados com as caracteristicas das distintas formas de pensamento algébrico é possivel que o
aluno ndo consiga pensar algebricamente quando for resolvé-los ou ndo mobilize todas as
formas de pensamento algébrico.

Algumas modificaces foram realizadas referentes a tarefa que Radford (2009, 2010a)
trabalhou com seus estudantes. Nos problemas a e b nédo solicitamos ao aluno desenhar as
préximas figuras, eles ficaram livres para decidir qual método utilizar para chegar a quantidade
de circulos das figuras 4 e 5. Retiramos a acdo desenhar para evitar que os alunos busquem
realiz&-la nos problemas subsequentes.

Outra modificacdo foi a inser¢éo do problema e, que solicita ao estudante escrever uma
mensagem para outra pessoa explicando como encontrar o ndmero da figura 200. Nesse
momento ndo é perguntado diretamente quantos circulos tera uma figura qualquer, mas sim
solicita que o aluno escreva para outro como encontrar os circulos de uma figura determinada.
Esse problema foi adicionado com o objetivo de facilitar a escrita do aluno no problema g.

No préximo subtdpico desse capitulo sera explicado como ocorreu a aplicacdo dessa
tarefa com os dezenove estudantes participantes desse estudo, visando apresentar como a turma

foi organizada e os momentos da atividade.

4.3  Metodologia da aplicacdo da tarefa

Para a aplicacéo da tarefa tomamos como base as ideias de labor conjunto definidas na
Teoria da Objetivacdo. Recordamos que 0 conceito que essa teoria toma de atividade faz
referéncia a um “sistema dinimico orientado para a satisfagdo das necessidades coletivas™*
(RADFORD, 2020, p. 23, tradugdo nossa), ou seja, a atividade ndo é vista como uma acéo,
como um simples fato de estar fazendo algo, mas como uma relacéo dialética entre produzir
meios que satisfacam as necessidades humanas e ao mesmo tempo se produzir como ser

humano.

40 Texto original: Sistema dindmico orientado a la satisfaccion de las necesidades colectivas.
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Existem, como exposto na Figura 4, diversas fases para a construgdo do labor conjunto,
nome que recebe a atividade na TO (RADFORD, 2020), mas quando o Estudo 1 foi realizado
sO tinhamos conhecimentos de quatro delas (Figura 13): apresentacdo da atividade pela

professora; trabalho em pequenos grupos; discussdes professora-estudantes; discusséo geral.

Figura 13 — As fases do Labor Conjunto - versdo antiga

Trabalho em pequenos
grupos

@ Professora

/ \

Apresentagao da

atividade pela professora estudantes

Discussao geral
Fonte: Radford (2015, p. 556, traducdo nossa)

Como explicado no capitulo anterior, os processos de objetivacdo (referentes ao saber)
e de subjetivacdo (referentes ao ser) ocorrem simultaneamente (Figura 5) na construcdo do
labor conjunto. Sendo assim, durante os momentos da atividade sempre deve haver uma
preocupagdo com a construgdo social do individuo, de maneira que os sujeitos envolvidos
sempre respeitem a opinido do colega, esperem a vez para falar, ndo interrompam quem estiver
falando, entre outras questoes.

Portanto, entendemos que 0s processos de subjetivacdo sdo imprescindiveis para a
ocorréncia dos processos de objetivacdo, mas nessa pesquisa nao nos debrucaremos a estudar a
constante transformacdo do ser, mesmo ela estando presente em todos os momentos da
atividade. Nosso foco € estudar as formas de pensamento algébrico que os alunos mobilizam,
ou seja, 0 campo de materializacdo do saber algebrico.

Para a realizagdo dessa atividade os dezenove alunos do NEAC trabalharam em duplas
e trios formados por estudantes do mesmo ano escolar. A separacdo por alunos do mesmo ano
é justificada pelo fato de querermos analisar separadamente as respostas dos estudantes, afinal,

como mostra os documentos oficiais da educacdo, cada ano possui competéncias diferentes em
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relacdo a algebra. No momento dessa atividade a pesquisadora assumiu o papel de professora
da turma, mesmo néo fazendo parte do grupo de professores do NEAC. O professor responsavel
da turma decidiu por ndo participar e se retirou da sala de aula no momento da atividade.

Os alunos foram separados em oito duplas (uma dupla com alunos do 6° ano; duas
duplas com alunos do 7° ano; trés duplas com alunos do 8° ano e duas duplas com alunos do 9°
ano) e um trio (composto por alunos do 7° ano). Buscando evitar a falta de didlogo entre os
participantes, a cada grupo foi entregue uma Unica folha com a tarefa. No quadro a seguir
(Quadro 7) atribuimos nomes ficticios para os estudantes que compBem as turmas,

evidenciando a sua idade e o0 ano escolar.

Quadro 7 — Informagdes dos estudantes participantes do Estudo 1

Duplas/Trio Ano Alunos Idade (Letra correspondente a
inicial do nome)

Dupla A 6° ano Arthur e Bianca 11 (A); 11(B)

Dupla B 7° ano Carla e Daniela 13 (C); 12 (D)

Dupla C 7° ano Eduardo e Flavio 14 (E); 12 (F)

Dupla D 8° ano Gustavo e Igor 13 (G); 15 (1)

Dupla E 8° ano Jodo e Lucas 14 (J); 14 (L)

Dupla F 8° ano Marta e Nara 14 (M); 14 (N)

Dupla G 9° ano Paula e Otavio 17 (P); 15 (O)

Dupla H 9° ano Raul e Saulo 15 (R); 15 (S)

Trio A 7° ano Ursula, Vanessa e Henrique 13 (U); 14 (V); 12 (H)

Fonte: A autora (2020)

A atividade ocorreu em duas etapas: a primeira, que teve duracdo de 1h, os estudantes
se organizaram em pequenos grupos, foi entregue a folha com a tarefa de generalizacdo de
padrdes e eles resolveram os problemas em conjunto. Inicialmente foi realizada a explicagéo de
cada problema pela professora e quando as duvidas eram pertinentes a alguns grupos ela foi
explanada para toda a turma. Apos essa primeira etapa os alunos tiveram um intervalo de 20
minutos e voltamos com uma conversa que se caracterizou como a etapa final.

Esse ultimo momento foi realizado com todos os estudantes juntos, formando assim um
grande grupo com os dezenove sujeitos. Inicialmente ocorreu a exposi¢cdo do problema no
guadro e os alunos, alocados em um Unico circulo, expuseram suas ideias e davidas. Durante o
intervalo de 20 minutos foram recolhidas as folhas de respostas dos estudantes com o intuito de
evitar adulteragéo, sendo devolvidas no inicio do segundo momento para eles acompanharem
as explicacbes e recolhidas novamente no final de toda atividade para as analises serem

realizadas.
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4.4  Coleta e metodologia de analise dos dados

Para a identificacdo das formas de pensamento algebrico que os alunos conseguiram
mobilizar no decorrer dessa atividade foi necessaria a gravagdo das distintas fases do labor
conjunto, exceto do momento da discussdo geral, pois se aproximou mais da metodologia
tradicional do ensino, fugindo do objetivo da TO, e com isso nédo sera abordado nesse estudo.

Para a gravacdo desses momentos possuiamos trés equipamentos: uma camera digital e
dois smartphones. Devido a isso foi invidvel a gravagdo do momento “trabalho em pequenos
grupos” de todas as duplas e trio, sendo possivel apenas a filmagem de trés duplas: Dupla A —
6° ano (Arthur e Bianca), Dupla G — 9° ano (Paula e Otavio) e Dupla H — 9° ano (Raul e Saulo).

Com a Dupla A e H ndo ocorreu 0 momento de interacdo entre professor e estudantes,
sucedido apenas com a dupla G. Como ndo foi possivel filmar todos os grupos optamos por
realizar as andlises apenas com as duplas que possuiamos as gravacdes.

Como dados dessa pesquisa temos as gravacdes das fases do labor conjunto e as
respostas escritas dos alunos na folha da tarefa, mas como essa investigacdo possui uma
abordagem qualitativa nos importa ndo apenas a resposta final do estudante, mas todo o
processo de resolucéo dos problemas.

Partindo do principio de que o pensamento algébrico possui uma natureza multimodal
utilizamos como base para analise dos dados a metodologia de andlise multimodal (ou
multisemidtica). Essa metodologia busca considerar e relacionar os ‘“recursos cognitivos,
fisicos e perceptiveis que os estudantes utilizam quando trabalham com ideias matematicas”*
(VERGEL, 2016, p. 26, traducdo nossa).

O proximo capitulo sera voltado para a analise desse primeiro estudo, em que buscamos
descrever e interpretar os dados obtidos a partir das respostas escritas e das gravacoes das trés
duplas, e com isso identificar se eles mobilizaram alguma forma de pensamento algebrico, quais

sdo essas formas e como eles materializaram esse saber algébrico.

41 Texto original: recursos cognitivos, fisicos y perceptuales que los estudiantes utilizan cuando trabajan con ideas
matematicas.



73

5 ANALISE DO ESTUDO 1

A partir da aplicacdo da atividade ja descrita buscamos identificar a forma de
pensamento algébrico que os participantes conseguiram mobilizar ao trabalharem com uma
tarefa de generalizagéo de padrdes. Com base na Teoria da Objetivacdo (RADFORD, 2017b) a
materializacdo do saber algébrico é algo particular, singular, que surge no projeto didatico
estabelecido, mas ndo podemos determinar previamente se ird ou ndo acontecer.

A ndo materializacdo do pensamento algébrico ocorreu com duas das trés duplas que
foram filmadas durante a coleta de dados, especificamente as duplas A e H. Devido a isso vamos
apresentar de forma breve suas respostas conjuntamente, lembrando que ndo houve nenhuma
mobilizacdo de pensamento algébrico, mas existem indicios de generalizagdes aritméticas. Em
seguida apresentaremos as respostas da dupla G, que conseguiu mobilizar duas das trés formas
de pensamento algébrico.

Para chegarmos na identificacdo do pensar algebricamente mobilizado pelos alunos
buscamos identificar as estratégias recorridas para responder os problemas, 0s meios semioticos
emergidos e a presenca dos trés elementos caracterizadores dessa forma de pensar em suas
respostas — indeterminacdo, denotacdo da indeterminacdo e analiticidade (RADFORD, 2006.
2010b).

5.1 Analise da Dupla A e da Dupla H

A Dupla A, composta pelos alunos Arthur e Bianca do 6° ano, e a Dupla H, pelos alunos
Raul e Saulo do 9° ano, iniciaram a atividade utilizando estratégias semelhantes para
responderem os problemas a e b da tarefa de generalizacdo de padrbes. Analisando o audio da
Dupla A observamos que o aluno Arthur se baseia em uma estratégia de aumentar de dois em
dois a quantidade de circulos, tratando esses aumentos como saltos, afirmando que € necessario
saber quantos circulos pula de uma figura para outra. A dupla comeca a resolucdo dos
problemas com uma explicacdo de Arthur sobre o que eles devem fazer para chegar ao nimero

de circulos das figuras 4 e 5, como podemos observar a transcri¢cdo do audio:

Arthur: aqui, figura 1 (gesto apontando para a figura 1), quantos circulos tera a figura 4? Ele quer saber
quantos circulos tera na figura 4, quer saber quantos circulos ele pula 6. (Neste momento o aluno faz
alguns gestos com a caneta no papel e complementa). 1, 2, 3, ai ele pula mais dois. Se aqui tem quatro

e cinco (aponta para a figura 3) a figura 4 sera... vai pular mais dois em cada fileira. Quatro em cima,
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cinco embaixo (novamente referente a figura 3). Ai vai pular mais um, ou seja, a figura quatro tera cinco
dessas bolinhas (apontando para a linha superior) e seis (apontando para a linha inferior). Ai vocé vai

fazer a mesma coisa na cinco (problema b), mais um em cima, mais um embaixo.

Por meio da atividade perceptiva o aluno Arthur notou que a quantidade de circulos
aumenta em uma unidade na linha superior e em uma unidade na linha inferior. Mas essa
caracteristica ndo se transforma em hipétese, ou seja, apenas com a utilizagdo dela o estudante
ndo consegue deduzir uma férmula algébrica (RADFORD, 2013a).

A Figura 14 mostra que além da fala Arthur realiza alguns gestos na busca de explicar
0 seu raciocinio para responder os problemas a e b. Esses gestos correspondem a um dos meios
semioticos que o estudante emerge para objetivar seu pensamento, eles ajudam o aluno a tornar
aparente suas ideias e intencdes que tem como proposito responder os questionamentos dos
problemas (RADOFRD, 2003).

O primeiro gesto equivale ao aumento de um circulo na linha superior e o segundo ao
aumento de um circulo na linha inferior. Mesmo ndo mobilizando o pensamento algébrico,
esses gestos estdo atuando como déiticos espaciais — pois possuem a funcdo de indicar algo em

um determinado espaco, nesse caso 0 espaco é referente as linhas superior e inferior da figura.

Figura 14 — Gestos realizados pelo aluno Arthur para a explicagdo dos problemas a e b

Fonte: Print screen do momento a atividade

A resposta escrita da Dupla A aos dois primeiros problemas (Figura 15) esta correta
numericamente, mas com base nas analises das gravacdes concluimos que esses nimeros foram
obtidos por meio de uma generalizagcdo aritmética (RADFORD, 2013a), cuja caracteristica

comum foi ‘somar de dois em dois a quantidade de circulos’.
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Figura 15 — Respostas escritas dos problemas a e b da Dupla A
a) %& Wb\ W O @*\I‘DQ ,

Wy § Jeopro- ecto Tna Ty

Fonte: Dados da pesquisa

A mesma estratégia foi adotada pela Dupla H. Com a anélise do video notamos que
diante dos questionamentos iniciais a dupla ndo interagiu muito, ficando subentendido que
ambos concordaram com as respostas encontradas. Um dos pontos que diferenciou uma dupla
da outra foi o fato de os alunos do 9° ano terem justificado sua estratégia por meio de uma
resposta escrita, como € apresentado na Figura 16. Essa justificativa é correspondente a “cada

figura a seguir sdo mais dois circulos”.

Figura 16 — Respostas escritas dos problemas a e b da Dupla H

a) Quantos circulos tera a ﬁ%a 47? Justifique sua resposta. 11 ¢ cqfan , ¢ada J sgratd 4
RGN b6 +2 ascddon _ _ -L.ﬁ m]:'mw

b) Quantos circulos tera a figyra 5? Justifique sua resposta. l* cnadon, a ﬁw) A
SR R

Fonte: Dados da pesquisa

A resposta da Dupla H ao problema b apresenta um erro, eles afirmam que a quantidade
de circulos da figura 5 serd 14, mas a resposta correta, com base na estratégia que eles estéo
utilizando, é 13. Essa observacao é importante pois os alunos tomam esse valor como referéncia
para responder os problemas c, d e e.

Com a andlise das gravacfes do momento da atividade observamos que 0s estudantes
estabeleceram uma relacdo entre a quantidade de circulos da figura 5 e a quantidade de circulos
da figura 10. Eles seguiram uma l6gica de que como 10 é 5 multiplicado por 2 a quantidade de
circulos da figura 10 sera 14 multiplicado por 2, ou seja, 28. Essas afirmacfes podem ser

observadas no extrato da fala dos estudantes descrita a seguir.

Saulo: agora, quantos circulos tera a figura 10? (leitura do problema c). Se cinco tem cinco, acho que
dez vezes cinco.

Raul: dez vez cinco?

Saulo: é um negdcio assim.

Raul: tem certeza? A figura cinco tem quanto, tem quatorze né?

Saulo: uhum, 14. Se a (apontando para o desenho da figura 1 no papel) tem cinco.

Raul: uhum.
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Saulo: a figura 10 é 14 + 14?
Raul: 28?

Saulo: entdo, 28.

A estratégia de somar a quantidade de circulos de dois em dois foi totalmente
abandonada para responder o problema c, resposta essa que nao apresenta indicios de que 0s
estudantes tenham recorrido a determinacdes sensiveis observadas na sequéncia figural, pois a
ideia de multiplicar o nimero de circulos pelo mesmo fator que se multiplica o nimero da figura
ndo ocorre em outros momentos, como por exemplo entre a figura 1 e 2, ou entre a figura 2 e
4,

Os alunos também utilizaram essa estratégia para responder erroneamente o0s problemas
d e e (Figura 17). No problema d, que solicita 0 nimero de circulos da figura 100, eles
multiplicam 28 por 10 e para o problema e eles afirmaram que basta dobrar o valor encontrando
no problema d. A justificativa dos alunos ndo estd baseada em nada que eles percebem na
sequéncia disposta no inicio do problema, ou seja, ndo estd baseada em uma andlise de

diferencas e similaridades que a sequéncia figural apresenta (RADFORD, 2006, 2010b).

Figura 17 — Respostas escritas dos problemas c, d e e da Dupla H
c) Quantos circulos tera a figura 10? Como vocé fez para encontrar esta 2¢ oedon

quantidade? 2.8 aﬂdm Oolsarton o rUaDo/l da {J}«ﬂd 5

d) Quantos circulos tera a figura 100? Explique o que vocé fez para chegar 'nes‘te
valor. 280 dadon, blcerton o wdos  (a lgwra Jo" bot |o.

e) Escreva uma mensagem para um aluno 3e outra classe indicando como
QX0 vJ X MNowar Dol aas o Vdod - a5 A /y Ja
ifg:obncso numero de cuf’ulos da figura 200., )3  aod pigan a s por)a

a L X MOATaM N Dolrdas o Ualor, vod wNa 1 a onboan-

Fonte: Dados da pesquisa

A Figura 18, que apresenta as respostas da dupla A, evidencia que Arthur e Bianca
seguiram a mesma estratégia de Raul e Saulo para responder os problemas de ¢ a e. O que
diferencia séo os valores encontrados, pois os alunos do 6° ano responderam corretamente o

questionamento sobre a quantidade de circulos da figura 10.
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Figura 18 — Respostas escritas dos problemas c, d e e da Dupla A

Q\RW\&\} mwj/&w// O M g
Mmm%km”wm@ Wm«@

% o’ dapglen « e

N ooy

) & he ‘WMWQ sz da. m& (2 0OYwengs AO -

Fonte: Dados da pesquisa

Quando estavam resolvendo esses trés problemas, os componentes da Dupla A ndo
conversaram entre si para utilizarem essa determinada estratégia. Enquanto nos problemas a e
b Arthur explicou para a colega o que ele tinha percebido e pensado, nos problemas c, d e e
Bianca responde diretamente, sem nenhuma conversa prévia com o companheiro de dupla.
Esses momentos também fazem parte da atividade e corresponde ao que a TO denomina de
ética comunitaria (RADFORD, 2020). Nao houve, por parte dos estudantes, uma preocupacgao
com o outro, com a questdo se o0 outro estava entendendo o que estava sendo realizado, isso &,
ndo existiu um cuidado com o outro. Radford (2020) explica que isso € reflexo de um ensino
em que os alunos ndo estdo acostumados a compartir suas experiéncias, assim como também
eles ndo sdo colocados em uma posicao de se preocupar com a aprendizagem dos que estdo ao
seu redor.

A dupla dos alunos do 6° ano ndo consegue chegar a resposta do problema g, eles
afirmam nédo saberem o que é uma férmula e dizem ndo entender o que n representa. Esse
argumento estd em concordancia com os documentos oficiais da educacdo (BNCC (2018) e
Curriculo de Pernambuco para o Ensino Fundamental (2019)), que abordam que o simbolismo
alfanumérico deve comecar a ser trabalhado no campo da algebra a partir do 7° ano. Em relagédo
a esse problema a transcricdo da fala dos alunos Saulo e Raul, dupla H, aponta que eles ndo
entendem que n faz referéncia a um numero qualquer da figura e a partir disso eles comegaram

a assumir numeros especificos para esse simbolo, comoo 1e 0 5.

Raul: o nimero de figura n.

Saulo: né 1.

Raul: é o que?

Saulo: n é referente a 5.

Raul: isso é contigo (Raul entrega a folha da tarefa a Saulo).

Saulo: deixa eu pensar em um negdcio aqui.
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Apos esse primeiro debate Saulo escreve no papel % e afirma:

Saulo: d& para montar uma regra de trés.
Raul: célculo é com vocé.

Saulo: eu acho que vai assim

Raul: assim?

Saulo: é... cinco por dois 10.

oy ~ N 2
Saulo tenta utilizar uma regra de trés para responder o problema e chega a: % X,

explicando que: “n ¢ equivalente a 1 no primeiro quesito a figura e é equivalente a 5 ai se nos

pegamos “n” que ¢ equivalente a 1 por 5 e depois colocamos vezes 2 dara 0 nosso resultado”
(Figura 19).
Figura 19 — Resposta escrita do problema g da Dupla H
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Fonte: Dados da pesquisa.

A expressao encontrada pelos estudantes ndo responde corretamente a solicitacdo do
problema g. Ela ndo passa por um processo de generalizacdo para ser deduzida, assim como
ndo fica evidente qual foi a caracteristica comum utilizada para chegar a esse resultado. 1sso
demonstra que utilizar o simbolismo alfanumérico ndo determina se o aluno esta pensando
algebricamente ou nédo, o que determina € todo o processo que ele percorreu para chegar a uma
formula juntamente com a presenca dos trés elementos caracterizadores (indeterminacao,
denotacdo e analiticidade).

Os alunos até entdo analisados ndo conseguiram mobilizar nenhuma das formas de
pensamento algébrico que estamos considerando na nossa base tedrica, mas emergiram diversos

meios semidticos para apresentar suas estratégias. Ambas as duplas ndo tiveram o0 momento de
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discussdo professora-estudantes, que corresponde a uma das fases do labor conjunto
(RADFORD, 2020). Esse momento poderia ter sido importante para os estudantes identificarem
seus erros e buscarem sair de uma generalizacdo aritmética e mobilizarem alguma forma de
pensamento algébrico, pois a professora poderia fazer diversos questionamentos a eles e, com
1SS0, 0s ajudar a aprimorar e aprofundar suas ideias por meio de um trabalho conjunto.

Diferentemente da Dupla A e da Dupla H, a Dupla G conseguiu mobilizar duas formas
do pensamento algebrico que perpassa por toda a estrutura da generalizacdo, composta por
determinacfes sensiveis, caracteristicas comuns e abducdo analitica (RADFORD, 2013a). A
indeterminacdo, denotacao e analiticidade também estdo presentes nas respostas dos estudantes
(RADFORD, 2009, 2010a).

5.2  Analise da Dupla G

Para responder aos problemas de a a ¢, que questiona a quantidade de circulos da figura
4, 5 e 10 respectivamente, os estudantes da dupla G também recorreram a uma generalizacédo
aritmética. Apenas as respostas escritas desses alunos (Figura 20) poderiam nos induzir a
concluir que eles tivessem mobilizado alguma forma de pensar algebricamente, pois 0 modo
que eles justificaram suas ideias se assemelha bastante com a estratégia de relacionar o nimero
da figura com o numero de circulos da linha superior e inferior, o que poderia levar a presenca

dos elementos caracterizadores do pensamento algébrico (RADFORD, 2006, 2010b).

Figura 20 — Respostas escritas dos problemas a, b e ¢ da Dupla G
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Fonte: Dados da pesquisa
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Porém, com a analise da descri¢do do audio e das gravaces dos momentos da atividade,
se observa que eles notaram, por meio da atividade perceptiva, uma caracteristica comum que

pode ser traduzida como: ‘em cada linha da figura se adiciona um circulo em relagdo a linha da



80

figura anterior.” Essa caracteristica os leva a uma estratégia equivalente a somar de dois em
dois a quantidade de circulos, isso é, os leva a uma generalizagdo aritmética (RADFORD,
2013a).

Otévio: se aqui tem dois (aponta com a caneta para a linha superior da figura 1).

Paula: esse aqui tem trés (apontando para linha superior da figura 2), ai quatro (apontando para linha
superior da figura 3), ai na sequéncia seria cinco...

Otéavio: ai no caso seria cinco (aponta para cima), seis (aponta para baixo). Como é que a gente vai
justificar?

Paula: que pela sequéncia dos circulos de cima, dependendo dos circulos, é 2, 3, 4, 5 (movimentos que
indicam a quantidade de circulos da linha superior da figura 1, 2, 3 e 4), dai seguindo a sequéncia sera
5 depois dele, na quarta figura.

Otavio: através da sequéncia da o valor que se pede na questao.

Juntamente com a percepc¢do e com a fala os alunos materializaram seu pensamento
ainda no campo aritmético, fazendo emergir alguns gestos (Figura 21). Essa acao linguistica-
perceptiva-gestual é denominada de n6 semidtico, afinal distintos signos de diferentes sistemas
semidticos se complementam para a apresentacdo das ideias dos estudantes (RADFORD,
2013a; VERGEL, 2016).

Figura 21 — Gestos realizados por Paula indicando a quantidade de circulos da linha superior da figura 1, 2, 3 e 4
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Fonte: Print screen do momento da atividade
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Ap0s esse momento de resposta dos trés primeiros problemas, Otavio e Paula comegcam
a buscar solugdes para o problema d. Inicialmente eles percebem que com a estratégia que eles
estdo utilizando demoraria muito para chegar a quantidade de circulos da figura 100. Mas ao
mesmo tempo que eles notam que esse ndo € o melhor caminho para solucionar o atual
problema, eles tampouco retomam as observacdes das figuras j& dispostas na sequéncia figural,
isso €, eles ndo retomam a um trabalho no campo fenomenoldgico de observagdes das
determinac6es sensiveis. No entanto, eles buscam se apoiarem em algum conteddo matematico
ja estudado para tentar encontrar o que foi solicitado. Essa concluséo foi realizada a partir da

fala dos estudantes, cuja transcri¢do pode ser observada a seguir.

Paula: quantos circulos tera a figura 100? (leitura do problema d)

Otavio: ndo seria 100 mais 10, eu acho. O resultado de 10 deu 11 e 12, entéo o de 100 é 100 vezes 10,
daria 1000.

Paula: acho que néo.

Otavio: porque tipo, se continuar nessa sequéncia, fazer tipo um célculo a gente vai se perder (referindo-
se a contar o numero de circulos figura por figura). Que aqui esta pedindo a de 100. Entendesse? Entdo...
tem que continuar com a sequéncia.

Paula: mas tem que achar a quantidade de circulos.

Otévio: a gente usaria o que?

Paula: poderia ver...

Otévio: no caso a gente faria como?

Paula: poderia fazer, esqueci 0 nome, quando bota o nimero elevado.

Otavio: elevar ao quadrado?

Paula: a poténcia.

Otévio: eu acho que néo.

Os alunos recorreram a multiplicacdes e cogitaram utilizar potenciacdo para resolverem
0 problema, mas eles perceberam que nenhum desses caminhos os levaria a resposta correta.
Nesse momento os estudantes ndo estdo realizando uma observacdo das caracteristicas da
sequéncia figural que possam ajuda-los a deduzir uma formula, mas sim buscam algum método
matematico ja estudado para tentar encaixar como resposta.

Diante de diversas duvidas eles resolveram se dirigir a professora. Por meio do trabalho
conjunto, na etapa de discussdo professora-estudantes, Otavio e Paula expuseram o que eles ja
tinham realizado nos problemas anteriores, sempre dividindo a figura em linha superior e linha

inferior. Com base nisso, a professora os questionou se ndo havia uma relacdo entre a
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quantidade de circulos em cada linha e o nimero da figura. Essa pergunta dava margem para
diversas respostas, inclusive de que ndo existia relagdo, porém Otavio apresenta por meio de
numeros particulares qual € a relacdo por eles encontrada, como € mostrado na descricao da

fala do estudante.

Otéavio: tem, a sequéncia, aaa. A sequéncia 3: 4 e 5. Ai na figura 4: 5 e 6. Ai na figura 10: 11 e 12. No
100... me perdi. Mas no caso se é sequéncia no 100 seria o0 que, 101 e 102. Conforme a sequéncia (gestos
“suspensos no ar”).

Professora: e o total?

Paula: 203.

Uma das maneiras que podemos traduzir a estratégia dos alunos é: o nimero de circulos
de uma determinada figura sera a soma do sucessor do numero da figura com o sucessor do
sucessor.

A formula deduzida pelos estudantes ndo designa a indeterminag¢dao como ‘niimero da
figura’, sendo a denotacdo da variavel realizada implicitamente por meio de numeros
particulares, e com isso o trabalho com o desconhecido € realizado no momento que eles somam
100 + 1, 101 +1 e totalizam 203. Além disso, os alunos perpassaram pelas etapas de
generalizacdo algébrica (RADFORD, 2013a), iniciando esse processo por meio de uma
observacao das figuras ja dadas e conhecidas, como a figura 3 e figura 4, e a partir disso eles
conseguem estabelecer uma relagdo nessas figuras que se transforma em principio assumido,
podendo ser utilizado para encontrar o nimero de circulos de figuras ndo conhecidas, como é o
caso da figura 100.

Os meios semioticos de objetivacdo que emergiram nessa etapa do labor conjunto foram
a percepcdo, a linguagem oral e os gestos dos estudantes, 0 que constitui, novamente, um no
semiotico. Esses elementos, assim como o uso de nimeros particulares para denotar e trabalhar
com o indeterminado, nos levam a concluir que os alunos mobilizaram, até o momento, o
pensamento algébrico factual (RADFORD, 2009, 2010a).

Com base nas respostas escritas dos estudantes e nas discussdes realizadas entre eles
para resolverem o problema e, que solicita aos alunos escrever uma mensagem indicando como
encontrar o nimero de circulos da figura 200, fica evidente a dificuldade que Paula e Otavio
tém em descrever sua estratégia, assim como sair de uma denotacdo da indeterminagdo com

numeros particulares para uma denotacdo de forma explicita. Na Figura 22 apresentamos as
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respostas dos alunos aos problemas e e f, e suas justificativas que sempre consistem em ‘seguir

a sequéncia de nimeros’.

Figura 22 — Respostas escritas dos problemas e e f da Dupla G.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A conversa dos alunos referente ao problema f também evidencia que eles nédo
conseguem apresentar em linguagem natural sua estratégia para responderem os problemas com
nameros especificos, assim como ndo conseguem adentrar no campo em que a indeterminagéo

é trabalhada explicitamente.

Otéavio: no caso como seria, como é gue a gente faz?
Paula: seria quase a mesma resposta da letra e.
Otavio: no caso ele deveria seguir a sequéncia de nimeros? Coloco?

Paula: sim.

No momento de responderem o problema g, que solicita uma férmula para o nimero de
circulos da figura n, os alunos também apresentaram muitas dificuldades que podem ser reflexo
do que ocorreu anteriormente, isso é, o fato de que os estudantes apresentaram a variavel de
maneira ainda muito fraca e a passagem para a figura geral, 0 que corresponde a uma forte
generalizacdo, ainda ndo foi executada. Diante a isso, retomamos a etapa de discussao

professora-estudantes a partir da estratégia que eles utilizaram no problema d.

Professora: vamos 14, como vocés fizeram no problema d?
Otavio: a gente acrescentou mais um.

Professora: acrescentou mais um ao que?

Otavio: ao nimero da figura.

Professora: com esse mais um vocés encontraram o que?

Otavio: a gente encontrou o resultado de circulos da figura 100.
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Professora: s6 com mais um vocés acharam isso, ou fizeram mais outra coisa?

Otévio: sé isso.

Professora: foi? E esse 102 aqui, vocés acharam como?

Otévio: tipo, na parte de cima a gente fez mais um, no caso ficou 101, e na parte de baixo a gente fez
mais um, que ficou 102.

Professora: mais um ou mais dois?

Paula: mais dois.

A pergunta ‘acrescentou mais um a0 que?’ fez emergir a indeterminacao de forma
explicita, que foi apresentada por meio de uma linguagem natural e denotada pelo conjunto de
palavras ‘numero da figura’. A presenca da analiticidade é mais perceptivel no momento que
Otavio questiona a professora em relacdo ao simbolismo alfanumérico, como mostra a

descricdo da sua fala.

Otévio: sei |4, seria tipo, n mais um n mais dois n. Porque o valor que ela desse da figura, seria no caso,
a figura mais um, a figura mais dois.
Professora: como eu escrevo isso com n, sendo n uma figura qualquer?

Otévio: falar é mais facil que escrever... no caso seria, n +1,n + 2,

Agora a indeterminagdo € denotada pela palavra ‘figura’ e a partir da caracteristica
comum, estabelecida e tomada como premissa, eles conseguiram trabalhar com o desconhecido
como se o conhecesse (RADFORD, 2009, 2010a; VERGEL, 2019), quando Otavio afirma ‘a
figura mais um, a figura mais dois’.

Além dos elementos caracterizadores do pensamento algébrico, a formula deduzida por
esses estudantes é uma descricdo espacial da figura (VERGEL, 2015b), pois pode ser traduzida
como: a linha superior sempre tem um numero a mais do que o numero da figura, e a linha
inferior tem dois nimeros a mais. Portanto, a analise multimodal dos dados dos estudantes nos
leva a concluir que eles mobilizaram o pensamento algébrico contextual (RADFORD, 2009,
2010a).

Mesmo com a utilizagdo do simbolismo alfanumerico a quebra com a espacialidade néo
ocorre, afinal a maneira que eles descreveram a formula com esse signo, tanto em uma
linguagem oral como em uma linguagem escrita (Figura 23), indica que eles ainda ndo se

desprenderam da geometria da figura. Na férmula, que é apresentada como ‘n+1 e n+2’, o
p.
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conectivo “e” nao foi utilizado arbitrariamente, mas, sim, possuiu a fun¢do de mostrar a

separacdo que o aluno faz da figura, destacando o que ocorre em cada uma das linhas.

Figura 23 — Resposta escrita do problema g da Dupla G
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Fonte: Dados da pesquisa

Quando questionados se era possivel escrever a férmula de maneira mais reduzida os
estudantes afirmaram que ndo, 0 que mostra que ndo ocorreu a quebra com a espacialidade da
figura, isso é, o significado espacial do desconhecido ndo foi superado (RADFORD, 2011b).
Portanto, o simbolismo alfanumérico utilizado pelos estudantes esta operando como indice e
ndo como simbolo, como ocorre no pensamento algebrico simbolico (RADFORD, 2009,
2010a).

Mesmo Paula ndo participando tdo ativamente das respostas, ficando mais com Otavio
essa responsabilidade, ele sempre se preocupava em perguntar se a companheira de dupla estava
compreendendo todo o processo. Em alguns momentos o aluno sempre retomava as explicacdes
para a colega, até que ele realmente percebesse que ela havia compreendido. Esses instantes
demonstram as questBes éticas dentro de uma atividade, em que o0s alunos tiveram

responsabilidade, compromisso e cuidado com o outro (RADFORD, 2020).

Com a finalizagdo da anélise das duplas A, G e H evidenciamos que apenas uma delas
mobilizou duas formas de pensamento algébrico, factual e contextual, porém os alunos Otavio
e Paula ndo chegaram a forma mais sofisticada desse pensamento — o pensamento algébrico
simbolico, mesmo que, de acordo com a BNCC (2018), eles ja deveriam ter tido um forte
contato com essas representacdes simbolicas. As outras duas duplas, que ndo tiveram o
momento de discussdo professora-estudantes, recorreram a estratégias aritméticas. Talvez essa
etapa da atividade poderia ter ajudado os alunos a mobilizarem o pensamento algébrico, pois
algumas perguntas poderiam leva-los a tornar presente os elementos caracterizadores desse
pensamento, como foi realizado com a dupla G.

Diante das respostas das trés duplas mostramos a natureza multimodal do pensamento
(RADFORD, 2013b, 2018), e que a materializacdo do saber algébrico ocorre por meio dos
diferentes meios semidticos de objetivacdo, como por exemplo gestos, atividade perceptiva e

linguagem natural (oral e escrita). Com isso, destacamos que o pensamento algebrico, como
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mobilizou a Dupla G, vai muito além de letras para indicar valores, ele emerge por meio de um
processo de generalizag@o que inclui diversas etapas.

Buscamos no Estudo 2 dessa pesquisa aumentar o quantitativo de alunos participantes,
oportunizando 0 momento de discussdo professor-estudantes. Seguiremos com o objetivo de
identificar as formas de pensamento algébrico (RADFORD, 2009, 2010a) que eles mobilizam
ao resolverem uma tarefa de generalizacéo de padr@es e para isso identificaremos as estratégias
por eles utilizadas, os meios semidticos de objetivacdo que emergem durante a atividade e a

presenca dos trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico.
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6 METODOLOGIA DO ESTUDO 2

Visando aumentar o quantitativo de sujeitos dessa pesquisa, decidimos por realizar um
segundo estudo com mais estudantes, sendo denominado de Estudo 2. A ideia principal era
realizar as fases do labor conjunto em quatro momentos, sendo cada um deles composto por 10
alunos do mesmo ano escolar, formando assim quatro grupos: um do 6° ano, um do 7° ano, um
do 8° ano e um do 9° ano. Esses alunos trabalhariam em duplas, totalizando cinco duplas por
grupo. Esse segundo estudo utilizaria ideias semelhantes ao primeiro, sendo filmado de duas a
trés duplas por ano escolar.

Devido a pandemia do novo coronavirus (SARS-CoV-2), que se iniciou no primeiro
semestre de 2020, foi estabelecido, por meio do decreto estadual de nimero 48.810 de
16.03.2020, o fechamento de escolas e universidades do estado de Pernambuco. A previsao da
reabertura das escolas era final de outubro de 2020, porém seria uma reabertura gradual:
comegcando pelo 3° ano do Ensino Médio até os primeiros anos da educacéo infantil. Mesmo
com esse plano de retomada seria invidvel realizar esse segundo estudo semelhante ao primeiro,
pois os alunos ndo poderiam trabalhar lado a lado, afinal era necesséario evitar aproximacao
entre as pessoas para ndo correr o risco de propagacao do virus. Diante desse cendrio decidimos
por realizar diversas modifica¢fes na estrutura do Estudo 2.

A primeira modificacdo esta relacionada com a realizacdo da pesquisa tomando como
base as fases do labor conjunto, mas evitando qualquer tipo de aglomeracdo. Uma das opcdes
era realizar virtualmente a atividade por meio de video chamadas, porém muitos dados seriam
perdidos: ndo teriamos como filmar os alunos integralmente resolvendo os problemas e com
isso ndo seria possivel realizar uma analise completa da forma de pensamento algébrico que
eles conseguissem mobilizar; também poderiamos ter problemas com falhas do sinal da
internet.

Pensando nesses possiveis empecilhos decidimos por realizar a pesquisa
presencialmente nos meses de agosto e setembro de 2020. Como as escolas ainda estavam
fechadas a coleta de dados ocorreu na casa dos estudantes ou na casa da pesquisadora, buscando
sempre tomar todas as medidas necessarias para evitar a contaminacao pelo novo coronavirus
(utilizacdo de mascara, alcool em gel e distanciamento social).

N&o modificamos 0s anos escolares dos sujeitos da pesquisa, continuando com alunos
do 6° ano ao 9° ano do ensino fundamental, mas pontuo que tivemos dificuldades para encontrar

estudantes que aceitassem participar da coleta de dados. Essas dificuldades estdo relacionadas
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ao medo que os responsaveis dos alunos possuiam em relagdo a contaminacdo pelo novo
coronavirus, evitando que os filhos tivessem contato com pessoas desconhecidas.

Para encontrar estudantes que aceitassem participar da pesquisa utilizamos dois métodos
de busca: contato com amigos préximos a pesquisadora que conhecessem alunos matriculados
em algum ano final do ensino fundamental e a divulgacéo da pesquisa em grupos de WhatsApp
composto por pais ou responsaveis de estudantes provenientes de diversas escolas. Totalizamos
esse estudo com 11 alunos: 4 alunos do 6° ano; 3 alunos do 7° ano; 3 alunos do 8° ano e 1 aluno
do 9° ano.

Buscamos tomar como base as fases de labor conjunto da TO e como os alunos néo
poderiam resolver os problemas em duplas a pesquisadora atuou como professora no momento
da atividade, tentando sempre trabalhar conjuntamente com o estudante, um trabalho ombro a
ombro como denomina a TO (RADFORD, 2020). A atividade desse segundo estudo se dividiu
em trés momentos (Figura 24) e em todos eles a pesquisadora sempre estava presente ao lado
do estudante.

1° momento: entrega da folha da tarefa ao aluno, realizacdo da leitura da tarefa e
explicacdo da atividade para o estudante.

2° momento: o aluno iniciou a resolucdo dos problemas individualmente

3° momento: voltado para as discussdes professora-estudante.

Figura 24 — Momentos da Atividade do Estudo 2

Professora

Apresentacdo da Trabalho do aluno Discussdes professora-
atividade pela professora individualmente estudante

Fonte: Adaptado de Radford (2020)

Podemos observar na figura anterior que a seta que interliga o segundo e o terceiro
momento € bidirecional, pois muitas vezes os alunos retiravam suas duvidas e voltavam para a
resolucdo individual do problema. Frequentemente esses dois momentos foram transformados
em um Unico, em que o0s alunos mostravam suas ideias, dialogavam sobre suas duvidas e
respondiam o problema, transformando-o em um trabalho conjunto. Quando era notavel que o

aluno estava com dificuldade, mas, por algum motivo, ndo queria tirar suas davidas algumas
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perguntas eram feitas a eles, como por exemplo: “esta com alguma dificuldade?”’; “como vocé
pensou para encontrar esses resultados?”’; “explique-me como vocé resolveu esse problema.”.

Pensando no contexto pandémico que todos viveram em 2020, realizamos algumas
pequenas mudancas na escrita dos problemas. Mantivemos a sequéncia figural do Estudo 1
(Figura 12) e realizamos modifica¢des no problema e e f, modificando a frase “aluno de outra
classe” para “um outro estudante”. Essa modificacdo se deve ao fato de que no momento de
realizacdo desse segundo estudo ndo estavamos trabalhando em turmas dentro da escola, por
isso ndo seria vidvel falar de alunos de outra classe.

Para atingir o nosso objetivo de identificar as formas de pensamento algébrico que 0s
alunos mobilizam ao resolver uma tarefa de generalizacdo de padrdes, todos 0s momentos da
atividade foram gravados (audio e video). Buscando evitar qualquer perda de dados nas
gravacdes foram utilizados dois equipamentos: uma camera digital, que ficou localizada
estaticamente na frente do aluno, e um smartphone localizado em um tripé diagonal ao
estudante que poderia ser descolado dependendo dos movimentos que o aluno fizesse. E
importante ressaltar que na atividade apenas a pesquisadora e 0 sujeito da pesquisa estavam
presentes, logo a pesquisadora também foi responsavel pela gravacdo de toda as fases da
atividade.

Equivalentemente ao Estudo 1, a base de dados para a analise das formas de pensamento
algébrico mobilizados pelos alunos foram as gravacGes dos momentos da atividade e a folha de
resposta, recolhida quando o estudante finalizou suas respostas aos problemas. Na analise
buscaremos descrever, interpretar e categorizar os dados, 0 que caracteriza a abordagem da
pesquisa como qualitativa (LUDKE, ANDRE, 1986), e utilizaremos a metodologia de analise
multimodal (ou multisemiotica) para a analise dos dados, que gira em torno da analise refinada
das gravacdes, dando atencdo aos gestos, percepc¢ao, linguagens e outros meios semioticos que
os alunos utilizam para tornar aparente suas ideias (RADFORD, 2018).

Como os alunos participantes da pesquisa eram provenientes de diversas instituicdes de
ensino, decidimos, apos a resolucéo de toda a tarefa, realizar uma conversa informal com o
estudante. Nessa conversa buscamos reunir algumas informagdes sobre o aluno, com o intuito
de saber um pouco mais sobre a relagdo dos sujeitos da pesquisa com a escola e principalmente
com a matematica. Para isso foram realizadas as seguintes perguntas: Onde vocé estuda? Onde
vocé ja estudou? Ja reprovou algum ano escolar? Quais sdo as disciplinas que vocé tem mais
afinidade? E a que tem mais dificuldade? Como é sua relagdo com a matematica? Vocé gosta

de estudar essa disciplina?



90

Com base nessas perguntas conseguimos reunir algumas caracteristicas dos 11
estudantes que podem ser encontradas no Quadro 8. Para exp6-las usaremos nomes ficticios

para cada aluno.

Quadro 8 — Informagdes dos estudantes participantes do Estudo 2
Nome do Aluno Idade Ano Escolar Caracteristicas

Luiza 11 anos 6° ano A aluna cursa 0 6° ano em uma escola particular e
sempre frequentou esse tipo de instituicdo de
ensino. Nunca reprovou nenhum ano escolar, tem
afinidade com as disciplinas de historia, geografia
e portugués e ela afirmou que ndo gosta de estudar
matematica, mas sempre tira notas boas nessa
disciplina.

Gabriela 12 anos 6° ano Essa estudante esta cursando o 6° ano pela segunda
vez, mas ela ndo reprovou o ano escolar. Estudando
sempre em escolas particulares, a aluna quando
finalizou pela primeira vez 0 6° ano realizou provas
para entrar em determinadas institui¢des publicas
de ensino e ao ser aprovada ela decidiu retomar ao
6° ano para ingressar em uma dessas instituicdes.
Desde o0 2° ano do ensino fundamental a estudante
frequenta cursos especificos de portugués e
matematica e por isso ela afirmou ndo possuir
dificuldade com essas disciplinas.

Pedro 12 anos 6° ano O aluno cursa 0 6° ano em uma escola publica, mas
desde a educagdo infantil até o 5° ano do ensino
fundamental ele estudou em instituicGes
particulares de ensino. Ele nunca reprovou,
afirmou gostar de estudar matematica e ndo ter
dificuldade com essa disciplina.

Tiago 13 anos 6° ano Esse aluno cursou até o 7° ano do ensino
fundamental em uma escola particular, mas em
2019 ele foi aprovado em um concurso para estudar
em uma escola de ensino publico. Para ingressar
nessa instituicdo ele precisou retomar ao 6° ano do
ensino fundamental. O aluno afirmou ndo ter
dificuldades em matematica, que sempre tira boas
notas mesmo sem se dedicar muito ao estudo.
Historia é a disciplina que ele tem mais dificuldade.

Beatriz 12 anos 7° ano A aluna estudou até o 5° ano em uma escola
particular e a partir do 6° ano comegou seus estudos
em uma escola publica. Ela nunca reprovou o ano
escolar, gosta de estudar matematica, mas tem
dificuldades nos assuntos de geometria.

Alice 12 anos 7° ano A aluna iniciou seus estudos em escolas publicas
no 5° ano do ensino fundamental, mas da educacéo
infantil até o 4° ano estudou em diversas escolas
particulares. Nunca reprovou de ano, ela afirmou
ter maior facilidade com a matéria de ciéncias e
algumas dificuldades em matematica.
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Isabela

12 anos

7° ano

Estudante de escola particular desde o ensino
infantil e nunca reprovou henhum ano escolar. Ndo
tem muita afinidade com a matematica e apontou
possuir diversas dificuldades nessa disciplina.

Juliana

13 anos

8° ano

Estuda desde o 6° ano no mesmo colégio publico,
gosta de estudar matematica e musica, nunca
reprovou de ano.

Laura

13 anos

8° ano

A aluna cursou a educacéo infantil e 0 1° ano em
uma escola particular, do 2° ao 6° ano em escolas
publicas e o 7° e 8° ano em um colégio particular.
Nunca reprovou nenhum ano escolar, gosta de
estudar matematica, mas esta apresentando muitas
dificuldades em aprender o0s conteudos
matematicos por meio do ensino remoto.

Sofia

14 anos

8° ano

Estudante de escola particular desde a educagéo
infantil e nunca reprovou. A aula afirmou ndo
gostar muito de matemaética e a disciplina que tem
mais facilidade é ciéncias.

Danilo

12 anos

9° ano

Esse estudante possui altas habilidades
(superdotado) e por isso ele ndo cursou 0 2° ano do
ensino fundamental. E estudante de uma escola
particular e afirmou ndo possuir dificuldades com
nenhuma disciplina. Matemética, fisica, biologia e
inglés sdo as matérias que ele tem mais afinidade,
e ndo gosta muito de histéria, geografia e
portugués.

Fonte: A autora (2020)

Como pontuado no Quadro 8 os participantes do Estudo 2 possuiam idades variadas

entre 11 e 14 anos. Desses onze alunos cinco conseguiram mobilizar alguma forma de

pensamento algébrico (Gabriela, Luiza, Pedro, Juliana e Danilo) e os outros seis (Tiago, Isabela,

Beatriz, Alice, Laura e Sofia) ficaram presos a uma generalizacdo aritmética. No proximo

capitulo abordaremos brevemente a estratégia utilizada por esses seis alunos e apresentaremos

mais detalhadamente as respostas dos cinco estudantes que mobilizaram diferentes formas de

pensamento algébrico.
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7 ANALISE DO ESTUDO 2

Equivalente ao estudo 1, o estudo 2 dessa pesquisa buscou analisar as formas de
pensamento mobilizadas por estudantes dos anos finais do ensino fundamental ao responderem
uma tarefa de generalizacdo de padrGes. Para isso buscamos identificar as estratégias que eles
utilizaram, os meios semioticos que emergiram no momento da atividade e a presenga dos trés
elementos caracterizadores do pensamento algébrico nas respostas dos estudantes.

Durante a realizacdo da coleta de dados, seis dos onze alunos (Tiago — 6° ano; Beatriz,
Alice, Isabela— 7° ano; Laura, Sofia— 8° ano) ndo conseguiram pensar algebricamente, mesmo
com todo o trabalho conjunto que buscamos realizar. Os estudantes se prenderam apenas a
caracteristica ‘somar mais dois & quantidade de circulos da figura anterior’ e ao fato de a
quantidade de circulos ser representada por um numero impar. Apenas essas observacoes
referentes a sequéncia figural exposta na tarefa ndo levaram os alunos a uma generalizacdo
algébrica.

Sendo assim e para alcancar o objetivo dessa pesquisa, optamos por analisar apenas
aqueles que conseguiram transformar uma caracteristica comum em hipétese por meio de um
processo de abducéo analitica, e com isso deduzir uma férmula algébrica, mobilizando alguma
das trés formas de pensamento algébrico definidas pela TO.

Os cinco estudantes que conseguiram pensar algebricamente iniciaram suas respostas
percebendo a caracteristica comum ‘somar dois circulos de uma figura para outra’, porém
quando se depararam com os problemas c e d, que questiona o nimero de circulos das figuras
10 e 100 respectivamente, eles comecaram a mudar de estratégia ou aprimorar a caracteristica
observada.

Separamos a analise a partir das estratégias utilizadas para resolver algebricamente 0s
problemas que compdem a tarefa. Portanto, as alunas Gabriela (6° ano), Luiza (6° ano) e Juliana
(8° ano) foram analisadas separadamente, isso é, uma a uma, e a analise dos alunos Pedro (6°
ano) e Danilo (9° ano) esta descrita em um Unico subtdpico, pois eles recorreram a mesma

estratégia.

7.1  Andlise da aluna Gabriela (6° ano)

Equivalente a todos os outros alunos do Estudo 2 que mobilizaram alguma forma de

pensamento algébrico, a aluna Gabriela inicia a resolugdo de seus problemas tomando como
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caracteristica comum o fato de que de uma figura para outra a quantidade de circulos aumenta
de dois em dois. O uso dessa caracteristica pode ser observado na fala da estudante quando

responde os problemas a e b, assim como em suas respostas escritas apresentadas na Figura 25.

Gabriela: quantos circulos tera a figura 5? Justifique sua resposta. O motivo é pelo mesmo motivo que
a primeira questdo (se referindo ao problema a), que seria porque a ordem sempre vai adicionando mais

dois circulos, e por conta disso como na figura 4 tem onze circulos mais 2 ficaria 13 circulos.

Figura 25 — Respostas escritas dos problemas a e b da aluna Gabriela
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Fonte: Dados da pesquisa

Radford (2013a) defende que apenas a identificagdo dessa caracteristica indica que a
estudante mobiliza o pensamento aritmético, em que o fato de somar de dois em dois a
quantidade de circulos leva a criagdo de um procedimento, mas ndo a deducéo de uma formula.
Porém em algumas situacdes enxergar essa caracteristica no campo aritmético ajuda o aluno a
entender melhor como a sequéncia foi construida, chegando a identificar um padrdo algébrico
(RADFORD, 2003, 2004). Foi esse o caso da aluna Gabriela, ela traduz essa soma repetida
como uma multiplicacdo e esse feito faz aparecer a variavel. Para entendermos melhor vamos
analisar as respostas aos problemas c e d dessa estudante, mas antes disso ela trabalha com as

figuras ja conhecidas, como é apresentado no extrato da sua fala a seguir.

Gabriela: (leitura do problema c¢) quantos circulos tera a figura 10? Como vocé fez para encontrar essa
quantidade? Deixa eu tentar descobrir aqui a ordem logo (nesse momento a aluna olha para as figuras ja
desenhadas). Ah, agora que eu percebi uma coisa, que eu poderia ter percebido mais cedo, é que esta
sempre assim: a figura 1 tinha cinco; a figura 2 tinha cinco mais dois, logo sete bolas; a figura 3 tem
cinco mais quatro; a figura 4 tinha cinco mais seis; a figura 5 tinha cinco mais oito. Logo €é s6 seguir

essa sequéncia, mas agora deixa eu calcular.

Enquanto fala a aluna Gabriela ndo realiza gestos, apenas segue com o olhar atento sobre

as figuras ja desenhadas na folha da tarefa. Em sua resposta observamos que ela consegue
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encontrar um padrdo nas figuras ja conhecidas (as figuras 1, 2 e 3 que foram dadas na tarefa e
as figuras 4 e 5, questionadas nos problemas a e b), isso €, por meio da atividade perceptiva ela
notou que nao é apenas somar de dois em dois de uma figura para outra, mas sim quantas vezes
esse dois sera somado a partir da figura 1. Um exemplo é: ‘na figura 5 ela somara 5 mais §’,
esse 8 corresponde a 4 vezes 2, ou seja, cinco mais o nimero da figura menos 1 multiplicado
por dois.

Porém até 0 momento a aluna ainda ndo conseguiu mostrar que essa relacéo entre o
numero da figura com o nimero que esta multiplicando o 2 foi estabelecida, isso significa que
a variavel (nimero da figura) apareceu, mas ela ainda ndo se encontra evidente na explicagdo
realizada pela estudante. Isso sé ocorre quando ela se volta para pensar na construcdo da sua
estratégia para entender como € encontrado o numero que sempre esta multiplicando o dois,
chegando a conclusdo de que esse numero é equivalente ao nimero da figura menos um, sendo
ele expresso por meio de nimeros particulares, como € possivel ver em sua fala que se remete
ao argumento realizado antes da resposta ao problema c. Para realizar essa explicacdo a aluna

ndo realiza nenhum gesto, apenas argumenta por meio de uma linguagem oral.

Professora: como voceé esta pensando?

Gabriela: eu fui pensando nessa ordem e eu fui checando de um em um para ver se eu percebia, ai eu
percebi que a partir da figura 1 segue a ordem assim, eu ja descobri a Ultima resposta, mas é o seguinte:
sempre faga assim - vocé conta a figura 1 como zero, a figura 2 como 1, ai 1 vezes 2 dois mais cinco.
Ai a figura 3 menos 1, dois vezes dois, quatro mais cinco, sempre adiciona cinco no final. Ai segue a

sequéncia até chegar no nimero que vocé quer.

Agora Gabriela comeca a deixar evidente em suas respostas que o0 nUumero que
multiplica o dois é equivalente ao nimero da figura menos 1, isso pode ser visto quando ela
afirma ‘a figura 3 menos 1°. Além disso, o advérbio de tempo sempre nos faz concluir que essa
relacdo estabelecida ndo esta restringida apenas a essas figuras que ela se refere (RADFORD,
2018), mas que pode ser utilizada também em outros momentos, como para responder 0s
problemas c e d da tarefa.

Esses problemas sdo respondidos por Gabriela por meio de uma linguagem oral e ao
mesmo tempo que discursa ela realiza contas dando significado para cada namero utilizado
(Figura 26). A seguir podemos ver a descricdo da fala realizada pela estudante para responder

esses dois problemas e as contas que nos referimos.
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Professora: e como vocé faria na figura 10?

Gabriela: a figura 10 seria (a0 mesmo tempo que fala ela realiza a conta no papel): 10 menos 1, 9 vezes
dois, 18 + 5, que daria 23 circulos. Ai a partir dai sé segue essa ordem para responder as outras perguntas.
Por exemplo, na letra d (leitura do problema d): quantos circulos tera a figura 100? Explique como vocé
fez para chegar nesse valor. Exatamente esse calculo (a aluna realiza o calculo no papel e fala a0 mesmo
tempo): 100 menos 1, que vocé desconsidera a primeira figura porque a gente considera como zero, 99

vezes dois, vocé calcula 99 vezes dois que d& 198, mais cinco, que da 203.

Figura 26 — Respostas escritas dos problemas ¢ e d da aluna Gabriela
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ainda que ela esteja trabalhando com nimeros especificos a varidvel comeca a ganhar
vida em suas respostas, isso é, a indeterminacdo comega a ser denotada por nimeros particulares
e trabalhada por meio de somas e multiplicacdes (analiticidade), como por exemplo (3-1) x 2
+ 5, sendo esses os trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico presentes nas
respostas da estudante (RADFORD, 2006, 2010b).

Também destacamos que mesmo que a férmula de Gabriela esteja presa a nimeros
especificos, ela foi encontrada por meio de um processo dedutivo, em que ela tomou como base
nao s6 a caracteristica ‘somar de dois em dois’, mas também buscou relacionar o nimero da
figura e o multiplicador do dois, transformando assim essa caracteristica em uma hipotese por
meio de uma abducéo analitica, ou seja, um principio assumido que a levou a deducdo da
formula (RADFORD, 2013a).

A presenca dos trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico e o processo
de generalizacdo percorrido pela estudante nos mostra que ela mobilizou o pensamento
algébrico factual (RADFORD, 2009, 2010a), afinal ela faz uso da linguagem natural (oral e
escrita) para apresentar e organizar suas ideias e utiliza nimeros particulares para denotar e

trabalhar com o indeterminado.
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Para responder o problema e, que solicitava uma mensagem para outro estudante
indicando como descobrir o nimero de circulos da figura 200, a aluna Gabriela utiliza a mesma
estratégia que ela vem construindo, mas agora ela sai do trabalho com numeros especificos e 0
indeterminado comega a ser denotado por meio do conjunto de palavras “numero da figura”.

Isso € identificado na Ultima frase da resposta escrita a esse problema apresentada na Figura 27.

Figura 27 — Respostas escritas dos problemas e e f da aluna Gabriela
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Fonte: Dados da pesquisa

O pensamento algébrico mobilizado pela estudante nesse momento ja é mais sofisticado
que o factual, afinal apresentar essa mudanca de denotagdo da indeterminacdo ndo é algo
simples, pois agora surge um novo objeto no discurso que € a figural geral. Portanto, o
indeterminado ¢ denotado por “nimero da figura” e a analiticidade também esta presente no
momento que a aluna opera com o desconhecido como se o conhecesse, inicialmente subtraindo
um, depois multiplicando o resultado por dois e, por fim, somando a cinco. Diante esses fatos
podemos afirmar que a estudante mobilizou o pensamento algébrico definido como contextual
(RADFORD, 2009, 2010a).

A Figura 27 também apresenta a solucdo da aluna ao problema f, que durante a discussao
com a professora ela afirma que ficou mais bem explicada do que o que foi escrito no problema
e. Destacamos a resposta de Gabriela a esse problema, que corresponde a ‘para descobrir o
resultado basta pegar o numero da figura subtrair 1, multiplicar por 2 e somar 5°, porque a
formula inicial utilizando o simbolismo alfanumérico, apresentada no problema g (Figura 28),
esta muito presa a essa afirmacao, sendo essa formula igual a [(n — 1) x 2 + 5]. Como afirma
Radford (2009, 2010), o uso dos parénteses e colchetes ndo ocorre de forma arbitraria, eles
estdo muitas vezes conectados com as experiéncias anteriores do estudante. E é isso que ocorre
no caso da aluna Gabriela, 0 uso dos parénteses na formula esté relacionado com a virgula que

separa 0s periodos ‘numero da figura subtrair 1’ e ‘multiplicar por 2°.
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Figura 28 — Resposta escrita do problema g da aluna Gabriela
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Fonte: Dados da pesquisa

Nesse momento a aluna esta denotando a indeterminacéo por meio da letra n e operando
com o desconhecido como se 0 conhecesse — a analiticidade. Mas observe que a estudante vai
um pouco além, ela consegue superar a relagdo entre a resposta escrita e a formula simbdlico
alfanumérica, realizando uma sintaxe alfanumérica e finalizando sua resposta ao problema g
com a férmula n + n + 3. Essa formula vai além do que foi escrito nos problemas e e f, ou seja,
a letra n comeca a atuar como simbolo, e ndo apenas como indice. Portanto, podemos afirmar
gue nesse momento a aluna mobiliza o pensamento algébrico mais sofisticado dentre os trés
definidos na TO, que é o pensamento algébrico simbdlico (RADFORD, 2009, 2010a, 2018).

Diante das suas respostas a tarefa de generalizacdo de padrdes inferimos que a estudante
conseguiu concentrar significado de uma mesma varidvel em um menor nimero de sinais,
comecando com o uso de numeros particulares, expressos por meio da linguagem natural, e
finalizando com o uso de simbolos alfanuméricos, sendo esse processo denominado contracdo
semidtica (RADFORD, 2006, 2007, 2018).

Concluimos a analise multimodal das respostas da aluna Gabriela afirmando que ela
mobilizou todas as trés formas de pensamento algébrico: factual, contextual e simbolico. Para
isso ela partiu de uma estratégia inicial com nimeros especificos, em que ndo sabia explicar
muito bem os valores encontrados, mas por meio da atividade perceptiva, que emergiu como
meio semiotico de objetivacdo, ela conseguiu estabelecer uma hipétese e a denotacdo da
formula foi aprimorada com o passar dos problemas, dando destaque a passagem de numeros
especificos para a figura geral, esse Ultimo denotado por um conjunto de palavras e

posteriormente pela letra n.

7.2 Andlise da aluna Luiza (6° ano)

A resposta da estudante Luiza ao problema a da tarefa (Figura 29) indica que a aluna
inicialmente também realizou uma generalizagdo aritmeética, em que, por meio da atividade
perceptiva, ela nota que a cada figura estd sendo adicionado dois circulos. Apenas essa
caracteristica observada leva a criacdo de um procedimento, mas ndo permite a deducdo de uma
formula (RADFORD, 2013a).
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Figura 29 — Resposta escrita do problema a da aluna Luiza

QW oy acab fogpon 20 2nde ddogiemadd dos Grculen

Fonte: Dados da pesquisa

No decorrer do dialogo com a estudante observamos que ela tem consciéncia de que
essa ideia primaria ndo a ajudara a encontrar as respostas dos outros problemas dispostos na
tarefa. Isso fica em evidéncia na argumentacg&o oral da aluna quando ela esta tentando encontrar

uma solucéo para o problema b.

Professora: vocé pode explicar o que vocé esta pensando?

Luiza: como na letra d pergunta quantos circulos tera na figura 100 eu pensei em, ao invés de eu ir
somando de dois em dois, que seria mais facil se ndo estivesse perguntando um numero tao alto, eu...
Se eu soubesse quanto seria a cada nimero, qualquer nimero aleatério, e quando eu adicionasse dois
iria funcionar, entdo estou tentando pegar um ndmero baixo e tentando isso antes de eu pegar um nimero
alto e ndo conseguir fazer.

Professora: certo.

Esse extrato da fala da estudante demonstra que mesmo sem ter conhecimento da
existéncia das etapas da estrutura da generalizacdo algébrica em sequéncia figural (Figura 7)
ela esta buscando perpassar por todas elas. Isso é perceptivel a partir da afirmacao “se eu
soubesse quanto seria a cada nimero, qualquer nimero aleatdrio”, ou seja, ela busca uma
relagdo que permita levé-la a deducéo de uma formula capaz de encontrar o nimero de circulos
de qualquer figura, ndo apenas daquelas determinadas por nimeros especificos.

Apds essa breve discussdo entre a professora e a estudante, Luiza responde ao problema
b, mas volta a argumentar que necessita encontrar algo além de somar de dois em dois, esse

momento pode ser observado na descrigdo da fala da aluna.

Professora: entdo, vocé consegue perceber alguma outra relagdo além de aumentar de dois em dois?
Porque isso sabemos que acontece, mas sera que vocé consegue encontrar algo além disso? Que possa
funcionar para todas?

Luiza: todas sdo nimeros impares?!

Professora: certo, mas isso vai te levar a encontrar o nimero da figura 100, por exemplo? Sem muita
dificuldade?

Luiza: ndo.
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Professora: sera que tem algo a mais? Vocé ja percebeu gue aumenta de dois em dois e é impar, sera

gue olhando para figura vocé consegue observar alguma outra relacdo que sempre funcione?

Ao ser questionada se ndo existia uma outra relacdo além de somar de dois em dois ou
que a quantidade de circulos sempre é um namero impar, a estudante buscou desenhar um
circulo a mais na figura 1 e depois desenhar a figura 4 (Figura 30), porém rapidamente notou
que ambos os desenhos foram feitos aleatoriamente e que isso ndo a ajudaria a encontrar uma

caracteristica comum que levasse a deducédo de uma formula.

Figura 30 — Desenho realizado por Luiza no decorrer da tarefa
Observe a sequéncia a seguir e responda os seguintes problemas:
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Fonte: Dados da pesquisa

Depois de aproximadamente cinco minutos, a aluna afirma que ndo consegue notar uma
relacdo que sirva para encontrar o numero de circulos de qualquer figura. Com isso, voltamos
mais uma vez a dialogar na tentativa de encontrar essa relacdo que Luiza tem consciéncia da

sua existéncia, mas ndo consegue percebé-la.

Luiza: eu ndo sei.

Professora: vamos la. A figura 1 por exemplo, tem quantos circulos?
Luiza: cinco circulos.

Professora: e como eles estdo dispostos?

Luiza: estd em uma ordem.

Professora: qual é a ordem?

Luiza: do maior para o menor.

Professora: e quanto é o menor?

Luiza: o menor é dois.

Professora: dois. E 0 maior?

Luiza: trés.

Quando a professora pergunta a estudante como os circulos estao dispostos ela poderia
responder de diversas maneiras, mas a atividade perceptiva, que emerge como meio semiotico

de objetivacdo e corresponde a maneira que a aluna percebe e olha para a sequéncia (VERGEL,
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2015b, 2016), a levou a fazer uma distincdo entre a menor quantidade de circulos (fileira
superior) e a maior quantidade (fileira inferior). Essa relacdo percebida na figura 1 foi levada,
a partir dos questionamentos realizados pela professora, para as demais figuras e a aluna fez

uso dela para resolver o problema c, como pode ser observado no dialogo a seguir:

Professora: na figura 10, quem vai ser 0 menor?
Luiza: vai ser o0 11

Professora: e 0 maior?

Luiza: 0 12.

Professora: qual é o total de circulos?

Luiza: vai ser 23.

Professora: por qué?

Luiza: porque vai somar os nmeros.

A caracteristica observada por Luiza pode ser traduzida como: “a primeira fileira é o
nimero da figura mais um e a segunda fileira é o numero da figura mais dois”. Essa
caracteristica foi percebida em figuras dadas (1, 2, e 3), em figuras conhecidas previamente
(figura 4 e 5 dos problemas a e b) e com isso utilizada para encontrar a quantidade de circulos
de figuras maiores, como por exemplo a figura 10. Portanto, a caracteristica comum se
transformou em principio assumido, isso &, se transformou em hipétese e isso levou a aluna a
deduzir uma férmula, sendo essa utilizada para além das figuras dadas, como podemos perceber

no extrato da discussao professora-estudante que corresponde a resposta ao problema d.

Professora: conseguiu fazer o problema d?

Luiza: consegui.

Professora: como vocé fez?

Luiza: eu fiz usando a mesma Idgica dos desenhos e como o nimero que estd pedindo é o 100 entdo eu
somei mais 1 (a aluna aponta com o lapis para cima), que ficaria 101, e eu peguei, como se fosse
[inaudivel] em baixo coloquei 102, e dai deu 203.

Professora: vocé pode falar um pouco mais alto, porque eu quase ndo ouvi o que vocé falou.

Luiza: como na questdo tem pedindo o ndmero 100, eu usei a mesma légica dos desenhos, peguei 0
numero 100 e somei mais 1, e depois, separadamente, somei mais dois. E depois eu somei esses nimeros
que deu, e deu 203.

Professora: certo.
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A Figura 31 mostra o gesto que a aluna realiza para se referir ao momento que soma 1
ao numero 100. Esse gesto é entendido como um déitico espacial, que esta4 sendo mobilizado
no mesmo momento que a aluna afirma “entdo eu somei 17, indicando assim que essa soma €

referente ao que ocorre na fileira superior da figura.

Figura 31 — Gesto realizado pela aluna Luiza para explicacdo do problema d

—

-

Fonte: Print screen do momento da atividade

Até a resposta ao problema d a estudante Luiza mobilizou alguns meios semi6ticos de
objetivacdo, sendo eles: a atividade perceptiva, as palavras (por meio da fala e da escrita) e 0s
gestos. A indeterminacéo estd implicita no discurso da estudante, sendo denotada por nimeros
especificos, como o nimero 10 e o nimero 100. A analiticidade também esta presente a partir
do momento em que ela opera com essa indeterminacao, por exemplo quando ela realiza a soma
11 + 12 e 101 + 102, deduzindo que a quantidade total de circulos sera a soma da quantidade
de circulos de ambas as fileiras, ou seja, a soma de dois subtotais.

Diante de todos esses elementos, como os meios semioticos utilizados e o trabalho com
a indeterminacdo de maneira implicita realizado por meio de ac¢Ges concretas e numeros
particulares, € possivel afirmar que a estudante Luiza mobilizou o pensamento algébrico factual
(RADFORD, 2009, 2010a). Esse pensamento materializado pela aluna nos apresentou indicios
de estar preso a descricdo da figura, como ela deve ser imaginada ou desenhada — isso €

perceptivel a partir do momento em que ela realiza gestos sinalizando as fileiras superiores e
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inferiores juntamente com a afirmag¢do ‘menor’ e ‘maior’. Essa espacialidade é comumente
encontrada no pensamento algébrico contextual, porém ndo podemos afirmar aqui que a aluna
estd mobilizando essa forma de pensamento, afinal no pensamento contextual a indeterminacao
ja é trabalhada explicitamente (VERGEL, 2015b), o que até o momento a estudante nao
conseguiu realizar.

Esse fato nos leva a pensar que a mobilizacéo das formas de pensamento algébrico é um
processo continuo, em que é possivel encontrar indicios de uma forma de pensamento mais
avancada enquanto esta sendo mobilizada uma menos sofisticada. No caso da estudante Luiza
podemos afirmar que o pensamento factual ja comeca a se posicionar para avangar ao
pensamento contextual.

A Figura 32 apresenta como a aluna transcreveu todas essas ideias percebidas, faladas

e gesticuladas para a folha de respostas da tarefa de generalizacdo de padrdes.

Figura 32 — Respostas escritas dos problemas c, d e e da aluna Luiza
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Fonte: Dados da pesquisa

Em relacéo ao problema f a aluna consegue quebrar com a descrigéo espacial da figura
e afirma que o namero total de circulo é o dobro da figura mais trés. No extrato apresentado a
seguir € possivel observar que a estudante entende que a resposta vai além da espacialidade

figural.

Luiza: eu vou fazer a letra g agora.

Professora: ok, mas como vocé fez a f?
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Luiza: a letra f esta pedindo para escrever uma mensagem para outro estudante indicando como descobrir
0 nuimero de circulos de qualquer figura. Entdo eu pedi para botarem o dobro, tipo, o dobro da figura
100 deu 200, e somar mais trés. Entéo o resultado de qualquer nimero vai ser o dobro mais trés.
Professora: o dobro mais trés? Certo. VVocé percebeu isso como?

Luiza: quando vocé pediu para eu ver as relacGes dos nimeros e depois que eu percebi, eu entendi que
ela ndo esta pedindo para vocé ver o nimero de fileiras, ou qualquer coisa assim, ela esta pedindo para

vocé multiplicar por dois ou somar 0 mesmo numero e depois adicionar mais trés.

Quando Luiza fala “o resultado de qualquer nimero” entendemos que ela defende que
sua estratégia funcionara para qualquer numero da figura, denotando assim uma férmula
algébrica que passou por todas as etapas do processo de generalizacdo (RADFORD, 2013a).
Juntamente com a resposta escrita da aluna (Figura 33) identificamos que a indeterminacéo se
tornou explicita, sendo agora denotada por meio da palavra “numero”. A operagdo com o
indeterminado, ou seja, a analiticidade, é apresentada quando a aluna multiplica esse nimero
por dois, ou soma 0 mesmo numero, e depois adiciona mais trés. Esses elementos evidenciam
que Luiza conseguiu mobilizar o pensamento algébrico contextual, isso &, agora ela ndo utiliza
mais nameros especificos, mas sim palavras ou frases chaves que tornam aparentes suas
intencBes e a ajudam a realizar suas agdes, emergindo como meio semiético de objetivacdo
(RADFORD, 2003).

Figura 33 — Respostas escritas dos problemas f e g da aluna Luiza
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Fonte: Dados da pesquisa

Para responder o problema g (Figura 33) a aluna realiza uma contracdo semidtica
(RADFORD, 2006, 2007) entre distintos sistemas semioticos. Ela agora denota a
indeterminagdo ndo mais por meio da palavra ‘niimero’, mas sim utilizando a letra n, ou seja,
ela concentrou o significado da indeterminag&o em poucos sinais. Para utilizar esse simbolismo
alfanumerico a estudante nédo apresentou dificuldades, entendendo facilmente que a letra n
correspondia a qualquer nimero da figura e afirmando que essa formula funcionaria para

qualquer valor de n.
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Além de utilizar esse simbolismo alfanumérico, nesse caso a letra n, Luiza também
consegue operar com o desconhecido como se 0 conhecesse a partir da hipétese ja estabelecida
desde o pensamento algébrico factual. Esse trabalho com a indeterminacdo corresponde ao
elemento caracterizador analiticidade (RADFORD, 2006, 2010b), além dele os outros dois
(indeterminacdo e denotagdo) também estdo presentes na resposta da estudante. A deducédo da
formula n x 2 + 3 foi realizada a partir de uma caracteristica comum, percebida ainda no
decorrer do trabalho com numeros particulares, e seguindo todas as etapas do processo de
generalizacdo. Isso nos leva a concluir que a estudante chegou ao apice do pensamento
algébrico, isso €, ela mobilizou o pensamento algébrico simbolico (RADFORD, 2009, 2010a).

Mesmo cursando o 6° ano pela primeira vez a aluna Luiza ndo demonstrou dificuldades
em utilizar e trabalhar com a simbologia alfanumérica. Destacamos esse fato pois a BNCC
(2018) indica que essa linguagem so6 deve ser apresentada aos estudantes quando eles estiverem
no 7° ano e o PCPE (2012) defende que ela apareca nos 6° e 7° anos, mas que sua manipulacao
sO ocorra nos dois Ultimos anos da etapa final do ensino fundamental. Portanto, o trabalho de
Luiza com essa simbologia nos mostra indicios de que no campo da algebra ela pode estar mais
avancada do que os documentos oficiais da educacéo propdem para o0 Seu ano escolar, ou que a
sequéncia dos problemas trabalhados Ihe deu oportunidades para construir significado para a
linguagem algébrica alfanumérica abordada na tarefa.

Diante dessas evidéncias, concluimos que a aluna perpassou por todas as formas de
pensamento algébrico definidas por Radford (2009, 2010a): pensamento algéebrico factual,
contextual e simbdlico. Destacamos a evolucao da estudante nessa tarefa, que foi iniciada com
muitas dificuldades, mas depois que ela percebeu a rela¢éo entre o nimero da figura e o nimero
de circulos em cada fileira ela conseguiu concluir rapidamente. Para isso foi necessario um
trabalho entre a professora e a estudante (RADFORD, 2020), em que a professora buscou
entender as estratégias da aluna, questionar suas ideias e ouvir todas suas duvidas,
proporcionando a evolugédo de Luiza nas respostas dos problemas.

Também é importante ressaltar que no decorrer das respostas de Luiza conseguimos
identificar como os trés elementos caracterizadores do pensamento algébrico (indeterminacéo,
analiticidade e denotacdo) estdo presentes em cada uma das trés formas de pensar
algebricamente que ela materializou. Além disso, também pudemos observar como 0s meios
semidticos de objetivacdo, como por exemplo 0s gestos, a ajudaram a organizar as ideias e as

estratégias, levando-a a perpassar por cada uma das distintas formas de pensamento algébrico.
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7.3 Analise dos alunos Pedro (6° ano) e Danilo (9° ano)

Como explicado anteriormente, a analise desses alunos € realizada conjuntamente pois
mesmo cursando anos escolares distintos eles utilizaram a mesma estratégia para responder 0s
problemas que compdem a tarefa de generalizacdo de padrbes. Essa estratégia, que sera
apresentada no decorrer da andlise das respostas de Pedro e Danilo, possui algumas
similaridades com a que foi utilizada pela aluna Gabriela.

Destacamos que com o aluno Pedro os momentos descritos na metodologia foram
realizados concomitantemente, de maneira que quando a professora realizou a leitura do
primeiro problema ele ja o respondeu, sem esperar a leitura de todos eles para comegar a
resolvé-los. Ja o aluno Danilo aguardou a leitura, mas s6 mostrou sua solucdo depois que
perpassou por todos os problemas, portanto o 3° momento, que corresponde a discussao
professora-estudante, ocorreu no final da atividade. Além disso, os dois alunos escreveram
muito pouco na folha da tarefa, preferindo dar mais importancia para as respostas apresentadas
por meio de uma linguagem oral e dos gestos.

Para resolver os dois primeiros problemas os alunos recorrem a uma caracteristica que
os levaram a um pensamento aritmético (RADFORD, 2013a), sendo ela apresentada por meio
da fala de Pedro e da resposta escrita de Danilo (Figura 34). Essa caracteristica corresponde a

‘a cada figura aumenta-se dois circulos’.

Pedro: a figura 4 ela terd 11 circulos.

Professora: por que?

Pedro: porque a cada figura (aponta para a figura 1, 2 e 3) aumenta dois circulos.

Professora: certo, vamos para as proximas. Quantos circulos tera a figura 5? Pede para justificar
também.

Pedro: a figura ela tera 13.

Figura 34 — Respostas escritas dos problemas a e b do aluno Danilo
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Fonte: Dados da Pesquisa

Ao se depararem com o problema c, que questiona o nimero de circulos da figura 10,
ambos os estudantes percebem algo além da caracteristica utilizada para responder os primeiros

problemas, isso é, por meio da atividade perceptiva, que consiste na forma que esses alunos
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olham para a figura (VERGEL, 2015b, 2016), eles conseguiram agregar mais uma informacao
a caracteristica ‘somar de dois em dois’.

E nesse momento que a estratégia deles se assemelha com a da aluna Gabriela. Pedro e
Danilo se referem a uma figura O composta por trés circulos. A partir dela eles percebem que a
quantidade de circulos que aumenta em cada figura é equivalente a dois vezes o nimero da
figura. Relembramos que na solugéo de Gabriela ela tomou como figura 0 a figura 1, e com isso
o fator multiplicador do 2 era equivalente ao nimero da figura menos 1. Portanto, assim como
a estudante os alunos aqui discutidos perceberam algo além da caracteristica de somar de dois
em dois, que foi a relacdo entre a quantidade de vezes que esse dois é somado e 0 nimero da
figura, tomando uma figura 0 com trés circulos como referéncia inicial.

Primeiramente vamos analisar como essa estratégia surgiu nas respostas do aluno Pedro,
sendo ela evidenciada por meio da linguagem oral e dos gestos. Para se referir a figura O ele
aponta, como pode ser observado na sequéncia de imagens apresentada na Figura 35, para uma
parte em branco ao lado da figura 1, e afirma que ela tem trés circulos. E assim ele segue com
0s gestos, mostrando como esses trés circulos estdo dispostos na figura 1 e depois aponta para
0s outros dois circulos que se somam ao trés. A seguir apresentamos a fala que acompanha os

gestos do estudante.

Pedro: eu contei como se tivesse sé trés (nesse momento ele faz gestos sobre a figura 1) e tivesse mais
dois, ai eu contei como se cada um aumentasse dois. Ai eu fiz 10 vezes dois que da 20 mais os trés da
figura 1, 23.

Professora: como é? Me explica novamente por favor.

Pedro: aqui na figura 1, eu vi que cada figura aumenta 2, entdo eu contei como se tivesse uma figura 0
(gesto sobre a parte em branco no papel) fosse trés, trés bolinhas (indicando as trés bolinhas na figura
1), ai na figura aumenta dois (gestos indicando o local que esta posicionado essas duas bolinhas na figura
1), ou seja, um vezes dois, aqui (aponta para a figura 2) fosse as trés mais quatro, dois vezes dois quatro,
e aqui fosse aquelas trés mais seis, trés (aponta para o nimero da figura 3) vezes dois da seis. Ai eu

contei dois vezes 10 d& 20, mais trés (aponta para a figura imaginaria 0).
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Figura 35 — Sequéncia de gestos realizados pelo estudante Pedro para a apresentacdo da sua estratégia
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A Figura 36 mostra o desenho equivalente ao que seria essa figura O suposta por Pedro.
Ela, assim como os gestos, emerge como meio semiético de objetivacdo (RADFORD, 2003),
pois faz tornar aparente e ajuda a organizar as ideias do aluno com o intuito de chegar ao
objetivo que é solicitado no problema c. Destacamos que esses gestos realizados pelo estudante
emergem como déiticos espaciais, pois possuem a fungéo de indicar algo em um determinado
espaco. A estratégia utilizada por Pedro se assemelha com a de uma estudante analisada na
pesquisa de Vergel (2015b), em que esses trés circulos ela tratou com uma torre, e para
descobrir a quantidade de circulos de uma figura ela somava o numero da figura duas vezes e
posteriormente a torre de trés circulos que compunha todas as figuras. Essa estratégia foi
exposta na nossa fundamentacdo tedrica e poder ser revista mediante a Figura 10.

Figura 36 — Figura 0 suposta pelo aluno Pedro
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Fonte: Dados da pesquisa

Na resposta oral do aluno percebemos que ele encontra um determinado padrdo, que é
“trés mais duas vezes o numero da figura”. Inicialmente o aluno denota a variavel por meio de
namero especificos, dos gestos e da fala, quando, por exemplo, afirma: ‘aquelas trés mais seis,
trés (aponta para o numero da figura) vezes dois da seis’. A Figura 37 indica o gesto realizado
pelo estudante ao fazer essa afirmacdo, o que demostra que o nimero que multiplica o dois é
equivalente ao numero da figura 3. Sendo assim, o indeterminado se faz presente na estratégia
utilizada, mesmo que de uma maneira implicita — sendo denotado por nimeros particulares e
acOes concretas (RADFORD, 2018). A analiticidade, que se refere ao carater operatorio do

indeterminado, também esta presente quando o aluno realiza somas e multiplicagdes com a
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variavel que corresponde ao numero da figura, mostrando assim que os trés elementos
caracterizadores do pensamento algébrico (RADFORD, 2006, 2009, 2010a, 2018) estdo

presentes e interrelacionados na resposta do estudante.

Figura 37 — Gesto do aluno Pedro indicando que o multiplicador de dois é o nimero da figura 3

Além dessas caracteristicas a resposta de Pedro indica que ele chegou a uma formula
algébrica por meio de um processo dedutivo, afinal ele foi além da caracteristica ‘somar de dois
em dois’, percebendo que tendo a figura 0 como ponto inicial a quantidade de conjuntos de dois
circulos que aumentavam em cada figura era equivalente ao nimero da figura. Com isso a
caracteristica comum se torna hipdtese (RADFORD, 2013a), passando a ser um principio
assumido que o aluno utiliza para a deducédo de sua férmula.

Essa formula estd muito presa aos nimeros especificos e diversos signos, de diferentes
sistemas semidticos, emergem para que o saber algébrico seja materializado. Diante dessas
observagdes podemos afirmar que esse aluno esta mobilizando o pensamento algébrico factual
(RADFORD, 2009, 2010a).

Na resposta ao problema d, que questiona o nimero de circulos da figura 100, o aluno
surge com um novo elemento — a figura geral. Isso significa que Pedro vai deixando de lado os
gestos e 0s numeros particulares e comeca a denotar a indeterminagdo por meio do conjunto de

palavras “niimero da figura”, como podemos ver no extrato de sua fala apresentando a seguir.

Professora: certo, vamos continuar. Quantos circulos tera a figura 100? Explique o que vocé fez para
chegar neste valor.
Pedro: 203.

Professora: como vocé fez?
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Pedro: foi 0 mesmo raciocinio, eu fiz assim: eu multipliquei o nimero da figura por dois e adicionei

trés, porque tem trés bolinhas e sempre aumenta dois.

Esse novo elemento, a figura geral, indica uma passagem muito importante no
pensamento algébrico do estudante, algo que ndo é simples, € considerada uma generalizacéo
muito forte, pois os alunos saem de nimeros especificos para trabalharem como uma figura
qualquer. Dessa maneira, como a indeterminacdo comeca a ser denotada de uma maneira
explicita, mas ainda ndo de uma forma simbolico alfanumérica, o pensamento algébrico
mobilizado pelo estudante passa a ser o contextual (RADFORD, 2009, 2010a).

A Figura 38 apresenta a resposta de Pedro aos problemas f e g. Nesse tltimo o aluno faz
uso do simbolismo alfanumérico, isso &, nessa sua nova formula a indeterminagdo passa a ser
denotada pela letra n e o trabalho com o indeterminado se mantém, como é visto desde o
pensamento factual. Indicamos que para chegar a formula descrita no problema f e com
simbolismo alfanumérico no problema g o estudante segue utilizando a mesma caracteristica,
transformada em hipétese, que foi generalizada no pensamento factual. Portanto, destacamos a
contracdo semidtica (RADFORD, 2007, 2018) que o aluno realiza na denotacdo da
indeterminacdo, passando de numeros especificos e agdes concretas, para ‘nimero da figura’ e
por fim para a letra n. O uso do simbolismo dessa maneira indica que o aluno chegou ao apice
do pensamento algébrico (RADFORD, 2009, 2010a), ou seja, ele conseguiu mobilizar o
pensamento algébrico simbdlico.

Figura 38 — Respostas escritas dos problemas f e g do aluno Pedro
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Fonte: Dados da Pesquisa

Assim como a aluna Luiza, o estudante Pedro também esta cursando o 6° ano pela
primeira vez, e com base nos documentos oficiais da educagdo (BNCC (2018) e PCPE (2012))

o simbolismo alfanumerico néo é indicado ser manipulado no 6° ano do ensino fundamental.



110

Porém ambos os alunos conseguiram construir significado para essa simbologia e a utilizaram
sem apresentar muitas dificuldades.

Ap0s escrever uma formula muito semelhante (Figura 39) o aluno Danilo inicia sua
explicacdo, por meio da linguagem oral e dos gestos, de qual foi o caminho percorrido por ele
para chegar a dedugdo dessa formula. Como essa explicagdo so € realizada no final da resolucéo
dos problemas se tornou dificil dizer o momento exato que o aluno mobilizou as trés formas de

pensamento algebrico, o que temos sdo indicios da materializacdo de cada uma delas.

Danilo: é porque em cada figura aumentam duas bolinhas, entdo para descobrir a figura 4 basta colocar
a figura 3 mais dois que da a figura 4, ai quatro mais dois que daria a cinco. S6 que ai a figura 10, ao
invés de ficar somando eu tentei criar uma férmula, que seria 3, que seria a quantidade de bolinhas
iniciais da figura 0.

Professora: como assim?

Danilo: trés seria meio que a figura inicial, se eu comecgasse com cinco iria dar o dobro, entéo eu escolhi
3, como se a figura (aponta para a figura 1) fosse a segunda e a 0 fosse a primeira realmente.
Professora: entendi.

Danilo: ai ficaria 3 mais dois vezes o nimero de ordem da figura.

Figura 39 — Resposta escrita do problema g do aluno Danilo
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Fonte: Dados da Pesquisa

A ideia do aluno Danilo para responder os problemas de c a f € a mesma utilizada por
Pedro. Na Figura 40 podemos visualizar os gestos realizados por esse estudante sobre a figura
1, esses gestos também emergem como déiticos espaciais, pois indicam o que seria a figura 0

gue é tomada como referéncia para o desenvolvimento da estratégia.
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Figura 40 — Sequéncia de gestos realizados pelo estudante Danilo para a apresentacéo da figura 0

)

Fonte: Print screen do momento da atividade

Na descricdo da fala do estudante fica evidente que ele conseguiu deduzir uma férmula,
sendo ela expressa pela frase ‘trés mais dois vezes o numero de ordem da figura’. Nesse
momento a indeterminagdo esta sendo denotada pelo conjunto de palavras ‘nimero de ordem
da figura’, e esta sendo trabalhada por meio das somas e multiplicacdes realizadas pelo
estudante. Esses elementos nos levam a afirmar que o aluno mobilizou o pensamento algébrico
contextual (RADFORD, 2009, 2010a).

Por meio da fala descrita a seguir Danilo evidencia como chegou ao multiplicador do

namero dois, isso é, como conseguiu chegar a variavel.

Professora: certo, pode continuar.

Danilo: é duas vezes o nimero de ordem, porgue assim no primeiro aumentariam dois, trés mais dois
da cinco. No segundo (a segunda figura) trés mais, que seria o primeiro (figura 0), como sdo duas figuras
aumentaria dois duas vezes, entdo seria duas vezes dois, depois aumentaria trés vezes.

Professora: vocé esta fazendo como se a figura 0 tivesse trés circulos?

Danilo: é, como se a figura fosse trés. Ai o niamero da figura iria aumentando de dois em dois, ai figura
1 aumenta dois; figura dois aumenta quatro. Entdo o jeito que eu dei foi: duas vezes o nimero da figura.
Professora: o que vocé escreveu no problema f?

Danilo: que para resolver basta usar a formula abaixo, ndo é necessaria nenhuma outra explicagdo muito

complexa porque basta usar a formula que ja resolve. E a formula é 3 mais 2 vezes o0 nimero da figura.

No primeiro momento dessa segunda explica¢do o aluno utiliza nimeros particulares,
especificamente o nimero da figura 1 e 2, para se referir ao indeterminado. Isso nos leva a
pensar que para chegar a formula apresentada anteriormente o aluno iniciou seu trabalho com
0s numeros particulares, ou seja, mobilizando o pensamento algébrico factual (RADFORD,
2003, 2004).
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Né&o temos dados suficientes para afirmar o momento exato que ele saiu de uma forma
de pensamento algébrico para outra, momentos esses que provavelmente ocorreram na
imaginacdo e na fala interior do aluno, ou seja, na parte ideacional do pensamento
(MOGOLLON, 2020). O que temos sdo indicios de que todas as trés formas de pensamento
algébrico foram mobilizadas, pois a indeterminacéo foi trabalhada analiticamente e denotada
por numero particulares, pelas palavras ‘nimero de ordem da figura’ ou ‘ntimero da figura’ e
pelo simbolismo alfanumérico, quando foi utilizado a letra n (Figura 39).

Como foi possivel observar, Pedro e Danilo utilizaram a mesma estratégia para
mobilizar as distintas formas de pensamento algébrico, em que se destacaram como meios
semioticos a atividade perceptiva e 0s gestos dos estudantes, sendo esse Gltimo muito utilizado
para que ambos os alunos tornassem aparente o que eles chamaram de figura 0. Outro ponto
importante a ser destacado ¢ a facilidade que eles tiveram com a denotacéo e com o trabalho
com o indeterminado, respondendo a todos os problemas em um curto periodo e perpassando
pelas trés formas de pensar algebricamente.

7.4 Andlise da aluna Juliana (8° ano)

Como todos os outros participantes da pesquisa a estudante Juliana inicia a atividade
resolvendo os trés primeiros problemas por meio de uma generalizacéo aritmética, seguindo o
raciocinio de somar dois circulos de uma figura para outra. Nesse primeiro momento a aluna

ndo faz muito o uso de gestos, apenas Ié e escreve suas respostas no papel. Essas respostas
podem ser visualizadas na Figura 41.

Figura 41 — Respostas escritas dos problemas a, b e ¢ da aluna Juliana
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Fonte: Dados da besquisa

Ao finalizar sua escrita a aluna foi questionada em como chegou as respostas dos trés

primeiros problemas, ela afirma que foi somando de dois em dois até chegar a figura de nimero
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10 — evidenciando, mais uma vez, um pensamento aritmético na perspectiva de Radford
(2013a). Apos esse momento a estudante retoma a resolugéo da tarefa e demora um pouco para
responder o problema d, que se refere a quantidade de circulos da figura 100. Percebendo que

ela esta levando um longo tempo para responder esse problema a professora retoma o dialogo.

Professora: como voceé esta resolvendo o problema d?

Juliana: eu ja fiz uma parecida, mas faz muito tempo, entdo fica dificil de me lembrar.

Professora: mas como vocé esté fazendo para chegar a quantidade de circulos da figura 100?

Juliana: eu estou... assim... €... de 1 para 10 eu fiz a soma de quantos dois somariam, ai é 18. Ai eu ia
fazer 18 vezes 9 para 100, é... e depois ia... somar mais 18 antes.

Professora: pensa se essa ideia funciona também para as figuras que vocé ja conhece.

Quando Juliana afirma estar buscando uma ideia parecida com problemas que ela
resolveu durante sua vida escolar para solucionar o problema d é o0 momento que emerge o
elemento iconicidade definido na teoria da objetivagéo, que se caracteriza por um “processo
pelo qual os alunos recorrem a experiéncias anteriores para orientar suas agdes em uma nova
situagdo”* (RADFORD, 2007, p. 94, traducdo nossa.). A continuidade da discussio professora-
estudante evidencia que a ideia da aluna ndo a ajuda encontrar a resposta da quantidade de
circulos da figura 100, o que é confirmado pela propria estudante.

Nesse momento que Juliana percebe que a caracteristica comum de somar de dois em
dois a quantidade de circulos ndo vai leva-la a encontrar o nimero de circulos da figura 100,
tampouco a ideia de tomar como referéncia problemas anteriores, ela busca observar as
diferentes determinacfes sensiveis, por meio do trabalho no campo fenomenoldgico
(RADFORD, 2013a), a fim de que alguma delas a ajude a encontrar a solucdo para o problema
d. Ao afirmar que mesmo por meio da observacdo ela ndo consegue resolver o problema, a
estudante foi solicitada a observar mais uma vez as figuras dadas. Abaixo segue a transcricdo

do momento dessa discusséo entre Juliana e a professora.

Juliana: eu ndo estou conseguindo.
Professora: vamos fazer o seguinte, vamos voltar para essas figuras que vocé ja tem (referéncia as
figuras 1, 2 e 3) e perceber se tem alguma outra relacdo além dessa que vocé percebeu. Observa as

figuras, a quantidade de circulos em relagdo ao nimero da figura. Sera que tem alguma relagéo?

42 Texto original: It is the process through which the students draw on previous experiences to orient their actions
in a new situation.
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Por meio da atividade perceptiva, que emerge como meio semiotico de objetivacéo,
Juliana consegue observar uma outra caracteristica comum nessa sequéncia figural. Mas para
compreender o raciocinio da aluna é necessario observar sua fala juntamente com os gestos

realizados no mesmo momento — indicados por uma seta laranja na Figura 42.

Juliana: aqui (aponta para a quantidade de circulos da figura 1), subtraindo (aponta para o numero da
figura 1) da 4; aqui (aponta para a quantidade de circulos da figura 2) subtraindo (aponta para o nimero
da figura 2) da 5; aqui (aponta para a quantidade de circulos da figura 3) subtraindo (aponta para o
numero da figura 3) da 6.

Professora: ndo entendi, vocé pode repetir? Subtraindo o que? E do que?

Juliana: os circulos, aqui tem cinco circulos (aponta para os circulos da figura 1), ai cinco menos a
figura (aponta para o nimero da figura 1) daria 4; ai aqui teria (aponta para os circulos da figura 2) 4, 5,
6, 7 (conta o nimero de circulos da figura 2)... ai 7 subtraindo 2 (aponta para o nimero da figura 2) aqui
da 5. Ai aqui 0 9 (aponta para os circulos da figura 3) subtraindo 3 (aponta para o nimero da figura 3)

aqui da 6.

}.

Fonte: Print screen do momento da atividade

Em outras palavras o raciocinio da aluna é correspondente a: a quantidade de circulos
menos o0 numero da figura é equivalente ao numero da figura mais trés. Em uma linguagem
simbdlica alfanumérica podemos escrever como: Nc—n =n + 3, 0 que é equivalente a Nc = 2n
+ 3, em que Nc representa 0 numero de circulos e n o nimero da figura. Mas essas
indeterminagdes ndo foram denotadas por Juliana dessa maneira, isso é, a indeterminacdo estava
implicita e sendo denotada por nimeros especificos e a¢des concretas (RADFORD, 2018).

Na resposta dessa estudante as a¢des concretas para denotar a indeterminacéo séo os
gestos e o ritmo: quando aponta primeiro para o nimero de circulos e posteriormente para 0
numero da figura. Esses gestos estdo acompanhados da fala e da percepcdo da aluna, o que
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indica uma ac&o linguistica-perceptiva-gestual. Nesse momento Juliana faz uso de diferentes
meios semidticos de objetivacdo, que a ajudam a tornar aparente suas ideias e atingir o objetivo
de responder aos problemas propostos.

O elemento caracterizador analiticidade também se faz presente na resposta da
estudante, podemos observar que ela opera com a indeterminacdo, subtraindo do nimero de
circulos o numero da figura e percebendo que isso equivale ao nimero da figura mais trés. Com
essa igualdade estabelecida e tomando-a como premissa ela consegue rapidamente responder o
questionamento do problema d, deduzindo que o nimero de circulos da figura 100 é 203. Essa

resposta pode ser observada na fala da estudante.

Professora: e 0 que isso te ajuda a encontrar o nimero de circulos da figura 100?

Juliana: a subtracdo fica em sequéncia (nesse momento ela aponta para a figura 1, figura 2 e figura 3 ja
desenhadas), ai fica uma diferenca de... que esse daqui (aponta para quantidade de circulos da figura 3)
subtraindo (aponta para o nimero da figura 3) fica aumentando... ai aqui (apontando para o nimero da
figura 3) d& uma diferenga de 3. Cada um tem uma diferenca de trés. Ai eu coloquei 103, que seria a
figura 100... subtraindo a quantidade de circulos com a figura 100 daria 103. Ai eu fazendo assim a
quantidade de circulos daria 203.

No momento que a aluna afirma que “a subtragdo fica em sequéncia” e “cada um tem
uma diferenca de trés”, ela mostra que a ideia que teve para as figuras iniciais, ou seja, a
caracteristica comum encontrada ndo fica restrita apenas para algumas figuras, mas pode ser
aplicada em qualquer uma delas. Nesse momento ocorre a abducdo analitica, em que a
caracteristica comum se transforma em hipotese e € generalizada, levando a deducdo de uma
férmula (RADFORD, 2013a).

Com base nessa analise multimodal da resposta da aluna ao problema d, podemos
afirmar gue ela mobilizou o pensamento algébrico factual (RADFORD, 2009, 2010a), com a
indeterminacdo trabalhada implicitamente e denotada por numeros particulares e agdes
concretas. Alem disso, 0s principais meios semiéticos de objetivacdo que emergiram para a
materializacdo do saber algébrico nesse momento foram: atividade perceptiva, os gestos, a fala
e a escrita.

A Figura 43 apresenta a resposta escrita da aluna Juliana aos problemas d, e e f.
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Figura 43 — Respostas escritas dos problemas d, e e f da aluna Juliana
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Na resposta dos problemas d e e é possivel observar a evidéncia do carater operatorio
da indeterminacéo, ou seja, a analiticidade, em gque a aluna toma como premissa o fato de “o
namero de circulos menos o nimero da figura é igual ao numero da figura mais trés”, ideia
desenvolvida para responder o problema d, e a partir disso e por meio de um processo de
deducéo ela consegue descrever como resposta ao problema e que “para descobrir o nimero de
circulos vocé precisa somar o numero da figura com o numero da figura mais 3, isso é, Nc=n
+ n + 3. Nesse momento, mesmo o problema e questionando sobre um ndmero especifico — a
figura 200, a indeterminacdo implicita é deixada de lado e passa a ser denotada por meio das
palavras “ntimero da figura”. Esse momento demonstra que a aluna perpassa 0 pensamento
algébrico factual e mobiliza o pensamento algébrico contextual (RADFORD, 2009, 2010a).

Ao ler o problema f a aluna realiza uma expressao facial que indica ndo perceber o
sentindo daquele questionamento e por meio de um breve didlogo com a professora ela percebe
que é a mesma resposta do problema e. Isso pode ter ocorrido pois quando ela foi solicitada a
indicar como descobrir o nimero de circulos da figura 200 ela ndo se deteve a um ndmero
especifico e realizou o trabalho com um nimero qualquer, o que caracteriza 0 questionamento
do problema f.

Em relagdo ao problema g, que traz o simbolismo alfanumérico, a aluna ndo apresentou
muitas dificuldades para respondé-lo. Ao realizar a leitura do problema, ela rapidamente
escreveu como resposta n + (n+3). Radford (2009, 2010a) afirma que o uso desses parénteses
ndo ocorre de maneira arbitraria, mas sim narra de forma condensada as experiéncias da
estudante, nesse caso 0 n + 3 que esta entre parénteses ¢ equivalente ao “numero da figura mais
trés” apresentado na mobilizagdo do pensamento algébrico contextual.

Nesse momento gque a aluna faz uso do simbolismo alfanumérico com significado e a
indeterminacdo também € explicita, mas agora esta sendo denotada pela letra n. Ao ser

questionada se ndo poderia escrever essa formula de uma outra maneira a estudante Juliana
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opera com o desconhecido mais uma vez e demonstra que hd uma equivaléncia entre n + (n+3)

e 2n + 3. Na Figura 44 podemos observar a resposta da estudante a esse problema.

Figura 44 — Resposta escrita do problema g da aluna Juliana
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Ao finalizar a analise das respostas de todos os problemas da tarefa de generalizagdo de
padrdes da aluna Juliana, podemos afirmar que ela mobilizou as trés formas de pensamento
algébrico definidas por Radford (2009, 2010a): factual, contextual e o simbdlico. Destacamos
a importancia da atividade perceptiva, que fez com que a aluna retomasse a0 campo
fenomenolo6gico algumas vezes para encontrar uma caracteristica comum que a levasse a
deducdo de uma férmula, assim como destacamos a importancia dos gestos nas respostas
iniciais da estudante, eles foram um meio semidtico de objetivacdo que a ajudou a trabalhar
com a indeterminacdo implicitamente e comecou a configurar toda a ideia que foi apresentada,
posteriormente, em uma linguagem natural (oral e escrita) e evoluida para uma linguagem
simbdlica alfanumérica.

Outro ponto importante € a contracdo semiotica realizada no percurso de toda a tarefa.
Essa contracdo, que é o0 momento que a aluna concentra 0 mesmo significado em um menor
namero de simbolos (RADFORD, 2006), ocorreu em diferentes sistemas semi6ticos: quando
ela iniciou utilizando gestos juntamente com sua fala e trabalhou a indeterminacao por meio de
numeros especificos e acBes concretas, depois conseguiu apresentar a indeterminacdo por meio
de um conjunto de palavras e, por fim, denota-la com o uso da letra n. A contracdo semiotica
em um mesmo sistema foi realizada no momento que a aluna percebe que n + (n+3) é
equivalente a 2n + 3.

Concluimos a analise das respostas da aluna Juliana afirmando que para a materializago
do saber algébrico a estudante fez uso do simbolismo alfanumérico, da atividade perceptiva,
gestos e linguagem (oral e escrita), evidenciando que o pensamento algéebrico € de natureza
multimodal (RADFORD, 2018).

Com a analise multisemiotica das respostas dos cinco estudantes participantes do Estudo
2, percebemos que trés deles (Gabriela, Luiza e Danilo) utilizaram estratégias semelhantes,
enquanto os outros dois (Luiza e Juliana) seguiram por caminhos totalmente distintos. Mesmo

assim todos conseguiram materializar o saber algébrico e mobilizaram a forma mais sofisticada
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do pensamento algébrico, o pensamento algébrico simbdlico, apds perpassarem por todas as

etapas da generalizacdo algébrica.



119

8 CONSIDERACOES FINAIS

Como apresentamos ao longo desse escrito quando alguns professores sdo questionados
sobre o que € a algebra escolar eles se remetem apenas ao uso de letras para indicar valores, ou
a manipulacéo desse simbolismo. A partir dessas ideias, de leituras que envolvem uma viséo da
algebra além da simbologia alfanumérica e que afirmam que problemas com padrfes e
sequéncias contribuem para a mobilizacdo do pensamento algébrico, nossa pesquisa buscou
identificar as diferentes formas de pensamento algébrico que alunos dos anos finais do ensino
fundamental conseguem mobilizar ao responderem uma tarefa de generalizacao de padrdes.

Esse trabalho se fundamentou na definicdo de pensamento algébrico que toma como
base a Teoria da Objetivacdo (TO). Segundo essa perspectiva, 0 pensamento € de natureza
multimodal, possuindo sua parte material (gestos, ritmos, desenhos, palavras faladas e escritas,
entre outros) e a parte ideacional (imaginacdo e fala interior). Isso indica que o pensamento
algébrico, na visdo da TO, ndo € resumido apenas ao uso de simbolos alfanuméricos para
denotar a variavel.

A nossa fundamentacdo teorica apresentou detalhes sobre essa perspectiva, que €
dividida em trés formas: factual, contextual e simbélica (RADFORD, 2009, 2010a). Cada uma
delas possui caracteristicas especificas, como por exemplo: no pensamento factual o aluno
mobiliza muitos gestos e denota a indeterminacdo implicitamente por meio de ndmeros
especificos; no pensamento contextual a indeterminacdo € explicita, mas o aluno estd muito
conectado com a espacialidade da sequéncia figural; e no pensamento simbodlico a
indeterminacdo também é trabalhada explicitamente, mas agora a simbologia alfanumérica é
utilizada.

Para identificar quais dessas formas de pensamento algébrico os alunos mobilizaram ao
responderem uma tarefa de generalizagédo de padrdes, realizamos dois estudos: O Estudo 1, que
era inicialmente o nosso estudo piloto, mas que se tornou um dos estudos principais desse
trabalho; e o Estudo 2, que foi necessario para aumentar o quantitativo de sujeitos participantes
da investigacdo. Em ambos utilizamos a mesma tarefa composta por sete problemas.

Como dados para as analises desses estudos utilizamos as respostas dos alunos escritas
na folha da tarefa e as gravacgdes que foram realizadas no momento da atividade, afinal como o
pensamento possui sua parte material gravamos em audio e video 0 momento da resolugdo dos

problemas. A partir desses dados realizamos uma analise multimodal (VERGEL, 2016), em
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que consideramos e relacionamos diversos recursos que os estudantes utilizaram para trabalhar
com ideias matematicas, mais precisamente com ideias algébricas.

Durante a analise dos nossos resultados notamos que, mesmo ndo sendo nosso objeto
de estudo, tampouco o objetivo dessa investigacdo, o trabalho conjunto entre estudantes e
professora, o respeito pelos alunos e as oportunidades que foram dadas a eles para que
mostrassem e aprofundassem suas ideias, foram importantes para que o saber algébrico se
materializasse. Recordamos que esses momentos, denominados de processos de objetivacdo
(RADFORD, 2017b), ndo foram analisados nessa pesquisa, mas era a medida que analisamos
a mobilizacdo do pensamento algébrico percebiamos a importancia do trabalho ombro a ombro
entre os envolvidos da atividade.

A importancia desse trabalho ficou evidente na analise de diversos alunos,
principalmente na descri¢do dos resultados da Dupla G (Estudo 1) e da aluna Luiza (Estudo 2),
que buscaram um diélogo com a professora algumas vezes durante a atividade. Isso aponta a
necessidade de abrir espacos na sala de aula para que os alunos se expressem, exponham suas
solucdes e suas duvidas, e com isso obteremos um ensino da matematica mais dinamico, que
busca formar pessoas reflexivas e éticas diante de diversos discursos, e que ndo se fechem
apenas em suas opiniées ou em seus conhecimentos.

No decorrer da atividade as distintas formas de pensamento algébrico foram mobilizadas
pelos estudantes, em outras palavras, o saber algébrico, que é historico-cultural, foi
materializado e atualizado pelos alunos. Nesse momento esse saber passa a ser chamado de
conhecimento, que é particular, singular (RADFORD, 2017b). Isso foi identificado nas
respostas dos alunos participantes dessa pesquisa, afinal, eles estavam resolvendo uma mesma
tarefa de generalizacdo de padrBes, mas utilizaram distintas estratégias, mobilizaram diversos
meios semiodticos de objetivacdo e materializaram o mesmo saber algébrico, porém de
diferentes maneiras.

Diante das respostas dos alunos, apontamos a importancia dos gestos para a
materializacdo do saber algébrico durante a atividade. Um exemplo é a maneira que Juliana os
utiliza para construir sua estratégia algébrica e responder os problemas. Se ndo déssemos
destaques a eles no decorrer da analise seria trabalhoso identificar, apenas por meio da
linguagem oral da aluna, a maneira inicial do seu pensamento algébrico. E por meio desses
gestos e numeros particulares, que seguem a lei da varidvel, que ela trabalha com o

indeterminado (analiticidade) implicitamente, mobilizando o pensamento algébrico factual.
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Outro exemplo sdo os gestos realizados por Pedro e Danilo para indicar o que eles
chamam de figura 0, que proporcionou a resolucgdo algébrica de todos os problemas. Portanto,
isso se torna mais uma evidéncia de que a algebra ndo esta apenas ancorada no simbolismo
alfanumérico, mas sim em todo o percurso que leva os estudantes a denotarem e trabalharem
como uma indeterminag&o.

A formula algébrica de alguns estudantes, deduzida no pensamento algébrico factual, ja
apresentava indicios do estar conectada com a espacialidade da sequéncia figural, como é o
caso da formula da aluna Luiza, em que ela trabalha com numeros especificos, mas realiza
gestos para se referir as linhas superior e inferior da figura. Nesse momento o pensamento
factual comeca a se posicionar para avangar ao contextual, como se um ja estivesse adentrando
as caracteristicas do outro. Diante esse fato, indicamos a necessidade de pesquisas que busquem
identificar e analisar as aproximacoes e distanciamentos dessas formas de pensamento algébrico
que podem emergir em diferentes respostas dos estudantes, indicando que esse pensamento
deve ser visto como algo linear, e ndo separados em distintos blocos.

Em relacdo a espacialidade presente nas formulas algébricas, alguns alunos néo
conseguiram perpassar por ela quando comecaram a trabalhar com o simbolismo alfanumeérico,
como é o caso da Dupla G, que ndo conseguiu simplificar a expressao (n+1) + (n+2). Com isso
os simbolos trabalharam como indices, e 0 que estava separado por parénteses se referia ao que
acontecia na linha superior e na linha inferior da figura. Mas isso nédo significou que eles ndo
conseguiram adentrar ao trabalho no campo algébrico, pois ndo foi necessario esse simbolismo
para que existisse a denotacao e o trabalho com o indeterminado.

O simbolismo alfanumérico foi utilizado por diversos alunos do 6° ano sem muitas
dificuldades, indo na direcdo contrario do que indica a BNCC (2018) que € iniciar o trabalho
com esse simbolismo apenas no 7° ano do ensino fundamental. Destacamos que alguns desses
estudantes estdo cursando o 6° ano pela segunda vez, mas apenas esse dado ndo nos permite
afirmar que eles ja tinham trabalhado com o simbolismo alfanumérico no decorrer da sua vida
escolar, sendo assim podemos supor que eles ja tinham tido contato com esse simbolismo, mas
nédo temos dados suficientes que confirmem essa suposi¢do. O que fica evidente nas respostas
analisadas € que os problemas propostos levaram os sujeitos da pesquisa a construirem uma
formula usando essa linguagem com significado, ndo a vendo apenas como um conjunto de
letras que devem ser manipuladas seguindo determinadas regras.

Alguns estudantes demonstraram entusiasmo ao construirem uma formula utilizando o

simbolismo usual, como por exemplo o aluno Danilo do 9° ano, que mesmo estando no Gltimo
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ano escolar do ensino fundamental afirmou nunca ter criado uma formula algébrica
alfanumérica, e que iria desafiar os colegas de sua turma para ver se eles também conseguiriam
resolver a tarefa.

Posto isso, mostramos que a linguagem algebrica alfanumeérica pode ser melhor
entendida quando existem diversas etapas para construir o seu significado, e ndo apenas quando
é exposta de maneira imediata aos estudantes. Além disso, percebemos que o trabalho com uma
tarefa de generalizacdo de padrbes pode contribuir para que o aluno mobilize as diferentes
formas de pensamento algébrico.

Outro dado importante dessa investigacdo sdo os nds semidticos. Ao longo das analises
observamos que os alunos recorrem muitas vezes a um mesmo conjunto desses nds, por
exemplo, quando mobiliza os gestos, a percepcao e a fala ao mesmo tempo. Queremos destacar
gue mesmo utilizando um mesmo conjunto de nos cada estudante os mobilizou de maneira
distinta, ou seja, foram ativados de diferentes formas por cada aluno. Isso nos leva a pensar que
0s noés semidticos podem estar relacionados com a materializacdo do saber, isso &, com 0
conhecimento que é tido na TO como algo individual. Esperamos que sejam realizadas
investigacOes que se atenham a essa especificidade.

Concluimos essa pesquisa afirmando que o nosso objetivo de identificar as formas de
pensamento algébrico mobilizadas por diversos estudantes dos anos finais do ensino
fundamental foi alcancado. Também mostramos como os trés elementos caracterizadores estdo
interconectados em cada uma das formas de pensamento algébrico e evidenciamos que a
algebra ndo deve ser reduzida a sua linguagem alfanumérica, mas que devemos levar em
consideracdo todo o processo percorrido pelo estudante, desde o trabalho com numeros
particulares até o uso da simbologia usual.

Acreditamos que esse trabalho de dissertacdo apresenta contribuicGes importantes para
0 ensino da algebra, mostrando suas diversas faces e os distintos caminhos percorridos para a
mobilizacdo do pensamento algebrico quando trabalhamos com uma tarefa de generalizacéo de
padrGes. Também destacamos que € imprescindivel que os educadores entendam a relagdo
dialética entre o saber e o0 ser, pois com isso poderemos contribuir para a formacgéo de cidadaos
que adentrem diversos discursos, sejam eles matematicos ou referentes a distintas esferas da
sociedade.

Por fim, esperamos que outros trabalhos surjam no campo da algebra, que utilizem

distintas perspectivas de pensamento algébrico e que contribuam para o ensinar desse campo
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da matematica. Almejamos que as pesquisas futuras ultrapassem as limitacGes que houve nessa

e que as ideias aqui apresentadas sejam expandidas para as outras etapas de ensino.
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APENDICE - TRANSCRICAO DE VIDEOS

Transcri¢do Dupla G — Otavio e Paula

Otavio inicia lendo o problema a. Otavio lendo o problema a.

Otavio: se aqui tem dois (aponta com a caneta para a linha superior da figura 1).

Paula: esse aqui tem trés (apontando para linha superior da figura 2), ai quatro (apontando para linha
superior da figura 3), ai na sequéncia seria cinco...

Otavio: ai no caso seria cinco (aponta para cima), seis (aponta para baixo). Como € que a gente vai
justificar?

Paula: que pela sequéncia dos circulos de cima, dependendo dos circulos, é 2, 3, 4, 5 (movimentos que
indicam a quantidade de circulos da linha superior da figura 1, 2, 3 e 4), dai seguindo a sequéncia sera
5 depois dele, na quarta figura.

Otévio: através da sequéncia da o valor que se pede na questao.

Paula comeca a escrever a resposta do problema

Otavio: através da sua sequéncia...

Paula: vai ter que desenhar os circulos?

Otavio: acho que s6 escrever é melhor. Cinco em cima, seis em baixo.

Paula: quantos?

Otévio: seis. Eu acho que o resultado foi através da sequéncia. Sei 14, eu cheguei a conclusdo de que o
resultado foi através da sequéncia.

Paula: n6s chegamos a conclusdo que através da sequéncia chegaremos ao resultado [inaudivel]... da
figura seguinte.

Otévio: no caso a figura 4. Chegamos a conclusdo de que o resultado veio através da sequéncia.

Paula: quantos circulos tera a figura 5?

Otavio: seis e sete, a mesma coisa daqui (aponta para a resposta do problema a).

Paula escreve o resultado falado por Otavio.

Otavio: é tipo, € a mesma coisa, do quatro, é a mesma justificacao.

Paula: que o resultado veio através da sequéncia.

Otévio: quantos circulo tera a figura 10? Como se faz para encontrar...

Paula: este resultado.

Otéavio: acho que em cima seria... Tipo, se pega 10 mais o resultado de cinco vai dar o resultado de 10.
Paula: mas acho melhor outro caminho.

Nesse momento os alunos realizam calculos mentais para descobrir quantos circulos tem na parte
superior da figura 10.

Paula: onze.

Otavio: onze em cima e em baixo, no caso, seria 12. Onze em cima e doze em baixo.

Paula: quantos circulos tera a figura 100? (leitura do problema d)

Otavio: ndo seria 100 mais 10, eu acho. O resultado de 10 deu 11 e 12, entdo o de 100 é 100 vezes 10,
daria 1000.

Paula: acho que néo.

Otavio: porque tipo, se continuar nessa sequéncia, fazer tipo um célculo a gente vai se perder (referindo-
se a contar o numero de circulos figura por figura). Que aqui esta pedindo a de 100. Entendesse? Entéo...
tem que continuar com a sequéncia.

Paula: mas tem que achar a quantidade de circulos.

Otavio: a gente usaria o que?

Paula: poderia ver...

Otévio: no caso a gente faria como?

Paula: poderia fazer, esqueci 0 nome, quando bota o nimero elevado.

Otavio: elevar ao quadrado?

Paula: a poténcia.
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Otavio: eu acho que néo.
Paula: quer fazer o e (problema €) primeiro depois a gente volta para o d?
Otavio: é melhor.

Os alunos realizam a leitura do problema e.

Paula: porque dependendo da letra e pode ser a resposta da letra d também, pelo que eu estou pensando.
Otavio: porque Vvé sb, escreva uma mensagem para um aluno de outra classe indicando como descobrir
o numero de circulos da figura 200.

Paula: ndo tem multiplicacdo na d.

Otéavio: acho que pela d a gente vai conseguir compreender a e.

Paula: é.

Otévio: s que estd muito complicado.

Paula: eu té voando nisso.

Otavio: eu t6 pensando em tipo: 100 mais o valor do...

Paula: do 23?

Otévio: da letra c, que é 23. Entdo 100 mais 23

Paula: se vocé perceber, daqui para ca aumenta 3 (figura 4 e 5) e daqui para cad aumenta 10 (figura 5 e
figura 10). Entéo, se aqui aumenta 3, ndo, aqui aumenta 2 (figura 4 e 5)

Otévio: porque tipo, se fizer 100 com o resultado da (aponta para o nimero 23 da letra c), seria bem
melhor. Entendeu? Qual o método a gente vai usar? 100 mais 23?

Paula: ou 100 vezes... eu t6 perdida.

Otévio: essa é minha duvida, se usar 100 mais o resultado da figura 10 acho que encontraria o valor. SO
gue isso é o que estd me complicando. Como é que a gente vai fazer aqui? Vamos tentar fazer de mais,
ai a gente chega a uma conclusao.

Paula: a gente podia fazer assim vé: no...

Otéavio: porque aqui vé&, foi tudo mais (apontando para as figuras ja postas na tarefa e os problemas a e
b). Entdo a gente bota: 100 + 23

Paula: ou a gente poderia calcular assim se na terceira...

Otéavio: 100 mais 11, 111 em cima e 112 em baixo. Que ficaria: 100 mais 11 e 100 mais 12

Paula: ja é (giria que expressa concordancia). Entdo daria 111 e 112?

Otavio: é. S6 que nao sei se... a gente aprende com o erro. No caso seria 110 em cima e 112 em baixo.
Paula: é.

Os alunos escrevem as ideias no papel.

Otavio: ai qual seria a conclusédo?

Paula: somar o resultado da figura 10 com a figura 100.

Otévio: ai no caso a gente somou o resultado?

Paula: ndo, daria errado. Porque essa é a figura 100 (aponta para o problema d), ai... tinha que calcular
o resultado das préximas, nédo a figura.

Otéavio: complicou agora.

Paula: eu ndo t6 conseguindo raciocinar

Professora: vocés estdo com alguma davida?

Otavio: ndo, é que a questdo aqui a gente ta usando, tipo 100, o resultado de 10 mais 100, que no caso
deu esse resultado. So6 que...

Professora: certo. Mas como vocés fizeram para achar que aqui era 11? (Aponta para a resposta da
figura 10).

Paula: somando.

Professora: somando como?

Paula: somando de figura em figura

Otavio: no caso a gente fez soma de mais. No caso ficou... por exemplo tipo, na figura 3 em cima tem
quatro para chegar na quatro a gente somou com mais 1, ficou cinco em cima e seis em baixo.
Professora: certo, ai vocés somaram...

Otavio: na figura trés tem quatro, para chegar na conclusdo da quatro a gente somou mais um, em cima
ficou cinco e em baixo seis.
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Professora: e para chegar até a 10 vocés fizeram essa l6gica também?
Otévio: isso. Sé que na 100 ta complicado.
Professora: mas sera que ndo tem outro caminho??

Os alunos ficam em siléncio pensando nos problemas.

Paula: multiplicacdo mesmo.

Otavio: multiplicagio? E o que td me complicando. Bora para letra f.
Paula: vamos.

A leitura do problema f é feita por Otavio

Otavio: olha ai a multiplicacéo.

Paula: soma.

Otéavio: aqui a gente vai montar (aponta para o problema f), tipo, escrever uma mensagem, para um
aluno de outra classe, s6 que para descobrir 0 nimero de qualquer figura, entdo seria bem mais facil. Se
tipo a gente usasse (escreve no final da folha n/2 = 2)

Os alunos retomam o problema d.

Otavio: vamos logo pra f, que ela td mais facil. Dai tipo, a gente poderia colocar. Primeiro vocé deveria...
um calculo, tipo soma, adi¢&o, tudo isso.

Paula: eu ndo estou conseguindo pensar nao.

Otavio: a gente ndo ta conseguindo chegar a uma concluséo do resultado.

Professora: vocés acham que para chegar ndo é preciso, talvez, retomar la e ver se ha algo que vocés
possam melhorar ou outro caminho gue vocés possam pensar.

Otavio: é porque ta dificil de se concentrar pra arrumar o calculo.

Professora: por exemplo, o nimero que vocés acharam na figura 4, ndo tem nenhuma relagdo com o
namero da figura ndo?

Otavio: como?

Professora: vocés tém quantos circulos na figura 3?

Otavio: 4.

Professora: e na outra parte?

Paula: nove, sdo nove

Professora: certo, mas ai ndo tem nenhuma relagdo com o nimero da figura ndo? Porque vocés estao
dizendo que aqui em cima tem quatro e aqui embaixo tem cinco.

Paula: o nimero da figura vez 3 é nove, 3 por 3 € nove, poderia ser uma multiplicacéo.

Professora: mas isso funciona para as outras figuras?

Paula: néo.

Professora: prestem atencéo, vocés estdo me dizendo que aqui tem quatro e aqui tem cinco. Tem alguma
relacdo com o nimero da figura esses valores?

Otéavio: tem, a sequéncia, aaa. A sequéncia 3: 4 e 5. Ai na figura 4: 5 e 6. Ai na figura 10: 11 e 12. No
100... me perdi. Mas no caso se é sequéncia no 100 seria o0 que, 101 e 102. Conforme a sequéncia (gestos
“suspensos no ar”).

Professora: e o total?

Paula: 203.

Otavio: e dai qual seria a conclusdo? O que que a gente iria explicar? No caso a gente chegou através
da sequéncia.

Paula: ai no caso seria a sequéncia, do numero da figura e do circulo.

Otavio escreve a resposta do problema d e iniciam o problema e.

Otavio: no caso a gente vai ter que seguir a sequéncia ou colocar o calculo? No caso seria 200, 201 e
202.

Professora: vocés podem escrever como vVOCcés pensaram.

Otavio: no caso seria 403, né isso?

Paula: é.
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Leitura do problema f.

Otéavio: no caso como seria, como é gue a gente faz?

Paula: seria quase a mesma resposta da letra e.

Otavio: no caso ele deveria seguir a sequéncia de nimeros? Coloco?
Paula: sim.

Problema g

Otavio: aqui eu acho que a gente usaria a seguinte formula, poderia colocar n sobre cinco igual a dois
X.

Paula: poderia ser dois. Porque se vocé perceber aqui é dois (aponta para a figura 1), cada um aumentou
dois (movimento sobre as figuras ja desenhadas): 5, 7, 9 ...

Otévio: €, no caso a gente colocaria n sobre dois, tipo, vezes dois X, alguma coisa assim.

Paula: no caso vocé colocaria n, ndo n. O valor da incgnita ai € n, ndo n.

Otavio: entdo, mas tipo, a gente colocaria n sobre dois que seria igual a dois n dois x, sei l4, alguma
coisa assim. Porque oh: escreva uma férmula para o nimero de circulos da figura n (leitura do problema
g), como a figura n ndo tem o valor poderia ser zero, tipo n igual a zero. S6 como gue a gente montaria
essa formula?

Professora: mas existe a figura zero?

Otévio: ndo, entdo tem que ser um valor. Tipo p, quando geralmente o professor da o valor para calcular
p.

Professora: como estamos trabalhando com figuras, o n vai pertencer ao conjunto dos naturais a partir
do 1.

Otéavio: no caso a gente montaria como? Eu acho que seria assim, tipo, x sobre um determinado valor,
vezes algum outro, ou entéo igual a dois.

Paula: é

Otévio: entdo tipo ficaria tipo assim, n sobre dois igual a dois.

Professora: essa férmula da conta de achar o nimero de circulos de qualquer figura?

Otavio: eu acho que da, porque se tipo no lugar de n tivesse, acho que seis, a gente vai acrescentar mais
dois no seis, no caso ficaria 8. Entdo tipo, se tivesse figura 6, com determinado valor, a gente ia adicionar
mais dois. N&o, pera ai, td meio...

Professora: e se fosse uma figura impar? Por exemplo, n igual a 1, sendo n o nimero da figura.
Otéavio: ficaria 1 sobre dois igual a dois.

Professora: um sobre dois é igual a dois? VVoltem paras ideias que vocés estavam utilizando para ver se
vocés conseguem achar alguma coisa.

Otavio: aaa, entdo no caso a gente poderia botar tipo é quatro sobre cinco igual a n, porque somando
isso aqui tudinho (apontando para os circulos) vai dar o valor de n.

Professora: n ndo é o nimero de circulos, é o nimero da figura.

Paula: ou poderia ser n elevado a dois.

Otavio: n elevado a dois?

Os alunos ndo chegam a uma conclusao.

Professora: vamos la, como vocés fizeram no problema d?

Otavio: a gente acrescentou mais um.

Professora: acrescentou mais um ao que?

Otavio: ao nimero da figura.

Professora: com esse mais um vocés encontraram o que?

Otavio: a gente encontrou o resultado de circulos da figura 100.

Professora: s6 com mais um vocés acharam isso, ou fizeram mais outra coisa?
Otavio: s isso.

Professora: foi? E esse 102 aqui, vocés acharam como?

Otavio: tipo, na parte de cima a gente fez mais um, no caso ficou 101, e na parte de baixo a gente fez
mais um, que ficou 102.

Professora: mais um ou mais dois?

Paula: mais dois.
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Otavio: ficaria na sequéncia que ficaria pela sequéncia 100, 101 e 102.

Professora: entdo se vocés tém uma figura qualquer, vocés devem fazer o que com ela, ja que na 100...
Otévio: seria no caso, 5, que é para a figura, no caso a gente daria a n que é o nimero de figura5e a
gente acrescentaria tipo quatro mais dois que ficaria igual a seis. Seis em cima e depois pegaria... Porque
Ve s0, cinco, seis. N&o, ndo...Porque tipo, a gente vai usar a mesma sequéncia ta ligado, a figura trés em
cima tem quatro e em baixo tem cinco, entdo trés, quatro e cinco. Mesmo coisa que se desse cinco, cinco,
seis e sete.

Professora: se fosse n?

Otévio: € se cinco fosse n.

Professora: mas se fosse n?

Otavio: no caso a gente colocaria n no lugar aqui do cinco, no caso ficaria n, cinco e tipo.

Professora: veja, aqui vocé fez: 101, 102. Se fosse n vocés fariam como?

Paula: 2 em baixo e n em cima, ou n igual a dois.

Otavio: é, porque Vé s6. Se ela desse um determinado valor no n, entdo seria n + 2 e daria o resultado.
Pode ser essa dai, sO que.

Professora: como vocés finalizam?

Otavio: sei l4, seria tipo, n mais um n mais dois n. Porque o valor que ela desse da figura, seria no caso,
a figura mais um, a figura mais dois.

Professora: como eu escrevo isso com n, sendo n uma figura qualquer?

Otévio: falar é mais facil que escrever... no caso seria, n + 1, n + 2,

Professora: vocés conseguem simplificar?

Otévio: ndo

Transcri¢éo Aluna Gabriela

Primeiro momento: leitura dos problemas.

Professora: alguma duvida?

Gabriela: ndo, parece simples. Quantos circulos tera a figura 4? 11

Professora: por que tem 11?

Gabriela: 11 porque a ordem da sequéncia é que cada vez vai adicionando mais dois circulos, ai na
figura 1 nés temos cinco circulos, na figura dois n6s temos sete circulos, na figura 3 nés temos nove
circulos, logo na préxima figura, a figura 4, seria no caso mais dois, que seria onze circulos.
Professora: certo

Gabriela escreve a resposta do problema a.

Gabriela: pronto, escrevi.

Professora: certo, vamos para a proxima entdo.

Gabriela: quantos circulos tera a figura 5? Justifique sua resposta. O motivo é pelo mesmo motivo que
a primeira questdo (se referindo ao problema a), que seria porque a ordem sempre vai adicionando mais
dois circulos, e por conta disso como na figura 4 tem onze circulos mais 2 ficaria 13 circulos.
Professora: certo

Gabriela: pronto, agora vou escrever isso ai.

Gabriela: (leitura do problema c¢) quantos circulos teréd a figura 10? Como vocé fez para encontrar essa
quantidade? Deixa eu tentar descobrir aqui a ordem logo (nesse momento a aluna olha para as figuras ja
desenhadas). Ah, agora que eu percebi uma coisa, que eu poderia ter percebido mais cedo, é que esta
sempre assim: a figura 1 tinha cinco; a figura 2 tinha cinco mais dois, logo sete bolas; a figura 3 tem
cinco mais quatro; a figura 4 tinha cinco mais seis; a figura 5 tinha cinco mais oito. Logo é s6 seguir
essa sequéncia, mas agora deixa eu calcular.

Nesse momento a aluna abaixa as maos e foca o olhar nas figuras ja desenhadas - depois de Olmin e
15seg ela comeca a escrever no papel.

Gabriela: deixa eu fazer um teste (escreve no papel). E, exatamente.

Professora: como vocé esta pensando?
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Gabriela: eu fui pensando nessa ordem e eu fui checando de um em um para ver se eu percebia, ai eu
percebi que a partir da figura 1 segue a ordem assim, eu ja descobri a Ultima resposta, mas é o seguinte:
sempre faca assim - vocé conta a figura 1 como zero, a figura 2 como 1, ai 1 vezes 2 dois mais cinco.
Ai a figura 3 menos 1, dois vezes dois, quatro mais cinco, sempre adiciona cinco no final. Ai segue a
sequéncia até chegar no nimero que vocé quer.

Professora: e como vocé faria na figura 10?

Gabriela: a figura 10 seria (a0 mesmo tempo que fala ela realiza a conta no papel): 10 menos 1, 9 vezes
dois, 18 + 5, que daria 23 circulos. Ai a partir dai sé segue essa ordem para responder as outras perguntas.
Por exemplo, na letra d (leitura do problema d): quantos circulos tera a figura 100? Explique como vocé
fez para chegar nesse valor. Exatamente esse calculo (a aluna realiza o calculo no papel e fala ao mesmo
tempo): 100 menos 1, que vocé desconsidera a primeira figura porque a gente considera como zero, 99
vezes dois, vocé calcula 99 vezes dois que da 198, mais cinco, que da 203.

Professora: certo

Gabriela: agora: escreva uma mensagem para um outro estudante indicando como descobrir 0 nimero
de circulos da figura 200. Eu s6 vou escrever o mesmo calculo.

Professora: mas veja, nessa pergunta ela ja € um pouco diferente, ela pede para vocé escrever uma
mensagem, pede pra vocé explicar a ele o deve ser feito para encontrar o nimero de circulos da figura
200.

Gabriela: ta certo, vou escrever e depois eu digo 0 que eu escrevi.

Alguns minutos depois

Gabriela: acho que ficou bom o gue escreveu.

Professora: o que vocé escreveu?

Gabriela: para encontrar a quantidade de bolas do ndmero 200, vocé precisa subtrair 1 dos 200,
multiplicar o resultado por 2 e somar 5, pois a l6gica desses circulos é que sempre o0 nimero de bolas
serd 5 mais o nimero da figura menos 1 multiplicado por 2.

Professora: certo

Gabriela: deixa eu ver o proximo aqui. Escreva uma mensagem para outro estudante indicando como
descobrir o nimero de circulos em qualquer figura. Basicamente eu fiz isso agora, vou sO pegar 0
finalzinho da letra e e colocar na f.

A aluna escreva a resposta do problema f.

Gabriela: foi.

Professora: vocé explicou como?

Gabriela: para descobrir o resultado basta pegar o nimero da figura subtrair 1, multiplicar por 2 e somar
5.

Professora: foi um pouco diferente do que vocé escreveu na anterior, vocé concorda?

Gabriela: sim, é um pouco diferente. E porque eu pensei que no contexto fica melhor eu escrever uma
frase nova e adaptar, porque imagina s6 comecar a frase assim: pois a l6gica desses circulos é sempre
gue o namero de bolas sera 5 mais o nimero da figura menos 1 multiplicado por 2. Eu sinto que na f
ficou melhor explicado.

Professora: certo, vamos resolver o problema g agora.

Gabriela: escreva uma férmula para o nimero de circulos da figura n.

Professora: como vocé escreve isso?

Gabriela: eu s6 coloco assim, espera vou escrever aqui primeiro e depois eu falo, porque tem aspas
essas coisas.

Professora: certo

A aluna escreve a formula: [(n-1)x2] +5

Professora: isso que vocé escreveu € igual a que?

Gabriela: &n?

Professora: isso que vocé escreveu aqui (aponta para a férmula escrita), vocé consegue simplificar um
pouco mais?

Gabriela: tirar essas coisinhas aqui (aponta para os colchetes) para ficar mais simples ainda?
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Professora: isso. Vocé consegue simplificar mais?

Aluna escreve: (n-1)x2 + 5
Professora: da para simplificar mais?
Gabriela: ndo que eu consiga perceber, mas eu vou fazer um teste aqui.

A aluna consegue chegaran +n +3.
Professora: vocé consegue simplificar ainda mais?
Gabriela: ndo que eu consiga perceber.

Transcrigéo Aluna Luiza

A aluna escreve na parte inferior das figuras 1, 2 e 3 a quantidade de circulos que cada uma tem.

Luiza: eu posso fazer uma pergunta?

Professora: pode.

Luiza: é porgue na sequéncia primeiro eu achei que era de dois em dois, s6 que ai eu contei de novo a
figura dois e... eu ndo estou entendendo qual é a sequéncia.

Professora: a sequéncia? O que vocé pensou primeiro? Que era de dois em dois? Por que ndo funciona?
Luiza: porgue a figura 2... (nesse momento a aluna retoma a contagem da quantidade de circulos da
figura 2), porque eu sou burra, né. E porque eu fiz assim (faz um risco no papel e apaga).

Professora: vocé fez como?

Luiza: porque eu contei como se um circulo dessa figura (aponta para a quantidade de circulos da figura
2) fosse dessa (aponta para a quantidade de circulos da figura 1).

Professora: entendi.

Luiza comeca a escrever sua justificativa para o problema a.
Professora: lembre que vocé precisa justificar como encontrou o valor.
Luiza: sim, sim.

A aluna olha para as figuras ja desenhadas e depois escreve algo.

Professora: vocé pode explicar o que vocé esta pensando?

Luiza: como na letra d pergunta quantos circulos tera na figura 100 eu pensei em, ao invés de eu ir
somando de dois em dois, que seria mais facil se ndo estivesse perguntando um namero tdo alto, eu...
Se eu soubesse quanto seria a cada nimero, qualquer nimero aleatério, e quando eu adicionasse dois
iria funcionar, entdo estou tentando pegar um nimero baixo e tentando isso antes de eu pegar um ndmero
alto e ndo conseguir fazer.

Professora: certo.

A aluna escreve algo como resposta do problema b.

Luiza: posso fazer uma pergunta?

Professora: sim, pode fazer a pergunta que vocé quiser, sempre.

Luiza: esta certo. Quando eu fiz o célculo, da figura 5, eu fiz s6 porque eu somei mais dois. Mas na
figura 10, eu poderia fazer de outro jeito para eu poder conseguir descobrir o nimero de qualquer figura.
Professora: vamos fazer o seguinte, o que vocé fez no problema a?

Luiza: eu somei dois, mas na b eu queria determinar um jeito de que eu conseguisse responder sem ir
contando de dois em dois.

Professora: certo, entdo vamos fazer o seguinte. Observe as figuras e tente perceber alguma outra
relacdo da figura, no numero da figura, além de contar de dois em dois. Perceber alguma relacédo entre
elas.

Luiza: assim, eu sei que a cada figura vai adicionar mais dois circulos, certo?

Professora: certo

Luiza: mas em toda figura vai crescendo o nimero sem adicionar essas coisas.

Professora: como assim?

Luiza: por exemplo, na figura 1 (a aluna aponta para a figura 1) tem cinco circulos, certo?
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Professora: certo

Luiza: sendo que na figura 2 deveria ter seis, na figura 3 sete, e ir aumentando, certo?

Professora: mas vocé ja percebeu que é de dois em dois!

Luiza: sim

Professora: ai na figura dois € mais dois. Mas vocé me falou que se levar esse raciocinio para uma figura
muito grande vai ficar muito distante.

Luiza: é, é isso.

Professora: entdo, vocé consegue perceber alguma outra relagdo além de aumentar de dois em dois?
Porque isso sabemos que acontece, mas sera que vVocé consegue encontrar algo além disso? Que possa
funcionar para todas?

Luiza: todas s&o nimeros impares?!

Professora: certo, mas isso vai te levar a encontrar o nimero da figura 100, por exemplo? Sem muita
dificuldade?

Luiza: ndo.

Professora: serd que tem algo a mais? VVocé ja percebeu que aumenta de dois em dois e é impar, sera
gue olhando para figura vocé consegue observar alguma outra relacdo que sempre funcione?

Luiza: o nimero da figura...

A aluna olha para as figuras ja desenhadas.
Luiza: nessa figura aqui (aponta para a figura 1), nessa figura de nimero 1... eu ndo sei o que fazer.
Professora: vamos pensar, pensa mais um pouquinho.

A aluna pergunta desenha algo ao lado da figura 3.

Luiza: aqui (aponta para a figura 1)... ndo, ndo tem o menor sentido.
Professora: pode falar.

Luiza: pensei isso daqui (e desenha um circulo a mais na figura 1).
Professora: mas por que vocé desenharia um circulo a mais?

A aluna ndo responde, fica em siléncio.

Professora: vocé desenhou a figura 4?

Luiza: sim

Professora: com base nessas outras figuras (aponta para a figura 1, 2 e 3) essa figura 4 esta desenhada
corretamente?

Luiza: ndo.

Professora: por qué?

Luiza: porque eu sé cologuei aqui uma figura e depois cologuei em cima. Eu coloquei aleatoriamente.
Professora: certo, mas vamos nessa estrutura que temos, sem o circulo que vocé desenhou, sera que ndo
ha nenhuma relagdo entro o nimero de circulos e o nimero da figura? Ou alguma outra relacdo que vocé
veja e que diga “com ela eu posso responder os problemas das figuras maiores”?

A estudante passa uns dois minutos pensando.

Luiza: eu ndo sei.

Professora: vamos l&. A figura 1 por exemplo, tem quantos circulos?
Luiza: cinco circulos.

Professora: e como eles estdo dispostos?

Luiza: estd em uma ordem.

Professora: qual é a ordem?

Luiza: do maior para o menor.

Professora: e quanto é o menor?

Luiza: o menor é dois.

Professora: dois. E 0 maior?

Luiza: trés.

Professora: ent&o na figura 1 vocé esta dizendo que o menor €é dois e 0 maior € trés. E isso? Na figura
2, quem € o menor?
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Luiza: o trés.

Professora: e 0 maior?

Luiza: quatro.

Professora: entdo na figura 2 vocé esta me dizendo que o menor é 3 e 0 maior é 4.
Luiza: sim

Professora: na figura 3, quem é o menor?

Luiza: é 0 4.

Professora: e 0 maior?

Luiza: o cinco.

Professora: entdo vamos supor (ja que nao esta desenhada), na figura 4, quem é o menor?
Luiza: é o cinco.

Professora: e 0 maior?

Luiza: é o seis.

Professora: cinco mais seis?

Luiza: onze, que € o resultado.

Professora: na figura 10, quem vai ser 0 menor?

Luiza: vai ser 0 11

Professora: e 0 maior?

Luiza: 0 12.

Professora: qual € o total de circulos?

Luiza: vai ser 23.

Professora: por qué?

Luiza: porgue vai somar 0s niUmeros.

Professora: pronto, agora vocé justifica (se referindo a escrever a resposta do problema ¢) como vocé
encontrou esse resultado.

A aluna inicia a escrita da resposta do problema c.

Professora: conseguiu fazer o problema d?

Luiza: consegui.

Professora: como vocé fez?

Luiza: eu fiz usando a mesma Idgica dos desenhos e como o nimero que esta pedindo é o 100 entdo eu
somei mais 1 (a aluna aponta com o lapis para cima), que ficaria 101, e eu peguei, como se fosse
[inaudivel] em baixo coloquei 102, e dai deu 203.

Professora: vocé pode falar um pouco mais alto, porque eu quase ndo ouvi o que voceé falou.

Luiza: como na questdo tem pedindo o nimero 100, eu usei a mesma légica dos desenhos, peguei 0
namero 100 e somei mais 1, e depois, separadamente, somei mais dois. E depois eu somei esses nimeros
que deu, e deu 203.

Professora: certo.

A aluna inicia a resposta do problema e.

Luiza: pronto

Professora: vocé respondeu a e?

Luiza: sim.

Professora: o que vocé escreveu?

Luiza: ele tem pedindo para vocé responder, mandar uma mensagem para quem quiser descobrir o
namero 200. Ai eu falei assim: que se vocé quiser encontrar o nimero 200, vocé tem que pensar nele
como duas fileiras e uma terd um ndmero menor de circulos, que serd o nimero 201, e 0 maior, que sera
202. Entdo voceé s6 devera soma-los para obter o resultado.

Professora: certo, que vai da quanto?

Luiza: 203.

Professora: 201 mais 202 é 203? Quanto é 201 mais 202?

Luiza: 203

Professora: certeza?

Luiza: 201 mais 202 é 203.



142

Professora: faca a conta.

Nesse momento a aluna realiza a adicdo no papel.

Luiza: ai meu Deus! (expressdo de surpresa pois encontrou o resultado correto que é 403).
A aluna escreve a resposta correta no problema e.

Comeca a resolucédo do problema f.

Luiza: eu vou fazer a letra g agora.

Professora: ok, mas como vocé fez a f?

Luiza: a letra f esta pedindo para escrever uma mensagem para outro estudante indicando como descobrir
0 namero de circulos de qualquer figura. Entdo eu pedi para botarem o dobro, tipo, o dobro da figura
100 deu 200 e somar mais trés. Entdo o resultado de qualquer nimero vai ser o dobro mais trés.
Professora: o dobro mais trés? Certo. VVocé percebeu isso como?

Luiza: quando vocé pediu para eu ver as relacBes dos nimeros e depois que eu percebi, eu entendi que
ela ndo esta pedindo para vocé ver o numero de fileiras, ou qualquer coisa assim, ela esta pedindo para
vocé multiplicar por dois ou somar 0 mesmo numero e depois adicionar mais trés.

Professora: muito bem, vamos fazer o problema g agora.

Em poucos segundos

Luiza: na letra g esta pedindo para vocé escrever uma férmula de como resolver do nimero n, entéo eu
usei 0 n como qualquer outro nimero, e como eu tinha explicado em cima (referéncia a resposta escrita
do problema f) eu botei para multiplicar e depois somar.

Professora: muito bem. E essa férmula funciona para todas as figuras?

Luiza: sim, ela funciona para qualquer nimero.

Transcrigdo Aluno Pedro

Leitura dos problemas — o aluno vai respondendo a partir da leitura dos problemas.

Professora: observe a sequéncia a seguir e responda os seguintes problemas (nesse momento o aluno
olha fixamente para as figuras desenhadas). Entdo vocé vai observar a sequéncia e responder. Quantos
circulos teré a figura 4? Justifique sua resposta.

Pedro: a figura 4 ela tera 11 circulos.

Professora: por que?

Pedro: porque a cada figura (aponta para a figura 1, 2 e 3) aumenta dois circulos.

Professora: certo, vamos para as proximas. Quantos circulos tera a figura 5? Pede para justificar
também.

Pedro: a figura ela tera 13.

Professora: o problema ¢ pergunta: quantos circulos tera a figura 10? Como vocé fez para encontrar
esta quantidade?

Pedro: deixa so eu fazer os célculos...

Professora: como vocé fez?

Pedro: eu contei como se tivesse sd trés (nesse momento ele faz gestos sobre a figura 1) e tivesse mais
dois, ai eu contei como se cada um aumentasse dois. Aif eu fiz 10 vezes dois que da 20 mais os trés da
figura 1, 23.

Professora: como é, me explica novamente por favor.

Pedro: aqui na figura 1, eu vi que cada figura aumenta 2, entdo eu contei como se tivesse uma figura 0
(gesto sobre a parte em branco no papel) fosse trés, trés bolinhas (indicando as trés bolinhas na figura
1), ai na figura aumenta dois (gestos indicando o local que esta posicionado essas duas bolinhas na figura
1), ou seja, um vezes dois, aqui (aponta para a figura 2) fosse as trés mais quatro, dois vezes dois quatro,
e aqui fosse aquelas trés mais seis, trés (aponta para o nimero da figura 3) vezes dois da seis. Ai eu
contei dois vezes 10 d& 20, mais trés (aponta para a figura imaginaria 0).

Professora: certo, vamos continuar. Quantos circulos tera a figura 100? Explique o que vocé fez para
chegar neste valor.

Pedro: 203.

Professora: como vocé fez?
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Pedro: foi 0 mesmo raciocinio, eu fiz assim: eu multipliquei o nimero da figura por dois e adicionei
trés, porque tem trés bolinhas e sempre aumenta dois.

Professora: vamos continuar. Escreva uma mensagem para um outro estudante indiciando como
descobrir o nimero de circulos da figura 200.

Pedro: uma mensagem?

Professora: isso. Como se fosse um amigo seu da escola, 0 que vocé escreveria para ele?

O aluno escreve: 200 x 2 + 3 =403

Professora: vocé sé escreveria isso para ele?

Pedro: sim, sim.

Professora: certo. O problema f diz assim: escreva uma mensagem para um outro estudante indicando
como descobrir o nimero de circulos em qualquer figura.

Pedro: posso escrever?

Professora: pode sim.

Nesse momento o desenho realiza desenhos na folha da tarefa

Pedro: pronto, isso aqui € um exemplo.

Professora: certo, me explique o que vocé fez. Lembrando que o problema f pede uma mensagem
indicando como descobrir o nimero de circulos em qualquer figura.

Pedro: aqui eu coloquei um exemplo, ai aqui tem tipo figura 7, vocé pega o nimero da figura e multiplica
por dois mais trés, esses trés sdo as trés primeiras e esse dois, sete vezes dois daria o resto das bolinhas,
que sdo 14. Entdo 14 mais 3 aqui da 17 bolas.

Professora: certo, ai vocé colocou um exemplo. Mas quando eu te pergunto ‘qualquer figura’, sem um
numero especifico, vocé responderia como?

Pedro: vocé pega o nimero da figura e multiplica por dois mais trés?

Professora: vocé pode escrever isso, por favor?

Pedro: claro.

O aluno escreve a resposta do problema f.

Professora: escreva uma férmula para o nimero de circulos da figura n.

Pedro: como assim?

Professora: n € um nimero qualquer, ele pode ser 1, pode ser 2, pode 1000, n pode ser qualquer nimero
da figura.

Pedro: ah, entendi, para a figura n.

O aluno escreve a formula: n -2 + 3
Professora: vocé concorda comigo que isso é igual a 2n + 3?
Pedro: sim.

Ao finalizar as questdes, 0 aluno olha para o desenho da figura f e afirma:

Pedro: eita, aqui ndo tem 14 bolinhas, tem alguma coisa errada. Eita, acho que eu coloquei o0 nimero de
bolinhas errado, mas o0 meu raciocinio foi correto, mas o nimero de bolinhas eu botei errado.
Professora: uma pergunta, por que vocé mudou a estratégia do problema b para o problema c?

Pedro: porque nesse aqui (problema b) o nimero era muito pequeno, ai quando o nimero é muito
pequeno ai... eu ndo fui logo pro raciocinio porque era a maneira mais rapida, eu ndo precisaria pensar
0 raciocinio. Mas ai como o 10 era muito grande ai seria mais rapido eu fazer o raciocinio, usar o
raciocinio e descobrir todas, bem facilmente, s6 multiplicar por dois mais trés.

Transcrigdo Aluno Danilo

Leitura dos problemas da tarefa.

Professora: qual a ideia que vocé esta usando?

Danilo: eu td usando... a figura que eu estou agora (nesse momento o aluno aponta para a figura 2), no
caso seria a quantidade que eu tenho agora vou representar por x mais 2 vezes 0 nimero da imagem.
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Professora: x? Esse X seria o que?

Danilo: ai seria, 1, 2, 3, 4...

Professora: no caso seria 1 mais dois vezes um?

Danilo: ndo, seria cinco (aponta para os circulos da figura 1) mais dois... cinco mais dois vezes um.

Danilo responde todos os problemas e avisa que terminou.

Danilo: terminei.

Professora: vocé pode me explicar como vocé fez os problemas, por favor.

Danilo: é porque em cada figura aumentam duas bolinhas, entdo para descobrir a figura 4 basta colocar
a figura 3 mais dois que da a figura 4, ai quatro mais dois que daria a cinco. S6 que ai a figura 10, ao
invés de ficar somando eu tentei criar uma formula, que seria 3, que seria a quantidade de bolinhas
iniciais da figura 0.

Professora: como assim?

Danilo: trés seria meio que a figura inicial, se eu comecasse com cinco iria dar o dobro, entdo eu escolhi
3, como se a figura (aponta para a figura 1) fosse a segunda e a 0 fosse a primeira realmente.
Professora: entendi.

Danilo: ai ficaria 3 mais dois vezes o numero de ordem da figura.

Professora: primeiro vocé fez a formula para depois responder os outros problemas?

Danilo: eu fiz a formula e depois eu corrigi 0 que estava errado.

Professora: certo, pode continuar.

Danilo: é duas vezes o nUmero de ordem, porque assim no primeiro aumentariam dois, trés mais dois
da cinco. No segundo (a segunda figura) trés mais, que seria o primeiro, como sdo duas figuras
aumentaria dois duas vezes, entdo seria duas vezes dois, depois aumentaria trés vezes.

Professora: vocé esta fazendo como se a figura 0 tivesse trés circulos?

Danilo: é, como se a figura fosse trés. Ai o numero da figura iria aumentando de dois em dois, ai figura
1 aumenta dois; figura dois aumenta quatro. Entdo o jeito que eu dei foi: duas vezes o nimero da figura.
Professora: o que vocé escreveu no problema f?

Danilo: que para resolver basta usar a formula abaixo, ndo é necessaria nenhuma outra explicagdo muito
complexa porque basta usar a formula que ja resolve. E a formula é 3 mais 2 vezes o nimero da figura.

Transcrigdo Aluna Juliana

Leitura dos problemas por parte da professora.

Juliana conta a quantidade de circulos com a ajuda do lapis.

Professora: como vocé fez o problema c?

Juliana: eu fui somando de dois em dois até a 10 (nesse momento a Juliana aponta com o lapis para a
sequéncia que ela criou, simbolizando o “de dois em dois”).

Professora: deu quanto ao todo?

Juliana: vinte e trés.

Juliana passa um tempo resolvendo o problema d.

Professora: como vocé esté resolvendo o problema d?

Juliana: eu ja fiz uma parecida, mas faz muito tempo, ent&o fica dificil de me lembrar.

Professora: mas como vocé esta fazendo para chegar a quantidade de circulos da figura 100?

Juliana: eu estou... assim... é... de 1 para 10 eu fiz a soma de quantos dois somariam, ai € 18. Ai eu ia
fazer 18 vezes 9 para 100, é... e depois ia... somar mais 18 antes.

Professora: pensa se essa ideia funciona também para as figuras que vocé ja conhece.

A Juliana faz alguns rabiscos na folha de respostas.

Juliana: eu ndo estou conseguindo.

Professora: vamos fazer o seguinte, vamos voltar para essas figuras que vocé ja tem (referéncia as
figuras 1, 2 e 3) e perceber se tem alguma outra relacdo além dessa que vocé percebeu. Observa as
figuras, a quantidade de circulos em relagdo ao nimero da figura. Sera que tem alguma relagao?
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A Juliana comeca a responder o problema e.

Professora: conseguiu pensar em alguma coisa?

Juliana: sim.

Professora: me fala como vocé fez entéo.

Juliana: 203??

Professora: como vocé chegou nesse resultado?

Juliana: aqui (aponta para a quantidade de circulos da figura 1), subtraindo (aponta para o nimero da
figura) da 4; aqui (aponta para a quantidade de circulos da figura 2) subtraindo da 5; aqui (aponta para
a quantidade de circulos da figura 3) subtraindo (aponta para a quantidade de circulos da figura 3) da 6.
Professora: ndo entendi, vocé pode repetir? Subtraindo o que? E do que?

Juliana: os circulos, aqui tem cinco circulos (aponta para os circulos da figura 1), ai cinco menos a
figura (aponta para o nimero da figura 1) daria 4; ai aqui teria (aponta para os circulos da figura 2) 4, 5,
6, 7 (conta 0 nimero de circulos da figura 2)... ai 7 subtraindo 2 (aponta para o nimero da figura 2) aqui
da 5. Ai aqui 0 9 (aponta para os circulos da figura 3) subtraindo 3 (aponta para o numero da figura 3)
aqui da 6.

Professora: e 0 que isso te ajuda a encontrar o nimero de circulos da figura 100?

Juliana: a subtracgdo fica em sequéncia (nesse momento ela aponta para a figura 1, figura 2 e figura 3 ja
desenhadas), ai fica uma diferenca de... que esse daqui (aponta para quantidade de circulos da figura 3)
subtraindo (aponta para o nimero da figura 3) fica aumentando... ai aqui (apontando para o nimero da
figura 3) d& uma diferenga de 3. Cada um tem uma diferenca de trés. Ai eu coloquei 103, que seria a
figura 100... subtraindo a quantidade de circulos com a figura 100 daria 103. Ai eu fazendo assim a
guantidade de circulos daria 203.

Professora: certo. Justifiqgue como vocé encontrou esse valor (sinalizando que era para escrever sua
resposta).

Juliana: terminei, é para fazer essa agora (apontando para o problema e).

Professora: isso.

Quando finaliza a resposta do e Juliana sinaliza que finalizou.

Professora: certo, como vocé respondeu?

Juliana: eu pus que para descobrir quanto é o nimero de circulos da figura precisaria somar 0 nimero
da figura mais trés... com o nimero da figura mais trés.

Professora: como é? Repete, o nimero da figura...

Juliana: com o ntmero da figura mais trés.

Professora: daria quanto?

Juliana: 403.

Professora: certo, como vocé chegou nessa ideia?

Juliana: é... eu fui vendo que o nimero daqui (aponta para a figura 1)... Que o nimero de circulos menos
0 numero da figura dava trés a mais que a figura.

Professora: trés a mais que a figura. O numero de circulos, por exemplo, aqui tem cinco (fazendo
referéncia a figura 1), menos um, daria trés a mais que o nimero da figura. E isso?

Juliana: sim, é isso.

Professora: certo.

Juliana: é para fazer esse outro?

Professora: isso. E para vocé escrever uma mensagem para outro estudante indicando como descobrir
0 nimero de circulos de qualquer figura. Nesse ja ndo estamos trabalhando com um nimero, é com uma
figura qualquer.

Juliana fica sem ver muito sentindo nessa pergunta.

Professora: como vocé respondeu?

Juliana: contando o padréo entre as figuras.

Professora: contando o padrdo? Mas vocé ndo tinha respondido de outra forma o problema e?

Juliana: aqui (aponta para a resposta do problema e). Que a quantidade de circulos menos a figura tinha
trés de diferenca da figura.

Professora: isso. E como vocé respondeu o problema e?
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Juliana: que somar o nimero da figura com o nimero da figura mais trés.
Professora: essa resposta ndo pode ser a do problema f? Néo é equivalente
Juliana: aaa, sim, sim.

Professora: e o problema g, como fariamos?

Juliana retoma a leitura dos problemas e e f e em 20 segundos responde o problema g.
Juliana: eu pus isso aqui, n + (n + 3)

Professora: isso é igual a alguma coisa, vocé pode simplificar mais ainda essa férmula?
Juliana: sim.

Professora: n ao quadrado?

Juliana: aaa ndo, desculpa. Estou doida. E, 2n?

Professora: 2n + 3n? (essa férmula é a que estava escrita na folha do estudante).
Juliana: 2n + 3.

Juliana: eu arrumo esse daqui (referindo-se ao problema f).

Professora: sim, se vocé quiser.

Juliana: eu entendi que estd perguntando sobre qualquer tipo de figura, ndo sobre esses exemplos
(referindo-se as figuras 1, 2 e 3).

Professora: isso, pode ser a figura 1 ou 10000000, qualquer uma.

Juliana: pronto.

Professora: o que vocé escreveu?

Juliana: somando o nimero da figura mais o nimero da figura mais trés.

Professora: vocé pode me explicar mais uma vez como vocé chegou nesse resultado?

Juliana: sim, primeiro eu percebi que tinha dois de diferenca entre cada um (nesse momento ela aponta
para as figuras ja desenhadas). Ai depois eu fui... eu subtrai esses daqui.

Professora: esse daqui o que que vocé subtraiu?

Juliana: a quantidade de circulos com a figura.

Professora: certo.

Juliana: ai eu subtrai em todos, ai eu vi que ficava na sequéncia, ou seja, todos ficavam mais trés.
Professora: o que mais trés?

Juliana: a figura mais o nimero da figura mais trés. A quantidade de circulos menos o nimero da figura
era 0 nimero da figura mais trés.

Professora: certo. E por que vocé ndo usou aquela estratégia de somar de dois em dois?

Juliana: aaa, porque ia ficar muito grande.



