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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos as equagdes g-Navier-Stokes, equacdes essas que podem
ser vistas como uma pequena perturbacdo das equaces de Navier-Stokes que ja conhecemos.
Acrescentando uma funcdo g a segunda equacao, onde essa g € uma funcéo real suave. Mesmo néo
podendo afirmar que as equagBes g-Navier-Stokes modelam algum fluxo de fluido, €
interessante estudar o caso em que essa funcdo g € particularmente pequena e, dessa forma,
perturba as equages de Navier-Stokes tradicionais. Exploraremos o caso bidimensional das
equacdes g-Navier-Stokes, visto que o surgimento desse problema bidimensional que envolve
essas equacdes acontece de maneira natural quando estudamos o problema tridimensional
padrdo. Estudaremos a existéncia e unicidade de soluges em Rn (n = 2 ou 3) para
essas equacgOes, fazendo uso de métodos semelhantes aos utilizados para estudar o problema
tradicional e levando em consideragao algumas condic¢des impostas sobre a funcéo g. Analisaremos

0 caso linear e o caso nao linear (formulacéo variacional do problema).

Palavras-chave: Equacdes de Navier-Stokes. Perturbagdo. Dominio Ilimitado.



ABSTRACT

In this work, we will present the g-Navier-Stokes equations, which can be seen as a small
perturbation of the Navier-Stokes equations we already know. Adding a g function to the
second equation, where that g is a real smooth function. Even though the g-Navier-Stokes
equations cannot be said to model some fluid flow, it is interesting to study the case where
this g function is particularly small and thus disrupts traditional Navier-Stokes equations. We
will explore the two-dimensional case of the g-Navier-Stokes equations, since the appearance
of this two-dimensional problem that involves these equations happens naturally when we
study the standard three-dimensional problem. We will study the existence and uniqueness
of solutions in Ra (n = 2 or 3) for these equations, using methods similar to those used to
study the traditional problem and taking into account some conditions imposed on the g
function. We will analyze the linear case and the non-linear case (variational formulation of
the problem)

Keywords: Navier-Stokes Equations. Perturbation. Unlimited Domain.
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1 Introducao

Na mecénica dos fluidos estuda-se o comportamento dos fluidos e suas propriedades.
Fazendo uso de algumas equagoes podemos descrever esse comportamento como, por exemplo,
as equagoes de Navier-Stokes que descrevem o movimento de um fluido em uma regiao 2 C
R™.  As incdgnitas nessas equagdes sao a velocidade u(z,t) € R"™ e a pressao p(x,t) € R
definidas em cada par (x,t) pela posicdo x € 2 e o tempo t > 0. Se restringirmos esse
estudo a fluidos incompressiveis, fluidos cuja pressao nao exerce influéncia no volume por

eles ocupado, as equacoes de Navier-Stokes sao dadas por

g—ltl—yAu—l—(u~V)u+Vp:f, (1.1)

(V-u) =0, (1.2)

onde f(z,t) = (fi(z,t))1<i<n é uma forca aplicada externamente e v é um coeficiente positivo
(a viscosidade). Deduzimos a equagao (1.1) por meio da segunda Lei de Newton para um
elemento fluido sujeito a forga externa f.

Considere as equagoes de Navier-Stokes (1.1) e (1.2) em um dominio €2, := s x [0, g/,
onde {2y é uma regiao limitada no plano e g = g(x1,x2) é uma fungao suave definida em 2y
com 0 <m < g(z1,29) < M, para (x1,z3) € Q.

As equagoes g-Navier-Stokes bidimensionais sao

ou

5 —vAu+ (u-Viju+Vp=f{ (1.3)
1
E(V-(gu)):%-u—l—v-uzo (1.4)

em {25. Definimos o g-Laplaciano A, por

1
—Aju:=——(V-¢gVu) = -Au— E(Vg -V)u

1
9
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que é uma perturbagdo de —Au. Assim, a equacao (1.3) pode ser reescrita como
Vg
(V-gVu)+v(—  -V)u+ (u-V)u+ Vp=f
g

ou

3}
a—ltl—I/Agu%—y(%-V)u—l—(u-V)u+Vp:f.

E de interesse particular no estudo das equacoes g-Navier-Stokes o problema onde Vg é

¢

pequeno e g é ¢ proximo 7 a 1. Nesse caso, podemos ver as equacoes g-Navier-Stokes
(1.3)-(1.4) como uma pequena perturbagao das equagoes de Navier-Stokes (1.1)-(1.2) e comparar
a dinamica das solugoes desses dois sistemas, isso pode ser visto em [8], trabalho voltado a esse
estudo. Enquanto as equagoes (1.3) e (1.4) formam um problema tridimensional significativo,
estamos especialmente interessados aqui em um problema bidimensional. A razao para isso
é que as equacoes g- Navier-Stokes bidimensionais surgem de maneira natural no estudo de
um problema tridimensional padrao, como mostraremos a seguir na Secao 2. Entretanto, nao
podemos afirmar que as equagoes g-Navier-Stokes formam um modelo para algum fluxo de
fluido. Elas podem ou nao, porém, enquanto uma motivacao fisica concreta nao é confirmada,
o fato de que essas equacoes derivam-se de um problema tridimensional padrao é a base do
nosso estudo.

Provaremos a existéncia e a unicidade de solugoes para as equagoes g-Navier-Stokes
(1.3)-(1.4) em todo o espagco R",n = 2 ou 3. Primeiramente, apresentaremos uma breve
introducao as equacoes g-Navier-Stokes. Em seguida, definimos alguns espacos que utilizaremos,
dentre eles o espaco solucao para as equagoes. Além disso, relembraremos resultados de
compacidade e finalmente provaremos nosso principal resultado de existéncia, bem como a

unicidade.



11

2 Conceitos e Resultados Preliminares

Relembraremos aqui alguns conceitos que eventualmente serao mencionados durante esta

dissertacao.

2.1 Alguns resultados e defini¢oes de Anélise Funcional

Veremos algumas nogoes cléssicas na teoria de Analise Funcional que podem ser vistas de

maneira mais aprofundada em [4].

Definicao 1. Seja X um espago vetorial munido de uma norma ||.||x. Dizemos que (X, ||.||x)

¢ um espago de Banach se é um espag¢o completo com respeito a métrica gerada por ||.||x .

Definigao 2. Seja H um espago vetorial com produto interno (.,.)y. Dizemos que (H, (.,.)n)

¢ um espaco de Hilbert se € um espago completo com respeito a métrica gerada por (.,.).

Definigao 3. Seja X um espaco normado. Denotamos por X' o espaco dual de X, que
consiste de todos os funcionais lineares limitados de X. Mais ainda, X' € um espaco vetorial

normado munido da norma

(f, )]
|| flx+ = sup = sup |(f,z)|.
rzeX ||x||X ||zﬁ)—(1

Teorema 1 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja H um espaco de Hilbert com produto

interno (.,.)g. Para cada f € H', existe um inico elemento ¢ € H tal que
(f,v) = (p,v), Yv € H.

Além disso,

1z = el

Também precisaremos de alguns conceitos de convergéncia fraca.
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Defini¢ao 4. Seja X um espa¢o de Banach. Dizemos que um sequéncia (ug)reny C X
converge fraco para u € X, e denotamos por u, — u, se (f,uy) — (f,u), para cada f € X’

quando k — oo.
A préxima proposicao enuncia algumas propriedades de convergéncia fraca.
Proposicao 1. Sejam X espaco de Banach e (uy)ren C X. Valem os sequintes resultados:
i) Se up — u, entao u € unico;
i) (ug)ken, entdo toda subsequéncia (ug;)jen C (ug)ken converge fraco para u;
iii) Se up — u, entdo (||ug||)ken € limitada. Além disso,
] < tm inf [
iv) Se up — u, entdo up — u;
v) Seup = u e fr,— fem X', entdo (ug, fr);

vi) Se X € um espago de Hilbert, u, — u se, e somente se valer que (uy,v) — (u,v), para

cada v € X.

Proposigao 2 (Compacidade fraca). Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se a sequéncia
(ur)ren € X € limitada, entao existe uma subsequéncia (ugj)jen < (ug)ken € um elemento
u € X tais que

Uk — U.

Definigao 5. Seja X um espaco de Banach e (fi)ren C X'. Dizemos que (fi)ren converge

fraco-estrela para f € X' se (fi,x) — (f,z), para cada v € X quando k — co. Escrevemos

Je =" f.

2.2 Espacos LP

Definicao 6. Sejap € R com 1 < p < 0o; denotamos
LP(Q) = {f :Q = R; |f|P € integrdvel em 2}

com a norma

\fler) = [/Qlf(x)|pdx};.
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Observagao 1. Se p =2, L?(Q) ¢ um espaco de Hilbert e podemos definir o produto escalar
em L*(Q) dado por

(u,v) 1200 :/uvdx.
0

Definicao 7. Denotamos
L>*(Q) = {f : Q= R; f € integravel e existe uma constante C tal que |f(z)| < C ¢.s. em Q}

com a norma

[floee = | flloe = inf{C; [f(2)| < C gs. em Q}.

Definigao 8. Denotamos por LY (Q) o conjunto das fungoes que sao localmente p-integrdveis,
ou seja,

ue Ll (Q) seue LP(K) para todo compacto K C €.

loc

Notagao. Seja 1 < p < oo; denotamos por g o expoente conjugado,

11
S+ =1
P q

2.3 Desigualdades basicas no estudo dos espacos L

Todos esses resultados podem ser vistos detalhadamente em [4, cap. 4]

1 1
1. Desigualdade de Young. Sejam 1 < p, ¢ < oo tais que — + — = 1. Dados a,b > 0,
P 4q
temos
aP bq
ab < — 4 —.
p q

1 1
2. Desigualdade de Young com ¢. Sejam 1 < p, ¢ < oo tais que — + — = 1. Dados
p 4q
a,b>0ec >0, temos

ab < ea? + C.bY,

=1
onde C, = g1,

1 1
3. Desigualdade de Hélder. Sejam 1 < p, ¢ < oo tais que —+ — =1. Se u € LP(Q2) e
p 4q

v e L), temos

/ [uv| dz < fulLrio)|vlLao)-
Q
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4. Desigualdade de Holder Generalizada. Sejam 1 < pq, ..., p,, < 00, com

1 1
— + — 4+ ...+ — =1 e suponha que u, € LP+(Q2) para k = 1,...,m. Entao,

b1 P2 DPm
/ |U1Um| dx S H |Uk|LPk(Q).
@ k=1

2.4 Espacos de Sobolev

Definicao 9. Seja ¢ : 2 C R"™ — R continua com 2 C R"™ aberto. O suporte de ¢ € definido

como o fecho em R™ do conjunto no qual ¢ nao se anula, ou seja,

supp ¢ = {z € Q; ¢(x) # 0}

Definicao 10. Representa-se por C°(R™) o espaco das funcgoes definidas em R™ com suporte
compacto, possuindo em R™ derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos
de C§°(R™) sao denominados funcgoes teste em R™. Diz-se que uma sucessao (p,) de fungoes

de C§°(R™) € convergente para zero, quando as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

i) Os suportes de todas as fungées p,, da sucessio dada, estdo contidos num compacto

fixo K;

i1) Para cada o € N", a sucessio (D%p,) converge uniformemente para zero em K.

O espago C§°(R™) com essa nogdo de convergéncia é denotado por D(R™) e denominado

espaco das funcoes teste em R".
Definigao 11. i) Definimos p € C>(R™) por

C exp (W;—J’ se |z| < 1,
p(x) ==
0, selz|>1,
onde a constante C' > 0 € escolhida de modo que se tenha / pdxr = 1.
R”

it) Para cada € > 0, tomamos

pe(x) = Elnp<$>-

€

A sucessao (pe) € C°(R™) é chamada sucessdo regularizante e satisfaz

/ pedr =1, supp p C B(0,€).
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Defini¢ao 12. Um funcional linear T' sobre D(Q)) € uma distribuicdo sobre Q) se para toda
Om —> 0 em D(Q), tivermos T(¢p,,) — 0 quando m — oo. Definimos o espago das

distribui¢oes em € como D'(Q) (dual de D(£2)) e esse espago tem as sequintes propriedades
i) (S+T,¢) =(5,¢) + (T, 9), V¢ € D(Q);
it) (T, ¢) = (T, ¢), Vo € D(Q);

iii) Dizemos que T,, — T em D'(Q) se (T,,, ) — (T, ¢) em R quando n — oo, para
cada ¢ € D(Q).
Defini¢ao 13. Seja T' € D'(Q). Definimos a a-ésima derivada no sentido das distribuicoes
de T por
(DT, ¢) = (—1)*U(T, DI*l), V¢ € D(Q),

. . olel
onde o = (o, ..., ) € um multi-indice com o] =y + ... + @, € D = ————.
8"‘1x1...8%x
n

Lema 1 (De Rham). Seja Q2 aberto de R™ e f = {fi,....fn}, i €D'(Q),i=1,...,n. Una

condi¢cao necessdaria e suficiente para que

f=Vp
para algum p € D'(QY), é que
(f,v) =0, Yo eV.
(V serd definido mais adiante no capitulo 2).

Definicao 14. Sejam m inteiro nao negativo e 1 < p < 0o. Definimos o espaco de Sobolev
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q) para cada o] < m}

com a norma
1

<Z|a\§m fQ | D>u P da:)g, (1<p< )
|[ullwmr() =
> jal<m €88 SUPq [DYul (p = o0).
Quando p = 2, denotamos W™2(Q) por H™(Y). Além disso, H™(2) é um espaco de Hilbert
com produto escalar

(0,0 = 3 (D, D0) oy = ) /Q (Du)(Dv) da.

laj<m laj<m

Denotamos por WP (Q) (H*(Q2)) o fecho de D(Q) em W™P(Q2) (H™(Q)).
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Observacao 2. Doravante denotaremos também por LP(Q) := (LP(Q))n 0 espaco das fungoes

vetoriais u = (uq, ..., u,) : & — R"™ tais que u; € LP(QY), para cada i =1,...,n, com a norma

1
(Z?:l |u’L|ZI)/p(Q)> p, sel < p < 00,
[ul|rr) =
Z?:l ||| |0, sE D= 00.

De forma andloga, denotaremos
D) = (D(Q))", H™(Q) = (H™ ()" ¢ H(Q) = (H ()"

Nesse caso, o produto escalar e a norma em H™(Q) sdo dados por

n

(uaV>HW(Q) = Z(Uzwz H™(Q Z Z “ui, D%v;) L2(Q),

i=1 i=1 |a|<m

n 1 n 1

2 o 2

Il @) = (D Ml ey )" = (D2 D2 10" wifegey)
=1

i=1 |a|<m

Além disso, o espago L*(Q) € um espago de Hilbert com o produto escalar

(0, V)2 = Z U, Vi) L2(0) Z/ u;v; dx.
i=1

Teorema 2 (Rellich-Kondrachov). Seja Q@ C R™ aberto limitado de classe C'.  Supondo
I <p<n,
W (@) < L), 1< g < p’

Demonstra¢ao. Encontra-se em [5][p. 272-274]. O

Uma definigao adicional 1til para o nosso estudo é dada a seguir.

Definicao 15. Sejam X um espaco de Banach, T > 0 e 1 < p < oo. Denotamos por
LP(0,T;X) o espago de todas as fungoes vetoriaisu : [0, T] — X tais que ||u(t)||x € LP(0,T)

com a norma dada por

1

( T
([ ol d)" 1<p <.
0

|u’LP(0,T;X) =

sup ess ||[u(t)||x, p = 0.
\ [OvT]

Definimos também o espago C(0,T; X), espaco das funcoes vetoriais continuas u : [0,T] —
X, com a norma

[lulleq.rx) = sup [[u(®)]x-
(0,71
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3 Introducao as Equacoes

g-Navier-Stokes

Nesta se¢ao, apresentaremos as equagoes g-Navier-Stokes bidimensionais, deduzidas a
partir das equacoes Navier-Stokes tridimensionais, em dominios especificos. Mostraremos
também um importante resultado que apresenta uma certa equivaléncia entre as equacoes de
continuidade dos dois sistemas. Também serao definidos os espacos de fungoes utilizados ao
longo deste trabalho e a estrutura desses espagos. Por fim, elencaremos algumas observagoes

essenciais para a compreensao do que sera feito.

3.1 Deducao das equacoes g-Navier-Stokes

Sejam €3 = Qs x [0, 1], onde €2y é uma regiao limitada no plano, e Q, = Qs x [0, g/,
onde g = g(x1,22) é uma fungao suave definida em Q5 com 0 < m < g(xy,29) < M
para (z1,z2) € €. Considere a funcao U de y = (y1,y2,y3) € €y, onde (y1,42) € Qs €

0 <wys < g(y1,y2). A mudanga de varidveis

Y1 = 21,Y2 = T2,Y3 = $39($1a x2) (3‘1>

mapeia {23 em €2,. As equagoes de Navier-Stokes tridimensionais sao
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%—f—VAU+(U-v>U+vq>:F,

(V-U)=0
em €),, onde U e ® sao incognitas e F ¢ dada. Considere U uma solucao do sistema acima

satisfazendo

U-n=0 em @gopQg U abottong, (32)

onde

Droply = {(y1, 42, y3) € Qg 1 y3 = g(y1,42)},
abottang = {(ylu y2,y3) S Qg ‘Y3 = 0}‘

Considere também u(zy, z9, v3) = U(y1,Y2,y3) com x = (z1,72,73) € Q3 e y = (Y1,Y2,Y3) €
Q, de forma que (z1,22,23) e (y1,¥2,y3) satisfacam a mudanga de variaveis (3.1). Defina

v = (v1, V) como

1

9(y1,y2) _
—)/ Ui(y17y27y3) dy37 t= 172
0

1
Vi = Vi(T1, T2 :/ u, (21, 2, v3) dvg =
( ) 0 ( ) g(yb?ﬁ

Sob essas condigoes, vale o seguinte resultado.

Proposicao 3. Suponha que V - U = 0 em §, e que as condi¢oes de fronteira (3.2) sao

satisfeitas. FEntao

d(gv1) n d(gv2)

VZ(gV): al'l axz ZVgV+g(V2V)=0,
(0 0 _(0g dg
onde VQ = (8_;131’ 8_1'2) € Vg = (a—xl, a—@)

Demonstracao. Primeiramente faremos algumas observagoes. Tinhamos definido

u($1,$27$3) = U(ylayQay3) €T1 =Y1,T2 = Y2,Y3 = $39($17$2)-

Assim,

o Ys . Y3
T3 = =

g(xr,22) gy, y2)

Pela regra da cadeia,
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Ors ____ys 99 7309
oy 9*(y1,y2) O g oyr’
Ovs ¥ 09 _ 7309
ys 9 (Y1, Y2) 0y2 g 0ys
Entao,
8_U B 8u+8u8x3_ 8u_8u<ﬁ@>
Oy B Ory  Oxz Oy - Ory  Oxz\ g Oy
0_U B 8u+8u8x3_ 8u_8u<§@>
0yo B Ory O3 Oy B Ory  Ox3 \ g Oy,
8_U _ Oudrz aul
0ys Oxs Oys Or3g
Assim sendo,
ou o0U o0U OJu; Ouy /3 dg Ouy Ouy /3 Jg Ous 1
B et i _ 3 _ 3 -
v Oy1 * 0o * Jys Ory  Oxz < g 8:701) + Ory  Oxs ( g 8x2> + 0x3 g
0wy n Ous 8u31 B @<8u1 dg  Ouy Og )
C Oxy Oxg  Oxsg g \Oxsdxry  Oxg Ore/’
Por hipétese, V- U = 0 em (,. Entao,
9(y1,y2) 1
0:/ V-Udygz/ (V-U)gdzxs. (3.3)
0 0
Agora, vamos a demonstracao. Da equagao (3.3), temos
1
0 = / (V-U)gdxs
0
Doy Ouy, Ousl  x3,0u; 0g  Ouy Og
= - — — d
/0 g[aa:l * 0xy + dx3g ¢ (axg Or;  Oxs 8x2>] 3
L ouy L duy L dug L dg Ouy ! dg Ouy
= —d —d —dxs — — — ——=d
\/0 g@xl $3+/0 g@xg x3+/0 8373 3 /0 x?’axl (9.1'3 3 /0 x?’a%g 81'3 3
8V1 3V2 (99 ag
= — + = — — +B
g(@xl 3:1:2> +V18.:1:1 +V23x2 +BC,
onde BC sao as condicoes de fronteira em €2, isto é,
BC = 113(9517352, 1) - u3(l‘1,9€2,0) —8—51111(331,552, 1) - a—ilh(l'hﬂ?% 1)-

O vetor unitario normal & Opottom 2y € 1 = (0,0, —1). Entao,

U-n= _U3|y3213:0 = —U3(y1,y2,0) = —113(I1790270) = 0.
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0 0

Ja o vetor normal a Oy, é n = a(—a—g, —a—g, 1>, onde o € R ¢ escolhido de tal forma
Y1 Y2

que ||n|| = 1. Entao,

0 0
Oé_lU : n|t0p = ( - _gUl - _gU2 + U3)

891 ayQ top
0
= —a—xglm(%‘hxz; 1) — a—ngu2(I1,$2> 1) + uz(wy, 72,1)
= 0.
Logo, BC' = 0 e o resultado segue. O

A seguinte hipdtese darda sentido a algumas estimativas que faremos no decorrer do
trabalho.

Hipétese 1. A funcao g(z) € C*(R") e 0 < m < g(z) < M para todo x € R", onde
m=m(g) e M = M(g). Além disso,

Vgl = sup |Vg(z,y)| < +oo.
(zy)eR™

3.2 Espacos de funcoes especificos

Consideraremos aqui o dominio {2 = R", para n = 2, 3.

Definigao 16. Denotaremos por L*(€),g) o espaco L*(2) munido do produto escalar e da

norma
(wv)y = [(aevigds, fuf? = (uw),
0
Mais informagdes sobre esse espago sdo dadas em [9)].

Definigao 17. Denotaremos por H'(S2,g) o espago H'(QY) munido da norma e do produto

escalar

[

2

[ul[g1aq) = [(u, u), + Z(&-u,@img} (V)i = (W) + > _(0,0,v),,
=1 =1

Ju
8:151-'

Observacgao 3.

onde O;u =

Lema 2. Se 0 < m < g(z) < M para todo x € R™ e g for suave, entio a norma

[u|r2@ny € equivalente a norma |uly, como também a norma ||[u||g1wny € equivalente a norma

a2 g g)-
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Demonstracao. De fato,

1 1
uly = ([ Py )’ <t ([ )’ = 0l

Portanto

Por outro lado,
= (f i) 2 ([ ) = i,
R
implicando em

|u|L2(Rn) S 02|11|g.

Temos também

n

1
2 1
[lul| g @n,g) = </ lul?g dx + E |8iu|29d:1:)2 < Mz2|[ul| g rny.
Rn

i=1 /R"

Entao

||u||H1(R",g) S 63||u||H1(Rn)_

Analogamente

HuHHl(Rn) S C4HuHH1(Rn’g).

Definimos os seguintes espagos
V={ueDR"):V-(gqu) =0}
H, = O fecho de V em L*(R"™, g)

V, = O fecho de ¥V em Hj(R",g),

onde H, é dotado do produto escalar e da norma em L?(R"™, g), enquanto V; é dotado do
produto escalar e da norma em H'(R", g). E claro que Vy C Hy com V, denso em H, e essa

imersao é continua.
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Observagao 4. Sejam H; e Vg’ 0s espacos duais de Hy e Vy, respectivamente, e seja
iV, — H,

a identidade. O operador adjunto

T H; — Vg’,
que leva um funcional f € H) em i'(f) = foi € V], é uma aplicagdo linear e continua. Note
que, como 1 € a identidade, i(V,) =V, e, pela densidade de V, em H,, temos que i’ € injetiva.
Por outro lado, como i € injetiva, temos que i'(Hy) € denso em V. Dessa forma, H; pode ser

identificado como um subespago denso de V. Além disso, pelo Teorema da Representagdo de

Riesz, podemos identificar Hy e H,, e consequimos as inclusoes
!/ !
Vy CHy~H, CV,,
onde cada espago é denso no sequinte e as imersoes sao continuas.

De acordo com a observagao acima, o produto escalar em H, de f € Hyeu € V, é o

mesmo que o produto escalar de f e u na dualidade entre Vg’ e Vy, ou seja,
(f,u), = (f,u), (3.4)

para todo f € H, e para todo u € V,. Temos que, para cada u € Vj fixo, o funcional

v = ((u,v)), € R, onde

n

((11, V))g = Z<6iu’ aiv>g

=1

para todo v € V, é linear e continuo em V,; assim sendo, existe um unico elemento em Vg’,

que denotamos por Au, tal que
(Au,v) = <Au7 V>g - ((u,v))g (35>

para todo v € V. Também denotamos

n

[[ull* = ((w,u)y =) (O, du),.

i=1

Podemos garantir a continuidade do funcional Au, pois

(A, v)[ = [((w, v)o| < [[ully, |I¥]ly,
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|Aully; = sup [(Au,v)|
vevy
[[vllvg <1

< sup |ully, [Ivlly,
veVy

[vilvy <1

[lallv,

IN

Além disso, temos

lalft, = [ufg + [[ul,

onde |[ul[, = |ufy = [ul.

23
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4 Caso Linear da Equacao

g-Navier-Stokes

Aqui exploraremos um pouco as equagoes g-Navier-Stokes linearizadas, a fim de estabelecer
uma formulacao fraca do problema. Além disso, buscaremos uma solucao apropriada para

tal problema e, posteriormente, mostraremos sua unicidade.

4.1 Formulagao fraca do problema de Stokes

Sejam 2 = R™ e T > 0 fixado. Denotaremos ) = 2 x (0,7"). As equagoes g-Navier-Stokes

linearizadas sao as equacoes de evolucao que correspondem ao problema de Stokes: encontrar

u:Qx[0,7T] >R" e p: Qx[0,T]—R

tais que
Ju
5 vAyu+ Vp =fem Q, (4.1)
1
EV -(gu) =0 em Q, (4.2)
u(z,0) =up(z) em €, (4.3)

onde as fungoes f : Q2 x [0,7] — R" e ug : Q@ — R" sdo dadas. Suponha que u e p sdo solugdes
classicas do sistema (4.1) - (4.3). Seja v um elemento em V e tome o produto escalar de v

com a equagao (4.1)

0
<_u’ V> —v{Agu,v), + (Vp,v)g = (£, V),
ot g

Analisando o termo (—Aju, v),, temos

R Iz a s
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Ou; 0Ov; O 31),
— 2 . 1 d _ _’L _’L _
Zizl/ﬂaxi 0x,0 ;<axi’axi>g (Vu,Vv),
= ((u7v))97

O termo (Vp,v), se anula. Com efeito,

(Vp,v), = zn:<a$Z Z/&EZ -v;9dx
S M KU ;;f e LUD Xt

= — /Qp(t) -div(vg) dz = 0.

Entao,

(V) + v, = (vl (1.4

Note que a identidade (4.4) vale também para cada v € V. Observe que para cada ¢ €
D(0,T) temos
Ju T ou T ou
(o) o) = [ (Gow) swa= [ (Faow.v) a
T 811 T .
= < i E(t)¢(t)dt,v>g:<—/o u(t)¢(t)dt,v>g

- — [ wwen,a == [ womeoa
~((u(t), v}y, &1

Portanto,
<(9u > d L),
—,V u, v
ot’ /g di
Isso nos leva a seguinte formulagao fraca do problema (4.1) - (4.3): para f e uy dados, tais

que

2 .
f € L2(0,T;V)) (4.5)

Uy € Hg,

(4.6)

encontrar u satisfazendo

u € L*(0,T;V,) (4.7)
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d
V) +v((w, V), = (F,v) ¥ eV,

u(z,0) = ug(z).
Pelas identidades (3.4) e (3.5), temos que

d
%<u, V) +v((u,v)), = (f,v)

= %(uv") +v(Au,v) = (f,v).

Assim, podemos escrever a equagao (4.8) como

%(u, v) = (f —vAu,v)

26

(4.10)

para todo v € V,. Se u € L*(0,T;V,), a condigao (4.9) ndo faz muito sentido em geral,

porém o seguinte lema dara significado a essa condicao.

Lema 3. Seja X um espago de Banach com dual X' e sejam u e g duas fungoes pertencendo

a L'(a,b; X). Sdo equivalentes:

i) u € quase sempre igual a uma primitiva de g, isto €,

) =&+ [ g(s) ds,

para algum & € X, para quase todo t € |a, bl;

it) Para toda fugdo teste ¢ € D(a,b),

iii) Para todon € X',

no sentido das distribui¢oes em (a,b).

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Se (i)-(iii) sao satisfeitas, entao a fungdo u € quase sempre igual a uma fungdo continua de

[a,b] em X.
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Demonstragao. Supomos, por simplicidade, que o intervalo [a,b] é [0,7]. Uma integragao

por partes simples mostra que a afirmacgao i) implica em ii) e iii) (pois u'(¢) = g(t)); nos resta

mostrar que a propriedade iii) implica na propriedade ii) e que ii) implica em 1i).
Primeiramente mostraremos que a propriedade iii) implica na propriedade ii). Se vale iii)

e » € D((0,T)), entao, por definicao,

[ womewa=- [ Law.msea=- [ om0
isto &,
[ s o+ oot st =0, vne x.
Logo,
<Amed@dﬁ+ATﬂﬂdﬂﬁm>:0,VneXﬁ
Segue que

T T
| uws o= [ gwotar
0 0
A afirmagao ii) estd demonstrada. Para mostrar que a propriedade ii) implica em i), podemos

considerar, sem perda de generalidade, o caso g = 0. De fato, tome v =u — uy com

Nesse caso, ug é absolutamente continua e uj = g. Logo, uy satisfaz a condicdo i) e,

consequentemente, satisfaz a condigao ii). Portanto,
T T T T
| vwswa= [ o -woyena = [ awsod- [ o
0 0 0 0

=~ [ o+ [ oo a)
= 0,

para toda ¢ € D((0,T)). A prova de i) serd obtida se mostrarmos que (4.14) implica que v

é constante em X. Seja ¢y uma funcao em D((0,7")) tal que

/OT bo(t) dt = 1.

Qualquer fungao ¢ em D((0,7)) pode ser escrita como

6 = Ao+, (4.15)
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onde A = /Tgb(t) dt e ¢ € D((0,T)). Com efeito,
/0 o(t) — Apo(t)dt = /0 o(t) dt — )\/0 Go(t) dt
0.

Escrevendo

/¢ Ao

temos que ¢ € D((0,7)), além disso,
V' = ¢ — Ado.

De acordo com as identidades (4.14) e (4.15),

| v =gowa~o

fz/OTvs

De fato, como ¢ € D((0,T)), vale a identidade (4.14), entao

para toda ¢ € D((0,T)), onde

T

o:)A w>¢odﬂﬂ“A VOG- Aoyt = [ v (ﬁ—/ V(DG (1) dt

/T
:/v dt—Ag/g

0

= /OTV dt—/ £o(t) dt

- [0 -gewa

0

para todo ¢ € D((0,T)). Nos resta mostrar que a afirmagao acima implica que

v=¢£(q.s.,

T
isto é, queremos mostrar que se / (v(t) — &)o(t)dt = 0 para toda ¢ € D((0,T)), entao
0

v — & = 0 quase sempre. Com efeito, considerando uma func¢ao w € L*(X) tal que

/OTw(t)¢(t) dt =0
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para toda ¢ € D((0,7)). Seja

w(t), t € [0,T],
w(t) =
0, teR\I0,T].
Se p. é uma fungao regularizante para e suficientemente pequeno, entao p. x ¢ € D((0,7))

para toda ¢ € D((0,7)) e

| w0t o0 = [ sosawd= [ oo wmoa o

o0 [e.e]

Consequentemente, para qualquer 1 > 0 fixado, temos que
(pe* W) =0 em [, T — 1]

para ¢ suficientemente pequeno. Porém, quando ¢ — 0, (p. * W) — W em L!'(—o0, 00; X).

Portanto, w = 0 em [n,T — n]. Como n > 0 é arbitrério, temos w = 0 em [0, T]. O

Como A ¢é linear e continua de V; em V, e u € L*(V), a funcdo Au pertence a L*(V).
Consequentemente, f —vAu € L*(V}). Pela identidade (4.10), u satisfaz a propriedade iii)
do Lema 3, portanto,

u' € L*(0,T;V,) (4.16)

e u é quase sempre igual a uma fungao absolutamente continua de [0, 7] em V,. Em vista
disso, qualquer fungao satisfazendo a condigao (4.7) e a equacao (4.8), satisfaz também a
identidade (4.10) e depois de uma possivel modificagdo em um conjunto de medida nula se
torna uma fungao continua de [0, 7] em V. Portanto, a condigao inicial (4.9) faz sentido.
Supondo novamente que f € L*(V;), se u € L*(0,T;V,) e satisfaz a equagao (4.8), u
satisfaz também a identidade (4.10) e, consequentemente, a condi¢ao (4.16). Ademais, de

acordo com o Lema 3, u satisfaz

u' 4+ rvAu="f. (4.17)

Dessa forma, conseguimos a seguinte formulacao alternativa do problema fraco. Sejam f e

uy dadas nas mesmas condigoes de (4.5) e (4.6), encontrar u satisfazendo
ue L*0,T;V,), u eL*0,T;V,), (4.18)
u' 4+ vAu=f, (4.19)

u(x,0) = up(x). (4.20)
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4.2 Existencia e unicidade de solucao

Problema 1. Sejam f € L?(0,T; V)) eug € Hy dadas, encontrar u satisfazendo
ue L*0,T;V,), u' € L*(0,T;V,),

u' +vAu="=£em (0,7)

u(z,0) = up(x).
Teorema 3. O Problema 1 tem uma unica solucao u e, além disso,
u e C(0,7]; Hy). (4.21)

Demonstracao. Para mostrar a existéncia, usaremos o método de Faedo-Galerkin para construir
uma solugao aproximada. Como V, é separavel, existe uma sequéncia de elementos linearmente
independentes wy, ..., W,, ... que é densa em V. Para cada m € N, denotemos por V, ,,, :=

< Wi,..., W, > o subespaco de V, gerado por wi,...,w,,. Consideraremos, em V ,,, o

problema aproximado de (4.8): encontrar uma funcéo u,, : Q x [0, 7] — V},,,, definida como

W (7, 8) = Y i (t)Wi() (4.22)
i=1
tal que, para cada j =1, ..., m, temos
(W, W)y + v ((um, w))g = (£, W), (4.23)
u,,(0) = o, (4.24)

onde uyg,, ¢ a projecao ortogonal em H, de uy no espaco gerado por wi, ..., W, isto ¢,

m

Uom = Z<u0a Wj>ng

=1

Ug,,, — Up na norma de H

quando m — oo. Por simplicidade, denotaremos u,,(z,t) = u,,(t) e escreveremos u,,(t) =

ngim(t)wi. As fungoes @i, 1 < i < m, sdo fungoes escalares definidas em [0, 7] e (4.23) é
i=1

um sistema diferencial linear dessas fungoes; de fato, temos

D Wi Wi () + v D (Wi, W))gpim(t) = (£w),  j=1,2,...,m. (4.25)

i=1 i=1
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A condicao (4.24) nos diz que

m

D (g, Wi)gwi = gy = 1y (0) = Y i (0) Wi,
=1

i=1
ou seja,

pim(0) = (w0, Wi)g (4.26)

(pim(0) é igual a i-ésima componente de ug,,). O sistema (4.25) - (4.26) é um sistema de

equagoes diferenciais ordindrias nao lineares que pode ser escrito como

A X! (1) + VB Xom(t) = Fin(t),

Xm(0) = Xom,
onde
<W1,W1>g <Wm7W1>g ((Wlﬂwl))g ((Wm7w1))g
A, = , By, = ;

(W1, Win)g oo (Wi, Win)yg (W1, Wim))g oo (Wi Win))yg

(£(2), w1) P1m(t) (ug, w1y
F(t) = : , X (t) = : e Xom = :

(£(t), wm) Omm (1) (Uo, W) g

Como os elementos wy, ..., w,, sao linearmente independentes, a matriz com os elementos
(w;, W)y (1 < 1,7 <m) énao singular; consequentemente, invertendo essa matriz, reduzimos

o sistema (4.25) ao sistema linear com coeficientes constantes
Pin(t) + v aijoim(t) =D Byt w)),  1<i<m (4.27)
j=1 j=1

onde «;;, Bi; € R. O sistema linear diferencial (4.27) junto com a condigao inicial (4.26)

podem ser reinterpretados como
X! () + vCp X (t) = Dy Fru(t),
Xm(0) = Xom-
O sistema acima tem uma solu¢do maximal dnica X, € C([0,t,,))™, para algum [0,t,,) C

[0,T] (mostraremos a seguir que t,, = T'). Isso define unicamente a ¢;,, em todo o intervalo

[0, 7). Portanto, existe uma tunica solugdo aproximada u,, definida de [0,7] em V,,,. Como
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as funcoes escalares t — (f(¢), w;) sdo quadrado integraveis, as funcoes @, ¢}, também o

sao e, assim sendo, para cada m
u,, € L*(0,T;V,), W, € L*(0,T;V,). (4.28)

Iremos obter estimativas a priori independentes de m para as fungoes u,, e entao passaremos
ao limite.
Estimativas a priori

Multiplicamos a equacao (4.23) por i, (t)
(W (2), Pim (1) W)g + V(W (1), Lim (D) W;))g = (£(t), Qim(D) W), J=1,....m.
Somando essas equagoes para j = 1, ..., m, obtemos
(W (1), (1)) + VI (0] = (£(1), (1))

Pela condicao (4.28),

d 2 d o /
219m (0 = — (W (t), un(t))g = 2(0'n(t), wn(t))y.
Dessa forma,
%Ium(f)l2 + 2v|[wn (O] = 2(£(1), wn(t))- (4.29)

O membro direito da equagao (4.29) pode ser majorado por
2(£(t), wn () < 2/ lvyllwn(®)llv, < Vllwa @), + %||f(t)||2vg,,
usando a desigualdade de Young. Assim sendo,
d 2 2 2 1 2
21 um O+ 2v][un @I < vlfun (O], + @Iy,
= Va0 + vl @17+ EOIR,

Portanto,
d 2 2 1 2
1m0 < vlua@O)F + [l @)]];.

Usando a desigualdade de Gronwall,

14 1 !
a0 < (O + . [ IEG)R ds) <.
0
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Note que o membro direito da desigualdade acima ¢ limitado para todo s € [0, 7.

Consequentemente,

1 T
anOF + 5 [ 8] ds) < o0
0

sup [, (s)* < e (
s€[0,T]

Portanto,

u,, permanece em um subconjunto limitado de L>(0,7"; Hy). (4.30)
Por outro lado, tinhamos que
d 2 2 2, 1 2
— | ()7 + v|[um (O]° < v (6" + = [[E(@)][7;-
dt v g
Pela limitagao de |u,,(t)|?,
L@ + vl < ve+ @I,
dt' ™" " - v Vo'
Integrando de 0 a T, consegue-se
T 1 T
(P + [ @)1t < v + a2 [ RO db < o
0 0
Pela limitagao de [u,,(t)|* e de [|u,,(t)|[?, temos que ||Ju,(t)|[7, é limitada. Portanto,

u,, permanece em um subconjunto limitado de L*(0,T}; V). (4.31)

Passagem ao limite
A estimativa a priori (4.30) mostra que existe um elemento u em L>(0,7; H,) e uma

subsequeéncia u,, tal que
u,, — u na topologia fraca estrela de L>(0,7"; Hy), (4.32)

quando m’ — co. A convergéncia (4.32) significa que para cada v € L'(0,T; H,),

T T
/ (W (t), V), dt — / (u(t),v),dt, quando m’ — oc.
0 0

Portanto,

/T<um/(t) —u(t),v(t))ydt — 0, quando m’ — ooc. (4.33)

Pela estimativa (4.31), a subsequéncia u,,, pertence a um conjunto limitado de L?(0,T’; V,);
entao, garantimos a existéncia de u, em L*(0,T;V,) e uma subsequéncia (ainda denotada
por u,,) tais que

u,,, — u, na topologia fraca de L*(0,T;V,). (4.34)
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A convergéncia (4.34) significa que para todo v € L*(0,T; V;) temos

/ (u, dt—)/ u,(t),v)dt, quando m' — oo,

o que implica

T
/ (W (t) — uy(t),v(t)) dt — 0, quando m' — oo.
0

Em particular, pela igualdade (3.4),

/0 (o (1), V() dt / (. (8), v(1)) dt

para cada v € L*(0,T; H,). Comparando com o limite em (4.33), vemos que
T
[ttt = w0, v(@), e =0
0
para cada v € L*(0,T; H,). Consequentemente,
u=u, € L*0,T;V,) N L>(0,T; H,).
Em resumo, obtemos que

/ (u, dt—)/ g dt, quando m’ — oo,

34

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

para cada v € H,. Para passar ao limite nas equagoes (4.23) e (4.24), vamos considerar

fungoes escalares 1) continuamente diferenciaveis em [0, 7] tais que

W(T) = 0.

(4.39)

Para uma tal funcdo ¢, multiplicamos a equagao (4.23) por ¥ (t) e integramos com respeito

atem [0,7]

[ e iy [ (o we = 00w

Integrando por partes o primeiro termo
T
| et = w0
0

Jo
= —(0)(u, /

encontramos

), Wj gw

(t) dt

j)g dt7

- / (W (), 03) 8 (£) -+ / (W (£), W3)) 20 (8) dE = (g, W;)p26(0)+ / (E (1), wj)(t) dt
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ou

[ 0900 0 [ 0, 90,0) = w500+ [0, w100

" " ' (4.40)
Pelas convergéncias (4.32), (4.34) e pela conclusao feita em (4.38) para os termos do lado
esquerdo da equagao (4.40), podemos tomar o limite quando m = m’ — oco. Observamos
também que

Up, — Uy fortemente em H,. (4.41)

Consequentemente, depois do limite, teremos

- / (u(t), wy) /(1) dt + v / ((t), w;))g(t) dt = (0, w;)y16(0) + / (E(1), wy)ib(1) dt.
(4.42)

A igualdade (4.42), que vale para cada j = 1,2, ..., m, nos permite escrever, por um argumento

de linearidade,

- / (u(t), VYo () dt + v / (W(t), v)),(t) dt = (0, v)y16(0) + / (£(t), v)u(t) dt (4.43)

para cada v que é uma combinacio linear finita dos w’s. Como cada termo da identidade
(4.43) depende linearmente e continuamente de v, a igualdade (4.43) ainda é vélida para
cada v € V.

Agora, escrevendo a identidade (4.43), em particular, com ¢ = ¢ € D((0,T)), encontramos

a seguinte igualdade que é vélida no sentido das distribui¢oes em (0, T)

- / (u(t), Voo () dit + v / (u(t), v))y6(t) dt = / (), v)o(t) dt.

Logo,
/0 %(u(t),v>g¢(t)dt+u/o ((u(t),v))qu(t)dt:/O (£(t), v)o(t) dt.

Dessa forma, conclui-se que
d
£<u, v)g +rv((u,v)),=(fv), Vvel, (4.44)

que é exatamente a equagao (4.8). Portanto, a equacao (4.44), o resultado (4.37) e o Lema
3 implicam que u’ € L*(0, T} Vi) e
u +vAu="f. (4.45)
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Finalmente, nos resta verificar que u(0) = uy. Para isso, multiplicamos a equacao (4.44)

por ¥ (t) (a mesma de antes) e integramos com respeito a t

/O %m(t%%@/}(t)dtﬂ /O ((u(t),v))ge(t) dt = /O (£(t), V) (t) dt.

Integrando por partes o primeiro termo

T
/0 ). V(i) dt = (b (al), v)|

resulta em

- / (u(t), V) (8) di + v / ((t), v)ytb(£) dt = $(0){u(0), v}y + / (£ (1), v)t) dt.
(4.46)

Por comparagao com a identidade (4.43), vemos que

(ug —u(0),v),¥(0) =0

para cada v € V e para cada funcao 1 do tipo considerado. Podemos escolher 1 tal que
1(0) # 0. Assim,
(ug —u(0),v)y =0

para todo v € V. Portanto,
u(0) = uy.

Isso conclui a prova da existéncia.
Continuidade e unicidade
Essa prova é baseada no seguinte lema que é um caso particular de um Teorema de

interpolacao de Lions - Magenes.

Lema 4. Sejam Vy, Hy e V) (onde V, € o dual de V,) trés espagos de Hilbert, cada espago
incluido no sequinte. Se u é uma fungio tal que u € L*(0,T;V,) e sua derivada u' €
L*(0,T; V), entdo u € quase sempre igual a uma fungdo continua de [0,T] em Hy. Além
disso,

d
E\u\Q = 2(u’,u) (4.47)

vale no sentido das distribui¢oes em (0,T).
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Se assumirmos, por enquanto, o Lema 4 como verdadeiro, temos imediatamente a afirmacao
(4.21) e nos resta mostrar a unicidade. Para mostrar a unicidade, iremos supor que u e v
sao duas solugoes do problema fraco (4.18) - (4.20) e seja w = u — v. Entao, w pertence aos

mesmo espacos que u e v e satisfaz

w' 4+ vAw = 0, (4.48)

w(0) = 0.
Tomando o produto escalar da equagao (4.48) com w(t), encontramos
(W'(t), w(t))g + v(Aw(t), w(t)), = 0.
Pela identidade (3.5),

(W'(t), w(t))g + v((w(t), w(t)))y = 0.

Usando a igualdade (4.47), temos

d
S W@ + 20w = 0.

Integrando a equagao acima

[w(t)* = [w(0)* <0,

ou seja,

w(b)? < [w(0)* = 0.

Logo,
w(t) =0 Vvt e |[0,T],

concluindo que

para todo t € [0, 7.
Lema 5. Sob as hipdteses do Lema 4, a igualdade (4.47) € satisfeita.

Definimos a fungao u : R — V,, onde
u(t), t € 0,71,
u(t) =
0, t e R\ [0,7].
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Seja u, = u* p1, onde (p1)peny € uma familia de fungdes regularizantes. Assim, para cada

1
m

m € N, temos u,, : [0,7] — V, tal que
u,, ¢ infinitamente diferenciavel de [0, 7] em V, para todo m € N. (4.49)

Além disso, quando m — oo,

u,, »uem L7 ((0,T);V,), (4.50)

loc

loc

u'p, = u' em L ((0,7); V).

Pela afirmagao (4.49), u,, é diferenciavel para todo m € N. Entao,

(O = - (t) 1)y = 2000, w0}, S 201 0 1), (45

para todo m € N. Portanto, a identidade (4.47) vale para u,,, para todo m € N. A medida

que m — 00, se valem as convergéncias (4.50), valem também
|um‘2 — ‘u‘z el Llloc<<07T))7

(W, W)y — (0, 1) em L}OC((O,T)).

Essas convergéncias sao validas no sentido das distribuicoes. Portanto, podemos passar ao

limite na equagao (4.51) no sentido das distribuigoes

(O, 8) = 2 (1), un (1)) ).

para todo ¢ € D((0,7)). Assim,

(S P, 0) = 2((w(1),u(t)) 0,

para todo ¢ € D((0,7)). Logo, a igualdade (4.47) é vélida no sentido das distribuigoes.
Como a fungao t — (u'(t),u(t)) é integravel em [0, 7], a igualdade (4.47) nos mostra que a
fungao u do Lema 5 satisfaz

u e L*(0,T; H,). (4.52)

De acordo com o Lema 3, a fungdo u é continua de [0, 7] em V. Usando essa afirmacio de
continuidade e a condigao (4.52), o Lema 6, que serd enunciado a seguir, nos mostrara que u

é fracamente continua de [0,7] em H,, isto é,

t — (u(t), v), é continua para todo v € H,,. (4.53)
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Admitindo temporariamente esse fato, conseguimos a prova do Lema 4. De fato, queremos

mostrar que a funcao u é continua de [0, 7] em Hy, ou seja, mostrar que para cada to € [0, 77,
lu(t) —u(te)|* — 0, quando t — t,. (4.54)
Expandindo esse termo, encontramos
[u(®)[* = 2{u(t), ulto)), + lu(to)[*.

Note que, integrando de ty a t a igualdade (4.47), temos
t
a(®) = a(to) +2 [ (u(s),u(s) ds
to
Logo, quando t — t,
[a(t)]* — [ulto)|*
Pela hipétese (4.53),
(u(t),u(to)), — |u(te)|?, quando t — t,,

o que mostra que o limite (4.54) é valido.
Portanto, a prova do Lema 4 sera consequéncia da demonstracao do préximo lema, que
garantird que u é fracamente continua de [0,7] em H,. Este enunciaremos de uma forma um

pouco mais geral.
Lema 6. Sejam X e Y dois espacos de Banach, tais que

XCY (4.55)
com uma imersao continua. Se uma fun¢ao ¢ € L>®(0,T;X) € fracamente continua com
valores em Y, entao ¢ € fracamente continua com valores em X.

Se substituirmos Y pelo fecho de X em Y, podemos supor que X é denso em Y. Consequen-
temente, a imersao continua densa de X em Y nos dé, pela dualidade, uma imersao continua

densa de Y’ (dual de Y) em X' (dual de X),
Y X' (4.56)

Por hipétese, ¢ é fracamente continua com valores em Y’, entao para cada n € Y’', quando

t — tp temos

(@(t),m) = (6(to),n), (4.57)
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para todo tg € [0,7]. Devemos mostrar que a convergéncia (4.57) vale para todo n € X'.

Primeiramente, provaremos que ¢(t) € X para cada t e que

le(D)llx < [I9]]ze0.7:x) (4.58)
para todo t € [0, T]. De fato, definimos a fungao

o(t), t €[0,7],
o(t) =
0, te R\ [0,7].

Consideremos ¢, = p1 * ¢, onde (p1 )meny € uma familia de fungoes regularizantes. Assim,
m

para cada m € N, temos que ¢, : [0,T] = X, ¢, — @ e

[|om (O] x < 1]@]]L(x)

para todo m € N e para todo ¢ € [0,T]. Além disso,

(@m(t),n) = (&(t),m),

para todo n € Y’. Temos que

1(Dm (@), )] < |dm(@)||xInlx
< |[@llzeex) sup [n(z)]
fafi<1
= |[¢llz=olnllx (4.59)

para todo m € N e para todo t € [0,T]. Fazendo m — oo,

[(@(8), M| < {[8]]oe o) 1l ],

para todo t € [0,T] e para todo n € Y. Esta desigualdade mostra que ¢(t) € X e que vale a
estimativa (4.58), pois

16@llx = sup [(9(2),
<1

Pela desigualdade (4.59),

lo(llx < lllL=or:x)-
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Finalmente provaremos a convergéncia (4.57) para n € X’. Como Y’ é denso em X', existe,

para cada € > 0, algum 7. € Y’ tal que

||77_776|| <e.

Podemos escrever

(6(t) — é(to),n) = (6(t) — &(to),n — ne) + (4(t) — &(to), n:)-

Dai,

IN

[(¢(t) = @(to), n — ne)| + [(&(t) — b(to), 7e)]
< [o(t) = o(to)llln — nell + (o) — o(to), )]

< 2@l x)e + [(9(F) = b(to), ne)l-

|(¢(t) = o(to),n)l

Fazendo t — tj, como 7. € Y’, vale a convergéncia (4.57), ou seja, (¢(t) — &(to),n.) — 0.

Portanto,

lim | (6(¢) — 6(to), m)| < 2¢1[9] l1=x)-

t—to

Como ¢ > 0 é arbitrariamente pequeno, o limite acima é zero e a convergéncia (4.57) vale

para todo n € X'. O
Pressao

Proposicao 4. Sob as hipdteses do Teorema 3, existe uma distribuicao p em Q@ = Q x (0,7T)
tal que a fung¢ao u definida pelo Teorema 8 e p satisfazem a equagdo (4.1) no sentido das

distribuicoes em Q).

Demonstracdo. Para obter a pressao, definiremos
t t
U(t) = / u(s)ds, F(t)= / f(s)ds. (4.60)
0 0

E claro que

U € ([0, T7; Vq)v F e C([0,T7; Vg/>

Integrando a equagao (4.8), temos

/;%(u,v)gds +u/0t((u,v))gds — /Ot(f,v) s
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que implica em
(u(t) — uy, V)g +v((U(1), V))g = (F(), V>g (4.61)
para todo ¢ € [0,T] e para todo v € V,, ou
(u(t) —up —vAU(t) — F(t),v), =0,

para todo t € [0,7] e para todo v € V. Usando o Lema de De Rham, garantimos a existéncia

de alguma distribuicao P em 2 tal que
u(t) —ug —vAU(t) + VP(t) = F(t). (4.62)
Observando que
VP =F+vA,U—u+ u, (4.63)

concluimos que o VP pertence a C([0,T]; H'(Q2)), assim como o lado direito da equagao
(4.63). Entao,
P € C([0,T1; Li, ()

Isso nos permite derivar a equagao (4.62) na varidvel ¢, no sentido das distribuigoes em Q).

Denotando
_oP
p - at )
obtemos
d
au(t) —vAgu(t) + Vp = £(t),
que ¢ exatamente a equagao (4.1). O

Observagao 5. Assumindo que f e ug sao suficientemente suaves, podemos obter tanta

reqularidade quanto desejada para u e p. Para £ € L*(0,T; H,) e ug € V, dadas, obtemos

uc L*0,T; H*(Q)), (4.64)
u' € L*(0,T; H,), (4.65)
p € L*0,T; H'(Q)). (4.66)

Primeiramente, queremos obter (4.65). Isto serd provado usando outra estimativa a priori

para a solucdo aproximada W, construida pelo método de Galerkin que satisfaz

<u/rmwj>g +v((am, wy))y = (£, wy), j=1,...,m
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Multiplicando a identidade acima por <p;m(t) e somando essas iqualdades para j = 1,...,m,

temos
g, (1) + v((wn(t), w), (1)) = (£(1), ), ()
2|y, ()] + V%IIum(t)HQ = 2(£(t), w,,,(¢))- (4.67)

Integrando a igualdade (4.67) de 0 a T e usando a desigualdade de Schwarz, obtemos
T T
2 [ OP det vl = ol +2 [ (50, (0) d
0 0
T T
< vl [ IEOP e+ [0 e
0 0
Dag,

T T
| 0F < o+ [P (4.68)
0 0

Os elementos w; usados no método de Galerkin podem ser escolhidos tais que w; € V, para

cada j e podemos tomar
Uy, = a projecao em V, de ug no espago gerado por Wi, ..., Wp,.
Dessa forma,

U, — Uy em Vy fortemente quando m — oo (4.69)

e |[[uomlly, < [|uolly,. Com essas escolhas de w;’s e de Uy, a desigualdade (4.68) mostra que

u,, permanece em um subconjunto limitado de L*(0,T; H,), (4.70)

entdo, depois de passarmos a uma subsequéncia de u., que converge para 0’ fracamente, vale
a condigio (4.65). Voltamos agora das igualdades (4.1) e (4.2) e aplicamos o Teorema de

reqularidade do caso estaciondrio: para quase todo t € [0,T],
—vAju+Vp=f—u € L*0,T; L*()),

V:(gu) =0 em Q
de modo que u(t) € H*(Q) e p(t) € H'(Q). Além disso, como a aplicagio f(t) — u'(t)
{u(t),p(t)} € linear e continua de L*(Q) em H*(Q) x H'(Q) e como f —u’ € L*(0,T; L*()),
valem as condigoes (4.64) e (4.66).
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Para o nosso problema, devemos recordar que

—Aju = —é(v -gV)u=—Au— (% : V)u.
Assim sendo, obtemos
(—Au,v), — <<% : V)u,v>g = (=Agu,v), = ((u,v)),
para todo u,v € V,. Segue que
(—Au,v), = (0, v)), + <(% : v)u, v>g — (Au,v), + <(% : V)u,v>g,

para todo u,v € V.
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H Estimativas Relevantes e

Resultados de Compacidade

Nesta secao, traremos algumas estimativas para os termos nao lineares e de perturbagao

do nosso sistema. Além disso, alguns resultados de compacidade que nos serao tteis.

5.1 Termos nao lineares e de perturbacao

Considere a forma trilinear

b(u,v,w) Z/ule]w]gdx

i,j=1

onde u, v, w pertencem a L?(R", g) e D; = 6%1-' Como V-gu = ). D;(gu;) =0, parau € Hg,

obtemos

b(u,v,w) Z/ ui(Dyvj)wjgdr = —Z D uzgv]w]da:—Z/ u;gu; D dx

4,j=1 1,j=1 4,j=1

= - wv;Di(w;)g dz
z/nj )

i,j=1

= —b(u,w,v),
para u,v,w € H,. Assim sendo,
b(u,v,w) = —b(u,w,v)
para quaisquer u,w,v € H,. Logo,
b(u,v,v) = =b(u,v,v)

e assim

b(u,v,v) =0
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para quaisquer u,v € H,. Parau,v € V,, denotaremos por B(u, v) o elemento de V;, definido
por

(B(u,v),w), =b(u,v,w), YweV,.

Além disso, denotaremos

B(u) = B(u,u) € V;, Vuel,.

Antes de estimarmos o termo nao linear B(u) vamos provar algumas desigualdades que nos

serao uteis.

Lema 7. Sen =2,

1oL
]2z, < clulz[[u]]z, (5.1)

para todo u € HY(R?, g). Sen = 3,
12
[[ufl s g) < cluf#[[ul]7, (5.2)
para todo u € H'(R3, g).

Demonstragao. Para mostrar a desigualdade (5.1), observemos que

Tk
u? (1, 29) = 2/ uu,, dg, k=1,2.
—00
De fato,
Ty Tk Ty
/ uu,, dr; = uu - / uu,, dvy.
—c0 - —0o0
Entao,
Tk
max u?(xy, 75) < / luu,, | dz.
TL — 50
Assim,
oo o0
utdr = wvuwldr < <max u® dw1> (max u’ dx2>
R2 R2 x2 —00 1 —00
oo o0

IN

max u’ da:1> ( max u? dx2>
1
—00

(
< / luu,, |? dx/ luu,, |? d
R? Jre . ) )
g |u|2al:)3>2</[R2 lu,, |* dz) ’ (/R2 |u|20lzzc>2 </R2 lug, |? da:) ’
g \u\%lx)é (/R2 \Du|2d:c); </R2 \u\Qd:c); </R2 \Du|2d:c>;

IN

IA
—~
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< [uf’|Dul’.
Portanto,
[l 21 g2y < clulagge|ul|. (5.3)

Pelo Lema 2, concluimos que

[ul[Ls g2, < cluf*/[ulf?

e assim

1 1
[l zs@2 ) < clul[[ul]z.

Para mostrar a desigualdade (5.2), usaremos o resultado anterior (5.3)

||u||i4(R2) < C|u|%2(R2)||u||2'

/ uwtdr,drs < c(/ u’ d:r:ldxg) (/ (Uy, + y,)? dry dx2>
R2 R2 R2
c(/R2 u? dry dx2> </R2(uil + uiz) dxy d@).

IN

Integrando com respeito a x3,

/R?’uﬁldx < c/Z(/ udmdm)(/ u1+u352)dx1d$2>dx3

< cmax(/ u da:ldacg)/ u +ul +ul)de
z3
< ¢ | maxu®dr dl’g/ | Dul?® dw
R2 T3 3
< c(/ |uux3|d:€>(/ |Du|2d:c)
< /|u|2dx /|ux3|2dx /|Du|2dx
<

c / |u|2d:1: /]Du]2d:1: /|Du]2d;ﬂ.
RS R3 R3

[[ull7sgs) < clulzaes)|ful[*.

Portanto,

Pelo Lema 2, temos
1a]|zazs g < clull[ul P,
isto é,

1 3
[lul](gs.g) < [uf#[[u]]5.
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Lema 8. Seu € L*(0,T;V,), a fungao Bu, definida por

(Bu(t),v), = b(u(t),u(t),v), YweV,eqs em]|0,T],

pertence a L'(0, T} Vy). Além disso, a fungdo Du, definida por

(Du(t),v), = <<E ) > Z Dlg (Dyuj)vjgde = b(%, u, V>

9

para todo v € V,, pertence a L*(0,T; H,) e, consequentemente, pertence a L*(0,T; Vi)

48

Demonstracao. Pode ser facilmente verificado pelo lema anterior que, para quase todo t,

Bu(t) € V,. De fato, para u,v € V;, tem-se

[(Bu,v)g| = |b(u,u,v)]
= ‘/ u;(D;v, ujgdac’

< CHVH |IUHL4(Rn,g>

N

< clvllvullZagn g
usando a desigualdade de Hélder. Se n = 2, pela desigualdade (5.1),
1Bullv; < cllul[Zage, < clul [Jul].
Se n = 3, pela desigualdade (5.2),
1 3
1Bullv; < cllullfags g < clul=[[ul[=.
Consequentemente, para n = 2, 3, temos
[1Bullv; < cllull7,
para todo u € V; e para alguma constante c. Assim sendo, obtemos
T T
2
| Bl < c [ atolfde < o

e portanto,

Bu € L*(0,T;V,).
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Para a estimativa de Du, temos

- D;ig
[(Du,v),| = ‘Z g (Dyuj)v;g do

< cl[Vglleolulf[v].

3,j=1

Isto é,
Du(t)] < c||Vollwllull (5.5)
Logo,
T T T
/ Du(t) dt < d|| Vgl / a2 dt < ||Vl / [l 2, dt < oo,
0 0 0
Segue que

Du(t) € L*(0,T; H,).

5.2 Compacidade

Definicao 18. Sejam X e Y dois espacos de Banach, X C Y. Dizemos que a imersao de

X em Y € compacta e escrevemos

se
i) ||zlly < c|lz||x, v € X, para alguma constante c;

ii) Toda sequéncia limitada em X possui subsequéncia que converge fortemente em Y .

Proposicao 5. Sejam Xy, X e X; trés espacos de Banach tais que
Xo CXCXl, (56)

com a imersao de X em Xi continua e a tmersao de Xy em X compacta. Entdao, para todo

n >0, eziste alguma constante ¢, dependendo de n (e dos espagos X, X, X1 ) tal que
Vllx < nllvllx, + ellvilx (5.7)

para todo v € Xj.
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Demonstragao. A demonstragao sera feita por contradigdo. Assumir que a desigualdade (5.7)

nao vale ¢é dizer que existe algum n > 0 tal que, para todo ¢ € R,

Vllx = nllvllx, +cllvlix

para pelo menos um v € Xj,. Tomando ¢ = m € N, obtemos uma sequéncia de elementos v,,
satisfazendo

Vil 2 1l Vil [ + [ Vin [,

para todo m € N. Consideremos a sequéncia normalizada

Vm
W, = ————.
Vil xo
Note que
[V lx Vi L,
Wil |x = {7 = n+mi——.
" [V |xo [V |
Entao, essa sequéncia satisfaz
[IWinllx = 0+ m|[wal|x, (5.8)

para todo m € N. Como ||w,,||x, = 1, a sequéncia w,, é limitada em X (X < X). Assim

sendo, podemos fazer m — oo em

1 1
[1Winl[x, < =0+ —[[wa||x,
m m

o que implica
[|Wo||lx, — 0. (5.9)

Mais ainda, pela hipdotese da imersao compacta, a sequéncia w,, ¢ relativamente compacta
em X; consequentemente, podemos extrair de w,, uma subsequéncia w, convergente em X.
Da convergéncia (5.9), o limite de w,, deveria ser 0, mas isso contradiz a desigualdade (5.8),
pois

w,llx > 7> 0
para todo u € N C N. O

Agora, assumimos que Xy, X e X7 sdo espacos de Hilbert tais que

XoC X C Xy, (510)
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com as imersoes sendo continuas e a imersao de Xy em X compacta. Se v € L'(R; X)),

denotamos por Vv sua tranformada de Fourier, dada por

v(T) = /OO e 2Ty (t) dt. (5.11)

Observagao 6. A derivada com respeito at de ordem v > 0 de v € dada pela transformada

de Fourier inversa de (2imT)"V, ou ainda,

—

D}v(r) = (2in7)"v (7). (5.12)
De fato,
Djv(r) = / e DV (t) dt,

integrando por partes repetidamente consequimos exatamente a identidade (5.12).

Para v > 0 dado, defina o espago
H(R; Xo, X;) = {v € L*(R; Xy), D]v € L*(R; X,)}, (5.13)
que é um espaco de Hilbert com a norma
~ 1
V1130 i x0,x0) = {IVIZ2ixg) + 1TV 122 12
Também definimos o subespaco Hj. de H?, para qualquer conjunto limitado K C R, como
H-(R; Xo, X1) = {u e H'(R; Xo, X1); suppuC K}

Proposicao 6. Assumindo que Xy, X e Xy sdo espacos de Hilbert que satisfazem X N

X — Xi. Entao, para qualquer conjunto limitado K C R e qualquer v > 0,
Ho(R; Xo, X1) = L*(R; X).

Demonstracao. Sejam v e K fixos e seja u,, uma sequéncia limitada em H}-(R; Xy, X1).
Devemos mostrar que u,, contém uma subsequéncia fortemente convergente em L?(R; X).
Como H)(R; Xy, X;) é um espago de Hilbert, a sequéncia u,, contém uma subsequéncia u,,

fracamente convergente neste espago para algum elemento u € HJ.. Assim sendo, defina

=1u, — u.
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A sequéncia v,, ¢ uma sequéncia limitada de H)(R; Xy, X;) que converge fracamente para

zero em H7. Isto significa que
v, — 0 em L*(R; Xj) fracamente; (5.14)

17"V, — 0 em L*(R; X;) fracamente. (5.15)

O resultado que queremos é obtido se mostrarmos que u, converge fortemente para u em

L*(R; X), que é o mesmo que mostrar que

v, — 0 em L*(R;X) fortemente. (5.16)
Primeiramente, mostraremos que se

v, — 0 em L*(R; X;) fortemente, (5.17)

vale a convergéncia (5.16). Com efeito, pela Proposicao 5, temos

Vallzz@x)y < 0lIvillz@xe) + enllVall2@x)- (5.18)

Como v, ¢ limitada em L*(R; Xj),

[[ViullL2@x) < ne+epllvallre@x,)- (5.19)

Se assumirmos a convergéncia (5.17) como verdade, fazendo  — oo na desigualdade (5.19)
obtemos
I}I_{IC}O [[VallL2w.x) < e
Como 7 é arbitrariamente pequeno na Proposicao 5, o limite acima é zero e vale a convergéncia
(5.16). Portanto, sera suficiente mostrar a convergéncia (5.17).
Finalmente provaremos a convergéncia (5.17). De acordo com o Teorema de Parseval,
o0 o0
L= [ il dt= [, d (5.20

onde v, denota a transformada de Fourier de v,. Devemos mostrar que
I, — 0, quando pt — oo. (5.21)

Para isto, escrevemos

dr
I, = / V. (7)) |2 dT—l—/ 14+ 7PV, (DI ————
1% rl<M || M( )||X1 \T|>M( | | )|| M( )||X1 (1 + |7—|2’y)
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C

< ——+ V()% dr,
L

pois |7]7¥,, é limitada em L*(R; X;). Para um ¢ > 0 dado, escolhemos M tal que

C

- <
1+ M2 —

€
5
Consequentemente,

~ £
L[ RS
ITI<M

Denotemos

ho= [ R
[7|<M

Portanto, se mostrarmos, para o mesmo M fixo, que
J, = / V. (T)||%, dr — 0, quando p — oo, (5.22)
ITI<M

a convergéncia (5.21) é provada. Para isso, usaremos o Teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue. Se x denota a funcao caracteristica de K, entao v, x = v, e
Wulr) = [ e

o0

Entao,

—2imtT

=
=
2
=
IN

IVl 2@xnlle™™ ™ Xl 2@y

< constante, (5.23)

pela convergéncia (5.14) e pela hipétese (5.10). Por outro lado, para cada o em X, e cada 7

fixo, temos

(@ulr) o)), = [ (alt) e x(t)o), de. (5:24)

o0

Note que a identidade (5.24) converge para zero quando p — 0o, pela convergéncia (5.14).
Portanto, a sequéncia Vv,(7) converge fracamente para zero em X,. Entdo, pela hipétese
de imersao, v,(7) converge fortemente para zero em X e em X;. Como V,(7) é limitada,
pela desigualdade (5.23), e converge fortemente para zero em Xj, usando o Teorema da

convergéncia dominada de Lebesgue conseguimos a convergéncia (5.22). O

Observacao 7. Os espacgos que utilizamos foram

V={ueDR");V-(gu)=0};
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Hy,= O fecho deV em L*(R",g);
Vo= O fecho de V em H&(Rn79)7

onde H, ¢ dotado do produto escalar e da norma em L*(R",g), e V, é dotado do produto
escalar e da norma em H'(R", g). O espago V, estd contido em H,, é denso em H, e a
imersao € continua. Mas a imersao nao € compacta, entao nao podemos usar os resultados
anteriores de compacidade. Consequentemente, para usar esses resultados, consideremos uma

bola limitada @ em R™ em vez de R™ e reformularemos nossa definicao:
V(Q) ={ueD(Q);V-(gu) =0}

H,(Q) = O fecho de V(Q) em L*(Q, g);
Vy(Q) = O fecho de V(Q) em Hy(Q,g).

Entdo, o espago V,(Q) estd contido em H,(Q), € denso em Hy(Q) e V,(Q) <> H,(Q), pelo

C

Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov (encontra-se em [5, p. 272]) (H}(Q) —

L*(Q)). Dessa forma, podemos usar as proposi¢oes anteriores e o lema a sequir.

Lema 9. Seuy, converge fracamente parau em L*(0,T;V,(Q)) e fortemente em L*(0,T; Hy(Q)),

entdo para qualquer fungdo vetorial w com componentes em C}(Q),

/O b (t), u(t), w(t)) dt —> /0 bu(t), u(t), w(t) dt.

Demonstracao. Note que
T T
/ b(uk,uk,w) dt = —/ b(uk,w,uk) dt
0 0
n T
0 n

ij=1
Como uy, converge fracamente para u em L*(0,7;V,(Q)) e u; converge fortemente para u
em L?(0,T; H,(Q)) as integrais acima convergem para

n T T T
_ Z /0 /n u;(D;w;)u;gde dt = —/0 b(u,w,u)dt = /0 b(u,u,w)dt,

ij=1

pelo item v) da Proposicao 1.
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6 O Problema de Valor Inicial para as Equacoes

g-Navier-Stokes

Esta secao é destinada ao estudo do problema de valor inicial para equagoes g-Navier-Stokes

que é, basicamente, encontrar uma funcao vetorial u adequada e uma funcao escalar p tais

que
u:Qx[0,7T]-R" p:Qx[0,T]—R
satisfacam .
g_lz_yAu—|—;uiDiu—l—Vp:femQx (0,7), (6.1)
é(v.(gu))_v.u+(%-u)_0em9x(O,T), (6.2)

u(x,0) = up(z) em S

Continuaremos considerando aqui €2 = R™ e nossa demonstracao sera feita em duas etapas:

primeiro mostraremos a existéncia e, em seguida, a unicidade da solugao para n = 2, 3.

6.1 Existéncia da solugao para o problema variacional

Problema 2. Dados f € L?(0,T; V) eug € Hy, encontrar u € L*(0,T;V,) satisfazendo

4
dt

(u,v), + (W, v)), + b(u,u, v) = (£, v), — <(% : V)u,v>g, Vv €V, (6.3)

u(z,0) = up(x). (6.4)

Se u € L*(0,T;V,) satisfaz a equagao (6.3), entdao pelas identidades (3.4), (3.5) e Lema 8,

podemos escrever a equagao (6.3) como

d

E(u,v) = (f —vAu — Bu — Du,v),
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para todo v € V. Note que, como Au € L*(0,T;V}), Bu € L'(0,T;V]) e Du € L*(0,T;Vy),
a fungao f —vAu— Bu— Du € L'(0,T; V). Assim sendo, usando o Lema 3, vemos que u é

continua de [0, 7] em V.

Teorema 4. Assuma que f € L*(0,T; V)) eug € Hy. Entao, existe pelo menos uma solugao

u do Problema 2. Além disso,
ue L>=(0,T;Hy) (6.5)

e u € fracamente continua de [0,T] em H,.

Demonstracao. Aplicaremos o método de Galerkin para construir uma solucao aproximada.
Como V, é separavel e V ¢ denso em V;, existe uma sequeéncia wi, ..., Wy,, ... de elementos de
V que ¢ linearmente independente e densa em V. Para cada m € N, denote por V, ,,, == <
W1, ..., Wy, > 0 subespago de V, gerado por wy, ..., w,,,. Consideraremos, em V, ,,, o problema

aproximado de (6.3): encontrar uma funcao u,, : [0,7] — V,,, definida como

tal que, para cada j =1, ..., m, temos

(0,0 00,95y 0 (=, 01, 307) b (1), (), w5) = (60 w30, (6)

parat € [0,7],j=1,2,...me
um(0> = Uom,

onde uy,, ¢ a projecao ortogonal em H, de uy no espago gerado por wi, ..., w,,. Entao,

podemos escrever

ICICHOEED WCAPMCED S C- R G

m

) bW, Wi, W) i ()i () = (E(), W)y, j=1,...,m.

il=1
Invertendo a matriz nao singular com elementos (w;, w;),, 1 < 7,7 < m, podemos escrever

as equagoes diferenciais na forma usual

Do (t) + Z ijGim (1) + D ity Gim (£)im (1) = Z Bii{E(t), wj)g, (6.7)

il=1
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onde ayj, ovyj, Bij € R. Seja

m

Z<u0a Wi>gwi = Uom = um(o) = Z¢zm(0)wza
=1

i=1

temos
Gim(0) = (0, ;). (6.8)
Como t — (f(t), w;), € quadrado integravel, as fungoes ¢;,, ¢,,,, também o sao e assim sendo,

para cada m € N,

u,, € L*(0,T;V,), W, € L*(0,T;V,).
O sistema diferencial ordindrio nao linear (6.7) com a condicao inicial (6.8) tem uma solugao
maximal definida em algum intervalo [0, ¢,,]. Se t,, < T, entdo |u,,(t)| deve tender a infinito

quando t tende a t,,. As estimativas que faremos a seguir mostram que isso nao acontece e

assim, t,, = T.

Passo 1. Multiplicamos a equagao (6.6) por ¢, (t)

(1), 0953y (1), 059,y + DL (), By D), )

g
+ b(un(t), wn(t), ojm(t)w;) = (£(t), djm(t)W;)g

~ N

e somamos essas equacoes para j = 1,...,m para obter

(0 (80 (1) + vl () = (£, (0], (2 ), 0 ().

Note que o termo b(u,,(t), u,,(t), u,,(t)) se anula. Podemos escrever

d 9 d . /
E|um(t)| = E(um(t),um(t)) =2(0' (1), upm(t)).

Assim,

SO + 20O = 2080 w0y + 222 1), 1)) (6.9)

2
< 2@y llam@®llv, + 11V glloo i (8)]][um (©)]]

2 c 2 ¢ 2 2 2
< vllua@lly, + S IEDI; + IVl lum @) + vllum )]
= 2||u, (D) ClE2, ( ¢ 2) Ok

vl um @1 + HE@ v + (v + 51Vl ) lam()]

usando a desigualdade de Young e a defini¢ao da norma em V. Entao,

d c
E|um(t)|2 < ;Ilf(t)IIZ)vgf + alu, (1)) (6.10)
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< ||Vgl|%. Pela desigualdade de Gronwall,

onde a = v + —%5

a7 < () + & [ KGR, d5):

Pela hipotese, o lado direito da desigualdade acima é uniformemente limitado para todo

s € [0,T]. Consequentemente,

2 T 2, € g 2
sup fun(s)f < e (jun(OF + & [ )] ds)
I,

s€[0,7

o que implica que

u,, permanece em um subconjunto limitado de L>(0,7"; Hy). (6.11)

Passo 2. Por conveniéncia, definiremos

KT = (jun0) + & [ 11861 ).

Estimando novamente a equagao (6.9) e fazendo uso de um ¢ apropriado na desigualdade

de Young (¢ = %), temos

d c
dtlum( )P+ 20w (D)2 < 20 vyl [um (B)]]y, + V—mzIIVglliolum(t)l2 + v|Jun (1)

v 2c c
§|Ium(t)|!2vg + ;Hf(t)llzvgf + W||V9H§o|um(t)|2 + | [un (1))

IN

Dali,

d 9 9 v v 2c 9 c 9 9
S0P+ Al < (Ol + 2]+ NEOI + Vgl ol (1)

Consequentemente,
d v 2c
(O + 2 ()12 < aolun (B + 2 [IEOIR,,

< 1|Vgl|%. Integrando de 0 a T,

onde ag = § + -

2V g 2 2 4 20 2 g 2
[un (D) + 5 i [un(@)[|"dt < [ugm|” + ||f()||vgfdt+ao i |, (8)|° dt
< fugf X / PO dt + a0k (T)T.
0

Portanto, como

T T
/ lu,, (1) dt < oo e / ||, (1)||? dt < oo,
0 0
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Passo 3.

concluimos que
T
/ ()2, dt < oo,
0

Assim sendo,

u,, permanece em um subconjunto limitado de L*(0,T; V). (6.12)

Seja u,, : R — V} definida por

w,,(t), t €[0,7T],
u,(t) =
0, teR\[0,T].

A Transformada de Fourier de u,, é denotada por u,,. Queremos mostrar que existe
uma constante positiva c e 7y tais que
o0
/ 1712 (7) P dT < c. (6.13)
—00

Entao, caso valha a desigualdade (6.13),
u,, permanece em um subconjunto limitado de H”(R;V,, Hy), (6.14)

j& que u,, permanece em um subconjunto limitado de L?(0,7;V,). A distribuigao

Y

“derivada de u,,” é dada por

d ~
%um = ¢m + 1, (0)dg — u (1)o7,

onde dg e o7 sao as distribuicoes de Dirac concentradas em 0 e T respectivamente e
¢m = Wy, é a derivada de u,, em [0,7]. De fato, se ¢ é algum elemento em D(R),

temos

—(@n (1), ¢'(1))
- /R (1) (1)

- /0 (06 (0) dt
= TR+ O0) + [ W00
= (—up (7)1 + uyn(0)dy + U’y (2), ©(1)).
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Assim sendo,

d _ ~
Eﬁlma W;i)g = (Dms Wj)g + (Wn(0), W;)e00 — (W (T), W;) 407

Usando a identidade (6.6),

d Vg
E(um,wm = — v((um,wy))g — b<7,um,wj> — b(Wp, Wy, W)

+ (Wom, Wj)g00 — (Wn(T), Wj)gor + (£(1), Wj),.

Portanto,
d .

%(ﬁma Wi)g = <fm7wj>g + (Wom, W;)g00 — <um(T)7Wj>95T (6.15)

para j = 1,...,m, onde dy, 07 sdo deltas de Dirac concentrados em 0 e T" respectivamente.

Definimos f,,, = f — vAu,, — Bu,,, — Du,, e

£.(t), t€[0,T],
fm<t) -
0, teR\[0,T].

—

Usando as propriedades da transformada de Fourier de fungoes (du/dt = 2ir7u) e de

distribuicdes (3y = e=2™™ e §7 = e~27T) 4 equacdo (6.15) nos d4
20T (U, Wy )y = </fm> W) g+ (Wom, W;)ge 20 — (u,,,(T), w;) e 2T,

Logo,

2i7r7—<ﬁm7wj>g = (fm, Wj>g + <u0m7wj>g - <um(T)7Wj>g€_2mTT: (6.16)

com U, € /f\m denotando a transformada de Fourier de u,, e f,, respectivamente.
Multiplicamos a identidade (6.16) por (/ﬁ\jm(T) (transformada de Fourier de <$Jm) ¢

somamos as equacoes resultantes para j = 1,...,m para obter

2t [, (7)[* = (f\m(T)a U (7))g + (Qom, Wn(7))g — (wn(T), ﬁm<7—)>ge_2mTT'
Pela definigao de f,,, pela identidade (3.5) e pelas desigualdades (5.4) e (5.5), obtemos

/0 [En(®)llvydt < / £(2) — v A () — Buy(t) — Dup(t)]|v; di

T
< /0 HE@vy + vl Awn @)]lvg + [[Bum @)y + [[Dan()]]v; dt
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T
< /0 1E@) v + vllwn @)y, + cllan @7, + cl[Vallollum(t)]| dt

para cada m € N. Assim sendo, f,,(t) pertence a um conjunto limitado no espago

L'(0,T;Vy). Consequentemente,

suplEu(llyy = sup|| [ e E )t
TER —00

TER Ve
< sup [ |Ea(0)l;de
TER J -0
T
_ / £ (8)lv di < C, ¥ € N. (6.17)
0 A
Entao, usando que
[un(0)] < K(T), [u,(T)| < K(T)
e as identidades (6.16) e (6.17), temos
8O < 5 (1ETndol + 000(0). B+ [ (7). €77, )
m = 227_( my Am/g m y Ym/g m ) m/g
1 ~ . ~ ~
< 5 (1B 8Dy, + [ O] & (7) Iy, + (7] 8 ()], )
1 ~ ~ ~
< —
< 5= (Clln@lly, + K@)y, + K(D)En()l]v,)

= Cif[un (1)l
isto é,
718 (7)[* < Cul |8 (7). (6.18)
Agora, afirmamos que para v fixado com 0 < v < %1, existe Cy(y) > 0 tal que

1+ |7|

< [ R
‘T| = 2(7)1+|T|1_27

para todo 7 € R. Com efeito, seja g : R — R dada por

(L + [« ™)

z) = |z
ole) = o

g é continua em R e, além disso,

O € e )

li = 1
T i

|z~ +1
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C0m07<%, 2y —1 <0 e assim

62

lim g(x)=1.

T—r00

Dessa forma, g é limitada em R. Pela desigualdade (6.18), temos

|71 |8 ()P dr - <

o0
/OO
<

<

CQ(/V) /oo 1+|7’|172’7

1 -
g, ()P dr

[0 (7)[? [t ()

) [ ryipm o [ ppe o

c: |

[e.9]

> [am(7)lly,
o L4 |72

(IR, dr + € |

Para conseguir nossa estimativa, precisamos limitar o membro direito da desigualdade

acima. Como u,, € L*(0,T;V,), pela identidade de Parseval,

oo

[l ar = [

— 00

T
||ﬁm(t)||%/g dr = / ||um(t)||%/g dt < constante.
0

Além disso, pela desigualdade de Schwarz e a identidade de Parseval, obtemos

[ ol

o L+ |72

Note que,

(f
/

o0

wu+ﬁwm”ﬁ%/i

[e.e]

w (T

(I, dr) .

1
dr

é finito, pois a funcao definida por h(7) = 1/(1 + |7]|1727)? é par, logo

/°° 1 J 2/°° 1
—_—— aT = _
P Ty Ay

dr.

Se0<7<1,entao 717% = I > 7. Dai
’ T b

[ o=
o (1472

Se 7 > 1, temos

o 1
- d
/1 L+ 22

Calculando essa integral,

r

o 1
- d
|

T

L | 1
erg/—drz—.
) o (I+7)2 2

1 J < 1 J
1_}_27-1—27_1_7-2—47 T < 1 24y T

M 1
Mo
< lim dr

M—oo [q T2—4y
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7_4')/—1 M

im
M—oo 4y — 111
M1 1
N [47—1 _47—1}
1
4y —1’

pois v < %. Entao, conseguimos provar a desigualdade (6.13) e concluimos que vale a

afirmagao (6.14).

Até agora, obtivemos que u,, permanece em um conjunto limitado de L>(0,T’; H,), L*(0,T; V,)
e H'(R;V,, H,). As estimativas (6.11) e (6.12) garantem a existéncia de um elemento

ue L*0,7;V,) N L>(0,T; H;) e uma subsequéncia u,, tais que

u,, — u em L*(0,T;V,) fracamente (6.19)

u,, — uem L>(0,T; H,) fraca-estrela (6.20)

quando m’ — oo.

Para qualquer bola Q contida em R", a imersao de H}(Q) em L?*(Q) é compacta.
Portanto, a imersao de V,(Q) em H,(Q) é compacta e a afirmacao (6.14) nos diz que u,,
pertence a um conjunto limitado de HY(R;V,(Q), H,(Q)). Considerando [0,7] = K, a
Proposigao 6 implica que a imersao de H % (R; V,(Q), H,(Q)) em L*(0,T; H,(Q)) é compacta.

Logo,

— u’ em L*(0,T; H,(Q)) fortemente, para todo @ C R™.
Q

Uy
Q

Similarmente, para qualquer suporte Q; de w;, temos

em L*(0,T; H,(Q;)) fortemente, (6.21)

— u
Qj

Uy
Qj

lembrando que u,, = Zgbjmwj.
j=1

Seja ¥ uma fungao continuamente diferencidvel em [0, 7], com ¢ (7T) = 0. Multiplicamos

a identidade (6.6) por 1 (t) e entao integramos,
| twn v + v [ [ (2w 0.w;) o) d
R R E O RS RO
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Integrando por partes o primeiro termo,

/0 (W) w )b dt = B(E) (wn(t), W)

T

- / ( (£), W)/ (8)

= =00 (0).w5) = [ 0.9 0) .

Assim sendo, segue que

[ @t [ (w0 [ (w0, ) o) d
n / (10 (), (£, W, )05(E) it = (10,0 (0), w,)0(0) + / (E(t), W)y (t) dt.

Devemos notar que cada termo tem o mesmo valor quando substituimos u,, por u,,| , pois
J

w; se anula fora de Q;. Para os termos lineares, podemos tomar o limite quando m’ — oo,

pelas convergéncias (6.19) e (6.20). E para o termo nao linear nos é permitido passar ao

limite fazendo m’ — oo pela convergéncia (6.21) e pelo Lema 9. Obtemos

. /OT(u(t),v)w’(t)dt—l—I//OT((u(t),v))gw(t) dt+/0Tb(%,u(t),v>w(t) dt

+ /0 b(u(t),u(t), v)y(t)dt = (uo,v)w(O)—l—/o (£(t),v),u(t) dt. (6.22)

A identidade (6.22) vale para v igual a uma combinagao linear finita de wq, wo, ..., e vale
também para qualquer v € V, pela densidade do subconjunto (w;);ey. Escrevendo, em
particular, a equagao (6.22) com ¢ € D((0,7)), temos
T d T T vg
| gmemd + v [ (oo d [ (a0, v)o) d
0 0 0

+ / b(u(t), u(t), v)(t) di = / (£(6). v)o (1) di.

Portanto, u satisfaz a equagao (6.3) no sentido das distribuigoes. Logo,

d

(), v) + v((u(t), v)), + bu(t), u(t), v) + b(%, u(t),v) = (£(t), v),.

Finalmente, nos resta mostrar que u satisfaz a condigao inicial (6.4). Para isto, multiplicamos
a equagao (6.3) por ¢ e integramos. Integrando o primeiro termo por partes, como fizemos

anteriormente, temos

/0 (W(t), V)bt dt + v / (u(t), v)gth(t) dt + / b(u(t), u(t), v)u(t) dt
= [ (e = [0,

implicando em
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Comparando com a equagao (6.22), temos
(u(0) — up, v)©(0) = 0.
Escolhendo v de tal forma que ¢(0) = 1,
(u(0) —up,v) =0,
para todo v € V. E entao conclui-se que
u(0) = uy.

Para mostrar que u ¢ fracamente continua de [0,7] em H, devemos recordar o Lema 3 que
diz que u é continua de [0,7] em V. Lembrando também que a afirmagdo (6.11) garante
que u € L*(0,T; H,). Dessa forma, a solucao u satisfaz as hipéteses do Lema 6 que nos diz

que u é fracamente continua de [0,7] em H,. O

6.2 Unicidade da solucao do Problema 2
Comecamos essa secao com estimativas que serao usadas na demonstracao da unicidade.

Lema 10. Sen =2,

b, v, w)| < clulJul[2[]v]] [wl?||wl]2, (6.23)
para todo u,v,w € H'(R"). Além disso, se u € L*(0,T;V,) N L>(0,T; H,), entio Bu €
L*0,T; Vi) e

| Bul|20.1v) < C%|u|L°°(0,T;Hg)||u||L2(0,T;Vg)~ (6.24)
Sen =3,

[b(w, u, v)[ < cfufpaes g || [V]Les g), (6.25)

10T
|b(u, u, v)| < clul*|[ul|7|v]p1(rs q). (6.26)
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Demonstragao. Para mostrar a desigualdade (6.23), estimaremos b(u, v, w) usando a desigualdade

de Holder e a desigualdade (5.1) do Lema 7,

|b(u,v,w)| = ‘Z/ u;i(Dvj)w;g dx

1,5=1

IN

clulpage g [|V]] [W|La,g)

1k 1 1
< clu2[|uf[z[|v]] |w]z][w]]=.
Para demonstrar a desigualdade (6.24) note que, pelo Lema 8,

|1 Bulff, < cluPl[ul]* < ¢ sup [u(t)]*][ul.
t€[0,T

Integrando,

T T
| 1Bt < i, [ IRt = el ol

Portanto,

||Bu||%2(O,T;Vg’) < C|u|%°°(O,T;Hg)||u||%2(0,T;Vg)7
ou seja,

|Bul|z20,1v) < C%|u|L°°(0,T;Hg)||uHL2(0,T;Vg)~

A prova da desigualdade (6.25) é obtida usando a desigualdade de Holder,
|b(u, u, V)| S c|u|L4(R3,g)||u|| |V|L4(R3,g)-
Usando o resultado acima e a desigualdade (5.2) do Lema 7 mostramos (6.26). Com efeito,

b(u,w, v)| < clu|pamsg|ul] [V]aes g
18
< clufif[ullt{[al} [v]Li@s g

1 7
= clufif[ul[t]v]pi(gs g

Teorema 5. Se n = 2, a solugao do Problema 2, dada pelo Teorema 4, € unica.

Demonstracao. Supondo que u; e uy sao duas solugoes do Problema 2 e considerando u =

u; — Uy, temos
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11/1 + VAII1 + Dll1 + BU1 = f,

u;(0) = ug
e
u'y + vAu, + Duy + Buy = T,
uz(0) = uy.
Assim,

u’ + vAu+ Du = Bu, — Buy,
u(0) = 0.

(6.27)

Tomamos o produto escalar da primeira equagao de (6.27) com u(t) na dualidade entre V e

V. Obtemos
SO + 2001+ 20, (0, u(t)) = 2b(ualt), uale) u(e) - 2b(ua(0), ws(0) ()
Observando que

2b(uy, ug, u) — 2b(ug,u,u) = 2b(uy, uy, u) — 2b(uy, uz,u) + 2b(uy, uz, u) — 2b(uy, uy, u)
= 2b(ug — uy,uy,u) + 2b(uy, uz — uy, u)
= —2b(u,ug,u) — 2b(uy,u,u)

= —2b(u,uy,u)

Portanto,

%|u(t)|2 + 2v[u(t)]2 + 2b<%, u(t),u(t)) = =2b(u(t), w(t)u(t).  (628)

Pela desigualdade (6.23) e pela desigualdade de Young, temos

1 1 1 1
2b(u(t), us (1), u(®))] < clufz||ul[2|[us]| [ul[[ul|2
= cfu] [|ul] [[u,]

2
C
< Y@+ —[ul*[[ul*

Além disso,
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2(*2 ae),u0)| < elITollalfull fu
< V@l + =Vl u@) P, (6.29)

também pela desigualdade de Young e pela desigualdade (5.5). Assim sendo,

()P + 20 ju(r)|F = ~26(=L,u(t).u(t)) — 20(u(t). w(t),u(t)
< V()P + SVl R @) + i@l + u() )1,
ou seja,

d 2 c? 2 2 2
_ < (= -
Zlu®f < (Sl + =1Vl ) ().

Usando o Lema de Gronwall,

() < exp [( Sl + 11Vl )1] )

Como u(0) = 0, obtemos

lu(t)]* <0

para todo t € [0,7], e assim,
u(t) =0 vt e [0, 7).

Logo, uy(t) = uy(t) para todo t € [0, T1. O

Teorema 6. Se n = 3, existe no mdzrimo uma solucao do Problema 2 tal que

u € L*0,T;V,) N L>(0,T; H,) (6.30)

uc L0, T; L*(R?, g)). (6.31)

Demonstracao. Assumiremos que u; e u, sao duas solucoes do Problema 2 que satisfazem

as condigoes (6.30) e (6.31) e seja u = u; — uy. Entdo, pela equagao (6.28),

() + 20| (o) + (S u(t)u(®) = —2b(ua(t) wa(0). u(t)

= 2b(u(t), u(t), us(t)). (6.32)
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Da desigualdade (6.26) e da desigualdade de Young com p = %, g =8 e e =r, temos

1 T
2b(u(t), u(t), uz (1)) < clulif|ul[*|ug|Li(es g

7.8 C 1
< w(l[al[)7 + ()" ual7ags )
2 S s
= vl[ul["+ —ufuglzi g ). (6.33)
Entao, pelas desigualdades (6.29), (6.33) e pela equagao (6.32), obtemos

P+ 2| = ~26(=,u(t)u(t)) — 20(u(t). w(t),u(t)
< @I + 0P lua®) . + Vgl u(®) + u()] .

Logo,
d 2 c® 8 c? 2 2
S < (S, + SVl ) @)

Pelo Lema de Gronwall,

8 c?
[P < exp | (Slua(®) e )+ S 119911% )] [u(0) 2

Dali,
lu(t)* <0

para todo t € [0, 7], implicando em
u(t) =0, Vte|0,T].

Portanto,

ul(t) = I,Ig(t), Vit € [O,T]

Pressao

Para obter a pressao, definiremos

t t t
U(t) = / u(s)ds, p(s)= / Bu(s)ds e F(t) = / f(s)ds.
0 0 0
Se u é uma solucao do sistema (6.3)-(6.4), entao

U,BeFeC(0,T]V).
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Integrando a equacao (6.1) e fazendo o produto interno com algum v € V,, vemos que
v((U(t),v)) = (F(t) —u(t) +uo — (1), v)g, (6.34)

para todo v € V, e para todo t € [0,T]. Denotando

temos que g € C([0,T];V}) e

Usando o Lema de De Rham garantimos, para cada t € [0,7], a existéncia de alguma

distribuigao P(t) em 2 tal que
—vAU(t) + VP(t) = g(t)
u(t) —uy — vAU(t) + B(t) + VP(t) = F(1). (6.35)

Observando que

VP =g+ vAU,

concluimos que VP € C([0,T]; H~'(Q)) e portanto,
P € C([0, Tl Lie(2)).

Podemos entao derivar (6.35), na variavel ¢, no sentido das distribui¢ées em ). Tomando

_op
p - at 9
obtemos

Eu(t) —vAu(t) + Bu(t) + Vp = £(t).
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