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RESUMO

Esta tese aborda as propriedades estéticas e dindmicas de aglomerados bidimen-
sionais (2D) ndo uniformes de particulas com interagdo logaritmica de longo alcance.
O sistema estd sujeito a um potencial externo projetado para produzir um perfil de
densidade variando aproximadamente como 1/r2, onde r é a distancia de seu centro. As
equagdes de movimento superamortecidas das particulas foram integradas no tempo
usando simulagdes de dindmica de Langevin. O equilibrio entre a repulsdao mutua
das particulas e a simetria radial do potencial externo leva a estruturas em forma de
anel altamente ordenadas apresentando linhas espirais cristalinas, tipicas de cristais
conformes. Em cristais conformes, a inomogeneidade da distribui¢do de particulas é
acompanhada por uma pequena densidade de defeitos topolégicos nos arranjos de
particulas. Para nossa geometria simplesmente convexa, os defeitos topolégicos estdo
concentrados principalmente perto do centro dos clusters, mantendo a maior parte
da superficie do cristal livre de defeitos. Encontramos diferentes arranjos de cristais
conformes que foram classificados com base na distribui¢do de suas linhas espirais.
Para investigar as propriedades dindmicas de nossos cristais conformes, aplicamos trés
abordagens diferentes: uma anélise do modo eldstico dos aglomerados de particulas,
a resposta do sistema as flutuagdes térmicas e a deformacdo na estrutura do anel das
particulas induzida por cisalhamento externo. A anélise do modo eléstico revela que
os modos de cisalhamento sdo mais pronunciados para os automodos de energia mais
baixa. Por outro lado, os modos de compressdo se manifestam gradualmente com o
aumento dos autovalores, agindo das camadas mais externas para as mais internas.
Como esperado, o automodo associado a rotacdo pura do sistema é sempre aquele com
o menor autovalor para um sistema estdvel. Variando a temperatura nas simulagdes,
observamos que esses cristais conformes sdo resilientes as flutuagdes térmicas até uma
determinada temperatura, acima da qual os defeitos topolégicos migram progressi-
vamente do centro para o resto do sistema. Finalmente, ao aplicar um acionamento
externo ndo uniforme ao longo da direcdo angular, obtemos rota¢do do corpo rigido
para baixa intensidade de acionamento e um comportamento semelhante ao liquido
para altos valores de acionamento. Para forcas de acionamento intermedidrias o sistema
sofre fluxo plastico, subdividido em diferentes fases dindmicas conforme a forca de

acionamento aumenta e com a proliferacdo de defeitos topoldgicos. Esses resultados sdo



analisados dentro da aproximagdo de campo médio associando a curvatura gaussiana

local do cristal a distribui¢do dos defeitos.

Palavras-chave: Cristais Conformes. Defeitos Topolégicos. Flutuagdes Térmicas. Tensdo

de Cisalhamento.



ABSTRACT

This thesis addresses the static and dynamic properties of non-uniform two-
dimensional (2D) clusters of particles with long-range logarithmic interaction. The
system is subjected to an external potential designed to produce a density profile
varying approximately as 1/r%, where r is the distance from its center. The particles
overdamped equations of motion were time integrated by using Langevin dynamics
simulations. The balance between the particles mutual repulsion and the external
potential radial symmetry leads to highly ordered ring-shaped structures presenting
crystalline spiral lines, typical of conformal crystals. In conformal crystals, the particle
distribution inhomogeneity is accompanied by a small density of topological defects in
the particle arrangements. For our simply connected geometry the topological defects are
mainly concentrated close to the center of the clusters, keeping most of the crystal surface
free from defects. We encounter different arrangements of conformal crystals which
were classified based on the distribution of their spiral lines. In order to investigate the
dynamical properties of our conformal crystals, we applied three different approachs: An
analysis of the particle clusters elastic mode, the system response to thermal fluctuations,
and the strain on the particles ring structure induced by external shear stress. The elastic
mode analysis reveals that shear modes are more pronounced for the lowest energy
eigenmodes. On the other hand, compression modes manifest themselves gradually
with increasing eigenvalues, acting from the outermost to the innermost shells. As
expected, the eigenmode associated with the system pure rotation is always the one with
the lowest eigenvalue for a stable system. By varying the temperature in the simulations
we observe that these conformal crystals are resilient to thermal fluctuations up to a
certain temperature, above which topological defects progressively migrates from the
center to the rest of the system. Finally, when applying a non-uniform external drive
along the angular direction, we obtain rigid body rotation for low drive intensity and a
liquid-like behavior for high drive values. For intermediate drive strengths the system
undergoes plastic flow, subdivided in different dynamical phases as the drive strength
increases and with proliferation of topological defects. These results are analyzed within
the mean field approximation associating the local Gaussian curvature of the crystal to

the distribution of defects.
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esquerdo de cada painel, apresentamos a distribuicdo radial das
particulas formando camadas, e no canto inferior direito E/N. O
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camadas contendo N, particulascada. . . . . . ... ... ... ....
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1 INTRODUGAO

Havia um século na ponta do l4pis,
Nao na que escreve.
Na que segura borrachas!

A Espera - Juliano Holanda

Douday e Couder discutem a formagdo de um ordenamento cristalino, envolvendo
a série de Fibonacci, fora do crescimento dindmico da filotaxia observado em plantas. A
partir de simulacdo experimento e simula¢do numérica, os mesmos padrdes sao obtidos
a partir de uma auto-organizagdo em um processo interativo. O resultado é obtido
através de um processo de crescimento dindmico semelhante a formagdo de filotaxia de
parasticidades em plantas, como uma tendéncia de evitar uma organizagdo racional,

periédica [2].

A estruturacdo e crescimento da planta é caracterizado por um espagamento
regular ao longo dos caules e ramos que a compde. Esse arranjo é conhecido como
filotaxia (do grego: phyllon que significa "folha"e tixis que significa "arranjo"). Kuhlemeier
classifica os padrdes de parasticidades em quatro tipos de filotaxia: descontinua,
espiralada, espiral e multijugado [12, 13], sendo a mais comum a filotaxia espiral na
sequéncia de Fibonacci [14, 15]. Na Fig. 1 mostramos alguns exemplos de parasticidades
observadas na natureza. Na primeira fileira temos exemplificadas as espécies Pinus
sp., Aloe polyphylla e Dahlia sp., na segunda, Crassula sp., Helianthus annuus e Taraxacum

officinale, respectivamente.

Através de experimento com esferas magnéticas interagindo repulsivamente
entre si e formando uma rede periddica, e submetidas a uma forga externa, tal como
gravidade ou gradiente de campo magnético, Rothen et al. observam a formagao de
estrutura altamente ordenada que pode ser descrita por uma transformagdo conforme

da rede periédica. Essa estrutura é chamada de cristal conforme [16].

Em 1996, Rothen e Pieranksi passam a analisar qual a relagdo entre o mapeamento
conforme e as caracteristicas geométricas. Eles demonstram que com um tinico médulo

de elasticidade pode descrever as propriedades eldsticas dos cristais conformes. Além de
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Figura 1 — Exemplos de parasticidades observadas na natureza. Na primeira fileira temos
exemplificadas as espécies Pinus sp., Aloe polyphylla e Dahlia sp., na segunda
tileira Crassula sp., Helianthus annuus e Taraxacum officinale, respectivamente.
Figuras extraidas da Ref. [1]

Fonte: Figuras extraidas da Ref. [1].

calcularem qual a distor¢do de um cristal estritamente quando um campo de forc¢a induz
uma pequena deformacao [4]. Drenckhan et al. Reproduzem experimentalmente mapas
conformes de uma rede hexagonal, como os favos de mel, produzindo espumas entre
duas superficies de vidro adequadamente angulada ou curvada. Impondo uma variagado
especifica da 4rea da bolha. A estrutura reproduz mapas conformes hexagonal com

uma boa aproximagdo quando mapeadas em um plano com densidade uniforme [6].

Douady e Couder apresentam uma série de artigos [2, 17-19] em que os diversos
modos filotdxicos estdo relacionados a sucessivas interagdes entre dois possiveis siste-
mas dindmicos simples. Os padrdes sdo obtidos experimentalmente e numericamente,
surgindo através de uma auto-organizagdo em um processo interativo. Experimental-
mente, gotas de ferrofluido sdo utilizadas para simular a formagédo das parastiches.
Trés fotografias para diferentes padrdes de formacao sao apresentadas na Fig. 2. Essa

ordenagdo se deve a tendéncia do sistema em se distanciar de um ordenamento hexago-
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Figura 2 — Trés fotografias do experimento. Os niimeros mostram a ordem de deposigao
das gotas (origem arbitraria). (a) ¢ = 180°, (b) ¢ = 150° e (c) ¢ ~ 139° (espiral
de Fibonacci). Figuras extraidas da Ref. [2].

Fonte: S. Douady and Y. Couder [2].

nal periédico [17]. Surge, entdo, a questdo de saber se cristais espirais semelhantes, de
particulas semelhantes, poderiam resultar de uma minimizacao global de energia, e ndo

de um processo dindmico especifico, e quao estdvel seria esse sistema.

Neste trabalho, demonstramos que um sistema 2D de particulas interativas
de longo alcance, confinado a um potencial externo projetado adequadamente, pode
cristalizar em configura¢des ndo homogéneas altamente ordenadas, caracterizadas por
linhas cristalinas em espiral. Dependendo da intensidade do potencial confinante, o
conjunto de linhas espirais cristalinas principais pode ser: (i) quiral, com quiralidade geral
para dextrégiros ou levégiros, ou (ii) ndo quiral, com duas linhas cristalinas principais
em espiral de quiralidade oposta e a terceira consistindo em circulos concéntricos ou
linhas radiais. Em contraste com os clusters homogéneos, como os encontrados em
armadilhas harmonicas, a carga topoldgica induzida pela geometria é concentrada no
nucleo da configuragdo, enquanto o restante do cristal estd quase livre de defeitos [Cap. 3].
Dentre as configurac¢des obtidas, investigamos a dindmica de algumas configuragoes
de menor energia e metaestaveis, estudando os seus modos elasticos. Esses modos
elasticos correspondem a uma mistura entre os modos de cisalhamento e compressao.
Um comportamento caracteristico é observado para os automodos de baixa energia,
que corresponde ao modo de cisalhamento. Enquanto que o comportamento do modo
de compressdo é mais relevante nos automodos mais elevados, apresentando-se de
maneira peculiar ao observado quando confinado por um potencial parabélico [Cap. 4].
Essas estruturas sdo resistentes a flutua¢des térmicas até um certo limite de temperatura,

acima do qual a carga liquida topoldgica comeca a migrar do nticleo para o corpo do
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cristal. Concomitantemente, & medida que a temperatura aumenta acima do limite,
distribuicées localizadas de carga neutras, como deslocac¢des e pregas, proliferam e
o cristal derrete progressivamente do centro para a borda [Cap. 5]. Analisamos esses
resultados a luz de uma aproximagao de campo médio, que permite associar a curvatura
gaussiana local do cristal a distribuicdo de defeitos. Também discutimos a estabilidade
do cristal em relacdo a tensdo de cisalhamento produzida por um campo de forga

azimutal ndo uniforme [Cap. 6].

Esse capitulo é organizado da seguinte maneira. Inicialmente, faremos um
apanhado geral sobre cristais conformes e rede conforme, na Se¢do 1.1. Na Secdo 1.2
mostraremos as circunstancias nas quais um conjunto de particulas constitui um cristal
estritamente conforme (CEC) e o tipo de simetria que estariamos interessados. Na
Secdo 1.3, através da aproximagao do limite continuo, minimizaremos o funcional da
energia livre do sistema para obter o potencial confinador que satisfaca a densidade
ndo-uniforme, discutida na segdo anterior. Por fim, na Secdo 1.4 discutiremos os efeitos

da geometria conforme e dos defeitos topol6gicos em nosso sistema.

1.1 CRISTAIS CONFORMES

Nessa se¢do abordaremos o ordenamento estrutural que pode ser formado quando
distribuimos as particulas de forma ndo uniforme. Em uma situacdo de densidade
uniforme, sabemos que as particulas tendem a convergir para um minimo de energia
apresentando ordenamento de uma rede triangular. Faremos uma revisao conceitual de
cristais conformes e usaremos um método simples para calcular o potencial externo,

capaz de equilibrar tais estruturas conformes [20].

1.1.1 Rede Conforme

Mapeamento conforme é um tema bastante estudado em anélise complexa.
Define-se uma fun¢do matemaética que transforma um ntimero do plano z, z = x + iy em
um outro nimero no plano w, w(z) = u(x, y) + iv(x, y), preservando a orientagdo e o
angulo. Os primeiros experimentos com cristais conformes indicaram um mapeamento
conforme logaritmico, do tipo w(z) = (1/ia)In(iaz) com @ = /L, onde L é a base to

retangulo, como possivel solugdo para explicar configura¢des de gravity rainbow [4, 16].

Para satisfazer a definicdo de um cristal perfeito ou estritamente conforme,
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Figura 3 - A esquerda, um secdo semicircular de uma rede regular hexagonal no
plano z. A direita, o mapeamento conforme usando a transformagio w(z) =
(1/ia)In(iaz) com a = m/L, onde L é a base to retangulo, para ajustar a
geometria semianular. As letras em vermelho sdo guias para identificar onde
cada regido estd mapeada. Figura extraida e modificada da Ref.[3].

A F u D C C xB A

Fonte: Figura extraida e modificada da Ref. [3].

proposto por Rothen et al. [4,16], o cristal precisa obedecer as condigdes analiticas do
mapeamento que o define. Reproduziremos os procedimentos utilizados para calcular
o equilibrio mecanico de cristais conformes, nos quais as particulas interagem através
de forgas isotrépicas tipo lei de poténcia [4]. Outros trabalhos de referéncia podem ser

encontrados em [6, 16, 21, 22].

Consideremos um conjunto de particulas pontuais interagindo através de forgas
isotrépicas tipo lei de poténcias e distribuidas em uma estrutura hexagonal regular.
Vamos analisar como o sistema se acomoda sob um mapeamento conforme e quais

condi¢des devemos satisfazer para que seja considerado um cristal conforme.

Consideremos uma transformacédo genérica, dada por

w = f(z) =u(x,y)+iv(x,y), (1.1)

que mapeia uma estrutura hexagonal perfeita do plano z em uma estrutura conforme no
plano w. A distancia entre as particulas sera alterada, de acordo com a métrica do espago
transformado (mas preservando a orienta¢do e o angulo entre os vetores distancias),

dada por
ds2 = du® + dv?, (1.2)

onde nds podemos reescrever du e dv como

du du dv dv
du = gdx + @dy ; do = —xdx + —ydy. (1.3)

f(z) é dita conforme se, somente se, f é uma funcdo analitica de z, i.e., f(z) deve

satisfazer as rela¢des de Cauchy-Riemann [23]
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Ju Jdvu u dJv
T (14)

Substituindo as Egs. (1.3) em (1.2) e usando as relagdes de Cauchy-Riemann, podemos

reescrever a Eq. (1.2) como

2
dw
| 9=

ds? = ' (1.5)

w

onde ds? = dx? + dy? é a métrica do espaco original. Note que a Eq. (1.5) implica em
uma relagéo entre os elementos de 4rea de cada espaco, dado por day, = |dw/dz|*da..
Consequentemente, desde que a densidade local das particulas seja dada pelo ntimero
de pontos por unidade de &rea, a rede conforme apresenta uma densidade de particulas

dada por

2

- (1.6)

Ny =Ny

onde 1, é a densidade de particulas no plano original. Para uma rede hexagonal a

densidade é n, =2/ V3b2, onde b ¢é a distancia entre os vizinhos mais préximos.

A derivada de w em relagdo a z, que definiremos como C(w) = dw/dz, contém
todas as informacgdes sobre a geometria da rede deformada em torno de w. Rothen [4]
se refere a {(w) como uma sendo distor¢do no plano complexo (complex distortion), que

pode ser reescrita como
C(w) = [Cle™?, (1.7)

onde ¢ é uma fase. Sendo Az o vetor no plano z que conecta dois pontos vizinhos, e Aw

o mapa desse vetor no plano w

Az = |Az|ei?=,
. (1.8)
Aw = |Awle'Pw.
Fazendo uma expansdo de Aw em relacdo a Az, temos
; d
|Aw]e’® = Aw = %Az + O(AZ). (1.9)

Considerando que Az é muito menor do que o comprimento caracteristico em que a

funcdo w(z) muda consideravelmente e usando as Egs. (1.7) e (1.8), a Eq. (1.9) se torna

|Aw|e’® ~ |C||Az|e!(P=+P), (1.10)
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Figura 4 — A direita: exemplo da distribuicdo das particulas no plano z. A esquerda:
transformada do hexagono original no plano w. Figura extraida e modificada
da Ref.[4].

T F, hex

Fonte: Figura extraida e modificada da Ref. [4].

Aqui, ¢ estd diretamente relacionado ao angulo no qual o hexdgono da rede conforme foi
girado em relacdo ao hexagono correspondente da rede original, e |C| indica a dilatagdo

das distancias entre as particulas vizinhas de w.

1.2 CRISTAL ESTRITAMENTE CONFORME (CEC)

Um conjunto de particulas constitui um cristal estritamente conforme (CEC) se
cada particula estiver posicionada exatamente nos locais da rede conforme. Considerando
um par de particulas, i e j, pertencentes a um CEC e interagindo através de uma forca

repulsiva, F;;, dada por
Z i Zi

Fi=A— "1
T gy =z

(1.11)

onde k é um expoente fixo e A é uma constante positiva. Vamos calcular a forga total
que particulas posicionadas nos vértices do hexdgono z;, I = 1,2,...,6, exercem em

uma particula localizada no centro desse mesmo hexagono, ver Fig. 4.

O hexagono original, no plano w, é exemplificado na Fig. 4 (esquerda), onde nds
definimos w; como as posi¢des dos vértices e w como a posi¢do central. N6s podemos

reescrever w; como

w; = w + be'™, (1.12)
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onde b é a distancia entre o centro e os vértices do hexdgono, a; =In/3,el =1,2,...,6.
Sendo assim, podemos escrever Aw = w; — w = be'*. Assumindo que b é muito menor

do que o comprimento caracteristico, 7, em que a fun¢do z(w) muda consideravelmente,

temos
1 (dz| 1 b
—|—| =~ - - <1 1.13
|z| |[dw| r €7 < (1.13)
Analogamente a Eq. (1.9), podemos expandir Az como
dz 1d%z 2 3
z1—z=NAz = %Aw + 2702 (Aw)” + O(Aw>). (1.14)

Definindo 1(z) = d?z/dw? = |n|e’¥ e usando a Eq. (1.12), a Eq. (1.14) pode ser reescrita

como
z)—z = |C|be!@*?) 4 %mwzei@aﬁw +0(b%), (1.15)
€,
k+2
1 1 k+2. 1|1
= 1-—=b|= - 1.16
mes i vl I L R (1.16)

onde usamos uma expansdo binominal. Com isso, a forca atuando na particula central
produzida pela particula em z;, pode ser escrita como

zZ—2Z]

FF=A———
! |Z—Zl|k+2

=F} +iF]. (1.17)

Usando as Egs. (1.15), (1.16) e (1.17), nés obtemos a forga total que atua sobre a
particula central, Fj,,, produzida pelas particulas localizadas em cada um dos vértices

do hexagono (z1, . . ., z).

6 6 k+1
Fhex = ZFZ = _AZ [Ll ' lei(mﬂb) + Mei(zocwp)l
< £ | bC] 2|C]

k+2 |1
-

c

Como 216:1 el = 216:1 e’2% = 0, o termo evanescente da Eq. (1.18) corresponde ao

cos(aj + 9 — )| +--- (1.18)

produto e @+9) cos(a; + Y- @), ie,

k+2 Il <O e
Fhey = ATbk|C|k+2 ;e (@1+6) cos(a; + Y —¢)+O0(/r) (1.19)
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Podemos ainda reescrever o cosseno em termos de exponenciais, cos(0) = (e? +e719)/2,

e calcular a contribuigdo de todas as seis particulas. Com isso, a Eq. (1.19) resulta em

k+2 |nl

Fhex = AT bk|C|k+2

3e!20-Y) L O(b/r) = F* _+ iFgex, (1.20)

hex

Note que, na Eq. (1.20), Fj., depende explicitamente da orientacdo especifica do
hexagono, ¢. Podemos evitar essa dependéncia se reescrevermos Fj., em termos da
densidade de particulas. Definimos um operador gradiente, atuando no plano z, como

sendo V = d/dx +id/dy, atuando na densidade do CEC. Usando a Eq. (1.6), teremos

o ldwl> . 9 |dw|
Vi = megelaz| iy az| 120
onde,
2 |dwl® 9 [dw (dw\'| 9z d*w (dw)’
wE | (E) ] -5 (E) e (22

onde a* é o complexo conjugado de a. Usando dz/dx = 1, obtemos

o ldwl 2w (dw\’ 2w (dw\]

ox [dz ‘E(E) *[ﬁ(d—)] ~ (1.23)
Do mesmo modo,

o |dwl? Aw (dw\" | [d*w (dw\"]

Portanto, usando as Egs. (1.21), (1.23) e (1.24) e a densidade 1, = 2/ V3b? para uma

rede hexagonal, n6s obtemos

4 [d2w (dw\"]
VTZZ = —\/gbZ lﬁ (E) l , (125)

onde,

Pw _ d (dw) dw[d (dw))__ = (dz)” (1.26)
dz2  dz\dz) dz |dw\dz]| dw?\dw| '
Por fim, usando d?z/dw? = |n|e’¥ e dz/dw = |C|e'?, o gradiente de densidade de CEC

pode ser escrito através da equacdo

_ A Il ey
Vnz——\/gbzwe . (127)
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Figura 5 — Representacdo esquemaética das familias de hexdgonos centradas em uma
posicdo w. H, representa a quantidade n de hexdgonos com tamanhos entre
= (V3/2)nb e d = nb. As trés possibilidades de H3 sdo mostradas em

destaque. Figura extraida da Ref.[4].
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Fonte: Rothen e Pieranski [4].

Analogamente, podemos obter a expressdo para V(nlg/ )= (k/ Z)ngk/ 2 n,. Compa-

rando com a Eq. (1.20), podemos obter

k + 2\ 3k+4)/4
) K2, (1.28)

Fhex = —A( 2 2(k+2)/2

onde consideramos o plano complexo como sendo o plano uv, i.e.,a = (a*, a¥) representa
um vetor em coordenadas Cartesianas. Note que, agora Fj,., depende apenas do tipo de

forca de interagdo, dado por A e k, e do gradiente do CEC.

A Eq. (1.28) representa a for¢a que atua em uma particula do CEC devido aos seis
vizinhos mais préximos. Para calcularmos a contribuicdo das demais particulas, podemos
decompor a rede em hexdgonos concéntricos de diferentes tamanhos e orientagdes,
como mostrado na Fig. 5. A contribui¢do de cada hexdgono sera dada pela Eq. (1.28),
reescalada para os correspondentes tamanhos. Um hexdgono em que a distancia, d, do
centro difere de b por um fator multiplicativo, a, i.e., d = ab, temos uma contribuicdo de
(1/a*)Fpey, ver Eq. (1.20). Mantendo a defini¢ao das familia dos hexagonos H1, Ho, ...,
como mostrado na Fig. 5, a primeira familia, H, tem apenas um hexagono exercendo
uma forga Fj., na particula central; H, contribui com dois hexdgonos, um com lado

d = 2b e outro com d = V3b, entdo a contribui¢do de H; para a forca total, Fint, € dada
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por (1/ 25)Fhex + (1/3K/2)Fy,.. Portanto, a contribuicdo da familia H,,, com n hexagonos
com tamanhos entre d = (V3/2)nb e d = nb, para n > 2, para a forca total, ndo é maior

do que n[1/(n V3/2)¥1Fjex. Podemos expressar a forca que atua na particula central

como
Fint = f(k)Fhew (1-29)
onde
1 1 X 2\
1<f(k)<1+2—k+w+;)n(n—\/§) Eg(k) (130)

Note que g(k) converge apenas para k > 2. Usando a Eq. (1.28), podemos reescrever a

forca total como

Fine = -AJ()V(1Y?) |, k>2, (1.31)
onde
k +2] 3k+d/4
JB) = | == | S8 ® ~ k>2. (1.32)

Se o potencial é de curto alcance (k > 2), a Eq. (1.31) é uma boa aproximacao
quando a influéncia dos vizinhos mais préximos é muito maior do que a influéncia
das particulas adicionas, e os hexdgonos com d/r ndo muito menores que 1 (condicado
assumida na Eq. (1.13)) tém influéncia desprezivel. Um exemplo disso, é o experimento
de gravity rainbow proposto por Rothen, onde as esferas magnetizadas interagem através
de um potencial U ~ 1/r3, que implica em k = 3. Note também que, para um sistema
contendo um niimero fixo de particulas, a soma da Eq. (1.30) é finita, independentemente

de k.

A Eq. (1.31) é calculada considerando z(w) e dz/dw fungdes analiticas de w.
Dessa maneira, é esperado que exista ¢(z) tal que ((z) = |C|e’? seja uma funcdo analitica

de z. Portanto, podemos usar a relagdo de Cauchy-Riemann [Eq. (1.4)] como
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9|C| Qb d|C| CP

ICI C oy —ICI (1.33)

Da relacdo de Cauchy-Riemann, nés obtemos

» 92 92
V<In|C| = 1n|C|+71n|C| (1.34)

Usando isso, além de um fator constante n, = |C|72, ver Eq. (1.6), a Eq. (1.34)

resulta em
V2In(n,) = 0. (1.35)
Comparando a equagdo acima com Eq. (1.31), também obtemos

Fmt

AV
Ank/2

= 0. (1.36)

As Egs. (1.35) e (1.36) representam as condi¢des na qual as forcas internas
e a densidade de particulas deve satisfazer para estarem em concorddncia com a
analiticidade do mapeamento conforme. O campo externo de forcas necessario para
alcangar o equilibrio mecéanico do CEC é determinado por Fint + Fext = 0. Das Egs. (1.31)
e (1.36), temos

Foxt = AJ(K)V (1'%, (1.37)
v. —Fef/z 0. (1.38)
An

Essas duas equagdes definem o campo de forga externo necessario para estabilizar CEC.
Rothen et al. [4] mostram, através de simulagdo numérica, que as Egs. (1.37) e (1.38)
descrevem de maneira satisfatoria as forgas de equilibrio em um CEC em diferentes

simetrias (planar e radial) para U(r) ~ 1/7°.

Com isso, a Eq. (1.35) nos fornece a distribui¢do de densidade de particulas de
um CEC para qualquer mapeamento conforme, e a Eq. (1.37) o campo de forca externo
necessdrio para equilibrd-lo. Entretanto, a expressao obtida na Eq. (1.37) é limitada,

isso porque é vélida apenas no limite em que a distancia entre as particulas é pequena
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[Eq. (1.13)] e para interacdes de leis de poténcia com k > 2 [Eq. (1.11)]. Essa limitagao
restringe o formalismo para algumas leis importantes de interagdo, como Coulomb e
logaritmica, além de interagdes entre vortices, seja em materiais espessos ou em filmes

tinos. Uma outra teoria mais abrangente, faz-se necessaria.

1.2.1 Cristal Estritamente Conforme - Simetria de Rotacéao

Como visto na se¢do anterior, uma transformacdo conforme é uma ferramenta
matematica que mapeia um dominio no plano complexo z = x + iy no plano w = u +iv,
preservando o dngulo entre duas curvas de interse¢do dentro do dominio. No contexto de
cristais 2D, uma rede hexagonal regular pode ser mapeada através de uma transformacédo
conforme nos chamados cristais conformes. Apesar de resultar em uma densidade
diferente de pontos, a transformacdo conforme preserva a simetria hexagonal local
da rede original. A transformacdo resulta em uma densidade tinica, geralmente ndo

uniforme, dada por

- (1.39)

Ny =Ny

onde 1, = const. que representa a densidade uniforme dos pontos na rede hexagonal
original. Além disso, para cumprir a analiticidade imposta pelo mapa conforme, o

logaritmo da densidade transformada deve satisfazer a equacdo de Laplace [4, 24]

V2In(n,) = 0. (1.40)

Para um sistema com simetria de rotac¢ao, i.e., n, = n,(r), onde r = VxZ + yz,

reescrevendo a Eq. (1.40) em coordenadas polares (7, ¢), teremos

10 [ 9 1 9? 10 (r dn,
;5 l?’gh’l(ﬂz) + r—zwln(nz) =0 = ;5 (I/Z_Z o7 ) =0. (141)
Portanto,
ron,
o = const, (1.42)

que tem como solugdo

n, =ar®, (1.43)
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Figura 6 — Na parte superior, sio mostrados os estados obtidos em diferentes valores da
temperatura T e da densidade de fluxo B; produzida por uma bobina ou ima
no centro da amostra. A triangulacdo mostra os resultados das transformagdes
conformes w = z!*%/2, aplicadas nas configuracdes acima delas. A simetria
triangular levemente deformada das configuragdes transformadas no plano

w caracteriza a natureza conforme do cristal no plano z. Figura extraida da
Ref.[5].
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Fonte: Menezes et al. [5].

com a e a sdo constantes reais. Nesse caso, 0o mapa conforme correspondente pertence

ao conjunto de transformagoes:

z = cw? @ ifq # -2, (1.44a)

z=e", ifa=-2. (1.44b)

onde ¢ = [ny(a +2)?/4a]/@*2 se ¢ # -2, e ¢ = \/ny/a se a = —2. Neste trabalho,
estaremos particularmente interessados no segundo caso (a = —2), que corresponde a

uma alta densidade no centro da amostra n o 1/72.

Sistemas que apresentam alta densidade longe do centro da amostra, caso descrito
em (1.44a), ja foram estudados em diversas situagdes com a > 0 [5, 6]. Menezes et al.
investigaram vortices em um disco supercondutor do tipo-II submetido a potenciais
de confinamento altamente ndo uniformes, produzidos por texturas magnéticas nao

homogéneas, ver Fig. 6. As configura¢des alcancadas, dependem do conjunto de
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Figura 7 — Exemplos de dois casos generalizados que mostra a densidade de bolhas
concentrada longe (a-c) e proximo (d-e) do centro da amostra para diferentes
valores de a > 0. Em (a) e (d) sdo mostrados os aparatos experimentais; em
(b) e (e) a predicdo numérica; e em (c) e (f) os resultados experimentais para
os dois casos genéricos. O sombreamento mostra como as linhas das células
vizinhas sdo transformadas. Figura extraida da Ref.[6].
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Fonte: Drenckhan et al. [6].

transformagdes conformes permitidas (diferentes valores de «), e dos parametros
magnéticos e térmicos no qual o sistema é submetido. Drenckhan et al. [6] realizaram um
experimento bidimensional onde espumas monodispersas sdo produzidas capturando
uma camada de bolhas de volume igual entre duas superficies de vidro, ver Fig. 7.
Eles comparam as predicOes tedricas com resultados experimentais para sistemas 2D
com simetria translacional, do tipo gravity’s rainbow [4, 16], e rotacional, comumente
referenciada em filotaxia e em sistemas com crescimento celular [25]. Destacamos que o

nosso caso de interesse é a = —2, que serd discutido em detalhes no Cap. 2.
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1.3 APROXIMACAO LIMITE CONTINUO E PERFIL DE DENSIDADE ESTRITAMENTE
CONFORME - (DEC)

Considerando um sistema de N particulas interagindo via potencial Vin(r, ') e
sujeito a um potencial externo U(r), a energia livre do sistema, ¥, dentro da aproximagao

continua, pode ser expressa como [26]

Tz/drn(r)ll(r)+%/drdr’nz(r,r')th(r,r’), (1.45)

onde o primeiro termo da integral representa a auto-energia de cada particula sob o
potencial externo U(r) e o segundo se refere a energia de interagdo entre as particulas,
na(r, ') é a fungdo de distribui¢do de duas particulas. Considerando que o espagamento
entre as particulas é menor que qualquer outra escala de comprimento relevante, 1,

pode ser aproximado como n5(r, t') = n(r)n(r’).

Note que, para um dado n(r), nés podemos encontrar um potencial externo que
minimiza a energia, minimizando o funcional ¥ com respeito a n(r). Esta minimizagao

resulta na condicdo

U(r) = - / Ar'n(t’)Vine(r, v') + C, (1.46)

onde C é uma constante a ser determinada pela condic¢do f drn(r) = N. Da Eq. (1.46),
podemos calcular qual o potencial capaz de acomodar as particulas, com um perfil de

densidade estritamente conforme (DEC) escolhendo 7(r) como na Eq. (1.44).

Para elucidar o método da aproximacdo continua, tomamos como exemplo
o caso descrito na Ref. [20], onde um potencial de confinamento unidimensional,
U(y), é considerado para confinar vértices. Nesta situagdo, a inica transformagao que
produz um perfil de densidade 1D é dado por z(w) = —ilIn(iw/I) [4, 21]. A densidade
conforme, no plano fisico, é dada por n(y) = nge~2¥/!, onde ng é dado pela condicao
de conservagdo de particulas no sistema, / n(r)dr = N. Além disso, para um ntiimero
finito de vértices, considera-se que o potencial é periédico em um comprimento L, de
modo que U(y + L) = U(y), além de condi¢des periédicas em x, também sobre um
comprimento L. Para um mapeamento que leve um retdngulo de base L para uma regido

semianular, é fixado I = L/m. De modo que, se | < 2L = ny ~ 2N/I.
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Figura 8 — Particulas em uma interface 6leo-dgua. As particulas interagem repulsiva-
mente, formando uma rede triangular, na auséncia de um potencial de
confinamento espacialmente varidvel. Figura extraida da Ref.[7].

Fonte: Soni et al. [7]

Em um supercondutor espesso de espessura d > A, onde A é o comprimento de
penetragdo de London$, os vértices interagem entre si através do potencial de interagdo
dado por Vi, = €9Ko(r/A), onde Ko(z) é uma fungdo de Bessel modificada de ordem
zero do segundo tipo e ¢g = ¢p?d/2mpgA?, com ¢y sendo o fluxo de quantum e g é
o coeficiente de permeabilidade magnética do vacuo. Assumindo ainda que l > A, a

aproximacao local permanece vélida, e o potencial confinante pode ser escrito como

—gnoy/E , 0<sy<§,
U(y) = (1.47)

onde o primeiro termo corresponde ao confinamento da distribui¢do na regido y > 0,
com g = ¢3/uo. A fim de assegurar a conservagao da vorticidade, a largura da parede
& foi definida de modo que a forca méxima exercida pelo potencial de confinamento,

gno/ < seja menor do que a forca de desassociagdo entre o par vortice-antivortice.

1.4 GEOMETRIA CONFORME E DEFEITOS TOPOLOGICOS

Ja se tem conhecimento de que em um sistema bidimensional e na auséncia de
um potencial de confinamento, espacialmente varidvel, com um nimero infinito de

particulas, elas formardo um rede triangular uniforme [ver Fig. 8] por todo o espaco.

§ O comprimento de penetragio de London é a distancia caracteristica da interface em que correntes
elétricas e campos eletromagnéticos tem magnitude ndo desprezivel.
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Figura 9 — (A) Exemplo de uma configuracdo de um sistema em equilibrio. Cada particula
é identificada e a estrutura resultante é triangulada [8]. Defeitos com 5
(7) vizinhos sdo coloridos em vermelho (azul). A carga liquida livre de
defeitos resulta em +6, conforme exigido por restri¢des topoldgicas. (B) Rede

perfeitamente conforme usada na Ref. [4] para um modelo de particulas
repulsivas em um campo gravitacional.
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Fonte: O autor (2020) e Rothen e Pieranski. [4]

Confinando as particulas, e.g., por uma parede, elas irdo se acomodar na borda desse
confinamento, se a interac¢do for repulsiva. Com esse novo estado definido, podemos
usar teoria da elasticidade [27, 28] para tratar os desvios desse novo estado cristalino,

que podem resultar em compressdo, cisalhamento ou defeitos topolégicos.

Uma forga de confinamento comprime as particulas, causando uma deformacgao
da rede cristalina. Nos cristais (rede triangular), é possivel observar padrdes de defeitos,
incluindo cicatrizes (scars) — que incluem cadeias de defeitos alternados de 5 (carga topo-
l6gica positiva) e 7 (carga topoldgica negativa) vizinhos [29], ver Fig. 9. A presenca desses
defeitos é um indicativo de uma incompatibilidade entre a variagdo do espacamento da
estrutura e a estrutura triangular, sendo uma consequéncia do comportamento global
do sistema. Na Fig. 9(B) mostramos uma estrutura livre de defeitos, onde cada particula

apresenta seu proprio espacamento de rede, de maneira uniforme. Uma analogia pode
ser feita a frustracdo encontrada ao buscar revestir uma superficie curva com um cristal
triangular uniforme [30]. Notemos que, a frustragdo ndo é uma consequéncia inevitavel

da curvatura, uma vez que é possivel revestir um cilindro perfeitamente, e sim de como
ocorre essa curvatura.

Se a curvatura Gaussiana [31] estd presente, a frustracdo torna-se inevitavel. A
curvatura Gaussiana é uma propriedade intrinseca das superficies, onde a sua curvatura

é invariante perante uma mudanca de coordenadas. Uma vez que a colocagdo de um
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Figura 10 — Representacdo esquemdtica de uma particula com ordenamento com 5
vizinhos (a esquerda) e uma outra particula com ordenamento de 7 vizinhos
(a direita). Figura extraida da Ref. [9].

Fonte: Philip Kim [9]

cristal uniforme, em uma superficie com curvatura Gaussiana, fard com que as linhas
da rede, que seriam paralelas, convirjam ou divirjam, distorcendo a estrutura do estado
cristalino. Os defeitos topolégicos emergentes permitem que um cristal, de densidade

uniforme, se adapte a superficie [30, 32-35].

Uma distribui¢do ndo uniforme de particulas interagentes é composta de defeitos
topolégicos, com prevalecimento de disclinagdes (disclinations) e deslocagdes (dislocations),
frustrando a ordem global do sistema. As disclinagdes e deslocagdes sdo imperfeicdes
plasticas caracteristicas de um sélido deformado [22, 36]. Em uma rede triangular, uma
disclina¢Ges pode ser descrita como uma deformacgdo angular do cristal resultante da
remogdo (inser¢do) de uma fatia de angulo /3 [36] [ver Fig. 10]. Na Fig. 10 mostramos
uma representacdo esquematica de uma particula com ordenamento com 5 vizinhos
(2 esquerda) e uma outra particula com ordenamento de 7 vizinhos (a direita). Nesse
processo, a particula perde (ganha) um vizinho, enquanto que as demais mantém sua
coordenacdo com 6 vizinhos, em uma rede infinita triangular. Uma deslocagdo é um par
de duas disclinagdes vizinhas com ntimero de coordenagdo menor e maior do que seis
(usualmente 5 e 7) [ver Fig. 9]. Definimos a carga topoldgica, descrita acima como uma

disclinacdo, em um local de uma rede distorcida como
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Q=79-v (1.48)

onde v corresponde ao nimero de coordenacao real (i.e. o nimero de vizinhos mais
préximos), e ¥ o valor de referéncia a uma rede perfeita. Para uma rede triangular,
pertencentes ao interior da amostra ¥ = 6, enquanto para os situados na borda ¥ = 4. A
carga topolégica liquida do sistema é dada pela soma das cargas topolégicas de cada
sitio.
N N
Quig= ) Qi= ). (7 =), (149)
i=1 i=1
onde N é o niumero de particulas no sistema e Q; é carga isolada de uma disclinagdo. Pelo
teorema de Euler [37, 38], essa carga liquida é invariante e sempre igual a 6. No limite
de muitas deslocagdes, os defeitos podem ser descritos por meio de uma densidade de

carga topolégica [36]:

a(r) = Z Qid(r—1;) = V- [£ xb(1)], (1.50)

onde b(r) é a densidade do vetor de Burgers induzido pela deslocacdo. Fazendo uma
analogia com a eletrostatica, o termo V - [Z X b(r)], pode ser entendido como uma
densidade de carga de polarizagdo e Z X b(r) o vetor densidade de polarizac¢do. O vetor
de Burgers indica a magnitude e a direcdo de uma distor¢do da rede cristalina, resultante
do surgimento de defeitos topolégicos no crital. E possivel interpretar a imperfeicdo da
rede 2D [5, 22, 38], onde temos a indugdo de um gradiente no espagamento da rede a(r),

através da equagdo:

Zb(r) = £ xa()Va()” = 22 x Vinn(r) (151)

Um exemplo do vetor de Burgers é mostrado na Fig. 11. Desenhamos um circuito
de Burgers em torno de uma deslocacdo, i.e., um circuito fechado em torno de um
ponto da rede. Este ponto especifico, apresenta um par de disclinagdes constituido de
uma particula com 5 vizinhos (circulo vermelho) e uma outra particula com 7 vizinhos

(quadrado azul), de modo que a carga topoldgica total de 0. Se ndo existem disclinagdes,
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Figura 11 - Um zoom em uma regido de carga topoldgica total de 0, porém com
uma deslocagdo. Este ponto especifico, apresenta um par de disclinagdes
constituido de uma particula com 5 vizinhos (circulo vermelho) e uma outra
particula com 7 vizinhos (quadrado azul), de modo que a carga topolégica
total de 0. Ao desenhar um circuito de Burgers em torno do limite da
deslocagdo temos uma falha de fechamento que, com uma carga topolégica
nula, se mantém constante com a distancia do centro.

Fonte: O autor (2020)

o circuito seria fechado ao voltar ao ponto inicial. Quando temos o surgimento de
um defeito topolégico, como mostrado na Fig. 11, o ponto final fica deslocado do
ponto inicial. Esse deslocamento é o que caracteriza o vetor de Burgers, sendo este
perpendicular a discrepancia. Note que, apesar da carga topolégica ser nula naquela

regido, a deslocagdo impede o fechamento que do circuito.

Nas Refs. [7, 31, 39], o arranjo de particulas distribuidas ndo uniformemente
no espaco plano é mapeado em uma superficie curva, apresentando uma distribuigao
uniforme. Nessas transformacgdes, as distancias nas superficies curvas e planas se
relacionam por ds’? = yds?, onde y = n(r)/ng é o pardmetro de escala e 19 é uma
constante arbitrdria que corresponde a uma distribui¢do uniforme na superficie curva.

A curvatura Gaussiana pode ser parametrizada como [40]

1
K(r) = —%Vz Iny(r). (1.52)

A conexdo entre a curvatura integrada sobre um remendo na superficie curva, K =

dS’K(r) (onde dS’ é o elemento de area nesse remendo) e sua carga topolégica liquida,
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Q, é determinada pelo Teorema de Gauss-Bonnet [41]
K=2ny

onde x é a caracteristica de Euler do fragmento. Para uma rede triangular simplesmente
conexa, y = Q/6. Usando a Eq. (1.52) e o terema de Stokes, a curvatura em um contorno

C é dado por

K=-1 f dtu-Vinn = 2Q, (1.53)
2 Je 3

onde G denota o vetor unitdrio normal a C e n a densidade de particulas. Q pode
ser calculado integrando a Eq. (1.50) sobre a 4rea fechada C. Para uma distribuicao
de particulas com simetria de rotacdo, da Eq. (1.53) a carga topolégica dentro de um

caminho circular de raio r é dada por

rdn
Q(r) = —3— (1.54)

Vimos que cristais estritamente conformes (CEC) satisfazem a equacdo de Laplace
Eq. (1.40). Sendo assim, da Eq. (1.53), a curvatura gaussiana local e, consequentemente,
a carga topoldgica, em todo lugar em um cristal conforme é zero. A distribuicdo de
defeitos na amostra ndo ocorre necessariamente de forma continua, com a presenga
de linhas de defeitos, mas também com o aparecimento de defeitos isolados, as tais
disclina¢des. Deformagdes da rede cristalina podem ser produzidas por disclinagdes
nesses pontos isolados, onde a transformacdo nao é analitica [22], ou a distribui¢do de
carga topolégica encontra-se em um dominio fora da aplicabilidade da transformacao,

denominada regido ndo conforme.

Nos préximos capitulo apresentaremos o modelo teérico e formalismo adotado
para obtermos as configuragdes homogéneas altamente ordenadas, apresentadas nessa
introducdo. No Cap. 3 mostraremos quais sdo configura¢des esperadas analiticamente e
quais as obtidas através da dindmica molecular. Apresentaremos no Cap. 4 uma analise
espectral dos modos elasticos e os modos de compressao e cisalhamento, obtidos através
das configura¢des de menor energia. Além disso, mostraremos como a carga topolégica

pode influenciar a estabilidade das estruturas cristalina, quando submetidas a flutuagdes
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térmicas e diferentes regides de confinamento e quantidades de particulas [Cap. 5].
Por fim, discutiremos a estabilidade do cristal em relacdo a tensdao de cisalhamento
produzida por um campo de forca azimutal ndo uniforme [Cap. 6]. Os resultados dessa
tese resultaram no artigo Formation and stability of conformal spirals in confined 2D crystals,

ver Apéndice B.
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2 MODELO TEORICO E APROXIMACAO NUMERICA

Computadores fazem arte
Artistas fazem dinheiro, dinheiro
(...)

Computadores avancam

Artistas pegam carona

Cientistas criam o novo

()

Computadores Fazem Arte - Fred Montenegro

Ferramentas computacionais tiveram seu desenvolvimento intensificado durante
a segunda guerra mundial. Tais ferramentas foram utilizadas para resolugdo de men-
sagens criptografadas e o desenvolvimento de armas nucleares. No pés-guerra, os
computadores se tornaram acessiveis para parte da sociedade civil. Em 1946, John Eckter
e John Mauchly colocaram em funcionamento o ENIAC (Electronic Numerical Integrator

and Computer), o primeiro computador digital eletronico de grande escala [42, 43].

Diversos métodos numéricos se desenvolveram no passar dos anos, possibilitando
simulag¢des computacionais em sistemas com limitagoes experimentais [44, 45]. Com o
intuito de conhecer propriedades e realizar antecipagdes do comportamento de sistemas
em diversas dreas de conhecimento como fisica, engenharia, quimica, medicina e biologia,

faz-se uso de métodos numéricos para realizagdo de simula¢des computacionais.

Em 1953, Nicholas Metropolis et al. [46] publicam um dos artigos mais impor-
tantes para estudos de matéria condensada, fazendo uso de simulagdo computacional.
Metropolis et al. utilizam uma versdo modificada do algoritmo de Metropolis e Ulam [47],
ja chamado de Monte Carlo. Um outro método, que baseia-se em determinar as trajetérias
de particulas que representam um espaco de fase através da solugdo numérica das suas

equagdes de movimento de Newton, é o que chamamos de dindmica molecular (DM).

Neste capitulo iremos descrever qual o método para obtencdo dos padrdes
estruturais abordados no capitulo anterior, assim como o formalismo adotado para se

alcangar a densidade de particulas 7 o 1/r2. Além disso, apresentaremos quais so as
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configuragdes esperadas, através do mapeamento do cristal conforme no plano z.

2.1 DINAMICA MOLECULAR

O método de dindmica molecular (DM) é baseado nas solu¢des das equagdes de
movimento de particulas, consideradas muitas vezes como puntiformes, que interagem
com as demais particulas, com o0 meio em que estdo imersas e, eventualmente, com
campos externos aplicados. O inicio das investigacdes de sistemas descritos por potenciais
continuos foi em 1964: Rahman [48] estudou um sistema de 864 particulas interagindo
através de um potencial de Lennard-Jones, com condi¢des de contorno periédicas,
para simular a DM de argonio liquido, mostrando que poderia reproduzir de forma

satisfatoria as propriedades termodinamicas do sistema.

Uma vez que a DM descreve a evolucdo do sistema fisico, é possivel calcular pro-
priedades estéticas e dinAmicas. E necessério informagao sobre as posicdes e velocidades
de cada particula e em cada instante de tempo da simulagdo, de modo que sua trajetéria
possa ser descrita no espago de fase. A forma mais elementar da DM implica no uso da
segunda Lei de Newton. Em alguns sistemas, a utilizacdo de outros métodos se torna
mais factivel, como por exemplo, métodos que utilizam as equagdes de Lagrange e
Hamilton. Tomamos como exemplo o estudo de moléculas que apresentam graus de
liberdade internos e estdo sujeitas a forgas estruturais, que sdo tratadas pelo método
de Lagrange, para que se incorpore efeitos geométricos do sistema nas equagdes de

movimento [45].

Como mencionado, simulagdo computacional nos permite analisar diversas
propriedades de sistemas de muitos corpos. Apesar disso, algumas dessas propriedades
ndo condizem com as que sdo obtidas experimentalmente. DM obtém diretamente
as posicoes e velocidades das particulas do sistema, mas ndo temos acesso a essas
informacdo com experimentos reais. Sendo assim, é preciso utilizar o contexto da
mecanica estatistica, relacionando os resultados brutos das simula¢gdes com as gran-
dezas experimentais [49]. De forma sucinta, a mecanica estatistica conecta a descrigao

microscépica do sistema com suas propriedades macroscépicas.

Na simulagdo, parametros macroscépicos podem ser mantidos constantes, for-

mando conjuntos como: NpT (isobarico), NV E (microcandnico), NVT (canénico) e uVT
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(grand-candnico), onde N é o namero de particulas, p é a pressado, T é a temperatura,
V é o volume, E é a energia total do sistema e p é o potencial quimico da substancia.
Um ensemble apresenta um desses conjuntos de parametros especificos, permitindo que
diferentes fung¢des termodindmicas possam ser mais pertinentemente calculadas em
um determinado ensemble. Esses conjuntos correspondem as especifica¢des dos estados

microscopicos do sistema.

Pelo teorema da ergodicidade [45], ap6s um tempo suficientemente grande, se cada
réplica do sistema passar por todas as regides do espaco de fases onde a densidade
de probabilidade é ndo nula, a média temporal, onde as fun¢des termodinamicas sdo
determinadas, é equivalente a média sobre ensemble. No ensemble candnico, o namero de
particulas N € fixo e o sistema encontra-se imerso em um banho térmico. O equilibrio
médio de alguma quantidade Q é expresso em termos de integrais sobre o espago de

fase envolvendo a energia potencial U(ry):

[ Q(xn)e PUEN gy

Q)= fe‘ﬁu(rN)drN '

(2.1)

onde ry é o conjunto das coordenadas, = kBLT' e kg é a constante de Boltzmann. A
Eq. (2.1) representa uma média sobre um conjunto de ensembles independentes. O
método de DM utiliza o teorema da ergodicidade como fundamento, permitindo o

célculo das médias por:

M
1
(Q) = kZ‘ Q(rv), (22)
sobre uma série de medidas M calculadas durante a evolucdo do sistema.

O ambiente de equilibrio sistematico de um sistema simulado por DM é o
ensemble microcandnico. Além de manter o nimero de particulas fixo, o sistema varre
o espago de fase mantendo um valor constante de energia, uma vez que nao ha troca de

calor entre o ensemble e o exterior.

2.1.1 Diferentes Algoritmos para integracao das Equacoes de Newton

Dinamica Molecular (DM) consiste em uma técnica de simulagdo computacional,

onde a evolugdo temporal de um conjunto de particulas interagentes é calculada
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numericamente a partir das suas equag¢des de movimento. Essa integracdo temporal é
embasada no método de diferencas finitas, onde o tempo é discretizado em um intervalo
finito, com intervalos de tempo At. Dessa forma, temos uma aproximagdo das trajetérias
de todas as particulas, assim como suas velocidades. E importante ressaltar que a técnica
de DM é deterministica. Portanto, dado um conjunto inicial de posi¢des e velocidades,

sua evolugdo temporal é, teoricamente, completamente determinada.

Como ja comentado anteriormente, a forma usual do método de DM envolve as
leis de Newton. Apesar que, em alguns casos, os sistemas sao estudados com equacdes de
Lagrange e Hamilton. Exemplos dessas variagdes, sdo moléculas que apresentam graus
de liberdades internos, e.g., sujeitos a forgas estruturais causando defeitos geométricos
em sua estrutura [50]. E necessério que os efeitos quanticos sejam desprezados para
uma correta representagdo cldssica do sistema. Sendo assim, sistemas atdmicos podem

ser tratados como classicos se, somente se, o comprimento de onda de de Broglie [51]

1/2
_ ( 2mh? ) 2.3)

mk B T
for menor do que a distdncia média entre as particulas, sendo m a massa do 4&tomo, kp é a
constante de Boltzmann e 71 é a contante de Planck reduzida. Nesse cendrio, as particulas
apresentam um comportamento cldssico, suas posicdes e velocidades sdo bem definidas,
passando a serem distinguiveis. E igualmente necessario que a energia do sistema seja
muito menor do que a energia especifica das vibra¢des intermoleculares, uma vez que a

dindmica com alta frequéncia precisa ser tratada com formalismo quéntico [52].

Cada vez mais indispensavel para estudos das propriedades de sistemas de liqui-
dos e gases, defeitos em cristais, superficies, DM torna-se uma ferramenta fundamental
para obtencao das propriedades eletronicas e de transporte, biomoléculas e processos

de ndo equilibrio, entre outros [53].

Sistemas de particulas sdo comumente descritos através do hamiltoniano do
sistema, composto por um termo cinético e um termo que descreve o potencial de

interacdo entre as particulas:

1< P
H:EZ%+Zu(rij), 2.4)
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onde r;; € a distancia entre as particulas i e j, p; e m; sd0 o momento linear a massa da
i-ésima particula respectivamente. U(7;;) é a energia potencial do sistema em fungao das
posi¢des das N particulas. A forca resultante em uma particula € calculada através do
gradiente do potencial de interacdo. Sabendo que a forca resultante é dada por F = —VU,

a componente x da forca resultante da i-ésima particula é dada por

Fy, (rij) =

_ﬁ ldU(T’i]’)l (2 5)

ri i d ri i
similarmente para a componentes yez. A equagéio de movimento Ppara cada particula

segue a segunda lei de Newton

d2r~ N
Z — . — .
m; ( dt2 ) k= ;:l fz]; (2.6)

j#i
onde f;; € a forca que a particula j exerce na particula i.
Um algoritmo de integracdo temporal utilizado de forma eficiente é o algoritmo
de Verlet [54]. Expandido em série de Taylor as coordenadas de uma particula temos

acesso a evolugdo temporal das posi¢des e das velocidades em fung¢do do tempo ¢, ou

seja,

r(t + At) = r(t) + 1(t)At + i‘(t)ATtZ +0 (AP), (2.7)

onde i(f) e ¥(t) correspondem a velocidade e aceleragdo, respectivamente. Analogamente,

para um intervalo de tempo At anterior a ¢, temos

r(t — At) = r(t) — t(t)At + f(t)Ath -0 (AP). (2.8)
Somando as Eqs. (2.7) e (2.8), temos
r(t + At) + r(t — At) = 2r(t) + ¢(t)At? + O(AtY), (2.9)
ou

r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + i(t)At? + O(AtH). (2.10)

Note que, as contribui¢des de 3* ordem se anulam, restando apenas um erro na

atualizacdo da posicdo da ordem de At*. Sabendo como se comporta a trajetéria da
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particula, pode-se obter a velocidade subtraindo as Egs. (2.7) e (2.8). Isolando o termo

¥(t), temos

r(t + At) —r(t — At)
2At

i(t) = + O(AF?). (2.11)

Apesar do algoritmo de Verlet ser de 4* ordem (i.e., negligenciamos os termos de
ordem At* e de ordem superior), facil de implementar e apresenta uma boa precisdo
e estabilidade no cédlculo da trajetéria, a velocidade ndo determina a posigao, e sim o
oposto. O termo da velocidade apresenta um erro de ordem At2. O algoritmo é de dificil
aplicagéo quando avaliamos sistemas com temperatura constante, presséo constante ou
célculos de DM fora do equilibrio, consumindo mais tempo de simulagdo computacional.
Outros métodos de integracdo podem oferecer maior precisdo na velocidade, tais como

leap-frog, Runge-Kutta e predictor-corrector [55, 56].

Das Egs. (2.10) e (2.11), é possivel calcular a energia cinética e energia potencial
em cada passo de tempo At. Em sistemas compostos por forgas conservativas e isolados,
a energia total do sistema deverd ser conservada. Podemos calcular a temperatura

instantanea do sistema através do teorema da equiparticdo [52], logo

mvz(t)

T(t) = Nk Z (2.12)

onde N é o namero de particulas e d o niimero de graus de liberdades das particulas do

sistema.

2.2 METODO ESTOCASTICO E DINAMICA MOLECULAR DE LANGEVIN (DML)

Em nivel microscépico, descrever o contato das particulas com um reservatério
térmico é algo complicado. No entanto, em escala macroscépica, o movimento térmico
das particulas parece ser aleatério, nos levando a um tratamento estocastico da dinamica

de suas particulas.

Em sistemas conservativos e na auséncia de trabalho externo as equagdes de
movimento de Newton preservam a energia do sistema. Nao havendo troca de energia

com o ambiente externo, a descricdo do movimento das particulas torna-se mais preciso.
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Quando ocorre troca de energia com o ambiente ou quando existem diferentes graus
de liberdade, as equagdes de movimento devem sofrer modificagdes para uma correta
realizagdo da dindmica molecular. Estando o sistema em evolugdo descrito por uma
distribuicdo candnica de probabilidade e em equilibrio térmico com um reservatério, o

movimento das particulas pode ser descrito pelas equagdes de Langevin [57].

A equagdo de Langevin é uma equacao diferencial estocastica, onde dois termos
de forca sdo adicionados as equagdes de Newton com o objetivo de aproximar os efeitos
dos graus de liberdades anteriormente negligenciados. O primeiro termo representa a
forca de atrito (friccdo), que é proporcional a velocidade, e 0 segundo termo corresponde
a uma forga aleatdria. O atrito retira a energia cinética do sistema, ao passo que a forca
aleatoria fornece energia cinética. Para a geracdo de um ensemble canénico, ambos os

termos devem obedecer ao teorema da flutuacao-dissipagéo.

O sistema de Langevin consiste de um sistema classico, onde graus de liberdade
foram retirados. Esses graus de liberdade removidos exercem forcas conservativas e
atrito no sistema resultante. Admite-se que todas forcas restantes contribuem como uma
forca aleatéria. O exemplo mais comum desse sistema é uma particula coloidal em um
solvente, sendo as forcas de atrito e aleatérias causadas pelas colisdes das moléculas
do solvente com a particula coloidal. Um outro formalismo para derivar a dindmica de

Langevin é a partir do operador de projecdo de Zwanzig [58] e Mori [59].

Como mencionado anteriormente, 0 método de DM se aplica a sistemas onde
ndo ha troca de calor entre o sistema e o ambiente, i.e., 0 ensemble microcandénico (NVE).
Podendo haver troca de calor entre o sistema e o ambiente ou a adi¢dao de diferentes
graus de liberdade ao sistema, a equagdo de movimento de Newton para a i-ésima

particula é substituida pela equacdo de Langevin:

dzrj dr; & ext i
miﬁ - —T]E + ]Z:; Fij + Fi + Fstoc(t)’ (2'13)

onde 7 é o coeficiente de viscosidade do meio (associado a dissipagdo de energia do

sistema), F;; € a forca de interagdo entre as particulas, F¢*! corresponde a uma forca

i

externa atuando sobre o sistema e F, .

(t) é uma forga estocéstica que depende da
temperatura absoluta do sistema, que corresponde ao acoplamento do sistema a um

reservatério térmico. Na Eq. (2.13) o termo —ndr;/dt corresponde ao termo que retira

i

energia cinética do sistema (atrito), enquanto F,

(t) é o termo que fornece energia
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cinética ao sistema. Para assegurar um estado de equilibrio no ensemble candnico, deve
existir uma relagdo entre o termo dissipativo (1) e o banho térmico, sendo conectados
pela expressdo de flutuagdo-dissipag¢do. Também conhecido como processo de Wiener, o
termo estocastico (também chamado de “ruido branco”) deve obedecer as seguintes

propriedades:

(FL,.(t)) =0,

i ] (2.14)
<Fa,stoc(l)(t)FﬁIStoc(m)(t )) = ZUkBTéaﬁ(Sijé(t —t'),

onde (a, ) representam as coordenadas, 6;; é o delta de Kronecker e 6(t — t') é a

distribuicdo delta de Dirac.

No limite em que a particula se encontra suspensa em um meio viscoso, no qual

o efeito do atrito 1 torna-se mais relevante que a massa da particula. Podemos entéo,
desprezar o termo inercial na Eq. (2.13), ou seja:

dzl'i

Essa aproximagao do método DML é conhecida como dindmica browniana (DB).

O atrito viscoso passa a apresentar efeitos mais expressivos na dindmica de
particulas, levando a distribuicdo de velocidades a um valor constante antes de uma

mudanga considerdvel em suas posic¢des, possibilitando o uso da aproximacao (2.15)

Neste regime sobreamortecido (“overdamped”), para um sistema confinado a
um potencial externo U.(7;) e onde a forca de interagdo entre particulas se deve a um

potencial de interagdo U;,(r;;), a Eq. (2.13) pode ser reescrita como:

N-1
nv; = — VUint (i, 1)) = VU (x;) + Ti(T, t), (2.16)
j=1
onde r; e v; correspondem a posicdo e velocidade da i-ésima particula. I';(T, t) é a forga
estocdstica de Langevin representando a flutuagao térmica, que satisfaz as propriedades
da Eq. (2.14). A aproximacdo acima é valida apenas quando o intervalo de tempo de

relaxagdo da velocidade é consideravelmente menor do que as variagdes mais lentas em

suas posigoes. Utilizaremos tal aproximagao para simular o sistema de interesse.
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2.3 FORMALISMO

Nos préximos passos, estaremos em busca do potencial de confinamento U(r)
capaz de confinar um CEC com simetria de rotacdo com a = -2 [ver Eq. (1.44b)]. Com

isso, vamos escrever a Eq. (1.46) como

2
U(r) = - / Ar'Vine(r =t n(¥’) ; n() = nO%, (2.17)

onde U(r’) é convolugdo de n(r’) e Vint(r—r’). Aqui, ¢ é dado pela condicado / drn(r) = N.

Reescrevendo U (1) em termos da transformada de Fourier de Vin(r — r')

U(r)

P (L dk - —ik-(r—r
—/dl‘ ”(f)/wvmt(k)@ k)

- (2d71()2 l / dr'n(r')eik'r’] Vint(K)e 7T,

Definindo 7i(k) como

fi(k) = / dr'n(r')e’™™, (2.18)

podemos entdo reescrever U(r) como

dk
(2m)?

onde o termo TIF corresponde a transformada inversa de Fourier [60].

U(r) =

(1) Vine(K)e ™" = ITF [7i(k) Vine(K) |, (2.19)
Para resolver a Eq. (2.19), vamos inicialmente resolver a Eq. (2.18)

(k) = /dr’n(r’)e"k'r/

dr [ ~
nor(z)/ 7 dQeZkT‘COSQ
-

A solugdo da integral em relacdo a 0 resulta em uma funcdo de Bessel do primeiro tipo

Jo(kr) [61]

T
/ dOet*r<os0 = 2y (kr). (2.20)

Tt
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Substituindo Eq. (2.20) na expressao 7i(k), teremos:

fi(k) = 2mngr? / ) erO(f 2 (2.21)
0

No entanto, a Eq. (2.21) diverge na origem. Para evitar tal divergéncia, adicionamos um
cut-off na expressao para a densidade, n(r’) oc 1/(r% + r(z)). Alterando n(r’) na Eq. (2.18),

teremos

i(k) = 2mnorg /0 drrzirzlo(kr) - fi(k) = 2mngraKo(kry), (2.22)
0

onde Ko(krp) é uma fungdo de Bessel modificada do 2° tipo [61].
Estamos interessados que a interacdo entre as particulas seja do tipo logaritmica.
Sendo assim, por simplicidade, vamos escrever o potencial de interagdao Vin(r—1r’), como

V(r) = —eoln(r), (2.23)

onde ¢p é a unidade de energia. A transformada de Fourier associada ao potencial de
interacdo é dada por V(k) = 2meg/k?. Substituindo na Eq. (2.19), além da Eq. (2.22),

teremos

dk e
U(I‘) = —/wZRnorSKo(kro)V(k)e ik
b4
= —norae / dk—KO(:rO) / dQeikrcos0

2nJo(—kr)
= —2717107580/ dkKO(krO)]O(_kr)
0

k 7
usando a propriedade de paridade da fun¢do de Bessel Jo(—&) = Jo(&) [61], podemos

reescrever a equagao acima como

Ko(kro)Jo(kr) .

p (2.24)

U(r) = —2711101’350/ dk
0

divergeem k =0
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Para contornar a divergéncia na Eq. (2.24), sabemos que a forca F que atua em
uma particula genérica é dada pelo gradiente de U(r). Dada a simetria do problema, F

depende apenas da posicdo radial da particula, logo

d d]o(k?’)

F=-VU = —EU(r) — = —kJ1(kr), (2.25)

onde Ji(kr) é uma funcdo de Bessel do 1° tipo. Sendo assim, podemos calcular a forca F

como

F = —2mngepry / dkKo(kro)J1(kr). (2.26)
0
Usando a identidade abaixo [61],

) 2
/ Ko(ax)J1(bx)dx = iln (1 + b—) , aeb>0, (2.27)
0 2b ﬂz

obtemos a forca atuante em cada particula, devida ao potencial de confinamento, dada

por

L .2 2
TLEQY AN
P00, (1 + r—) . (2.28)

Substituindo a Eq. (2.28) em (2.25), e limitando o espaco de confinamento das particulas

até uma distancia radial R, teremos

u = —/drF
1 2
neoréno/—ln (1+r_2)
r ro

(2.29)

Il
|
|
™
o
<
N
=
o
R
e
|
|\
N N
~—

Da expressdo da distribuigdo de particulas desejada, i.e.,

2
n(r) = no—oz, com /drn(r) =N, (2.30)
2+ 71
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Figura 12 — (A) Comparativo da intensidade da for¢a que atua em uma particula,
localizada a uma distancia r do centro da amostra. A linha preta, corresponde
a forca devida ao potencial U, (r) [ver Eq. (2.28)] gerado para um sistema
com N =20 e R = 0.5r9, e a linha vermelha pontilhada, corresponde a forca
devida ao potencial de confinamento parabdlico. Em r = 0.5r¢, a diferenga
entre Feonforme € Fparabolico € de aproximadamente 11%. (B) Comparativo
entre o potencial de confinamento parabdlico e o potencial de confinamento
U,(r). Na inser¢do em (B) a diferenga entre os confinamentos torna-se mais

nitida.
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_20— - -
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Fonte: O autor (2020)
teremos
1 N
ng = (2.31)

2 o\
Ty In (1 + Rz/ro)
Note que, para r > rq, recuperamos a densidade proposta na Eq. (2.17). Entretanto,

préoximo de r = 0 a Eq. (2.30) induz uma regido ndo conforme, similar a um potencial de

confinamento parabdlico. Sendo assim, o potencial externo U(r) é dado por:

Neo Liy (—rz/rg)

U(r) = U(r) = - 2 (1 . Rz/rg)’

(2.32)

onde Lip (—72/ r(z]) é uma fungdo polilogaritmica de 2* ordem e R é o alcance de

confinamento do cluster.

A funcdo polilogaritmica, também conhecida como fun¢do de Jonquiere, é

definida pela série [62]

X _k
Liy(z) = Z i—z , paralz| <1, (2.33)
k=1
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fazendo com que U.(r) se comporte como um potencial parabdlico para r préximo da
origem. A Fig. 12(A) compara a intensidade da forca que uma particula estd submetida
para dois tipos de confinamentos (parabélico e conforme) préximo do centro da amostra.
A Fig. 12(B) apresentamos o comportamento do potencial de confinamento (parabdlico e
conforme) préximo ao centro da amostra. Na inser¢do presente na Fig. 12(B) claramente
temos uma discrepancia entre os confinamentos, na medida em que as particulas
apresentam uma maior distancia radial. Concluimos entdo que a particula sujeita ao
confinamento U, (r) converge ao confinamento parabdlico, quanto menos afastada do
centro ela se encontra. Definimos em r = 0.57( o limite de aproximacdo em que U,(r) o 72,
i.e., nossa aproximagao para o confinamento parabélico ocorre quando R = 0.5r9. Quando
r = 0.57¢, a diferenca entre Feonforme € Fparabolico € de aproximadamente 11%. A escolha
de R = 0.5r¢p como limite para aproximagdo parabdlica, foi uma escolha puramente
técnica. Para menores valores de R encontramos dificuldades em obter configuracoes

estdveis para altos valores N.

Retomando ao caso de interesse (0 = —2), (1.44b). Paraz = ¢, podemos escrever

z em coordenadas polares

, r=e"
7 = reup — . (234)

¢ =cv
Fica evidente que uma linha reta em w, v = vy + bu se torna uma espiral logaritmica no

plano z, dada por

r=Ce?t, (2.35)

onde C = ¢~%/ = const. O pardmetro b determina a rapidez com que a espiral espirala
a medida que r aumenta e seu sinal determina a direcado da circulagdo, dextrégiro (b > 0)
ou levogiro (b < 0). Vamos nos referir a b como a taxa de circulagdo, uma vez que ela

satisfaz b = rd¢/dr.

Para exemplificar como uma rede hexagonal no plano w esté relacionada a um
cristal conforme com linhas cristalinas em espiral, mostramos na Fig. 13 o resultado do

mapeamento de redes hexagonais com orienta¢des diferentes no plano z conforme. A
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Figura 13 — Rede hexagonal no plano w (A-D) e mapeamento do cristal conforme no
plano z (F-I), de acordo com a Eq. (1.44b). Os eixos de simetria da rede
hexagonal (linhas azul, laranja e verde) no plano w sdo transformadas em
espirais no plano z. Quando uma das linhas de simetria (linha verde) faz um
angulo 8 de +7t/6 (E) com o eixo horizontal, a linha mapeada torna-se um
circulo e a configuragdo é chamada de concéntrica (F). Quando linha verde
estd alinhada com o eixo horizontal, n6s temos uma configuragdo radial (H).
Para dngulos entre 0 e £71/6, nomeamos a configuragdo como sendo quiral
(chiral), dextrégiro ou levogiro (G, I). Figura extraida da Ref. [10].
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orientagdo da rede original é definida pelo angulo g = tan™! b entre uma das linhas da
rede de alta simetria e o eixo u, conforme indicado na Fig. 13(A). As linhas de simetria da
rede hexagonal no plano w sdo transformadas em espirais no plano z (linhas azul, laranja
e verde na Fig. 13). Para f = 71/6 (A), um dos trés eixos de alta simetria da rede hexagonal
é vertical (b = o0) e mapeia como circulos concéntricos no plano conforme. Os outros
dois eixos mapeiam como espirais com quiralidade oposta, mas simétrica, b = +1/v3.
Para = 0 (C), um eixo de alta simetria em w é alinhado horizontalmente e, portanto,
mapeia como linhas radiais em z (H). Os outros eixos se transformam em espirais de
quiralidade oposta, mas simétrica, b = +V3. Além desses casos especiais, todas as outras
orienta¢des da estrutura hexagonal levam a um cristal conforme com uma quiralidade
bem definida: dextrégiro (right-handed), b > 0 (G) ou levégiro (left-handed), b < 0 (I).

Nessas configuragdes quirais, todas as linhas cristalinas sdo espirais logaritmicas.

No préximo capitulo apresentaremos as configuragdes estruturais de menor
energia, ap6s o processo de recozimento (annealing), para diferentes valore de N e R.

Para classificar tais configuragdes, utilizaremos a Fig. 13 como parametro de controle.
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Sendo assim, os estados de menor energia podem, em principio, serem classificadas
como configuragdes concéntricas, quirais (dextrégiro ou levégiro) e radiais, conforme

apresentado anteriormente.
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3 CONFIGURAGCOES ESTRUTURAIS E PROCESSO DE ANNEALING

Rios, pontes e overdrives,
impressionantes esculturas de lama

()

Rios, Pontes & Ouerdrives - Chico Science e Fred Montenegro

Em um sistema finito, hd uma competicdo entre a rede triangular e o potencial de
confinamento circular que tenta estruturar as particulas em uma configuragao circular
em camada. Configuragdes de camadas em clusters 2D foram amplamente investigadas
por Bedanov [63], onde uma tabela do tipo Mendeleev foi construida para estruturas
classicas semelhantes a &tomos. A estrutura, dindmica e/ou propriedades espectrais
desses aglomerados 2D com potencial de confinamento parabdlico, mas diferentes
potenciais de interagdo, foram investigados (Coulomb [64—-67], screened Coulomb [64, 68—
74] potencial, e o potencial de confinamento de parede dura [11, 72]). Para outros
sistemas com diferentes potenciais de intera¢do e/ou condi¢des de contorno, diferentes

formas de agregados 2D sdo gerados [75-79].

Um sistema 2D de particulas, com interacdo de longo alcance, do tipo logaritmico,
em particular, confinadas por um potencial externo projetado de maneira adequada,
pode cristalizar em configuragdes ndo homogéneas, determinadas por linhas cristalinas
em espiral. A mudanca da intensidade do potencial externo, promove a existéncia de
trés conjuntos de linhas espirais cristalinas que podem ser: (i) quiral, com quiralidade
global levégira ou dextrégira, (ii) ndo quiral, com duas linhas cristalinas principais
em espiral de quiralidades opostas, e um terceiro conjunto constituido por camadas

concéntricas ou linhas radiais.

Neste capitulo nés estudaremos o estado de menor energia obtido para sistemas
com poucas particulas (N < 100) e configuragdes acessiveis (metaestaveis) para clusters
maiores. As configura¢des de menor energia mudam de acordo com a regido de
confinamento, mantendo o mesmo valor de N. Quando passamos a estudar grandes
aglomerados, usamos a teoria dos defeitos para compreender a natureza topoldgica das

estruturas formadas, através da técnica de construcdo da triangulagdo de Delaunay [8].
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3.1 MODELO E METODO NUMERICO

No6s utilizamos simulag¢des de dindmica molecular para investigar a formacao
e a estabilidade dos cristais conformes mencionados nos capitulos anteriores. Para
as simulagdes, consideramos um sistema de modelo bidimensional de N particulas

interagindo logaritmicamente e confinadas por um potencial externo.

A dinamica das particulas é governada pela equacdo de movimento de Langevin

no regime superamortecido,

N
nvi =— Z ViVint(ti, rj) = VU (1i) + Ti(T, 1), 3.1)

i
onde r; é a posigdo e v; é a velocidade da i-ésima particulas, Vint(r;, rj) = —eo In([r; — 1)
é o potencial de interagdo inter-particula, U.(r;) é o potencial de confinamento, e 1 o
coeficiente de viscosidade. I';(T, t) é a forca estocastica de Langevin representando a
flutuagao térmica, que satisfaz (I';(t)) = 0 e ([ 4(t), [jp(t")) = 2nkpTd4a,0:,;0(t — t'),

onde kg é a constante de Boltzmann, e os indices «, p indicam as componentes do vetor.

O potencial de confinamento U.(r) é criado exigindo que ele forneca uma

distribui¢ao de particulas desejada, n(r). Da aproximagéo continua [Se¢do 2.3], temos

Hel == 2 In (1 + Rz/rg)’

(3.2)

onde Lip (—rz/ rg) é uma fungdo polilogaritmica de 2° ordem e R é o alcance de
confinamento do cluster. Para evitar uma divergéncia em r = 0 na expressdo da
densidade, usamos um cut-off e reescrevemos n(r) como

2
7o

n(r) = ny

com /drn(r) =N, (3.3)

2 7
2+ 71§
logo
N 1

5
7t ln (1 +R2/r§) rr+rg

n(r) =

(3.4)

Com isso podemos escrever o hamiltoniano do sistema como

NSO . 2,92 €0
H=- Liy (-r7/r5) — = ) In|r; —1j) (3.5)
21n (1+R2/7) Z‘ Y2 ;
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onde N é o numero de particulas, r; = (x;, y;) € o vetor posi¢ao da i-ésima particula.
Além disso, substituindo a Eq. (3.4) na Eq. (1.54) obtemos a carga topoldgica integrada

dentro da aproximacao do limite continuo,

612
Q(r) = — 2
re+rg

(3.6)

A partir de agora a energia e comprimento serdo denotadas em unidades de ¢ e 7o,
respectivamente. Em nossas simula¢des nés usamos dt = 0.001 ’7”5 /€0, onde dty = r]rg /€0
€ a unidade de tempo. A temperatura é expressa em unidades de Ty = €o/kp, onde kp é

a constante de Boltzmann.

Devido a introdugdo do cut-off, a densidade n(r) ndo é estritamente conforme
proximo da origem [Eq. (1.43)]. Definimos R* = 3.01ry como a distancia radial acima da
qual a densidade fornecida pela Eq. (3.4) difere em menos de 10% da DEC, com a = -2.
Isso nos permite distinguir duas regides de confinamento: quase-conforme para r > R*
e ndo-conforme para r < R*. Além disso, 90% da carga topoldgica liquida esperada da
teoria do limite continuo estd concentrada na regido r < R*, pois Q(R*) = 5.4 e a carga

topoldgica liquida de uma geometria simplesmente conectada é 6.

A comparacdo entre as densidades descritas pelas Egs. (3.4) e (1.43), com a = -2,
linha pontilhada vermelha e linha continua preta, respectivamente, é apresentada na
Fig. 14(A). As curvas se aproximam assintoticamente a medida que a distdncia radial se
afasta da origem. Uma ampliagdo da regido proxima de R* é apresentada na Fig. 14(A).
A Fig. 14(B) mostra a distribui¢do radial das cargas topoldgicas esperada no limite
continuo [Eq. (3.6)], linha tracejada vermelha, em fun¢do do raio. A linha preta horizontal,
corresponde a carga topolégica liquida em uma distribuicdo uniforme. Em ambos os

graficos, a linha vertical tracejada representa R*.

3.2 CONFIGURACOES DE EQUILIBRIO

Para encontrar configuragdes estdveis e de mais baixa energia, nés inicializamos
o sistema distribuindo de forma aleatéria N particulas dentro de uma caixa quadrada
de lado L = 2R em uma temperatura alta suficiente para assegurar que elas estejam
na fase liquida. Em seguida, adotamos um procedimento de recozimento (annealing)
simulado, em que a temperatura diminui lentamente para T = 0. Para isso, 64 etapas

de temperatura sdo adotados, com um decaimento de T oc exp —11, onde 1 é a n-ésima
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Figura 14 — (A) Comparagdo entre as densidades n(r) e npgc(r) [Eq.(1.43), com a = -2],
linha pontilhada vermelha e linha continua preta, respectivamente. (B)
Distribuigdo das cargas topolégicas esperada no limite continuo [Eq. (3.6)]. A
linha preta horizontal, corresponde a carga topolégica em uma distribuigao
uniforme. A linha vertical tracejada representa R*.
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temperatura. Na Fig. 15 mostramos o comportamento do decaimento da temperatura
em func¢do do ntimero de etapas adotadas. Nas ultimas etapas, a temperatura decai
linearmente até alcangar T = 0, ver inser¢do da Fig. 15. A cada temperatura, a Eq. (2.16)
é integrada numericamente, usando o método estocéstico de Langevin, em mais de

~ 107 etapas de tempo.

Para cada valor de N e R este processo de annealing foi repetido pelo menos
10 vezes. E importante lembrar que este procedimento ndo garante que o estado
fundamental para determinados valores de N e R seja alcancado, apenas é possivel
assegurar que as configuragdes finais sejam pelo menos metaestaveis. Entre estados
metaestaveis e os de menor energia existe uma barreira de potencial. O sistema preferira
trespassar a barreira de menor potencial, que corresponde a configuracdo do ponto de
sela entre esses minimos de energia, transitando de uma configuracao estével para outra.
Para altos valores de N, estados metaestaveis sdo predominantes. Estados metaestaveis
podem decair para estados mais estdveis apds a superacdo de uma barreira energética
ndo desprezivel. Portanto, estaremos concentrados ndo nos estados fundamentais, mas

nos possiveis estados (meta)estaveis e na frequéncia com que eles aparecem apéds o
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Figura 15 — Comportamento do decaimento da temperatura em fun¢do do ntimero de
passos de temperatura considerado. Nas dltimas etapas, a temperatura decai
linearmente até alcancar T = 0.
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0.000

processo de minimizacao.

3.2.1 Sistemas Pequenos

Inicialmente, apresentaremos as propriedades estruturais e estéticas de estados
(meta)estaveis de N = 5até 100 e R/rg = 0.5, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128. Devido a
competigdo entre o potencial de confinamento e a interagdo inter-particulas, as particulas
se organizam de forma ndo uniforme na direc¢do radial, resultando em uma densidade
de particulas de acordo com a Eq. (3.4). Na busca do estado fundamental (ou de menor
energia), para N < 100, repetimos 100 vezes o processo de annealing para cada par
(N, R) de parametros. As configurac¢Ges sdo analisadas e comparadas com resultados
experimentais [80, 81] e resultados previstos por aproximacgdes tedricas [73, 74, 82, 83],
quando o potencial de confinamento € parabélico e a intera¢do inter-particulas do tipo

logaritmico.

Na Fig. 16 mostramos as configuragdes de menor energia, obtidas para diferentes
valores de N em nossa aproximacao parabolica, R = 0.5r¢9. No canto superior esquerdo
de cada painel, apresentamos a distribuicdo radial das particulas formando camadas. A
energia por particula E/N estd indicada no canto inferior direito. O simbolo quadrado

(circulo) azul (vermelho) indica uma particula com carga topolégica g < 0 (g > 0) [ver
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Figura 16 — Estado obtido de menor energia tipico para diferentes valores de N com
interagdes logaritmicas e confinada por um potencial aproximadamente
parabdlico (R = 0.57p). No canto superior esquerdo de cada painel, apresen-
tamos a distribui¢do radial das particulas formando camadas. A energia
por particula estd no canto inferior direito listada abaixo de cada cluster.
Os defeitos topoldgicos g < 0 (g > 0) sdo representados pelos quadrados
(circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios (vazados) correspondem a |g| = 1

,p X N¢), onde N é o nimero de particulas

na k-ésima camada e p X N, significa p camadas contendo N, particulas

(lg] = 2). Denotamos (N1, Na, . ..

cada.

5(5) 6(1,5) 7(1,6) 8(1,7) 9(2,7) 10(2,8)

2.5891 3.2857 3.9796 4.6875 5.4054 6.1181
11(3,8) 12(3,9) 13(4,9) 14(4,10) 15(5,10) 16(5,11)

6.8333 7.5507 8.2707 8.9922 9.7164 10.4412
17(1,5,11) 18(1,6,11) 19(1,6,12) 20(1,7,12) 21(1,7,13) 22(1,8,13)

11.1667 11.8911 12.6174 13.3453 14.0742 14.8051
23(2,8,13) ? 24(2,8,14) 25(3,8,14) 26(3,9,14) ; 27(3,9,15) 28(4,9,15) %

15.534 16.2641 16.994 17.7241 18.4554 19.1868
29(4,10,15) 30(4,10,16) 50(4,10,15,21) 60(1,6,12,18,23) )
% @ -

19.9181 20.6505 27.9843 35.3342 42.694 50.0621

Fonte: O autor (2020)
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Figura 17 — Dependéncia da energia por particula em func¢do de N(5 < N < 30) para
diferentes valores de confinamento R. Na insercdo N (40 < N < 100).
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Secdo 1.4], diferente da esperada para aquela regido [ver Eq. (1.48)]. Para configura¢ées
denominadas concéntricas, denotamos (N1, Na,...,p X N;), onde Ny é o nimero de
particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas contendo N, particulas cada.
A dependéncia do valor absoluto de |E/N| cresce linearmente com o aumento de N

independente do valor de R calculado, ver Fig. 17.

Para N = 5 temos a formacdo de poligono regular. Para N = 6, 7 e 8, temos um
pentdgono, hexdgono e heptagono centrado, formando (1,5), (1, 6) e (1,7), respectiva-
mente. De N = 9 até 22, apenas estruturas com duas camadas sdo obtidas. Configuragdes
com duas camadas sdo observadas experimentalmente para 10 < N < 22 [81]. Quando
N > 23, estados de menor energia com trés camadas sdo encontrados. Note que, quando
aumentamos N, hd uma competicdo entre dois tipos de estruturas: um ordenamento em
uma rede triangular (rede de Wigner) e um ordenamento em camadas, o que fomenta
padrdes auto-organizados em camadas concéntricas. Comparamos as distribui¢ées das
particulas obtidas, com as distribui¢des das configuragdes de menor energia com dados
experimentais [80, 81] e outras previsdes teéricas [64, 73, 74, 84]. Com excegdode N =9 e

15, todos os estados fundamentais sdo previstos teoricamente e/ou experimentalmente.

A obtengdo experimental e previsado tedrica do estado fundamental para N =9,
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corresponde a uma configuracdo (1,8) e para N = 15 uma configuragado (4,11), que
contrasta com nosso resultado (2,7) e (5, 10), respectivamente. A configuragao (1, 8) é
metaestavel, para a aproximagdo parabdlica (R = 0.5r)), enquanto que (4,11) ndo foi
obtida. Para 10 < N <22 e 23 < N < 29, os resultados experimentais [81] e os obtidos
numericamente apresentam 2 e 3 camadas, respectivamente. Nosso resultado difere
apenas para o caso com N = 9, comentado anteriormente, possivelmente devido a

diferenca entre o potencial de confinamento parabdlico e a nossa aproximacao, R = 0.57y.

Na Fig. 18 apresentamos 3 casos de configuracdes (meta)estaveis para N =9, 24
e 27; formando estruturas (2,7) e (1,8), (2,8,14) e (3,8,13),e (3,9, 15) e (4,9, 14), respec-
tivamente. Note que, o estado de menor energia para N =24 (2,8,14)e N =27 (3,9, 15),
apresentam camadas proporcionais, i.e., as camadas apresentam um denominador em
comum. Nessas situagdes a carga topoldgica fica usualmente concentrada na borda da
amostra, como pode ser visto para N = 10, 12, 14, 19 e 30 [ver Fig. 16]. Note que, as
configurages metaestaveis apresentam energia proximas do estado fundamental, a

diferenca entre elas é menor do que 8 - 1073%, ver Fig. 18.

3.2.2 Sistema Maiores e Estrutura dos defeitos Topoldgicos

Sabemos que a rede hexagonal é energeticamente mais favordvel para estruturas
de particulas cldssicas interagindo com potencial central em um plano 2D infinito
em baixas temperaturas [27, 85]. Em um sistema finito de particulas interagindo
repulsivamente, confinadas por um potencial de simetria radial, a estrutura formada
exige um equilibrio entre a formacdo de uma rede hexagonal e a forma imposta pela
simetria azimutal do confinamento. A configuracdo do sistema é alcancada devido a
competicdo entre esses dois efeitos, a estrutura triangular (rede Wigner) e a simetria
circular [63]. Esse conflito leva a defeitos intrinsecos no cluster, que sdo defeitos induzidos
pela geometria do potencial de confinamento. O estado fundamental nao é livre de
defeitos, como visto na secdo anterior. Além disso, a carga topoldgica total do sistema

deve ser conservada.

Inicialmente, estudamos a distribuicdo dos defeitos topolégicos quando deixamos
a densidade de particulas mais conforme. i.e., quando aumentamos o tamanho da regido
de confinamento R. Na Fig. 19, mostramos as configuragdes de menor energia para

um sistema com N = 100 e R/r9 = 0.5, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128. Para a aproximacdo
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Figura 18 — Estado de menor energia (primeira linha) e estado metaestaveis para N =9,
24 e 27. Quadrados (circulos) azul (vermelho) correspondem a defeitos
topoldgicos g < 0(q > 0). Na configuracdo (1, 8) o defeito central corresponde
a um defeito topolégico +2. No canto superior esquerdo de cada painel,
apresentamos a distribuicdo radial das particulas formando camadas, e
no canto inferior direito E/N. Simbolos cheios (vazados) correspondem a

lg] =1 (|g] = 2). Denotamos (N1, N», ..

.,p X N¢), onde Ny é o nimero de

particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas contendo N,

particulas cada.
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16.2641
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18.4553
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24(3,8,13)
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27(4,9,14)

18.4557

Fonte: O autor (2020)

parabdlica, R = 0.5r¢, os defeitos topoldgicos estdo concentrados préximos da borda do
cluster. Com o aumento da regido de confinamento, esses defeitos comegam a migrar
para a regido central da amostra, ficando concentrados em r < R*, regido ndo conforme
[cf. Secdo 3.1]. Note que, mesmo com o aumento da regido de confinamento, quando
n(r) — npec(r), ndo isenta que a configuragdo de menor energia fique livre de defeitos
na regido conforme. No entanto, a carga topoldgica total nessa regido é nula [cf. Fig. 14],

visto que os defeitos existentes sdo deslocag¢des, com carga topoldgica total 0.

Para cada conjunto de N e R repetimos o processo de annealing pelo menos
10 vezes. Este procedimento ndo garante que o estado fundamental para os valores
fornecidos de N e R serd alcangado, mas assegura que as configuragées finais sejam
pelo menos metaestdveis. Nessa se¢do, nosso foco ndo é o estado fundamental, mas os
possiveis estados metaestaveis e a frequéncia com que eles aparecem ap6s o processo de
minimizacao.

O processo de annealing foi realizado para N de 100 até 1000 particulase R/rg = 8,
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Figura 19 — Configura¢des de menor energia para N = 100 e R/rg = 0.5, 1, 2, 4, 8, 16,
32, 64 e 128. Com 0 aumento da regido de confinamento, n(r) — npgc(r),
a distribuicdo dos defeitos topoldgicos fica concentrada na regido néo-
conforme, r < R*. Quadrados (circulos) azul (vermelho) correspondem a
defeitos topolégicos —1 (+1). No canto superior esquerdo de cada painel,
apresentamos a distribuicdo radial das particulas formando camadas, e
no canto inferior direito E/N. O circulo verde representa R*. Denotamos
(N1,Na, ..., p X N.), onde N é o ntimero de particulas na k-ésima camada
e p X N, significa p camadas contendo N, particulas cada.

100(5,8,12,20,25,27 R=1r,[100(1,6,12,16,20,22,23) R=2ry

42.1634 17.2469
R=16ry

-47.3341

Fonte: O autor (2020)
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Figura 20 — Exemplos de configuragdes com diferentes valores de N obtidos depois do
processo de annealing para condi¢des iniciais aleatérias para (A) R = 64rg
e N =300, (B) 128rp e N = 600, (C) 128rg e N = 900, e (D) 128,0 e N = 900.
As respectivas posi¢des no espaco-w, apds aplicacdo da Eq. (1.44b), sdo
mostrados em (E-H). A linha tracejada vertical preta representa R, enquanto
as linhas solidas sdo diretrizes para ajudar a identificar eixos de simetria
da estrutura hexagonal [cf. Fig. 13]. Quadrados azuis e circulos vermelhos
representam os defeitos topolégicos —1 e +1, respectivamente. Nas legendas
(A-D), os defeitos profundos no interior dos clusters ndo sdo mostrados para
melhor visualizagdo. Figura extraida da Ref. [10].
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16, 32, 64, 128 e 256. Na Fig. 20 apresentamos exemplos representativos dos quatro
tipos de estruturas cristalinas encontradas em nossas simulagdes, classificadas como
conceéntricas (A), quirais (B), radiais (C) e policristalinas (D). Também sdo mostrados, (E)-
(H), seus respectivos mapas conformes no plano w, obtidos representando as posi¢oes das
particulas ry no plano z como z; = xy+iy, e mapeando-as no plano w usando a Eq. (1.44b).
Os cristais concéntricos apresentam camadas circulares de particulas contendo o mesmo
namero de particulas que mapeiam no plano w com linhas verticais. Os outros dois
grupos de eixos cristalinos de alta simetria mapeiam em w como linhas retas inclinadas
em relacdo a u. Portanto, esses eixos sdo espirais logaritmicas, semelhantes aos vistos
na Fig.13 (F). A configuracdo quiral e radial assemelham-se as redes quirais e radiais
tedricas mostradas na Fig. 13 (I) e (H), respectivamente. No caso quiral, todos o trés eixos
cristalinos mapeiam linhas retas inclinadas, portanto todos sdo espirais logaritmicas.

Para configura¢des radiais, semelhante ao caso concéntrico, apenas dois eixos sdo
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espirais logaritmicas, mapeadas como linhas retas inclinadas em w. As linhas radiais
aparecem em linhas quase horizontais. Embora todas as configura¢des concéntricas
sejam encontradas na forma de dominio tinico, as configuragdes espirais e radiais
normalmente apresentam um dominio concéntrico préximo a borda do cluster. Uma
transicdo similar de uma rede localmente hexagonal para camadas externas circulares
também é observada em aglomerados confinados em armadilhas harmonicas [38, 86].
Essa transicdo decorre do fato de que as particulas préximas a borda da amostra sdo
menos influenciadas pela interagdo entre particulas, sendo mais propensas a seguir
a simetria circular imposta pelo confinamento. Definimos como policristais todas as
configura¢des com mais de dois dominios cristalinos com diferentes orientagdes da
rede hexagonal na regido conforme. Na Fig. 20(D) mostramos um exemplo de uma
configuracdo policristaina com N = 900 e R = 128rg. Trés diferentes orientacoes
cristalinas conformes (concéntrica, quiral, e radial) coexistem na amostra, como pode ser
visto no plano w representado na Fig. 20(H). Observe que aqui a fase concéntrica nao
se restringe as poucas camadas externas da configuragdo, mas penetra profundamente
na configuracdo. Os limites dos graos formados por defeitos topolégicos separam as
orientagdes distintas. Estruturas de contorno de graos semelhantes foram observados
em outros materiais 2D como grafeno policristalino [87, 88], cristal coloidal [89-91],

cristais esféricos [35, 92, 93], plastic flows [94].

Em todas as mais de 600 configura¢des obtidas em nossas simulagdes, os cristais
ou dominios cristalinos encontrados na regido » > R* sdo mapeados em uma rede
hexagonal regular em w. Como apresentado na Fig. 13, a orientagdo f da estrutura
hexagonal estd intimamente relacionada ao tipo de espirais que aparecem no cristal
conforme. Enquanto para configura¢des concéntricas e radiais p estd bem definido,
as configuragdes quirais podem, em principio, assumir qualquer valor no intervalo

0 < |B] < 30°.

Para identificar os tipos mais frequentes de configuragdes em espiral, calculamos
a distribuicdo das orientag¢ées 0 das liga¢des vizinhas mais préximas no plano w em
relacdo ao eixo u, P(0). Consideramos apenas particulas com 6 vizinhos, pertencentes a
regido quase-conforme (r > R*), nesta analise e, por simplicidade, reduzimos os angulos
de ligacdo calculados para o intervalo [-30°, 30°]. Realizamos esse célculo para todas as

configuracdes dentro de cada uma das quatro categorias definidas acima, de modo que
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Figura 21 — Distribui¢ao P(0) da ligagdo dos primeiros vizinhos fazendo um angulo 0
com 0 eixo u no plano w (A - D). As distribui¢des levam em consideragdo
todas as configuragdes (A) concéntricas, (B) radiais, (C) quirais e (D) po-
licristalinas. Os mapas de cores (E)-(F) correspondem, respectivamente, a
fragdo de ocorréncia de cada um desses tipos de configuragdo em funcdo do
numero de particulas N e do logaritmo do raio do cluster R. Figura extraida

da Ref. [10].
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P(0) representa a fragao de ligagdes com orientagdo reduzida 6 para uma determinada

categoria de cristal conforme [ver Figs. 21(A)-(D)].

Devido as camadas concéntricas que estdo presentes proximo a borda do cluster,
todas as configuracgdes apresentam um pico de P(0) em 6 = +30°. Enquanto, para
configuragdes concéntricas, P(0) ndo possui outro pico, demonstrando seu carater de
dominio tinico, os tipos radiais apresentam um pico adicional em torno de 6 = 0°
em P(0), conforme esperado. Para as configuragdes quirais-direita (esquerda), P(0) é
distribuido mais a direita (esquerda) de 6 = 0°. Embora a distribuicdo seja bastante
ampla, os picos podem ser identificados em 0 = +9°, £17° e +27°, evidenciando uma
certa preferéncia na orienta¢do p das linhas da rede no plano w para configuragdes
quirais. Consequentemente, implica em uma seletividade da taxa de enrolamento
em espiral b no plano fisico z. Particularmente, as configuracdes quirais com taxa de
enrolamento semelhante a da Fig. 20(B), com b = tan(+17°) = +0.306, sdo as mais
frequentes observadas. Essa seletividade pode estar associada a configuragdes de menor
energia da fronteira de grdo entre as partes quirais e concéntricas do cristal, semelhante
ao fendmeno de desorientacdes selecionadas de fronteiras de grdo encontradas no
grafeno e outros cristais 2D [87, 89, 95, 96]. Os tipos policristalinos apresentam uma
distribui¢do de dngulo de unido mais uniforme e equilibrada, que também apresenta

uma estrutura de pico mais complexa do que no caso quiral.

As Figs. 21(E-H) mostram as frequéncias de ocorréncias de cada tipo de configu-
ra¢do mapeada nas diferentes realiza¢des do processo de annealing para os valores de
N e R avaliados. Note que, as configuragdes concéntricas predominam para tamanhos
de amostra menores, Fig. 21(E). Essas amostras apresentam uma regido confome mais
estreita, sendo mais influenciadas pelo limite da amostra. Para R maiores, os outros
tipos de configura¢des aparecem frequentemente para valores grandes de N e R. Em
particular, a configuracdo quiral [Fig. 21(G)] domina os grandes valores de N e R. No
geral, concéntricas corresponderam a 62.1% das configuragdes encontradas em nossas
simulagdes, as quirais representaram 24.6%, os policristais 7.8% e as configuragdes

radiais apareceram 5.6% das vezes.

Clusters 2D conectados individualmente compartilham um invariante topolégico
comum: sua carga topoldgica total é sempre Q = 6 [38]. Em aglomerados homogéneos

ou quase homogeéneos, essa carga intrinseca, induzida por geometria, é distribuida
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Figura 22 — Exemplo de configura¢gdes com N = 200 e (A) R = 0.5r¢ e (B)R = 32rp. (A-B)
Quadrados azuis e circulos vermelhos representam os defeitos topolégicos
-1 e +1, respectivamente. O circulo vermelho vazado apresenta carga
topoldgica +2. Uma expansdo da configuragao concéntrica é mostrada em
(B) e mostra que apenas as disclina¢des (com carga topolégica +1) aparecem
na parte interna da configuragdo (circulo verde de raio R*). (C) Ntamero
de particulas N e de defeitos N; acumulado radialmente em funcdo de
r/R sdo representadas pelas linhas tracejadas. Os pontos azul e preto
representam os resultados para R = 0.5r¢ e para R = 32r( correspondentes
as configuragdes mostradas em (A) e (B), respectivamente. A linha azul
(preta) representa a densidade esperada para o potencial conforme U,(r)
(aproximacao parabdlica) no limite continuo N¢;, = 27 for n(r")r'dr’. Figura
extraida e modificada da Ref. [10].
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perto da borda do aglomerado, como disclinag¢ées isoladas ou pacotes ndo-neutros de
disclinacdes [38, 97, 98]. Em contraste com isso, uma caracteristica comum de todas as
configuragdes conformes discutidas anteriormente, é que sua carga topoldgica intrinseca
estd concentrada perto do centro da amostra na regido ndo conforme r < R*, seja como
carga topoldgica isolada 4 = +1 ou uma sequéncia de cargas, resultando em uma carga
topolégica liquida g = +1 [exemplos sdo vistos na Fig. 20(E) - (H)]. Essa diferenca
marcante € ilustrada na Fig. 22, onde apresentamos duas configuragdes estaveis de
N = 200 obtidas em duas simulacées diferentes: (i) R = 0.57y, onde o confinamento
dado pela Eq. (3.2) aproxima um potencial parabdlico [veja a Fig. 22(A) e (B)] (ii)
R = 32rp, onde a regido conforme ocupa a maior parte da amostra [veja a Fig. 22(B)].
No altimo caso, apenas a regido préxima a regido ndo-conforme, delimitada pelo
circulo verde na Fig. 22(B), é mostrada para destacar a distribuicdo das disclinagdes
no centro, que somam Q = 6. Uma deslocagdo também é mostrada fora da regido
ndo-conforme. Fora da &rea de ampliacdo, o cristal ndo apresenta defeitos, conforme
evidenciado na distribui¢do cumulativa de defeitos N; mostrado na Fig. 22(C). Também
sdao mostradas na Fig. 22(C) a distribui¢do radial cumulativa N(r) de particulas para
ambas as configuragdes, que concorda muito bem com as densidades teoricamente

previstas (linhas sélidas) fornecidas pela Eq. (1.43).

Sendo assim, a carga intrinseca nas configuragdes conformes estd sempre con-
centrada perto do centro da amostra. No entanto, distribui¢des de carga neutra podem
aparecer na regido conforme, especialmente para grandes valores de R e N. Um tipo de
distribuicdo de carga, ja discutido, sdo limites neutros de grdos, que separam diferentes
dominios cristalinos nas configura¢des quiral, radial e policristalina. Outro tipo comum
sdo deslocamentos isolados, aparecendo em algumas configuragdes concéntricas e
quirais. Em configuragdes concéntricas, os defeitos ¢ = —1 e 4 = +1 que formam a
deslocagdo sdo orientados radialmente. Essa orientagdo ndo altera o arranjo concéntrico
das camadas de particulas, mas resulta em uma incompatibilidade no ntimero de
particulas nas camadas vizinhas. Nas configura¢des quirais, as deslocacdes isoladas
parecem um pouco inclinadas em relagdo aos eixos radiais e normalmente terminam
uma linha espiral existente ou criam uma nova, ou seja, nas configuragdes quirais, as

deslocagdes tém o papel de alterar a taxa de enrolamento.

Outros resultados de menor energia e metaestaveis sao apresentados no Apén-
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4 PROPRIEDADES ESPECTRAIS

Cheguei, meu sangue esta quente
Zumbindo igualmente cavalo do cado

()

Trincheira da fuloresta - Siba e Fuloresta

Ap6s a discussdo das propriedades estaticas dos cristais quase-conformes, vamos
agora discutir suas propriedades dindmicas, i.e., 0s modos normais de vibracdo desses
cristais. Em principio, os modos normais sdo obtidos a partir do movimento térmico
browniano das particulas em torno de sua posigao de equilibrio. Usualmente, cristais
de Wigner sdo usados para estudar o modo normal e oscila¢des coletivas em processos
dindmicos fundamentais. A partir desses modos, temos as informacées da tendéncia de
movimento do sistema, quando submetidos a uma excitagdo energética. Schweigert e
Peeters estudaram as propriedades espectrais de estados fundamentais de clusters 2D,

confinados por um potencial parabdlico [66].

Os espectros de excitagdo correspondentes as configura¢des de estado fundamen-
tal em cluster 2D, com potencial de interagcdo de Coulomb e Yukawa confinadas por um
potencial parabdlico e parede dura, ja sdo amplamente conhecidos [11, 29, 66, 99, 100].
Em sistema supercondutor, a dindmica e estabilidade de configuragdes de vortices em

disco finos foram estudados por Cabral e Peeters a partir dos modos elasticos [101].

Esse capitulo é organizado da seguinte maneira. Na Secdo 4.1 trataremos dos
modos eldsticos na aproximagado parabdlica, quando R = 0.5rg, destacando as diferengas
entre o nosso sistema e um com confinamento puramente parabdlico e interacdo
logaritmica. Sequencialmente, na Sec¢do 4.2 estudaremos o comportamento dos modos
elasticos quando aumentamos o potencial de confinamento, distribuindo as particulas
na regido quase-conforme (R > R*). Por fim, na Secdo 4.3, detalhes dos modos de
compressdo e cisalhamento contendo os modos eldsticos para sistemas com diferentes

numeros de particulas e regides de confinamento serdo estudados.
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41 MODOS ELASTICOS NA APROXIMAGAO PARABOLICA

Para obtermos o espectro de excitacdo do cluster, é preciso uma analise dos
modos normais do sistema. Para isso, diagonalizando a matriz dindmica, obtemos
as autofrequéncias que correspondem a raiz quadrada dos autovalores da matriz
dindmica. Em um sistema com N particulas, temos I = 2N modos normais. Para
analisar a estabilidade das configuracdes, obtemos os autovalores (modos normais) A e

autovetores 0, da matriz dindmica [66]

J’H

H -
py.Ik arﬁl&ryk

(4.1)

onde f, y indicam as componentes vetoriais (8, ¥ = {x, y}) e ], k os indices das particulas.

Partindo do Hamiltoniano [Eq. (3.5)]

H = U, + Uy = > Liy (-r2/r}) - Zln i) (4.2)
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a az’

guc = - Né‘o aa Liz (—1’?/1’5)
yk 21n 1+ R2/r2) T O
Neg In (1 + ri/ré)
= 2 V)/k.
In (1 + R2/rg) i
Aplicando a segunda derivada parcial,
27,2
J U, P) Neg 0 (1 + Tk/fo) )
= — "
Irp1 Iryk Il | In (1 - Rz/rg) i ’
2rgxr
B = 2\ |,2,2 - VI; 2 Oue+
In (1+R2/r0) roT (1+rk/ro)
In (1 + rlf/rg) 27y kg In (1 + r]f/r(z))
+—2 557,511( - 2 Olk | - (4.3)
" "k



Capitulo 4. Propriedades Espectrais 84

. . . . 2
Do segundo termo, relacionado ao potencial de interagdo, e usando rz.zj =D (rai — Ty j) ,

teremos
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Agrupando as Eqgs. (4.3) e (4.4), a matriz dindmica resulta em
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Em um sistema 2D de particulas classicas, confinadas em potencial quadratico e
interagindo via potencial de Coulomb, existem trés autofrequéncias que sdo indepen-
dentes da quantidade de particulas [66]: Q = 0, V2 e V6, que correspondem a rotagio
do sistema em torno do centro de confinamento, ao modo de oscilacdo (translacdo) do
centro de massa e ao modo de oscilagado radial de todas as particulas, respectivamente.
O modo de oscilagado radial, também é chamado de modo de respiracdo (breathing), que
pode ser de compressdo ou expansdo. Para valores pequenos de N, ), corresponde
ao movimento de rota¢do entre as camadas, enquanto que para valores mais elevados de

N a menor autofrequéncia estd relacionado ao par de excitagdo vortice/anti-vortice [66].
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Figura 23 — Espectro de excitagdo dos modos normais em fung¢do dontimero de particulas
na aproximagdo parabodlica R = 0.5r¢. As autofrequéncias, em unidades
de Qy/V2.2404N, sdo obtidas através das configura¢des apresentadas na
Fig. 16.
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Fonte: O autor (2020)

As autofrequéncias correspondem a raiz quadrada dos autovalores da matriz dindmica,
expressas em unidades de Qy = /&o/ rg. Os autovalores da matriz dinamica sdo analogos

as constantes elasticas efetivas dos modos dadas pelos autovetores da matriz [101].

Na Fig. 23 apresentamos as autofrequéncias para N < 50 quando confinadas
em R = 0.5r¢, aproximacdo parabdlica. O espectro é bem similar ao apresentando por
Partoens e Deo [11] (ver Fig. 24), com interagdo logaritmica e confinamento parabdlico.
Normalizamos as autofrequéncias para a aproximacao parabdlica por V2.2404N para
ticarem consistentes com as apresentadas por Partoens e Deo [ver Fig. 23]. No caso
puramente parabdlico a maior autofrequéncia, @ = wyqax = 2.0 (ver Fig. 24), corresponde
ao modo de breathing, passando a ter um limite superior para as autofrequéncias. Além
disso, a autofrequéncia associada a translagdo do centro de massa, wcm = V2.0 [74].
Destacamos essas duas autofrequéncias caracteristicas na Fig. 23 com linhas vermelhas
horizontais. Notemos que a densidade espectral apresenta picos, i.e., acimulos de
autofrequéncias, um pouco abaixo das autofrequéncias wcm € wmax, previstas para
o caso puramente parabdlico. Comparando em termos da aproximagao parabdlica, a
constante eldstica € menor quando se afasta do centro, provocando um deslocamento

das autofrequéncias para baixo (ver Fig. 12).
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Figura 24 — Autofrequéncias para N < 50 particulas, interagindo via potencial logarit-
mico confinados parabolicamente. Figura extraida da Ref [11].
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Fonte: Partoens e Deo [11].

Note que, na Fig. 23, a menor autofrequéncia, ),;,, ndo corresponde a uma
autofrequéncia nula. No entanto, todas as configuracdes estdo associadas a rotagdo
do sistema em torno do centro de confinamento. Para corroborar com o calculo das
autofrequéncias, obtemos as autofrequéncias para algumas configuragdes analiticas,
formando poligonos regulares. Essas autofrequéncias sdo obtidas numericamente,

através da matriz dindmica [Eq. 4.5].

Na Fig. 25, apresentamos trés autofrequéncias para as configuracdes analiticas de
um sistema contendo cinco particulas: com confinamento parabélico (A) e conforme (B).
Na Fig. 25 (C), apresentamos 0s mesmos trés automodos para a configuragdo de menor
energia, obtida através da dindmica molecular [ver Fig. 16]. Paras as configura¢des
analiticas, a menor autofrequéncia corresponde ao autovalor nulo, associado a uma
rotagdo pura em torno do centro da amostra. Quando analisamos a maior autofrequéncia,
o modo de breathing ocorre apenas no confinamento parabdlico, Fig. 25 (A). Apesar de um
automodo ocorrer de forma semelhante para as configuragdes analiticas e potencial de
confinamento conforme, Fig. 25(B), a maior autofrequéncia é menor do que 0 ) = W4y
obtido no confinamento parabdlico. Esse modo pode, também, ndo corresponder a
maior autofrequéncia. Classificamos esses modos de respiracdo, que ndo correspondem
a autofrequéncia maxima, como sendo breathing-like [11]. Na aproximacao parabdlica, as
autofrequéncias associadas ao wcy aparecem de forma degenerada, sendo apresentado

apenas um desses automodos, coluna central da Fig. 25. Comparando os resultados das
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Figura 25 — Autofrequéncias para as configuragoes: (A) analiticas e confinamento parabé-
lico, (B) analiticas e confinamento conforme, R = 0.5ry. Em (C) configura¢do
de menor energia obtida pela dindmica molecular para R = 0.5r¢ [ver Fig. 16].
Em cada quadro, {); corresponde a autofrequéncia associada ao [-ésimo
modo elastico, em unidades de Qy/V2.2404N.
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Fonte: O autor (2020)

simula¢es com os previstos analiticamente, as autofrequéncias obtidas sdo préximas
dos valores esperados pela aproximagado parabdlica, R = 0.5r9. Com o aumento do
namero de particulas, a menor autofrequéncia tende a se aproximar de Q = 0.0 (ver

Fig. 23).

O modo de respiracao (breathing), que corresponde a um movimento radial e de
maior autofrequéncia, ndo é um comportamento predominante em nosso sistema. O
modo breathing comumente observado, i.e., com oscila¢do radial de todas as particulas,
é observado apenas para N < 8 [Fig. 26], onde obtemos configura¢des apenas com
uma Unica camada. Diferente do caso puramente parabdlico, a maior autofrequéncia
ndo corresponde ao modo de breathing. Nosso sistema passa a apresentar o automodo

breathing-like, comentado anteriormente.
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Figura 26 — Modo de respiracgao (breathing) para N =5 (A), 6 (B), 7 (C), 8 (D), 9 (E), 12
(F), 15 (G), 20 (H), 27 (I), 28 (J), 29 (K), 30 (L); correspondendo a mais alta
autofrequéncia. Em cada quadro, Q; corresponde a autofrequéncia associada
ao [-ésimo modo elastico, em unidades de (2y/V2.2404N, para R = 0.5ry.
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Fonte: O autor (2020)

Figura 27 — (a) O modo breathing-like para N = 40 correspondente a maior autofrequéncia
para confinamento - 3. (b) O modo breathing para N = 40 e confinamento
puramente parabdlico. Figura extraida da Ref. [11]
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Na Fig. 26 apresentamos as maiores autofrequéncias para diferentes valores N
confinadas no potencial aproximadamente parabélico, R = 0.5rp. Quando aumentamos
o numero de particulas, e consequentemente o nimero de camadas, a autofrequéncia
mais elevada para cada configuracdo, ndo corresponde ao modo de breathing, observado
no confinamento puramente parabdlico. Situacdo analoga é observada por Partoens e
Deo [11] quando submetem particulas interagindo logaritmicamente e confinadas por
um potencial -~ 73 [ver Fig. 27]. Note que, em uma breve comparagao, os autovetores
mais acentuados ocorrem na tultima camada, enquanto que na nossa aproximagao
parabdlica, R = 0.5rp, ocorre nas camadas mais internas. Para maiores valores de N,
diferentes modos eldsticos sdo associados as maiores autofrequéncias. Sendo assim, a
tnica autofrequéncia que independe do tipo de interacdo entre as particulas e potencial
de confinamento, é o modo de rota¢do ;. O modo de breathing-like ocorre de diferentes

maneiras, como sera visto mais adiante.

Para exemplificar os diferentes modos normais obtidos, quando confinamos as
particulas em um potencial aproximadamente parabdlico (R = 0.57¢), escolhemos um
sistema altamente simétrico com N = 19, distribuidas radialmente em duas camadas
(1,6,12) [ver Fig. 16]. Na Fig. 28, o menor e o maior modo eléstico correspondem ao estado
de rotacao e de breathing-like , respectivamente. O caso em destaque (33, corresponde
ao modo de respiracdo expansivo das camadas mais internas. As autofrequéncias
intermedidrias estdo relacionadas aos diversos tipos de movimentos, como rotagdes
opostas (£)2), convecgdes ({23 e {)9), compressdo mista ({216), translacdo (€2y9), rotagao
mista ({226 € (239). O modo de translagdo sempre ocorre aos pares, i.e., sdo dois autovalores
associados a translacdo do centro de massa. Tais resultados sdo semelhantes aos
relatados em sistemas cldssicos de particulas, com intera¢do logaritmica ou coulombiana,

confinados a um potencial parabdlico [11, 66, 101].

Para sistemas maiores, N > 100, as autofrequéncias caracteristicas: rotagdo,
translacao e breathing-like, apresentam-se de maneira distinta da observada em sistema
menores. A menor e a maior autofrequéncia correspondem aos modos de rotagao e
de breathing-like, atuando nas camadas mais internas, para R = 0.5r9. A quantidade de
modos eldsticos, condizentes ao modo de translagdo, aparecem frequentemente aos
pares.Os modos normais estdo efetivamente associados ao movimento de particulas

livres em um potencial resultante gerado pelas demais particulas e pelo potencial de
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Figura 28 — Modos elasticos para N = 19 (1,6,12) e R = 0.5r9. Em cada quadro, €; corres-
ponde a autofrequéncia associada ao I-ésimo modo eléstico, em unidades de
0/V2.2404N. O menor e maior modo eldstico, correspondem ao estado de
rotagdo e compressdo, respectivamente. As autofrequéncias intermedidrias
estdo relacionadas aos diversos tipos de movimentos, como rota¢des opostas
(€22), convecgdes (€23 e Qg), compressdo mista (€216), translagdo (€2y0), rotacdo
mista (¢ e Q3p).
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Fonte: O autor (2020)

confinamento do sistema. Ao tentar mover uma particula da sua posigao de equilibrio
estatico, forcas restauradoras emergem trazendo-a a sua posicdo de equilibrio. Ao
adicionarmos mais particulas ao sistema, que interagem logaritmicamente, resulta em

um aumento na frequéncia do modo respiratério [11].

4.2 MODOS ELASTICOS COM DENSIDADE QUASE-CONFORME

Na secdo anterior investigamos os tipos de modos normais encontrados na
aproximacdo parabdlica R = 0.57p. Nessa secdo apresentaremos como as autofrequéncias

se comportam com o aumento da regido de confinamento. Na Fig. 29 é apresentado o
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Figura 29 — Espectro de excitagdo dos modos normais em fungdo do ntimero de particulas
com o aumento da regido de confinamento R = r¢(A), R = 2r¢(B), R = 4r¢(C),
R = 8r¢(D), R = 1679(E), R = 32r¢(F), R = 64r9(G), R = 128r(H).
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Fonte: O autor (2020)

comportamento das autofrequéncias em funcdo do aumento da regido de confinamento
paraR/rg=1,2,4,8,16,32,64 e 128. Para valores menores de confinamento, as primeiras
autofrequéncias sao mais espacadas, invertendo esse comportamento com o aumento
de R. Acompanhando os valores das autofrequéncias, para um mesmo valor de N
e variando a sua regido de confinamento R, temos uma redugdo no valor da maior
autofrequéncia em funcdo do aumento de R. O modo de respiragado (breathing), que
corresponde a um movimento radial e de maior autofrequéncia, no potencial puramente
parabdlico, além do modo de oscilagdo do centro de massa, ndo é um comportamento
coletivo em nosso sistema. Ou seja, as particulas ndo apresentam um movimento de
translacdo e respiracado global. No confinamento aproximadamente parabdlico, R = 0.57(,
ja observamos que o modo de breathing ndo ocorre de maneira coletiva, passando a
atuar entre as camadas, onde classificamos como breathing-like. Com o aumento da
conformidade do potencial de confinamento, i.e., n(r) — npgc quando R > 0.5r¢, os
modos elésticos correspondentes a translacdo de todas as particulas, em relacdo ao

centro de massa, ndo sdo observados para R > 4r.

Como discutido na sec¢do anterior, cada configuracdo resulta em autovetores
caracteristicos de cada configuragdo, mas que preservam uma autofrequéncia correspon-

dente ao modo de rotagdo em torno do centro da amostra, €,;,;,=1. Na Fig. 30 mostramos
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Figura 30 — Primeiras e mais elevada autofrequéncias para clusterscom N = 100e R/

4(A), 8(B), 16(C), 32(D), 64(E) e 128(F). Em cada quadro, {); corresponde a

autofrequéncia associada ao I-ésimo modo elastico, em unidades de €.
circulo verde representa r = R*.
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(700 = 6.354994

(zgp = 5.402090

Qzp00=4.749267

Qzo0=4.461128

Fonte: O autor (2020)
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as quatro primeiras autofrequéncias, além do modo eldstico mais elevado, associado
ao modo de respiracdo, para clusters com N = 100 e R/ry = 4, 8, 16, 32, 64 e 128
respectivamente. Movimentos semelhantes aos da Fig. 28 estdo presentes em sistemas
maiores, independente da regido de confinamento. Modos de convecgdes e rotagdes
opostas sdo comumente observados para qualquer conjunto (N > 6). Para autovalores
A < 1077 consideramos A = 0.0, resultando em Q = 0.0, situagdes apresentadas nas

Figs. 30 (B - F).

O modo de respiracdo é observado em diferentes autofrequéncias e atuando
individualmente nas camadas. Na Fig. 31 mostramos esse evento em um amostra com
N =100 e R = 32r9. O modo elastico de respiracdo atua primeiro na camada mais
externa (s, = 0.206910Q))), e de forma sequencial nas acamadas mais internas. Os
autovetores, associados a Qsp, Q7 € Q142, compactam o cluster, enquanto os demais
(Qog, Q124 € OQ462) favorecem um modo de respiracdo expansivo. Esses eventos estdo
presentes nas amostras com confinamento R > 4rg. Na Fig. 30(D), a autofrequéncia mais

elevada (09 = 4.749267C)y, para N = 100 e R = 32ry.

Os resultados corroboram com os observados quando particulas interagem de
forma logaritmica e sdo confinadas por um potencial distinto do parabédlico [11]. Esses
resultados podem ser compreendidos do ponto de vista de uma "constante"elastica do
potencial que crescente com r, quando o potencial de confinamento é ~ 73, permanece
constate, para - r2, e decrescente para o potencial de confinamento conforme [ver
Eq. 3.2], proposto nessa tese. Isso resulta em uma inversdo do comportamento dos

autovetores associados aos modos breathing-like. Para ~ r3

, a maior autofrequéncia esta
associado ao modo de breathing-like da camada mais externa, enquanto que para o
potencial conforme, corresponde ao modo de breathing-like das camadas mais internas

[ver Figs. 27 e 31].

4.3 MODOS DE COMPRESSAO E CISALHAMENTO

Bonsall e Maradudin mostraram que em um sistema infinito 2D [27], dois tipos
de ondas sdo propagadas em um cristal de Wigner: ondas sonoras laterais com dispersao
Q ~ A e ondas longitudinais do plasma com Q ~ VA, no limite de longos comprimentos
de onda [102]. Essas ondas estdo associadas aos modos de compressdo e cisalhamento

observados em clusters finitos.
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Figura 31 - Modo de respiracdo atuando individualmente nas camadas localizadas
emr > R*para N = 100 e R = 32r9. Em cada quadro, ); corresponde a
autofrequéncia associada ao [-ésimo modo eldstico, em unidades de {)y. O
circulo verde representa r = R*.

Qs, =0.206910

Fonte: O autor (2020)

Q76 =0.307568

0142 =1.079484

Qgg = 0.466928

Q160 = 1.647725

Em uma rede 2D, o comportamento dos modos elasticos podem ser classifica-

dos como modos de cisalhamento ou de compressdo. Para caracterizar esses modos,

calculamos, respectivamente, a divergéncia V - ¥ e a vorticidade (V X 7), do campo

de velocidades. O campo de velocidade € calculado através da interpolagdo do campo

de autovetores obtidos dos autovetores associados ao [-ésimo modo(A;) [29, 101]. A

interpolagdo é calculada em um grid quadrado, e o rotacional e divergente do campo

de autovetores sdo calculados numericamente. Um grid com G2 = 220 x 220 pontos foi

escolhido e polindmios ctbicos foram interpolados entre os valores dos autovetores. Os

mapas de divergéncia e vorticidade (rotacional) foram calculados em todos os pontos

desta matriz usando

fs(1)?

fe(1)?

(4.6)

(4.7)
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Figura 32 — Modos de compressado f, (circulos s6lidos) e de cisalhamento f; (quadrados
vazados) para N =7 em funcdo de R/rp =0.5, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128.
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que descreve como cada modo é semelhante ao modo de cisalhamento (f;) e compressao
(fo)-

Na Fig. 32 mostramos o cédlculo de f; e f. em funcdo da ordem do automodo
para um sistema com 7 particulas e R = 0.5rg até 128ry. As configuragdes de N = 7
e 8rp < R < 128rp podem ser consultadas no Apéndice A. Essas configuracoes
correspondem as de menor energia para cada conjunto (N, R). Para R = 0.5r¢, claramente
temos que o modo cisalhamento (compressdo) ocorre para os menores (maiores) valores
de A, associado ao I-ésimo modo. Dependéncia similar é observada experimentalmente

em cargas interagindo via potencial de Coulomb (Yukawa) e confinadas por um potencial
g g P P P
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Figura 33 — Autovetores e mapa de cores para vorticidade |(V X 7),| e divergente |V - 7|
associados a um sistema com N =7 e R = ry.
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Fonte: O autor (2020)
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parabdlico [100]. O modo de compressdo puro, ndo envolve nenhum movimento
rotacional, logo V X @ = 0 para esse modo, resultando em f; = 0. Analogamente, o modo
de cisalhamento conserva a densidade de particulas e, portanto, V - v =0, ocasionando

fc = 0. Esse comportamento é observado na Fig. 32 (R = 0.579).

Quando o sistema apresenta um modo de translacao, f. = fs = 0.0 desde que
nao envolva nenhum tipo de movimento relativo. O modo de translagdo é comumente
manifestado por dois modos elésticos degenerados. Em nosso sistema esses modos
surgem aos pares, mas sao ndo-degenerados. O modo de translagdo ocorre quando
I ~ N.No caso de N = 7, esses modos correspondem a [ = 7 e 8, para R/rp = 0.5, 1
e 2 [ver Fig. 32]. Apesar de f.(I =7,8) # fa(l =7,8), osmodos f.(I =7) = f.(I =8)e
fs(I =7) = fs(I = 8) caracterizam a existéncia do modo de translagdo. Com o aumento
da regido de confinamento, é possivel identificar que o modo de cisalhamento minimo
deixa de ser associado ao modo de respiragdo (), visualmente observado em R = 0.57¢.

Aumentando a regido de confinamento, fs; passa a apresentar mais de um valor de
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Figura 34 — Modos de compressdo f, (circulos s6lidos) e de cisalhamento f; (quadrados
vazados) para N =100e R/rg = 0.5, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128.
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minimo, como apresentado em R/rg = 32, 64 e 128. Os modos elasticos, correspondentes
aos valores de minimo em f;, representam as diferentes autofrequéncias que atuam

como modo de respiragdo individualmente nas camadas [ver Fig. 31].

Na Fig. 33 apresentamos os autovetores no topo e suas respectivas dependéncias
espaciais de |V x 0,| e |V - 0,|, para um sistema com N =7 e R = rp. Omodo [ = 1
corresponde ao modo de rotagdo, mostrando o modo de cisalhamento mais acentuado,
com |V x 7, | variando de 0 até ~ 0.3. O oposto acontece para [ = 12, intensificando o
modo de compressdo |V - 7,]. O modo de translagdo é obtido em I = 7 e 8 [ver Fig. 32], e

como esperado, ndo hd uma boa defini¢do dos modos de compressdo ou cisalhamento,
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uma vez que |V X 0,| e [V - 7,| sdo relativamente proximos. Observamos também que
os autovetores nao sdo paralelos entre si, e ndo apresentam a mesma magnitude, o que
justifica variagdo das intensidades méximas no mapa de cor. Por fim, apresentamos a
dependéncia de |V x 7, | e |V - 0| para o Gltimo autovalor A14, com um valor de |V - 7, |
mais pronunciado, ja que temos uma inversao de valores entre f; e f. com o aumento

das autofrequéncias [ver Fig. 32].

Aumentando o niimero de particulas e fazendo as mesmas anélises em um cluster
com N = 100, obtemos um comportamento similar ao sistema com N = 7. Na Fig. 34
mostramos os modos de compressao f. e de cisalhamento f; para os mesmos valores de
R. Note que o comportamento de f. e f;, para as primeiras regides de confinamento
(R/rg =0.5, 1, e 2), altera-se quando | = N. Regido onde o modo de translagdo encontra-
se presente. Com o aumento da regido de confinamento e do nimero de particulas,
fica claro a existéncia predominante apenas do modo de rotagdo, associado ao menor
autovalor A1. Com o aumento de R, a distribui¢do de particulas no cluster torna-se
mais estritamente conforme, n(r) — npgc(r) [cf. Seg. 1.3]. Havendo uma quantidade de
automodos que cresce com N2, os modos elasticos que apresentam valores minimos de

fs = 0.0 também aumentam.

Para compreender os efeitos entre os modos de compressado e cisalhamento,
calculamos arazao f./ fs e as consequéncias observadas em seus autovetores equivalentes.
A Fig. 35 mostra f./ fs para um sistema com N =100 e R/ry = 16, 32, 64 e 128. O modo
correspondente a razdo f./fs; mais elevada corresponde ao modo de respiragéo e, o
menor valor representa a rotagdo simples em torno do centro da amostra. Com o aumento
da regido de confinamento, os modos de respiragdo coincidem com os diversos saltos da
razdo f./ fs e que estdo associadas aos modos de respiracdo que atuam em cada camada,
isoladamente. Na Fig. 35 destacamos através dos circulos cheios (quadrados cheios) os
automodos que correspondem aos modos de respiragdo das camadas localizadas em

r 2 R*(r < R").

Para R = 167y, as particulas sdo distribuidas em 8 camadas (1, 6, 10, 13, 5 x 14),
com uma particula no centro da amostra [cf. Fig. 19]. As quatro tltimas camadas,
que sdo comensurdveis, estdo localizadas na regido quase-conforme (r > R*). Os
modos responsaveis pelo modo de respiracdo das camadas sdo [ = 65, 91, 116 e 140

para as camadas Sg, S7, S¢ e Ss, respectivamente. Nas camadas mais internas Sy, S3,
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Figura 35 — Razdo entre os modos de compressdo f. e de cisalhamento f; para um
sistema com N =100 e R/rp = 16, 32, 64 e 128. Em destaque estao os modos
breathing-like atuando nas camadas destacadas. As camadas que localizadas
na regido ndo conforme estdo destacadas por um quadrado, enquanto que
as camadas da regido quase-conforme sao destacadas pelo circulo preto.
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S> e 51, 0 modo de respiragdo estdo associados aos automodos [ = 161, 179, 192 e
199, respectivamente. Em um confinamento com R = 32rj as particulas apresentam
uma configuragdo (1, 6, 9, 7 x 12), como sendo a de menor energia, com 7 camadas
de 12 particulas cada [cf. Fig. 19]. As tltimas seis camadas, S4 — Sg, encontram-se
na regido quase-conforme. Os automodos que representa o0 modo de respira¢do sdo
I =52,76,98, 124, 142 e 162, para as camadas So, Sg, S7, S¢, S5 € S4, e [ = 178,192 e
198, para as camadas S3, S e S1. Aumentando a regido de confinamento, permitindo o
sistema se acomodar em uma regido de R = 64r(, obtemos uma configuragdo com 10
camadas (4, 8, 8 X 11). A regido ndo-conforme, r < R*, engloba as 3 primeiras camadas,
S1 — S3, contendo 4,8 e 11 particulas, respectivamente. Na Fig. 35, verifica-se apenas 9
valores intensificados de f./ fs. O modo eldstico mais elevado, I = 200, é responsavel

pelo modo de respiracdo das duas camadas mais internas, contendo 4 e 8 particulas.
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Figura 36 — Modo de translagdo e respiracdo que atuam em camadas especificas em
um sistema com N = 100 e R = 128r¢. As autofrequéncias 3y, Qs7, Q77
e Qg7 correspondem ao modo de respiracdo das camadas Sig, So, Sg e S7,
respectivamente. As autofrequéncias (y9, (49, Q79 e gp correspondem ao
modo de translagdo que atuam nas camadas S, S9, Sg e Sy, antes do modo
de respiragdo ser ativado. Em cada quadro, Q; corresponde a autofrequéncia
associada ao [-ésimo modo eléastico, em unidades de Q.

Qu0 = 0.036877 Q37 =0.045531 Quo=0.062184 Qs; = 0.072285

Qg7 =10.191102

Fonte: O autor (2020)

Assim como em R = 32r, a 4* camada(S4) encontra-se aproximadamente em r = R*.

Por fim, para um confinamento com R = 1287, as 100 particulas apresentam a
configuragdo: 3, 7, 9 X 10. As sete tiltimas camadas estdo localizadas na regido quase-
conforme (r > R*). O modo de respiracdo atuante no conjunto formado por 3 e 7
particulas, sdo estimulados em I = 200 e I = 195, respectivamente. Em processos subse-
quentes, e.g. estabilidade térmica do cluster, enquadramos esse conjunto constituindo
uma camada com 10 particulas, S¥=" e S fl =3. O menor valor relacionado ao modo de

respiracdo, corresponde a camada mais préxima de R*, Sz, com automodo [ = 173.

Na Fig. 35 saltos menos acentuados da razado f./ f; sdo assistidos. Os autovetores
desses modos correspondem a um ensaio de translagdo da camada que apresentara o
modo de respiracdo logo em seguida. A Fig. 36 mostra a tentativa de translacao de algu-
mas camadas para um cluster com N = 100 e R = 128ry. Note que o espacamento entre
as particulas ndo é uniforme. Sendo assim, o deslocamento associado aos autovetores

pode ser diferente, se considerados relativamente ao espagamento entre as particulas.
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Figura 37 — Autovetores e mapa de cores para vorticidade (V X 7), e divergente V - 0
associados a um sistema com N = 100 e R = 1287y.
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Os modos de respiracdo para as camadas S1g, S9, Sg e S7, estdo presentes nos automodos
I =37,57,77 e 97, respectivamente. O modo de translagdo para a camada S1p ocorrem
para os automodos | = 28 e 29, demonstrado pela autofrequéncia (9 = 0.036877€). Os
automodos | = 49 e 50 promovem a translacdo da camada Sg. Para as camadas Sg e Sy,
os modos de translagdo de suas respectivas camadas sdo [ = (70,71) e [ = (90,91). Essas
acontecimentos estdo presentes em todos as regides de confinamento para r > 167 [ver

Fig. 35).

Na Fig. 37 destacamos a vorticidade (V X 7), e divergente V - ¥ para quatro
autovalores de um sistema com N = 100 e R = 128ry. A autofrequéncia associada ao
movimento de rotagdo em torno do centro da amostra, ()1, apresenta maiores valores
|V x 7] ~ 0.006 no centro da amostra, onde a densidade de particulas é maior. O modo
de cisalhamento é evidentemente mais acentuado do que o modo de compressdo. A

autofrequéncia (9 = 0.036877C)y, corresponde ao modo de translagdo da camada Sy,
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discutido anteriormente, com contribui¢do maior do termo |V - 7| ~ 0.012 que é similar
ao movimento de translagdo [cf. Fig. 33]. Assim como em N = 7 e R = rp, 0 modo
associado a translagdo e compressdo apresenta |V - 7| > |V x 7|, elucidado pelo modo de
compressdo atuando na camada Sy¢. Por fim, a maior autofrequéncia (g0 = 4.125590Q
é responséavel pelo modo de respiragdo das particulas mais internas da configuragdo
(3, 7, 9 x 10). Os pontos brancos distribuidos no mapa de cor representam as posicdes

das particulas no cluster.
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5 ESTABILIDADE TERMICA

(..)
Era quase madrugada
Candeeiro queimando
Coracao se abrasando
(..)

Braseiro - Juliano Holanda

Transi¢oes de fase em sistemas de particulas interagentes apresentam um in-
teresse apreciavel em diversas areas da ciéncia e tecnologia. O estudo das transicoes
solido-liquido em sistemas 2D e 3D é de interesse tedrico e pratico, no entanto, qualitati-
vamente o processo de fusdo entre esses dois sistemas sdo bem distintos. Em sistemas
bidimensionais, a estrutura cristalina ou pseudo-cristalina executa um movimento
oscilatério harmoénico em torno da sua posicdo de equilibrio, para temperatura baixas.
Com o aumento da temperatura, a amplitude de oscilagdo das particulas tornam-se
cada vez maiores, até que elas passam a se mover livremente, comportando-se como
um liquido. O processo ocorre em uma transigdo continua, transitando para uma fase
“hexatica”, mantendo a orientacdo e, consequentemente, derretendo em um fluido

isotrépico, continua sendo uma questdo estudada [103].

Realizagdes experimentais tipicas, para compreensdo das propriedades estaticas e
dindmicas de sistemas 2D incluem elétrons na superficie do hélio liquido [104], elétrons
em pontos quanticos [105], particulas coloidais [106], vortices em supercondutores [107,
108], cristais de plasma confinados [109]. Sistemas confinados por um potencial simétrico
circular 2D, com um ntimero finito de particulas, sdo tipicamente cristalizados em uma
estrutura triangular no centro do potencial de confinamento, apresentando estruturas
em camadas com o aumento de N e distincia radial [63]. Para um alto nimero de
particulas, essa estruturacdo ocorre devido a competicdo entre a simetria triangular e a

simetria circular, imposta pelo potencial confinador.

Um dos critérios utilizados para estudar as transi¢des de fusdo é o monitoramento

da excita¢do térmica de pares de deslocagdes e disclinagdes. Por exemplo, na Ref. [110],
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Lai e Lin utilizam a Dindmica Molecular para investigar as excita¢des de defeitos em
sistemas com intera¢des de Coulomb confinadas a um potencial de fundo uniforme.
Eles descobriram que os defeitos topoldgicos intrinsecos préximos a borda do sistema
induzem vibragdes térmicas anisotrépicas das particulas, levando ao derretimento
ndo uniforme. Ao simular particulas interagindo através do potencial de Coulomb e
confinadas a uma armadilha harmoénica usando Monte Carlo, Lai e Lin descobriram ainda
que o derretimento dos aglomerados de particulas tem inicio nos defeitos intrinsecos,
existentes nas camadas concéntricas mais externas. A regido central da estrutura, que é

livre de defeitos intrinsecos, apresenta uma temperatura de fusdo mais elevada.

Esse capitulo encontra-se organizado em duas se¢des. Na Seg. 5.1 apresentaremos
o mecanismo de andlise de estudo ao submetermos algumas configuragées, obtidas no
Cap. 3, aum ruido térmico aleatério, procedimento inverso ao aplicado para obtengdo do
estado de menor energia. Na Seg. 5.2, mostramos a estabilidade das estruturas conformes

para configuragdes concéntricas, com N = 100, e configuragdes do tipo quiral e radial.

5.1 GRANDEZAS ANALISADAS

Sistemas 2D, com um ndmero pequeno de particulas, ndo apresenta um tempe-
ratura de transicdo sélido-liquido bem definida, mas sim uma regido onde isso ocorre.
Diferentes métodos para identificacdo dessa faixa de transi¢ao foram desenvolvidos. Um
deles foi definido por Lindermann, sofrendo modificagdes posteriormente, onde um
critério é estabelecido, para as amplitudes médias das flutua¢des das particulas em um
sistema, que determina a transi¢do sélido-liquido em sistemas bidimensionais [111-114].
Um outro método de andlise para derretimento, em clusters 2D, consiste na teoria
Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young (KTHNY) [115-117]. As transi¢Oes estru-
turais nesta teoria estdo associadas ao ordenamento topolégico das particulas, onde a

transicdo de sdlido para liquido estd associada ao desacoplamento de pares de defeitos.

Para caracterizar o processo de derretimento das amostras, estudamos em
detalhes a estabilidade das estruturas conformes sob investigacdo em relagdo aos
defeitos excitados termicamente, bem como a difusdo ativada termicamente dos defeitos
preexistentes na configuracdo. Para fornecer estimativas estatisticamente confidveis
da distribuic¢do de defeitos em diferentes temperaturas, consideramos 100 realiza¢des

diferentes do ruido térmico de Langevin. As configurag¢ées de equilibrio, obtidas no
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processo de minimizagdo descrito no Cap. 3, foram aquecidas lentamente de T = 0 até

0.01Tp em etapas de 1074T.

Durante a evolugdo do sistema, calculamos regularmente a carga topolégica
cumulativa, dada por Q(r) = X, -, gi,em que g, é a carga topoldgica atribuida a particula
i, conforme definido na Se¢. 1.4, e o niimero total de defeitos (independentemente do
sinal) por camada, N;. Para cada temperatura, essas quantidades foram calculadas
como uma média de 6 x 10° MD passos de tempo ap6s um tempo de espera de 4 x 10°
passos de tempo, além de aproximadamente 100 realiza¢des independentes do ruido
térmico. Essas médias sdo indicadas por Q(r) e N;. Além disso, medimos o grau de
conformidade das amostras a partir do pardmetro Qocr = 6 — Q. Onde Qqcr representa
uma média do qudo conforme é a configuracao. Se o cristal estiver em conformidade
nessa regido, é esperado que QQCR seja muito préximo de zero, enquanto que se a
topologia for a prevista pela teoria de limite continuo [Eq. (3.6)], espera-se Qaocr = 0.6,

ja que Q(R*) =5.4.

5.2 RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente escolhemos configura¢ées com N = 100 particulas, para diferentes
valores de R, variando de 8ry a 128r9. Todas essas configuragdes sdo do tipo concéntrica,
além de ndo apresentarem defeitos na regido quase-conforme. As configuragdes utiliza-
das no estudo da estabilidade térmica sdo apresentadas na Fig. 19, obtidas no processo

de minimizagdo descrito no Cap. 3.

Figs. 38(A — E) mostram Q(r) para R/ry = 8 — 128, respectivamente, em diferentes
valores de temperatura. O valor esperado para uma carga topoldgica no limite continuo
[Eq. (3.6)] é representado pela linha preta espessa. A temperatura variade T = 0 (azul) a
0.01Tp (vermelho). Para T = 0, os defeitos (6 disclinac¢des e possiveis deslocagdes) estdo
concentrados na regido ndo conforme (delimitada pela linha tracejada vertical em » = R”),
resultando em um Q(r) plano por r < R*, que contrasta com a previsdo do limite continuo
tedrico, livre de defeitos. Em temperaturas finitas, porém pequenas (T < 0.0005T, para
R =8rpeT <0.002Ty para R > 16r), pode-se observar mudangas na configura¢do da
carga na regido ndo conforme (r < R*), resultante da criacdo e aniquilacdo de pares de
defeitos. Enquanto isso, a regido quase-conforme estd essencialmente intacta. A medida

que a temperatura aumenta, os defeitos comegam a aparecer na regido quase-conforme
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Figura 38 — (A — E) Distribuicdo radial da carga topolégica Q, regido préximo de R*
é mostrada na inserc¢do, em fungdo de r para diferentes temperaturas em
amostras com: (A) R = 8ry, (B) R = 161y, (C) R = 32rp, (D) R = 64rg e (E)
R =128r¢. As linha sélida representa o valor esperado no limite continuo
[Eq. (3.6)]. A linha vertical pontilhada marca r = R*. As diferentes cores
(mapa de cor no topo) representa as diferentes temperaturas que variam de
T =0 (azul) to T/Ty = 0.01 (vermelho). (F) Carga topolégica liquida Qocr
na regido quase-conforme, r > R*, para R de 8r¢ até 128ry.
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[veja também Figs. 39], primeiro como deslocagdes termicamente excitadas, produzindo

uma pequena oscilagio de Q(r) cerca de Q = 6. Em valores de temperatura ainda mais

altos, ndo apenas as deslocacdes, mas também a carga liquida tornam-se aprecidveis na

regido r > R* e Q(r) torna-se cada vez mais semelhante ao resultado do limite continuo

(linha soélida preta), sinalizando assim a perda da estrutura conforme, caracterizada

por um Q(r) plano. Observe que a oscilagdo observada em Q(r) reflete as deslocagdes
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Figura 39 — Dependéncia do ntimero médio de defeitos N, em funcdo da temperatura,
em cada uma das camadas na regido quase-conforme (r > R*) de configura-
¢oes para N = 100 e (B) R = 8r¢, (C) R = 1679, (D) R = 32r¢, (E) R = 64rg e (F)
R = 128rp. Em (A) mostramos N, para o confinamento aproximadamente
parabdlico R = 0.5r¢. Linhas verticais representam a temperatura de crossover
T. em que Qgcr > 0.1 [veja a Fig. 38(F)].
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radialmente orientadas, com a alterndncia de cargas positivas e negativas, bem como a

discrigdo da estrutura em camadas, que persiste até a temperatura mais alta estudada.

Como mencionado anteriormente, calculamos a carga topoldgica liquida na regiao
quase-conforme, QQCR =6— Q(R*), em funcdo da temperatura para R/rg = 8, 16, 32, 64,
e 128 [veja a Fig. 38(F)]. Todas essas configura¢des sdo concéntricas e sua regido quase-
conforme esta completamente livre de defeitos. Para todos os raios estudados, a carga
topolégica é de fato zero na regido quase-conforme em T = 0. Somente acima de

uma temperatura finita diferente de zero é que Qqcr se torna apreciavel. Acima dessa
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temperatura, o cristal conforme passa lentamente por uma estrutura amorfa, onde
defeitos podem ser encontrados em toda a amostra e a distribui¢do da carga segue

aproximadamente a previsdo do limite continuo.

Definimos a temperatura de crossover T, como o valor da temperatura em que
Qacr = 0.1. Observe que, embora Qqcr seja uma medida global, ele é sensivel as
oscilagdes locais em Q(r) produzidas por deslocagdes. Além disso, a influéncia dessas
oscilagdes depende das posicdes radiais precisas das camadas préximas a R*, que
mudam com a temperatura. Portanto, nosso critério para a temperatura de crossover ndo
deve ser tomado como uma medida precisa, mas como uma estimativa aproximada.
Usando esta defini¢do, obtemos T, ~ 0.005 - 0.006T( para amostras R = 1679, R = 32rg e
R =128r¢. No entanto, para as amostras R = 8rg é consideravelmente menor, ~ 0.001T);
e para R = 64ry corresponde a um valor intermedidrio, ~ 0.0035Ty. Além dessas
diferengas em T, em todos os casos, a perda de ordem conforme ocorre com a difusdo
de uma pequena fragdo da carga liquida da regido central ndo-conforme da amostra na
regido quase-conforme. A pequena temperatura de crossover observada para R = 81
provavelmente esta relacionada ao pequeno niimero de camadas conformes (apenas
3) na regido quase-conforme, que sdo, portanto, mais sensiveis as flutuagdes na regiao

nao-conforme.

A Fig. 39 mostra o nimero médio de defeitos por camada para os casos R/rg =
0.5, 8, 16, 32, 64 e 128. Essas curvas revelam a nucleacdo progressiva de defeitos
termicamente excitados (desloca¢des) primeiro nas camadas mais internas e depois
se espalhando para as camadas externas a medida que a temperatura aumenta acima
de T.. Para o confinamento R = 0.5rg, Fig. 39(A), esse processo € inverso. Os defeitos
estdo concentrados nas camadas mais externas [ver Fig. 19] e rapidamente essas
camadas (S4 — S¢) apresentam uma variagdo rdpida de N para temperaturas baixas.
Apenas quando T = 0.002Tj a estrutura triangular interna comeca a ser quebrada,
que corresponde a existéncia de defeitos nas trés primeiras camadas. A configuragao
de R = 8rp apresenta 7 camadas (12, 10, 14, 4 x 16) [ver Fig. 19], as trés ultimas
camadas encontram-se na regido quase-conforme, com rs; = 3.3rg em T = 0. Nas
demais configuragdes, a primeira camada da regido quase-conforme encontra-se em
r/ro = 3.39, 3.04, 3.02 e 5.12, para R/ry = 16, 32, 64 e 128, respectivamente. Note que,

assim como em R = 8rg, para R = 167 [(1, 6, 10, 13, 5x 14), ver Fig. 19], o valor no qual
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N4(Ss5) > 1 é aproximadamente TC[QQCR > 0.1], apresentado nas Figs. 39(B e C).

Para R = 32r¢ (1, 5, 10, 7 x 14) e R = 64r (4, 8, 8 X 11), a primeira camada na
regido quase-conforme, apresenta uma distancia radial » = R*. A proliferacdo de defeitos
nos clusters com R > 8ry, ocorre do nticleo para a borda da amostra [ver Figs. 39(B - F)].
Na Fig. 39(D), o nimero de defeitos na camada S5 supera rapidamente N,4(Sy), diferente
do que ocorre quando R = 64r, seguindo um crescimento sequencial, apesar de 5S4 ~ R*
em ambos os casos. Em contrapartida, a estrutura formada em R = 327y mantém as duas
camadas externas livres de defeitos para temperaturas mais elevadas, apresentando
uma estrutura possivelmente mais coesa. Em R = 1287 [Fig. 39(F)], as particulas estdao
distribuidas em dez camadas (3 — 7, 9 x 10). De forma andloga, o nimero de defeitos na
regido quase-conforme manifesta-se inicialmente nas camadas mais internas, e de forma
sequencial as camadas adjacentes. Entre 0.002Ty £ T £ 0.005Ty Qgcr < 0, 0 que mostra
um leve aumento da carga topolégica na regido ndo-conforme. Concomitantemente,
defeitos emergem de forma menos acentuada nas camadas r > R* e de forma sequencial
entre as camadas. Os defeitos topolégicos aparecem na regido quase-conforme, com
um numero crescente de defeitos & medida que T aumenta. Note ainda que a carga

topoldgica tende a oscilar em torno do limite esperado para temperaturas mais altas.

Com o intuito de compararmos os efeitos térmicos em amostras de menor
energia e configura¢cdes metaestaveis, escolhemos a configuragdo para R = 64r(, que
apresenta um crescimento mais repentino da curva QQCR [ver Fig. 38(F)] quando
comparado com as demais regides de confinamento conformes, R/ry = 16, 32 e 128.
A configuracdo metaestdvel analisada também apresenta dez camadas, assim como
apresentada na Fig. 19, mas com uma distribui¢do: (3, 8, 10, 5 x 11, 2 x 12). Essa
configuracdo apresenta uma deslocagdo em r > R*, observada na Fig. 40(A), que pode
corroborar com a quebra antecipada da estrutura conforme da amostra. Q alcanca o platd
Q = 6 em r < R*, analogamente aos casos estudados anteriormente. A posigdo radial
dos anéis de particulas sdo bem distintos da configuragdo (4, 8, 8 x 11). Na configurac¢ao
metaestdvel, S4 é a primeira camada comensurdvel, contendo 11 particulas, localizada em
r = 2.5610, e S5 é a primeira camada na regido quase-conforme com rs, ~ 4.48ry. Quando
comparada com a configuracdo de menor energia, a primeira camada comensuravel
corresponde a S3, com rs, =~ 1.8r9. Na Fig. 40(B) é possivel constatar os efeitos provocados

pela comensurabilidade das camadas. A configuracdo de menor energia, e de maior
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z

Figura 40 — (A) Distribuicdo radial da carga topoldgica Q, regido préximo de R* é
mostrada na inser¢do, em fung¢do de r para R = 64ry com configuracdo
(3, 8, 10, 5x 11, 2x12). A linha sélida representa o valor esperado no limite
continuo [Eq. (3.6)]. A linha vertical pontilhada marca r = R*. As diferentes
cores (mapa de cor no topo) representa as diferentes temperaturas que variam
de T = 0 (azul) to T/Ty = 0.01 (vermelho). (B) Carga topoldgica liquida Qocr
na regido quase-conforme, r > R*, para duas configura¢des obtidas para
R = 64r). A distribuigdo radial da carga topolégica Q, para a configuragao
(4, 8, 8 x 11), é apresentada na Fig. 38(D). (C) Dependéncia do ntimero
médio de defeitos em cada uma das camadas na regido quase-conforme, em
fungdo da temperatura, para configuragdo (3, 8, 10, 5 x 11, 2 x 12). A linha
vertical representa a temperatura de crossover T, em que Qocr > 0.1 [veja a

Fig. 40(B)].
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comensurabilidade, apresenta um valor mais elevado de TC[QQCR > 0.1] = 0.0016T)
(metaestavel) e 0.0036T) (estado de menor energia). Independente da configuragdo
analisada, o comportamento de Qgcr(T) é semelhante em ambos os casos, podendo esta
associado a regido de confinamento R = 64r(. Na Fig. 40(C) apresentamos a distribui¢do

dos defeitos por camada para a configuragdo metaestavel. Para a configuragdo especifica
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Figura 41 — (A) Distribuicio radial da carga topoldgica Q, regido préximo de R* é mos-
trada na inser¢do, em funcdo de r para R = 256r para as configuragdes
quiral (A) e radial (B), ambas para N = 200 e R = 2567 (as configurag¢des
correspondentes estdo representadas na inser¢do). As linha s6lida representa
o valor esperado no limite continuo [Eq. (3.6)]. A linha vertical pontilhada
marca v = R*. As diferentes cores (mapa de cor no topo) representa as dife-
rentes temperaturas que variam de T = 0 (azul) to T /Ty = 0.01 (vermelho).
(C) Carga topolégica liquida Qqcr na regido quase-conforme, r > R*, para
as duas configuragdes em estudo. Quadrados azuis e circulos vermelhos
representam os defeitos topoldgicos —1 e +1, respectivamente. Os defeitos
internos ndo sdo mostrados para melhor visualizacdo.
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com R = 64ry, ja existe uma deslocacdo ocupando as camadas Sg e Sg, de modo que

N, =1 para essas camadas em T = 0. Observe que, para esta configuragdo, o nimero

médio de defeitos excitados termicamente nas proximidades de T, é muito menor do

que o das configura¢des sem defeitos [Figs. 39(B — F)]. Isso sugere que deslocagdes

preexistentes podem ser intimamente relacionadas com a propagacdo de defeitos na

estrutura.
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Para investigar de forma mais aprofundada o papel das deslocagdes preexistentes
na estabilidade da estrutura cristalina conforme, também simulamos duas configuragdes
distintas, uma quiral e outra radial, para N = 200 e R = 256r). Conforme discutido
no Cap. 3, configuragdes desses tipos tém deslocagdes intrinsecas, responsaveis por
acomodar a simetria circular da camada mais externa de particulas. Os resultados
correspondem a média sobre mais de 30 realiza¢des da forga aleatdria e sdo apresentados
na Fig. 41. De maneira semelhante a configuracdo com N = 100 e R = 8rg e R = 64rg
(configuracdo metaestavel, ver Fig. 40), o inicio da migracdo de carga para a regido
quase-conforme ocorre nas temperaturas T, =~ 0.0016T) (quiral) e T, =~ 0.001Ty (radial),
consideravelmente menor que os valores de T. observados para as configurac¢oes
perfeitamente cristalinas (N = 100 e R/rg = 16, 32, 64 e 128) [ver Fig. 41(C)]. Embora a
carga topoldgica do sistema atinja o valor Q = 6 para r < R*, a regido quase-conforme
ndo é livre de defeitos, mas apresenta carga liquida nula. Nas Figs. 41(A e B) sdo
apresentadas as distribui¢des radiais da carga topolégica Q para a configuragdo quiral
e radial, respectivamente. A regido proxima de R* é mostrada em uma das inser¢des,
em fungdo de r. Nas outras inser¢des, sdo apresentadas as configuragdes submetidas
ao ruido térmico. Os defeitos internos ndo sdo mostrados para melhor visualizacao.
Quadrados azuis e circulos vermelhos representam os defeitos topolégicos —1 e +1,
respectivamente. Esses resultados estdo de consondncia com os resultados obtidos para
N =100 e R = 64rg, onde defeitos preexistentes na regido quase-conforme, podem
contribuir para antecipar o processo de amorfizagdo dos cristais conformes, considerando
o parametro Qocr. Essas configuragdes também foram submetidas ao efeitos da tensao

de cisalhamento, que serdo discutidas no Cap. 6.
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6 TENSAO DE CISALHAMENTO

Veja a folha seca

Que o vento jogou no chao
Mesmo a folha morta

Tem lembrancga do verao

Lembranga de folha seca - Mestre Ambrdsio

O estudo da resiliéncia de configuragées confinadas em clusters 2D, quando
submetidas a uma forca angular, ¢ amplamente investigado em discos supercondutores
na geometria de Corbino. Em 1911, O. M. Corbino realizou medi¢des de magnetorresis-
téncia em diferentes metais, nos quais eram discos em contatos com aneis concéntricos
internos e externos [118]. Posicionando o disco em um campo magnético ao longo de
seu eixo de simetria, a resisténcia entre os contatos foi medida em fun¢do da campo mag-
nético aplicado. A geometria de Corbino é amplamente estudada em supercondutores

para obter informacgdes sobre a dindmica e auto-organizacdo da matéria.

No contexto de supercondutores mesoscopicos, na geometria de Corbino, uma
corrente aplicada cria um gradiente na densidade corrente, introduzindo uma forma
moztriz de cisalhamento entre os anéis de vortices. Isso nos permite estudar os varios
efeitos dindmicos relacionados ao movimento angular das particulas, e.g., a transi¢cdo do
regime eldstico para o pldstico, canalizagdo (channeling) [119], atrito por particulas [120],
etc. A resposta de vortices a uma corrente aplicada radialmente em discos supercondu-
tores [121-125] demonstrou a existéncia de pelo menos duas fases dindmicas: a fase do
corpo rigido para correntes baixas, em que toda a configuragdo gira como um corpo
rigido e, para altas correntes, a fase liquida, onde os vortices nas camadas adjacentes se

desacoplam e a velocidade angular do sistema decai com a distancia radial de 1/72.

O estudo da transicdo do movimento do regime eléstico para o plastico, na geome-
tria de Corbino, foi realizado nas Refs [122, 126, 127]. O sistema transita do movimento
de corpo rigido para regime pléstico, progredindo do pldstico para o regime laminar, a
partir de sucessivos valores criticos da intensidade da forga externa atuante no sistema.

Sistemas pequenos, contendo duas e trés camadas, foram investigados por Misko e
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Peeters [128] em discos de Ni6bio. A transi¢do estrutural, observada por Misko e Peeters,
quando um vortice salta da camada externa para mais interna, é semelhante a transi¢do
Coster-Kronig em hollow atoms [129]. As diferentes fases dindmicas podem ser induzidas
pela ndo homogeneidade da forca externa [121, 122, 125, 127, 130-133]. As transi¢des
sdo identificadas experimentalmente em materiais confinados com pinning [121, 132],
além de serem teoricamente investigadas na aproximacdo continua [127, 131] e nu-
mericamente [122, 125, 133]. O regime laminar é observado para maiores valores da
intensidade da forca externa aplicada [122, 133]. O desacoplamento entre as camadas
também foi observada em outros sistemas de particulas, tais como coléides com mo-
vimento rotacional [134], além de outras geometrias onde a tensado de cisalhamento é

aplicada [135-138].

Esse capitulo é organizado da seguinte maneira. Na Secdo 6.1 apresentaremos
a modelagem para estudo da tensdo de cisalhamento (Shear Stress) da amostras. Na
Secdo 6.2 veremos a resposta a tensdo de cisalhamento de amostras concéntricas, quiral
e radial, sendo possivel acompanhar a migracdo do movimento de corpo rigido das
amostras para o regime laminar. Por fim, na Segdo. 6.3 daremos énfase ao cisalhamento de
configuragdes concéntricas para analisar a fase plastica das amostras e sua dependéncia

com a comensurabilidade e proporcionalidade entre as camadas.

6.1 MODELAGEM DA TENSAO DE CISALHAMENTO

As camadas discretas que estruturam as configuragdes observadas anteriormente
[¢f. 3] influenciam fortemente a dindmica de particulas. Para entendermos melhor o
efeito da comensurabilidade gerada pelo potencial de confinamento, estudaremos como
o sistema responde a tensdo de cisalhamento produzida por uma forca ndo uniforme

azimutal F’;l, modelada como

> forr <r,

F = I 6.1)
é; Xr
1/‘2

, forr>r.,

onde é, é o vetor unitdrio normal ao plano do sistema, . é um pequeno raio de

corte e Iy é uma medida da intensidade de cisalhamento multiplicada pela distancia
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Figura 42 — Mostramos o modelo esquemaético da forga (FY em vermelho), descrita
pela Eq. (6.1), atuando em uma amostra com 19 particulas. A forga de
confinamento que atua na i-ésima particula é destacada por F° (em azul).
A forca atua do centro para a borda da amostra com um decaimento 1/7,
representado pelo degradé.

Fonte: O autor (2020)

unitdria e coincide com o médulo do torque nas particulas localizado em r > r.. A
dependéncia radial de F? se assemelha a forga de Lorentz que atua nos vértices em discos
supercondutores na chamada geometria de Corbino [121-125]. A tensdo de cisalhamento
produzida por essa distribuigdo de forca empurra as particulas nas camadas internas
mais fortemente do que aquelas nas camadas externas. Portanto, para Iy baixo o suficiente,
as forgas pareadas entre particulas prevalecem, com o acionamento externo produzindo
deformacdes elasticas nos aglomerados que giram como um corpo rigido (RB). A medida
que Ip aumenta a tensdo de cisalhamento, as rotagdes das camadas sdo separadas umas
das outras, primeiro para as camadas préximas ao centro. Em seguida, o processo se
propaga do centro para a borda. Para valores altos de Iy, as camadas giram quase de
forma independente, com a velocidade média decaindo como 1/r2. Esse cendrio foi
observado experimentalmente [121, 139] e teoricamente [122, 126, 127] para sistemas

de vortices supercondutores na geometria do disco Corbino.

Na Fig. 42 mostramos o modelo esquematico da forca F? (em vermelho), descrito
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pela Eq. (6.1), atuando em uma amostra com 19 particulas. A for¢a de confinamento
que atua na i-ésima particula é destacada por F° (em azul). Esta for¢a atua do centro
para a borda da amostra com médulo que decai com 1/7, representado pelo degradé.
A velocidade angular do sistema wrp na fase do corpo rigido pode ser determinada
exatamente [125] a partir da condicdo de que o torque total que atua em um sistema

techado é o torque externo total. Retomando a Eq. (2.13), temos

nv; = Ffl +F; + ZFZ']',

onde 7 é o coeficiente de viscosidade do meio, F? e F; correspondem a forga motriz
(driving force) e a forca de confinamento atuante na i-ésima particula, F;; corresponde a
forca de interacdo entre as particulas. Calculando o produto vetorial entre r; e a equagdo

acima, teremos
nr; X v; =1; X (Ff + Flc + Z Fl‘]‘) . (6.2)
Usando

Vi=wi X1y — i~ 6,

i XF =0 — F; ~1;

onde w; é a velocidade angular da particula i, podemos reescrever a equagao anterior

como

nr; Xv; = nr; X (w; Xr;) = nr?wi - n(r; - wi)r;

———
=0
= 171’1.20)1' =1; X Ffi +r; X Z Fi]',
— j

T,d
Fi

A L ) .
onde F corresponde ao torque atuante na i-ésima particula. Considerando as N

particulas do cluster, teremos
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Sendo w; = wgrpé;, para a distribuicdo de forca dada pela Eq. (6.1), obtemos que a

velocidade angular de corpo rigido é dada por

NHC
_ I Z] =1 7’]
WRB = ~ N 2 2 +ch p (6.4)
i=1 7 ¢

onde N, e Ny sdo o niumero de particulas em r < r. e r > r., respectivamente. Sempre
que toda a configuracdo gira como um corpo rigido, cada particula tem velocidade
angular wgp. A velocidade angular é dada em unidades de wg = ¢/r5. Para uma tensdo
de cisalhamento mais forte, as camadas comecam a se dissociar umas das outras e,
apo6s o primeiro desacoplamento, as velocidades angulares das camadas podem ser
diferentes de wrp. Esse processo pode ocorrer em estagios, seguindo uma sequéncia
de intensidades de cisalhamento de limite, Ik, com k =1, 2, ..., nos quais diferentes
camadas ou grupos de camadas desacoplam ou reconfiguram, produzindo alteragdes

descontinuas na velocidade angular média das camadas.

Os valores I, sdo, portanto, uma medida da resposta do sistema a tensdo de

cisalhamento externo. Também calculamos o deslocamento quadrado médio (u?),

N
W= 55 3 (D) = (). (65)
i=1

A dissociacdo de camadas também deixa assinaturas em (1?), uma vez que a

passagem de particulas préximas em camadas adjacentes envolve mudangas em suas
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posicdes radiais. (#2) também pode ser usado para estimar a quantidade de tensdo de
cisalhamento necessdria para interromper a estrutura da camada de uma configuracao,
ou seja, o valor de Iy acima do qual as particulas em uma camada se movem para outra

camada.

6.2 RESPOSTA A TENSAO DE CISALHAMENTO DE CONFIGURAGOES CONCENTRICA,
QUIRAL E RADIAL

No Cap. 3 vimos que quando distribuimos as particulas em uma regidao de
confinamento elevada, elas sdo predominantemente confinadas a regido quase-conforme
e as configuragdes podem ser divididas em configuragdes concéntricas, quirais, radiais
e policristalinas [cf. Fig 21]. Para N = 200, investigamos a resposta das configura¢des
concéntrica (R = 64rp), quiral (R = 256rp) e radial (R = 256r¢) submetidas a tensdo de
cisalhamento. Na Fig. 43 mostramos as primeiras autofrequéncias para as configuragdes
conceéntricas (A), quiral (B) e radial (C). A menor autofrequéncia das amostras concéntrica
e quiral correspondem ao modo de rotagdo em torno do centro da amostra. 1y =
0.015468Q)) e Q3 = 0.015806€)y correspondem ao estado de convecgdo. Para Q4 =
0.021909€)y, o estado de rotagao inversa é observado, seguido por um outro estado
de conveccdo em (5. Na amostra quiral, distribuida em uma regido com R = 2567y,
as autofrequéncias () — ()5 exemplificam um estado de convecgado, sendo mais bem
definido em Qs = 0.005537€)y. A 5* autofrequéncia das configura¢des concéntrica e
quiral, expressa um estado de convecgdo similar entre si, apesar de Q" ~ 5quiral.
E importante lembrar que o valor méximo da autofrequéncia, €3,,x, diminui com o
aumento de R [cf. Cap. 4]. Para a configuragdo radial, os trés primeiros autovalores sdo
negativos (A < 0), classificando a configuragdo como nao estdvel. A menor autofrequéncia
que corresponde ao modo de rotagdo ocorre em A4, com €y = 0.000595€)9. Em Qs5, um

tentativa de convecg¢do é observada.

Para essa andlise, submetemos as configura¢des mostradas na Fig. 44(D - F) a
forca motriz apresentada na Eq. (6.1), com r, = R". Para cada valor de Iy, o sistema
foi submetido a, no minimo, 107dtg [cf. Cap. 3], com um transiente de 40%. Todas as
médias sdo efetuadas no tempo poés-transiente. O menor valor de deslocamento angular
corresponde a menor intensidade da for¢a motriz, Ip = 5 X 107%*¢(, com AO ~ 0.25rad

para as particulas na extremidade do cluster; e o maior valor de A9 corresponde a
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Figura 43 — Primeiras autofrequéncias para clusters com N = 200 e R/ry = 64(A) e 256(B
e C). Em cada quadro, €); corresponde a autofrequéncia associada ao 1-ésimo
modo eldstico, em unidades de ().

B 0, =0.000000 0, =0.015468 0; =0.015806 Q,=0.021909 Q5 =0.027680
Al

Fonte: O autor (2020)

Iy = 1.0&p, com AO > 2mrad, para as particulas mais préximas da origem.

As velocidades angulares médias, em fungao das posi¢oes radiais médias, das
particulas sdo mostradas na Fig. 44 para quatro valores diferentes de Iy ao longo de 3
décadas. Todas as trés configuracdes apresentam aspectos semelhantes. A rotagdo de
corpo rigido é observada na regido quase-conforme (a direita da linha vertical tracejada,
que representa r = R*) para Iy = 5 x 107*¢(. Enquanto isso, na regido ndo-conforme
r < R*, as velocidades angulares médias das particulas parecem indicar que muitos
rearranjos estdo ocorrendo. Deve-se notar que as configuragdes quirais ou radiais se
tornam configuragdes concéntricas antes que as camadas na regido quase-conforme
sejam desacopladas, ou seja, as configurag¢des ainda estdo em rotac¢do de corpo rigido.
Para o valor mais alto Iy = 1.0¢p, todas as trés configura¢des estdo em regime de
movimento laminar, onde as intera¢des entre particulas sdo sobrepujadas pela forca
motriz e as particulas giram com velocidades angulares ~ 1/r2. As configuragdes quirais
e radiais, nos dois valores intermedidrios de Iy, j4 se reconfiguraram em configuragdes
concéntricas, cujas camadas tém aproximadamente o mesmo ndmero de particulas.

Eles ja mostram a rotacdo desacoplada das camadas, que seguem aproximadamente,



Capitulo 6. Tensdo de Cisalhamento 120

Figura 44 — Médulo da velocidade angular em fun¢do da posi¢do radial média das
particulas (A) R = 64rg, (B) R = 256rg e (C) R = 256r(, nas respectivas
configuragdes concéntricas (D), quiral (E), e radial (F), destacadas no lado
direito. Essas configuragdes sdo submetidas a quatro intensidades da forgas
motriz Iy/eyp = 5 X 1074, 3% 1072, 1 x 1071, e 1.0. As linhas horizontais e
tracejadas sélidas representam, respectivamente, a velocidade angular cal-
culada do corpo rigido wgrp e a dependéncia esperada de 1/r? da velocidade
angular para particulas no regime de movimento laminar. As marcas de
linhas tracejadas verticais dividem as regides ndo conformes (esquerda)
e quase-conformes (direita). Quadrado azul sélido e circulos vermelhos
representam os defeitos topoldgicos —1 e +1, respectivamente. Defeitos no
interior dos clusters ndo sdo mostrados para melhor visualizagao.
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Figura 45 — Dependéncia temporal da posicdo radial r para a configuragdo mostrada
na Fig. 44(D), com N = 200, R = 64rg e Iy = 1.0¢0. Os quadros estdo
correlacionados com as velocidades angulares apresentadas na Fig. 46, e.g.,
(A) com Fig. 46(A), (B) com Fig. 46(B), e assim sucessivamente.
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embora nao totalmente, a dependéncia do movimento laminar de 7. Para Iy = 0.03¢,
existem platds na dependéncia da velocidade angular em relacdo as posi¢des radiais
médias, o que indica que as configuragdes sdo divididas em grupos de camadas que
giram na mesma velocidade angular, mas separados um do outro. Para o valor mais
alto Iy = 0.1¢y, esses grupos rigidos de camadas se reorganizam em grupos menores.
Nesse processo, algumas camadas que foram dissociadas anteriormente em I = 0.03¢

sdo acopladas novamente quando a I = 0.1¢y.

Nas Figs. (45 e 46) ilustramos o comportamento da posicdo radial e velocidade
angular @ para a configuracdo com N = 200 e R = 64r( [ver Fig. 44(D)] em funcdo
do tempo pos-transiente. A Fig. 45(A) mostra a posi¢do radial das particulas com
r < r. = R, situagdo em que F? cresce linearmente com 7. As particulas formam
camadas bem definidas, representadas pelas linhas de diferentes cores. O movimento
de corpo rigido pode ser observado na Fig. 44(A), com as particulas rotacionando com a
mesma velocidade |@| para r < R*. Nas Figs. 45(B e C), trés camadas sdo formadas entre
os intervalos R* < r < 9rg e 101y < r < 207y, respectivamente. Quanto mais préximo
do centro da amostra, maior é o médulo da velocidade angular da camada. A camada
com r = 3.6r¢ [Fig .45(B)] apresenta |@| = 0.08wy [Fig. 46(B)]. No quadro (B), camada
com maior distancia radial apresenta uma velocidade |w| = 0.02w(. Do mesmo modo,

para a camada localizada em r = 10rg, temos |@| ~ 0.01w. Em Fig. 45(C) mostramos
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Figura 46 — Dependéncia temporal da velocidade angular |w| para a configuracao
mostrada na Fig. 44(D), com N = 200, R = 64rg e Ip = 1.0¢p. Os quadros
estdo correlacionados com as posicdes radiais apresentadas na Fig. 45, e.g.,
(A) com Fig. 45(A), (B) com Fig. 45(B), e assim sucessivamente.
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inser¢des de duas camadas distintas, com 7 ~ 19.75rg e ¥ = 14.05r). Observe que a
posicdo radial das particulas sofre uma leve alteracdo, mudando seu comportamento em
funcdo do tempo, mas mantendo sua camada estruturada. As Figs. 45(D - E) apresenta

o comportamento radial das trés dltimas camadas, respectivamente.

6.3 FASE PLASTICA DE CONFIGURACOES CONCENTRICAS

Como mostrado anteriormente, as configura¢des quirais e radiais decaem para
as concéntricas na fase de rotacdo de corpo rigido.Concentraremos nossa atencdo
na resposta ao cisalhamento de configura¢gdes concéntricas para uma andlise mais
detalhada da fase plastica. Devido ao alto grau de comensurabilidade observado em
configuragdes concéntricas para grandes regides de confinamento R, esses sistemas
oferecem a oportunidade de estudar as possiveis fases dinamicas de muitas camadas
proporcionais rotativas. Tais fases devem ser comparadas com as observadas para
sistemas de aglomerados com distribuicdo de particulas aproximadamente homogénea,

cujas camadas sdo tipicamente incomensurdveis ou fracamente proporcionais.

Para melhor comparacdo, vamos estudar a resposta ao cisalhamento para trés
valores distintos de particulas: N = 20, 30 e 100. Na Fig. 47 mostramos as velocidades
angulares médias das camadas @ e o deslocamento radial quadrado médio das particulas

(u2) em funcdo de Iy para as distribuicdes (1, 7, 12), (2, 3% 6), (3, 5, 2x6) e (1, 4, 3 X 5)
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Figura 47 — Velocidades angulares médias @ (primeira linha) e o deslocamento médio
quadrético (u?) (segunda linha) em funcio de Iy (intensidade do torque
produzido pela forca externa) para configuragdes com N = 20 e R = 0.5r
[(A) e (B)], R = 1610 [(B) e (F)], R = 3210 [(C) e (G)], e 6410 [(D) e (H)].
As respectivas configura¢des para Iy = 0 — com posi¢des das particulas
representadas por pontos e circulos vermelhos para ajudar a identificar
as camadas — sdo mostradas nas insergdes. S; é o rétulo da j™ camada,
enquanto que a linha sélida destaca a velocidade angular do corpo rigido
(RB). Para baixos Iy todas as configurag¢des rotacionam como corpo rigido.
A medida que Iy aumenta, as camadas comegam a se separar e as linhas
pontilhadas verticais indicam os valores I em que camadas desacoplam.
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com R/rg = 0.5, 16, 32 e 64, respectivamente. Para baixos valores de Iy, todas as
configuragdes giram como um corpo rigido, uma vez que a velocidade angular média @y
de cada k-ésima camadas (indicada por Si) é igual para a calculada wrp [Eq. (6.4)] até
I;1. Para Ip mais altos, todas as configuragdes passam por uma sequéncia de transi¢oes
de desacoplamento inter-camada, que dependem das distancias entre os camadas e se

Sao proporcionais ou nao.

A configuracgdo (1, 7, 12), esta representada no insercao da Fig. 47(A). Todas as
particulas estdo na regido ndo-conforme, com um espaco entre as camadas Ar =~ 0.2.
As camadas Sy e S sdo ndo comensuraveis, desacoplando-se em I.q = 55 - 107%¢p. Esse
desacoplamento ¢é verificado também na descontinuidade do valor de (u2), Fig. 48(E).
No intervalo de movimento de corpo rigido (u2) = 0. Na Fig. 47(B) as 20 particulas sdo
confinadas em uma regido com R = 167, distribuidas em quatro camadas (2, 3 X 6)
[insercdo da Fig. 47(B)]. A primeira camada a sofrer os efeitos da forca externa é a Sy,

desacoplando das camadas mais internas, S1 — Sz, em I.1 = 0.038¢¢. Quando Iy = 0.077 ¢,
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a segunda camada comensuravel, S3, desacopla das camadas S; e So. As camadas 51
e Sy sdo proporcionais e estdo confinadas na regidao nao-conforme, r < r, = R*. De
forma semelhante ao confinamento com R = 167y, para R = 32rg as particulas também
estdo distribuidas em quatro camadas (3, 5, 6, 6) [insercdo da Fig. 47(C)], com S; e
S> em r < R*. No entanto, as duas primeiras camadas se desacoplam rapidamente
quando Ip = 0.001¢. A distancia entre as camadas S; e Sy, nos confinamentos R = 167 e
R = 32r¢, é aproximadamente Ars,_s, = 1.4r(. O acelerado desacoplamento do conjunto
S1 — S, esté correlacionado com a ndo comensurabilidade entre elas em R = 32r. As
camadas S3 e S4, contendo 6 particulas cada, permanecem rotacionando com |w| * wgrp
até Iy ~ 0.01¢p, quando ocorre o desacoplamento. Note que, em Fig. 47(G) os valores
criticos de Ip apresentam uma descontinuidade na dependéncia do deslocamento médio
quadratico que ndo estd associacdo ao desacoplamento entre as camadas, Iy = 0.061¢y.

Esse valor critico estdo associados a uma reducdo da amplitude radial das camadas.

Para a tltima regido de confinamento avaliada R = 64rp, mantendo fixo N = 20,
as particulas estdo distribuidas também em quatro camadas (1, 4, 5, 5, 5) [insercdo da
Fig. 47(D)], contendo uma particula na origem. Para essa distribui¢do, apenas a primeira
camada encontra-se na regido ndo-conforme e rapidamente se desacopla das demais
quando Iy ~ 0.003¢g. As camadas comensuraveis, S, — S4, permanecem acopladas até
I3 =~ 0.015¢p, quando S4 passa a rotacionar livremente. Antes de I3, ws, sofre um
aumento que reduz a intensidade de (u%) em I.» ~ 0.012¢g. Para I4 ~ 0.024¢(, as duas

camadas intermedidrias se desacoplam.

Analogamente ao caso anterior, na Fig. 48 apresentamos as velocidades angulares
médias das camadas @ e o deslocamento radial quadrado médio das particulas (u?)
em funcdo de Iy para sistemas com N = 30 e R/rg = 0.5, 16, 32 e 64. Do mesmo modo a
situagdo apresentada para N = 20 [Fig. 47], até 1.1, todas as configura¢des giram como
um corpo rigido, passando por uma sequéncia de transi¢des de desacoplamento com o

aumento de I.

Para confinamento aproximadamente parabdlico R = 0.5r¢, as particulas estdo
distribuidas em trés camadas (4, 10, 16) [insercao da Fig. 48(A)], apresentando um deno-
minador comum entre si. O desacoplamento entre as camadas ocorre simultaneamente
em I ~ 18 x 1074 Comparando o resultado apresentado para N = 20 e confinamento

com R = 0.5y, a amostra altamente ndo-comensuravel apresenta-se mais sensivel aos
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Figura 48 — Velocidades angulares médias @ (primeira linha) e o deslocamento médio
quadrético (u?) (segunda linha) em funcio de Iy (intensidade do torque
produzido pela forca externa) para configuragdes com N = 30 e R = 0.5r
[(A) e (B)], R = 1610 [(B) e (F)], R = 3210 [(C) e (G)], e 6410 [(D) e (H)].
As respectivas configura¢des para Iy = 0 — com posi¢des das particulas
representadas por pontos e circulos vermelhos para ajudar a identificar as
camadas — sdo mostradas nas insergdes. S; € o rétulo da j-ésima camada,
enquanto que a linha sélida destaca a velocidade angular do corpo rigido
(RB). Para baixos Iy todas as configurag¢des rotacionam como corpo rigido.
A medida que Iy aumenta, as camadas comegam a se separar e as linhas
pontilhadas verticais indicam os valores I em que camadas desacoplam.
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efeitos produzido por F?. Na Fig. 48(B), as particulas sdo distribuidas em quatro camadas
(1,5, 8, 8, 8) [ver insercao da Fig. 48(B)], com uma particula no centro da amostra.
As camadas S1 e S estdo na regido ndo-conforme, apresentando o desacoplamento
das demais em I = 0.017¢p. Nessa configuracdo, temos uma sequéncia de valores
criticos, I.» = 0.021¢( corresponde ao desacoplamento entre as camadas Sz e S4, que
rotacionavam com wgp. Quando ocorre o desacoplamento das camadas St e Sy, eles
passam a rotacionar com velocidades préximas |ws,| = |ws,| até I0 = 0.025¢p = I3.
Apesar das velocidades |ws, | e |ws,| permanecerem préximas para Iy > I3, 0 momento

de maior distingdo entre elas é observado no comportamento de (u?2) [Fig. 48(F)].

Para R = 32ry, as particulas sdo distribuidas em cinco camadas (3, 6, 7, 7, 7),
com as trés camadas comensuraveis na regido quase-conforme. De forma semelhante ao
apresentado com N = 20 e R = 16r, as camadas localizadas na regido nado-conforme
desacoplam-se das demais rapidamente, I.1 = 0.001¢o. As duas primeiras camadas, 51

(Ns, = 3) e Sp(Ns, = 6) permanecem acopladas para altos valores de Iy, assim como o
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caso apresentado na Fig. 47(B). A camada intermedidria, S3, localizada em r = 3.85r,
rotaciona livremente para Iy =~ 0.014¢g = I.». As camadas mais externas permanecem
com seu movimento de corpo rigido, |ws,| = |ws;| ® wrp, até I;3 = 0.021¢(. Para valores
mais elevados de Iy, a camadas ficam mais coesas, observada pelo comportamento
decrescente de (u?) [Fig. 48(G)]. Por fim, para R = 64r(, as 30 particulas sdo distribuidas
em 5 camadas (1, 5, 6, 6, 6, 6), uma delas posicionada na origem [ver insercdo da
Fig. 48(D)]. A camada contendo 5 particulas, desacopla das camadas comensuraveis
quando Iy = 0.004¢p. Em I = 0.009¢p, a camada S; sofre um aumento na velocidade
angular, semelhante ao apresentado no conjunto N = 20 e R = 64r(. Durante um breve
intervalo de Iy, 0.0017¢g ~ I3 < Iy < I.4 = 0.020¢0, as camadas comensuraveis formam
dois grupos: S; — S4 e Ss, esta tltima rotacionando desacoplada das demais. No entanto,
para Ip > I.4, ocorre um reacoplamento entre as camadas S4 e Ss, ja observado na
Secdo 6.2. As camadas comensuraveis ndo rotacionam com uma velocidade angular
wgrp para Iy > I.,. As cinco camadas econtram-se totalmente desacopladas quando
Iy > I5 = 0.036¢9. Embora as camadas jé rotacionassem livremente, observamos mais
dois valores criticos: I.¢ = 0.061¢g e I.7 = 0.083¢( associados a uma reduc¢édo descontinua
de (u2). Em todas as configuracdes mostradas nesse secdo, o nimero de particulas nas

camadas sdo preservados.

Para exemplificar o processo de desacoplamento entre as camadas, tomamos
como exemplo a configuragdo com 30 particulas e R = 64ry, Figs. 48(D e H), distribuidas
em cinco camadas (1, 5,4x6). Na Fig. 49(A) as quatro camadas comensuraveis encontram-
se acopladas até I = I3, enquanto que Sy rotaciona livremente para Iy > I.1 = 0.004¢.
Na Fig. 49 (B e C) as camadas S; e S5 rotacionam livremente, enquanto S, — S4 estdo
acopladas [ver Fig. 48(D)]. No interlavo I.4 < Ip < I.5 = 0.036¢, as camadas S, — Sz e
S4—Ss permanecem acopladas, explicitado nas Figs. 49(D - E). Em Fig. 49(F), Iy ~ 0.036¢¢

apresenta o desacoplamento de todas as cinco camadas.

Como ultima analise, consideramos uma amostra contendo N = 100 particulas,
todas concéntricas e com um maior nimero de camadas. A Fig. 50 mostra as velocidades
angulares médias da camada @ e o deslocamento radial quadrado médio das particulas
(u?) em funcao de I para as configuragoes (2, 8, 14, 20, 25, 31), (1, 6, 10, 13, 5 x 14)
e (1,5,10,7x12) com R/ry = 0,5, 16 e 32, respectivamente. Para Iy baixo, todas as

configuragdes, assim como mostrado anteriormente, giram como um corpo rigido,
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Figura 49 — Dependéncia temporal da velocidade ws; para a configuragdo (1, 5, 4 X 6) e
R = 64r). O tempo estd normalizado pelo tempo total da janela de captura.
Cada quadro representa um valor valor de Ip: 0.017¢(A), 0.018¢¢ (B), 0.020&¢
(©), 0.021¢g (D), 0.022¢¢ (E) e 0.037¢q (F). Ver Fig. 48(D e H).
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uma vez que a velocidade angular média @; de cada k-ésima camadas (indicada por
Sk) é igual para a calculada wgrp [Eq. (6.4)] até Iy = I.1. Para Iy mais altos, todas as
configuragdes passam por uma sequéncia de transi¢des de desacoplamento inter-camada,

que dependem das distancias entre as camadas e se sdo proporcionais ou ndo.

A configuracao (2, 8, 14, 20, 25, 31) estd representada na inser¢ao da Fig. 50(A).
Como R = 0.57¢, todas as particulas estdo na regido ndo-conforme e o espacamento
entre particulas é aproximadamente constante. Essa configuracdo possui o segundo,
terceiro e quarta camadas proporcionais a primeira camada, enquanto o tiltima camada é
incomensuravel a todos os outras. As camadas proporcionais sdo fortemente acopladas,
o que resulta em maior atrito entre as camadas. Portanto, uma tensdo de cisalhamento

maior é necessdria para desacoplar as camadas proporcionais uma da outra, quando
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Figura 50 — Velocidades angulares médias @ (esquerda) e o deslocamento médio qua-

104 r

drético (u2) (direita) em fungao de Iy (intensidade do torque produzido pela
forca externa) para configuragdées com R = 0.57p [(A) e (D)], R = 161 [(B) e
(E)], e R = 32r¢ [(C) e (F)]. As respectivas configurag¢des para Iy = 0 — com
posig¢des das particulas representadas por pontos e circulos vermelhos para
ajudar a identificar as camadas - sdo mostradas nas inser¢des. S; € o rétulo
da j-ésima camada, enquanto que a linha sélida destaca a velocidade angular
do corpo rigido (RB). Para baixos I todas as configuragdes rotacionam como
corpo rigido. A medida que Iy aumenta, as camadas comecam a se separar
e as linhas pontilhadas verticais indicam os valores I,y em que camadas
desacoplam. (A) A segunda inser¢do mostra uma ampliacdo da regido em
torno da primeira corrente de desacoplamento, acima da qual a configuracdo
deixa de girar como um corpo rigido.
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comparadas com as incomensuréveis. Isso pode ser observado na Fig. 50(A) em que
nas duas dltimas camadas e nas camadas internas as velocidades angulares médias se
desacoplam e se distanciam do comportamento para wrp(lp) para Ip > I.;; = 0.003¢.
As quatro camadas internas permanecem em movimento acopladas uma a outra por

I1 <Ip <1 = 0.008¢q e giram como quatro camadas dissociadas para Ip > 1.

As velocidades angulares das camadas Ss e S¢, W5 e @ sdo mostradas para
Ip < 0.020¢p em uma das inser¢des da Fig. 50(A). As duas camadas se movem juntas
antes de I.1. Em cada um dos intervalos I.1 < Iy < I, I.p < Iy < I.3ely > I3 = 0.012¢,
@5 e We se alternam em quem é maior. A dindmica ndo convencional experimentada
por essas duas camadas resulta em |@g| > |@s| por I;1 < Iy < Ic2, mesmo com a forca
motriz maior em S5 do que em S¢. Um efeito semelhante foi relatado para a dindmica de
camadas de vortice em um disco supercondutor na geometria de Corbino [140, 141].
Observe que aqui isso acontece enquanto as quatro camadas internas se movem com a
mesma velocidade angular. Depois que as camadas internas se separam, |@s| se torna

maior que |@w¢| conforme o esperado.

Clusters confinados a R maiores aumentam a regido quase-conforme acessivel
para as particulas, o que frequentemente resulta em camadas proporcionais. Isso pode ser
visto na configuragao (1, 6, 10, 13, 5x 14) para Iy = 0 e tamanho R/rg = 16 representado
na inser¢do da Fig. 50 (B), assim como observado para N = 20 e 30, apresentado
anteriormente. Nesta amostra, o limite r = R* entre as regides ndo conformes e quase
conformes fica entre duas camadas proporcionais, S4 e S5. A rotagdo de corpo rigido
ocorre para Iy até I;; = 0.007¢p, com todo o sistema girando com velocidade angular
wrp [Fig. 50(B)] e (u2) = 0 dentro desse intervalo. Esse valor de I,; é mais do que
duas vezes maior que o valor da configuragdo anterior com R/rp = 0.5. (u2) tem um
salto em Iy = I.q. Por I.1 < Iy < I, = 0.026¢p dois grupos de camadas giram com
duas velocidades angulares diferentes: as trés primeiras camadas incomensuraveis
internas giram acopladas umas as outras, mas dissociadas do outro grupo de camadas
comensuraveis. As duas camadas externas desacoplam da quarta, quinta e sexta camadas
em Iy = I, e trés grupos de camadas giram com diferentes velocidades angulares por

Io < Iy < I3 = 0.029¢¢. (u2) aumenta monotonicamente de I, para I, ~ 0.029¢.

(u?) tem um pico em torno de I.3. Isso resulta de uma redistribuicdo de particulas

nas camadas, onde o niimero de particulas na primeira camada aumenta de 6 para 7,
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enquanto diminui de 14 para 13 na quarta camada. A configuracdo se torna (1, 7, 10, 2x
13, 4x14) por I3 < Iy < Ic4 = 0.033¢( e dois grupos desacoplados de camadas giram com
duas velocidades angulares diferentes, em vez de trés grupos na faixa anterior de Iy. Um
grupo é composto pelas quatro camadas internas, enquanto o outro das quatro camadas
externas. Observe também que a mudanga no ntimero de particulas dentro das camadas
modifica também as posi¢oes radiais médias das camadas. Outra descontinuidade no
deslocamento radial médio aparece em Iy = I.4, devido a outro rearranjo da camada
com o sistema retornando a distribuigdo inicial de particulas (1, 6, 10, 13, 5 x 14). Isso
ocorre concomitantemente com o quinta camada dissociando-se do grupo externo de
camadas girando juntas e unindo-se ao grupo composto pelas camadas internas. Para
Ie4 < Ip < Ig5, 0 sistema ainda gira dividido nesses dois grupos de camadas acopladas

com duas velocidades angulares diferentes.

Fig. 50(E) mostra, até Ip = I.s, (uf) como uma fung¢ao suave de Iy com descontinui-
dades em I.1, I3, Ic3, Ic4 € Ic5. Além disso, para I3 < Ip < Ics, (u%) é aproximadamente
constante por partes. No entanto, para I5 < Ip < I;7 = 0.096¢), a dependéncia de (u?)
em I se torna irregular com muitas descontinuidades aparentemente aleatérias [parte
de fundo cinza da Fig. 50 (E)]. Além disso, apds o desacoplamento de S5 e S dos
grupos interno e externo de camadas em Iy = I5, @ de todas as camadas, apresentam
flutuagdes ndo despreziveis. Esse comportamento é devido a migragao intermitente de
particulas de um camada para outra durante a janela do tempo de aquisi¢do para cada
valor de Ij. Essa migracdo, que pode ocorrer mais de uma vez nessa janela de tempo,
significa que o niimero de particulas nas camadas nao € estritamente conservado. Além
disso, uma vez que o namero de particulas muda em uma camada, a posi¢ao radial
das particulas nessa camada também muda, o que afeta as posi¢des radiais de outras
camadas. A velocidade angular média das camadas - calculada a partir das velocidades
angulares das particulas dentro de uma determinada faixa radial predefinida - varia
abruptamente quando ocorre uma migracdo de particulas. Portanto, a migracao de
particulas entre as camadas resulta tanto no comportamento erratico de (u%) quanto
nas flutuagdes da dependéncia média de velocidade angular da camada em Iy. Para
Is < Iy < 16 = 0.052¢0, apenas as trés camadas externas, contendo 14 particulas cada,
tém o nimero de particulas preservadas. Para I < Iy < I.7, apenas as quatro camadas

externas, também contendo 14 particulas cada, tém um ntiimero constante de particulas.
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Para Iy > I.7 <u$) torna-se uma fungdo suave de Ip novamente, uma vez que a migragao
de particulas cessa entre as camadas e o sistema retorna ao (1, 7, 10, 2 x 13, 4 x 14)

configuragao.

Finalmente estudamos a configuragao (1, 5, 10, 7 X 12), que possui nove camadas
e tamanho R = 32r. Esta configuracao estd representada na insercdo da Fig. 50 (C) para
Ip = 0. A quarta e a quinta camadas - contendo 12 particulas cada - sdo as camadas
mais préximas antes e depois de R*. Como mostrado nas Figs. 50 (C) e (F), toda a
configuracdo gira como um corpo rigido por Iy < I1 = 0.008¢(. Observe que esse valor
I1 é semelhante ao da configuracdo com R = 167y e muito maior do que aquele com
R =0.5r¢p. Para I < Iy < I2 = 0.023¢, as duas camadas internas proporcionais giram
juntas com uma velocidade angular média muito mais alta que as sete camadas externas,
que também giram como uma. Para I, < Iy < I3 = 0.028¢¢, o dltimo grupo de camadas
se divide em dois grupos, um formado pelas duas camadas externas e o outro pelas
camadas da terceira a sétima, e o sistema comporta-se como trés camadas espessas
que giram com diferentes velocidades angulares. Por I3 < Iy < Io4 = 0.036¢), a sétima
camada desacopla-se da rotacdo do grupo do meio e acopla-se as duas camadas externas.
O sistema continua a girar como trés grupos de camadas, embora com uma composi¢do
diferente da anterior. Em Iy = I.4, a configuracdo muda para (1, 6, 10, 11, 6 x 12). Como
consequéncia, a terceira camada deixa de ser proporcional as demais e se separa do
grupo formado pelas camadas intermediarias. Além disso, a primeira e a segunda
camadas tornam-se incomensuraveis. Em vez de girar como um grupo, as trés camadas
internas desacoplaram para I.4 < Ip < I;5 = 0.043¢p, enquanto ainda existem dois

grupos de camadas externas girando com duas velocidades angulares diferentes.

Para 0 < Iy < I.5, (u%) é uma funcdo suave, com saltos em I.1, I, I3 € I.4, cOmO
visto na Fig. 50 (F). No entanto, como aconteceu com o tamanho R = 167y, ocorre
um ndmero ndo constante de particulas em algumas camadas por I.;5 < Iy < I6 =
0.060¢0, 0 que resulta em uma comportamento irregular de (u2?) em fungado de Iy. A
migracdo de particulas é observada para todas as cinco camadas internas, enquanto
dois grupos, compostos pela sexta e sétima camadas com 13 particulas cada, e pela
oitava e nona camadas com 12 particulas cada, giram separadamente. A medida que I
aumenta acima de I.¢, vemos rearranjos das camadas, juntamente com uma tendéncia

da particula no centro de vagar até que finalmente se junte a primeira camada e



Capitulo 6. Tensdo de Cisalhamento 132

nenhuma particula fique no centro. Para I.¢ < Iy < I.7 = 0.084¢, 0 sistema alterna entre
(1,4,9,3x12,2x13, 2x12) e as configuragoes (5, 9, 3 x 12, 2 x 13, 2 X 12). As duas
camadas externas permanecem se movendo juntas, enquanto a sexta e a sétima camadas
giram separadamente e desacopladas de todas as outras. Por outro lado, as cinco camadas
internas giram com velocidades angulares médias muito semelhantes. Além disso, {u2)
torna-se uma funcdo suave de Ip novamente. Acima de I.7, a quinta camada comeca a
girar com uma velocidade angular bem mais baixa do que as quatro primeiras camadas.
Essa propriedade apresentada pela quinta camada estd relacionada ao fato de que a
configuragdo se torna (5, 9, 11, 12, 3 x 13, 2 X 12), com o cinco particulas na primeira
camada que visitam a regido central, por I.7 < Iy < I.g = 0.091¢¢. Para Iy > Icg, 0 sistema

apresenta um arranjo mais proporcional das camadas (4, 9, 2 x 12, 3 x 13, 2 x 12).

A Fig. 51 mostra o momento no qual ocorre uma migragao de particulas entre
camadas adjacentes. Cada quadro representa um conjunto de camadas que rotacionam
de forma inicialmente acopladas. As camadas sdo agrupadas em cinco conjuntos:
S1 = S2(A), Sz — S4(B), S5 — Se(B), S7(C) e Sg — So(C). Quando t/AtT,a1 = 0.58 uma
migracdo de particulas é observadas nas camadas mais internas. Na Fig. 52, fica visivel
a migracgdo entre as quatro primeiras camadas. Note que, as camadas mais externas sdo
sensiveis a essa migragdo, visualmente observada na camada com r ~ 4.8r¢, além de ser
constatado na dependéncia temporal da velocidade angular das camadas [ver Fig. 51].

Essas migragdes, provocam um comportamento erratico em (u?).

Das amostras estudadas, observamos os regimes esperados para baixa e alta
tensdo de cisalhamento, respectivamente, rotacdo rigida do corpo e fluxo laminar,
caracterizados por rotagdes quase independentes da concha. Além disso, a transi¢do da
rotagdo rigida do corpo para o fluxo laminar ocorre em diferentes estagios, que ocorrem
sequencialmente. Primeiro, ap6s a quebra da rotagdo do corpo rigido, a configuragao
é dividida em grupos de camadas acopladas, com cada grupo girando com uma
velocidade angular diferente. Varias outras dissociagdes de camadas podem ocorrer
sem alteragdes no ntimero de particulas por camada. Segundo, para maior tensdo de
cisalhamento, as oscilag¢des radiais das particulas se tornam grandes o suficiente para
promover uma mudanga no nimero de particulas em cada camada. No entanto, apds
esse rearranjo de particulas,as camadas giram sem nenhuma modificagdo adicional no

namero de particulas. A rotagdo das camadas nesse estdgio é semelhante a anterior,
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Figura 51 — Dependéncia temporal da velocidade wg; para a configuragdo com N = 100,
R = 32rp e Ip = 0.045¢¢. O tempo estd normalizado pelo tempo total da
janela de captura. As camadas sdo agrupadas em cinco conjuntos: S1 — 52(A),

S3 — S4(B), S5 — S6(B), 57(C) e Sg — S9(C).
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Figura 52 — Dependéncia temporal da posi¢do radial r; para a configuracdo com N = 100,
R = 32rg e Ip = 0.045¢p. O tempo estd normalizado pelo tempo total da
janela de captura. As linhas de diferentes cores representam as particulas.
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Fonte: O autor (2020)

com grupos de camadas girando juntas, mas cada grupo separado dos outros. Terceiro,
para uma tensao de cisalhamento ainda maior, a migragdo intermitente de particulas
entre as camadas comega a ocorrer e o nimero de particulas em algumas camadas
deixa de ser constante durante o movimento do sistema. Nesses casos, o deslocamento
radial de particulas pode ser tdo grande que ndo temos mais camadas bem definidas.
A medida que a tensio de cisalhamento aumenta ainda mais, as particulas se tornam
menos suscetiveis ao movimento radial devido ao impulso de cisalhamento externo
muito mais forte em comparacdo com as interagdes entre particulas. Por Iy muito mais
altos do que os mostrados aqui, cada camada se separa da outra e ocorre o movimento
rotacional laminar, onde a velocidade angular média varia com a posi¢do média das

particulas como @ ~ 1/72.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
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Neste trabalho, demonstramos que um sistema 2D de particulas interagindo
logaritmicamente, confinado a um potencial externo projetado adequadamente, pode
cristalizar em configuragdes ndo homogéneas altamente ordenadas, caracterizadas
por linhas cristalinas em espiral. O potencial confinante foi projetado para acomodar
um perfil de densidade n(r) o 1/(r? + rg) no limite do continuo, permitindo assim
investigar densidades aproximadamente uniformes para raios de cluster R < rg, para
densidades altamente ndo uniformes, por R > ry. Dependendo da intensidade do
potencial confinante, o conjunto de linhas espirais cristalinas principais pode ser: (i)
quiral, com quiralidade geral para dextrégiro ou levégiro, ou (ii) ndo quiral, com duas
linhas cristalinas principais em espiral de quiralidade oposta e uma terceira consistindo

em circulos concéntricos ou linhas radiais.

Observamos que, para R > 8ry, as particulas cristalizam em diferentes estruturas
nao uniformes altamente ordenadas, isto é, cristais conformes. Para tamanhos moderados
de aglomerados, as configuragdes tipicas sdo do tipo concéntrico, nas quais um dos
principais eixos cristalinos é um circulo. Para tamanhos de sistema maiores e ntimero de
particulas, outras configuragdes, como radial e quiral, aparecem com mais frequéncia.
Em todas essas configuragdes, dois ou todos os trés principais eixos cristalinos sdo
espirais logaritmicas. Embora todas as configuragdes concéntricas sejam essencialmente
livres de defeitos, as configuragdes espiral e radial geralmente apresentam defeitos
topolégicos e limites de grdo em sua regido de bulk para acomodar a simetria do
confinamento. Definimos como policristais todas as configuragdes com mais de dois
dominios cristalinos com diferentes orientagdes da rede hexagonal na regido conforme.

A orientacdo f da estrutura hexagonal, no plano w, estd intimamente relacionada ao tipo
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de espirais que aparecem no cristal conforme. Enquanto para configura¢des concéntricas
e radiais § estd bem definida, as configura¢des quirais podem, em principio, assumir

qualquer valor no intervalo 0 < || < 30°.

A distribuigao das orientagdes 0 das liga¢des vizinhas mais préximas no plano w
em relagdo ao eixo u, P(0), evidencia uma certa preferéncia na orientagdo f das linhas
da rede no plano w para configuragdes quirais. Isso implica em uma seletividade da
taxa de enrolamento em espiral b no plano fisico z. As amostras quirais observadas
com mais frequéncia, apresentam uma taxa de enrolamento b = tan(+17°) = +0.306. No
geral, concéntricas corresponderam a 62.1% das configuragdes encontradas em nossas
simulagdes, as quirais representaram 24.6%, os policristais 7.8% e as configuragdes

radiais apareceram 5.6% das vezes.

Em contraste com os clusters homogéneos, como 0s encontrados em confina-
mentos harmonicos, a carga topoldgica induzida pela geometria é concentrada no
nucleo da configuragdo, enquanto o restante do cristal estd quase livre de defeitos. Uma
caracteristica comum de todas as configura¢des conformes discutidas anteriormente,
é que sua carga topolégica intrinseca estd concentrada perto do centro da amostra na
regido ndo conforme r < R, seja como isolado g = +1 disclinagdes ou uma sequéncia de
cargas. A carga intrinseca nas configura¢des conformes estd sempre concentrada perto
do centro da amostra. No entanto, distribui¢des de carga neutra podem aparecer na

regido conforme, especialmente para grandes valores de R e N.

Analisamos os modos elasticos de sistemas confinados para diversos valores de
R. Para isso, a matriz dindmica foi calculada a partir de configura¢des (meta)estaveis,
alcangadas através do processo de annealing, obtendo seus autovalores e autovetores.
As configuragdes estdveis apresentam automodo de rotagdo em torno do centro de
confinamento, associado ao menor autovalor. Na aproximagao parabdlica (R = 0.5r¢), os
modos de oscilagdo (translacdo) do centro de massa e de oscilagao radial, chamado de
modo de respiragdo (breathing), sdo semelhantes aos relatados em sistemas classicos de
particulas, com interac¢do logaritmica ou Coulomb, confinados a um potencial parabélico.
O modo de translagdo sdo comumente observados aos pares, i.e., sdo dois autovalores
associados a translagdo do centro de massa. Aumentando a regido de confinamento, R >
0.5r9, os modos de translacdo e de respirac¢do, sdo observados de formas distintas, quando

comparado com o confinamento aproximadamente parabdlico. O modo de respiragédo,
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além do modo de oscilacdo do centro de massa, ndo sdo comportamentos coletivos em
nosso sistema. Como o aumento da conformidade do potencial de confinamento, i.e.,
n(r) = npec quando R > 0.5ry, 0 modo elastico correspondente a transla¢do de todas
as particulas ndo é observado para R > 4r(, e o modo de respiracdo é observado em
diferentes autofrequéncias e atuando individualmente nas camadas. A atuagdo do modo
breathing pode ser acompanhada analisando a razdo entre os modos de compressao ( f;)
e cisalhamento (f;), f./ fs, onde os diversos saltos da razdo estdo associados aos modos
de respiragdo que atuam em cada camada, isoladamente. Os resultados podem ser
compreendidos do ponto de vista de uma "constante"elastica do potencial que crescente

2

com7, quando 0 potencial de confinamento é - 3 , permanece constate, para -~ <, e

decrescente para o potencial de confinamento conforme.

Avaliamos a estabilidade desses cristais em relagado a excitacao térmica de defeitos
topolégicos, bem como a difusdo de defeitos preexistentes. A estrutura conforme dos
cristais é resiliente a flutuagdes térmicas até uma temperatura limite. No caso de
configuragdes concéntricas (livres de defeitos), acima do limiar, o cristal perde a ordem
global e passa por um processo progressivo de amorfizacdo, a medida que a carga
topolégica difunde-se da regido ndo-conforme (R < R*) para a regido quase-conforme
(R > R"). As deslocagdes (neutras) sdo excitadas termicamente, também do centro para a
borda. Para configuragdes quirais e radiais, os limites de graos presentes nessas estruturas
também funcionam como fontes de defeitos, contribuindo para uma amorfiza¢do mais
homogénea da estrutura. Esses resultados sdo consistentes com o conceito geral de

pré-fundicdo em defeitos de cristal [142-144].

Finalmente, analisamos a resposta dos clusters a tensdo de cisalhamento pro-
duzida por uma distribuigdo de for¢a ndo uniforme e comparamos os resultados com
o comportamento mais conhecido dos clusters homogéneos. Todas as configurag¢des
apresentam uma fase eldstica de rotagdo do corpo rigido para pequeno cisalhamento.
Em particular, as configuragées radiais e quirais conformes decaem para configuragdes
concéntricas na fase de corpo rigido. Portanto, quando a fase de corpo rigido termina,
dando lugar a fase de pléstica, todas as configura¢des sdo concéntricas, sendo as con-
formes caracterizadas por uma estrutura de camada altamente comensurdvel. Essa
comensurabilidade leva a uma sequéncia de ramificagdo das velocidades angulares das

camadas, correspondendo a multiplos desacoplamentos e reconfigura¢des das camadas,
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em uma escala muito maior que a observada na amostra homogénea. O desacoplamento

entre as camadas é verificado também na descontinuidade do valor de (u?2).

Este trabalho oferece uma importante compreensdo para o processo de crista-
lizacdo e da estabilidade de cristais conformes bidimensionais, com alta densidade
préoximo da origem. Naturalmente, uma extensdo desse nosso estudo é aprofundar
o conhecimento quando aplicamos o ruido térmico ao sistema, para ir além da fase
amorfa apresentada no Cap. 5. Além disso, planejamos investigar a cristalizagdo, modos
elasticos e estabilidades (térmica e elastica), para outros tipos de interacdo interparticula,

tais como Coulomb e Yukawa, mantendo a mesma densidade de distribuicao.
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APENDICE A - OUTRAS CONFIGURACOES DE MENOR ENERGIA

No Cap. 3 mostramos as propriedades estruturais e estaticas de estados (meta)
estaveis para N =5~ 100e R/rp = 0.5, 1, 2,4, 8,16, 32, 64 e 128. Além das configuragdes
para clusters pequenos, estados com valores maiores de N também foram apresentados.
Nesse apéndice, apresentaremos outras configuracdes de estado fundamental e metaes-
taveis para diferentes condi¢ées de confinamento R e N. Para valores N > 100, podemos
classifica-las apenas como metaestaveis, pois o ntimero de repeti¢des ndo pode garantir

que o estado fundamental foi alcangado.

Com o aumento do sistema, seja pelo niimero de particulas e/ou regido de
confinamento, a barreira de energia associada aos diferentes estados alcangados é muito
baixa, o que gera uma variedade de configuragdes possiveis para um mesmo conjunto de
(N, R) [ver Fig. 21]. O processo de annealing foi realizado para N de 100 até 1000 particulas
e R/ro = 8,16, 32, 64, 128 e 256. Quatro tipos de estruturas cristalinas sdo encontradas
em nossas simulagdes, classificadas como concéntricas, quirais, radiais e policristalinas.
Os cristais concéntricos apresentam camadas circulares de particulas contendo o mesmo
nuamero de particulas que mapeiam no plano-w com linhas verticais. Os outros dois
grupos de eixos cristalinos de alta simetria mapeiam em w como linhas retas inclinadas
em relacdo a u. Portanto, esses eixos sdo espirais logaritmicas, semelhantes aos vistos
na Fig.13 (F). As configurag¢des quiral e radial assemelham-se as redes quirais e radiais
tedricas mostradas na Fig. 13 (I) e (H), respectivamente. No caso quiral, todos o trés eixos
cristalinos mapeiam linhas retas inclinadas, portanto todos sdo espirais logaritmicas.
Para configuragées radiais, semelhante ao caso concéntrico, apenas dois eixos sdo
espirais logaritmicas, mapeadas como linhas retas inclinadas em w. As linhas radiais
aparecem em linhas quase horizontais. Embora todas as configuracdes concéntricas
sejam encontradas na forma de dominio tnico, as configura¢des espirais e radiais
normalmente apresentam um dominio concéntrico préximas a borda do cluster. Uma
transicdo similar de uma rede localmente hexagonal para conchas externas circulares
também é observada em aglomerados confinados em armadilhas harmonicas [38, 86].
Essa transi¢do decorre do fato de que as particulas préoximas a borda da amostra sdo

menos influenciadas pela interagdo entre particulas, sendo mais propensas a seguir
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a simetria circular imposta pelo confinamento. Definimos como policristais todas as
configura¢des com mais de dois dominios cristalinos com diferentes orientagdes da rede

hexagonal na ragido conforme.

Nas configuracdes apresentadas, os defeitos topolégicos g < 0 (g > 0) sdo
representados pelos quadrados (circulos) azuis (vermelhos). Simbolos cheios (vazados)
correspondem a |g| = 1 (|g] = 2). Quando as configuragdes sao mapeadas no espago-w,
ap0s aplicacdo da Eq. (1.44b), sdo mostrados em (D-F), quando apresentados. A linha
tracejada vertical preta representa R*. Nas legendas (A-C), os defeitos profundos no
interior dos clusters ndo sdo mostrados para melhor visualiza¢do. Para as configura¢ées
dos estados fundamentais para N < 100, no canto superior esquerdo, apresentamos a
distribui¢do radial das particulas formando camadas. A energia por particula estd no

canto inferior direito listada abaixo de cada cluster.

Apresentamos sequencialmente os estados fundamentais para N < 100 com
confinamentos R/rp = 8, 16, 32, 64 e 128. Quando comparado com os estados funda-
mentais da aproximagao parabdlica R = 0.5rg (ver Fig. 16), as estruturas de poligonos
regulares sdo mantidas para valores maiores de N. Defeitos topoldgicos do tipo g = +2
aparecem frequentemente para baixos valores de N. Com o aumento da regido de
confinamento, as configuragdes estdveis sdo compostas por camadas comensuréveis e
seu preenchimento parte do interior para borda da amostra, podendo ser verificado
acompanhando a distribuigdo das particulas. A medida que N aumenta os poligonos

aproximam-se cada vez mais de estruturas circulares bem definidas.
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Figura 53 — Estado de menor energia tipico para diferentes valores de N com intera¢ées
logaritmicas e confinada por um potencial com (R = 8rp). No canto superior
esquerdo, apresentamos a distribui¢do radial das particulas formando
camadas. A energia por particula estd no canto inferior direito listada abaixo
de cada cluster. Os defeitos topolégicos g > 0 (g < 0) sdo representados
pelos quadrados (circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios (vazados)

correspondem a |g| = 1 (|g| = 2). Denotamos (N1, No, ...

,p X N.), onde Ni

é o nimero de particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas
contendo N, particulas cada.

5(1,4) 6(2,4) 7(3,4) 8(3,5) 9(1,4,9) 10(1,4,5)

-0.8714 -1.0921 -1.3104 -1.5233 -1.7332 -1.9437
T1(1,5,5) 12(1,5,6) 13(2,5,6) 14(2,6,6) 15(3,6.6) 16(4.6,6)

-2.1501 -2.3548 -2.556 -2.7583 -2.9612 -3.1604
17(4,6,7) 18(4,7,7) 19(1,5,6,7) 20(1,5,7,7) 21(1,5,7,8) 22(1,6,7,8)

-3.3588 -3.5569 -3.7548 -3.9536 -4.1489
23(1,6,8,8) 24(2,6,8,8) 25(3,6,8,8) 26(3,7,8,8) 27(4,7,7,7)

-11.6145 -13.5013

Fonte: O autor (2020)
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Figura 54 — Estado de menor energia tipico para diferentes valores de N com intera¢ées
logaritmicas e confinada por um potencial com R = 167(. No canto superior
esquerdo, apresentamos a distribui¢do radial das particulas formando cama-
das. A energia por particula estd no canto inferior direito, listada abaixo de
cada cluster. Os defeitos topolégicos g < 0 (g > 0) sdo representados pelos
quadrados (circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios(vazados) correspon-

dema |g| =1 (|q| = 2). Denotamos (N1, N>, ..

., P X N¢), onde Ny é o nimero

de particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas contendo N,
particulas cada.

5(2,3)
i3884

8(1,3,9)

-2.4788

9(1,4,9) z
-2.843.

10(1,4,§
-3.197

17(1,46,6%
-5.6505

-6.689

1 4
12,45 12(2,5,5) 13(3,5,5) T4(4,5,5) 15(1,4,5,5) T6(1,5,5,5)
-3.5481 % -3.903 % -4.2564 -4.605 % -4.9539 % -5.303
20(2,6,6,6) 22(3,6,6,7

23(3,6,7,7)

24(4,6,7,7)

25(4,7,7,7) %
-8.410

o

27(1,5,3X7

40(1,5,8,8,9,9

<]

-13.5276

Fonte: O autor (2020)
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Figura 55 — Estado de menor energia tipico para diferentes valores de N com intera¢ées
logaritmicas e confinada por um potencial com R = 32ry. No canto superior
esquerdo, apresentamos a distribui¢do radial das particulas formando
camadas. A energia por particula estd no canto inferior direito listada abaixo
de cada cluster. Os defeitos topolégicos g < 0 (g > 0) sdo representados
pelos quadrados (circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios (vazados)

correspondem a |g| = 1 (|g| = 2). Denotamos (N1, No, ..

.,p X N.), onde Ni

é o nimero de particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas
contendo N, particulas cada.

5(2,3) 6(3,3) 7(1,3,3) 8(1,3,9) 9(1,4,9) 10(2,4,4)
1.8693 -2.3709 -2.8728 -3.3664 -3.8642 -4.3565
11(3,4,9) 12(4,4,4) 13(1,4,4,4) 14(1,4,4,5) 15(1,4,5,5) 16(1,5,5,5)
4.8484 -5.3349 -5.8268 -6.3135 -6.8022 -7.2871
17(2,5,5,5) 18(3,5,5,5) 19(3,5,5,6) 20(3,5,6,6) 21(3,6,6,6) 22(4,6,6,6)
-7.7716 -8.2567 -8.7392 -9.2228 -9.7063 -10.1889
23(1,4,6,6,6) 24(1,5,6,6,6) 25(1,5,6,6,7) 26(2,4x6) 27(3, 4x6) 28(3, 3%6,7)
-10.6703 -11.1529 -12.594 -13.0735
29(2,6,3%7) 30(3,6,3x7) 60(3,8,9,4%x10) 70(3,7,6x10)
od] /RN
o) | SRR
D | R
B | &Y
-13.5539 -14.0339 -18.8176 -23.5871 -28.3465 -33.0998

Fonte: O autor (2020)
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Figura 56 — Estado de menor energia tipico para diferentes valores de N com intera¢ées
logaritmicas e confinada por um potencial com R = 64r(. No canto superior
esquerdo, apresentamos a distribui¢do radial das particulas formando
camadas. A energia por particula estd no canto inferior direito listada abaixo
de cada cluster. Os defeitos topoldgicos 4 < 0 (g > 0) sdo representados
pelos quadrados (circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios (vazados)

.,p X N.), onde Ni

é o nimero de particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas

contendo N, particulas cada.

correspondem a |g| = 1 (|g| = 2). Denotamos (N1, No, ..

#

-17.1492

®
®

-17.7609

-23.8574

5(2,3) 6(3,3) 7(1,3,3) 8(2,3,3) 9(3,3,3) 10(2,4,4)
-2.3225 -2.9518 -3.5892 -4.2104 i -4.8355 -5.4597
11(3,4,4) 12(1,3,4,9) 13(1,4,4,4) 14(2,4,4,9) 15(3,4,4,4) 16(2,4,5,5)
-6.0835 -6.7016 -7.3252 -7.941 -8.5584 -9.1743
17(2,5,5,5) 18(3,5,5,5) 19(4,5,5,5) 20(1,4,5,5,5) 21(1,4x5) 22(2,4%5)
-9.7915 -10.4089 -11.023 -11.6383 -12.2519 -12.8643
23(3,4%5) 24(1,5,3%6) 25(2,5,3%6) 26(3,5,3%6) 27(3,4%6) 28(4,4%6)
-13.4775 -14.0908 -14.7027 -15.3148 -15.9274
29(1,4,4%6) 30(1,5,4x6) 40(1,5,6,4%x7) 50(3,7,5%8) 60(1,6,6x8)

-29.941

-36.0147

-42.0814

Fonte: O autor (2020)
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Figura 57 — Estado de menor energia tipico para diferentes valores de N com intera¢ées
logaritmicas e confinada por um potencial com R = 128r(. No canto superior
esquerdo, apresentamos a distribui¢do radial das particulas formando
camadas. A energia por particula estd no canto inferior direito listada abaixo
de cada cluster. Os defeitos topolégicos g < 0 (g > 0) sdo representados
pelos quadrados (circulos) azul (vermelho). Simbolos cheios (vazados)

correspondem a |g| = 1 (|g| = 2). Denotamos (N1, No, ..

.,p X N.), onde Ni

é o nimero de particulas na k-ésima camada e p X N, significa p camadas
contendo N, particulas cada.

5(1,2,2) 6(2,2,2) 7(1,3,3) 8(2,3,3) { 9(3,3,3) 10(1,3,3,3)
-2.7667 -3.5189 -4.2805 -5.0304 -5.7809 -6.5315
11(3,4,4) 12(1,3,4,4) 13(1,4,4,4) 14(2,4,4,4) 15(3,4,4,4) 16(4x4)
-7.2772 -8.0255 -8.7746 -9.5193 -10.2644 -11.0056
17(1,4%x4) 18(1,4,4,4,5) 19(1,4,4,5,5) 20(1,4,5,5,5) 21(1,4%5) 22(2,4%5)
-11.7514 -12.4925 -13.2347 -13.9776 -14.7176 -15.4585
23(3,4%5) 24(4,4%5) 25(1,4,4%5) 26(1,5%5) 27(1,4%5,6) 28(4,4%6)
-16.1996 -16.9385 -17.6781 -18.4173 -19.1554 -19.8942
29(1,5,5,3%6) 30(1,5,4%6) 40(1,5,6,4x7) 50(1,5,4x7, 2x8) 70(1,6,7%x9)
-20.6329 -21.3721 -28.7413 -36.0969 -43.4438 -50.7841

Fonte: O autor (2020)
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Figura 58 — Exemplos de configura¢ées com N = 100 obtidos depois do processo de
annealing para condi¢des iniciais aleatdrias para (A) R = 2567y, (B) R = 1287,
(C) R = 256ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e
radial.
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Figura 59 — Exemplos de configura¢ées com N = 200 obtidos depois do processo de
annealing para condices iniciais aleatérias para (A) R = 64ro, (B) R = 2561y,
(C) R = 128ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e
radial.
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Figura 60 — Exemplos de configura¢ées com N = 300 obtidos depois do processo de
annealing para condicOes iniciais aleatérias para (A) R = 64ro, (B) R = 2561y,
(C) R = 128ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e
policristal.
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Figura 61 — Exemplos de configuragdes com N = 400 obtidos depois do processo de
annealing para condi¢des iniciais aleatdrias para (A) R = 1287y, (B) R = 2567,
(C) R = 256ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e

policristal.
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Figura 62 — Exemplos de configura¢des com N = 500 obtidos depois do processo de

641’0, (B) R = 1281’0,

256ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e

policristal.
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Exemplos de configura¢ées com N = 600 obtidos depois do processo de

Figura 63 -
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Figura 64 — Exemplos de configura¢des com N = 700 obtidos depois do processo de

2561y,

6470, (B) R

(C) R = 128ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e

policristal.
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Figura 65 — Exemplos de configuragdes com N = 800 obtidos depois do processo de

6470, (B) R

(C) R = 128ry. Classificadas, respectivamente, como: concéntrica, quiral e

radial.
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641"0, (B) R = 1281’0,
concéntrica, quiral e

gia
ficadas, respectivamente, como

de Menor Ener
i

2567. Class

policristal.

annealing para condigdes iniciais aleatérias para (A) R

66 — Exemplos de configura¢ées com N = 900 obtidos depois do processo de
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CrossMark
Abstract
We investigate the ground-state and dynamical properties of nonuniform two-dimensional
(2D) clusters of long-range interacting particles. We demonstrate that, when the confining
external potential is designed to produce an approximate 1//> density profile, the particles
crystallize into highly ordered structures featuring spiral crystalline lines. Despite the strong
inhomogeneity of the observed configurations, most of them are characterized by small density
of topological defects, typical of conformal crystals, and the net topological charge induced by
the simply-connected geometry of the system is concentrated near the cluster center. These
crystals are shown to be robust with respect to thermal fluctuations up to a certain threshold
temperature, above which the net charge is progressively redistributed from the center to the
rest of the system and the topological order is lost. The crystals are also resilient to the shear
stress produced by a small nonuniform azimuthal force field, rotating as a rigid body (RB). For
larger forces, topological defects proliferate and the RB rotation gives place to plastic flow.

Keywords: conformal crystals, cluster stability, phase transitions, spirals in crystals,
topological defects, 2D clusters
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