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RESUMO

Neste trabalho estudamos dois problemas da Mecéanica Celeste: o problema restrito colinear de
quatro corpos e o problema isésceles gerado por uma solucdo colinear de Euler. No primeiro
problema, discutimos a existéncia de equilibrios, a estabilidade destes e a existéncia de orbitas
peridédicas. No segundo, obtemos um circulo de equilibrios, e entdao usamos uma técnica de
reducdo, em que o sistema Hamiltoniano de 3 graus de liberdade é reduzido a um com 2 graus
de liberdade. Para este sistema, discutimos a estabilidade paramétrica do sistema linearizado
na vizinhanca do equilibrio utilizando como ferramentas o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii
e o método de Deprit-Hori para obter as curvas que separam as regides de estabilidade e

instabilidade.

Palavras-chaves: Problema restrito dos quatro corpos. Problema isésceles. Equilibrios. Solu-

cOes periddicas. Estabilidade. Estabilidade paramétrica.



ABSTRACT

In this work we study two problems in Celestial Mechanics: the restricted collinear four body
problem and the isosceles problem generated by an Euler collinear solution of the three body
problem. In the first problem, we discuss the existence and stability of equilibrium solutions and
the existence of periodic orbits. In the second problem we find a circle of equilibria and then
use a procedure to reduce the Hamiltonian to a two-degree of freedom Hamiltonian. For this
reduced system, we discuss the parametric stability of the linearised system in a neighbourhood
of the equilibrium point using as tools the Krein-Gelfand-Lidskii's Theorem and the Deprit-Hori

method to obtain the curves that separate stability and instability regions.

Keywords: Restricted four body problem. Isosceles problem. Equilibrium. Periodic solution.

Stability. Parametric stability.
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1 INTRODUCAO

Esta tese apresenta um estudo sobre a dindmica de dois problemas. O primeiro deles, é o
problema restrito de quatro corpos espacial, onde a massa infinitesimal é atraida gravitacional-
mente pelos trés primarios dispostos em solucdo colinear de Euler sobre o eixo das abscissas. O
segundo, é o problema isdsceles espacial proveniente de uma perturbacdo da solucao colinear
de Euler.

Ambos problemas sdo casos particulares do problema de N corpos descrito por Isaac
Newton em sua obra Philosophize naturalis principia mathematica, cuja impriméturﬂ foi
concedida em 1686 sendo sua publicacdo realizada no ano seguinte. Para N = 2 o problema
se reduz ao problema de Kepler. Para N > 3 n3o temos soluc3do geral e analitica explicita, entao
ao longo do tempo tem-se estudado casos e solucdes particulares do problema, a comecar pelo
problema de trés corpos, amplamente explorado até os dias de hoje. Ele recebeu contribuicoes
de grandes nomes, como Newton, Clairaut, Euler, Lagrange, Hill, Jacobi, Poincaré, Levi-Civitta,
Chazy, Wintner dentre outros. O artigo (MUSIELAK; QUARLES, 2014) faz um rico apanhado
historico e também discute varios aspectos do desenvolvimento tedrico sobre o problema de
trés corpos, para o qual além desta, outras referéncias podem ser consultadas como (ARNOLD,
1989), (CABRAL; DIACU, 2002), (MEYER; HALL; OFFIN, 2009), (WINTNER, 1941).

Os problemas restritos sdo aqueles que estudam a dindmica de uma massa quase nula na
presenca de outras massas, denominadas primarios. Depois de explorar o problema restrito dos
trés corpos, outros estudiosos como Hill e Moulton alavancaram o estudo do problema de 4 cor-
pos. Desde entdo varios outros estudiosos tém contribuido, tais como Andoyer [1906], Lindow
[1922, 1923], Schaub [1929], MacMillan and Bartky [1932], Huttenhain [1933], Pedersen [1944,
1952], Brumberg [1957], Palmore [1973], Simé [1978], Majorana [1981], Alvarez-Ramirez e
Vidal [2009], todos referenciados no artigo (BALTAGIANNIS; PAPADAKIS, 2011) de Baltagiannis
e Papadakis.

Desde entdo, como mencionado, o problema de /N corpos vem sendo explorado a partir de
certas configuracdes. Vérios pesquisadores abordaram o problema restrito de quatro corpos,
alguns no caso planar, outros no caso espacial com potenciais distintos do gravitacional ou com
o potencial gravitacional mas com os primérios em configuracdo equildtera e/ou envolvendo

outros aspectos tais como efeito fotoelétrico, radiacao, etc. Neste trabalho, consideramos a

1 termo em latim que significa permiss3o ou autorizacdo concedida por autoridades eclesiasticas para que

determinado texto seja impresso. Fonte: Wikipédia
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interacdo gravitacional entre as massas, de modo que o potencial considerado é o Newtoniano.
No Capitulo 1 deste trabalho, vamos abordar o problema restrito de quatro corpos no caso em
que os primarios se encontram em solucdo colinear de Euler. Na primeira secdo encontramos o
Hamiltoniano em coordenadas giratérias e pulsantes. Em seguida investigamos as solucdes de
equilibrio para este sistema Hamiltoniano, ndo-auténomo 2m-periédico. Provamos a existéncia
de equilibrios colineares, denotados por P, e de equilibrios nao-colineares, denotados por Ps,
que correspondem aos equilibrios equildteros de Lagrange no problema restrito dos 3-corpos.
Depois, estudamos a natureza destes equilibrios quanto a estabilidade no sentido de Lyapu-
nov. Por fim, na Gltima secdo deste capitulo, provamos a existéncia de érbitas periddicas de
Lyapunov do sistema na vizinhanca da solucao de equilibrio P.

No Capitulo 2, vamos estudar um caso particular do problema de trés corpos, o problema
isésceles, para o qual as seguintes referéncias podem ser consultadas (CABRAL, 2012), (GOMES,
2004), (LLIBRE; ORTEGA, 2008), (LLIBRE; SIMO| |[1980), (WINTNER, 1941). Primeiramente,
apresentamos o problema isésceles em seus trés aspectos (tipos). Em seguida, geramos uma
solucdo isosceles do terceiro tipo, partindo de uma solucdo colinear de Euler, e assim como
no capitulo anterior, apresentamos a equacao de movimento em coordenadas giratérias e
pulsantes, obtendo uma formulacdo Hamiltoniana nestas coordenadas. Obtemos um circulo
de equilibrios para este sistema e uma interpretacdo geométrica pode ser obtida. Apds obter
a equacao caracteristica da matriz para o sistema Hamiltoniano autonomo linearizado no
equilibrio, vimos que a aparicdo do autovalor nulo se deve ao fato de que as mudancas de
coordenadas introduzem uma integral primeira no sistema, e que é possivel fazer uma reducao
deste sistema, como mostra a Secdo 2.5. O contelido desenvolvido apés realizada esta reducio
segue na direcdo de discutir a estabilidade paramétrica e construir as curvas que separam as
regioes de estabilidade e instabilidade deste sistema Hamiltoniano reduzido.

Por fim, apresentamos a conclusdo e aspectos futuros a serem investigados.
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2 O PROBLEMA RESTRITO COLINEAR DE QUATRO CORPOS

Neste capitulo demos uma formulacdo Hamiltoniana para o problema restrito de quatro
corpos quando os primarios se movem em uma solucdo colinear eliptica. Encontramos as
solucdes de equilibrio e realizamos o estudo de sua estabilidade. Depois provamos, para valores
restritos de p, a existéncia de drbitas periddicas de Lyapunov na vizinhanca dos equilibrios
estaveis.

No préximo capitulo, faremos um estudo mais detalhado da dindmica dos priméarios quando

estes formam uma solucdo isésceles para o problema de trés corpos.

2.1 O HAMILTONIANO DO PROBLEMA EM COORDENADAS PULSANTES

O problema restrito dos quatro corpos consiste em estudar o movimento de um corpo
de massa infinitesimal que é atraida por trés corpos massivos, denominados primarios. O
corpo infinitesimal n3o afeta a érbita dos demais e seu movimento é determinado pela forca
gravitacional que os primarios exercem sobre ele. Supomos que os primarios se movem em uma
solucdo colinear de Euler onde as massas das extremidades m; e ms possuem mesmo valor m
diferente da massa mg3 do corpo central que esta situado na origem de um sistema inercial de
coordenadas Ozxyz com a base candnica {ey, s, €3} € os outros dois primarios se movem no
plano xy. Denote por 7{ a posicao de cada m;, com 7§ = —r{ e r{ = 0. Como as massas das
extremidades s3o simétricas em relacdo ao eixo Oz, basta conhecermos o movimento de uma
delas para conhecer a solugdo colinear. A Figura[I} na pagina seguinte, ilustra a situac&o.

O movimento da massa de m; é regido pela equacdo

. Gmy Gms 2Gm Gms
7,6 — (Te _ Te) + (,r,e _ Te) I T@ _ T,e
B e [ e 1/ [ /R
ou seja,
. G(m + 4mg)
e __ e
T AR
. m . . ms
Fixe m3, denote — = > 0 e considere [ um comprimento tal que B 1. Agora tome
ms
1
z = jrf. Ent3o, a equacdo acima se reescreve como segue
. K w+4
- __ = - 2.1
S F e 24

Note que, z é solucdo de Kepler (2.1)) no plano. Consideramos a solucdo colinear com z

descrevendo uma solucdo eliptica deste problema. Recordemos da teoria do problema de Kepler,
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Figura 1 — Solucdo colinear

que
p . c
p=—", V=, (2.2)
1+ ecosv p
onde p = ||z]| é a distancia ao foco atrator, v é a anomalia verdadeira e p = a(1 — €?) é o

parametro da 6rbita, sendo a o semieixo maior desta. Das equacdes ([2.2]), obtemos as relacdes

2 2

. c . €COSV
PV = —= € p=

c
- 2.
p® (1 +ecosv)’ (23)
c

pesen v € . .y €COSV
v = —senv, donde p = pv

(1+ecosv)? P 1+ecosv
A equacdo do movimento da massa infinitesimal, m,, atraida pelas trés massas em movi-

a segunda ocorre porque p =

mento na solucao colinear de Euler é dada pela equacao

Gm Gm Gms
e (17 (t) —74) + i (5 (t) =) F s
=P O T e TeE O T T e

Faca r{ =lr;, 7+ =1,2,3 e ry = lr. Dessa forma, temos

(r5(t) — 14).

iy =

. s u 1
P = —————(ri(t)—r)+ ——————(ra(t) = vr) + ——————(r3(t) — r),
E=nop " T o pE® O o ngp O T
isto é,
=V, U(r,t ), (2.4)
onde o potencial U é dado por
Iz Iz 1
U(r,t,u) = + + . 2.5
b = o nm] T r=nel  r=ne] (25)

As duas mudancas de coordenadas a seguir envolvem a combinacdo de coordenadas giratérias

com coordenadas pulsantes. Nosso objetivo serd escrever a equagdo do movimento ([2.4)), onde
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a anomalia verdadeira, v, seja nossa nova variavel tempo e, com isso, o Hamiltoniano sera 27-
periddico nesta varidvel. Vamos considerar o problema em coordenadas giratérias (ou sistema

sinédico)E], fazendo r = )¢, onde

cosv —senv 0
Q) =Q= | senv cosv 0

0 0 1

e reescrever o lado esquerdo de ([2.4]) com relagdo as novas variaveis. A base (mével) desse novo

A

sistema é é; = (cosv,senv,0), éa = (—senw,cosv,0) e é3 = e3 = (0,0,1). Primeiramente,
derivando r com relacdo a ¢, em que ' denota derivada com relacdo a v, temos

Po= sVE+QE

Fo= oVE+ PO+ w0E+ QE.

0 -1 0
SejaX= |1 0 0 |, notequeQ =X e Q" =O%2 Substituindo estas dltimas relacdes
0 0 O

na equac3o anterior e reordenando os termos, temos
i = Q[+ 20%¢ + IXE 4 2R, (2.6)

A préoxima mudanca de variaveis ird colocar o problema em coordenadas puIsantesE]. Usando

p = Izl = ||lr;l|, 7 = 1,2 fagamos £ = pz, derivando com relacdo a ¢, temos

£ = pr+ poa’ (2.7)

£ = pr+2p0a’ + p(iPa" + va') = px + (200 + pi)a’ + pria.

Derivando a expressio p?r = ¢ com relacdo a t, temos p(2p0 + pvv) = 0 & 2pr + pi = 0.
Dai,

£ = pr + pir*a. (2.8)

1O referencial deixa de ser inercial, pois segue seu préprio corpo em movimento e, portanto, é acelerado.

Ao girarmos juntamente com o corpo temos a sensaciao de estar em repouso. Exemplo: um referencial
ortonormal fixo com origem no centro da Terra pode ser considerado um referencial inercial para o estudo
dos corpos na superficie desta. J& um referencial ortonormal fixo com origem na superficie da Terra n3o
é inercial pois ele tem uma acelercdo devido a rotacdo da Terra em torno do seu eixo. Um observador
no espaco, vé o movimento de rotacdo da Terra em torno do seu eixo de rotacdo Oz, enquanto que um
observador na Terra n3o percebe esta rotacdo.

Aqui os primérios permanecerdo fixos, isto é, eliminamos os movimentos homotéticos.
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Assim, substituindo as expressdes ([2.7) e (2.8)) em (2.6]), temos

i = Q[px+ prPa” + 208 (px + pra’) + piXa + prrEal]

= Qlpx + piPa” + (2p0 + pir)Xx 4 2p0° L’ + pir?¥2a]

= Q[pv*(z" +2%2") + (pIz + pr?¥?)a), (2.9)
onde I3 denota a matriz identidade de ordem 3.

Usando as relacdes de (2.3)), reescrevemos (2.9)) da seguinte forma

2
cos
i":%Q 2 420 4+ X%+ ceosy

_ 2.10
p (1+ecosy)$ (2.10)

Por outro lado, vejamos como ficam U e U, com relacao as mudancas de variaveis realizadas

acima e reescrevamos o lado direito de . Primeiro, lembre que
ro=-r;, |ri]|=p e r3=0,
dai, em coordenadas rotacionais, temos
r = pél = pQGl € Iy = —pQ€1.

Dessa forma, ao realizarmos as mudancas r = Q€ e £ = px, teremos ||[r—r1|| = ||Q2(E—pey)|| =
pllz = el [[r —r2f| = pllz + €| e, segue por (2.3), que

% 7 1
|z —eil] [z +e [z

Ulr, 1) = ;V(Jf,,u), V(e n) =

Agora, derivando esta ltima com respeito a r, temos

oU 10V ox 1.
E(r,t,u)—;a—x(:ﬁ,u)a, onde z=-Q7'r, (2.11)

isto &, para todo w € R3, temos
1
(Ve U(r,t,pn), Qu) = ?(Vm‘/(x,u),w>.
E ainda, como () é ortogonal, temos a seguinte relacao entre os gradientes de U e V:
1
V. U(x,t,p) = EQVQCV(:E,M). (2.12)

Por (2.10) e (2.12]) vemos que a equacdo do movimento, (2.4, toma a forma

2 2% + N+ ﬂx - L

(1+ecosv) cZVIV(w’m'
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Usando p = —————, reescrevemos a equacdo acima do seguinte modo
1+ ecosv
1 P
/ r /

Tomando 2’ + Xz = y na equacdo acima e usando o fato de que no problema de Kepler

C2

— = K, temos o seguinte sistema de primeira ordem

p
=y—Xz Yy =—Yy+ V.S(x,v,p,e) (2.14)
onde,
St v, 1,6) = T (—gecosvlfall* + V()
12 = — | —— v —
OV = cosy \ 2 CPYIY o VR
e
po,opo 1
Vie,p) =2+ 4 = 2.15
com
di =z —el, d=lzt+el e ds=]x.

O sistema ([2.14) é Hamiltoniano, onde a funcdo Hamiltoniana H : A x R?® x R x [ x
[0,1) — R é dada por

1
H(%%%Na 6) = §||y||2 - S(ZE,V, M, E) - <Zl’,y>, (216)

comA={reR3/xz#e;, v# —e e x+#0} el um conjunto de nimeros reais positivos.
Assim, finalizamos esta secdo dando a formulacdo Hamiltoniana do problema e agora temos
a disposicdo toda a teoria de Sistemas Hamiltonianos para usarmos.
Uma observacdo importante é que em Sistemas Hamiltonianos, H serd uma integral pri-

meira se o sistema for autdonomo e, neste caso, isso ocorre quando ¢ = 0.

2.2 EQUILIBRIOS

Nesta secdo buscamos um tipo de solucao mais simples, as que sao constantes ao longo
do tempo, este Gltimo agora representado por v. Isto é, suponhamos que z* = (z*, y*), seja
tal que V_H(z*,v,pu,€) =0, paratodos v € R, p € I e e € [0,1), entdo z(v,u,€) = z* é
uma solucio de equilibrio ou, simplesmente um equilibrio do sistema . Pra encontra-las,

escrevamos o sistema Hamiltoniano ndo-auténomo ([2.14)) da seguinte forma

O 1
2 =JV.H(z,v,u,€), z=(xy), J= , (2.17)

-1 O
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onde ’ denota derivada com relacdo a v. Dito isso, os equilibrios de ((2.14) sdo os pontos

(z,y) € A x R3 tais que

y = Xz (2.18)
)

V.S(z, v, p, € Y2, (2.19)

paratodos v € R, p € I ee € [0,1), onde

1

VaS(@, v, €) = 1+ ecosv

1
(—e cosvr + =V, V(z, ,u)) :
K
Como
dy = \/(:cl —1)2+a2i+23, do= \/(x1+1)2+:c§+x§ e dsy=/z?+ 23+ 2%, (2.20)

entdo as derivadas parciais de V' em ([2.15)), sdo

Vo (@, 1) = — <5§("E1 -+ 3 o+ d13 )

poop 1 ,
Vi, = — <d3+d3+d>xj, j=2,3.

Vamos resolver o sistema (2.19|) regressivamente, ou seja, da terceira componente em

(2.21)

direcdo a primeira. Como a terceira componente de X2z é nula, segue da terceira equacio de

(12.19), que

1
—€Cos VTy + ng(:p w)=0<& [ecosy + D(ZE w)| xs =0, (2.22)
onde
poopo 1
D(SZJ u) ﬁ -+ ﬁ + ﬁ (2.23)

Note que (2.22) se cumpre para todos v € R, p € [ e € € [0,1) se, e somente se, 23 = 0.

Quando isso ocorre, temos

dAl:\/(lj_l)?—l—w%, CZZ: ($1+1)2+x% e ngzm

e ainda,

N B oK 1
D(x,pu) = D((x1,22,0), 1) = 7 + ﬁ + dfg

Portanto, as duas primeiras equacdes do sistema ([2.19) se reescrevem da seguinte forma

1 [ 1 4 1/ p "
e (1D o I
1+ ecosv _:Cl ( K (x,u)) T (di{’ d%)]

1 r 1A
—t h-D —0.
1+ecosv | K (x,u)} 2

No estudo das equaces de (2.24]) vamos considerar os dois casos:

(2.24)
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(a) z2 =0 e (b) xo # 0.

E claro que a segunda equacio se cumpre no caso (a). O estudo do caso (a) para a primeira
equacido de ([2.24]) é tratado na proposicdo a seguir. O argumento para prova-la é similar ao
que foi empregado em (ARRIBAS et al., 2016)); ver também a prova da existéncia dos equilibrios
colineares de Euler no problema restrito dos trés corpos. O caso (b) serd estudado mais a

frente.

Proposicdo 2.1 Para x5 = 0 na primeira equacdo de (2.24)), as seguintes afirmacdes sio

verdadeiras:

(i) existe um dnico x5(p) em cada um dos intervalos (1,400) e (—oo,—1), que satisfaz

(2.25)), explicitada abaixo;

(ii) existe um dnico x% (1) em cada um dos intervalos (0,1) e (—1,0), que satisfaz (2.25)),

explicitada abaixo.
Neste caso, denotamos o equilibrio por P, = (z7,0,0,0,27%,0).
Demonstracdo. Tomando x5 = 0 na primeira equagdo de (2.24)), temos

Dl(‘rhu) = D((x17070)vﬂ) = Ky,

isto €,
r1—1 r1+1 1z

e i ] e (229)
Multipliquemos por % = () e, em seguida, denotemos o lado esquerdo por D(xy, ),

isto €,
D(xy, pt) = K’ (2.26)

onde

Dy, 1) = pri (v —1) pri  (mt+1) (2.27)

(21— 1% 21 =11 (e + 1) fzr +1] o]
Dessa forma, vamos mostrar que, em ambos os casos (i) e (i¢), é Unica a intersecdo entre
as curvas y; = D(z1,p) e y1 = k3. Como o comportamento da curva y; = ka5 é bem
conhecido, basta analisarmos o comportamento da curva y; = D(x1, u), € isso sera feito nos

Casos a seguir:
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(i) Suponhamos x; € (1,+00), entdo por (2.27)), temos

2 2
pa? pa?

D(xy,p) = +
(21, 1) (r1— 1% (21 +1)

5+ 1. (2.28)

Observemos que:

2 2
. . /‘Lxl ILLLUI
1. lim D(xq,pu) = lim + 1= +o0;
AP = B G T T oy
2. mllgﬂoo D(xy, 1) =2u+1;
3. D é decrescente, de fato
2 2ux? 2 2ux?
D'z, p) = l e 2 L 31 [ e 2 i 3
1
= 2 — r1 <0, 2.29
s [(xl +1° (-1 (2.29)
. 1 1
poiszy >lex;+1>2—1& — < 0.

(k1 +1)3  (zy—1)3
Assim, claramente a curva y; = D(x1, ;1) intersecta o grafico da curva cibica y; = kz}

em um dnico ponto z7 () no intervalo (1, +00), ver Figura [2| na pagina seguinte.

(ii) Suponhamos z; € (0, 1), entdo por (2.27)), temos

2 2
My My
D(xy, p) = — + + 1. 2.30
( 1 lu) ($1 - 1)2 (.Tl + 1)2 ( )
E ainda,
. . pai pat
1. lim D(xy,p) = lim — + 5 + 1= —o0;

x1—1— r1—1" (,’]jl — 1)2 (J,'l + 1)

2. D é decrescente, de fato,

2ux 2pux? 2ux 2pux?
D/(l'l,,U):— /4612_1_ ,ulg_‘_ ,u12_ :u13

_ 2uxq < T B 1) n 2uxq (1 B T )
(z1 = 1) \(z1 — 1) (z1 +1)° (z1+1)
o l Lo,
(21 =1 (21 +1)°
poisx; — 1> —(z;+1) & ! + ! < 0.
(x1 — 1) (21 +1)3

Pelo mesmo argumento do caso anterior, concluimos a existéncia de um tnico x7 € (0, 1)

21 <0, (2.31)

tal que D(xy, p) = K3,

Por fim, se z* (1) = (x75(1),0,0) segue da primeira equacdo de (2.18)), que y* = Xa* e,
portanto, o ponto de equilibrio P, é dado por (z*(u), y*(1)) = (23(p),0,0,0,z7 (1), 0).
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Figura 2 — Solucdo colinear

3 Y

A Figura [2| acima, ilustra a existéncia dos equilibrios em cada um dos intervalos. Note
que quando z; > 0, temos D(—x1, u) = D(z1, 1), ou seja, para cada equilibrio (1)
tomado em um dos intervalos (0,1) e (1,00), existe o simétrico correspondente. Por

este fato, é suficiente analisarmos apenas quando x; > 0
|

Agora vamos abordar o caso em que x5 # 0. Nele, temos pela segunda equacao de ([2.24)),

que ﬁ(x, i) = K, substituindo na primeira equacdo de 1} temos

r 1 SN2 L 2y —
d?_dg_0@(d2—d1)(d2+d1d2+d1)—O-

Esta Gltima possui raiz real somente quando d; = ds, o que implica z; = 0. Assim, a primeira

equacido de ([2.24)) se reescreve como sendo

Fwa) = &, (2.32)

o+ 4

onde Kk = e f é a funcdo definida para = # 0 por

20 . 1
(22 +1P2 " 22z|

S, p) = (2.33)

Proposicao 2.2 Para cada p > 0, existe um dnico z5() € (0,1) que satisfaz ([2.32)).
Evidentemente, —x3(u) € (—1,0) também é raiz de (2.32). Neste caso, o equilibrio é
P2 - (07*75;707 _1:370)0)
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Demonstracdo. Vemos claramente que fixado i, f — +oo quando z — 0% e f — 0F,
quando |z| — +oo. Além disso, para cada p > 0 fixado, a funcdo é decrescente no semieixo

positivo x > 0, e é crescente no semieixo negativo, z < 0, pois a derivada

af B 24 1
%(ﬂfnu)_ 3<[x2+1]5/2+ ’,CL"E’)ZE

é negativa quando x > 0 e é positiva quando = < 0. Para ver este fato, reescrevamos
of x B |
—(x, ) =3 2| —| +—| —
EMr) [ u( 1,2“) m] "

para todo = € R. Dessa forma, quando = > 0, temos

e perceba que

5
x
S (_17 1)
<V r? + 1)
5
0
1< 2u T + 1 < 2u+1 e, portanto, —f(x,,u) < 0. Analogamente se conclui que
vaz+1

Ox
g‘:};(x,u) > (0 quando = < 0.

+4 , : -
Como k = 'UT > 0, concluimos que existe um dnico z5(u) > 0 tal que f(z2(p), u) = k.
Analogamente, concluimos a existéncia de uma raiz de ([2.32)) no semieixo negativo.
0
Feito isso, nos resta mostrar que x2(p) < 1. Como af(xg(,u),,u) # 0, o Teorema das
x

Funcdes Implicitas diz que z5(x) é uma funcdo analitica de i, pois f(z, 1) — k € uma funcdo

analitica de (xz, ). Derivando (2.32)) com relacdo a p, temos

gi(%(ﬂ),ﬂ)xé(m =7

Nesta dltima expressdo, pelo fato de gi(:ﬂ,,u) < 0, tem-se 24 (u) < 0, logo a fungdo xo(u) é
decrescente. Da equacdo f(x, ) = k, temos z = 1 quando p = 0 e, pelo fato de (1) ser
decrescente, temos zo(u) < 1.

Por fim, de (2.18)), temos y* (1) = Zz* (1), ou seja, yi(n) = —x3(p), y5 = 0 =yj, daf o
equilibrio P, é dado por (z*(u),y*(1)) = (0, z5(w), 0, —z5(1), 0,0).

|
Dessa forma, o estudo desta sec3o nos leva a dois tipos de equilibrios, P, = (z73,0,0,0, z7,0)

e P, = (0,25,0,—x3,0,0). Vimos que existem quatro equilibrios do tipo P; sobre o eixo dos

primarios, um em cada um dos intervalos:
(—o0,—1), (—=1,0), (0,1) e (1,00).
E, para cada p, existem dois equilibrios do tipo Py, 5 = x3(x), um no intervalo (—1,0) e

outro no intervalo (0,1).

Na préxima secdo damos inicio ao estudo da estabilidade destas solucdes de equilibrio.
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2.3 NATUREZA DOS EQUILIBRIOS

Na secao anterior vimos a existéncia das solucdes de equilibrio. Nesta secao estamos
interessados em estudar o comportamento de cada uma delas em sua vizinhanca. Para isto,
fazemos o estudo da parte linear do Hamiltoniano. Seja z = (x,y), a linearizagdo do sistema

Hamiltoniano na vizinhanca de uma solucao de equilibrio é dada por
Z,:A(V7M7€>('Z—Z*)+O(|Z_Z*|)7 A(V7ﬂ7€) =Jg. (234)

onde, G = H,,(z*,v, i, €). No nosso caso,

=Sy, X
g =
> I
: * 1 L
€ Sa:x = ng<.’B Vs E) = m <_€COSV + ;Vxx<x 7“))

Vamos tratar de um caso particular do problema que é quando ¢ = 0. Neste caso, o sistema
serd auténomo e denotaremos A(v, i, €) por A a matriz Hamiltoniana deste sistema. Nosso
objetivo é estudar a natureza dos equilibrios obtidos na secdo anterior no que diz respeito a
sua estabilidade/instabilidade. Veremos que os equilibrios colineares representados por P; sdo
todos instaveis. Ja para o equilibrio P, garantimos estabilidade (linear) para certos valores de
1. Na préxima secdo, vamos estudar a existéncia de érbitas peridédicas em uma vizinhanca do
equilibrio.

A estabilidade dos equilibrios de um sistema Hamiltoniano auténomo, ocorre quando
todos seus autovalores sdo imaginarios puros (ou nulos) e A é diagonalizavel sobre C. No caso
de algum autovalor n3o ser imaginario puro, sua parte real serd n3o nula e, como o polindbmio
caracteristico de A é par, entao sempre havera um autovalor com parte real positiva, implicando

pelo Teorema de Lyapunov (enunciado a seguir), que o equilibrio é instével.

Teorema 2.3 (Lyapunov) Sejam A, ..., \, autovalores da matrizn xn, A= Df(z*). Se o
equilibrio z* é estavel, entdo Re(\;) < 0 para todo j; se Re()\;) > 0 para algum j, entdo o

equilibrio é instavel.

Demonstracdo. Ver (SIEGEL; MOSER, (1971)), pag 203.
Agora, busquemos os autovalores do sistema linearizado na vizinhanca de um dos equili-
1
—Va X
brios, z*, para o caso circular, em que ¢ = 0. Neste caso, A = JG, onde G = K
-y T
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e V* denota a matriz hessiana de V' no equilibrio z*. A funcdo V' possui as derivadas mistas
de segunda ordem nulas em todos equilibrios. Sendo assim, temos uma matriz diagonal cujas

entradas s3o obtidas através de (2.20)), (2.23) e (2.21]), isto é

3 3
Veras (@ 1) = =D(@, ) = 21Da; = (J;(xl S (e 1)2> ,
1 2
30 3 3
Vissa(@, 1) = —D(w,p)+ (o5 + 5 + = | 22, (2.35)
& BB
3p 3pu 3
‘/;:3303(17’#) = _D(xaﬂ)"' <d5 +d5+d5> 2

Vamos denotar as entradas da matriz hessiana de V' no equilibrio 2}, da seguinte forma

a’i(,u) =a; = ‘/(L‘lflfl (J;:‘,u), bl(:u) = bl = ngwg (vau) S C’i(,u) =C = ‘/'1731‘3 (ajrvl’[’)a 1= 17 2

e usar uma notacdo ou outra dependendo do que for mais conveniente. Os autovalores de A

sao obtidos através do polindomio caracteristico

p(N) = (% - ) {)\4 + (2 - %(ai +bi)> A2 (% +1) (l; + 1)] . i=1,2. (2.36)

Para que haja estabilidade (linear), vamos investigar a existéncia de raizes imaginarias puras e

distintas. O primeiro fator do polindmio caracteristico dard um par de raizes imaginarias puras
distintas se ¢; < 0. O segundo fator dara um par de raizes imaginarias puras distintas, quando
as seguintes condicdes referentes a equacdo \* + aA\? + 3 = 0 forem satisfeitas: a > 0, 3 > 0
e A=a?—48 > 0.

Vejamos quando isso ocorre em cada equilibrio nas duas secGes a seguir.

2.3.1 Estabilidade do equilibrio P,

No equilibrio P, * = (z7,0,0), onde 2} = x1(p), os valores de dy, d e d3 sdo dados por
di = (7 - 1?2 da=(z}+1)* e di=a}
Ent3o, de (2.35)), obtemos os valores de aq, b; e ¢;, a saber:

ay = 2D1(1’>{,ﬂ) € bl = _D1<x>{7 M) = Cy, (237)
p p 1
onde Dy(z7, ) = D(x*, 1) = + + .
1) = D) = o N 1 T P
Perceba que a; = —2by, dai por (2.36)), o polindmio caracteristico é

o= (o) pee e (22 052
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Do primeiro fator, garantimos a existéncia de uma raiz imaginaria pura, pois de b; =
by . o
—D(x*,u) < 0e k>0, temos — < 0. Para que as demais raizes sejam imaginarias puras e
K
distintas vamos usar os critérios mencionados anteriormente, isto é, se, e somente se, o > 0,

B>0eA=a?—48 >0, onde

2
a=2+ﬁ, ﬂ:<1 bl)(l—bl> e A:bl<%1+8).
I K K K K

b
(i)a>0<:>;1>—2;

by 1
()B>0<:>—1<—<§
by b 8
(i) A>0e —>00u — < —
K K 9'
b 1 b 8 b
Destas trés condicdes, temos 0 < T ol < <2 Mas, como ja vimos, =< 0,
K 2 K 9 K
portanto
by 8
1< =< —= 2.38
p 5 (2.38)

Proposicao 2.4 O equilibrio P, do sistema z' = Az € instavel.

Demonstracdo. Para demostrarmos esta Proposicao, vamos usar o Teorema de Lyapunov no
contexto de sistemas Hamiltonianos como foi mencionado no inicio desta sec3do. Isto é, basta
mostrarmos que o autovalor de A n3o é imaginario puro, ou seja, precisamos verificar que a
condicdo dada por ([2.38]) ndo é satisfeita. Faremos isto nos dois casos seguintes, pois os casos

dos equilibrios simétricos a estes, sdo consequéncias destes:
(@)} >1 e (b)0<ay <1

(a) vimos pela Proposico[2.1)(i) que existe um dnico o} > 1 tal que (2.27) é satisfeita, isto

é

p p 1 .
+ + = KT.
(2 =12 (af+1)*  af’ '
. e 1 . 1
Multiplicando esta dltima por ——— e explicitando o termo ———, temos
KX} KX}

1 1 K L
— = —1 . 2.39
ki3 o K (xl(xl —1)2 + i(z + 1)2> ( )



25

Por outro lado, por ([2.37)), temos

L 1 1
* 3 * 3] L.
ket \ (27 + 1) (z1 — 1)
1

1
Como z¥+1 > x* —1, temos — < 0 ecomo — > 0, segue que a
R @+ 1) (af — 1 it ere

primeira parcela possui sinal negativo e somada com —1, segue que — < —1 para todo
K

x] > 1. Portanto, existe autovalor de A que ndo é imaginario puro.

(b) Vimos pela Proposicdo[2.1((i7), que existe um tnico z} € (0, 1) tal que (2.25) é satisfeita,

isto €,
Iz f L.
GRSV A
1
Utilizando o mesmo argumento do item acima, multipliquemos esta tltima por ——— e
KXY
1
explicitemos o termo ——— como na equagdo abaixo
KX}
1 1 p L
———=—14+- — . 2.40
k(s + K (:B{(x{ +1)2  ai(af — 1)2> (2:40)
E por (2.37)), temos
b 1 1 0 1 1
Z - _2D N _
K (21, 1) K < (2 —1)3 * (a3 + 1)3> ki
Lo wmen\ 1o (el N
o w(ep 1) i p(L4+a7) \ af
wl 1 1
= —— — 1. 2.41
e ((1+$’{)3+(f{—1)3> (2.41)
, 1 1
Como 0 <z} < 1, temos x] > —x] = 1427 > 1—27, dai < - &

: I+ (21 -1)°
‘ . M L
+ < 0. Além disso, como —— > 0, novamente a primeira parcela
(+ai)® " (o -1 wai P i
possui sinal negativo. Pelo mesmo argumento usado no item anterior, garantimos a

existéncia de autovalor de A que n3o é imaginario puro.

Logo, pelos itens (a) e (b), temos que A possui autovalor com parte real ndo nula e, segue
pelo cometario feito no inicio da demonstracao, que P, é instavel.
Perceba que os casos 7 < —1 e —1 < x] < 0 recaem nos casos anteriores, pois —z; > 1

e —1 < —a7 < 0. Portanto, os equilibrios colineares sao todos instaveis.
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2.3.2 Estabilidade do equilibrio P,

Seja P o equilibrio (0, x3,0, —25,0,0), pela Proposicdo , vimos a existéncia de x5 no
intervalo (0, 1) e de seu simétrico em (—1,0). Vamos focar apenas no caso em que z3 > 0.

Como z7 = 25 = 0, temos

d:dlzdgz\/$§2+1 € d3:|l';|

Conseguimos expressar as entradas ndo nulas da hessiana de V' por meio de (2.35)), como

segue:
" " Gp
aQ(M) = ‘/:1711'1 = _DQ('I27M) + ﬁ?
bQ(M) - ‘/ZBQ:EQ - _D2(‘/L‘27M) + 6/’L75 + 3
s d3
CQ(M) = ‘/:):*3:1:3 = —D2<ZC§,/L),
onde
. " 2p 1
D2(.T2,,LL) :D<(07x270>7/1’) = ﬁ—i_dig (242)
C d> 32 = (2 G _ 1 ! by pod i
omo d3 = x3° = d° — 1, temos 5= g5 © b pode ser reescrito como segue
% 6
bg = 2D2(I2, /L) - ﬁ (243)
Como 3 cumpre a equacio (2.32)), temos Do (235, ;1) = k e consequentemente
6 6
GQZ—K+£, bQZQH—df/; € Cy = —K. (244)
Por estas relacGes vemos que
as + b2 = K. (245)

Proposicao 2.5 O equilibrio P, € estavel para os valores de i no intervalo 0 < p < 1y, onde
4

M s 06v2

Demonstracdo. O polindmio caracteristico de A = JG é dado por (2.36) e, usando ([2.45)),

o reescrevemos da seguinte forma

p(\) = </\2 _ fj) (A 427+ ), (2.46)
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b
onde = <1 + C:j) <1 + :) tem que ser positivo, pela condicdo de estabilidade.

L C oA - . , . . G2
O primeiro fator do polindbmio caracteristico revela as primeiras raizes A = +1i, pois — =
K

—1. As demais raizes s3o dadas pelo segundo fator e sdo

 —1+/T—4p
- ; _

)\2
Estas dltimas sao imaginarias puras se, e somente se,

bep<l a7

Portanto, a condicdo para que P, seja estavel é que as desigualdades ([2.47)) sejam satis-

feitas.
agbg 6,u a2b2
De (|2.45), temos g = 2 4+ —~. Coloque 0 = ——, segue por ([2.44)), que —= = -2 +
K2 d? K2
30Kk — 0° )
———— e concluimos que
K
o3k — o)

Como o > 0, segue da primeira desigualdade de (2.47) que 3x > o, ou seja,

> (2.48)

W

S

Quanto a segunda desigualdade em ([2.47)), ela é equivalente a seguinte desigualdade

(g)Q — 12 <’;> +4>0.

Obtendo as raizes desta funcdo quadratica, vemos que, a condicdo ([2.48) faz com que a

desigualdade acima se cumpra se, e somente se

<Pc6-4v2 ou Ts6+4v2 (2.49)
g g

W

Por outro lado, recordemos que para o equilibrio P, 0 < 25 < 1,dai 1 < d < V2 e como
1 d°

— = —, temos
o 6u
2v/2
SR \/_H. (2.50)
6p o 3
Pela primeira desigualdade em (12.50]), vemos que para a Gltima desigualdade em (2.49))

+4

seja atendida, basta que Gi > 64 44/2. Como K = a , obtemos a seguinte condic3do para
!

a estabilidade de P,
4

0< < Bl
B 3 06v2
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Assim, as duas proposicoes desta secdo mostram que os quatro equilibrios do tipo P; sao
todos instaveis e que os dois equilibrios do tipo P, sdo estaveis para  no intervalo (0, p1).
Na proxima secao daremos um passo adiante na investigacao de outros tipos de solucoes,

as periddicas.

2.4 EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS

Durante o estudo de equacgdes diferencias
= f(zx), zeUCR" (2.51)

nos deparamos com subconjuntos S C U, que possuem a seguinte caracteristica: para cada
ponto z € S a solucao de , gzﬁt(:c), que passa por este ponto no instante ¢ty permanece
em S para todo t € R. Neste caso, dizemos que S é um conjunto invariante para (2.51).

Conjuntos de niveis de integrais primeiras sdo conjuntos invariantes para a dindmica de
([2-51)). O conjunto formado pelos pontos de equilibrio de é o conjunto invariante mais
simples. Depois deste, o conjunto invariante mais simples, é o de uma érbita periddica.

Note que se a equacdo é linear e autonoma, & = Ax, e a matriz A tem um autovalor
imaginario puro, A = i3, a equacao tém drbitas peridédicas. De fato, se v é o autovetor

A

associado ao autovalor A, entdo x(t) = e*v é uma solucdo da equacio e ela é evidentemente

2
il periédica. Seja A = D f(xq), onde o é um equilibrio de (2.51)). Por translacdo podemos

supor xo = 0 e entdo na vizinhanca do equilibrio a equacao pode ser escrita na forma
i = Az + O(||z||?). (2.52)

Se A possui um autovalor imaginario puro, o sistema linearizado & = Ax tera 6rbitas periddicas
em qualquer vizinhanca da origem. De fato, no argumento acima, basta tomar o autovetor v
com norma suficientemente pequena. Uma questdo natural é se isto garante que a equacao
n3o-linear também tera érbita periédica em uma vizinhanca da origem. O exemplo a
seguir é tratado em [(SIEGEL; MOSER, |1971)),pag 103]] e mostra que isto ndo é verdade em

geral. De fato, considere o sistema

&= —y+er(z® +y")", g=a+ey(a® +y°)"
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Este sistema reescrito em coordenadas polares é dado por

cuja solucao geral é dada por

7o
(1 — 2e(mrgm)e]t/2m’

r(t) = 0(t) =t + .

Como r é crescente ou decrescente conforme ¢ > 0 ou € < 0, temos que a Unica solucdo
periddica do sistema nao-linear é a solucao equilibrio.

Através deste exemplo vimos que, nem sempre a existéncia de Orbitas periddicas para
o sistema linearizado no equilibrio, garante a existéncia das mesmas para o sistema nao-
linear. Mas, no caso de sistemas Hamiltonianos, se o sistema linearizado no equilibrio tiver um
autovalor imaginario puro, veremos que sob certas condicdes podemos garantir a existéncia
de drbitas periddicas para o sistema ndo-linear. Este resultado é conhecido como Teorema do

Centro de Lyapunov e seu enunciado é

Teorema 2.6 Suponhamos que para os autovalores da parte linear, A = JG, do sistema

Hamiltoniano diferencidvel

2 =Az+ -
. Aj . .. o ~
tenhamos \1 imaginario puro e N ¢ 7 paraj =2,...,n. Entio existe uma familia de solucdo
1
do sistema ndo-linear correspondente ao autovalor A\, z,(v, j1,0), que é periédica em v, com
, . > . . 27
periodo diferencidvel (p), e ainda, lim 7(p) = —.

Demonstracdo. Ver (SIEGEL; MOSER, (1971), pag 104.

Perceba que a principal condicao a qual referiamos é a de n3o-ressonancia: ;\\i ¢ Z,
7 =2,---,n. Lembremos que um sistema Hamiltoniano possui ressonancia se os autovalores
de A s3o linearmente dependentes sobre (Q, ou equivalentemente, linearmente independentes
sobre Z.

Agora, a fim de aplicarmos o teorema acima, lembremos que os autovalores da matriz A

obtida pela linearizacdo de H na vizinhanca do equilibrio do tipo P; sao:
M =wi(p)i, Aa=wap)i e A3 =wsi,

onde as frequéncias w.s > 0, sdo:

wilp) = —5—  wp=—5— e w=1
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1 . A . o s : -
com A = 1 B > 0. Existem trés familias de érbitas periddicas do sistema ndo linear, cada

uma associada a cada um dos autovalores imaginarios puros. Para ver isto, consideremos cada

um dos casos a seguir:

(i)

(iii)

Yy
vejamos que —] gé Z, 7 = 1,2. De fato, note que como A > 0, temos wy > 0 se, e
somente se 1 — \/_ A > 0 se, e somente se, 0 < A < 1 para todo 0 < pu < py €, por
conseguinte,
V2 V2

7<U)1(M>§1 e O<W2<M)§7,

N .

isto é, )\—; ¢ Z* para qualquer 0 < g < pq, j = 1,2. Portanto, pelo Teorema do
Centro de Lyapunov, existe uma familia de solucdo do sistema Hamiltoniano n3o linear,
2,(v, 11, 0), cujo periodo tende a 27 quando a familia de solu¢3o se aproxima do equilibrio

P,.
. Aj ,
Agora vejamos que ~ ¢ 7, j = 1,3. Neste caso, suponhamos
2

A A
—3234:))\§ZSQA§ e —1:7“4:))\%:7“2)\3.
)\2 )\2

Usando o fato de A = i — [ nas relacGes acima, temos
s2—s5t-3=0 e P+ 1)2-g=0. (2.53)
Assim, exigimos que
B#m2—m™* e B#m*(m?+1)"2 paratodo inteiro m > 1.

Portanto, para os valores de 5 que cumpram ambas condicGes acima, o Teorema do
Centro de Lyapunov, garante a existéncia de uma familia de solucdes do sistema Hamil-

toniano ndo-linear, z,(v, 1, 0), emanando do equilibrio P, que é periédica em v e cujo

21
[Aa|’

periodo aproximado é 7(0) =

Por fim, o caso )\—J ¢ Z, j = 2,3 é analogo item (ii) e obteremos uma quantidade
1

enumeravel de restricoes para (3 fora das quais podemos garantir outra familia de solucdes
27

periddicas, estas com periodos préximos de 7(0) = m
1

Neste este capitulo, demos uma formulacdo Hamiltoniana para o problema restrito de

quatro corpos quando os primarios se encontravam em solucdo colinear eliptica. A partir desta



31

formulacdo garantimos a existéncia de solucdes equilibrio, realizamos o estudo da estabilidade
linear e a existéncia de orbitas periddicas para valores restritos de p.
No préximo capitulo, faremos um estudo mais detalhado da dindmica dos primarios quando

estes formam uma solucdo isésceles para o problema de trés corpos.
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3 SOLUCOES ISOSCELES GERADAS POR UMA SOLUCAO COLINEAR DE
EULER

Neste capitulo, faremos um estudo do problema isdsceles proveniente de uma perturbacao
da solucao colinear de Euler no problema de trés corpos.

Uma solucdo isésceles do problema dos trés corpos é uma solucdo em que as trés massas
formam, em cada instante, a configuracdo de um triangulo isésceles que n3o se degenera em
uma configuracao colinear nem em uma configuracao equilatera. Como as coordenadas de uma
solucdo do problema dos trés corpos sao funcdes analiticas do tempo, se uma solucao é colinear
ou equildtera durante um intervalo de tempo, por menor que seja, ela permanece colinear ou
equilatera, conforme o caso, para todo o tempo. Assim, tais configuracoes particulares s6
ocorrem para valores isolados do tempo e, por conseguinte, a base do tridangulo isésceles esta
bem definida.

E um teorema importante o fato de que em uma solucdo isésceles as massas da base s3o
iguais, ver (CABRAL, 2012). Com base neste fato, pode-se provar que existem exatamente trés
tipos de solucdes isésceles. Nos dois primeiros tipos de solucGes isésceles ocorrem colises de
modo que esta solucdo estad definida apenas em um intervalo finito do tempo a menos de
regularizacoes das colisdoes. No terceiro tipo, ndo ocorrem colisdes e a solucao esta definida
para todo o tempo.

Algumas referéncias sobre solucdes isdsceles sdo (CABRAL, 1983), (CABRAL, [2012)), [(GO-
MES| 2004)), pag 50-56], (SIMO; MARTINEZ, 1987) e [(WINTNER, 1941)), pag 344-346].

Nosso objetivo é estudar uma solucdo isésceles do terceiro tipo originada a partir de uma
solucdo colinear de Euler onde as massas nos extremos descrevem uma 6rbita eliptica, como no
Capitulo 1. Assim como no capitulo anterior, consideremos trés massas em solucdo colinear de
Euler, onde as massas das extremidades sao m; = my = m > 0 e a massa central é ms > 0.
Impomos um caracter isdsceles nesta solucdo por meio de uma perturbacdo nas posicoes de

my € mo da seguinte forma
r=T{+U+Wes e 1y =—(T] +7)+ Wes, (3.1)

onde (7,e3) =0 e T{ = pé; com é; = (cosv,senv,0).
Para que o centro de massa permaneca na origem, o raio vetor de mgs fica dado por

2m__
s = ——wes.
mg

A Figura [3] a seguir, ilustra tal situacdo.



33

Figura 3 — Perturbacdo da soluc3o colinear de Euler

Observe que o lado direito da Figura [3] representa a solucdo colinear e seu lado direito
configura a solucdo isésceles apds a perturbacdo da solucdo colinear. Vamos provar que existem
uma func3o vetorial 7 = ©(t) e uma func&o escalar w = w(t) tais que os vetores em ([3.1]) sdo

de fato uma solucao das equacdes de movimento do problema dos trés corpos:

Gm Gms

¥ = ——————(re—11)+———2(r3—1r
N [EAGANAU e L R
Gm Gms

ry = ——————(r1 —71y) + ———5(rg—7r 3.2
N e L o A &2
Y R L

T3 = T — T Ty —T3).

S PN E R N TN

Denotemos
d12:H7"1—7”2H, d13:|’7“1—7’3H € d23:H7’2—7“3H-

Do fato de m; e my permanecerem equidistantes de mg, isto é, di3 = da3, segue de (3.2)),

que
. 2m = m
Ty — 11 :_G<d£{’2+di’z> (r2 = 71)
Gm

= dT(rl + 79 — 2r3)
13

T3

M
De 1' temos 1 — 1y = 2(F +7U) e 11 + ry — 2rg = 2—7wes, onde M = 2m + m3 é a

ms
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massa total. Assim, o sistema acima se reescreve da seguinte forma

. . 2
TN+T =-G Ter@ (7¢ + )
diy  dis (3.3)
- GM ’
wes = ———=—We
3 di},s 3
onde
e e M
dip = || —rof| = [2(FT + )| e diz=|r1 — 73] = || (7] +0) + Hwey, )
3

A funcdo vetorial 7$(t) é conhecida ela é a solucdo do Problema de Kepler que
descreve o movimento da massa m; na solucdo colinear considerada. Observe que 7 = 0,
w = 0 é solucao de equilibrio deste sistema, pois como mencionado r{ € uma solucao de
Kepler. Assim, (3.3]) é um sistema de segunda ordem em @, @ com dados analiticos. Portanto,
pelo teorema de existéncia e unicidade em equacdes diferenciais ordinarias, para cada condicao
inicial 7y, Wy, Vo, Wy, existe uma tnica solucdo deste sistema definida em um intervalo aberto
do tempo, cujas coordenadas sdo funcdes analiticas de t. Como ela determina os vetores
em que formam uma configuracdo isdsceles neste intervalo, entdo, por analiticidade, a
solugdo ([3.1)) coincide com a solucgdo isdsceles em todo o tempo em que esté definida, e por

ser do terceiro tipo, ela estd definida para todo tempo.

3.1 O HAMILTONIANO DO PROBLEMA ISOSCELES

Denote os vetores T = (v, v9,0) € v = (v, v3,v3). Considere a reescala do vetor vertical,

_ mg . . . . .
weg = ,/Mvgeg. Esta reescala permite que o sistema (|3.3) seja reescrito do seguinte modo

b= VU(v,t,m,msg) — 7%, (3.4)
onde
Gm Gm3
t = —
U<U7 , M, m3) 4d12 + d13 )
com

dips = \/(p cosv + v1)? + (psenv + vy)?

M
diz = \/(p cosv +v1)? + (psenv + v9)? + —v3.
ms3
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m M
Seja = —, temos — = 2u + 1. Além disso, considere [ uma unidade de comprimento
ms ms

tal que S-1e faca

l3

Ty =rf, e lv=z, z = (21, 22, 23)

entdo ((3.4)) fica dado por
£ =VU(z,t,p) — 7, (3.5)

W 1
onde U(z,t,pu) = — + —.
ddyy  dy3
Assim como no Capitulo 1 vamos colocar o vetor que sintetiza a perturbacdo, z, para rea-
lizar o movimento de forma caracteristica a 7{, isto é, fazemos a rotacdo seguida da homotetia

da seguinte forma
(1) z=9¢  (2)¢=pz.

Dessa forma, temos

21 = p(x1 cosv — xgsenv), 29 = p(x1senv + xy cos V) e 23 = pV/ 21 + lxs.

Assim como no Capitulo 1, usamos a anomalia verdadeira como nova variavel tempo, dai do

lado esquerdo de (3.5]) temos

2
3= %Q 2425 + Y% ———2
0 1+ ecosv

€COSV

(3.6)

1
e do lado direito, o potencial V.U(z,t,u) = —QV, W (z,u). Além disso, como r{ = péy,
p

onde é; = (cosv,senv,0), temos

i = (p— pp*)ér = (p — pir*)Qey.

2 1
De 1D segue que p — pir’ = - . portanto,
p3 1+ ecosv

EI — (37)
Pl = —————Qe;. :
! P 1l+ecosy

Procedendo como no Capitulo 1, usamos a anomalia verdadeira como nova variavel tempo,

dai a equacdo (3.5]) fica reescrita da seguinte forma
1

22+ Y= ——
1+ ecosv

(—e cosvx + %VxW(x, ) + 61) ;
c

isto €,

1

/ E /:_E / E -
(" + Xx) (" + x)+1+€COSV

1
(—e cos vx + ;VxW(x, W) + 61) : (3.8)
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2

. c . . .
Exatamente como anteriormente, usamos o fato de — = k e reduzimos o sistema acima
p

a um de primeira ordem quando tomamos y = ' + Xz, isto é, obtemos a dindmica descrita
por um sistema candnico

¥ =y—Xx Yy =-Sy+ V.V(z,v,u,e), (3.9)
cujo Hamiltoniano H : T' x R®* x R x I x [0,1) — R é dado por

1
H(xayu I/,,M,E) = 5”2‘/“2 - V(.CIZ', U,/L,E) - <EI,y>, (310)

onde I’ = {(x1, g, 23) € R3; 2y # —1 ou w9 # 0}, I é um conjunto de nlimeros reais positivos

(S
1 1 1 p+4
Vv — _ 2L W ) = — 3.11
(@ €) = T (—gecosvlal + W+, k=25 (31)
onde
W 1
W == 4=
com

di=+\/(1+mz)2+23 e d2:\/(1—|—x1)2+m%+(2u—1—1)x§.

3.2 EQUILIBRIOS

Os pontos de equilibrios sdo os pontos (z,y) tais que (z/,y') = (0,0) para todo v € R,
weleee]0,1). Dessa forma, por (3.9), eles sdo dados como segue

y = Xu (3.12)
V.V(r,v,ue) = N2, (3.13)

paratodov € R, u €I eee€[0,1). Além disso,

1 1
V.V(x,v,p€) = R (—e cosvx + EVCEW(x, ) + €1> ,
onde
2u+1
VW () = (B(w)(l 1), Bz, 1), “‘d)) (3.14)
2

com

L 1

Bla,p) =%+
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Como a terceira entrada de X2z é nula, da terceira equacdo de (3.13)), temos

1 1(2 1
—ecosvay + —W,, =0& [ecosu—l— —L_;)
K Kk ds

] T3 — 0
que se cumpre para qualquer que seja v € R, u € I e € € [0,1) se, e somente se, z3 = 0.
Quando isso ocorre (z3 = 0), temos d; = dy = /(1 + x1)? + 23. Desse modo, as duas

primeiras equacoes do sistema ([3.13]) se reescrevem como segue

1 1k 1 1k
— |1 -—= ] (1 =0 — |1 - ——= = 0.
1+ecosu< ndi{’>( 1) =0, 1+ecosy< md%)xz

Note que 1 + x; e x5 ndo podem ser simultaneamente nulas, pois isto daria d; = 0, uma

singularidade para WW. Entao, pelo sistema acima, temos di’ =1, ou seja,
(14+2)>+23=1, paratodos v €R, pcleecc|01). (3.15)

Assim, por (3.13), temos y; = —x2, y2» = 1 4 z1. Portanto, vamos denotar estes equilibrios
da seguinte forma:

(2", y") = (1 +27), 25,0, =25, (1 + 27),0),

onde ((1+ x1)*, x%) é um ponto do circulo (3.15)).

Vimos ao final da Secdo 1 que o equilibrio 7 = 0, w = 0 do sistema da a solucao
colinear de Euler que gerou as solucdes isésceles consideradas. O que dao os equilibrios do
sistema Hamiltoniano ? Para compreendermos a situacdo, tome um ponto x( do circulo
de equilibrios , observe que ao fazermos a rotacdo e homotetia, cada ponto deste circulo
dard origem a uma elipse cujo foco é comum ao centro (—1,0) deste circulo e cujo eixo

principal é definido conforme v varia; veja esta interpretacdo na Figura |4| abaixo.

Figura 4 — Interpretacdo geométrica para o circulo de equilibrios

Assim, cada equilibrio do sistema Hamiltoniano ((3.10)) situado no circulo ([3.15)) corresponde
a uma solucao colinear eliptica. Note que os equilibrios na dinamica dos movimentos isdsceles

ndo sao solucoes isdsceles.
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3.3 EQUACAO CARACTERISTICA DO SISTEMA HAMILTONIANO

Nesta secdo, vamos obter os autovalores do sistema linearizado na solucao equilibrio.

Considere o sistema Hamiltoniano linearizado na solucdo equilibrio 2’ = A(v, p, €)z, onde

-3 I
A(Va,ua 6) = Jsz(Z*aya,ua 6) = )
‘/m*x -
sendo que V!, = V. (x* ) ! ( +1W*( ))eW* Wow(2*, 1)
ndo qu = Vi(z*, v, p€) = ——— [ —ecosv + —W} (x, = W (2,
. v a 1+ ecosv K a a

denota a matriz hessiana de W no equilibrio. Quando € = 0, temos um sistema constante, que
1

sera representado pela matriz Hamiltoniana A = A(u), onde V., = —W} . Para obtermos as
K

entradas dessa Gltima, usemos (3.14)), dai

Weier = SBl(x,u)(l—i—xl)Q—B(x,ﬂ)
Wiz, = 3Bi(z,p1)(1 4 z1)xs

Wl’zl‘z = 3Bl(x,,u)x§—B(x,u)

(2p+1) <3(2M +1) )
Weawa = - rxz— 1],
373 dg d% 3
1
onde By(x,pu) = <4Md§ + d%) Como no equilibrio, 25 = 0 e (3.15) é satisfeita, as entradas

da matriz W, sdo:

sendo as demais entradas nulas. O polinémio caracteristico de A é dado por

p(\) = (Z—A2> [A4+<2—“:C)A2+<Z+1) <Z+1>—2221.

Agora note que

a+c_

2 2 (3(1+27)°+3232—2) =1

K
a C v’ * * * *
<ﬁ * 1) (R + 1) — 5 =31+ a})’(3a3%) - 9(1 + a7) a3’ = 0.

Portanto, o polinémio caracteristico fica da seguinte forma

p(A) = =\ <2":1 + /\2> (A2 +1). (3.16)
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Desse modo, temos um autovalor nulo de multiplicidade 2 e dois autovalores imaginarios
2u+1
P72 4.
K
Note que o Hamiltoniano linearizado na solucao equilibrio é dado por

puros distintos, pois como u # 0, temos

1

Hy(e,yp) = 5(—JAz,2)
1, ., 1 p+4
= = — —(x,Wr 2) —2(2 =—. 1
Il = e wiw —25em)| v =25 (317)

3.4 ELIMINACAO DO AUTOVALOR NULO

Na secao anterior, vimos que a matriz Hamiltoniana A possui um autovalor nulo de mul-

tiplicidade igual a dois. Isto, conforme a Proposicao (3.1|) abaixo, se deve ao fato de a funcao

Qz,y) = (Xz,y)

ser uma integral primeira do sistema (3.10)). A raz3o pela qual Q(z,y) é uma integral primeira
de (3.10)) é que o potencial (3.11)) é invariante por rotacdes em torno do eixo x3. De fato,
como

t'=H,=y—Yz, y=-H,=V,—Yy, onde X =Q'Q

temos

Q = (2 y)+ (Ba,y), pois ¥ =%
= (Zy—S%z,y) + (Zz,V, — Dy)

= (Xr,V),
esta ultima ocorre porque
(Zy — 22,y) + (Bz, —Xy) = (Zy,y) — (Z%z,y) + (Z?z,y) = 0.

Agora, como V' é invariante pela rotacido (2, temos V (Qz) = V(x), para todo z e, derivando
esta Ultima com relagdo a v, temos (VV(Qx),¥z) = 0. Por outro lado, do fato de €2 ser
ortogonal, segue que VV (Qz) = QVV (z). Portanto, 0 = (VV (z), Q7 'Q'z) = (VV(x), Zz),

isto é, @' = 0. Assim, Q é uma integral primeira.

Proposicao 3.1 Seja x equilibrio de & = f(x), © € R™ e ¥ uma integral primeira deste
sistema definida em uma vizinhanca de x tal que V¥ (xy) # 0. Entdo A = D f(xq) tem

autovalor nulo.
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Demonstracao. Por facilidade, vamos supor zy = 0, caso contrério, basta considerar uma
translacdo para origem. Dessa forma, a equacdo diferencial pode ser escrita como & = Ax +
O(ll1*).

Suponhamos que A n3o tenha autovalor nulo. Entdo A é invertivel, logo existe v ndo nulo,
tal que Av = VW(0) # 0. Agora, para cada s > 0, préximo de zero, seja x(t, s) a solucdo de
& = f(x), tal que z(0,s) = sv. Como U é integral primeira desse sistema e (¢, s) é solucdo
dele, temos W(x(t,s)) = W(x(0,s)) = ¥(sv) para todo t. Derivando esta Gltima com relagdo
a t, obtemos (VU (z(t, s)),@(t,s)) = 0, para todo t. Como (¢, s) = Ax(t, s)+O(||z(t,s)|?),

fazendo ¢ = 0, obtemos
0 = (VU(2(0,5)), (0, s)) = <V\I/(sv), sAv+ O ([lsv]]?) >

Dividindo por s e fazendo s — 0, obtemos por meio da continuidade de VU, (V¥(0), Av) =
0. Mas, Av = V¥(0), dai [[V¥(0)||*> = 0, contradizendo o fato de V¥(0) # 0. Portanto, A

tem um autovalor nulo.
[ |

Por meio do préximo resultado, conseguimos reduzir o nimero de graus do sistema Hamil-
toniano auténomo. Sua demonstragdo pode ser vista na Secdo 18 de (SIEGEL; MOSER, [1971)
e como nela descreve-se o processo de reducdo, vamos apresenta-la aqui. Este processo sera
utilizado na préxima secao para reduzir o sistema Hamiltoniano a um outro com dois

graus de liberdade.

Proposicao 3.2 Seja um sistema Hamiltoniano auténomo 2 = JV H(z) e ¥ uma integral
primeira que ndo depende do tempo. Ent3do, em uma regido onde VV(z) # 0 pode-se baixar

de uma unidade o nimero de graus de liberdade do sistema.

Demonstracdo. Seja ¥ (x,y) a integral primeira do sistema Hamiltoniano auténomo 2z =
JV H(z) com n graus de liberdade. Vamos procurar uma transformagdo simplética ¢ : © =
z(u,v), y = y(u,v), gerada por uma funcdo W(z,y) de modo que nas novas varidveis

w = (u,v) tenhamos ¢ (u,v) = v,, onde

(w) = ¥ (p(w)). (3.18)
Como x = W, (u,y) no processo precisamos conhecer uma solugdo particular da equagdo

v, = Y (W,,y). (3.19)
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Suponha que para esta solucdo particular tenhamos det D*W(u,y) # 0. Entdo W gera uma
transformac3do simplética ¢ : * = z(u,v), y = y(u,v). Denotemos por H o Hamiltoniano nas
novas variaveis, isto é, H(w) = H(¢(w)).
Por (3.18)), temos
Vi (w) = Do(w)" - VI(2), (3.20)

onde z = ¢(w(t)) é solugdo de 2 = JVH(z), e como ¥ é integral primeira deste sistema,

temos

0=—(V(2(t) = DY(d(w))- (Do(w)- )
- <V\If(z),D¢(w)JV7—[(w)>
_ <D¢(w)TV\I/(z), JVH(w)>
_ <w(w),JVH(w)>, (3.21)
a ultima igualdade é valida em virtude de ([3.20).
Agora, pela exigéncia (3.19)), temos V¢)(w) = (0,...,0;0,...,0,1) e, por (3.21)), segue
que H,, = 0, isto é, o novo Hamiltoniano H(u,v) n3o contém a variavel u,. Além disso,

como v, = H,, = 0, temos que a varidvel v,, € uma constante do movimento. Fixando seu

valor, ’UO, (o} ||a|||i|toniano H Uy ooy Up—1,UV1y...,Un_1 ’UO tem n — 1 graus de Iiberdade.
n ) 9 ) ) ) sy Un
[ ]

Observacao: Note que na matriz hessiana GG, 2n x 2n, do Hamiltoniano H(u,v), a
linha correspondente a varidvel u,, é nula, isto é, a enésima linha de G é nula. Como G ¢
simétrica, a n-ésima coluna de GG é nula e, por conseguinte, a enésima coluna de A = JG é
nula. Portanto, A tem um autovalor nulo, e como esta matriz € Hamiltoniana, este autovalor
é duplo. Ao reduzir a dinamica ao espaco que se obtém quando se fixa o valor da integral
primeira que deu origem ao autovalor nulo, obtemos um sistema reduzido no qual o autovalor

nulo foi eliminado.

3.5 O HAMILTONIANO REDUZIDO

Nesta secdo, vamos fazer a reducédo do sistema Hamiltoniano proveniente de (3.17)) a um

outro com dois graus de liberdade usando a integral primeira

Q(x,y) = —(Ex,y) = T2Y1 — T1Y2.
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Primeiramente, vamos buscar uma transformacdo simplética (1, 2, T3, Y1, Y2, Y3) —> (U1, ug, us, v1, V2, V3)
tal que nas novas variaveis u, v tenhamos Q = vs.
Como Q ¢ bilinear, procuramos uma funcdo geradora W(u,y) na forma de uma funcio

bilinear em g1, g2, x3, V1, V2, U3:

W(u, Z/) =01 (Uh Uz)yl + 92<U1, U2)?/2 + u3ys.

Como W, = 91,01 + 92,2 € QWy, ) = g2(u1, u2)y1 — g1(u, u2)y2 a equacdo ([3.18)) que

aqui significa W,,, = Q(W,,y), nos da o sistema de equagdes
Jyy = 92(U1,U2)7 924y = —gl(ul,u2)-
Verificamos facilmente que
g1(u, up) = uy cosuy,  ga(uy, ug) = —uysen uy

é uma solucdo particular para a qual temos det W, , = —u;. Assim, numa regido onde u; # 0

a funcdo W gera a requirida transformacdo simplética, a qual é dada por

T1 = Ujp COS U2, To = —UuisSen usy, T3 = U3
(3.22)
U2 U2
Y1 = V1 COSU2 — —Sen Uaq, Yo = —U1SEN U2 — — COS Ug, Ys = Us.
Uy Uy

Dessa forma, obtemos

1
Brai=ud, dy= i 2at DE e yi e =it 03
1

e assim vemos que o potencial nas coordenadas w1, us, u3 depende somente de u; e uz. Como
Q = vy e vy € uma constante do movimento, fixando seu valor v = v, podemos ignorar o

termo Q em ({3.17)) e obtemos agora o seguinte Hamiltoniano reduzido

H(U17U37U1,U3,/~07%€) = (U%_’_Ug) +V(U1,U3,’U1,U3,,u,’}/,€), (323)

| —

com o potencial (3.11]) agora dado por,

2
5 1 1 1
W%W#“@:%F1+mmﬁfwwﬁ*@*¢w%”“®’

onde

" 1
_ ' 24
W (uy, us, 1) <4’U1| + [u? + (2p + 1)u§]1/2> 2
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Se v # 1, entdo (3.23)) ndo tem equilibrios. Se v = 1, seu Gnico equilibrio é o ponto

O sistema Hamiltoniano linearizado na solucdo equilibrio é dado por

1 3
H(u17u3uvlav3-u,€) § (U% + Ug) + 5’&%
1 €COS V (20 + 1)
" T+ ecosv [— 5 (u?+u§)+u§—7u§ - (3.25)

Embora tenhamos reduzido para dois o grau de liberdade de , o sistema depende
de v e, portanto, o estudo da estabilidade deste equilibrio é n3o trivial. Se o sistema fosse
autonomo, poderiamos usar o teorema de Arnold, mas este ndo é o caso.

Assim, resta-nos a possibilidade de estudo da estabilidade do equilibrio para o sistema
linearizado numa vizinhanca do mesmo. Na Subsecdo 2.5.2 faremos o estudo da estabilidade
paramétrica do sistema Hamiltoniano linearizado. Para este estudo é necessario obter a forma
normal do sistema Hamiltoniano linearizado quando € = 0 e obter informacdes sobre a regiao
de estabilidade linear por meio das frequéncias de oscilacoes lineares, objeto de estudo da

préxima secao.

3.5.1 Normalizacdo da parte quadratica do Hamiltoniano

Nesta secao vamos obter a forma normal do sistema Hamiltoniano reduzido , no
caso auténomo, isto é, quando € = 0. O processo de normalizacdo, que pode ser consultado
na Secdo 1.2 de (MARKEEV, [2009)) é feito para o caso de estabilidade linear do sistema, em que
todos os autovalores +\y, ..., £\, sdo imagindrios puros distintos, A\ = iwy, com w; > 0.
Neste processo devemos obter os autovetores associados a cada autovalor A\, vy = 1) + 15k,
k=1,...,n, da matriz A = JG, onde G é a matriz hessiana do Hamiltoniano quadratico
no equilibrio em questdo. Em seguida, calcula-se os produtos simpléticos (7, sx) = (ri, Jsk),

O 1
onde J = é matriz simplética de ordem 2n. Denotando-se por Jj, o sinal de (7, s)

-1 O

e por pi 0 quociente , entdo a matriz cujas colunas sao os vetores

1
\ (Txs S1)

—P151, —P252, - -, —PnSn01P171, 02272, . . ., OpPpTn

é a matriz da transformacdo linear simplética que normaliza o Hamiltoniano quadratico.
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A forma normal do Hamiltoniano é dada por

i) = 3 3 Gun(ad +32) (3.26)
Observe que esta forma normal é a soma algébrica de n osciladores harménicos de frequéncias
Wy e ey W
No caso do Hamiltoniano reduzido , com v =1 e e = 0, a matriz hessiana GG no
equilibrio P* = (1,0,0,0) é G = Weu O , onde W, = ! 2u0+ L |r= “14.
O I 0 p
Os autovalores de A = JG sdo £\, = fiwg, k=1,3, comw; =1 e wg = (2M:D Para

os autovetores v, = 1 + 1S, associados a A\, kK = 1,3, podemos tomar
r =(0,1,0,0) s, =1(0,0,0,1) 73=1(1,0,0,0) s3=1(0,0,(2u+ 1)/k,0),

cujos produtos simpléticos (7, si) sdo os valores

2u+1
(7"1,81) =1 e <T3,83) = lu/{, .

Assim, = 0o = +1 e p; =1, ps = /k/(2u+ 1). A matriz simplética N da transformacdo

linear simplética que leva o Hamiltoniano (3.23), quando € = 0, a sua forma normal

1 1
Horea(z,y, 1) = §w1(ﬁ + i) + §W3(l’§ +13), (3.27)
é ) _
0 0 w0
0 0 0wy
N = :
—wi”? 0 0 0
0 —w? 0 0

onde as frequéncias sdo

2 1
wy =1 e w3(u):21/5:_4.

Para ¢ = 0, o sistema Hamiltoniano € auténomo e como sua parte linear no equilibrio P*,
em virtude de , é definida positiva, este equilibrio é estavel para o sistema (3.23), quando
e = 0. Como este sistema tem dois graus de liberdade, a estabilidade do equilibrio poderia
ser examinada usando-se o teorema de estabilidade de Arnold, se o sistema fosse auténomo.
Como este ultimo fato n3o ocorre, a saida é nos limitarmos a examinar se o equilibrio é estavel
para o sistema linearizado em torno do equilibrio, cujo Hamiltoniano é dado em . Esta

questao serad estudada na préxima subsecao.
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3.5.2 Estabilidade paramétrica do sistema linearizado

O sistema Hamiltoniano linear é periédico no tempo v, com periodo 2m. Para
sistemas Hamiltonianos lineares periédicos o estudo da estabilidade pode ser feito com a teoria
de Krein-Gelfand-Lidskii, ver Se¢do 6.5 de (CABRAL; AO, 2020) e Secdo 3.1 de (MARKEEV,
2009) ou (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, [1975). Vamos fazer algumas considera¢des sobre a
questdo de estabilidade de sistemas lineares.

Seja A = A(v) uma matriz continua de ordem n. Dizemos que o sistema linear 2’ = Ax
é estavel se a origem x = 0 é um equilibrio estavel desta equacao.

Agora considere uma matriz A(v) de ordem n que além de continua, seja T-periddica e o
seguinte sistema linear

2= Av)z. (3.28)

Queremos introduzir o conceito de estabilidade forte, mas antes, é preciso falarmos de vizi-
nhanca, e para isto dotamos o espaco A formado pelas matrizes A(v), n X n, continuas e

T-peridédicas com a seguinte norma

|All = sup |A(v)]. (3.29)
o<v<rt
Dessa forma, (A, || - ||) € um espaco de Banach. Perceba que por A(v) ser T-periddica, basta

que a consideremos em [0, 7].

Agora podemos definir rigorosamente estabilidade forte. Dizemos que o sistema
é fortemente estavel se ele é estavel e se existe ¢ > ( tal que qualquer outro sistema
de mesma natureza, 2’ = A(v)z, é estavel para todo A(r) € B.(A(v)). Este conceito é,
evidentemente, bem mais forte do que o de ser apenas estavel e ele é muito importante, visto
que os sistemas muitas vezes descrevem fatos observados ou estimados experimentalmente, e
portanto, carregam consigo inevitaveis imprecisoes.

Outro conceito de estabilidade para sistema lineares um pouco mais fraco do que este é
definido quando a matriz A(v) em depende de pardmetros. Seja A(v, o) continua em
(v, 0) e T-periédica em v, onde o pardmetro o varia num conjunto P C R*. Dizemos que o
sistema linear 2/ = A(v, 0*)z, é parametricamente estavel se ele é estavel e se existe § > 0,
tal que para qualquer ¢ € Bs(0*) NP C R* o sistema 2’ = A(v, 0)z é estavel.

Evidentemente, se o sistema ' = A(v, p*)x é fortemente estavel, entdo ele é parametri-

camente estavel.
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A teoria de Floquet nos garante que a matriz fundamental do sistema , Z(v), pode
ser escrita na forma Z(v) = Q(v)e*?, onde Q(v) é T-periédica e B é constante. Lembremos
que a matriz fundamental é uma matriz solucao de tal que det Z (1) # (ﬂ Outro fato,
é que podemos transferir o estudo da estabilidade de 2 = A(v)z para o sistema constante
¢’ = B( mediante a seguinte mudanca de variaveis z(v) = Q(v)((v). De fato, como Q(v) é
T-periédica, entdo é Q(v) é limitada para todo v € R. Além disso, como Z(v) = Q(v)e"?
podemos expressar Q(v)~! = Z(v)~1e’P que também é limitada por ser periédica. Para ver
este Gltimo fato, basta usar que para toda matriz fundamental, existe uma matriz constante
e inversivel, C, tal que Z(v + 7) = Z(v)C, na verdade, C' = ¢™P e é denominada matriz de
monodromia.

Os autovalores, p, da matriz de monodromia C' sdo denominados multiplicadores caracte-
risticos de , ou simplesmente multiplicadores, e os autovalores de B sao denominados
expoentes caracteristicos de . Note que se A é um expoente caracteristico de (|3.28)|)
entdo p = €.

No caso do sistema ser Hamiltoniano, temos uma propriedade adicional que é o
fato de serem reciprocos, isto é, para todo multiplicador caracteristico, o conjugado inverso
também é.

Seja \ = i3 expoente caracteristico e p = ™ o multiplicador correspondente. Um autove-
tor v de B para A é também um autovetor de Z(v) para p. Dizemos que p é um multiplicador
de primeira espécie ou de segunda espécie se o produto simplético (r,s) = (r, Js) é positivo
ou negativo, respectivamente, qualquer que seja o autovetor v = r + is de p. Dizemos que o
multiplicador p é definido se ele é de primeira ou de segunda espécie. Dizemos que o multi-
plicador p é indefinido se ele ndo é de primeira nem de segunda espécie. Neste caso, existem
autovetores de p dando produtos simpléticos de sinais contrarios.

O teorema a seguir é fundamental na teoria de estabilidade de sistemas lineares Hamilto-
nianos e pode ser consultado na Secdo 6.5 de (CABRAL; AO, [2020)), Sec&o 3.1 de (MARKEEV,

2009) ou (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, [1975).

Teorema 3.3 (Krein-Gelfand-Lidskii) O sistema Hamiltoniano real linear e periédico como
(3.28) € fortemente estavel se, e somente se, todos seus multiplicadores estdo no circulo

unitario e todos eles sdo definidos.

1 aqui basta que seja para algum v, pelos seguintes fatos: 1) os vetores Z;(v) da matriz fundamental s3o l.is se, e

somente se, det Z(v) # 0; 2) se {Z1(vo),...,Zn(vo)} é li. para algum vg, entdo é |.i. para todo v € R.
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Suponhamos que o sistema Hamiltoniano 7-periddico linearizado na solucdo equilibrio,
2 = A(v, i, €)z, dependa de dois pardmetros escalares 1, € e que o sistema n&o perturbado
seja estavel para todo u € I. Serd que para € pequeno o sistema também é estavel? Vimos
que se 2’ = A(v, u*,0) é fortemente estavel para algum p* € I, entdo ele é estavel para toda
vizinhanga de (u*,0). Mas e se o sistema n3o for fortemente estavel?

Como o sistema n3o perturbado é estavel, entdo os multiplicadores p;(p*), ..., pon(u*)
estdo todos na circunferéncia unitaria. Se todos multiplicadores s3o simples, isto é, tém mul-
tiplicidade igual a um, entdo para p préximo a p* e € pequeno, o sistema 2’ = A(v, p,€)z
tém multiplicadores simples e todos estao no circulo unitério, ou seja, esse sistema é estavel
para (i, €) na vizinhanca de (p*,0). Suponhamos que temos um multiplicador miiltiplo, diga-
mos p; = pr(p*). Seja Ay = iwg, wr, > 0 um expoente caracteristico de 2’ = A(v, 11,0)z e
pr = €™ o multiplicador mltiplo correspondente, pelo fato do sistema Hamiltoniano ser re-
ciproco, temos p;, = p; ou p, = —, para algum [. Isto é, 7™k = 7! ou seja, eiTWkETW = ]
se, e somente se, cos[T(wy * w%] + isen [T(wr + w;)] = (1,0). Portanto, a existéncia de

multiplicador multiplo ocorre quando
m
wp,tw,=N—, NEZ. (3.30)
T

Esta ressonancia é denominada ressonancia de Krein e possui a seguinte classificacdo quanto

a seu tipo:
(i) ressondncia basica: se 2wy, = N, isto é, se k = [;
(ii) ressondncia combinada, se k # 1.

E ainda, se ocorre apenas uma vez algum desses tipos de ressonancia, dizemos que ela é
simples, caso contrario, dizemos que é mdltipla. Assim, se temos duas ressonancias, w; € ws,

pode ocorrer:
1. simples basica: 2wy = N, 2w, ¢ Z; dupla bésica: 2w; = Ny, 2wy = No;
2. ressonancia combinada: w; £ wy = N.

Quando o sistema 2z’ = A(v, u*,0) tem um multiplicador mltiplo para algum valor p* € 1,
dizemos que este é o valor de ressonancia paramétrica. Em decorréncia do teorema de Krein-
Gelfand-Lidskii, o sistema n3o perturbado para este valor de ressonancia, pode ser fortemente

estavel. No caso em que seja parametricamente estavel, temos que para (i, €) na vizinhanca de
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(u*,0) o sistema perturbado 2’ = A(v, p, €)z é estavel, para € pequeno. Agora, assumamos que
o sistema ndo perturbado nao é fortemente estavel. Isto é, na vizinhanca deste sistema, existem
sistemas estaveis e instaveis. Além disso, na familia de sistemas paramétricos 2z’ = A(v, u, €)z,
podemos ter parametros que fornecem sistemas estaveis e parametros que fornecem sistemas
instaveis. Assim, talvez os parametros possam ser separados por curvas continuas que limitam,
no plano paramétrico, as regiGes de sistemas da familia que s3o estaveis e as regides de
instaveis.

No caso de termos mais de dois parametros teremos superficies ao invés de curvas para

delimitar tais regidoes. Nas préximas subsecoes trabalharemos para construir estas regioes.

3.5.3 Ressonancias

Nesta subsecdo vamos analisar quais tipos de ressonancias de Krein aparecem para o equi-
librio da forma P* = (1,0,0,0). Antes disso, vamos fazer algumas consideracdes. A primeira
delas é que apds uma andlise prévia, vimos que é suficiente supor i estritamente positivo,
ja que como vimos ao final da Secdo 2.3, u # 0. A segunda é sempre que mencionarmos

“inteiro", entenda por nimero inteiro ndo-negativo. E por fim, vimos que as frequéncias sao:

21+ 1
W) = w =1 e Wy = W =2 —. 3.31
1 (1) 3 3(1) i+ 4 ( )

Note que 2w; = 2 é inteiro qualquer que seja j, e perceba que do fato de p > 0, temos
1 < ws(p) < 2v2. (3.32)

Dessa forma, temos uma ressonancia simples sempre que 2ws nao for um niimero inteiro.
As ressonancias duplas ocorrem para os valores de u tais que 2ws = N, onde neste caso,
vemos de ((3.32)) que as Unicas possibilidades de valores para N ser inteiro sdo N = 3,4,5. Os

respectivos valores de ressonancia paramétrica sao

Hs = 50 py=3 e  ur=12. (3.33)

Quanto a existéncia de uma ressondncia combinada, suponha que w; + w3 = N. Como
w = 1, o inteiro N tem que ser maior do que 1, ou seja, teriamos 2ws = 2(N — 1) e como
2(N — 1) é um ndmero positivo, resultaria novamente em uma ressonancia dupla. Portanto,

nao existe ressonancia combinada.



49

3.5.4 Construcao das curvas delimitadoras das regides de estabilidade e instabili-

dade

Nesta subsecdo, estamos interessados em construir as regioes de estabilidade e instabi-
lidade. As referéncias utilizadas foram: (ARAUJO, 2015), (NETO, 2016), (MARKEEV, [2005)),
(MARKEEV, [2009), Capitulo 4 de (MARKEYEV, 2006) e (VALERIANO, 2015).

Na secdo anterior, vimos que as ressonancias duplas ocorrem quando N = 3,4,5. Vamos
construir as curvas que delimitam as regiGes de estabilidade e instabilidade, para o seguinte

caso de ressonancia dupla
201(p3) =2 e 2wy(py) =4,

onde yp; = 3. Tais curvas sao construidas no plano ;1 — € e podem ser expressas através da

seguinte expansio em ¢
M = Hexpand = ,LL* + 1€+ M262 + 0(63)7 (334)

onde os coeficientes ji;, o deverdo ser encontrados por meio da equacao caracteristica do
Hamiltoniano auténomo e 27-periddico, K obtido através do método de Deprit-Hori como

VEeremos.

Primeiramente, expandimos (3.25)) em ¢, isto é

H(u,v,v,u,€) = Hy+ eHy + ;HQ +-- 4 ;:!Hk + O(e"), (3.35)
onde
Hy = ; <vf + 05 +ui + 4<i”++41)u§>
H = 2(Ml+4) [121&% + 3uui — 7,uu§} cos v
Hy = _2(Ml+4) {122& + 3uui — 7,uu§} cos® v
H; = m [121@ + 3uu? — 7,uu§] cos® v

Em seguida, normalizamos o sistema n3o perturbado, Hy, utilizando (3.27)) para obter

1
Horea = 5 (ui +07) + (uz + 05). (3.36)
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E ainda, apds aplicarmos a rotacao

uy = cos(v)X;+sen (v)Y)

N N
= () ()

. N=4
vy = —sen(v)X; +cos(r)Y;

Nv Nv
vy = —sen( 5 )X3+cos< 5 >Y3

obtemos o novo Hamiltoniano H(X,Y) = H(X,Y) — W,, onde W é a funcdo geradora da
rotag:éoE] e, Ho = 0. Feito isso, estamos aptos a iniciar o método de Deprit-Hori que podera
ser consultado na Secdo 3.3.1 de (BRANDAO; CABRAL, [2018), [(MARKEEV, 2009), pag 40] ou
[(MEYER; HALL; OFFIN, 2009), pag 237].

Note que Ko =Hg=0¢e

i , DW,,
K, =H,, + Z GO L+ C K| — o (3.37)
7j=1
onde
K r!
Cr El(r — k)
L;f é o colchete de Poisson, dado por
" Cof oW, Of OW;
Li = 7‘% = -
f={5W} ; <8Xi aY; Y, 8Xi>
Jj—
Kj,i - L]KZ - ZCS 1L KJ R
DWwW,, oW,
= - L, H
Dv ov mE0
D
Neste caso, como Hy = 0, temos ng = 8(?/7” e também L,,Hy = 0 para todo m.
v v

Em [(MARKEEV, 2009), pag 62], quando 2w; = Nj e 2wz = Ny, N; # N, o autor
menciona que a analise computacional é feita dependendo da paridade de N; e N, da seguinte

forma:

» 530 ambos pares ou ambos impares;

W(u,Y) é a funcdo geradora de uma mudanca de coordenadas simplética (u,v) — (X,Y), por meio
da rotacdo pelo angulo wr, u = X cos(wv) + Ysen (wv), v = —Xsen (wv) + Y cos(wr). W é dada

L Y
por W(a Y1) = —Lut + y2)2ln)

, onde usando a expressdo de u, obtemos W, =
cos(wr)  cos(wv)

%(x?uﬂ).
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= um deles é par e outro impar.

No nosso caso, como 2w; é sempre par, teremos os casos: 2wz = N também par ou
2ws = N impar.

Como mencionado no inicio desta secdo, vamos construir as curvas quando N = 4, isto é,
2wi(uy) =2 e 2ws(u}) = 4, onde pf = 3.

Para darmos inicio ao método de Deprit-Hori, expressamos K;, W; e H; da seguinte forma:

K= 3 bl XPXRYY
r1+re+s;+s2=2

H; = Do W XTXRYYS (3.38)
r1+ro+si+s2=2

W] = Z w&?TleSQX{l X52 )/181}/282 .

r1+ro+s1+s2=2

Primeiro computamos K3 fazendo m = 1 em ([3.37)), isto é

oW
KIZHI(X7Y7V7:U)_ 1a (339)
ov
onde dessa lltima temos
ow;
—H - K A4
ov ! ! (340)

e ao substituirmos K7, H; e W, dados pelas expressdes acima em ([3.39) e, em seguida, ao

compararmos os coeficientes de mesmo monomio, temos as equacoes:

dw

D @000
2000 2000 dv
1

JRCO () _ dwing
1100 — 1100 dv
1

k‘(l) _ h(l) _dw§0)10
1010 — 1010 dv
1

JRCV R _ duiy
1001 — 1001 dy
1

RGO R _ dwippg
0200 — 0200 dy
o0 dwih
kOllO - hOllO_ dv
1

RGO C) ~ dugn
0101 — 0101 dv
1

(1) dw(()O)QO

1
k((JO)QO = hoozo - dv
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1
RGO R _ dwig)y
0011 — 0011 dy

1
. h(l) _ dw(()O)OQ
0002 dy

k0002

Vamos ver como se da a resolucdo dessas equacdes em um dos casos, os demais, sdo analogos.
Note que pelo fato de N ser par, teremos W 27-peridédica. Agora, do método Deprit-Hori

queremos que K seja autdnomo, dai por (3.39)) e do fato de W ser 27-periddica, temos

1 2w

Kl = — HldV.
21 Jo
Dessa forma,
1 21
Koo = 5= | Bibodv, (3.41)
7 Jo
e, novamente usando (3.39)), temos
wé%%o —/(h2000 kéooo) dv. (3-42)

Esse mesmo argumento é empregado na resolucdo das demais equacdes, de modo que, dando
prosseguimento ao método Deprit-Hori, o préximo passo é realizar célculos analogos aos an-

teriores para m = 2 em ({3.37)):

Ky = Hy+ {H,, Wi} + {K,, Wi} + {Hy, Wy} — 8W2
= H,+ {H, Wi} + {K;, W} — 8W2 (3.43)
Desta dltima, usando o fato de W5 ser 27-periddica, temos
K, = 22 /027r (H, + {H,, W} + {K,, W,}) dv. (3.44)
Conhecido K5, obtemos
W, = /(H2 C Ky 4+ {Hy, WA+ (K, WA+ {Hy, Wa)) do (3.45)
Agora vejamos na pratica como acontece esse passo. Usando , temos
Duso _ oy + (Aitho + Ki1bo) wisen +2 (Ao + Koo ) wio
o 2000 — F2000 1100 T F1100 ) Wioo1 2000 T ~2000 ) Wio10
- (h%)m - kf%zn) witho — 2 <h1010 + k1010> whoho
dwiib @) L (p) 1) 1) 1)

1 1
= hiTbo — kitbo + (hnoo + k’&%)o) W01 + 2 (h2000 + k’éo%m) Wo11o
1 1 1 1 1 1 1 (1 1
—2 (hgo)ol + kgo)m) wizho +2 (h(()z)oo + k?(()z)oo) wiph + (hgl)oo + kn%)o) witho

1 1 1 1
- (h((n)m + ko + +hiol + k1010> wiihy — 2 (houo + kouo) wioho

ov
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dwip) (2) 2 1 1 1 1 1 1
# = h{Zlo — kigwo + (hgl)oo + k§1)00) wiohs + (4hgo)oo + 4/{50)00) whioko
(1) 1 1 1 1
- (h1001 + k’%o)ol) wino + (h((n)w + k0110> wiohy
1 1 1
(hl()011 koon) witb — 4 (h0020 + 4k?t()0)20) with
ow'?) 9 2 1 1 1 1
811301 = higo — kigo — 2 (hnoo + k’noo) wioh + 2 (hgo)oo + kéO%JO) Wity

1 1 1 1 1 1 1
- (hgo)ol + kgo)m) (()101 + (h(()l)l)l - hgo)m + kéﬁn - kgo)m) wgo)ol

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ (hgo)ol + k§0%)1) w§0)10 2 (h(()O)OQ + k’(()ozm) w%l)oo —2 (ht()o)u + k(()o)n) wéo)oo

aw@) 2 1 1 1 1 1 1
78(;/200 hozoo k(()z)oo +2 (ht(n)oo + k(()2%)0) w(()1)01 + (hgl)oo + k§1)00> w((n)m
1 1 1 1 1 1
—2 (hél)ol + k’((n%n) whzbo — (hél)lo + k((n)lo) wiibo
8w(2) 1 1 1 1 1
7801/110 = h((n)lo k’ono +2 (hgm)oo + k(()2%]0) (()0)11 +2 (hgl)oo + k§12}0) w(()o)zo

1 (1) 1 1
+ (hg)l)lo + kOllO) wOlOl (h0101 + thlO - k;(()lg)l + klOlO) ((]1)10

1 1 1 1 1 1
—2 (hoou + koon) wizho — (h((n)lo + k((n)lo) wiply — 2 (h(()O)QO + k(()o)zo) wiib

510(2) 2 2 1 1 1 1 1
a(;/wl = hg)l)()l - kél%)l +4 (héz)oo + k(()zz)o) w(()o)oz + (h(u%o + k112)0> w(()l))ll
1 1 1 1 1
+ (hgo)m + ki&n) wiiy — 4 (h(()O)OQ + k(()oZn) whsho

1 1 1 1
- (h(()l)w + k((n)m) wiph — (h(()ou + koou) wiib

Owoo20

ov

2 1 1 1 1
= higho — Kogho + (h((n)m + k((n)lo) wioh +2 (h1010 + k1010> wioho

1 1 1 1
(h(()ou + k(()o)u) wiilo — 2 (h((]0)20 + k((JO)20> witl




54

(2)

dw 2 1 1 1 1 1 1 1
78(1)/011 = high — kg +2 (h((n)w + k(()1)10> wiohs + <h(()1)01 + h{gho + ki + klOlO) wighy
1 1 1 1 1 1 1
+2 (hgo)ol + k%o%n) wioho — (h(()o)n + k(()o)n) whiby — 2 (hoooz + k‘(()o%m) whilo
1 1 1 1 1
—2 (hoozo + k?t()o)zo) wigh, — (h(()o)ll - kl()0)11> witl
2
8“1602)2

2 2 1 1 1 1 1 1
= higez — Kooz + 2 (hél)()l + k((n%n) wiobs + (hgozn + k§0%1> wiohs

1 1 1 1
-2 (h(()o)oz + k?(()o)m) (()101 (hoou + k(()o)n) gO)Ol

ov

e assim por diante. Em seguida, obtemos a expressdo de K como em ({3.38)), dada por
1
K = kaooo X7 + k1010X1Y1 + Koozo Y7 + ko200X3 + koro1 X2Y2 + 5(1 + 2ko002) Y5 -

Com isso, o Hamiltoniano é levado a este novo Hamiltoniano K, onde a variavel tempo
v do hamiltoniano foi eliminada.

Temos que as regioes de estabilidade e instabilidade, quando as ressonancias sdao ambas
pares ou ambas impares, sao baseadas nas condicdes de fronteira da equacao caracteristica do

sistema Hamiltoniano 27-periddico associado a K, dada por
M4+ar+5=0.

Isto é, quando

a>0, =0 ou a>0, A=a*>-43=0.

Dessa forma, como mencionado anteriormente, por meio destas condicGes encontramos os
coeficientes da curva ((3.34)). Para o valor de ressonancia paramétrica, u; = 3, obtivemos a

seguintes curvas de fronteiras para condicdo 5 = 0:

63
fn = - %0 €2 — 2.774625 €*

63
fio = i — 50 €2 4+ 1.819125 €
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Figura 5 — Regides de estabilidade e instabilidade
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A regido entre as curvas da figura acima representa a regido de instabilidade para a vizi-
nhanca do valor de ressonancia paramétrica p; = 3 do sistema Hamiltoniano quando
as ressonancias sdo ambas pares, 2w (1)) = 2 e 2ws(pu;) = 4.

Observamos que para € pequeno a regidao de instabilidade é muito estreita e se alarga a
medida que € cresce. Mesmo para € muito pequeno existem sistemas instaveis para ;. numa
vizinhanca de uj; = 3.

Finalizamos este capitulo com bastante informacdes sobre este problema, demos a formula-
cdo Hamiltoniana, mostramos a existéncia de equilibrios, classificamos os tipos de ressonancias
e, por fim, fizemos o estudo de estabilidade paramétrica para um dos casos de ressonancia

dupla.



56

4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

No Capitulo 1 estudamos o problema restrito colinear de quatro corpos. Vimos a questao da
estabilidade, no sentido de Lyapunov, para os equilibrios existentes, provando que o equilibrio
colinear é instavel e o ndo-colinear é estavel para um certo intervalo do parametro das massas
1. Provamos ainda a existéncia de 6rbitas peridédicas de Lyapunov na vizinhanca do equilibrio
estavel.

Gostariamos de explorar mais este sistema mecanico. Para o estudo da estabilidade para-
métrica do sistema linearizado na vizinhanca do equilibrio estavel ja temos resultados parciais;
encontramos as ressonancias do tipo simples basicas no caso em que a massa my4 se encon-
tra no mesmo plano dos primérios. Pretendemos fazer o estudo para construir as curvas que
delimitam as regides de estabilidade e instabilidade.

No Capitulo 2 estudamos um problema isésceles gerado por uma solucdo colinear do pro-
blema dos trés corpos. Expressamos a dinamica deste problema isésceles como um sistema
Hamiltoniano com trés graus de liberdade nas coordenadas pulsantes tendo a anomalia ver-
dadeira do problema de Kepler subjacente como o novo tempo. Restringimos o estudo ao
Hamiltoniano reduzido e obtivemos as curvas que delimitam as regiGes de estabilidade e ins-
tabilidade em um caso de ressonancia dupla quando os inteiros envolvido sdo ambos pares.
Pretendemos fazer a construcao destas curvas, quando 2ws for impar.

Finalmente, pretendemos aprofundar o estudo deste problema isésceles com o objetivo de
compreender melhor a sua dinamica e de utilizar os resultados obtidos no projeto intitulado
“Problema restrito isésceles de quatro corpos"do professor Hildeberto Cabral de cuja equipe

fazemos parte.
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