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RESUMO

Folhas de papel amassadas são exemplos de estruturas hierárquicas que exibem muitas
propriedades anômalas e são consideradas paradigmas dos sistemas complexos. Nos
últimos anos, a área de estudos de superfícies amassadas têm apresentado enorme
atividade com a produção de muitos resultados teóricos e experimentais, além de
numerosas aplicações em tecnologias avançadas. Nesta Tese nós estudamos aspectos
teóricos e experimentais de superfícies delgadas amassadas observando as relações entre
os processos de empacotamento e de desempacotamento. No primeiro experimento
relatamos evidências de que o desempacotamento de uma superfície enrugada é
controlado assintoticamente por uma relação strain-strain semelhante em forma à lei de
escala de Richardson que descreve a difusão de partículas em um fluido turbulento. Essa
relação foi encontrada por meio de filmes que registraram a expansão da deformação
transversal de bolas de papel amassadas em relação a um eixo de puxamento. A
análise das fotografias de dilatação transversa também mostrou aspectos semelhantes
aos encontrados nas estatísticas de caminhada de Lévy. No segundo experimento nós
relatamos a relação stress-strain nodesdobramento de superfícies amassadas.Mostramos
que a tensão de tração possui uma mudança de um regime de Hookeano linear para
uma lei de escala sublinear com um expoente de 0, 65 ± 0, 03, que é identificado com o
expoente de Hurst das folhas amassadas. As flutuações de tensão no processo dinâmico
de desempacotamento são estudadas, a distribuição estatística dos picos de força é
analisada e é mostrado como o desempacotamento de folhas amassadas é guiado por
interações de longa distância. No terceiro experimento investigamos a estrutura física
da folha amassada durante o processo de esticamento e verificamos uma coexistência
de fases, que é originada da dinâmica de desdobramento ordenada pela hierarquia das
dobras. No quarto experimento, nós estudamos a compressão de folhas de papel através
de diferentes abordagens e obtivemos o trabalho para amassar uma folha com tamanho
!, bem como, o módulo de Young de uma bola de papel, entre outros.

Palavras-chave: Amassamento. Estruturas hierárquicas. Fractais. Processos de desem-
pacotamento. Superfícies.



ABSTRACT

Crumpled sheets of paper are examples of hierarchical structures that exhibit many
anomalous properties and are considered paradigms of complex systems. In recent years,
the area of studies of crumpled surfaces has shownenormous activitywith theproduction
of many theoretical and experimental results, in addition to numerous applications in
advanced technologies. In this Thesis we study theoretical and experimental aspects
of thin crumpled surfaces, observing the relationships between the packaging and
unpacking processes. In the first experiment, we reported evidence that the unpacking
of a crumpled surface is controlled asymptotically by a strain-strain relationship similar
in form to Richardson’s scale lawwhich describes the diffusion of particles in a turbulent
fluid. This relationship was found through films that recorded the expansion of the
transversal deformation of crumpled paper balls in relation to a pulling axis. The analysis
of the transverse dilation photographs also showed aspects similar to those found in
the Lévy’s walking statistics. In the second experiment we report the stress-strain
relationship in the unfolding of crumpled surfaces. We show that the tensile stress has
a change from a linear Hookean regime to a sublinear scale law with an exponent of
0.65 ± 0.03, which is identified with the Hurst exponent of the crumpled sheets. Stress
fluctuations in the dynamic unpacking process are studied, the statistical distribution of
peak force is analyzed and it is shown how the unpacking of crumpled sheets is guided
by long distance interactions. In the third experiment, we investigated the physical
structure of the crumpled sheet during the stretching process and verified a coexistence
of phases, which originates from the unfolding dynamics ordered by the fold hierarchy.
In the fourth experiment, we studied the compression of sheets of paper using different
approaches and got the work to crumpling a ! size sheet, as well as the Young’s modulus
of a paper ball, among others.

Keywords: Crumpling. Hierarchical structures. Fractals. Unpacking processes. Surfaces.
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1 INTRODUÇÃO

“All models are wrong, but some are useful”. (George E. P. Box)

1.1 OBJETIVO

Esta tese tem como tema o estudo de aspectos teóricos e experimentais de
superfícies delgadas amassadas, estruturas que são consideradas paradigmas dos
sistemas complexos (PIETRONERO, 2008), como os agregados limitados por difusão
(WITTEN; SANDER, 1981), a distribuição de matéria em larga escala no universo
(PIETRONERO, 1987; LI; WHITE, 2009) e as redes complexas (BOCCALETTI et al., 2006).
Em particular, estaremos interessados nas relações entre os processos de empacotamento
e de desempacotamento1 controlado desses sistemas, como delineado sobretudo nos
capítulos 3 a 5 deste trabalho. Além dos aspectos teóricos e experimentais, as superfícies
amassadas têm apresentado nos últimos anos múltiplas aplicações ligadas a tecnologias
avançadas (WEN et al., 2012; DENG; BERRY, 2016; MAO et al., 2012).

1.2 JUSTIFICATIVA

Apesar da importância do estudo de superfícies amassadas estar razoavelmente
implícito no parágrafo anterior, convém analisar com um pouco mais de detalhe essa
importância da qual falamos, sobretudo no que diz respeito ao desempacotamento de
estruturas hierárquicas complexas commuitas dobras e, para tanto, nada melhor do que
voltarmos por um momento a nossa atenção para os sistemas biológicos, seguindo de
perto o conselho cinquentenário de Stanislaw Ulam a Hans Frauenfelder: “Ask not what
Physics can do for biology, ask what biology can do for physics” (FRAUENFELDER,
2014). Inicialmente, o leitor atento pode refletir e chegar, sem maiores problemas, à
conclusão de que o empacotamento de uma molécula de DNA humano (comprimento
! ≈ 2 m, diâmetro da seção transversal da hélice dupla 3 ≈ 2 nm) deve ser muito
sofisticado para que tal estrutura dobrada possa ser acomodada dentro do núcleo de
uma célula humana, cujo diâmetro é da ordem de Δ ≈ 10 �m (HANCOCK, 2014).
Há quase sete décadas sabemos, mas ainda assim temos muito a aprender, que os
ácidos nucleicos e as proteínas apresentam diversos graus de estruturas integradas
em hierarquias (NELSON; COX, 2017). Os ácidos nucleicos, à parte as suas estruturas
hierárquicas e dobras, apresentam em seus estados condensados nos cromossomas
dimensões fractais entre 2, 4 e 2, 5, próximas às das superfícies amassadas (BANCAUD et
al., 2012), mesmo levando-se em consideração que essas macromoléculas são estruturas
comuma topologia uni-dimensional, ao invés de bi-dimensional. Por outro lado, sabemos
1 Nesta tese usamos desdobramento, desempacotamento, desamassamento como sinônimos.
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que sistemas amassados com a topologia da linha, como arames injetados em cavidades
de diversos tipos, ou simplesmente amassados manualmente, apresentam dimensões
fractais próximas às das superfícies amassadas (GOMES et al., 2008a; HOLANDA;
GOMES, 2016).

Nosmomentos da replicação, bem comonosmomentos da síntese de proteínas, os
DNAs ou RNAs precisam ser total ou parcialmente desempacotados. A biomassa total da
Terra é estimada em550-560 bilhões de toneladas, enquanto só a biomassa deprocariontes
(bactérias) é estimada em 1 × 1031 células (bactérias) (BAR-ON; PHILLIPS; MILO, 2018).
Se consideramos que cada umadessas bactérias executa por dia (86.400 segundos) apenas
um estiramento/desempacotamento de DNA, chegaríamos à exorbitante frequência de
5 = 1×1031÷86.400 ≈ 1×1026 desempacotamentos/s. Levando-se em consideração toda
a biomassa terrestre, com a sua complexidade dinâmica inerente, devemos admitir que
a frequência diária total de desempacotamentos de estruturas complexas hierárquicas
como o DNA ocorre a uma taxa � >> 1 × 1026 s−1. Tal frequência certamente corrobora
a importância que o estudo de processos de desempacotamento deve ter para a física,
a química, a biologia e diversos tipos de tecnologias existentes e ainda por serem
desenvolvidas.

1.3 MODELO COM FORÇAS DE CONFINAMENTO E DE AUTO-EXCLUSÃO PARA DES-
CREVER PROCESSOS DE AMASSAMENTO.

O modelo básico que permite obter uma compreensão das propriedades globais
envolvidas na formação das estruturas de superfícies finas amassadas, sistemas com a
topologia do plano, parte da intervenção de dois tipos de forças antagônicas e inspira-se,
de certa forma, nos modelos de Flory-de Gennes que descrevem as propriedades globais
de equilíbrio de polímeros não-ramificados, sistemas com a topologia da linha, em um
bom solvente (GENNES, 1979). Para simular as forças externas que tendem a confinar a
folha delgada sendo amassada, quer as primeiras estejam associadas às mãos, a paredes
móveis ou outros dispositivos mecânicos, hidráulicos, eletro-mecânicos, entre outros,
postula-se a existência de um potencial confinante simples como *(') = �'= , onde
� é a constante de acoplamento, ' é o tamanho da superfície estendida no espaço
d-dimensional, avaliado por algum algoritmo tipo raio de giro e = > 0 é a outra constante.
A segunda força interveniente é, naturalmente, uma força de auto-exclusão, a qual, na
tradição dos modelos de campo médio para polímeros é, a princípio, associada a um
potencial de dois corpos e tem a forma+(') = ��2E, onde E é o volume de confinamento
em 3 dimensões, igual a �(3)'3, onde �(3) é o volume da esfera d-dimensional de raio
unitário e � é a densidade de massa=massa da superfície/volume = �!2/(�(3)'3), com
� sendo a constante de acoplamento e � sendo a densidade superficial de massa (Figura
1). Compondo essas duas partes chegamos à energia total �('), cuja minimização nos
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leva à lei de escala massa-tamanho

" = �!2 =  '� , (1.1)

onde  =
√
�(3)=�/3� e � = (3 + =)/2 (GOMES, 1987a). Conclui-se, portanto, que para

o espaço físico usual (3 = 3) e = = 2 este modelo prevê a dimensão fractal correta da
superfície amassada, como encontrada experimentalmente, � = 2, 5 (GOMES, 1987b).
Deve-se notar ainda que, significativamente, a variação das constantes de acoplamento
� e � não alteram o expoente �, embora afetem  .

Figura 1 – Diagrama esquemático da energia potencial de confinamento, * = �'= ,
= > 0 (linha tracejada), da energia de auto-exclusão+(') (linha pontilhada) e
da energia total, � (linha contínua), como aparecem no modelo da seção 1.3.
Veja texto para detalhes. Fonte: Autor.

Estes resultados são muito curiosos pois, como veremos nos capítulos 3 e 6,
ocorre uma grande dissipação de energia na formação de uma superfície amassada e
esta não está incluída neste modelo. Ademais, = = 2 corresponde ao lendário potencial
Hookeano, um dos poucos potenciais com solução analítica na mecânica quântica, com
a sua importância na teoria da radiação do corpo negro e na teoria da radiação, em
geral, e nas propriedades elásticas da matéria condensada. Como se isso não bastasse,
o potencial Hookeano é reminiscente do termo entrópico, −)(, nas energias livres,
no entorno do equilíbrio, como as que são usadas para descrever as propriedades
conformacionais básicas de polímeros no equilíbrio, com �↔ (−)/2)(%2(/%'2)4@ > 0,
onde a derivada segunda da entropia (() é calculada no equilíbrio e ) é a temperatura
absoluta de equilíbrio. Ou seja, nesse modelo de não-equilíbrio do amassamento de
superfícies delgadas, o papel da entropia é desempenhado pelo potencial confinante
* = �'2. Para os nossos fins vale notar, ainda, que a equação 1.1 contém implicitamente
outro tipo de lei de escala muito importante para esta tese (Capítulos 3-6), a saber, a
lei que relaciona a escala de comprimento complexo, literalmente o comprimento de
múltiplas dobras (complexo = muitas dobras, da raiz indo-européia “plek”, dobra), ',
com o comprimento máximo desdobrado, ! : ' ∼ !(2/�).

No próximo capítulo apresentamos alguns trabalhos importantes para as propri-
edades das superfícies amassadas examinadas na presente tese, bem como, enfatizamos
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resultados que foram utilizados literalmente em nossos modelos. No capítulo 3 nós
examinamos a força para desempacotar folhas amassadas e fazemos uma análise da
estrutura da folha amassada durante o esticamento. Ainda neste capítulo, nós incluímos
resultados experimentais, de uma outra linha de pesquisa, que examina as propriedades
da compressão de folhas de papel. No capítulo 4 investigamos a relação strain-strain
no desempacotamento de uma folha amassada, analisando imagens detalhadas do
processo de esticamento. No capítulo 5 discutimos alguns aspectos dos experimentos da
relação stress-strain2 do desempacotamento de folhas amassadas, em conjunto com os
resultados do exame da estrutura da folha amassada durante o esticamento. Finalizamos,
no capítulo 6, resumindo as nossas conclusões.

2 Nota ao leitor: ao invés de tensão/deformação preferimos stress-strain, ambas dicionarizadas na língua
portuguesa, face ao uso universal nos últimos anos.
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2 EVOLUÇÃO DO ESTUDO DE PROCESSOS DE AMASSAMENTO

Neste capítulo apresentaremos resultados escolhidos dentro da vasta literatura
referente ao fenômeno do amassamento e do empacotamento. Nosso principal intento
é discutir trabalhos que abordem alguns conceitos que nos ajudaram a definir nossos
principais objetivos. Para esse propósito organizamos o capítulo em três seções:

• Geometria de uma folha delgada amassada trata de trabalhos nos quais as principais
contribuições abordam a análise estatística de características estruturais da folha
empacotada.

• Modelos de compressão sobre folhas finas apresenta artigos que são conhecidos na
literatura por analisarem a evolução do processo de compressão da folha até o
estado amassado.

• Amassamento de fio aborda alguns resultados sobre empacotamento de fios em
cavidades bi e tri-dimensionais e relaciona esses resultados com o amassamento
de superfícies.

Todos o métodos e resultados descritos neste capítulo serão utilizados na elaboração dos
próximos capítulos. Nossa expectativa é que este resumo encoraje a leitura dos textos
originais e motive a investigação dos resultados encontrados para esses sistemas físicos.

2.1 GEOMETRIA DE UMA FOLHA DELGADA AMASSADA

2.1.1 Dimensão fractal de superfícies amassadas

Os primeiros trabalhos que abordaram o amassamento de folhas finas confinadas
num pequeno volume foram feitos no Departamento de Física da UFPE (GOMES,
1987b; GOMES, 1987a), logo após Benoît Mandelbrot publicar "The Fractal Geometry of
Nature"(MANDELBROT, 1983). Este experimento descreve a dimensão fractal associada
a um processo robusto em que folhas delgadas de diversos tipos eram comprimidas no
formatode bolas, através dométodomal definido geralmente rotuladode "amassamento".
Ametodologia se resume em criar um gráfico Log-Log dos diâmetrosmédios de bolas de
papel em função das respectivasmassas, empacotando folhas com setemedidas demassa
diferentes " = 1, 2, 4, ..., 64, ou seja, folhas com sete tamanhos diferentes, veja Fig. 2-a e
b. Cada bola de papel foi medida em sete direções diferentes tomadas aleatoriamente e
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através delas calculado um diâmetro médio típico, 2'. Gomes encontrou uma relação
de escala entre o diâmetro e a massa na forma

2' ∼ "(1/�). (2.1)

onde � = 2, 51 ± 0, 19 é interpretada como a dimensão fractal das bolas. O autor se
preocupou em comprovar exaustivamente a legitimidade da natureza fractal das folhas
amassadas, fazendo 4361 medidas e 89 experimentos, cuidado compreensível para a
época pois a geometria fractal era muito recente, o que tornou este trabalho um clássico
da literatura de amassamento, como também, de sistemas complexos.

Figura 2 – a) Esquema das folhas com suas proporções relativas. b) Típica configuração
de bolas de papel amassado com massas 1, 2, 4,...,64. Fonte: (GOMES, 1987b)

A dimensão fractal � da bola de papel deve satisfazer a condição descrita por
Mandelbrot (MANDELBROT, 1983), 3 ≥ � ≥ �) , onde 3 é a dimensão do espaço onde
o fractal está mergulhado e �) é a dimensão topológica do fractal. No caso da bola
de papel 3 = 3 e �) = 2, então � = 2, 5 cumpre essa exigência. A folha amassada
também foi descrita por Gomes como uma superfície auto-excludente, que podia se
enquadrar numa generalização bi-dimensional do modelo de Flory para polímeros não
ramificados em um bom solvente (GENNES, 1979). Neste caso espera-se que ' ∼ !�,
onde � = 4/(3 + 2) e ! é o tamanho da folha satisfazendo !2 ∼ ". Segue daí que
" ∼ '� , com � = (3 + 2)/2 = 2, 5, como foi aferido experimentalmente. Isto tudo
sugere que folhas amassadas pertencem a uma classe de universalidade. Nas décadas
subsequentes muitos trabalhos de sistemas diversos que envolviam o confinamento
de membranas encontraram dimensão fractal � ' 5/2, dentre os quais podemos citar:
superfície cerebral (MAJUMDAR; PRASAD, 1988) e amassamento de uma nata de leite
(GOMES et al., 2007).
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2.1.2 Rugosidade de uma superfície amassada - Expoente de Hurst

Em 1989, Gomes, Jyh, Ren, Rodrigues e Furtado investigaram a rugosidade da
superfície (�) de folhas de alumínio amassadas (GOMES et al., 1989). Ométodo utilizado
para medir o diâmetro, 2', das superfícies amassadas (SA) foi o mesmo empregado
na referência (GOMES, 1987b), descrita anteriormente. Eles definiram � como a raiz
quadrada da variância

(1/#)
#∑
8=1
(2'8 − 2')2 (2.2)

onde 2'8 simboliza um valor particular do diâmetro (isto é, uma simples medida) da SA.
As SA’s apresentaram uma relação de escala para a rugosidade da superfície, a saber
� ∼ !� , com � = 0, 6 ± 0, 15. A rugosidade da superfície é essencialmente uma função
de correlação (FEDER, 1988) por isso é esperado que escale com ! como

� ∼ !3−� . (2.3)

O valor de � encontrado através da rugosidade da SA é � = 2, 4 ± 0, 15 que dentro das
barras de erro é um resultado semelhante ao estimado em (GOMES, 1987b).

A lei de escala da eq. 2.3 é encontrada a partir de alguns resultados; em primeiro
lugar, podemos expressar a variância através da transformada de Fourier das ondulações
da superfície

�2 =

∫ ∞

5 ′
�( 5 )35 . (2.4)

onde�( 5 ) é a funçãodedensidade espectral e 5 é a frequência relativa ao comprimentode
onda� das ondulações na superfície da SA. Posteriormente, deve-se notar que o tamanho
! do sistema físico é finito, consequentemente a frequência espectral mínima será 5 ′ =
1/!. Em terceiro lugar, superfícies fractais estatisticamente isotrópicas têm densidade
espectral da forma �( 5 ) ∼ 5 −2�−1 (SAYLES; THOMAS, 1978). O último resultado
descreve o expoente � como a codimensão fractal (FEDER, 1988; MANDELBROT, 1983),
ou seja

� = 3 − �. (2.5)

No experimento ilustrado na Fig. 3 uma bola de papel foi desdobradas com o
intuito de mostrar as deformações plásticas feitas pelo processo de amassamento. Então,
sua superfície foi escaneada por uma folha de laser para reconstruí-la digitalmente
através das coordenadas da superfície. Em 2005, Blair e Kudroli obtiveram diretamente
a curvatura local da folha, bem como as propriedades estatísticas das cristas. Com a
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posse dessas medidas foi possível determinar o expoente de Hurst (�) da superfície
amassada.

Figura 3 – a)Diagrama esquemático do aparelho experimental que faz a medida de
topografia auxiliada por laser. b) Gráfico de Hurst das seções transversais
obtidas na varredura de um papel amassado. O ajuste de mínimos quadrados
fornece um expoente Hurst H = 0,70 para intervalos escala maiores. Para
F pequeno o expoente (H = 1,0). A linha vertical marca o ponto de cut off
log10 F2DC> 5 5 ≈ 1, 3 mm entre as duas escalas. Fonte: (BLAIR; KUDROLLI,
2005)

Para medir � eles recorreram a uma variação da analise de Hurst, que pode ser
organizada nas seguintes etapas: (1◦) Cada linha do scan foi dividida em bins, que não
se sobrepunham, com tamanho F. Então, eles registram a diferença máxima entre as
elevações de cada bin (Δ) e calcularam o valor médio de Δ para as bins com tamanho
F. (2◦) Posteriormente eles aumentaram o valor de F e repetiram a primeira etapa. (3◦)
Eles repetiram a segunda etapa varias vezes com a finalidade de construir o conjunto
coordenado (Δ̄,F). Na 4◦ e ultima etapa, eles repetiram todo este processo em outras
linhas do scan e construíram uma curva média de Δ em função de F, veja o gráfico da
Fig. 3. Através do ajuste

log10(Δ) ∝ � log10(F) (2.6)

podemos encontrar o expoente de Hurst. O gráfico da análise de Hurst unidimensional,
veja a Fig. 3-b, mostra uma dupla lei de potência. Para uma escala menor que o
comprimento característico das cristas, � ≈ 1, 0, indicando uma geometria planar.
Para intervalos maiores � ≈ 0, 70. Este expoente mostra que os relevos encontrados
nas superfícies amassadas não são puramente aleatórios, mas possuem memória para
distâncias maiores que o comprimento médio da crista. A linha vertical no gráfico da
Fig. 3-b enfatiza o ponto de corte dos dois regimes e tem valor para F ≈ 19, 95 mm.
Observe que o valor do expoente de Hurst encontrado neste trabalho, para grandes
escalas, é próximo do valor descrito na ref. (GOMES et al., 1989).
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Blair e Kudroli também descreveram a função de distribuição de tamanhos das
crista. Seu melhor ajuste está na forma

�(ℓ ) = 1√
��ℓ

4−(log ℓ− ¯log ℓ )2/�2
, (2.7)

uma distribuição log-normal multiplicada por um fator 1/ℓ .

2.1.3 Hierarquia de dobras

Em um trabalho anterior, Kramer et al.(KRAMER; LOBKOVSKY, 1996) utilizaram
gravadores de alta-resolução para estudar os som de estalidos que uma folha de Mylar
produzia quando era amassada e desamassada sucessivas vezes. Podemos ver na Fig. 4-a
uma gravação de 1 segundo do som produzido neste processo. A amplitude 8(C) do estalo
é proporcional a pressão. Então a energia de cada clique foi definida com �2;8@D4 ∼ 82(C).

Figura 4 – (a) Amplitude vs. tempo para 1 segundo de gravação sonora do amassamento
de uma folha. (b) Gráfico da função de distribuição da energia dos estalos para
& = 3,0 (^); 5,0 (4) e 10, 0 mm (×). A linha reta é um guia para os olhos que
tem comportamento de lei de potência com expoente −1. Fonte: (KRAMER;
LOBKOVSKY, 1996)

O som emitido no amassamento é uma superposição de vários estalos, então a
mecânica por trás do perfil registrado no gráfico da Fig. 4-a está relacionada a causa
do estalo. O estalo por sua vez, é emitido durante uma mudança súbita na estrutura
rugosa da folha amassada. Esta mudança está localizada numa região de tamanho �

que esta relacionada a flambagem de uma simples faceta delimitada por uma crista.
Quanto maior o tamanho do estalo maior a escala da rugosidade que esta sofrendo
flambagem. Então, este trabalho sugere que a função de distribuição da energia dos
cliques caracteriza a própria rede de cristas. Na Fig. 4-b nós vemos que a distribuição da
energia do clique mostra uma lei de potência �(�) ∼ �− . Através de ajustes de mínimos
quadrados encontraram  = 1, 0 ± 0, 1. Observe que o expoente  mostra que �(�) tem
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o mesmo comportamento descrito pelo prefator 1/ℓ da eq. 2.7 confirmando a relação
entre �2;8@D4 e o comprimento das cristas. Este experimento também mostra que a rede
de dobras não é uniforme, ao contrario, há uma ampla distribuição dos comprimentos
das cristas.

Figura 5 – Esquema que mostra o mecanismo de fragmentação dos tamanhos das cristas
que gera uma distribuição log normal e elucida a hierarquia entre cristas.
Fonte: (WOOD, 2002)

A estrutura da rede de cristas possui uma ordenação hierárquica simples. Po-
demos perceber isso pois ela é composta de grandes cristas que são aleatoriamente e
desigualmente quebradas em cristas menores. Este processo produz um conjunto de
comprimentos fragmentados. Em 2002, A.J. Wood (WOOD, 2002) mostrou um meca-
nismo hierárquico simples e pragmático que produzia essa estrutura fragmentada. Ele
considerou a quebra irregular e repetida de uma crista com um comprimento inicial !.
Como exemplo, ele supôs dividir a crista em frações de um terço e dois terços, como
mostra a Fig. 5, : vezes. Então, qualquer um dos 2 fragmentos terão seu comprimento
descrito pela função ℓ , dada por

ℓ = !

: fatores︷                                                        ︸︸                                                        ︷
1
3

2
3

︸  ︷︷  ︸
escolha um

×


1
3

2
3

︸  ︷︷  ︸
escolha um

×


1
3

2
3

︸  ︷︷  ︸
escolha um

× . . . ×


1
3

2
3

︸  ︷︷  ︸
escolha um

que é uma multiplicação de ! vezes : fatores aleatórios { 1
3

2
3}. Cada vez que mul-

tiplicamos 1/3 ou 2/3 significa que a crista foi partida mais uma vez. Então, log ℓ é a
soma de termos aleatórios. Através de uma substituição D ≡ log ℓ nós transformamos
a fragmentação de uma crista num caminhante aleatório, onde D é o comprimento de
uma caminhada com : passos. Logo, a função de densidade de probabilidade de D será

3%(D)
3D

=
1√
:�
4−(D−D̄)

2/:�2
.

Substituindo novamente D ≡ log ℓ nós encontraremos a função de densidade de
probabilidade com prefator 1/ℓ da eq. 2.7.
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2.2 MODELOS DE COMPRESSÃO DE FOLHAS FINAS

2.2.1 Modelo de campo médio para amassamento de folhas finas

Dois trabalhos fizeram a simulação do empacotamento de folhas confinadas em
uma esfera envolvente tridimensional (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006; TALLINEN;
ÅSTRöM; TIMONEN, 2009). Tallinen et al. compararam os resultados da compressão de
folhas elásticas e elasto-plásticas, enquanto Vliegenthart et al. compararam os resultados
de folhas elásticas auto-excludentes e folhas elásticas fantasmas. Uma folha fantasma é
uma que pode se interpenetrar, pois não existe auto-exclusão. 1 A Fig. 6 tem um esquema
simplificado de como foi simulado a compactação dos dois processos. Inicialmente a
esfera tem o mesmo raio Φ0 que a folha 2. Conforme uma força radial de compressão 5
crescia o raio de compressãoΦ, do volume esférico onde a folha é empacotada, diminuía.

Figura 6 – A esfera confinante tem inicialmente o mesmo raio Φ0 que a folha. Conforme
uma força radial de compressão 5 cresce o raio de compressão Φ, do volume
esférico onde a folha é empacotada, diminuía. Fonte: Inspirado no trabalho
de (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006)

Os resultados das simulaçõesmostraram que conforme o processo de compressão
evolui a folha elástica passava por três regimes (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006;
TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN, 2009). Este regimes se diferenciam pelos padrões
de curvatura da folha. O primeiro regime foi denominado de estado de flambagem.
Como o próprio nome sugere, aparecem ondulações na folha. Neste regime a força de
compressão é muito pequena, 5 < 51 , e o raio de compressão não se altera drasticamente
Φ ≈ Φ0. A força ( 51) simboliza o ponto de mudança para o próximo regime.

O segundo regime é encontrado no intervalo 51 < 5 < 52 . Para forças um pouco
maiores que 51 as folhas apresentaram dobras regulares em forma de cones [Fig. 7-a]
1 Um exemplo de estrutura fantasma é a trajetória browniana (1D), pois pode recorrer várias vezes aos

pontos visitados.
2 No trabalho (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006) a folha é circular, enquanto no trabalho (TALLINEN;

ÅSTRöM; TIMONEN, 2009) a folha é quadrada.
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que, segundo (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006), tem forma semelhante a cônicas
aplicáveis (CERDA; MAHADEVAN, 1998). Nós supomos que neste regime a dimensão
fractal da folha é 2, pois a mesmo não apresenta uma relação massa-tamanho como uma
lei de potência.

Figura 7 – Compressão de duas folhas como foi descrita na Fig. 6. (a) Folha elástica
assume a forma de um cone. (b) Nesta etapa a folha elástica possui apenas
alguns vértices e está no estado amassado. (c) Na folha elasto-plástica, a fase
anterior ao amassamento não possui cônicas e é caracterizada pela grande
deformação plástica, commuitos vértices. (d) A folha elasto-plástica não sofre
relaxamento elástico quando está no regime amassado. Fonte: (TALLINEN;
ÅSTRöM; TIMONEN, 2009)

No terceiro regime, o raio de compactação segue uma lei de potência, e a força de
compressão émaior que o limiar de amassamento 52 . (TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN,
2009) mostrou que o comprimento médio das facetas (Λ̄) segue uma lei de escala da
forma

Λ̄ ≈ !(Φ/!)
 . (2.8)

Observe que em Φ ≈ Φ0, Λ deve escalar com ! × (fator de acomodação), então, Λ ∼ !.
Contudo, seΦ for pequeno em relação a !, mais dobras serão necessárias para acomodar
a folha dentro de um volume esférico com raio Φ, isto é, Λ tem que diminuir. A hipótese
de escala mais simples para arranjar esta fenomenologia é usar Λ ∼ !(Φ/!)�, onde
(Φ/!)� é uma correção ou fator de acomodação.

Foi sugerido que a energia total (�C) de uma folha amassada está armazenada
nas cristas (LOBKOVSKY et al., 1995; MORA; BOUDAOUD, 2002); assim, é possível
desenvolver uma teoria de campo médio, onde a energia total armazenada na folha
é dada por �C ∼ #Λ�Λ, onde #Λ é o número de cristas e �Λ é uma lei de escala
da energia de uma única crista3 (LOBKOVSKY et al., 1995). Substituindo os valores
3 Considerando que o comprimento médio das facetas e das cristas são próximos.
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#Λ ≈ (!/Λ̄)2 ≈ (!/Φ)2
 e �Λ ∼ �(Λ/&)� ∼ �(!/&)�(Φ/!)�
, temos:

� ∼ �(Φ0/&)�(Φ/Φ0)
(�−2), (2.9)

onde � é a rigidez ao dobramento e & é a espessura da folha. Em 2009, Tallinen;Åström e
Timonen encontraram um valor para o raio de compressão do limiar de amassamento
(Φ2) que é independente de 5 , onde Φ2 = 0, 4Φ0 (para folhas quadradas Φ2 = 0, 4!).
Também obtiveram o expoente da eq. 2.8 para folhas elásticas (
4;) quando Φ < 0, 4Φ0,

4; ≈ 1, 65 [Veja na Fig. 8-a]. Para cristas com Λ/& grande �4; = 1/3 (LOBKOVSKY et
al., 1995), este valor foi confirmado através da simulação de uma única crista. Então
para esses valores de 
4; e �4; , a eq. 2.9 dá �4;C ∼ '−2,76, um valor semelhante dentro das
barras de erro ao que eles encontraram com resultado numérico �4;C ∼ '−2,83±0,11 [Veja
na Fig. 8-b]. No caso de folhas elasto-plásticas os expoentes de escala relacionados são
semelhantes, 
?; ≈ 
4; e �?; ≈ �4; .

Em 2006, Vliegenthart e Gompper já tinham encontrado uma lei de escala para a
energia total do tipo �C ∼ Φ−3 e o número de cristas # ∼ Φ−4, correspondendo a 
4; ≈ 2.
As folhas elásticas sem auto-exclusão, isto é, folhas fantasmas também obedecem a
mesma forma de lei de potência da eq. 2.9, contudo com 
 = 1 e � = 1/3.

Observe na Fig. 8-a,b, que as curvas das folhas elásticas colapsam umas sobre
as outras. Isso mostra que Λ̄/! em função da compressão Φ/Φ0 (ou Φ/!) não depende
da espessura &. Isto significa que, se os comprimentos das cristas de folhas com
tamanhos ! diferentes forem normalizadas por !, os padrões das cristas destas folhas se
tornarão indistinguíveis. Então, a rede de cristas de folhas elásticas com !’s diferentes
possui similaridade. Podemos comprovar esta afirmação através da distribuições de
probabilidade dos tamanhos de faceta (Fig. 8-c). Como podemos ver, a distribuição
do tamanho Λ/! é independente de !/&, e os padrões do tamanho das cristas são
realmente estatisticamente semelhantes. As distribuições das Fig. 8-c podem ser ajustadas
pela distribuição log-normal, contudo os melhores ajustes foram fornecidos pelas
distribuições Gama.

Com relação às folhas elasto-plásticas, podemos ver na Fig. 8-a,b que o tamanho
médio das facetas e a energia total escalam de maneira semelhante em função da
compressão das folhas elásticas. Contudo, podemos perceber através da Fig. 8-a que o
tamanho médio das facetas diminui conforme !/& cresce. Isso mostra que Λ̄/! possui
uma dependência da espessura. As distribuições de tamanho Λ/! da Fig. 8-d não são
estatisticamente semelhantes, isto é, a rede de crista não possui similaridade para folhas
elasto-plásticas.4
4 As simulaçõesmotramque asdistribuições deprobabilidadedeΛ/! são bemajustadaspordistribuições

log-normal.
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Figura 8 – Tamanho médio das facetas para folhas elásticas e elasto-plásticas de razões
!/& = 250, 500 e 1.000. b) A energia total das folhas elásticas e elasto-plásticas
de razões !/& = 250, 500 e 1.000, normalizadas por 1/(!/&)1/3. O regime de
cones na energia das folhas elásticas entre os valores Φ ≈ 0, 75Φ0 eΦ ≈ 0, 4Φ0.
(c) Distribuições do tamanho das facetas (Λ) nas folhas elásticas (d) e elasto-
plásticas, para !/& = 250 e 1.000 e Φ = 0, 18Φ0. Cada distribuição é feita com
médias de seis folhas amassadas. Fonte: (TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN,
2009)

As fases estruturais que aparecem durante o processo de compressão das
folhas elasto-plásticas se diferenciam das três fases descritas para folhas elásticas. As
deformações plásticas já aparecem para o Φ/Φ0 ≈ 1. Outra diferença é que, uma folha
elasto-plástica não consegue se transformar em um cone. Como consequência, muitos
vértices aparecem logo no início do amassamento, diminuindo o comprimento médio
das facetas, como podemos ver em Fig. 8-a.

Derivando a eq. 2.9 em relação a Φ pode se encontrar a equação da força de
compressão

5 =
3�C

3Φ
∼ �
Φ0

(
Φ0
&

)� (
Φ

Φ0

)
(�−2)−1

. (2.10)

Determinando 5 constante para folhas de todos os tamanhos ! e 2Φ0 = !, para folhas
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quadradas, temos

Φ
(�−2)−1 ∼ !−[(�−1)−
(�−2)+1]

que obedece a relação de escala Φ ∼ !2/�4; . A dimensão fractal encontrada é

�4; = 2 +
2(1 − �)
(2 − �)
 + � . (2.11)

Substituindo os valores obtidos numericamente 
4; = 1, 65 e �4; = 0, 33, a eq. 2.11
fornece �4; = 2, 43. O valor de �4; calculado teoricamente [eq. 2.11] é muito próximo
do encontrado através de simulações, no próprio trabalho. Este resultado sugere que a
dimensão fractal da folhas elásticas amassadas dependem apenas das propriedades de
escala do comprimento médio das cristas e da energia de dobramento de uma crista
simples. A dimensão fractal de folhas elasto-plásticas (�?;), ao contrario, não é universal,
e possui uma forte dependência do ponto de escoamento plástico do material (�?;).
Contudo, a �?; → �4; quando o ponto de escoamento plástico da folha cresce muito.

2.2.2 Modelo de dobras regulares

Em vista da relevância da singularidade da energia armazenada nas cristas no
processo de amassamento de uma folha, é importante analisar como formas diferentes
de dobramento podem explicar alguns aspectos das SA’s. Em 2013, Deboeuf et al.
(DEBOEUF et al., 2013) comparou a força de compressão para amassar folhas finas com
a força necessária para fazer dobramentos regulares. Os dois processos de compactação
obedecem a leis de potência semelhantes, dadas por

5 ∼ )� , (2.12)

onde) é a razão entre o tamanho inicial e ofinal da folha emedeograude compactaçãoda
estrutura. Mesmo que o objetivo deste trabalho foque no empacotamento de superfícies,
podemos compreender como a disposição das dobras tem um papel relevante na
estrutura da folha amassada. Como vimos anteriormente (KRAMER; LOBKOVSKY,
1996; BLAIR; KUDROLLI, 2005; WOOD, 2002), o processo de fragmentação das cristas é
responsável pela hierarquia de dobras da folha amassada.

A Fig. 9 mostra os três tipos de dobramentos regular sugeridos no artigo. Eles
consideraram que a energia elástica de dobramento é igual à energia dissipada na
deformação plástica do dobramento. Logo, a força para fazer uma dobra numa folha
com espessura &0, rigidez de dobramento �0 e tamanho ! é 50 ∼ �0/&0.

Na Fig. 9-a a folha possui dobras em direções paralelas em zig-zag, de forma
que ela pode ser vista como objeto 1D. Neste caso, a força é considerada anisotrópica,
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isto é, aplicada numa só direção. Podemos observar isso, pois sua compressão lembra
uma porta sanfonada. Por causa destas simetrias, este é um dobramento de folha 1D
compactada em 1D. Como o autor sugeriu, chamaremos de compactação 1D. Neste tipo
de compactação, o número de camadas #2 é igual a !/=3 (=3 é o número de dobras). A
compactação deste dobramento é ) ≈ !/#2 ≈ =3 e a força para compactar da folha é
5 = =3 . 50 então 5 ∼ )1.

No dobramento ilustrado na Fig. 9-b as dobras também ficam paralelas entre
si. Isto significa que a folha tem simetria de translação no eixo paralelo a direção as
dobras e por isso a folha pode ser vista como um objeto 1D. Contudo, neste caso a força
de compactação atua em duas direções (no eixo x e y), por isso ele é considerado uma
compactação isotrópica no plano de simetria xy. Como o autor sugeriu, chamaremos de
compactação 2D. Em relação ao processo de compactação, a cada passo "i"a espessura
cresce exponencialmente na forma & = &028 e a rigidez a flexão na forma � = 238�0 (pois
� ∼ &3). Então, a força de compactação é dada por 5 ∼ )2.

Figura 9 – Dobragem de uma folha em diferentes dimensionalidades. (a) uma folha com
dobramentos uni-direcional; (b) uma folha com dobramentos bi-direcional;
(c) uma folha com dobramentos tri-direcional. Os três tipos de processos
de dobramentos foram denominados de compactação 1D, 2D e 3D. Fonte:
inspirado na ref. (SOBRAL, 2015)

No último dobramento regular, a força de compactação atua em três direções
perpendiculares, veja a Fig. 9-c. Como as dobras são feitas em duas direções perpendi-
culares a folha é considerada como um objeto 2D. Por isso este é um dobramento de
folhas tipo 2D compactada em 3D. O autor sugeriu o nome de compactação 3D. Neste
caso, devemos entende que um passo corresponde a dois dobramentos consecutivos
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e em direções perpendiculares. Desta forma a espessura cresce da forma & = 228&0 e a
rigidez a flexão � = 268�0 então a força de compactação fica 5 ∼ )4.

Para por a prova a relação entre as dobras regulares e o amassamento, os autores
compactaram uma folha em forma cilíndrica com uma pistão (uma compressão axial de
uma folha de papel). Eles encontraram experimentalmente uma lei de potência igual
a eq. 2.12, com expoente � = 1, 3. Segundo o modelo de dobramentos regulares este
valor de � está entre os valores 1 e 2 que encontramos na compactação tipo 1D e 2D.
Este resultado é esperado porque o experimento tem uma compressão com simetria
da compactação axial (encontrada na compactação tipo 1D). A Tabela 1 mostra alguns
resultados de experimentos que são encontrados na literatura e obedecem a eq. 2.12. A
simetria dos campos de força de compactação presentes na Tabela 1 são compatíveis
com os expoentes encontrados nos modelo de dobramento regular.

Tabela 1 – Expoente da força de confinamento � obtidos em diferentes tipos de compac-
tação de folhas.

Dimensão de Compac. Material �

tri-direcional Folha elástica fantasma1 8/3a; 2,66b
bidirecional Folha elástica fantasma1 19/9a; 2,1b
unidirecional Folha elástica fantasma5 14/9a; 1,55b
tri-direcional Folha elástica auto-excludente1 4b
unidirecional Folha de papel2 1,3c
bidirecional Folha elasto-plástica auto-excludente3 3, 8 ± 0, 1b

1 ref.(VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006)
2 ref.(DEBOEUF et al., 2013)
3 ref.(TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN, 2009)
a valor teórico
b valor de simulação
c valor experimental

Eles analisaram também a distribuição do comprimento das facetas e concluíram
que ela era melhor ajustada pela distribuição log-normal. Sabemos que a distribuição
log-normal caracteriza um processo hierárquico. Contudo, foi possível fazer um ajuste
para a distribuição Gama que modelava melhor os dados para comprimentos pequenos.
Assim como a distribuição log-normal, a distribuição Gama surge de um processo de
fragmentação, contudo ela não é associada a hierarquia encontrada nas cristas de folhas
amassadas.

2.3 AMASSAMENTO DE FIOS

Uma área correlata ao empacotamento de folhas finas é o estudo do amassamento
de fios, que apresentou alguns resultados também interessantes. Como o fio tem
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dimensão topológica �) = 1 ele pode ser confinado em cavidade tridimensionais,
bem como, em cavidades bidimensionais. Por causa deste aspecto estrutural o estudo
do empacotamento de fios é mais simples e seu estudo influencia os trabalhos de
amassamento de superfícies.

2.3.1 Empacotamento de fios em 3D

Oprimeiro trabalho sobre confinamento de fios foi publicado em 1991 por Aguiar,
Gomes e Neto. Neste trabalho estudou-se as propriedades geométricas e a resistência
elétrica de fios amassados (FA) de comprimento ! num espaço de confinamento 3D
(AGUIAR; GOMES; NETO, 1991). Mediu-se a dimensão fractal do fio empacotado
através do expoente massa-tamanho. O método utilizado foi o mesmo empregado para
encontrar a dimensão fractal de folhas amassadas (GOMES, 1987b; GOMES, 1987a)
descrito na seção 2.1.1. Foi encontrada uma lei de escala ! ∼ '2,75, onde a dimensão
fractal é � = 2, 75. A rugosidade (�) foi definida como a variância (como na seção 2.1.2)
e através da eq. 2.2 encontrou-se uma lei de escala � ∼ '0,69. Através de substituição
simples chega-se à relação de escala � ∼ !0,25. Como a rugosidade é uma função de
correlação (seção 2.1.2) então é esperado que ela siga a lei de escala � ∼ !3−� . Utilizando
o valor de � anterior temos 3 − � = 0, 25, que é exatamente o valor encontrado
experimentalmente.

2.3.2 Empacotamento de fios em 2D

Figura 10 – Esquema simplificado de célula de injeção 2D usado em experimento.
Fonte:(DONATO; GOMES; SOUZA, 2002)

Dez anos após os trabalhos inaugurais sobre amassamento de fios em 3D,
Donato, Gomes e Souza. publicaram em 2002/2003 (DONATO; GOMES; SOUZA, 2002;
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DONATO; GOMES; SOUZA, 2003) os primeiros trabalhos sobre o empacotamento rígido
de estruturas filamentosas numa cavidade 2D. O empacotamento era produzido pelo
confinamento irreversível de fios de cobre dentro de uma cavidade planar bidimensional.
O equipamento utilizado no confinamento é mostrado na Fig. 10: um fio de cobre
é injetado manualmente dentro de uma cavidade de acrílico através de dois canais
simultaneamente. A cavidade circular tem raio '0 e sua altura só comporta uma camada
de fios. O aparato experimental possibilitava que os dois canais de injeções tivessem
três ângulos diferentes entre si � = {10◦, 90◦, 180◦}. A cavidade e o fio funcionava em
regime seco, sem lubrificação.

Quando o fio é injetado dentro da célula, ele se dobra gerando estruturas
hierárquicas complexas. Na Fig. 11, em cada uma das três linhas de fotografias vemos a
evolução do processo de confinamento de umfio com ângulos � diferentes (� = 180◦, 90◦

e 10◦). Em cada uma das configurações com diferentes �’s, podemos observar uma
aparente estrutura hierárquica sendo formada.

Figura 11 – Imagens de configurações de fios de cobre injetados numa cavidade circular
bidimensional. Cada linhamostra a evolução da injeção do fio em um ângulo
diferente. Esta evoluçãomostra padrões em cascata característico de sistemas
hierárquicos. Mesmo que os padrões finais sejam diferentes, as grandezas
físicas analisadas tem o mesmo valor. Fonte:(DONATO; GOMES; SOUZA,
2003)
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O experimento mostra que a variação da velocidade de injeção não altera os
resultados encontrados, nem os padrões observados na Fig. 11. Contudo, a velocidade
de injeção vai a zero, no limite de empacotamento rígido. Neste estado, não é mais
possível inserir fio na cavidade, que contém o comprimento máximo de fio (!<0G). Esta
configuração encontra-se com a capacidade máxima de ocupação ?<0G = �!<0G/�'2

0,
onde � é o diâmetro do fio.Os resultados experimentais apresentam ?<0G = 0, 140±0, 006.
Todo o processo também foi realizado em cavidade lubrificada com óleo mineral e seus
resultados concordaram perfeitamente com os encontrados no regime seco. No estado de
máximo empacotamento, foi analisada a geometria do FA para encontrar sua dimensão
de massa, � = 1, 9± 0, 1, além da dimensão de difusão (DONATO; OLIVEIRA; GOMES,
2006), as quais se aproximam dos valores conhecidos para percolação bi-dimensional.

Poucos trabalhos se interessaram em estudar o processo de desempacotamento de
tais sistemas. Em 2015, Sobral, Gomes, Machado e Brito (SOBRAL et al., 2015) estudaram
pela primeira vez o desempacotamento de arames em cavidades bidimensionais. Por
causa do seu aspecto seminal, este trabalho tem uma grande importância no capítulo
subsequente.

O procedimento experimental se resume na extração de fios com o auxílio de um
dinamômetro eletrônico: desta maneira registra-se a força necessária para arrancar cada
laço da cavidade e consequentemente relacionar com o comprimento de fio extraído. Foi
observado que o tamanho do laço e o comprimento de arame extraído são bem descritos
por um modelo de crescimento exponencial. Este modelo pre-supõe a existência de uma
hierarquia entre os laços na configuração de máximo empacotamento, sugestão que
já foi utilizada na construção de outro modelo relacionado ao FA em 2D (DONATO;
GOMES; SOUZA, 2002). A força de extração foi descrita como função do tamanho dos
laços ou do comprimento extraído, e tem um comportamento que se ajusta bem a uma
lei de potência.

Figura 12 – Detalhe da extração de um laço de arame empacotado previamente numa
célula de injeção 2D a partir de um experimento. Fonte:(SOBRAL et al.,
2015)
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A Fig. 12 mostra uma sequência de imagens que descrevem a evolução do
processo de extração de um único laço. A remoção do laço é um procedimento que
apresenta sempre uma força resistiva até que sua extração seja completada. Isso ocorre
porque a passagem de cada parte do laço pelo canal de injeção é um vínculo muito
forte: a medida que puxamos o fio tanto a posição quanto a inclinação do pedaço do
arame que vai entrar na canal são orientados na direção do mesmo. Ao mesmo tempo
toda a estrutura empacotada no interior da cavidade exerce uma pressão sobre a parte
do laço que não está dentro doa canal, dificultando ainda mais o alinhamento do fio
com o canal. A força apresentará um máximo próximo ao final da remoção do laço
(Fig. 12-d,e), pois logo no final da extração o arame se alinha e a força cai abruptamente
(Fig. 12-f).O processo de extração dos laços se repete para cada um deles, contudo a
magnitude máxima decresce conforme o desempacotamento prossegue.

Podemos ver na Fig. 13 a relação entre o comprimento do laço � e a magnitude
máxima da força da extração de arames, empacotados em uma cavidade com '0 = 15
cm (� é o diâmetro do fio). Foi encontra uma relação de escala,

� ∼ (�/�)� ,

com � = 0, 92 ± 0, 03, mostrando que a magnitude máxima da força é inversamente
proporcional ao �.

Figura 13 – A força F necessária para puxar um laço para fora da cavidade em função
de �/�. As linhas tracejadas são guias para os olhos e representam o regime
linear. Fonte: (SOBRAL et al., 2015)
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3 RELAÇÃO STRESS-STRAIN NO DESDOBRAMENTO DE FOLHAS AMASSADAS

Por ocasião da atribuição do Prêmio Fermi a Luciano Pietronero, em 2008, este
físico conferiu às superfícies amassadas a reputação de ser um dos paradigmas dos
sistemas complexos (PIETRONERO, 2008). Nos últimos anos, a superfície amassada
(SA) atraiu muito interesse tanto teórico, como está descrito no cap. 2, quanto em novas
tecnologias como, por exemplo, em conexão com a criação de supercapacitores (WEN
et al., 2012), baterias de alto desempenho (LUO et al., 2012), materiais absorventes de
energia (HANAOR et al., 2017), além demetamateriais (MIRZAALI et al., 2017; FOKKER;
JANBAZ; ZADPOOR, 2019) e no estudo das propriedades do grafeno (GIORDANELLI
et al., 2016), para citar apenas alguns.

Embora se possa enumerar vários interesses para o estudo deste sistema, somente
um trabalho sobre desempacotamento de SA pode ser encontrado na literatura (LEAL;
GOMES, 2019). O desdobramento de superfícies finas que anteriormente estavam
confinadas em um pequeno volume é um fenômeno muito comum na natureza e, como
exemplos, podemos mencionar o desabrochar de um botão de uma flor (GIL, 2014), a
abertura de umpára-quedas e até o desdobramento das asas de um besouro (SAITO et al.,
2014). Na primeira seção deste capítulo, relatamos um novo experimento projetado para
medir a força de coesão das superfícies amassadas à medida que as desempacotamos.

Folhas de papel de tamanhos e espessuras diversas foram amassadas em uma
forma quase esférica para posteriormente serem abertas e esticadas, em condições
ambientes controladas, até que as mesmas estivessem totalmente desempacotadas, com
a intenção de mostrar o perfil da curva de força desempacotadora versus deformação.
Assim, estudamos o stress de desmantelamento de vários tipos locais de dobramentos
que se superpõem. Também examinamos a evolução de duas fases estruturais que a bola
de papel amassada apresenta à medida que é esticada e as relações entre essas fases.

Ainda neste capítulo, apresentamos uma outra linha de pesquisa voltada para o
estudo da compressão de folhas de papel. Nosso objetivo é comparar este trabalho com
os resultados do estudo de desempacotamento de SA.

A organização deste capítulo obedece à seguinte sequência: a primeira seção
têm uma revisão bibliográfica de sistemas amassados observando suas propriedades
elásticas. Na segunda seção descrevemos os detalhes experimentais do trabalho de
desempacotamento de folhas de papel amassado, a terceira seção apresenta uma análise
da curva de stress-strain e um exame sobre as fases estruturais da folha amassada
durante o desempacotamento. Na quarta seção nós relatamos sobre o trabalho de
compressão de folhas amassadas.
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3.1 BREVE HISTÓRICO DO ESTUDO DE PROPRIEDADES ELÁSTICAS DE SISTEMAS
AMASSADOS

Dentre os trabalhos sobre SA’s, aqueles que examinam as propriedadesmecânicas
parecem ser os mais estudados. O primeiro trabalho a examinar o ensaio mecânico
destas estruturas foi publicado em 1989 (GOMES et al., 1989). Parte de seus resultados
já foram descritos na seção 2.1.2. Nesse artigo foi encontrado a relação strain-strain
da compressão de folhas de alumínio amassadas e a relação entre o stress-strain de
deformação, ambas possuem dois regimes de leis de escala que caracterizam a mudaça
de regime de deformação. Através da análise teórica destas relações de escala foi
mostrado algumas pistas sobre a presença de comportamento universal de sistemas
amassados. Em especial, devemos enfatizar um modelo proposto pelos autores, que é
uma adaptação do modelo de blobs de cadeias poliméricas (GENNES, 1979) e expõem a
influência do comportamento auto-similar das SA’s no strain de dilatação para pequenas
deformações. Veremos no cap. 5 que o desdobramento de folhas amassadas também
é bastante influenciado pelas características da geometria fractal, fato que conecta o
empacotamento e desempacotamento de SA’s.

Posteriormente, dois trabalhos estudaram as mesmas propriedades mecânicas,
descritas no parágrafo anterior, em sistemas de fios amassados que estavam empacotados
em cavidades bidimensional (GOMES et al., 2008b) e tridimensional (AGUIAR; GOMES;
NETO, 1991). No artigo que estudou a compressão de fios amassados em 3D, foi
observado também duplas leis de potência na relação strain-strain e na relação entre o
stress-strain de deformação. Alémde outras leis de potência que relacionam as grandezas
estudadas, foi constatado que a mudança de regime encontrada nas duas duplas leis de
potência ocorrem de forma similar à encontrada na compressão de SA’s, com o ponto
de transição de regimes incrivelmente próximos. No trabalho referente ao estudo da
compressão de fios amassados em 2D, também foi encontrado uma lei de potência na
relação entre o strain de compressão e o strain de dilatação transversal. Os resultados
experimentais dos dois trabalhos de compressão de fios amassados, empacotados em
cavidades 2D e 3D, foram explicados pelo modelo de blobs para compressão de SA’s.
Este resultado mostra que os sistemas amassados possuem uma mecânica parecida,
mesmo com as dimensões topológicas e dimensões espacias diferentes.

Em 2008, Balankin e Huerta estudaram a relação entre propriedades da rede de
dobras da folha de papel amassada e o stress de compressão (BALANKIN; HUERTA,
2008), utilizando um modelo estático de sistemas granulares. Eles propõem que a
elasticidade encontrada nas medidas de stress-strain é causada por uma elasticidade
entrópica. Outro artigo estudou grandezas como: o módulo de Young e stress de
escoamento, em função da porosidade da SA (BOUAZIZ et al., 2013). Bouaziz et al.
mostraram que tanto o módulo de Young quando stress de escoamento possuem um
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comportamento tipo lei de potência com a porosidade da SA.

As propriedades elásticas dinâmicas de SA’s, também mostram uma forte in-
fluência da universalidade desse sistema. Primeiramente, nós devemos citar o estudo da
relaxação do stress observado a strain constante em folhas de papel alumínio amassado
(ALBUQUERQUE; GOMES, 2002). Nesse trabalho, a deformação (na forma de uma
compressão axial) é mantida fixa enquanto se mede a relaxação temporal do stress.
Como resultado, foi encontrado uma relaxação anômala, na forma de um decaimento
exponencial esticado do stress tipo 4G?[−(C/�)�] com expoente � = 0, 28 ± 0, 03, ao
longo de quase seis décadas de variabilidade temporal, independentemente do valor
do strain, um fato muito raro na física. Comparativamente, a relaxação de polímeros
apresenta vários tipos de comportamento ao longo dos intervalos de tempo (BARTENEV;
ZELENEV, 1975), enquanto as SA apresentam uma única dependência funcional. Outro
artigo analisou o relaxação do strain de compressão de uma folha amassada de Mylar,
com stress de compressão fixo (MATAN et al., 2002). Foi encontrado uma dependência
funcional anômala, igualmente, mas logarítmica, do strain de deformação ao longo de
seis décadas de variabilidade temporal. Esses resultados sustentam a hipótese de que a
relaxação exponencial esticada, i.e. não-Debye, da compressão de SA é uma consequência
direta de sua estrutura fractal (hierárquica) com muitos mínimos de energia elástica,
como materiais vítreos (PHILLIPS, 1996), poliméricos (CHERAYIL, 1992) e vidros de
spin (PICKUP et al., 2009).

3.2 DETALHES EXPERIMENTAIS

Folhas de papel quadradas de lado ! foram amassadas manualmente em uma
forma quase esférica até alcançarem algo próximo ao máximo empacotamento (GOMES,
1987b). Dos quatro cantos destas folhas quadradas, deixamos dois cantos expostos
após o amassamento, com o objetivo de fixá-los em um equipamento responsável pelo
esticamento destas SA’s, veja Fig. 14. Os dois cantos que ficaram expostos tinham suas
posições na mesma diagonal da folha quadrada, como descrito no trabalho (LEAL;
GOMES, 2019). Fixamos uma das duas extremidades que ficaram expostas numa base
imóvel do equipamento. A outra extremidade foi fixada no dinamômetro, que ao ser
movido para cima esticava a bola de papel e ao mesmo tempo registrava a força para
fazê-lo. Nós controlamos também o módulo da velocidade do esticamento, |®E|, que era
constante durante o processo de desempacotamento de cada medida. A deformação ΔG,
medida ao longo do eixo G (na direção de ®E), é a distância entre os cantos da folha que
foram expostos após o amassamento menos a distância inicial G0, veja em Fig. 14-a. G0 é
a distância entre os cantos da folha que foram expostos, antes do desempacotamento
começar.

As medidas de desempacotamento de SA’s foram organizadas em dois grupos
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Figura 14 – Esquema de equipamento responsável por esticar e fazer as medidas de
força de bolas de papel. A deformação ΔG é a distância entre os cantos da
folha que foram expostos após o amassamento menos a distância inicial
G0. (a) G0 é a distância entre os cantos da folha que foram expostos, antes
do desempacotamento começar. A medida que movemos o dinamômetro
com velocidade ®E constante para cima a deformação aumenta, de forma que
ΔG0 < ΔG1 < ΔG2.

diferentes.Noprimeiro deles, nós esticamos folhas amassadas comgramaturas diferentes
� = {56, 75, 90 e 120 g/m2}. Para cada gramatura nós reproduzimos 20 experimentos
equivalentes. Todas as medidas deste grupo foram realizadas com E = 0, 83 ± 0, 01
mm/s e ! = 210 ± 1 mm. No segundo grupo, usamos folhas com lados ! = {30; 55; 66;
77; 88; 147; 205; 264 e 305 mm}, com a velocidade de esticamento E = 0, 83 ± 0, 01 mm/s
e gramatura � = 75 g/m2. Para cada tamanho ! foram reproduzidos 10 experimentos.

Repetimos o seguinte procedimento em todas as medidas: (i) fixamos uma das
extremidades da bola nodinamômetro; (ii) zeramos asmedidas de força dodinamômetro,
para que nem o peso da bola nem qualquer tensão ou torção se some a medida feita
pelo dinamômetro; (iii) fixamos a outra extremidade na base imóvel do equipamento.

A Fig. 15mostra uma foto damáquina automática que construímos noLaboratório
de Sistemas Analógicos do Departamento de Física da UFPE, com a consultoria do
Prof. Daniel F. Gomes, do Departamento de Engenharia Eletrônica e de Sistemas da
UFPE. Além demontarmos a parte física do equipamento, desenvolvemos um programa
com uma interface capaz de controlar a máquina, decodificar os dados transmitidos
pelo dinamômetro e relacionar os dados de força com os dados de deslocamento. Este
equipamento desloca o dinamômetro, isto é, estica a folha amassada com um precisão
de 0, 1 mm. Para registrar as medidas de força utilizamos um dinamômetro Instrutherm
DD-500 que tem precisão de 0, 01 N. Devido à sua construção, o equipamento mecânico
tem um limite operacional de ! = 305, 0 mm para o tamanho máximo de uma folha
amassada que ele pode desdobrar. Folhas maiores não seriam desdobradas totalmente.

As amostras de folha de papel receberam alguns cuidados pois suas propriedades
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Figura 15 – Foto da máquina automática usada para esticar a folha amassada.

mecânicas são muito sensíveis à umidade. A folha absorve a umidade do ar, das mãos e
de superfícies que ela possa entrar em contato. A partir do momento em que a folha
sai da embalagem onde ela esta armazenada, ela começa a absorver umidade. Fizemos,
então, os experimentos quando a umidade relativa do ar dentro do laboratório estava
em aproximadamente 40%. Por isso, usamos um higrômetro no laboratório, afim de
controlar a umidade relativa do ar da sala. Para diminuir a umidade relativa do ar
dentro do laboratório, nós aumentamos a potência do ar-condicionado ao máximo e
fizemos os experimentos no verão pois a umidade relativa do ar é mais baixa nessa
estação. Todas as folhas usadas nos experimentos foram colocadas em uma estufa por
30 minutos antes das medidas de esticamento. A estufa aquecia a folha com o objetivo
de mantê-la seca. Usamos luvas sempre que manuseávamos as folhas de papel, para
evitar que o suor das mãos entrassem em contato com as folhas.

3.3 RESULTADOS E DISCUSSÕES

3.3.1 Análise das características da curva stress-strain

A Fig. 16-a mostra uma curva típica da força, �, versus o esticamento ΔG de uma
bola de papel de ! = 210 mm e � = 75 g/m2. As flutuações em torno da curva de força
ocorrem por causa do desmantelamento de vários tipos locais de dobras emaranhadas,
fenômeno que foi descrito na curva de strain-strain do desempacotamento de folha
finas (LEAL; GOMES, 2019). Cada pico sinaliza que o sistema saiu de um ponto de
equilíbrio local e foi para outro. Esta é uma característica encontrada em sistemas
metaestáveis onde os picos marcam a passagem para um novo estado metaestável. Um
fenômeno parecido foi descrito no desempacotamento de fios amassados em cavidades
bidimensionais, ao puxar o fio empacotado dentro de uma cavidade 2D (SOBRAL et al.,
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2015). Uma relação entre a força de extração e o comprimento de fio extraído também
pode ser encontrada nesse trabalho.

Figura 16 – (a) Medida de força, �, versus esticamento, ΔG, de uma bola de papel de raio
médio ' = 18 ± 1 mm. A folha de papel com ! = 210 mm e � = 75 g/m2,
foi esticada com velocidade E = 0, 83 mm/s. (b) As curvas tênues são 20
medidas de força, �, versus esticamento, ΔG, equivalentes a Fig. 16-a. Para
reduzir as flutuações das 20 medidas utilizamos ométodo NadarayaWatson,
que pode ser visto na curva continua, para mais detalhes leia o texto.

Na parte (b) da Fig. 16, temos um gráfico com 20 experimentos de esticamento
de bola de papel equivalentes ao mostrado na Fig. 16-a. A curva contínua é gerada com
um método de regressão de dados não paramétricos, denominado regressão do kernel
Nadaraya-Watson (NADARAYA, 1964; WATSON, 1964), cuja finalidade é reduzir as
flutuações. No gráfico da Fig. 16-b podemos ver claramente que a inclinação da curva
contínua �-ΔG possui três tendências distintas, que estão localizadas em três regiões na
curva. Devido a importância do ponto de mudança da primeira região para a segunda e
do ponto de mudança da segunda região para a terceira nós colocamos símbolos para
representa-los. A cruz (+) representa o ponto de mudança da primeira região para a
segunda, ΔG(+) é o valor da abscissa do ponto “+”, e o “×” o ponto no qual a segunda
região termina, ΔG 5 é o valor da abscissa do ponto “×”. ΔG 5 indica o início da região,
no final da curva �(ΔG), onde � passa a crescer muito rapidamente, ou seja, assinala a
região em que as forças de coesão interna ao longo da folha passam a controlar a física
do problema. Assim, ΔG 5 está associada à transição da física da SA em três dimensões
para a física controlada pela topologia bidimensional da folha. Por isso, devemos esperar
que ΔG 5 ∼ !, onde L é o comprimento topológico relevante.

Podemos ver na Fig. 16-b oito fotografias que mostram a evolução do desempaco-
tamento de uma bola de papel. Cada imagem aponta ao local da curva média onde a
respectiva deformação ocorreu. As fotografias não correspondem a nenhuma das 20
amostras medidas no gráfico, contudo as imagens registram um desempacotamento
típico de uma folha amassada. A fotografia (1) tem ΔG nulo e ela representa o estado de
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máximo empacotamento. As imagens (1) e (2) mostram dois estados da SA na primeira
região. As deformações registradas nas fotos de (3) a (7) estão contidas na segunda
região. Estas imagens mostram que duas partes da folha de papel vão se desprendendo
progressivamente de uma fase empacotada da folha à medida que ΔG cresce, formando
uma fase desempacotada. Essas duas fases coexistem na primeira e segunda região da
curva �-ΔG de uma folha com ! = 210 mm. Contudo, no ponto (×) a fase empacotada é
totalmente desmantelada como podemos ver na fotografia (8), mostrando que na terceira
região a SA está inteiramente na fase desempacotada, embora a folha ainda seja rugosa.
Então, a inclinação mais acentuada encontrada na terceira região é fruto da diminuição
dessa rugosidade e de, eventualmente, um esticamento das fibras do papel. Ou seja,
na primeira e na segunda região, as forças envolvidas são localmente transversais a
domínios da folha; elas conectam em geral, domínios separados (desconexos) sobre a
folha. Já na última região, as forças envolvidas são, basicamente, internas à folha.

As tendências da curva média, descrita na Fig. 16-b, na primeira e na segunda
região obedecem a duas leis de escalas distintas. Observamos isso no gráfico Log-Log
da Fig. 17-a que mostra uma curva Nadaraya Watson de �-ΔG para uma folha com
! = 305 mm e � = 75 g/m2. No intervalo de ΔG entre 4 e 43 mm, a curva média escala
com � ∼ ΔG1,04±0,01, mostrando uma tendência hookeana linear na primeira região.
A linha contínua corresponde ao ajuste de lei de potência da curva �-ΔG na segunda
região igual � ∼ ΔG0,65±0,03. Este comportamento sublinear encontrado aqui, próprio de
materiais auxéticos, faz com que tais materiais exibam a importante característica de
mitigar impactos (REID et al., 2018). Ou seja, a força de esticamento obedecerá a uma
dupla lei de potência igual a

� ∼ ΔG= , (3.1)

onde = é 1 para ΔG < ΔG(+) e 0,65 para ΔG 5 > ΔG > ΔG(+).

As curvas típicas stress-strain em materiais usuais, não-frágeis, como metais e
polímeros, apresentam inicialmente um comportamento linear, característico de um
regime hookeano, seguido de um regime não-linear, reversível, e, depois um regime
plástico irreversível. Em todos os materias, o comportamento da curva no regime
plástico varia muito em função da composição do material, contudo, comumente tem
"formato convexo"e geralmente a curva termina no ponto de ruptura (TU et al., 2020;
KITAGAWA; ZHOU; QUI, 1995). Diferentemente a curva stress-strain do esticamento
de SA tem "formato côncavo", entre a segunda e a terceira regiões na Figura 16,
devido a estrutura subjacente (à estrutura 3D) que é controlada pela topologia 2D
das folhas. Experimentos de nano-física recentes (envolvendo forças da magnitude de
pico-newtons) esticaram moléculas individuais de DNA (ou proteínas) até estarem
totalmente desdobradas (ou desempacotadas) (LI et al., 2015; BUSTAMANTE et al.,
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2000). Esses trabalhos apresentaram curvas stress-strain com características similares às
encontradas no esticamento de SA: aproximadamente como no esticamento de SA, a
terceira região é devida à estrutura subjacente (à estrutura 3D) que é controlada pela
topologia 1D da cadeia polimérica.

Variando a escala do sistema (o tamanho ! da folha) nós pudemos observar outras
características relacionadas às inclinações da curva �-ΔG. O gráfico da Fig. 17-b mostra
nove curvas de desdobramento de folhas amassadas com tamanhos !’s diferentes que
refletem o método Nadaraya Watson para 10 medidas equivalentes. A curva contínua
preta corresponde ao desempacotamento de folhas com ! = 305 mm, na curva preta com
dois traços e um ponto ! = 264 mm, na curva preta com um traço e dois pontos ! = 206
mm, na curva preta com um traço e um ponto ! = 147 mm, na curva preta tracejada
! = 88 mm, na curva preta pontilhada ! = 77 mm, na curva continua magenta ! = 66
mm, na curva magenta com dois traços e um ponto ! = 55 mm e na curva magenta
tracejada ! = 33 mm. Todos esses experimentos correspondem a E = 0, 83 <</B.
Teste adicionais, com velocidades entre 0, 83 e 6, 10 <</B não mostraram variações
significativas nas curvas de stres-strain.
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Figura 17 – (a) Gráfico Log-Log da Curva Nadaraya Watson de � vs. ΔG para uma folha
com ! = 305 mm e � = 75 g/m2. A linha tracejada mostra uma relação
linear entre � e ΔG. A linha contínua mostra uma alteração de regime na
curva �-ΔG na segunda região, com uma relação do tipo lei de potência
igual � ∼ ΔG0,65±0,03. (b) Nove curvas que reproduzem o método Nadaraya
Watson (médias em 10 medidas) de � vs. ΔG, com � = 75 g/m2 e E = 0, 83
mm/s. Os tamanhos das nove folhas são ! = {33, 55, 66, 77, 88, 147, 206, 264
e 305 mm}, para mais detalhes leia o texto. No inset temos um esquema
simplificando o comportamento das curvas das médias de �-ΔG com !

diferentes. A curva tracejada, !2 , do inset corresponde a uma curva damédia
com parâmetro ! que marca a transição entre os dois regimes.

Para facilitar a compreensão do leitor, no inset da Figura 17-b temos um esquema
simplificando o comportamento das curvas das médias de �-ΔG. Veja que a inclinação
das curvas na primeira região é invariante por escala, isto é, não muda com !. Observe
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que as curvas das médias mostradas na Fig. 17-b estão associadas a dois regimes de
desempacotamento. No primeiro regime as curvas das médias possuem somente duas
regiões, a primeira e a terceira, diferente das três regiões da curva da média da Fig. 16-b.
Estas curvas têm ! ≤ !2 , onde !2 corresponde a uma medida do parâmetro ! que marca
a transição entre os dois regimes (a curva tracejada no inset corresponde a folha com
tamanho !2). Veja que essas curvas não têm a região intermediária caracterizada pela
lei de escala descrita pela equação 3.1. Como as curvas com ! ≤ !2 não possuem a
segunda região, isso significa que elas passam da primeira região para a terceira. Por
causa disso seus ΔG 5 ’s (abscisas dos pontos ×’s de cada curva) são menores que ΔG(+).
Observe que o ponto de mudança da primeira região para a segunda (+) é o mesmo
para todas as curvas. ΔG 5 de !2 é igual ΔG(+) e por isso !2 não tem a segunda região. A
medida exposta no gráfico da Fig. 17-b que mais se aproxima de !2 é ! = 66 ± 1 mm
com ΔG 5 = 58 ± 12.

No segundo regime as curvas das médias �-ΔG para folhas amassadas com
! > !2 , possuem três inclinações diferentes semelhante ao que foi descrito na Fig. 16-b.
Essas curvas têm as suas primeiras e segundas regiões sobrepostas umas sobre as outras.
A exemplo das curvas !3 e !4 que percorrem o mesmo caminho no gráfico �-ΔG e se
separam no ponto com abscissa ΔG 5 3, isto significa que o trabalho para desempacotar a
bola !3,,3(ΔG 5 3), é igual ao trabalho para esticar a bola !4,,4(ΔG 5 3), até o ponto de
abscissa ΔG 5 3. Então podemos afirmar que,8(ΔG 5 8) =,9(ΔG 5 8), onde 8 < 9 e ΔG 5 8 é a
abscisa do ponto onde a bola de tamanho desdobrado “!8” é totalmente desempacotada.
Consequentemente

,8(ΔG) =,9(ΔG), (3.2)

desde que ΔG ≤ ΔG 5 8 , 8 < 9.

Podemos observar como a curva da média é alterada quando variamos a gra-
matura da folha. O gráfico da Fig. 18 mostra como o perfil da curva �-ΔG muda com
a gramaturas. Neste gráfico temos quatro curvas que refletem o método Nadaraya
Watson sobre 20 medidas de � versus ΔG, com ! = 210 mm e E = 0, 83 mm/s. A curva
contínua tem � = 56 g/m2, a curva pontilhada � = 75 g/m2, a curva tracejada � = 90
g/m2 e na curva com pontos e traços � = 120 g/m2. Observe que na primeira região a
inclinação das curvas não mudam com �, contudo na segunda região podemos ver um
leve crescimento da curva �-ΔG com o crescimento da gramatura. Em outros trabalhos
já foi observado que a variação da gramatura (ou a espessura) da folha implica na
mudança da dimensão fractal, bem como de outros expoentes que caracterizam as SA
(GOMES, 1987b; GOMES, 1987a; TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN, 2009) [veja a seção
2.2.1].

Nós podemos confirmar que tanto a eq. 3.2 quanto a lei de potência sublinear
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Figura 18 – Quatro curvas que refletem o método Nadaraya Watson sobe 20 medidas
de � versus ΔG, com ! = 210 mm e E = 0, 83 mm/s e gramaturas diferentes.
A curva continua � = 56 g/m2, a curva pontilhada � = 75 g/m2, a curva
tracejada � = 90 g/m2 e na curva com pontos e traços � = 120 g/m2.

encontrada na eq 3.1, para ΔG 5 > ΔG > ΔG(+), são produtos do mesmo sistema. Através
da integração numérica das nove curvas �-ΔG da Fig. 17-b, nós obtemos suas medidas
do trabalho (,(ΔG 5 )) para desempacotar totalmente as folhas. Associando os,(ΔG 5 )’s
com os seus respectivos ΔG 5 ’s, conforme sugerido pelo o gráfico da Fig. 19, nós obtemos
um ajuste de lei de potência nas medidas, vs. ΔG 5 e encontramos a relação

,(ΔG) ∼ ΔG(1,73±0,05). (3.3)

Derivando a equação 3.3 em relação a ΔG temos � ∼ ΔG(0,73±0,05), que é uma boa
aproximação para o ajuste de lei de potência encontrado na segunda região da curva
�-ΔG da Fig. 17-a (onde obtemos um expoente = = 0, 63 ± 0, 05).
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Figura 19 – Trabalho, necessário em unidades SI para desempacotar bolas de papel
amassadas para !’s diferentes versus ΔG 5 . Os dados foram obtidos através
da integração numérica das nove curvas �-ΔG da Fig. 17-b [Leia o texto para
mais detalhes.]. O ajuste de lei de potência é, = (6, 9 ± 0, 1).ΔG(1,73±0,05)

5
.
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Outro exemplo de sistema macio ("soft") que apresenta uma relação "stress-
strain"sublinear, seguindo um regime linear como observado nas SA’s, é encontrado
no estudo reológico de géis coloidais (LAURATI; EGELHAAF; PETEKIDIS, 2011). A
transição de um regime linear para um sublinear na relação "stress-strain"de géis
coloidais se deve à quebra de ligações moleculares, que corresponde qualitativamente,
às rupturas de ligações transversais à folha nas SA’s.

3.3.2 Relação entre fase empacotada e fase desempacotada

Como foi mostrado na Fig. 16-b, o esticamento ΔG causa um desmantelamento
da SA que é responsável pela divisão da folha em duas fases (a fase empacotada e a fase
desempacotada). A evolução física dessas fases está diretamente relacionada à eq. 3.2 e
consequentemente à mecânica associada ao desempacotamento. Para compreendermos
como as fases empacotada e desempacotada evoluem nós medimos uma grandeza
que caracteriza o comprimento da fase desempacotada (D). Na figura 20-a temos uma
sequência de imagens que mostra a evolução do processo de esticamento de uma bola
de papel. As folhas usadas neste experimento tinham ! = 212 mm, � = 75 g/m2 e
' = 18 ± 1 mm.

Figura 20 – (a) Sequência de imagens que mostra a evolução do processo de esticamento,
com o objetivo de encontrar a variação de um comprimento característico (D)
da fase desempacotada. Através de D′

8
e D′′

8
nós medimos os comprimentos

D’s do desempacotado em função de ΔG, por meio da definição D8 = D′8 + D
′′
8
.

A variação de D é definida como ΔD = D8 − D1. (b) Gráfico de dez medidas
de ΔG versus ΔD, com ajuste linear ΔD = (1, 01 ± 0, 01)ΔG.

As quatro imagens revelam que o processo de desmantelamento da bola de papel
ocorre inicialmente na vizinhança das pontas que ficaram expostas e prossegue em
direção ao meio da folha. Este direcionamento do desmantelamento da fase empacotada
da folha indica que existe uma simetria de desdobramento em uma única direção, que
é uma consequência do método de esticamento. Duas partes desdobradas da folha
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irão crescer com ΔG à medida que desempacotamos a bola de papel. Então medimos o
comprimento dessas duas partes e relacionamos com o seu ΔG. Os comprimentos das
duas parte livres são D′

8
que é o pedaço superior e D′′

8
o pedaço inferior. O comprimento

total da região livre é D8 = D′8 + D
′′
8
. O gráfico da Fig. 20-b mostra a variação de D, ΔD,

versus ΔG para dez medidas diferentes de folhas amassadas com ! = 210 << e � = 75
6/<2, onde ΔD = D8 − D1 e o comprimento inicial das partes desdobradas é D1. O ajuste
feito sobre as dez medidas nos leva à equação

ΔD = ΔG. (3.4)

Consequentemente, a parte desempacotada da folha deve obedecer a uma relação
semelhante à equação 3.2. Na Fig. 21-a temos as duas folhas igualmente esticadas até
ΔG = ΔG 5 3, isto é, o ponto no qual a folha !3 está totalmente desempacotada. Elas foram
mapeadas para mostrar as partes das folhas que estão desempacotadas, � 5 3 e � 5 4, e a
parte que ainda está empacotada, �?4. A folha !3 está completamente desempacotada
e � 5 3 é a área desempacotada da folha. As pontas que estão destacadas nas duas
folhas corresponde às extremidades que ficaram expostas. Na folha !4 temos as áreas
desempacotadas, �′

5 4 e �
′′
5 4, e a área emaranhada, �?4. Através da eq. 3.4 nós chegamos

às expressões ΔD3 = ΔG 5 3 e ΔD′4 +ΔD′′4 = ΔG 5 3 (pois a folha com tamanho !4 foi esticada
até ΔG 5 3) então as áreas desempacotadas das duas folhas são iguais. Logo, se duas
bolas de papel com !’s diferentes forem esticadas até o mesmo ΔG as áreas médias
desempacotadas, � 5 , de ambas serão iguais.

� 5 8(ΔG) = � 5 9(ΔG). (3.5)

Isto significa que se esticarmos duas folhas empacotadas com tamanhos !’s diferentes
por um determinado ΔG, tanto o trabalho,(ΔG) quanto a área desempacotada � 5 (ΔG)
das duas folhas serão iguais. Logo, os mecanismos responsáveis pelas forças de coesão
da bola de papel são independentes do parâmetro !.

O comportamento descrito pela eq. 3.4 e eq. 3.5 só é comprovado para folhas com
! = 210 <<, pois as medidas da Fig. 20-b só foram realizadas com amostras de folhas
amassadas com esse tamanho. Definimos � como o máximo esticamento possível de
uma folha amassada com tamanho !, logo � =

√
2! − G0. Através da análise da razão

entre as medidas de esticamento máximo, �, e ΔG 5 , para folhas com diferentes tamanhos
!’s, podemos confirmar que o processo resumido nas eq. 3.4 e 3.5 pode ser estendido
para a folhas amassadas com ! > !2 [veja Fig. 22]. Observe na Fig. 22 que todas as curvas
com ! > !2 têm ΔG 5 /� ≈ 0, 82 ± 0, 02, isso significa que ΔG 5 é proporcional a !, pois �
é proporcional a !. Podemos mostrar através de um calculo analítico que a relação de
proporcionalidade entre � e ΔG 5 é um reflexo da simetria de desmantelamento da fase
empacotada, mostrada na Fig. 20-a, somada à igualdade entre ΔG e ΔD descrita na eq. 3.4.
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Figura 21 – (a) Mapa que mostra as áreas das folhas que estão desempacotadas, � 5 3
e � 5 4, e a parte que ainda está empacotada, �?4. Elas foram esticadas até
ΔG 5 3. Neste ponto a folha !3 está totalmente desempacotada e a folha !4 está
parcialmente desempacotada. A área desempacotada das duas folhas são
iguais, � 5 3 = � 5 4 pois ΔG 5 3 = ΔD3 = ΔD

′
4 + ΔD′′4 = ΔD4. (b) Esquema que

mostra o desdobramento infinitesimal da folha empacotada. A medida que
a folha é esticada um elemento de comprimento 3G, o elemento de área 3�
(área riscada) é desdobrado. Observe que o elemento de área é igual a 3D.�.

Esta simetria se refere a um desdobramento unidirecional, isto é, o desmantelamento da
fase empacotada cresce numa única direção (do eixo G), como pode ser visto na Figura
20-a. Esticando uma folha amassada em um elemento de comprimento 3G (elemento
infinitesimal de ΔG), ela é desdobrada de um elemento de área 3�, veja a Fig. 21-b.
O elemento de área 3� é um retângulo com altura 3D e comprimento �, cuja área é
igual a �.3D. As duas partes desempacotadas têm comprimentos médios iguais, então
ΔD′ = ΔD′′, e a sua união forma uma folha quadra desempacotada. Então, � e ΔG são
os comprimentos das diagonais de um quadrado, significando que � = ΔG. Levando
em consideração a eq. 3.4 então 3D = 3G, logo, 3� = ΔG.3G. Integrando 3� entre entre
os intervalos, 0 e ΔG 5 , nós adicionamos no cálculo a simetria de desmantelamento na
direção do eixo G e obtemos

� 5 =

∫ ΔG 5

0
3� =

∫ ΔG 5

0
ΔG.3G =

1
2ΔG

2
5
.

Quando uma folha com tamanho ! é desdobrada até o seu ΔG 5 (ponto que marca o fim
da fase empacotada) então � 5 = !

2, isto é, a área da fase desempacotada, � 5 , é igual à
área total da folha, !2. Logo,

� 5 =
1
2ΔG

2
5
→ !2 =

1
2ΔG

2
5
→ ! ∝ ΔG 5 . (3.6)

O resultado da eq. 3.6 mostra que todas as folhas amassadas com ! > !2 também têm
uma dinâmica de desmantelamento descritas pelas eq. 3.4 e 3.5.

Por outro lado, para folhas que estão em um regime ! ≤ !2 , ΔG 5 /� cresce
linearmente com um ajuste linear tipo ΔG 5 /� = (0, 36 ± 0, 06) + (0, 007 ± 0, 001)!,
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Figura 22 – Gráfico de ΔG 5 /� versus !. � é o esticamento máximo, igual a
√

2!menos
G0. As seis bolas com ! > !2 têm ΔG 5 /� constante e igual a 0, 82± 0, 02. Para
! < !2 o valor de ΔG 5 /� é proporcional a !. O ajuste linear para o intervalo
de 0 a !2 é ΔG 5 /� = (0, 36 ± 0, 06) + (0, 007 ± 0, 001)!.

então ΔG 5 cresce com !2. O ajuste linear das medidas de ΔG 5 /� para ! ≤ !2 leva em
consideração o peso das barras de erro das medidas e foi realizado no programa QtiPlot.
Este resultado mostra que folhas amassadas com ! ≤ !2 obedecem outra mecânica
de desmantelamento diferente das eq. 3.4 e 3.5. No cap. 5, nós descreveremos um
modelo que sintetizará muitos dos resultados experimentais mostrados neste capítulo e
elucidaremos a origem da diferença entre folhas amassadas nos regimes ! > !2 e ! ≤ !2 .
O valor encontrado para !2 através do ajuste da curva ΔG 5 /� versus ! do gráfico da
Fig. 22 é 66 ± 9 mm e ΔG+ = 54 ± 7 mm.

Folhas finas na forma de bolas de papel amassadas pertencem à categoria
de materiais amorfos, isto é, materiais que não podem ser definidos com precisão
através da translação periódica de uma única célula unitária (MAVRAčIć et al., 2018).
A partir desta definição, podemos ver muitas semelhanças entre este trabalho e os
artigos de cisalhamento de materiais amorfos. Dentre os aspectos parecidos devemos
começar pelo perfil da curva de stress-strain. Tanto na folha amassada, Fig. 16, como no
estudo de cisalhamento de sólidos amorfos, a curva stress-strain tem inicialmente um
comportamento linear. Quando o stress atinge a tensão de escoamento (no caso da SA o
ponto "+"), a curva stress-strain entra em um regime sublinear (LIN; ZHENG, 2017). Esta
mudança na inclinação da curva stress-strain é causada pela deformação plástica do
material, que no caso de sólidos amorfos está relacionado à sua irregularidade e também
a espaços vazios. Após o limiar de escoamento, umfluxo plástico dematéria desordenada
gera um comportamento de fluxo heterogêneo, onde uma grande faixa de cisalhamento
coexiste frequentemente com uma região congelada (TANGUY; LEONFORTE; BARRAT,
2006). Este aspecto é semelhante a coexistência da fase desempacotada (fase fluida) e da
fase empacotada (fase congelada) do desempacotamento de folhas amassadas. Muitos
trabalhos descrevem um comportamento superdifusivo em partículas imersas no fluxo
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plástico de sólidos amorfos (TANGUY; LEONFORTE; BARRAT, 2006), característica que
foi mostrada no desempacotamento de folhas amassadas (LEAL; GOMES, 2019) e será
abordada no capítulo, a seguir.

3.4 COMPRESSÃO DE FOLHAS AMASSADAS

A compressão de folhas finas pode ser vista como o processo inverso do de-
sempacotamento de folhas amassadas, examinado na seção anterior. Alguns aspectos
básicos desses processos já foram comentados na seção 3.1. Nesta seção, mostraremos
resultados que tem como objetivo relacionar estudos de compreensão de folhas finas
com o trabalho de desempacotamento de folhas amassadas.

3.4.1 Modelo Termodinâmico de ordem zero da Compressão da Bola de Papel

Apesar da operação de amassar uma folha de papel na forma de uma bola ser
um processo não-térmico, fora do equilíbrio, é interessante utilizarmos um modelo
termodinâmico para encontrar o trabalho necessário para construir tal estrutura. Aqui,
nós modelamos a folha de papel como um gás ideal e o processo de amassamento
(compressão) como uma expansão (sic) isotérmica desse gás. Isso é possível pois o
amassamento cria muitos espaços vazios em três dimensões, fato que não ocorre com a
folha bidimensional, que não é uma estrutura porosa. O trabalho envolvido no processo
é

,2><? = =R) ln
(
+5

+8

)
, (3.7)

onde o volume inicial do nosso sistema é +8 = ℎ!2 (volume da folha não amassada)
e o volume final é +5 = (4/3)�'̄3 (volume da bola de papel com um formato aproxi-
madamente esférico), ℎ é a espessura da folha, = é o número de moles (de celulose)
contidos na folha, R é a constante dos gases e ) é a temperatura. Nós encontramos o
número de moles da celulose em uma folha de papel dividindo a massa da folha (")
pela massa molar da celulose (<24;). Desta forma, nós estamos considerando que o papel
é constituído somente de celulose, o que não é verdade. Contudo, este é um modelo
aproximativo e o resultado será satisfatório se fornecer amesma ordemde grandeza. Para
uma folha de papel com ! = 2, 41G10−1 m, � = 75G10−3 Kg/m2 e ℎ = 0, 1G10−3 m, temos
= = "/<24; = (4, 32g)/(162, 1g) = 0, 027 mol. No S.I. ' = 8, 31 J/K.mol e o amassamento
é realizado em temperatura ambiente ) = 300 K. Os volumes +8 = (0, 1 × 10−3 m)(0, 24
m)2 = 5, 76G10−6 m3 e +5 = (4/3)�(2, 04G10−2 m)3 = 3, 55G10−5 m3. Através da equação
3.7 chegamos à
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,2><? = (0, 027)(8, 31)(300);=(3, 55G10−5/5, 76G10−6) = 122, 4 J.

Comparando o valor de ,2><? com os valores obtidos da Fig. 19, que mostram as
medidas de trabalho necessário para desempacotar folhas de papel empacotadas, pode-
mos observar que,2><? é duas ordens de grandeza maior que as medidas encontradas
para aquele valor de, . É compreensível tal (aparente!) discrepância, uma vez que (i) a
maior parte do trabalho feito na compressão (amassamento) é investido na formação
dos dois tipos de defeitos topológicos do amassamento: as cristas e os cones aplicáveis
(WOOD, 2002) [veja Fig. 23]. (ii) As cristas1 são as grandes absorvedoras de energia
e elas não são desfeitas no processo inverso de abertura das SA, elas permanecem na
superfície, após o desdobramento, irreversivelmente.

Figura 23 – a) Configuração simulada de uma crista na forma de pipa. Fonte: (LOB-
KOVSKY et al., 1995). (b) Esboço de cônica aplicável. Fonte: (VENKATARA-
MANI et al., 2000).

Através do modelo de expansão livre podemos estimar também o módulo de
Young, que caracteriza a elasticidade da bola de papel amassada. Por meio dessa
grandeza é possível comparar nosso modelo termodinâmico com medidas diretas de
compressão axial de bolas de papel. O módulo de Young pode ser estimado através da
pressão do gás ideal no instante final da compressão, isto é, através da formula

% 5 =
=')

+5
=

,2><?

+5 ;=(+5 /+8)
=

,2><?

1, 819+5
≈ . (3.8)

Utilizando os resultados encontrados através da eq. 3.7 encontramos o módulo de Young
para uma folha amassada com tamanho ! = 241 <<,

. ≈ 122, 4�/[(3, 55 × 10−5) × 1, 819<3] = 1, 90 × 106�/<3 = 1, 90 MPa.

Este resultado obtido aqui para . é próximo também ao módulo de Young encon-
trado para vegetais que possuem uma estrutura celulósica (OGAWA; MATSUURA;
YAMAMOTO, 2015).
1 Cristas após o desdobramento serão chamadas de vincos.
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Naturalmente, o leitor deve questionar seriamente a argumentação termodinâ-
mica apresentada nesta subseção, a qual leva ao resultado . ≈ 1, 9 MPa. Para ajudá-lo
a verificar que ela não é absurda, apresentaremos abaixo uma segunda estimativa,
não-termodinâmica, que leva essencialmente ao mesmo resultado, entre outros, na
construção de uma SA.

Considere o amassamento manual de uma folha de papel de tamanho !, devido
a uma força de compressão 5 , até formar uma bola aproximadamente compacta
de diâmetro 2'. Estimamos o trabalho realizado, , , para obter a bola amassada
aproximadamente cúbica/esferoidal através da multiplicação da deformação pela força
necessária para comprimir. Nós temos por consistência, ≈ �(! − 2'). Para uma folha
com ! = 0, 24 m, 2' = 0, 04 m e para � = 380 N nós obtemos , = 76 J. O aumento
da entropia, (, da folha amassada em comparação com a configuração plana é obtido
por ( = ,/), onde ( = 76 J/300 K = 0, 25 J/K. Por outro lado, a pressão pode ser
estimada a partir de % = ,/+5 , que implica % ≈ 76/(3, 55 × 10−5) ≈ 2, 2 MPa ≈ ..
Note: (i) +5 = 3, 55 × 10−5 m é o mesmo valor que foi usado para o valor final no
argumento termodinâmico. (ii) O valor usado para � = 380 N é uma média entre
valores de "grip strength"[justamente o que é usado para fazer uma SA] para homens e
mulheres (BAO, 2000; MASSY-WESTROPP et al., 2011). O valor é próximo do 1, 9 MPa
obtido pelo argumento termodinâmico, agregando consistência ao cálculo anterior e
também próximo dos valores obtidos para compressão de nabos e cenouras (OGAWA;
MATSUURA; YAMAMOTO, 2015).

3.4.2 Compressão Axial de Bolas de Papel Amassado

Nesta subseçãonósdescreveremos como foramobtidas asmedidas de compressão
axial, ou ensaio de compressão, da bola de papel amassado. As amostras de bolas de
papel foram feitas com folhas de papel em formato quadrado e gramatura � = 75
g/m2. Todos os cuidados para controlar a absorção de umidade, descritos na seção
3.2, foram tomados nas amostras medidas neste trabalho. A compressão das bolas de
papel foi realizada por meio de uma placa que espremia a folha de papel amassada
contra a base do equipamento mecânico, veja Fig. 24-a. A placa era conectada à ponta de
prova de um dinamômetro Instrutherm DD-500, que realizava as medidas de stress. O
equipamento mecânico automático descrito na seção 3.2 foi adaptado para os testes de
compressão, utilizando o programa e a interface que controlam o experimento. Através
do programa podemos cruzar as medidas de força do dinamômetro com as medidas
de deslocamento da placa. A distância entre a placa e a base é G, a distância inicial é
G0, e a medida de compressão usada é a deformação � = G0 − G. Todas as medidas de
compressão foram realizadas a uma velocidade E = 0, 82 mm/s. A Fig. 24-b mostra um
exemplo da medida de stress de compressão (�) versus a deformação (�) de uma bola
de papel com raio ' = 21, 6 mm, feita com uma folha quadrada de lado ! = 241 mm. A
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constante elástica associada ao regime assintótico de grandes deformações, no processo
de compressão (reta contínua na figura 24-b), vale : = 12 kN/m, e relaciona-se com .

através da expressão simples : = �.'/2, onde ' é o raio da bola de papel amassado
acima reportado. O valor numérico obtido é . = 0, 37 MPa. Este : = 12 kN/m medido
para a compressão é cerca de 350 vezes maior que a constante elástica no regime linear
inicial para o processo de esticamento mostrado na Fig. 16-b (34 N/m). O valor . = 0, 37
MPa obtido nos experimentos de compressão reportados também não é inconsistente
com valor encontrado a partir da eq. 3.8, ou a partir do argumento não termodinâmico
que apresentamos depois: enquanto estes últimos, se referem ao processo de formação
da SA, no qual é criado, irreversivelmente, defeitos sobre a superfície, o valor de 0, 37
MPa, cerca de 5 vezes menor que o obtido com a eq. 3.8, está associado a uma superfície
amassada com os defeitos já formados.

Figura 24 – a) Esquema simplificado da compressão da bola de papel amassado. b)
Gráfico stress-strain da compressão axial de bola de papel de raio ' = 21, 6
mm, feita de folha quadrada com lado ! = 241 mm. A deformação, �, é a
distância inicial (G0) entre as placas menos a distância (G) instantânea entre
as placas. A reta contínua no fim da curva fornece uma inclinação : = 12
kN/m.

Para analisar o comportamento médio das curvas �-�, nós reproduzimos cada
amostra cinco vezes. Nós fizemos medidas de compressão com folhas amassadas com
tamanhos variados ! = {16, 4; 24, 0; 33, 0; 45, 7 e 66, 0 cm}, veja o gráfico da Fig. 25, para
compreender como o comportamento médio da curva �-� mudava com a escala do
sistema. As curvas da Fig. 25 mostram que a rigidez da bola de papel diminui a medida
que o tamanho da folha cresce, como esperado. Resultado este que concorda com o fato
de que a porosidade da bola cresce com o tamanho ! da folha amassada (BOUAZIZ et
al., 2013). Nós observamos também a existência de um platô em todas as curvas que
ocorre aproximadamente na mesma medida de força, � = 17, 21 N, independente de !.
Acreditamos que este platô seja causado por mudanças na natureza estrutural da folha
amassada, a medida que ela é comprimida. Mudanças de regime durante o processo
de compressão, já foram descritas na literatura (GOMES et al., 1989) [veja o resumo da
seção 3.1].
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Tendo estudado neste capítulo as propriedades elásticas básicas, estáticas, en-
volvidas na compressão e na distensão de superfícies amassadas, passaremos, a seguir,
ao estudo de propriedades que envolvem explicitamente o tempo nos processos de
distensão dessas superfícies, já que os processos de relaxação temporal de superfícies
amassadas foram anteriormente estudados, como comentado na seção 3.1.
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Figura 25 – Gráfico stress-strain da compressão axial de bolas de papel de folhas qua-
dradas com tamanhos !’s variados. Para mais detalhes consulte o texto.
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4 RELAÇÃO STRAIN-STRAIN NO DESDOBRAMENTO DE FOLHAS FINAS AMASSA-
DAS

No amassamento, uma folha de papel é submetida a deformações plásticas
irreversíveis que geram em sua superfície pequenos polígonos delimitados por cristas.
Estas cristas guardam a memória da formação da estrutura da bola de papel, bem como
suas caraterísticas: fractalidade e hierarquia. No capítulos anterior, nós estudamos o
desempacotamento de bolas de papel através da análise da relação stress-strain. Neste
capítulo, daremos continuidade ao estudo do desempacotamento de bolas de papel,
observando a expansão de sua deformação transversal, típica de um material auxético.
Como pode ser facilmente verificado, folhas finas no estado de máximo empacotamento,
como exemplificado por bolas de papel amassadas, pertencem à classe de materiais
auxéticos (LEAL; GOMES, 2019), isto é, materiais com coeficiente de Poisson negativo
(ALMGREN, 1985; KOLPAKOV, 1985).

Nosso objetivo neste capítulo é estudar a expansão da deformação transversal ao
esticamento das bolas de papel amassadas. Por conta disso, as grandezas aqui estudadas
foram encontradas usando várias fotografias que registravam a expansão das bolas de
papel amassadas. Através de um programa de análise de imagem evidenciamos a relação
do raio médio da expansão transversal �̄ ( ou a maior distância transversal �′ ) em função
do strain de tração (ΔG).Nesse processo, o contorno apresenta umcrescimento quadrático
médio como uma lei de potência ao longo do tempo, caracterizando essa dilatação
como uma difusão anômala (GREENENKO; CHECHKIN; SHUL’GA, 2004), como será
mostrado em detalhe na seção 4.1.1 e 4.1.2. O expoente encontrado aponta que este é
um sistema super difusivo (GREENENKO; CHECHKIN; SHUL’GA, 2004), obedecendo
à lei de Richardson, encontrada na dispersão de fluidos turbulentos (RICHARDSON,
1926; JULLIEN; PARET; TABELING, 1999). Observamos que o crescimento do contorno
de uma SA no processo de desembalagem apresenta flutuações intermitentes [veja
vídeo do Material Suplementar de (LEAL; GOMES, 2019)], refletindo o complexo
desmantelamento da estrutura amassada da folha. Estas flutuações são reminiscentes
de um caminhante de Lévy com saltos longos e raros.

A estrutura deste capítulo é a seguinte: na primeira seção descrevemos os detalhes
experimentais e na segunda seção apresentamos nossos resultados e discussões.

4.1 DETALHES EXPERIMENTAIS

Para estudar o strain transversal do esticamento de superfícies amassadas nós
usamos folhas quadradas com lados ! = 21, 1 ± 0, 1 cm e gramatura � = 75 g/m2 que
foram amassadas em estruturas na forma de bola com um diâmetro médio do conjunto
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2'̄ = 38 ± 1 mm, conforme descrito em trabalhos anteriores (GOMES, 1987b). Antes de
amassar, dois cantos foram deixados livres, dos quatro cantos da folha quadrada. Estes
cantos ficaram expostos com o objetivo de fixá-los no equipamento responsável pelo
desempacotamento, veja a Fig. 26. Os dois cantos expostos tinham posições na mesma
diagonal, que é considerada a direção do strain de alongamento ao longo da vertical.
Utilizamos folhas com � = 75 g/m2 pois é a mesma gramatura usada nos experimentos
de esticamento de folha descrito no capítulo 3.

No cap. 3, foi discutido a influência da umidade nas propriedades mecânicas da
folha amassada. Por causa disso nós implementamos neste trabalho as mesma medidas
de controle da umidade. Por exemplo: as medidas foram feitas no verão, quando a
umidade do ar é mais baixa e estável. Foi utilizado um higrômetro para medir a
umidade relativa do ar do laboratório que marcava aproximadamente 40%, no verão
com o ar-condicionado em sua potência máxima. Todo o experimento foi realizado com
luvas, para que a umidade das mãos não alterasse as propriedades mecânicas das folhas
amassadas.

4.1.1 Medidas da expansão lateral

Para registrar o processo de desempacotamento, gravamos imagens da expansão
das bolas de papel em uma posição conveniente, como esboçado na Fig. 26. Nós
utilizamos o equipamento robótico e a interface de controle de movimento descrito no
capítulo 3, para esticar a folha amassada e dar suporte à câmera fotográfica. A precisão
da posição de esticamento do aparato robótico é de 3 �m e a velocidade de esticamento
foi fixada em 5, 8 ± 0, 1 mm/s. As fotografias foram obtidas por uma câmera digital
Olympus C-3040 Zoom, ajustada no equipamento, para que seu eixo focal seja sobreposto
ao eixo do alongamento, G, a fim de evitar problemas provenientes da paralaxe. A câmera
digital estava configurada com uma resolução de 2048x1536 pixels.

A deformação, ΔG, é a distância entre os dois cantos da folha que foram expostos
após o amassamento menos o tamanho inicial da bola amassada. O processo de esticar
a bola de papel começa com a folha no estado de máximo empacotamento, ΔG0 = 0, 00
mm, e continua até que a folha esteja completamente esticada, Fig. 26, última ilustração
à direita. As imagens do desempacotamento das bolas amassadas foram tiradas em
intervalos de 12, 5 ± 0, 1 mm ao longo da direção G. O experimento não foi realizado
de maneira corrida, isto é, nós paramos o esticamento todas as vezes que tiramos as
fotografias.

4.1.2 Descrição do contorno

Obtemos as grandezas geométricas de interesse processando as fotografias
capturadas pela câmera digital, conforme indicado na Fig. 27-a. Esse tratamento foi
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Figura 26 – Um esboço simplificado que ilustra o processo de dilatação transversal
gravando imagens quando uma bola de papel é esticada. A deformação,
ΔG, é a distância entre os dois cantos da folha que foram expostos após o
amassamento menos o tamanho inicial da bola amassada, ΔG0. Os valores
correspondentes aos quatro instantes do alongamento mostrado são ΔG0 =
0, 00 mm, ΔG1 = 58, 97 mm, ΔG2 = 126, 00 mm e ΔG3 = 189, 99 mm. Observe
que, conforme a bola é esticada, ela se expande nas direções y e z.

realizado com o auxílio de um programa escrito na linguagemWolfram Mathematica,
que desenha o contorno da imagem da bola de papel amassado sendo aberta com
resolução de 0,1 mm, conforme indicado na Fig. 27-a e 27-b (os códigos do programa
estão disponíveis no Apêndice A). Esses contornos caracterizam a dilatação transversal
da bola de papel para cada posição ΔG do alongamento. No exemplo da Fig. 27, temos
uma imagem correspondente a ΔG = 137, 5 ± 0, 1 mm, das 17 imagens que caracterizam
toda a história de alongamento. No total, usamos em nosso estudo do desdobramento
de SA um conjunto com 10 réplicas equivalentes, correspondendo a um total de 170
imagens.

Figura 27 – Representação explicando o método de tratamento da imagem e análise
da dilatação transversal. (a) Imagem capturada pela câmera posicionada
no suporte, conforme descrito na Fig. 26. (b) Contorno que foi obtido ao
aplicarmos nosso programa na imagem (a), consulte o texto para obter
detalhes. �" é o centro de massa do contorno. (c) Ilustração do contorno
(b) mostrando a distância máxima entre dois pontos do contorno (A′). Nesta
imagem, a bola de papel foi esticada até ΔG = 137, 5 mm.

A Fig. 27-c ilustra as grandezas que são medidas e estudadas neste trabalho.
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A primeira, �̄, é a distância média entre os pontos do contorno e o centro de massa
do contorno, �". A segunda, �′ é a distância máxima possível entre dois pontos do
contorno. As duas grandezas caracterizam a expansão da deformação transversal, porém
a diferença entre elas se origina na não homogeneidade da dilatação. Podemos verificar
na Fig. 28 que a expansão cresce mais rápido na direção paralela ao eixo H, enquanto
na direção paralela ao eixo I começa a crescer, mas decresce na metade do processo de
esticamento. Portanto, foi necessário estudar o crescimento máximo e o crescimento
médio de todas as direções.

Como este trabalho tem como objetivo modelar a expansão transversal de uma
SA como uma difusão anômala, deve-se adaptar os modelos de difusão de fluidos para o
método de análise de contorno descritos nesta seção. Os trabalhos que estudam a difusão
de fluidos utilizam a variância da posição de suas partículas (〈A2〉) para estabelecer o
alcance da dispersão do fluido (RICHARDSON, 1926; JULLIEN; PARET; TABELING,
1999). A evolução temporal da variância obedece uma lei de escala igual a

〈A2〉 ∼ C� . (4.1)

Se � = 1 então a eq. 4.1 corresponderá a difusão simples e se � > 1 uma difusão anômala.
Contudo, o método experimental descrito neste capítulo fornece o contorno da SA no
plano yz e não a posição de cada pedaço da folha de papel. O contorno já é uma medida
que caracteriza o alcance da expansão da folha no plano yz. Por este motivo foi usado o
raio de giração do contorno, bem como, a máxima distância possível entre dois pontos
do contorno para determinar o alcance da folha amassada.

No entanto, não se pode fazer a substituição de
√
〈A2〉 exatamente por �̄ (ou �′),

pois a variância fornece a variação da posição relativa entre as partículas. Como 〈A2〉,
numa difusão bi-dimensional, tem a unidade da área [m2], isto significa que a eq. 4.1
mostra como a variação da área por partícula escala no tempo. Através do método
descrito neste capítulo é possível determinar como a variação da área do contorno escala
com o tempo, pela variação do raio de giração do contorno (Δ�̄) e a variação da distância
máxima (Δ�′). Δ�̄ é igual ao raio de giração do contorno �̄menos o raio de giração do
contorno quando ΔG = 0 mm. Δ�′ é igual distância máxima do contorno �′ menos a
distância máxima do contorno quando ΔG = 0 mm.

4.2 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.2.1 Análise qualitativa dos contornos

A Fig. 28-a representa um crescimento típico do contorno externo da região
transversal de uma bola de papel durante a desempacotamento. O processo de desempa-
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cotamento inicia em ΔG = 0, 0 mm (contorno mais escuro) e termina em ΔG 5 8=0; = 203, 5
mm (contorno cinza mais claro). Isso parece contradizer o princípio de Le Châtelier, que
afirma que quando um sistema em equilíbrio está sujeito a uma mudança, o próprio
sistema responderá de forma a aliviar o efeito dessa mudança. Por esta razão, é comum
que sistemas submetidos a um estresse de esticamento contraiam sua região transversal
para amenizar os efeitos desse estresse. Consequentemente, a dilatação de �̄ resulta em
um coeficiente de Poisson negativo, que se refere a materiais auxéticos (ALMGREN,
1985; KOLPAKOV, 1985).

0
0 160

0

203

Figura 28 – a) Crescimento típico do contorno externo da região transversal da bola
de papel durante o desempacotamento. A bola de papel neste exemplo em
particular tem um diâmetro médio inicial 2'̄ = 36 ± 2 mm. O alongamento
entreumcontorno e seu sucessor, nadireçãode G, é de 12, 5±0, 1mm.Observe
que o crescimento ocorre com saltos longos e curtos intermitentes durante
o alongamento. b) Os 17 contornos foram divididos em três conjuntos, a
fim de enfatizar a mudança abrupta de anisotropia crescente que ocorre no
processo de expansão, a saber: quase-circular (i), quase-trapezoidal (ii) e
quase-retangular (iii).

A Fig. 28 mostra como a deformação transversal tem uma tendência a crescer
com ΔG. No entanto, essa evolução da expansão apresenta flutuações dessa tendência,
evidentes quando observamos as mudanças entre um contorno e seu sucessor. Isso se
deve à natureza complexa da bola de papel: a taxa de crescimento apresenta flutuações
com saltos curtos e longos do contorno distribuídos intermitentemente ao longo do
alongamento, refletindo a dinâmica não trivial de expansão da superfície da bola de
papel, com o desmantelamento de vários tipos locais de dobras emaranhadas.

É interessante notar que os vários contornos observados ao longo de todo o
processo de desdobramento, desta amostra típica, podem ser divididos em três grupos
com três aspectos geométricos diferentes, Fig. 28-b. Podemos associar os contornos
do conjunto (i), dos instantes iniciais, com uma seção quase circular; os contornos do
conjunto (ii) têm uma forma quase-trapezoidal e os contornos do conjunto (iii), dos
instantes finais, têm uma forma quase-retangular. Está observações tem o único intento
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de mostrar que dentro de um mesmo conjunto, os saltos de um contorno para o outro
são pequenos, causados por pequenas desconexões locais folha-folha. As mudanças de
forma entre os diferentes conjuntos sugerem visualmente mudanças bruscas, como os
raros saltos longos de uma caminhada de Lévy (DUBKOV; SPAGNOLO; UCHAIKIN,
2008) causados por grandes desconexões globais folha-folha.

4.2.2 Análise quantitativa de �̄

Figura 29 – (a) O raio médio do contorno, Δ�̄, versus a deformação longitudinal ΔG
(gráfico principal em escala linear e inserido em escalas log-log). A curva
contínua reflete o método Nadaraya-Watson. Os símbolos referem-se a 10
experiências equivalentes usando 17 valores independentes diferentes da
deformação longitudinal. (b) A curva de Nadaraya-Watson como em (a), mas
com o guia para os olhos adicionado com a inclinação 3,00 (linha tracejada)
mostrando que, assintoticamente, Δ�̄2 ∼ ΔG2.99±0,01. Inset: Δ�̄2/ΔG3 como
uma função de ΔG. Com ΔG ∝ C, a linha horizontal nesta inserção indica a
presença do escalonamento assintótico de Richardson, Δ�̄2 ∼ C3.

A Fig. 29 mostra Δ�̄ para diferentes valores de ΔG. Na parte (a), temos um gráfico
linear-linear de 10 experimentos de dilatação transversal da bola de papel. A curva
contínua é gerada com ummétodo não-paramétrico de regressão de dados denominado
regressão de kernelNadaraya-Watson (NADARAYA, 1964;WATSON, 1964), cujo objetivo
é reduzir as flutuações. No inset, temos o mesmo gráfico nas escalas log-log, com o
objetivo de elucidar o comportamento assintótico da curva contínua e flutuações. Na
parte (b), temos a mesma curva contínua da parte (a) com um guia para os olhos, a
linha tracejada, sugerindo a lei da potência assintótica Δ�̄2 ∼ ΔG2,99±0,01. Observe que
existe um platô incipiente no final da curva contínua na Fig. 29. Isso ocorre por conta de
uma limitação do método de regressão Nadaraya-Watson devido ao pequeno tamanho
de subamostragem. O ajuste atinge um intervalo entre ΔG = 27, 95 mm e 209, 01 mm
que é aproximadamente a uma década. Pequenos intervalos de escala correspondem à
dificuldade experimental de muitas curvas de escala temporal.
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Duas décadas atrás, Jullien; Paret; Tabeling (1999) estudaram a dispersão de
pares de partículas no fluxo de um fluido com turbulência bi-dimensional. E devido a
importante analogia entre este fenômeno e o desdobramento de uma folha amassada,
reproduzimos na Fig. 29 a dependência encontrada por esses autores na curva na Fig.
2 da referencia (JULLIEN; PARET; TABELING, 1999), para que se possa fazer uma
comparação mais direta.

4.2.3 Análise quantitativa de �′

O gráfico de Δ�′ versus ΔG é mostrado na Fig. 30, ele tem essencialmente a
mesma aparência da Fig. 29, com uma lei de escala assintótica (Δ�′)2 ∼ ΔG3,13±0,01. Como
discutido anteriormente, a diferença encontrada nos expoentes é o resultado da falta
de homogeneidade da dilatação transversal. A falta de homogeneidade é causada pela
transição de um regime em que a folha é empacotada na forma de uma bola para um
regime em que ela é esticada.
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Figura 30 – (a) A distância máxima possível entre dois pontos do contorno,Δ�′, e a defor-
mação longitudinal ΔG (gráfico principal em escala linear e inset em escalas
log-log). A curva contínua reflete o método Nadaraya Watson. Os símbolos
referem-se a 10 experiências equivalentes usando 17 valores independentes
diferentes da deformação longitudinal. (b) A curva de Nadaraya Watson
como em (a), mas com o guia para os olhos adicionado com a inclinação 1,62
(linha tracejada) mostrando Δ�′ ∼ ΔG1,62±0,02. Inserção: Δ�′2/ΔG3.2 como
uma função de ΔG.

A figura 31 mostra a relação entre Δ�̄ e Δ�′. Nos dois gráficos, temos dados de
10 experimentos com 17 valores independentes diferentes da deformação longitudinal e
as curvas contínuas refletem o método Nadaraya Watson, semelhante ao descrito nos
gráficos das Figuras 29 e 30. A linha tracejada, na gráfico principal, é uma lei de potência
para guiar os olhos, mostrando Δ�′ ∼ Δ�̄1,07±0,01. No inset, temos o mesmo gráfico em
escala linear. A linha cinza sólida no inset é dada por Δ�′ = (3, 54 ± 0, 02).Δ�̄.
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Figura 31 – A distância máxima possível entre dois pontos do contorno, Δ�′, versus
o raio médio do contorno, Δ�̄, (gráfico principal em escala log-log e inset
em escala linear). A curva contínua reflete o método Nadaraya Watson.
Os símbolos referem-se a 10 experiências equivalentes usando 17 valores
independentes diferentes da deformação longitudinal. Veja o texto para
detalhes.

4.2.4 A lei de escala temporal para o strain horizontal

A associação entre o comportamento assintótico mostrado na Fig. 29 e a relação
de escala linear entre ΔG e o tempo, nos leva a

Δ�̄2 = �C� , (4.2)

isto é, nós obtemos uma lei de escala de difusão anômala espaço-temporal (semelhante a
eq. 4.1) com � ≈ 3, que é uma assinatura de superdifusão (GREENENKO; CHECHKIN;
SHUL’GA, 2004), como pode ser observado na estatística de caminhadas de Lévy
(DUBKOV; SPAGNOLO; UCHAIKIN, 2008).

Deste modo, encontramos no desempacotamento das bolas de papel um regime
que é dado essencialmente pela lei de Richardson (RICHARDSON, 1926; JULLIEN;
PARET; TABELING, 1999). Isso está de acordo com a análise qualitativa da Fig. 28, que
exibe as características de caminhante de Lévy no crescimento (difusão) do contorno.

O valor � = 3 tem uma implicação importante no estudo da equação 4.2, pois a
constante � terá dimensão de [J]

[s].[Kg] , ou seja, potência por quilograma. Na turbulência,
essa constante está relacionada à taxa de transferência de energia (JULLIEN; PARET;
TABELING, 1999). O valor de � encontrado no ajuste da Fig. 29 é 8, 98±0, 08 W/Kg. Não
estamos reivindicando aqui, evidentemente, que o desempacotamento de superfícies
amassadas apresenta a usual turbulência em sua dinâmica, no entanto, à parte a
existência da lei de Richardson, os dois sistemas têm semelhanças importantes: eles
têm uma dinâmica não linear, ambos apresentam grandezas que possuem estruturas
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hierárquicas (DONATO; GOMES; SOUZA, 2002; SULTAN; BOUDAOUD, 2006), e ambos
têm um suporte com uma dimensão fractal aproximada entre 2, 5 (CS) - 8/3 (turbulência)
(SREENIVASAN; MENEVEAU, 1986; GOMES, 1987b).
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5 MODELO HIERÁRQUICO DO DESEMPACOTAMENTO DE FOLHAS AMASSADAS

No capítulo-3, nós relatamos experimentos que medem a relação stress-strain e
mostram uma coexistência de fases no esticamento de superfícies amassadas. O stress
de esticamento mostrou uma mudança de um regime Hookeano linear para uma lei de
escala sublinear. Neste capítulo, nós estudamos as flutuações dessa tensão e analisamos
a distribuição estatística dos picos de força, mostrando como o desempacotamento de
folhas amassadas é guiado por interações de longa distância.

5.1 ANÁLISE DA FLUTUAÇÃO DA FORÇA DE ESTICAMENTO NO DESEMPACOTA-
MENTO DE UMA FOLHA AMASSADA.

A mecânica subjacente a toda a fenomenologia do esticamento da folha de
papel amassada tem suas raízes na organização das cristas que se formam durante o
amassamento da folha. Com o objetivo de conectar as propriedades da rede dessas
cristas com a curva de stress-strain, nós analisamos o elemento mais básico da curva
�-ΔG (Fig. 32), os picos de flutuação, que ocorrem durante uma súbita mudança na
conformação rugosa, semelhante ao que foi descrito no estudo dos ruído sonoros
emitidos por uma folha elástica amassada (KRAMER; LOBKOVSKY, 1996). Nessa
mudança estrutural, pequenas facetas delimitadas por cristas sofrem flambagem devido
ao esticamento da SA.
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Figura 32 – (a) Gráfico de uma medida de esticamento. A magnitude de um pico (�?)
é mostrada. (b) Distribuições do tamanho relativo dos picos (�?) da curva
�-ΔG de SA com ! = 264 mm. Essa distribuição contém as médias de dez
amostras de folhas amassadas.

Para encontrar a relação entre os picos da curva �-ΔG e o comprimento das facetas
(Λ), analisamos a distribuição de magnitude das forças dos picos �? . As magnitudes de
�? correspondem aos valores da força medida em cada pico, conforme destacado na
Fig. 32-a. A distribuição de �? para 10 curvas equivalentes �-ΔG é mostrada na Fig. 32-b.
A linha contínua é um ajuste com a distribuição log-normal, que tem a forma
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%(G) ∼ 4G?[−(;=(G) − �)2/(2�2)]/(G�)

e parece capturar muito bem as características dos dados. Então, a magnitude dos
picos de força encontrados aqui e do tamanho das facetas (Λ) relatados em (BLAIR;
KUDROLLI, 2005) obedecem a uma relação hierárquica semelhante controlada por uma
mesma distribuição estatística.

Para encontrar um comportamento hierárquico na distribuição estatística dos
picos de força �? das curvas �-ΔG, precisamos definir as regiões de interesse. Na
primeira e na segunda região, de acordo com a nomenclatura da Secção 3.3.1, as
forças envolvidas são localmente transversais aos domínios da folha; elas geralmente
conectam domínios separados na folha e são influenciadas pela hierarquia da rede de
cristas. Na terceira região, as forças envolvidas são internas à folha, isso significa que
a inclinação da curva de força �-ΔG não está relacionada às interações hierárquicas
da rede de cristas e a magnitude dos picos é influenciada pelo rápido crescimento da
força de alongamento desta região. Portanto, os picos encontrados na terceira região
foram omitidos da análise. Na Fig. 32-b o leitor pode encontrar a distribuição de picos
de força para folhas com tamanho ! = 264 mm. Nós ajustamos as distribuições de
magnitude de pico do desempacotamento de superfícies amassadas (SA) de tamanhos
! = { 30, 55, 66, 77, 88, 147, 206, 264 e 305 mm}, no entanto, apenas as folhas com
os três ! mais altos tinham um número razoável de picos para fazer um histograma.
Provavelmente nosso dinamômetro não é sensível o suficiente para registrar flutuações
na curva �-ΔG para folhas com tamanho !menor. Os desvios padrão encontrados para
o desdobramento de SA com tamanhos ! = 305, 264 e 206 mm foram respectivamente
� ≈ 0, 42; 0, 45 (Fig. 32-b) e 0, 42. A Fig. 32-b também mostra que a distribuição Gama
%(G) ∼ G0−1/[10Γ(0)] exp(−G/1) (curva tracejada da Fig. 32-b) descreve alternativamente
o comportamento da distribuição de �?’s, embora não tão bem próximo ao máximo da
distribuição. Os parâmetros de forma encontrados são, respectivamente, 0 = 6.3, 4.9 e
6.8. O teste do "2 quantifica que a distribuição log-normal é melhor ajustada aos dados.

5.1.1 Distribuição do comprimento médio local das facetas em uma folha amassada.

Na seção anterior, nós vimos que existe uma relação de correspondência entre
o comprimento das facetas Λ e a magnitude do pico, �? . Neste sentido é importante
observar como o comprimento das facetas está distribuído sobre a superfície: a topografia
da folha amassada, revelada por varredura a laser (BLAIR; KUDROLLI, 2005), Seção 2.1.2,
mostra que a rugosidade média das cristas (ou elevação média da rugosidade) Δ̄, de
uma folha de papel amassada desdobrada, dentro de uma caixa de tamanho F (veja
essas grandezas na Fig. 33), escala como Δ̄ ∼ F� . Esta lei de potência é uma análise
de Hurst da topografia da folha amassada, com um expoente de Hurst � = 0, 71, para
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F > F2 , e � = 1, F < F2 , onde F2 = 25 ± 6 mm 1. Como as facetas são delimitadas pela
rede de cristas, então Δ̄ ∝ Λ̄, portanto

Λ̄ ∼ F� (5.1)

Figura 33 – Diagrama da seção transversal de uma pequena porção local de uma folha
amassada, mostrando a rugosidade Δ para um intervalo F e o comprimento
Λ das facetas.

O paralelo entre �? e Λ apontado no final do parágrafo anterior, e a correspon-
dência entre a deformação (ΔG) com o intervalo (F), à medida que o desdobramento
prossegue, fisicamente significa que

�̄? ∼ ΔG� , (5.2)

onde � ≈ 0, 70 para ΔG 5 > ΔG > ΔG(+) e � ≈ 1, 0 para ΔG < ΔG(+). A equação 5.2 é
semelhante à eq. 3.1 e isso nos leva a identificar o expoente da primeira e segunda
regiões da curva �-ΔG com o expoente de Hurst �. O expoente � = 0, 70 indica que
a rugosidade da SA não é puramente aleatória, mas possui memória para distâncias
maiores que o comprimento médio da crista (MANDELBROT; NESS, 1968).

5.1.2 Comprimento médio global das facetas de uma folha amassada.

Dois trabalhos que examinaram o dobramento de folhas finas quando uma
força de compressão radial 5 é aplicada, mostraram que as folhas passam por dois
regimes caracterizados por padrões de curvatura (VLIEGENTHART; GOMPPER, 2006;
TALLINEN; ÅSTRöM; TIMONEN, 2009). Como foi descrito na subseção 2.2.1, no
primeiro regime, o raio de compressão Φ do volume de confinamento é maior que
Φ2 e 5 < 52 , onde Φ2 e 52 são o raio de transição e a força de transição para o regime
amassado. Este regime inicial de curvaturas menores (menos acentuadas que em crista),
é caracterizado por possuir cônicas aplicáveis em folhas elásticas, isto significa que o
trabalho da força 5 é armazenado na forma de energia elástica. A dimensão fractal neste
regime é semelhante àquela válida para a folha não amassada, � = 2. Para Φ < Φ2 e
5 > 52 , a folha se encontra no regime amassado, suas dobras possuem hierarquia e 5
obedece uma lei de escala 5 ∼ (�/!)(!/ℎ)�(Φ/!)−(
(�+1)−1), onde � é a rigidez à flexão e ℎ
1 Estimamos log10 F2 ≈ 1, 4 ± 0, 1 da Fig. 5-c da ref. (BLAIR; KUDROLLI, 2005).
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é a espessura da folha. O expoente 
 é encontrado através da simulação de (TALLINEN;
ÅSTRöM; TIMONEN, 2009):

Λ̄ ≈ !(Φ/!)
 (5.3)

com 
 = 1, 65, e com � = 1/3 vindo da conhecida lei de escala para a energia de
uma única crista (LOBKOVSKY et al., 1995), �Λ ∼ �(Λ/ℎ)�, cujo o valor encontrado de
� = 1/3. A dimensão fractal da folha neste regime é � = 2, 5 e Φ2/! = 0, 4 para qualquer
tamanho ! de uma folha elastoplástica. A lei de potência de 5 (ℎ, !,Φ) é encontrada
em ummodelo de campo médio (na eq. 2.10) através da derivada em Φ da energia de
compressão de uma folha fina (eq. 2.9) e confirmada através de dados de simulação.

Depois de substituir Φ2/! por 0, 4 em 5 (ℎ,Φ, !), obtemos 52(ℎ, !) = �(ℎ)!(�−1),
com �(ℎ) sendo uma função de ℎ. No gráfico da figura 17-b temos um registro do
estiramento de folhas de diferentes tamanhos que foram comprimidas com a força de
compressão manual 5< . Através da função inversa de 52(ℎ, !) encontramos a folha com
tamanho ! = !′ satisfazendo 52 = 5< (veja o gráfico no esquema da Fig. 34). Então,
todas as folhas com ! > !′ (linha contínua do gráfico da Fig. 34) têm suas 52 < 5< e isso
significa que elas estão no regime amassado e têm uma dimensão fractal � = 2, 5, pois
52(ℎ, !) é a força de compressão que marca a transição para o regime amassada de uma
SA com tamanho !.

Figura 34 – Gráfico de ! em função da força de compressão 52 .

As folhas com ! ≤ !′ (linha tracejada do gráfico da Fig. 34) estão no regime de
cônicas aplicáveis e consequentemente dimensão fractal igual à das superfícies, � = 2.
Assumindo que !2 = !′, a mudança de regime encontrada no alongamento de SA, entre
! ≤ !2 e ! > !2 , é causada pelo desdobramento de diferentes regimes estruturais da
folha amassada (regime de cônicas aplicáveis ou regime amassado). O comprimento
característico !2 é uma função da força 5< e ℎ. Usando a relação entre a massa (") e o
raio da bola de papel (') (GOMES, 1987b) como condição de contorno, ' = Φ ∼ !2/� ,
da eq. 5.3 nós temos

Λ̄ ∼ ![(2/�−1).
+1]→ Λ̄ ∼ !� , (5.4)
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onde � = (2/� − 1)
 + 1. Para folhas com ! < !2 → � = 2 e � = 1. Para folhas com
! > !2 → � = 2, 5 e � = 0, 67.

As análises que levam às eqs. 5.1 e 5.4 sugerem que elas são equivalentes. Isso
significa que tambémpodemos encontrar a transição entre o regime de cônicas aplicáveis
(ou regime de pequena curvatura) e o regime amassado variando a escala F. Portanto,
em uma folha com ! > !2 e escala F < F2 encontramos o regime de cônicas aplicáveis.
Como ΔG ∼ F então ΔG(+) está associado a F2 , portanto a linearidade encontrada no
início da curva �-ΔG (ΔG < ΔG(+)) está relacionada às dobras de pequena curvatura do
regime de cônicas aplicáveis. Em uma escala F > F2 , encontramos o regime amassado e
por esta razão a curva �-ΔG possui um regime sublinear em ΔG(+) < ΔG < ΔG 5 .

5.2 SIMETRIA DE DESDOBRAMENTO E COEXISTÊNCIA DE FASES

Nósmostramos na seção anterior que a curva de �-ΔG possui um comportamento
sublinear que está relacionado à hierarquia das cristas da folha amassada. O modelo de
campo médio que propomos explica os comportamentos da curva �-ΔG, e consegue
conectá-la a grande parte da literatura que se especializou no amassamento de folhas
finas. Contudo, ainda falta explicar a origem da simetria de desdobramento do regime
sublinear da curva �-ΔG. Também, temos que explicar a causa da coexistência de fases
estruturais presentes no regime sublinear. Por estes motivos, nós analisamos como a
evolução da rede de cristas está relacionada ao processo de sobreposição de cristas.

Manipulando uma folha amassada, isto é, esticando-a e comprimindo-a, podemos
observar que ela possui muitas configurações estáveis, mas distintas. A razão para esse
comportamento está nas inúmeras transformações morfológicas irreversíveis, as cristas,
que se cruzam e se superpõem durante o amassamento. Kramer e Lobkovsky analisaram
esse aspecto da folha amassada e sugeriram que o cruzamento de duas cristas cria
uma configuração na qual o movimento das facetas adjacentes se frustra, impedindo o
desdobramento (KRAMER; LOBKOVSKY, 1996). Para a comodidade do leitor e devido
a importância da compreensão geométrica da conformação, reproduzimos na Fig. 35 o
esquema mostrando duas cristas cruzadas. Observe que uma das duas cristas cruzadas
deverá ter� = � para que odesdobramento não seja frustrado. Isso significa que a energia
potencial elástica armazenada nas facetas adjacentes é impedida de se transformar em
energia cinética pois o movimento das facetas é frustrado pela configuração de cristas
cruzadas. Como uma SA deve possuir um número de cruzamentos de cristas da ordem
de$(!2/Λ2), então podemos dizer que a energia elástica da folha se assemelha à energia
livre de um vidro de spin com uma enorme quantidade de configurações estáveis, isto é,
a energia elástica da folha possui muitos mínimos distintos.

Esses mínimos de energia da SA estão relacionados estatisticamente com as
propriedades da rede de cristas, pois eles são oriundos do particionamento da folha.
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Figura 35 – Esquema ilustrativo mostrando que uma das duas cristas cruzadas deverá
ter � = � para que o desdobramento não seja frustrado. Fonte: (KRAMER;
LOBKOVSKY, 1996)

Por esse motivo nós examinamos a força-pico �? de desconexão entre facetas. Nós
desdobramos folhas quadradas com duas cristas cruzadas perpendicularmente [veja
a Fig. 36]. O ângulo diedral � entre as facetas era aproximadamente zero no início
do esticamento. Por isso a abertura desses ângulos só foi possível graças a um súbito
encurvamento das facetas, que gerou um pico na curva de força. Nós medimos o pico
da força de esticamento desse desdobramento através de um dinamômetro Instrutherm
DD-500, utilizando a função peak force. Essa função registra a maior medida de força
durante o esticamento da SA. O desdobramento foi realizado puxando dois cantos com
posições na mesma diagonal da folha quadrada (semelhante aos trabalhos de stress-
strain descrito no cap. 3 e de strain-strain (LEAL; GOMES, 2019)). Um dos cantos foi
fixado em uma base imóvel e o outro no dinamômetro. A folha amassada se desdobrava
conforme nós puxávamos o dinamômetro. Devido a conformação da folha dobrada o
esticamento foi realizado na horizontal. Nós não medimos quanto a folha deformava,
pois nosso objetivo era a medida de �? do desdobramento de uma folha com tamanho
!. Fizemos medidas de folhas com tamanhos ! = {66, 33, 17, 8, 4 e 2 2<}. Para cada
tamanho !, nós reproduzimos 10 amostras diferentes da força pico.

Figura 36 – Esquema do desdobramento de uma folha quadrada com duas cristas
cruzadas. Um pico na força de esticamento (�?) é produzido quando os
ângulos diedrais � são abertos.

O gráfico das medidas de �? versus ! pode ser observado na Fig. 37, com um
ajuste de lei de potência �? ∼ !(1,0±0,1), quemostra uma relação linear.Nessa configuração
de dobramento, ! é proporcional ao comprimento médio das facetas (Λ), então �? ∝ Λ.
Essa relação de proporcionalidade entre �? e Λ já foi sugerida pela correspondência
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entre a distribuição da magnitude de �? (observada na Fig. 32-b) e a distribuição do
comprimento Λ (BLAIR; KUDROLLI, 2005).

101 102

10-1

100

Figura 37 – Gráfico da força-pico �? vs. !. O ajuste de lei de escala encontra uma relação
�? ∼ !(1,0±0,1).

Devido ao resultado do experimento anterior, nós fizemos um modelo que
considera cada �? da curva �-ΔG como originado do desdobramento de uma estrutura
física elementar da SA, semelhante a mostrada na Fig. 36. Na Fig. 38-a temos uma folha
amassada desdobrada, onde nós colocamos em evidência parte de sua rede de cristas
que está particionada em várias facetas. Nós utilizaremos como estrutura básica do
desdobramento um pedaço da folha amassada que contém um vértice, as cristas e as
facetas ligadas a ele (veja Fig. 38-b). Nós a denominamos de célula de desdobramento
(CD).

Figura 38 – (a) Folha amassada desdobrada. A seta aponta para uma configuração
que enfatiza um pedaço da rede de cristas. Cada sítio da rede representa
um vértice e cada ligação uma crista. (b) Célula de Desdobramento (CD)
corresponde a área contendo um vértice, as cristas e as facetas ligadas a
ele.Fonte: Autor.

Na Fig. 38-a, podemos observar que a folha amassada desdobrada pode ser vista
como uma rede amorfa bidimensional de CDs . Cada CD está conectada fisicamente a
suas CDs vizinhas, então quando ela é submetida a uma força de esticamento as suas
CDs vizinhas serão puxadas posteriormente. A tensão de puxamento é transmitida
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entre as CDs por meio de interações de primeiros vizinhos. Além deste vínculo entre
vizinhos, as CDs possuem conexões de longa distância que são responsáveis pela coesão
da bola de papel. Essas ligações à distância surgem do particionamento da folha durante
o amassamento e por isso podem ser compreendidas através da análise da eq. 5.3. Como
vimos na seção anterior, a equação 5.4 é encontrada através da eq. 5.3, e ela conecta duas
propriedades importantes das SA, particionamento e memória a longa distância, devido
ao expoente 1, 0 > � > 0, 5. O particionamento também está associado a hierarquia das
cristas e �? (WOOD, 2002), veja na subseção 2.1.3.

A Fig. 39 mostra a evolução do particionamento de uma folha fina descrito pela
eq. 5.3, a medida que Φ decresce. Na letra (a) o raio do volume de confinamento é Φ1 e a
folha é particionada em quatro pedaços. Na letra (b) o raio de confinamento é Φ2 e na
letra (c) o raio é Φ3. A compressão ocorre da esquerda para direita, então Φ1 > Φ2 > Φ3.
Em uma perspectiva tridimensional, a evolução do particionamento é um processo de
sobreposição de cristas que ocorre em uma ordem hierárquica. Então, as cristas que
se formaram na compressão da folha entre os estados Φ1 e Φ2 (cristas que formam os
vértices triangulares), estão sobrepostas às cristas que já existiam na folha em Φ1 (cristas
que formam o vértice quadrado). As cristas que se formaram na compressão da folha
entre os estados Φ2 e Φ3 (cristas que formam os vértices circulares), estão sobrepostas às
cristas que já existiam em Φ2 e assim por diante.

Figura 39 – Ilustrando a evolução da rede de cristas de uma folha de papel. (a) O vértice
E1 foi originado em Φ1. Os vértices triangulares foram formados entre os
estados Φ1 e Φ2. Os vértices circulares foram formados entre os estados Φ2 e
Φ3. O raio do volume de confinamento decresce neste sentido Φ1 > Φ2 > Φ3,
ou seja, a folha está sendo comprimida.

O desempacotamento de uma SA deve obedecer ao processo inverso a essa
sobreposição. O diagrama da Fig. 40 mostra essa dinâmica, onde temos uma sequência
com a mesma rede de cristas da Fig. 39-c, contudo nós adicionamos um mapeamento
mostrando a parte da folha com a fase desempacotada e a parte com a fase empacotada
(área �? da folha). Semelhante ao que foi descrito na Fig. 21 da subseção. 3.3.2, a fase
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Figura 40 – (a) Ilustração mostrando a dinâmica do desdobramento por ordem hierár-
quica de uma folha amassada. A rede de cristas é a mesma da Fig. 39-c. A
área �? é a parte que ainda está empacotada. As CDs que estão em evidência
correspondem às CDs dos vértices E1, E2 e E3. (b) Sequência de imagens
apresentada na Fig. 20-a que mostra a evolução do processo de esticamento.
O diâmetro da fase empacotada na direção G, !G , é constante.

desempacotada cresce dos cantos da folha para o centro. Essa simetria de desdobramento
é causada por dois fatores: (1º) A força de esticamento (�) e aplicada somente na direção
do eixo G. (2º) O desdobramento deve seguir uma ordem hierárquica de desdobramento
de CDs (ou cristas). Então, a sobreposição das cristas cria uma estrutura coesa que
impede o desdobramento da SA quando a ordem estabelecida pela hierarquia das
cristas é violada. Por esta razão, o diâmetro da fase empacotada na direção G, !G , na
Fig. 40-b, é constante, pois a energia necessária para desdobrar as cristas que estão fora
da ordem hierárquica tende a divergir. A igualdade presente na eq. 3.4, ΔD = ΔG, é uma
consequência deste estado congelado da fase empacotada e mostra que o trabalho da
força de esticamento, ,(ΔG), é usado completamente para desdobrar as cristas que
estão na ordem correta. Se !G mudasse com ΔG, então parte do trabalho,(ΔG) seria
usada para esta mudança e a tensão de esticamento envolveria o desdobramento de
cristas de hierarquias diferentes ao mesmo tempo.
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6 CONCLUSÕES

Noprimeiro trabalho (LEAL;GOMES, 2019), nós estudamos odesempacotamento
de bolas de papel amassado observando a expansão de sua deformação transversal
a direção de esticamento, característica típica de um material auxético (ALMGREN,
1985; KOLPAKOV, 1985). Descrevemos o perfil da região transversal da folha amassada
por meio de imagens digitais, as quais foram editadas para caracterizar o perímetro
dessa região por meio de curvas de nível e desta forma quantificar o alcance da
expansão da folha. Nesse processo, o raio médio do contorno apresenta um crescimento
quadrático médio como uma lei de potência ao longo do tempo, tipificando essa
dilatação como difusão anômala (GREENENKO; CHECHKIN; SHUL’GA, 2004). O
expoente encontrado, igual a 2, 96 ± 0, 05 (eq. 4.2), aponta que se trata de um sistema
superdifusivo, obedecendo à lei de Richardson (JULLIEN; PARET; TABELING, 1999;
RICHARDSON, 1926). Observamos também que o crescimento do contorno de uma
SA no processo de desempacotamento apresenta flutuações intermitentes, refletindo
o desmonte complexo da estrutura amarrotada da folha. Essas flutuações são uma
reminiscência do comportamento do caminhante de Lévy com saltos longos e raros
(DUBKOV; SPAGNOLO; UCHAIKIN, 2008).

No segundo trabalho (cap. 3), nós estudamos detalhadamente pela primeira vez
o desempacotamento de sistemas amassados, observando a força necessária para desem-
pacotar e esticar essas estruturas complexas. A curva de stress-strain correspondente
apresenta regimes diferentes à medida que a folha se desdobra: um regime Hookeano
linear no início do esticamento, poderíamos dizer associado às propriedades epidérmicas
das superfícies amassadas, e um regime sublinear, diríamos "profundo", que possui
um expoente igual a 0, 65 ± 0, 03, identificado neste trabalho com o expoente de Hurst
da folha amassada. Este expoente � está associado à rugosidade "profunda"(bulk) da
superfície amassada, para diferenciar da rugosidade superficial (GOMES et al., 1989). A
distribuição de magnitude dos picos da curva de força (�?) foi encontrada e mostrou-se
consistente com o modelo hierárquico para as cristas durante o amassamento, indicando
que existe uma correspondência entre o comprimento das facetas (ou cristas) e os picos
�? . Mostramos que o comportamento da curva de força é influenciado pela memória
de longa distância, devido ao expoente 1 > � > 0, 5 (MANDELBROT; NESS, 1968), e
por uma dinâmica de desdobramento de cristas ordenada pela hierarquia de dobras.
Isso significa que o comportamento superdifusivo encontrado no desempacotamento
da folha amassada (LEAL; GOMES, 2019) está conectado às propriedades da rede de
cristas e à dinâmica de desdobramento de cristas ordenadas hierarquicamente. Nossos
resultados mostraram que o expoente de Hurst da rugosidade da superfície (�) está
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relacionado, através da eq. 5.1, a três propriedades da SA: particionamento, hierarquia
e memória à longa distância. Nós registramos, também, um terceiro regime, no final
da curva da força de esticamento �(ΔG), onde � passa a crescer muito rapidamente, ou
seja, assinala a região em que as forças de coesão interna ao longo da folha passam a
controlar a física do problema.

Noprocessodedesdobramento relatado aqui,mostramosqueháumacoexistência
de duas fases estruturais: uma fase amassada fractal congelada (fase empacotada) e
uma fase rugosa bidimensional sólida aberta de uma superfície com conectividade fixa
(fase desempacotada). Essa coexistência de fases foi registrada no esticamento de folhas
amassadas com tamanho !maior que um comprimento característico !2 . Observamos
que no esticamento de SA com tamanho ! < !2 , a dinâmica de desdobramento tem
um comportamento diferente, apresentando uma transição contínua entre as fases
empacotada e desempacotada.

Devido a importância do expoente de Hurst para as propriedades da folha
amassada, é oportuno encontrar uma relação matemática, ao menos aproximada, entre
ele e a dimensão fractal da SA. Isso pode ser buscando heuristicamente aplicando-se os
valores extremos na eq. 5.1 (que tem a forma Λ ∼ F�), isto é, quando F<0G ≈ ! então
Λ<0G ≈ ',

' ∼ !� , (6.1)

onde ' e ! são os comprimentos empacotado (depois) e estendido (antes) do sistema
amassado. Contudo, a relação Massa-Tamanho, que está descrita na eq. 2.1, obedece a
lei de potência " ∼ !2 ∼ '� , que implica

' ∼ !2/� . (6.2)

As expressões 6.1 e 6.2 sugerem a identificação:

� = 2/�,

com uma incerteza

Δ� = (2/�2)Δ�.

Experimentos sugerem que � = 2, 50 e Δ� = 0, 15, logo � = 0, 8 e Δ� = 0, 05, ou seja,
� = 0, 8 ± 0, 05 que é um valor não muito distante dos encontrados nas medidas de
força de esticamento (� = 0, 65 ± 0, 03) e da análise de Hurst da rugosidade da folha
amassada (0, 70; erro não reportado) (BLAIR; KUDROLLI, 2005).
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No terceiro trabalho, entre outros, nós estudamos de forma propedêutica a
compressão de uma folha de papel através de diferentes abordagens. Primeiramente,
modelamos a folha de papel como um gás ideal e o processo de amassamento (compres-
são) como uma expansão (sic) isotérmica de equilíbrio desse gás. Através desse modelo
nós obtivemos o trabalho para amassar uma folha com tamanho !, bem como, o módulo
de Young de uma bola de papel. Na segunda abordagem, nós calculamos o trabalho
para amassar folhas finas através da força de compressão da mão de um ser humano
adulto e encontramos valores para o trabalho, o aumento de entropia na formação da
SA, e para o módulo de Young incrivelmente próximos ao que foi obtido no modelo
termodinâmico do amassamento de folhas de papel. Comparamos os valores do trabalho
para amassar uma folha de papel com o trabalho para desempacotá-la e verificamos
que na descompactação o dispêndio de energia é duas ordens de grandeza menor que
para a compactação, logo, o amassamento é um processo que dissipa bastante energia
devido à formação de cristas.
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APÊNDICE A – CÓDIGO DO PROGRAMA RESPONSÁVEL PELA ANÁLISE DE
IMAGEM

Nós descrevemos na seção 4.1.1 como funciona o processo de medição da
expansão transversal da folha de papel amassada, quando ela é esticada. Na Fig. 26
temos o esquema do mecanismo responsável pelo registro de fotografias da dilatação
transversal de bolas de papel amassado. Neste apêndice iremos descrever como funciona
o código escrito em linguagem Mathematica e disponibiliza-lo.

Este apêndice será dividido em duas seções:

1º Método de calibração - descreve como calibramos o programa de análise de
imagens afim de que ele possa transforma as medidas de unidades de pixels para
milimetro.

2º Análise de imagem - descreve como o programa que mede a dilatação transversal
do esticamento da bola de papel funciona.

MÉTODO DE CALIBRAÇÃO

Para calibrar o programa de análise de imagem mencionado na seção 4.1.2 nós
registramos fotos de uma folha com umdesenho emdiferentes distancias G, veja Fig. 41-a.
G é a distância entre o suporte da câmera e a base imóvel do aparato experimental. No
capítulo 2 e 3, nós usamos G como a distancia entre as duas pontas da folha amassada
que ficaram expostas, essa definição de G é equivalente a sugerida neste apêndice, pois
as duas pontas serão presas no suporte da câmera e na base imóvel [Veja a Fig. 43]. Nós
desenhamos na folha 36 pontos organizados como sítio de uma rede quadrada com
parâmetro de rede 0 = 1 cm. O objetivo é encontrar como "0"varia com G [Fig. 41-b]. Nós
analisamos, também, se a lente da câmera provocava distorções na imagem da folha, nas
direções y e z, por causa de sua concavidade. Contudo, não encontramos mudanças.

Nós registramos sete fotografias em distâncias G igualmente espaçadas. As
distâncias G foram {25, 50, 75, 100, 125, 150 e 175 mm}. Na Fig. 42 podemos ver as
sete fotos usadas para calibrar o programa de análise de imagem. O programa de
calibração irá importar essas imagens e ao final da compilação ele irá exportar o arquivo
"k_c_cerro.dat"que é utilizado para calibrar a análise das medidas de dilatação nas
imagens da folha amassada.
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Figura 41 – Esquema que mostra o método de calibração do programa de análise
da dilatação transversal. (a) O equipamento descrito na Fig. 26 registra
fotografias de uma folha com 36 ponto que formam uma rede quadrada com
parâmetros de rede 0 = 1 cm. (b) A medida que a câmera se move para cima
(G cresce) e a imagem da folha diminui. Fonte: O autor (2020)

Figura 42 – Fotografias utilizadas no processo de calibração. Fonte: O autor (2020)
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(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PROGRAMA DE CALIBRAÇÃO ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

SetDirectory [ NotebookDirectory [ ] ] ;

(∗ Esta p a r t e do c ó d i g o impor t a as imagens do d i r e t ó r i o onde
e s t e a r qu i v o e s t i v e r s a l v o . ∗ )

Clear [ lim , s ]
lim = { } ;

Do[
AppendTo [ lim , Import [ Str ingJoin [ " imagem" , ToString [ i ] , " . JPG" ] ] ] ;
, { i , 1 , 7 } ]

(∗ Es t e segmento mede a r e s o l u ç ã o das f o t o s em p i x e l s . ∗ )

c f = Table [ ImageDimensions [ lim [ [ i ] ] ] / 2 , { i , 1 , 7 } ] ;

(∗Aqui nó s b i n a r i z amo s as imagens das f o t o g r a f i a s com o o b j e t i −
vo de c o l o c a r cada ponto da r e d e de pon t o s das f o t o g r a f i a s num
s i s t ema de c o o r d en ad a s c a r t e s i a n o s . ∗ )

ims = Table [
SelectComponents [
B inar ize [ ColorSeparate [ lim [ [ i ] ] ] [ [ 2 ] ] , { 0 . 2 , 0 . 4 9 } ]
, { "Count " , " AdjacentBorderCount " } , 250 > #1 > 1 && #2 == 0 &]
, { i , 1 , 7 } ] ;

(∗Nest e segmento nó s t r ans f o rmamos os pon t o s b r an c o s das ima−
gens b i n a r i z a d a s em ponto de um p lano de c o o r d en ad a s car−
t e s i a n a s . ∗ )

Clear [ val , val1 , val2 ]
val1 = Table [ ImageValuePosit ions [ ims [ [ i ] ] , White ] , { i , 1 , 7 } ] ;

(∗ Es t e segmento do c ó d i g o t r a n s l a d a os pon t o s para que o c e n t r o
do e i x o yz f i q u e no c e n t r o da f o t o , i s t o no e i x o f o c a l da c â−
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mera . ∗ )

val2 = Table [
Table [ val1 [ [ j ] ] [ [ i ] ] − c f [ [ j ] ] , { i , 1 , Length [ val1 [ [ j ] ] ] } ] ,
{ j , 1 , Length [ val1 ] } ] ;

Clear [ im2 ]

(∗ Abaixo , nó s desenhamos os dados da imagem 1 . Mude o v a l o r " i "
de " va l 2 [ [ i ] ] " para v i s u a l i z a r o s dados das o u t r a s s e i s f o t o −
g r a f i a s . ∗ )

im2 = Li s tP lo t [ val2 [ [ 1 ] ] , PlotSty le −> {Blue } ] ;
Li s tP lo t [ { c f [ [ 1 ] ] } , PlotSty le −> {Red , Large } ] ;
Show[ {% , im2 } ]

(∗ F i l t r a r á r e a impo r t an t e ∗ )

(∗ Nest e s egu imento nó s vamos r e t i r a r o s pon t o s p r o v e n i e n t e s de
ru í dos , pa ra que no gr á f i c o s ó f i q u e os pon t o s de i n t e r e s s e . ∗ )

Clear [ val3 ]

val3 = Table [ { } , { i , 1 , Length [ val2 ] } ] ;
j = 1 ;
Do[

Do[
I f [520 > val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] > −520 \[And]

650 > val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] > −420 ,
AppendTo [ val3 [ [ j ] ] , val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] ] , Continue [ ] ] ;

, { i , 1 , Length [ val2 [ [ j ] ] ] } ] ;
, { j , 1 , Length [ val2 ] } ]

Li s tP lo t [ val3 [ [ 1 ] ] , PlotSty le −> {Blue } ]

(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ CALIBRANDO ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

(∗ Nó s c r i amos a l i s t a " l i s t 3 " a b a i x o com s e t e componentes . Ne−
l a s nó s c o l o c a r emo s as c o n s t a n t e s imp o r t a n t e s no p r o c e s s o de
an á l i s e de imagens . Es s a s c o n s t a n t e s s ã o denominadas de "k " ,
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" c " e o e r r o de c (" c e r r o " ) de cada uma das s e t e imagens . ∗ )

Clear [ l i s t 3 ] ;
l i s t 3 = Table [ { } , { i , 1 , 7 } ] ;

(∗Obs . : O c ó d i g o nã o é t ã o e f i c i e n t e daqu i para f r e n t e . Voc ê
t e r á que r od a r cada segmento i n d i v i d u a lm en t e para cada uma das
s e t e f i g u r a s . ∗ )

(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Figura 1 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Te s t e ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

s = 1 ;
Clear [ j ] ;

j = RandomInteger [ { 1 , Length [ val3 [ [ s ] ] ] } ] ;

Li s tP lo t [ Table [ ( ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5 , { i , 1 , Length [ val3 [ [ s ] ] ] } ] ]

(∗ Observe o gr á f i c o g e r ado no s egu imento ac ima . Cada l i n h a re−
p r e s e n t a a d i s t â n c i a e n t r e d o i s p on t o s e s c o l h i d o s a l e a t o r i amen −
t e . A l i n h a com menor v a l o r r e p r e s en t am a menor d i s t â n c i a pos−
s í v e l , que é o v a l o r da par â metro de r e d e "a" em un idad e s de
p i x e l s pa ra a imagem na d i s t â n c i a "x " . Devemos c o l o c a r o v a l o r
de "b " , aba ixo , l i g e i r am e n t e ac ima da p r im e i r a l i n h a do gr á f i c o ,
a f im de f i l t r a r t o d a s as o u t r a s l i n h a s que e s t ã o ac ima . ∗ )

(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

Clear [ l i s t 2 ]
l i s t 2 = { } ;
s = 1 ;
b = 160 :

Do[
j = RandomInteger [ { 1 , Length [ val3 [ [ s ] ] ] } ] ;
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l i s t = Table [ ( ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5 ,
{ i , 2 , Length [ val3 [ [ s ] ] ] } ] ;

Clear [ l i s t 1 ] ;
l i s t 1 = { } ;
Do[

I f [50 < ( ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5 < b ,

AppendTo [
l i s t 1 , { ( ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] −

val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] −
val3 [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5 , ( val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] ^ 2 +
val3 [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] ^ 2 ) ^ 0 . 5 } ] , Continue [ ] ]

, { i , 1 , Length [ l i s t ] } ] ;

AppendTo [
l i s t 2 , { l i s t 1 [ [ 1 ] ] [ [ 2 ] ] ,Mean[ Cases [ l i s t 1 , { x_ , y_ } −> x ] ] } ] ;

, { l , 1 , 3 0 0 } ] ;

(∗ Nesta p a r t e do c ó d i g o nó s encont ramos a r e l a ç ã o e n t r e o nú−
mero de p i x e l s ( c ) e a d i s t â n c i a x da c âmera . Em t o d a s as s e t e
imagens o v a l o r de "k" é t ã o pequeno que e l e s e r á d e s c o n s i d e r a −
do . ∗ )

{ k , c } = { a , b } / . FindFit [ l i s t 2 , a x + b , { a , b } , x ] ;
g [ r_ ] : = k r + c ;
Show[ Li s tP lo t [ l i s t 2 , PlotRange − > { { 0 , 8 00 } , { 0 , 1 7 0 } } ] ,

Plot [ g [ x ] , { x , 0 , 8 0 0 } ] ]

(∗ Ca l cu l o do e r r o de " c " . ∗ )

cer ro = Mean[
Table [Abs [ l i s t 2 [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] − g [ l i s t 2 [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ] ] , { i , 1 ,
Length [ l i s t 2 ] } ] ] ∗ dp ;
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(∗ Aqui nó s c o l o c amos os v a l o r e s dos par â me t ro s "k " ," c " e " ce r−
ro " na s−s e s s ima componente da l i s t a " l i s t 3 " . Como e s t amos ana−
l i s a n d o a imagem 1 en t ã o s = 1 . ∗ )

l i s t 3 [ [ s ] ] = { k , c , cer ro }

(∗Obs . : Todo o c ó d i g o ac ima a t é (∗∗∗∗∗ Figura 1∗∗∗∗ ∗ ) , d eve s e r
r e p e t i d o i n d i v i d u a lm en t e para cada uma das s e t e imagens . Cop i e e
c o l e e s t e s egu imento mais s e i s v e z e s . Cada c ó p i a c o r r e s p o n d e r á
a an á l i s e de uma das s e t e imagens . Su b s t i t u a o v a l o r de " s " em
cada um d e l a s e por i s s o o s v a l o r e s de "k " , " c " e " c e r r o " da
fun ç ã o "g [ x ]" s e r ã o a d i c i o n a d o s a l i s t a " l i s t 3 " . Todas as v e z e s
que voc ê c omp i l a r e s s e segmento o v a l o r de "b" deve s e r c a l i −
brado con fo rme a o r i e n t a ç ã o ac ima . ∗ )

(∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗ )

(∗ Apó s p r e e n c h e r as s e t e componentes da l i s t a " l i s t 3 " como os
par â me t ro s "k " ," c " e " c e r r o " , nó s expor t amos " l i s t 3 " para a
p a s t a na qua l o programa e s t á i n s t a l a d o . ∗ )

Export [ " k_c_cerro . dat " , l i s t 3 ]

Li s tP lo t [ Transpose [ { xf , Cases [ l i s t 3 , { x_ , y_ , z_ } −> y ] } ] ]
Li s tP lo t [ Transpose [ { xf , Cases [ l i s t 3 , { x_ , y_ , z_ } −> x ] } ] ]

O arquivo "k_c_cerro.dat"será usado no programa que faz análise das imagens
de folhas amassadas.
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CÓDIGO DO TRATAMENTO DE IMAGENS

Para compreender como o programa de análise de imagem funciona deve
se entender como ele interpreta a fotografia. A Fig. 43 tem um esquema que está
propositalmente dividido em duas partes. O retângulo superior tem um esquema do
equipamento exibido na Fig. 26 com uma perspectiva lateral, de frente para o plano xz.
O retângulo inferior tem as fotos retiradas pela câmera, que mostra uma perspectiva da
folha amassada olhando para o plano yz. A divisão do esquema nas letras (a), (b) e (c)
enfatiza a evolução do processo de esticamento. Como sabemos, G é a distância entre as
duas pontas da folha que ficaram expostas, e também, a distância entre o suporte da
câmera e a base imóvel do equipamento. G′ é a meia distância entre as duas pontas da
folha que ficaram expostas, G′ = G/2.

As três fotos da parte inferior da Fig. 43 contém o contorno da foto da expansão
transversal da folha amassada (veja a Fig. 27). Observe que o esquema conecta, em cada
letra, dois pontos da bola de papel na parte superior com dois pontos do contorno
da fotografia correspondente. Cada ponto do contorno das fotografias possui uma
profundida diferente. Então, através da foto da expansão transversal da folha amassada
podemos obter o valor das componentes H (BH) e I (BI) da posição de cada ponto do
contorno, mas não obtemos o valor da componente G (BG).

Figura 43 – Esquema que mostra como o programa de análise da dilatação transversa da
folha amassada corrige e calcula os comprimentos nas imagens fotografadas.
G é a distância entre a base e o suporte da câmera. G′ é a meia distância entre
o suporte da câmera e a base. Fonte: O autor (2020)

Para lidar com a falta de informação sobre a componente G da posição dos
pontos do contorno, o programa de análise de imagem considera que todos os pontos
do contorno têm a componente BG = G′. Então, o contorno é considerado com a linha
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equatorial da folha amassada. Essa estratégia tem um custo, pois o erro que ela produz
em BG da origem a um erro na calibração dos pontos do contorno. Como mostramos
na Fig. 42-b o programa calibra o cambio das unidades de pixels para milimetro pela
distancia G entre a imagem e o suporte da câmera.

Pode-se diminuir esse erro repetindo o experimento várias vez e analisando o
comportamento médio. Mesmo que BG = G′ não seja verdade para todos os pontos dos
contornos o valor médio da componente G será B̄G = G′, pois a simetria esférica (da bola
de papel) e simetria quadrada (da folha de aberta) têm suas maiores seções transversais
ao eixo G na posição G = G′.

Figura 44 – Exemplo de uma das dez amostras da expansão transversal da folha amas-
sada. Cada fotografia registra a folha de papel numa posição ΔG diferente.
Fonte: O autor (2020)

A Fig. 44 mostra o exemplo de uma das dez amostras da expansão transversal da
folha amassada. Cada fotografia registra a folha de papel numa posição ΔG diferente.
O programa de análise de imagem irá importar imagens como essas para encontrar o
contorno, fazer o câmbio de suas medidas em unidade de milimetro e relacionar Δ�̄ e
Δ�′ com ΔG.
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(∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PROGRAMA DE ANÁLISE DE IMAGEM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ )

SetDirectory [ NotebookDirectory [ ] ] ;

(∗ Nesta p a r t e do c ó d i g o impor t a s e o a r qu i v o
" k _ c _ c e r r o . d a t " . ∗ )

ar = Import [ " k_c_cerro . dat " ] ;

(∗ x0 é a p o s i ç ã o i n i c i a l ( em un idad e s de p a s s o s do motor e l é−
t r i c o ) . ∗ )

x0 = 15428 ;

(∗ x3 é uma l i s t a c on t endo t o d a s as d i s t a n c i a s x das 19 f o t o s da
Amostra 6 , v e j a a F ig . 29 . ∗ )

x3 = Table [ ( 20000 + 5000∗ i ) , { i , 0 , 1 9 } ] ;

(∗ Em "x1" o v a l o r "x0" é a c r e s c e n t a d o a l i s t a "x3 " . Ent ã o os
v a l o r e s de "x0" e "x3" s ã o d i v i d i d o s por do i s , p o i s c on s i d e r amo s
que os pon t o s do c on t o rno t êm componente sx = x ’ . ∗ )

x1 = PrependTo [ x3 , x0 ]∗0 . 0025/2 ;

(∗ x2 é uma l i s t a c on t endo as 7 p o s i ç õ e s das imagens da
Fig . 27 . ∗ )

x2 = Table [10000∗ i ∗0 . 0025 , { i , 1 , 7 } ] ;
Clear [ x ]

(∗ Na l i s t a " l i s t 2 " tem a r e l a ç ã o das p o s i ç õ e s x como os núme−
r o s de p i x e l s por c en t í metro (" c " de " k _ c _ c e r r o . d a t " ) . ∗ )

l i s t 2 = Transpose [ { x2 , Cases [ ar , { s_ , y_ , z_ } −> y ] } ] ;

(∗ Es t e s egu imento do c ó d i g o f a z um a j u s t e dos dados da l i s t 2
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com uma fun ç ã o p o l i n om i a l de segundo grau . ∗ )

{ e , f , g }= { a1 , b , c } / . FindFit [ l i s t 2 , a1∗z^2 + b∗z + c , { a1 , b , c } , z ]

(∗ A fun ç ã o p o l i n om i a l e n c on t r a d a no a j u s t e a n t e r i o r . ∗ )

h [ x_ ] = e∗x^2 + f∗x + g ;

Show[ Plot [ h [ x ] , { x , 0 , 2 0 0 } ] , Li s tP lo t [ l i s t 2 ] ] ;

(∗ A fun ç ã o d [ x ] c o r r i g e o s dados das imagens da un idade de pi−
x e l s pa ra mi l í me t ro s em fun ç ã o da p o s i ç ã o x que a imagem e s t a .
∗ )

dp[ x_ ] = 1/h [ x ] ;

(∗ Esse s egu imento impo r t a r a s f o t o g r a f i a s mos t r ada s na Fig . 4 .
∗ )

m = 19 ;
Clear [ lim , s ]
lim = { } ;
Do[
(∗ I f [ i == 1 or i == 3 , Cont inue [ ] ] ; ∗ )

AppendTo [ lim , Import [ Str ingJoin [ " fo to " , ToString [ i ] , " . JPG" ] ] ]
, { i , 1 ,m} ]

c f = Table [ ImageDimensions [ lim [ [ i ] ] ] / 2 , { i , 1 ,m} ] ;

(∗ Tratamento de imagem − Nesta r o t i n a s e e x t r a i u o c on t o rno
da imagem da f o l h a de p a p e l . ∗ )

c l 1 = { 0 . 4 5 , 0 . 4 5 , 0 . 4 5 , 0 . 4 , 0 . 4 , 0 . 4 , 0 . 4 , 0 . 5 5 , 0 . 4 5 , 0 . 4 5 , 0 . 4 5 , 0 . 5 1 ,
0 . 4 5 , 0 . 4 5 , 0 . 5 , 0 . 4 9 , 0 . 5 0 8 , 0 . 5 , 0 . 5 1 } ;

im1 = Table [
EdgeDetect [
SelectComponents [
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Binar ize [
SelectComponents [
B inar ize [
ColorSeparate [ lim [ [ i ] ] ] [ [ 3 ] ] , { c l 1 [ [ i ] ] , 7 0 } ] , { "Count " ,
" AdjacentBorderCount " } ,#1 >30000 && #2==0 & ] , { 0 . 5 } ]
, Large ] ] , { i , 1 ,m} ] ;

(∗ Nest e segmento c o l o c a s e a s p o s i ç õ e s dos pon t o s do c on t o rno
numa l i s t a , com suas c o o r d en ad a s em unidade de p i x e l s . ∗ )

Clear [ val1 , val2 ]
val1 = Table [ ImageValuePosit ions [ im1 [ [ i ] ] , White ] , { i , 1 ,m} ] ;
val2 = Table [

Table [ val1 [ [ j ] ] [ [ i ] ] − c f [ [ j ] ] , { i , 1 , Length [ val1 [ [ j ] ] ] } ]
, { j , 1 , Length [ val1 ] } ] ;

(∗ Esta r o t i n a mos t r a r á os gr á f i c o s em co o r d en ad a s c a r t e s i a n a s
dos pon t o s do c on t o rno . ∗ )

Table [ Li s tP lo t [ val2 [ [ i ] ] ,
PlotRange −> { { −750 , 750 } , { −750 , 750 } } ] , { i , 1 ,m} ] ;

(∗ Observe que , em a lguns gr á f i c o s da r o t i n a a n t e r i o r , e x i s t em
pon t o s que nã o co r r e spondem aos c on t o rn o s da f o l h a amassada . ∗ )

(∗ Nessa r o t i n a f i l t r a s e a s r e g i õ e s impo r t an t e s , e x c l u i n d o
os pon t o s p r o v e n i e n t e s de ru i d o . ∗ )

Clear [ val3 ]

val3 = Table [ { } , { i , 1 , Length [ val2 ] } ] ;

(∗ Nesta p a r t e do f i l t r o é d e s c a r t a d o t o d o s os pon t o s cu j a
a b s c i s s a s e j a maior que 750 e menor que −700 e cu j a o rdenada
s e j a maior que 600 e menor que −320. ∗ )

Do[
Do[
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I f [750 > val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] > −700 And
650 > val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] > −320 ,

AppendTo [ val3 [ [ j ] ] , val2 [ [ j ] ] [ [ i ] ] ] , Continue [ ] ] ;

, { i , 1 , Length [ val2 [ [ j ] ] ] } ] ;
, { j , 1 , Length [ val2 ] } ]

(∗ Nesta p a r t e do f i l t r o nó s d e s c a r t amo s d o i s peda ç õ e s c o r r e s −
ponden t e ao ru i d o p r oduz i d o p e l o s u p o r t e . ∗ )

Clear [ val4 ] ;
val4 = Table [ { } , { i , 1 , Length [ val3 ] } ] ;

Do[
Do[

I f [−55 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] > −110 And
280 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] > −600 , Continue [ ] ,

I f [100 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] > −60 And
280 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] > 50 , Continue [ ] ,

I f [160 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] > 80 And
280 > val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] > −600 , Continue [ ] ,

AppendTo [ val4 [ [ j ] ] , val3 [ [ j ] ] [ [ i ] ] ] ] ] ] ;

, { i , 1 , Length [ val3 [ [ j ] ] ] } ] ;
, { j , 1 , Length [ val3 ] } ]

(∗ Est á p a r t e da r o t i n a mostra o r e s u l t a d o dos d e s c a r t e s . ∗ )

Table [ Li s tP lo t [ val4 [ [ i ] ] ,
PlotRange −> { { −750 , 750 } , { −750 , 750 } } ] , { i , 1 ,m} ] ;

(∗ Es t e segmento t r an s f o rma as c o o r d en ad a s de un idad e s de p i x e l
pa ra mi l í metro . ∗ )

val5 = Table [
Table [ val4 [ [ j ] ] [ [ i ] ]∗dp[ x1 [ [ j ] ] ] , { i , 1 , Length [ val4 [ [ j ] ] ] }
, { j , 1 ,m} ] ;
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(∗ Centro de massa das curva s . ∗ )
(∗ A r o t i n a a b a i x o c a l c u l a o c e n t r o de massa dos c on t o rn o s . ∗ )

cm = Table [Mean[ val5 [ [ i ] ] ] , { i , 1 , Length [ val5 ] } ] ;

(∗ A r o t i n a a b a i x o t r a n s l a d a t o d o s os pon t o s dos c on t o rn o s de
mane i ra que a or igem dos e i x o s c o o rd enado f i c a r á no c e n t r o de
massa de cada c on t o rno . ∗ )

val = Table [
Table [ val5 [ [ j ] ] [ [ i ] ] − cm[ [ j ] ] , { i , 1 , Length [ val5 [ [ j ] ] ] } ]
, { j , 1 , Length [ val5 ] } ] ;

(∗ Grá f i c o com t o d o s os c on t o rn o s em unidade de mi l í metro . ∗ )

a = 8 ;
Li s tP lo t [ Table [ val [ [ i ] ] , { i , 1 , 1 8 } ] , PlotRange −> {{−a , a } , {−a , a } } ]

(∗ Ca l cu l o da maior d i s t â n c i a . ∗ )
(∗ Nesta r o t i n a s e c a l c u l a a d i s t â n c i a má xima e n t r e d o i s
p on t o s do mesmo con t o rno ( ymax ) . ∗ )

Clear [ymax]
ymax= { } ;

Do[

AppendTo [ymax ,Max[ Table [ Table [ ( ( val [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] −
val [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val [ [ s ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] −
val [ [ s ] ] [ [ i ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5
, { j , 1 , Length [ val [ [ s ] ] ] } ] , { i , 1 , Length [ val [ [ s ] ] ] } ] ] ] ;

, { s , 1 ,m} ]

(∗ Esta r o t i n a r e l a c i o n a a v a r i a ç ã o de ymáx com a v a r i a ç ã o
da p o s i ç ã o x . ∗ )

x4 = Table [ ( x1 [ [ i ]]−x1 [ [ 1 ] ] ) ∗ 2 , { i , 1 ,m} ] ;
Dymax=Table [ ( ymax [ [ i ]]−ymax [ [ 1 ] ] ) ∗ 1 0 , { i , 1 ,m} ] ;
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DxDyma=Transpose [ { x4 ,Dymax } ] ;
Export [ "amost_DxDymax . dat " ,DxDyma ] ;
Li s tP lo t [DxDyma]

(∗ Trans forma ç ã o das c o o r d en ad a s dos pon t o s dos c on t o rn o s de
c o o r d en ad a s c a r t e s i a n a s para c o o r d en ad a s p o l a r e s . ∗ )

(∗ Coordenada r a d i a l − r . ∗ )

Clear [ r , the ta ] ;

r = Table [
Table [ ( ( val [ [ i ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] ) ^ 2 + ( val [ [ i ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] ) ^ 2 ) ^ 0 . 5 ,
{ j , 1 , Length [ val [ [ i ] ] ] } ] , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;

(∗ Coordenada angu l a r − t h e t a . ∗ )

the ta = Table [
Table [ArcTan [ val [ [ i ] ] [ [ j ] ] [ [ 2 ] ] , val [ [ i ] ] [ [ j ] ] [ [ 1 ] ] ]
, { j , 1 , Length [ val [ [ i ] ] ] } ] , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;

t h e t a r = Table [
Sort [ Transpose [ { the ta [ [ i ] ] , r [ [ i ] ] } ] ] , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;

Li s tP lo t [ Table [ t h e t a r [ [ i ] ] , { i , 5 , 1 0 } ] ]

(∗ Esta r o t i n a r e l a c i o n a a v a r i a ç ã o de ymax e de Rm com a va−
r i a ç ã o da p o s i ç ã o x . ∗ )

x4 = Table [ ( x1 [ [ i ] ] − x1 [ [ 1 ] ] ) ∗ 2 , { i , 1 ,m} ] ;
Rtm = Table [Mean[\ [Rho ] [ [ i ] ] ] ∗ 1 0 , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;
DRtm = Table [Rtm [ [ i ] ] − Rtm [ [ 1 ] ] , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;
DxRtm = Transpose [ { x4 , Rtm } ] ;
DxDRtm = Transpose [ { x4 ,DRtm } ] ;
ErroRtm =

Table [ StandardDeviation [ r [ [ i ] ] ] ∗ 1 0 , { i , 1 , Length [ val ] } ] ;
DxErroRtm = Transpose [ { x4 , ErroRtm } ] ;
Export [ "Amost_DxDRtm . dat " ,DxDRtm]
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O arquivo "amost_DxDymax.dat" contem os dados da relação ΔG versus Δ�′ e o
arquivo "Amost_DxDRtm.dat" contem os dados da relação ΔG versus Δ�̄.
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