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Resumo

A presente pesquisa pretende investigar o processo de articulacao entre os regis-
tros de representacao das Curvas Conicas sob uma perspectiva dindmica de articulagao
através de uma sequéncia de atividades com o auxilio do protétipo “Conics 3D”. A analise
qualitativa, sob a ética da Teoria do Registros de Representacao Semibtica — TRRS, busca
compreender como os alunos da Licenciatura em Expressao Gréafica — LEG da Universidade
Federal de Pernambuco — UFPE articulam as representacdes: figural espacial, grafico carte-
siano e algébricas das Curvas Conicas a partir das possibilidades de articulagao dinamica
oferecidas pelo “Conics Studium 3D” e pela situa¢des de aprendizagem propostas. O ensino
deste objeto matematico tem sido relegado no Brasil e também em outros paises como
o México e Espanha. A respeito disto, a literatura aponta que as Cbnicas sao tratadas
predominantemente sob o ponto de vista algébrico e ensinadas de maneira segmentada,
sem articulagdo com as demais representacdes sob as perspectivas da Geometria Sintética
e Geometria Projetiva. Nesse sentido, consideramos pertinente analisar o processo de arti-
culagao, levando em conta as possibilidades das tecnologias contemporaneas para o ensino
dos objetos matematicos, de modo a contribuir para o ensino das Curvas Cénicas avaliando
novas situagdes de aprendizagem. Os resultados das analises reforgcam a necessidade de
uma énfase em atividades centradas na mobilizacdo cognitiva, através das potencialidades
dos registros semiéticos dinamicos. As ferramentas do recurso analisado favoreceram a
visualizacao da integracdo dos registros algébricos e geométricos do objetivo mateméatico
em questao. Com respeito a ampliagdo das potencialidades do recurso, foram explicitadas
questdes relativas a manipulagcéo direta, a insercao da circunferéncia, a exploracdo da
propriedade de lugar geométrico, entre outras.

Palavras-chave: Ensino de Curvas Cénicas. Conics studium 3D. Elipse. Hipérbole. Para-
bola.



Abstract

The present research investigating the process of articulation between the records of
representation of the Conical Curves under a dynamic perspective of articulation through
a sequence of activities with the aid of the “Conics 3D” prototype. A qualitative analysis,
from the perspective of the Theory of Semiotic Representation Records - TRRS, seeks
to understand how undergraduate students in Graphic Expression - LEG at the Federal
University of Pernambuco - UFPE articulate the representations: spatial figural, Cartesian
graph and algebraic conic curves from the possibilities of dynamic articulation offered
by “Conics 3D” and the proposed learning hypothesis. Mathematical object teaching was
relegated from Brazil and also in other countries such as Mexico and Spain. In this regard,
the literature points out that the Conics are treated predominantly from the algebraic point of
view and taught in a segmented manner, without articulation with the other representations
from the perspectives of Synthetic Geometry and Projective Geometry. In this sense, we
consider the analysis of the articulation process pertinent, taking into account the possibilities
of contemporary technologies for the teaching of mathematical objects, in order to contribute
to the teaching of Conical Curves evaluated new learning possibilities. The results of the
analyzes reinforce the need for an emphasis on activities centered on cognitive mobilization,
through the potential of the dynamic semiotic records. The analysis feature tools favored
the visualization of the integration of algebraic and geometric registers of the mathematical
objective in question. With respect to the expansion of potentialities of the resource, issues
related to handling direct access, the insertion of the circumference, the exploitation of the
geometr, among others.

Palavras-chave: Conical Curve Teaching. 3D studium conics. Ellipse. Hyperbole. Parable.



Lista de ilustracoes

Figura1 — Exemplo de tratamentoeconverségo . . . . . . . .. .. ... .. .... 22
Figura 2 — Classificagdo das unidades figurais elementares . . . . . .. .. .. .. 25
Figura 3 — Operagao 6tica de colocar em perspectiva . . . . . . .. ... ... .. 27
Figura4 — Representagao de losangoedoquadrado . . . . ... ... ... ... 28
Figura5 — Diferenca entre figura e figura geométrica. . . . .. .. ... .. .. .. 29
Figura6 — Generalizagdode Hipécrates . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 33
Figura 7 — Etapas da construgdo de Hipécrates . . . . . . . . . ... ... ... .. 34
Figura 8 — Etapas da construgdo de Hipocrates . . . . . . . . . .. ... ... ... 34
Figura 9 — Etapas da construgdo de Hipocrates . . . . . . . .. .. ... ... ... 35
Figura 10 — Etapas da construgdo de Hipécrates . . . . . . . . . ... ... ... .. 35
Figura 11 — Etapas da construgdo de Hipocrates . . . . . . . . . .. .. ... .. .. 36
Figura 12 — Etapas da construgdo de Hipocrates . . . . . . . . . .. ... .. .. .. 36
Figura 13 — Representagéo das médias proporcionais . . . . . . . . . ... .. ... 37
Figura 14 — Exemplo das proposi¢cées de Menaechmus . . . . . . . .. ... .. .. 37
Figura 15 — Intersegdo de duas pardbolas . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 39
Figura 16 — A obtengao das Curvas Cdnicas de acordo com Apolénio . . . . . . .. 40
Figura 17 — Elipse — Dandelin-Quetelet . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 42
Figura 18 — Parabola — Dandelin- Quetelet . . . . . . .. ... ... ... .. .... 43
Figura 19 — Hipérbole — Dandelin- Quetelet . . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 44
Figura 20 — Representacao de dois pontos no plano cartesiano . . . . . . .. .. .. 46
Figura 21 — Correspondéncia entre os registros de representagao figural espacial,
algébricosegrafico . . . . .. ... ... 48
Figura 22 — Classificagao de ferramentas para construir figuras . . . . . . . . .. .. 57
Figura 23 — Fonte: Siqueira (2019) . . . . . . . . . . . . Lo 77
Figura 24 — Representagéo figural espacial no Conics Studium3D . . . . .. .. .. 78
Figura 25 — Representagéo grafica no Conics Studium3D . . . ... ... ... .. 78
Figura 26 — Representagdes algébricas no Conics Studium3D . . . . ... ... .. 79
Figura 27 — Resultado do alcance das expectativas no experimento . . . . . .. .. 89
Figura 28 — Registro dos sujeitos S1e S2 . . . . . ... ... .. ... ... ... 90
Figura 29 — Registro dos sujeitos S1e S2 . . . . . . .. ... .. ... ... ... 90
Figura 30 — Registro dos sujeitos S1eS2 . . . . .. .. .. ... ... ... ... . 91
Figura 31 — Registrodos sujeitos S1eS2 . . . . .. .. .. ... ... ... .... 93
Figura 32 — Figura 32 - Simulagdes realizadas pelos sujeitos S1eS2. . . . ... .. 94
Figura 33 — Figura 33 - Registro dos sujeitos S1eS2 . . . . .. ... ... ... .. 95
Figura 34 — Representagao grafica — grafico cartesiano da parabola . . . . . .. .. 97
Figura 35 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . .. ... ... .. ... ... .... 102

Figura 36 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . ... ... .. ... ... ...... 103



Figura 37 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . ... .. ... ... ... ...... 103

Figura 38 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . ... .. ... ... ... ...... 104
Figura 39 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . ... ... ... ... ... ..... 105
Figura 40 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . . . ... ... ... ... .. .... 106

Figura 41 — Registro dos sujeitosP1eP2 . . . ... .. ... ... ... ...... 108



Quadro 1

Quadro 2

Quadro 3

Quadro 4

Quadro 5

Quadro 6

Lista de quadros

Diferentes apreensdes perceptivas e discursivas para uma mesma re-
presentagao . . . . . . .. L e e 30
Atividade que requer apreenséo sequencial . . . . ... ... ... L. 31
Quadro resumo da revisao de literatura sobre o ensino das Curvas Conicas 54
Programa da disciplina de geometria grafica bidimensional do curso de
licenciatura em expressaografica. . . . . . ... ... ... ... ... 121
Programa da disciplina de geometria analitica do curso de licenciatura
emexpressaografica . .. ... ... ... .. .. o 123
Programa da disciplina de geometria grafica tridimensional Il do curso
de licenciatura em expressao grafica . . . . . ... ... ... ... .. 125



Tabela 1
Tabela 2

Tabela 3
Tabela 4
Tabela 5
Tabela 6
Tabela 7
Tabela 8
Tabela 9

Lista de tabelas

Classificacao dos registros mobilizaveis no funcionamento matematico .
Classificagao dos tipos de registros semiéticos mobilizados no estudo de
umaelipse . . . . . ..
Tipos de apreensao operatériade figuras . . . . . ... ... ... ...
Elipse definida a partir da geometria analitica. . . . . . ... .. .. ..
Objetivos de analise sob o ponto de vista cognitivo — primeira fase

Objetivos de analise sob o ponto de vista cognitivo — segunda fase . . .
Expectativas de resolucao das atividades propostas/primeira fase

expectativas de resolugcéo das atividades propostas/segunda fase

Aspectos norteadoresda analise . . . . ... ... ... ... ...

20

23
26
47
64
69
72
73



Lista de abreviaturas e siglas

1D Unidimensional

2D Duas dimensodes

3D Trés Dimensodes

AGD Ambiente de Geometria Dindmica

BNCC Base Nacional Comum Curricular

ED Engenharia Didatica

GGB Geometria Gréfica Bidimensional

GGT Geometria Gréfica Tridimensional

LEG Licenciatura em Expressao Grafica

MMM MOVIMENTO MATEMATICA MODERNA

PCN Parametros Curriculares Nacionais

PCNEM Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
PNLD Programa Nacional do Livro Didatico

PP Parametros de Pernambuco

SEE-SP Secretaria de Estado da Educacgéao de Sao Paulo
SIENA Sistema Integrado de Ensino e Aprendizagem

SR Sistemas de Representagao

TRRS Teoria dos Registros de Representacdo Semiobtica

UFPE Universidade Federal de Pernambuco



1.1
1.1.1
1.1.2

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.1.5
3.2

3.2.1

5.1

5.2
5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.2.4
5.2.41
5.2.4.2

6.1
6.2
6.3

Sumario

INTRODUGAD . . . .ttt it ettt et e et et 16
Objetivos . . . . . . . . . L 17
Objetivogeral . . . . . . . . . 17
Objetivos especificos . . . . . . . . . ... 18
REFERENCIALTEORICO . . . . . ot ittt ettt e ee e 19
Teoria dos Registros de Representacao Semiodtica . . . ... .. .. 19
CURVASCONICAS . . . . .ttt ittt e e e e e e 32
Perspectivas historicas sobre as curvas conicas . . . . .. ... .. 32
A origem das Cénicas por Menaechmus . . . . .. ... ... ...... 37
As descobertas de Apolénio . . . . . ... L oo 39
As contribuicbes de Germinal Pierre Dandelin . . . . .. ... ... ... 41
As Cobnicas sob uma perspectiva analitica . . . . . ... ... ... ... 44
Consideracoes gerais sobre as Curvas Coénicas . . . . . . .. .. .. .. 48
Revisaodeliteratura . . . . . . .. ... ... ... .. ... ...... 49
Ensinodas Curvas Conicas . . . . . . . . . . . . i i 49

INTEGRAGCAO DE RECURSOS COMPUTACIONAIS NO PROCESSO

DE ENSINO-APRENDIZAGEM DA MATEMATICA . ........... 55
PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS . . . . . . .. ..o v v en.. 61
Caracterizacaodossujeitos . . . . . . . ... ... ... ........ 61
Oexperimento . . . ... ... .. ... ... 61
A Sequénciade Atividades . . . . .. ... L Lo 61
Analise a priori das questdes da sequéncia de atividades . . . . . . . . . 62
O prototipo “Conics Studium3D” . . . . . . ... ... ... 76
Principios norteadoresda analise . . . ... ... ... ......... 79
As fases da pesquisa baseadas nos principios da Engenharia Didatica . 81
Critérios de analise . . . . . . . . . . . . . . e 82
ANALISEDOS RESULTADOS . . . . o vt it e e et e e e e e 83
Documentos oficiais . . . . . . . . .. ... ... ... L. 83
Anadlisedoexperimento . . . . . .. ... ... ... ... .. ..., 86
DiscussGesdosresultados . . . . . .. .. ... ... ......... 112
CONSIDERAGOESFINAIS . . . . . . . .t ittt i it nn 114

REFERENCIAS . . . . . s i it e e e e e e e e e e e e e e i e 116



ANEXOS 120



16

1 INTRODUCAO

O campo da matematica se diferencia dos demais a medida em que o0 acesso
aos seus objetos sb € permitido por meio dos registros de representacdao semiotica. Tal
acesso é realizado através das representa¢des em linguagem natural, algébrica, represen-
tacoes figurais e graficas, conforme classifica Duval (2003). A diferenga em detrimento das
demais esta no aspecto da observacao dos objetos, no qual os particulares da matematica
nao sao observaveis. Nesse sentido, é notavel que, no contexto desta area do conhecimento,
as representagdes configuram-se como imprescindiveis ao seu desenvolvimento e ao seu
estudo.

As Curvas Coénicas, objeto de estudo desta pesquisa, podem ser caracterizadas
através da Geometria Sintética com a representagéo figural espacial, da Geometria Projetiva
com a representagéo figural e da Geometria Analitica com as representacoes graficas e
algébricas, assim apresentando variadas formas de representar tal objeto matematico. No
que se refere aos aspectos do ensino-aprendizagem, os documentos curriculares, como
exemplo, o PCNEM (BRASIL,2000) destaca que o ensino da matematica deve propiciar ao
aluno a producao de significado, ndo devendo se deter apenas ao algoritmo.

A respeito da importancia didatica da diversificagao das representagées, os estudos
sob o ponto de vista cognitivo de Duval (2003) apontam que para que seja desenvolvida a
compreensao dos objetos matematicos € necessario que haja o dominio e a coordenacao de
pelo menos dois registros de representacéo do objeto matematico estudado. Nesse sentido,
percebe-se a pertinéncia em tratar as conicas através das suas variadas representagoes.

No entanto, estudos como o de Silva (2011) e o de Lopes (2014) apontam que as
representacdes algébricas sao priorizadas no ambito do ensino destas curvas, consequen-
temente, 0 espacgo dedicado as demais representacdes é reduzido, sendo algumas delas
relegadas ao ultimo momento dos semestres letivos ou ndo abordadas em sala de aula.
Isto pode comprometer o desenvolvimento da construgdo do conhecimento em relagéo a
referida tematica, pois conforme aponta Duval (2003), cada representacao podera revelar
determinadas propriedades do objeto matematico. Além disso, a énfase em uma Unica
abordagem podera ocasionar a confusao entre o objeto e sua representacao, ou seja, a
incapacidade de perceber a diferenga entre o objeto e a representagéao.

Apesar das recomendacoes cientificas indicarem a importancia da diversificagao
das representacées no ensino, no Brasil, o estudo das Curvas Cbénicas na educacao
basica é conduzido privilegiando o enfoque algébrico, conforme aponta (LOPES, 2014). O
Movimento da Matematica Moderna - MMM, ocorrido a partir de meados século XX, trouxe
o enfoque da algebra e da aritmética para o ensino de matematica. Este fato pode ser
apontado como uma das possiveis razdes para as dificuldades referentes ao ensino de
Geometria no Brasil, assim como a predominancia da abordagem algébrica no ensino desta
tematica. A fragmentacéao e a auséncia da abordagem sob uma perspectiva da Geometria



Capitulo 1. INTRODUCAO 17

Sintética no ensino deste conteudo também é apontada em pesquisas como a de Bordallo
(2011).

Numa perspectiva contemporanea, o avango das tecnologias computacionais permi-
tiu desenvolver sistemas dindmicos, mais especificamente em relagcao ao ensino e aprendi-
zagem, esses sistemas contribuem na visualizacao das variaveis através da manipulagao
feita pelo usuario. Atualmente, existem programas de Geometria Dinamica, tais como o
GeoGebra, o Cabri-Géomeétre, que propiciam ao estudante perceber as propriedades dos
objetos matematicos através da sua manipulagcado. Neste sentido, as novas recomendacoes,
considerando as possibilidades do advento das tecnologias, indicam que este conteudo deve
ser abordado sob uma perspectiva de articulagdo dinamica. Siqueira (2019) desenvolveu
o protétipo “Conics Studium 3D” que permite articular de maneira dindmica das seguintes
representacodes: figural espacial, grafico cartesiano e algébricas das conicas.

Assim, a presente pesquisa busca analisar através de uma sequéncia de atividades
e com o auxilio do Conics Studium 3D, como os licenciandos articulam as representagdes
(grafica, algébrica e figural espacial) das Curvas Cdnicas através da transformacao de
tratamento e conversao, sob uma abordagem articulada e dinamica. Neste sentido, busca-
se avaliar situagdes de ensino-aprendizagem, que utilizem as possibilidades de articulagao
dindmica do Conics 3D, numa perspectiva de integracao dos registros de representacao
semibtica para a superacao das dificuldades relacionadas a este ensino.

A estrutura da dissertagao esta dividida em seis capitulos, no qual o primeiro com-
preende a introducdo e a descricao dos objetivos. O segundo é dedicado ao referencial
tedrico da pesquisa, explorando as perspectivas da teoria dos Registros de Representacao
Semiética. O terceiro refere-se ao estudo das Curvas Cénicas e suas abordagens segundo
a Geometria Sintética e a Geometria Analitica. Ainda neste capitulo foi realizado uma
revisdo de literatura este ensino. No quarto capitulo ha uma breve investigacao sobre a
integracdo de recursos computacionais ao processo de ensino-aprendizagem no ambito
da matematica. Os procedimentos metodolégicos adotados foram explicitados no quinto
capitulo e a andlise dos resultados no sexto.

1.1 Objetivos
1.1.1  Objetivo geral

Analisar a partir de uma sequéncia de atividades e com o auxilio do Conics Studium
3D, como os licenciandos articulam a representacéo Grafica, Algébricas e Figural Espacial
das Curvas Coénicas.
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1.1.2 Objetivos especificos

 Elencar as principais dificuldades relacionadas a aprendizagem das curvas conicas
para desenvolver uma sequéncia de atividades que propicie a articulacao dindmica
entre os registros de representagao (Grafica, Algébricos e Figural Espacial) com
auxilio do software Conics Studium 3D;

» Analisar como se estabelece a atividade de conversao entre os registros de repre-
sentacao das Curvas Conicas (Grafica, Algébricos e Figural Espacial), assim como
os tratamentos, e as apreensdes: perceptiva e operatoria;

» Analisar as contribuicées e as possiveis limitagcbes do Conics Studium 3D como
recurso para a articulagao das representagdes das Curvas Cdnicas.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Teoria dos Registros de Representacao Semiotica

O aporte tedrico desta pesquisa é a teoria dos Registros de Representacdo Semié-
tica do filésofo e psicdlogo Raymond Duval. Essa teoria, de cunho cognitivista, tem por
objetivo analisar o funcionamento cognitivo do pensamento em Matematica, assim como as
dificuldades enfrentadas na aprendizagem dessa ciéncia, considerando 0 acesso aos obje-
tos, a diversidade de representacdes advindas dos sistemas semibticos e a diferenciagao
entre o objeto matematico e sua representacgao.

Em seus estudos, esse tedrico destaca a particularidade inerente a aprendizagem
das matematicas, tal caracteristica se justifica em virtude das atividades cognitivas deman-
darem a utilizacao de sistemas de expressao e de representacdo além da linguagem natural
ou das imagens. O autor complementa ainda que, as atividades cognitivas no ambito desta
ciéncia requerem:

Sistemas variados de escrituras para os numeros, nota¢des simbdlicas para os ob-
jetos, escrituras algébricas e l6gica que contenham o estatuto de linguas paralelas
a linguagem natural para exprimir as relagdes e as operagdes, figuras geomé-
tricas, representagdes em perspectiva, graficos cartesianos, redes, diagramas,
esquemas, etc. (DUVAL, 2009, p.13)

Em seus estudos, Duval (2003) aponta que uma das principais dificuldades na apren-
dizagem de Matematica advém do fato que os objetos matematicos ndo sao diretamente
perceptiveis e por isso esses objetos s6 podem ser acessados com a utilizagao de um
sistema semibtico. Ou seja, os objetos matematicos sdo considerados abstratos e ndo sao
diretamente observaveis, sendo assim, necessario, o uso de representacées que permi-
tam a comunicagao e a expressao das atividades cognitivas relacionadas ao pensamento
matematico, como, por exemplo, signos, simbolos, tabelas, cddigos, gréaficos, algoritmos,
desenhos.

Duval (2009) define as representagdes semidticas como “producdes constituidas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacao, os quais tém suas
dificuldades préprias de significado e de funcionamento”. Partindo desse pressuposto,
Duval (2003, p.14) classifica as representages semidticas nos seguintes registros: a lingua
natural, os sistemas de escrita (numérica, algébrica e simbdlica), os graficos cartesianos e
as figuras geométricas.

No ambito da aprendizagem em Matematica os sistemas semidticos permitem
representar um mesmo objeto de diversas maneiras, admitindo assim ao sujeito o0 acesso a
determinados conceitos que estao expressos em cada tipo de representagao. Entretanto,
do ponto de vista cognitivo, nenhuma representacao revela todos os conceitos do objeto
representado, ou seja, cada representagao expressa um tipo de conceito.
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Sobre a aprendizagem em matematica, Duval aponta que para que ocorra a compre-
ensao no estudo desta ciéncia é necessario o dominio e a coordenagdo de pelo menos dois
registros de representacao semiética. Esse dominio, citado pelo autor, revela-se importante
para que 0s objetos matematicos nao sejam confundidos com as suas representacoes.

Em sua pesquisa, o autor ainda destaca que as confusdes entre o objeto e a sua
representagao provocam, ao longo do tempo, consequéncias na compreensao.

O autor classifica em dois tipos: registros multifuncionais e registros monofuncio-
nais, nos quais cada um deles podem ser classificados entre representagao discursiva e
representacao nao discursiva. O primeiro tipo caracteriza-se como nao algoritmizavel e o
segundo é tratado essencialmente por algoritmos.

Tabela 1 — Classificacdo dos registros mobilizaveis no funcionamento matematico

Representacao discursiva Representacdo nao discursiva

Lingua natural Figuras geométricas planas ou em

Associagbes verbais (conceituais). perspectiva (configuragbes em

Forma de Raciocinar dimensdes 0, 1, 2 ou 3)

Registros
multifuncionais: os - Argumentagao a partir de » Apreensao operatéria e
tratamentos nao sao observagdes, crencas. . .; nao somente perceptiva;

algoritmizaveis. . ~
« Dedugdo vélida a partir de Construggo com

definicdo ou de teoremas. Instrumentos.
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Representacao discursiva

Representacédo nao discursiva

Registros
monofuncionais: 0s
tratamentos séo
principalmente
algoritmos

Sistemas de escrita:
« NuUmericas (binaria,
decimal ou fracionaria);

+ Simbdlicas (linguas
formais).

Calculo

Gréaficos cartesianos.
* Mudancga de sistemas de
coordenadas;

* Interpolacgéo e
extrapolagao.

(DUVAL, 2013, p.14)

Em sua teoria, Duval define duas atividades cognitivas que estéo relacionadas com a

aquisi¢ao conceitual a partir da mobiliza¢cdo e coordenac¢o dos registros de representacgo:

tratamento e conversao.

Tratamento: é uma transformacéao de representacao interna a um registro de repre-

sentacdo ou a um sistema. Ou seja, € uma transformagao que ocorre no mesmo sistema de

representacgao.

Conversao: € uma transformacao externa em relagao ao registro de representacao
de partida. Ou seja, a representacao do objeto é convertida em outra pertencente a outro
registro, permitindo ao individuo visualizar outras propriedades do objeto matematico. Por
esta razdo, esta transformacao é considerada de grande valia para a compreensao do

individuo.
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Figura 1 — Exemplo de tratamento e conversao

REGISTRO ALGEBRICO REGISTRO GRAFICO

:

R y

‘;" y=x-4x+3

Fi

M y+1=(x-2)?

E

M

T

)

CONVERSAD

Fonte: autora

Duval reflete em seus estudos sobre graus diferentes de complexidade inerentes ao
processo de mudanca de registro e nessa perspectiva estabelece as nogdes de congruéncia
e nao-congruéncia. Nesse sentido, compreende-se que ha congruéncia entre dois registros
qguando a representacado terminal transparece na representacao inicial, ou seja, a passagem
de uma a outra € mais evidente. Em contrapartida, no fenémeno de ndo-congruéncia esta
passagem é menos transparente elevando assim o grau de dificuldade da conversdo. O
autor ainda revela que o processo de tratamento pode ser aumentado na conversao de
nao-congruéncia, assim como a conversao podera ser impossivel de realizar.

No que se diz respeito especificamente aos estudos das Curvas Cbnicas, Siqueira
(2019) propde em sua pesquisa a seguinte classificacao dos registros semiéticos da elipse:
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Tabela 2 — Classificacao dos tipos de registros semiéticos mobilizados no estudo de uma elipse

Representagdes DISCURSIVAS Representacies NAD
DISCURSIVAS
ﬁmm A Representa8o figural das chnicas segundo o Representacio Figural Espacial
Ly a3 teorema de Dandelin-COuetslet, tomamos clnco
TmnF:;H::ﬁﬁEE pontos da curva definida pela se¢do do plano com
i i“:mpnr o cone de revolucho, possibilitard elaborar um
goral Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ev + F = 0, que por
sua ver permidich obler oulras como a matncal
A 2| X
- 2 a 3 .
.o EI Bl+io £1-[]+pe
e algébrica que remelera a forma reduzida
Al + 40P+ F=0, & a party daslas
podemas obler a representacio grafica.
Reprosantagiaes N
Auxiliares da [ F
trarmbgio 'I'—-:I-II"+]E—3]+I":| | .
[T F
I[.I:I +I[.ﬂ+; = i) J ¥
B £ 1] E F i r—,
(2 +=(2H215) + = (215 + = (2 +=(215) + == O I = !
A A A A A - |
':"‘]"4Et"=]{lﬁ"-J*E':I&"-:I"*EH]*Eilﬁr&}*i’- fr [
'”:I-.+]|:3]+I-ﬂ L | 1 Lo
n das Represeniopdes Alpebricas 7 Representagio Grafics
TRANSFORMACOES Equagho quadritica geral ¥ "! L
ALGORITMIZAVEIS Ax® + Bxy + Cy* + D+ Ey + F=0  °~ Sl = » i
Ax® - Sy + Bt -3 =0
[Fofrma matricial
.} e
.l r X e - “‘\
e s 2|l afere pain
F 2 "l | -
4 : f
M| . 'f[;] 16 = i |
5 EEEE
Equacio reduzida apds mudanga de base
Al + Ay e+ F=0
13 % 542 'J'I-IL{ G2 a1
( 72 :I[”] [ 72 )”] :

Fonte: (SIQUEIRA, 2019, p.133)

Conforme aponta Siqueira (2019) ao refletir sobre a tabela 2, a articulagao cognitiva

entre as representacoes da elipse pode ser iniciada através da representacao figural espacial

da curva segundo o teorema de Dandelin como registro de entrada, definida como se¢ao do

plano com o cone de revolucao, da qual extraem-se 5 pontos. No caso da articulagdo entre

0s registros algébricos e graficos, 0 mesmo autor afirma ser necessario para esta situacao

0 uso de representacdes auxiliares de transicéo, tais como os resultados do teorema de

Pascal e do teorema de Brianchon para as cénicas, levando em conta que cinco pontos nao

colineares determinam uma curva conica, permitindo assim a obtencao dos pontos para a

construcdo de um sistema linear (5x5), cuja a solucao levara a equacao quadratica, que

posteriormente conduzira a obtencado de expressoes algébricas, inclusive na forma matricial.

Através destas expressdes poderdo ser obtidas as representacdes graficas.
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No entanto, 0 mesmo autor chama atengao para o fato de que a conversao podera
se dar pelo sentido inverso por meio da identificacao das variaveis visuais no sistema de
coordenadas para obtencao das equagdes e em seguida a obter a representacgao figural
espacial. Em suma, a transformacao de conversao podera ser iniciada por qualquer uma
das representacoes, chegando em outra representacao ao final.

No que se diz respeito a Geometria nos estudos de Duval, sdo destacadas reflexdes
e particularidades as atividades deste campo. Assim, compreende-se que tais atividades
diferem de outras atividades matematicas. A diferenca reside na coordenacgao entre trata-
mentos particulares aos registros figurais e a representacdo em lingua natural abarcando o
discurso tedrico. O autor aponta para a necessidade desta coordenacao, no qual através
dos tratamentos sdo denominadas as figuras e as suas propriedades e através da lingua
natural sdo apresentadas as definicoes, propriedades, etc. Scheifer baseada em Duval
(2004, p.156).

O autor afirma que a caracterizagdo de uma figura geométrica tem como requisito
a coordenacao simultanea entre dois tipos de representagdes referentes a figura geomé-
trica. Assim, a depender da existéncia da coordenacgao entre registro discursivo e figural
denominamos de figura geométrica ou de figura.

De acordo com Brandt (2017) a necessidade da relacédo entre os registros figural
e discursivo se justifica pela variabilidade de abordagens conceituais oferecidas por uma
figura e para a percepcéao do objeto tratado.

Ao tratar das caracteristicas de uma figura, denominadas de unidades figurais
elementares, Duval aponta dois tipos: as dimensionais e as qualitativas. A primeira diz
respeito aos elementos da figura:

Ponto: OD

Linha: 1D

Figura plana: 2D

* Figura espacial: 3D

Ja no que se refere a segunda, trata-se das formas, contornos abertos ou fechados,
as linhas retas ou curvas. Sobre as unidades descritas acima, Duval desenvolveu o seguinte
esquema:
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Figura 2 — Classificacdo das unidades figurais elementares

Objeto visivel
4——4-—""7\
Dimensdo 0 Dimensio | Dimensao 2
¥\ ¥ X
Forma Forma Forma Forma
retilinea curva retilinea curva
¥ X ¥ )\
Aberta Fechada Aberta Fechada

L Ao 0
s —x s A% O O ©O

Ponto Reta ou parte  Arco, Angulo, Triangulo, Curvacom  Owal,
de uma reta curva cruz quadrado. ponto duplo, redonde
retingulo  chspide

Fonte: (DUVAL, 2004, p.159)

No entanto, o autor expée que em muitos momentos ha uma contradigéo entre a
percepcdo imediada que se tem ao visualizar a figura e o discurso que a acompanha. Nesse
sentido, tem-se que em determinados momentos a interpretacao perceptiva realizada ao
visualizar a figura ndo é favoravel a interpretacao das propriedades explicitadas no registro
discursivo. De acordo com Scheifer (2017) baseada em Duval (2004, p.156) a ocorréncia
da divergéncia podera ocasionar a realizacdo dos tratamentos baseados na percepcao
espontanea, sem a concordancia do registro discursivo com a figura.

Considerando a amplitude elementar relacionada ao campo da geometria, Duval
estabelece em seus estudos diferentes tipos de apreensdes para a interpretacdo das
representacdes dos objetos geométricos, tais como: apreensao perceptiva, apreensao
operatéria, apreensao discursiva e a apreensao sequencial.

» Apreensao perceptiva:

Diz respeito ao nivel inicial das apreensdes propostas por Duval, referindo-se ao
reconhecimento das unidades figurais que sdo discerniveis em uma figura. O nivel de
complexidade inerente ao reconhecimento de tais unidades relaciona-se com o agrupamento
ou nao das unidades. Ou seja, perceber uma unidade de dimensao 2 separadamente nao
exige o mesmo esfor¢co que o reconhecimento de unidades figurais integradas.

» Apreensao operatoéria:

De acordo com Duval (2004) a apreensao sobre as figuras sob a 6tica heuristica
denomina-se como operatéria. Trata-se das possiveis modificagdes geométricas de uma
figura, tais como: mover, recombinar, reduzir, ampliar, entre outras.
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Tal apreenséao, segundo Duval (2004, p.175) demanda a organizagao perceptiva
espontanea da figura, havendo uma variagao no custo temporal a depender do numero, da
heterogeneidade e do posicionamento das unidades figurais.

Ao refletir sobre a importancia dos tratamentos figurais, (DUVAL, 2012, p. 289)
comenta: “os tratamentos que sao reveladores de uma apreensao operatoria, quer dizer, os
tratamentos puramente figurais, tém uma importancia muito particular na medida em que
eles sao decisivos para a utilizagao heuristica da figura”.

Esta apreensao pode ser classificada entre os termos modificacbes mereoldgicas,
modificagbes o6ticas e modificacdes de posicdo. Sobre esses tipos de apreensao operatéria
criou-se o seguinte quadro:

Tabela 3 — Tipos de apreensao operatdria de figuras

TIPO DE MODIFICACAO OPERACOES QUE FATORES QUE
FIGURAL CONSTITUEM A INTERFEREM NA
PRODUTIVIDADE VISIBILIDADE
HEURISTICA
MODIFICAQ&D - Reconfiguragao - Caracteristica convexa
MEREOLOCICA Intermediaria OU nao convexa das
(DECOMPOSICAO DA - Imersao partes elementares
FIGURA EM SUB FIGURAS)
MODIFICACAO OTICA | - Superposibilidade - Recobrimento parcial
- Anamorfose - Orientagao
MODIFICACAO DE - Rotagéo - Estabilidade das
PDSIQﬂO - Translacao referéncias do campo
perceptivo para o0
suporte das figuras

Fonte: (DUVAL, 2012, p.127)

Modificacao mereoldgica:

Caracteriza-se como a modificacdo de uma figura sem a alteragdo da sua dimensao.
E suscetivel de manipulagao do objeto, e apoia-se diretamente na percepgéo. (DUVAL, 2011,
p.88 — 89) O processo heuristico, que subsidia a operagdo mereoldgica, acontece por meio
de reconfiguragdes. A exemplo, tem-se a reconfiguragao intermediaria que configura-se
como a divisdo de uma figura em sub figuras, podendo serem reagrupadas em um contorno
global diferente, tal como afirma Scheifer (2017).
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Modificacao ética:

A modificagé@o otica se caracteriza como a ocorréncia da mesma forma e orientagéo
no plano fronto-paralelo, mas com variagdo de tamanho: superposi¢cao em profundidade
de duas figuras semelhantes. Também ocorrendo quando existe variacdo do plano em
relacdo ao plano fronto-paralelo, tendo variacdo de forma, tamanho e constancia. Sao
citadas questdes que podem inibir ou impulsionar a visibilidade destas operacoes, tais
como: a mesma orientacao das figuras (objeto e imagem), a distingdo entre todas as linhas
da perspectiva e os lados das figuras, a localizacao do centro de homotetia no interior ou
no exterior no contorno convexo abarcando ambas as figuras. (SCHEIFER, 2017, p.61)
baseada em (DUVAL, 2012, p. 288)

Como exemplo da modificacao 6tica, tem-se a anamorfose que pode ser classificada
como uma representacao semiética em perspectiva. A depender do ponto de vista em que
esta localizado o observador, a representagao pode se apresentar como distorcida. No
entanto, em outra posi¢céo pode-se perceber o verdadeiro objetivo de representagao do
autor que a criou.

O segundo exemplo é a superposicao (colocar em perspectiva) que refere-se a possi-
bilidade de ver em profundidade uma representacéo plana. E caracterizado por possibilitar a
percepcao da variacao distancia em que se vé o objeto em comparagado com outro. Assim, é
possivel estabelecer a relagdo do tamanho do objeto com a sua distancia, ou seja, o objeto
de maior tamanho esta localizado mais préximo do observador que o menor. A operacao
em questao demanda que uma unidade figural sirva de sinal para um centro organizador na
representacao, tal como o ponto de fuga. (SCHEIFER, 2017, p.61) baseada em (DUVAL,
2004, p. 173).

Figura 3 — Operacao 6tica de colocar em perspectiva

- L0

Fonte: (SCHEIFER, 2017, p. 63)

Modificacdo de posicdo: E compreendida como a mudanca do posicionamento
de uma figura em relagéo a um referencial. Nesse sentido, as modificagcoes referentes a
esta operacao relacionam-se a variagcao de orientagao por meio de rotacao e translagao,
mantendo assim o mesmo tamanho e forma. (DUVAL, 2012, p. 288) De acordo com
Scheifer (2017) o processo de modificacdo de posicao através de rotagdes ou translacdes
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de uma unidade de figura elementar pode se configurar como um obstaculo para a sua
identificacao.

Figura 4 — Representacao de losango e do quadrado

Losango

Quadrado

Fonte: (SCHEIFER, 2017, 64)

» Apreensao discursiva:

Esta apreensédo estabelece uma forte relacdo com a apreensao perceptiva, de modo
que uma depende da outra na constituicao dos requisitos que Duval estabelece para uma
figura geométrica. Entao, na consideracao de tal dependéncia a apreensao discursiva surge
como o apoio no trabalho de interpretagéo de uma figura. Sobre isto, Duval afirma que nao
ha figura sem legenda. Assim, o dominio da figura se da a partir da apreensao perceptiva
com o aporta da apreensdao discursiva.

Ao discutir a diferenga entre figura e figura geométrica, bem como as diferentes
influéncias do discurso junto a representacao figural, Scheifer (2017) desenvolveu o seguinte
quadro:
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Figura 5 — Diferenca entre figura e figura geométrica.

Figura Figura Geométnica

ABC é um tridingulo retingulo em

B.

A
BBE
h
hlib
b

B

Fonte: (SCHEIFER, 2017, p. 65)

Ao observar os exemplos da autora referentes a isto, fica clara a necessidade do
discurso requerido para a compreensao das figuras do ponto de vista cognitivo.

No que se referem as dificuldades de compreenséo figural no ambito da geometria,
Duval reflete que muitas ocorrem em razao da ndao combinagdo da percepgdo com o
discurso. Sobre tal combinag¢édo Duval afirma:

A organizagao perceptiva de uma figura privilegia o reconhecimento de certas
unidades figurais e tende a ocultar as outras. Contudo, as unidades figurais que
foram identificadas de forma perceptiva nem sempre concordam com as que estao
designadas no enunciado, ou com as que sao pertinentes com a resolugédo do
problema proposto. (DUVAL, 2004, p.169, tradugdo de SCHEIFER, 2017)
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Nesse sentido, Scheifer (2017) propde um quadro que exemplifica a diferenga discur-

siva que pode ser empregada junto a uma mesma figura.

Quadro 1 — Diferentes apreensdes perceptivas e discursivas para uma mesma representacao

Figura Geometrica

Figura

DHscurso

Desconstrugio dimensional

Poliedro regular formado
por scis faces planas
quadrangulares, sendo
que cada vértice une trés
faces.

Para conseguir identificar o cubo (3D),
precisamos fixar o olhar nas faces (2D)
unidas pelas arestas (1D)

(3D =2D=>1D)

E para identificarmos cada face do
quadrado (2D) precisamos nos fixar
nas retas (1D) que a delimita, ¢ a qual
pertence outra face
(2D= 1D)

Hexigono regular
formado pelo conjunto de
scgmentos consecutivos e

ndo-colineares contidos
num mesmo plano ¢ que

Pam identificar o hexagono (2D,
precisamos fixar o olhar nos segmentos
de reta (1D) que formam o lados do
poligono e ignorar, pela conduta de

abdugdo, os trés segmentos de reta do

formam uma figura
fechada.

interior da figura.
(2D= 1D)

Fonte: (SCHEIFER, 2017, p. 66)

Na proposta explicativa da autora, percebe-se a acentuada diferenga nos discursos
que diferem explicitamente no sentido da caracterizagdo da dimensao, sendo o primeiro um
cubo (objeto tridimensional) e o0 segundo um hexagono (figura bidimensional). Conforme
aponta a autora, os elementos que compdem a figura usada nos dois exemplos pode
variar de acordo com o discurso empregado. Nesse sentido, reafirma-se mais uma vez a
importancia da integracdo de um discurso adequado ao objetivo requerido na atividade
proposta.

» Apreensao sequencial:

Segundo Duval (2012, p.120) esta apreensdo € demandada explicitamente nas
atividades de construcédo e/ou de descri¢ao, objetivando a reprodug¢do de uma figura.

Assim, atividades que requerem construcées geométricas solicitam a apreenséo
sequencial, pois, sdo dadas as orientagdes conceituais a serem executadas até a conclusao
da figura a ser construida.
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A exemplo da apreenséao sequencial, Moretti e Brandt (2015) propdem uma questéao
que mobiliza simultaneamente as apreensdes perceptiva, operatéria e principalmente a
sequencial.

Quadro 2 — Atividade que requer apreensao sequencial

Exemplo 5:
Considere a figura e as frases a seguir:
a - Chame de I o ponto onde as diagonais se cortam
b - Desenhe um quadrado com 5em de lado
¢ - Trace o circulo de centro em I no interior do
quadrado
d - Trace as diagonais do quadrado

Fonte: Moretti e Brandt (2015)

Conforme apontam os autores, para reproduzir a figura € necessario estabelecer
a ordem a, b, ¢, d. Objetivasse encontrar a ordem dessas frases, sem necessariamente
reescrevé-las, sendo necessaria apenas indica-la.
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3 CURVAS CONICAS

Este capitulo dedica-se a um breve resgate histérico da trajetéria dos estudos e
descobertas relacionados as Curvas Cénicas, buscando evidenciar os principais momentos
que culminaram na construgéo da teoria e das suas respectivas propriedades. Nesta secao,
ainda serdo expostas as representacdes das conicas, em suas mais diversas formas, e
também as suas propriedades.

3.1 Perspectivas historicas sobre as curvas conicas

Historicamente a Matematica se constituiu como um aporte relevante na resolugéao
de problemas para os homens e suas civilizagdes. O dominio dos conhecimentos implicava
na ampliacao do poder de quem os detinha, ou seja, na ampliacdo da percepcao sobre
diversas estratégias que poderiam ser utilizadas a favor desses povos.

Conforme aponta Boyer (1974), ndo parece viavel atribuir a descoberta da Matema-
tica a uma unica tribo, sendo mais provavel que esta nocao tenha sido gradual e surgida
tao repentinamente na cultura do homem quanto a forma de usar fogo, aproximadamente
ha 300.000 anos.

O surgimento da Matematica comumente é atribuido a solucdo das necessida-
des praticas, entretanto, ha possibilidade desta origem estar atrelada ao surgimento da
arte de contar vinculada aos rituais religiosos, conforme apontam estudos antropoldgicos
Boyer(1974). No que se refere ao surgimento da Geometria, temos algumas possibilidades,
como: Herddoto afirmava que a Geometria originou-se no Egito a partir da necessidade
de medicao das terras apds as inundagoes no vale do rio Nilo, mas Aristoteles atribuia
a conducao dos estudos da Geometria a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal
com lazeres, Boyer (1974). A partir dos dados histéricos explicitados podemos perceber
que ha imprecisdes quanto a origem exata da Mateméatica e da Geometria, podendo estas,
inclusive, terem se originado simultaneamente em mais de uma localidade e terem mais de
uma razao atribuida ao seu surgimento.

Segundo registros historicos, as possiveis iniciativas que deram origem ao estudo
das Curvas Conicas surgiram em meados Il a.C. Os apontamentos de Gutierrez (2010)
indicam os gregos como 0s pioneiros na descoberta das curvas, ao buscarem solucionar o
problema da duplicacdo do cubo que, de anteméo, ndo apresentava relagao direta com o
conteudo das curvas. O surgimento deste problema parece estar relacionado com o inicio de
uma intensa epidemia de peste que dizimou um quarto da populagéao de Atenas. Em busca
de solucionar este mal que acometia a saude dos atenienses, uma delegacao foi enviada
ao oraculo de Apolo em Delfos. Esta instituicao, considerada uma dais mais importantes
e poderosas da Grécia antiga, abrigava os sacerdotes e sacerdotisas e habitualmente
recebiam visitas de grandes personalidades daquela época ou pessoas comuns em busca
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de aconselhamentos, orientagbes espirituais e previsdes sobre o futuro, entre outros. Dessa
forma, a delegagcdo questionou ao oraculo como poderiam sanar a epidemia, entdo, o
mesmo informou que para conceder a bengao precisaria que 0s atenienses construissem
um novo altar em forma de cubo dedicado a Apolo, que deveria conter o dobro do volume
do cubo anterior.

O primeiro matematico grego a tentar solucionar a duplicagdo do cubo, também
conhecido como problema de Delfos, foi Hipocrates (460 — 380 a.C), que nasceu na ilha de
Quios.

O problema da duplicagao do cubo:

Dada a aresta de um cubo, construir, usando apenas régua e compasso, uma aresta
de outro cubo que tenha o dobro do volume do primeiro.

Através da elaboracdo do método da reducao, Hipdcrates mostrou que o problema
resumia-se a encontrar meédias proporcionais entre a aresta inicial e o seu dobro, conforme
elucida Gutierrez (2010). Para alcangar esta generalizagédo, este matematico, reduziu o
problema da duplicacao a um problema de Geometria Plana mais acessivel, que viabilizou
a criagao de solugdes do ponto de vista da Geometria. Os instrumentos euclidianos (régua
sem graduacao e compasso) foram utilizados para a construgao proposta pelo Matematico
Grego, objetivando encontrar um quadrado cuja a area é igual a de um retangulo fornecido
previamente, tal como podemos observar na figura abaixo:

Figura 6 — Generalizacdo de Hipocrates

Fonte: da autora

A partir do retangulo de lados a e b, HipGcrates realizou as seguintes etapas constru-
tivas da generalizagao:

l) Os segmentosEF e FG , referentes aos lados a e b do retangulo fornecido, sdo
alinhados, conforme a figura 7;



Capitulo 3. CURVAS CONICAS 34

Figura 7 — Etapas da construcao de Hipocrates

Fonte: da autora

II. O ponto médio H do segmento EG é determinado;

Figura 8 — Etapas da construcao de Hipocrates

Fonte: da autora

I1l.Constrdi-se o semicirculo com centro H e raio EH .
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Figura 9 — Etapas da construcao de Hipocrates

Fonte: da autora

IV. Para encontrar o ponto |, € necessario tragar uma reta perpendicular ao segmento
EG até o encontro do semicirculo (C). Dessa forma, a intersecgéo da reta perpendicular
com o semicirculo determinara o ponto .

Figura 10 — Etapas da construcao de Hipocrates

Fonte: da autora

V. O segmento IF corresponde ao lado do quadrado com mesma area do retangulo
fornecido inicialmente. A partir deste segmento podemos determinar o quadrado.
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Figura 11 — Etapas da construcao de Hipocrates

Fonte: da autora

A observacgao dos elementos da construcao permite algumas dedugdes, tais como:
os catetos dos triangulos retangulos sdo proporcionais, pois, 0s mesmos sdo semelhantes
devido a congruéncia dos angulos, ou seja, sao triangulos semelhantes que correspondem

um ao outro, tal como esta representado na figura 12. Entao, temos que a; esta para x
assim como x esta para b.

Figura 12 — Etapas da construcao de Hipocrates
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Fonte: da autora

X

~ b
A generalizagao deste matematico grego afirmava que para encontrar as médias

proporcionais devemos descobrir os valores de x e y na seguinte notacdo encontrada ao
final dos seus estudos:

a
X
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a_x _y

X y b
Conforme a representacdo das proporcdes na figura abaixo, observamos que o
segmento a representa a aresta do cubo dado.

Figura 13 — Representacao das médias proporcionais

Fonte: da autora

A notagao explicitada acima equivale a obtencao das seguintes equacgoes:
X x _ Y a_y
y'y b'x b

A partir do isolamento de y, temos que X3=2a3. Nota-se que algebricamente a
resolugao do problema é aparentemente menos complexa. Entretanto, € importante ressaltar
que Hipdcrates pretendia alcangar a resolugcado apenas com o auxilio dos instrumentos

euclidianos.

3.1.1 A origem das Cénicas por Menaechmus

O matemaético grego Menaechmus nasceu em Alopeconnesus, localizada na Asia
menor, aproximadamente em 380 a.C. A ele é atribuida a descoberta das Secgbes Conicas
obtidas através da intersecgcao de um plano com um cone de angulo reto, agudo ou obtuso,
tal como esté representado na figura 10. Menaechmus foi membro da academia de Platdo
(348 a.C), discipulo de Eudoxo e mestre de Aristételes.

Figura 14 — Exemplo das proposi¢coes de Menaechmus
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Fonte: da autora
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O problema da duplicacdo do cubo é apontado como a possivel razdo para a motiva-
cao deste Matematico no que se refere ao surgimento das Curvas Cénicas. Na mobilizacao
das resolucdes, Menaechmus, observou a existéncia de duas curvas denominadas poste-
riormente de parabola e hipérbole. O surgimento da Elipse foi posterior e resultante dos
procedimentos comandados pelo entdo Matematico grego.

No que se refere a resolugcédo do problema da duplicagdo do cubo, o que instigou
Menaechmus nas suas realiza¢des, descobriu-se que a solugdo estava relacionada a um
ponto de interseccdo entre duas curvas (parabolas), sendo este ponto o fornecedor das
meédias proporcionais. As generalizacées de Hipdcrates serviram como suporte para as
resolugdes propostas por Menaechmus, tal como podemos observar a seguir:

a_x _y

X y b
A partir da notagédo de Hipdcrates, podemos determinar as seguintes equacoes ao
considerar b=2a :

X X _ Y a Y
T y'y T 2a'x 2a

Assim, obteremos as seguintes solucoes:

a
X

X2=ay, y?=2ax e xy=2a?
Embora as proposi¢des expostas acima representem solugdes, considera-se desco-
nhecida a maneira como este matematico realizava a determinagao dos pontos das curvas

no plano. No entanto, podemos observar a solugao proposta a partir da figura 15, na qual a
intersecgéo de duas parabolas determina a aresta do cubo duplicado.
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Figura 15 — Intersecao de duas parabolas

Fonte: da autora baseada em Boyer (1974).

Conforme observamos na figura 15, a partir do prolongamento do ponto de intersec-
¢ao das curvas até o encontro do eixos x e y obteremos os lados do quadrado duplicado.
Estes achados do matematico grego Menaechmus delinearam o inicio dos estudos referen-
tes as Curvas Conicas.

3.1.2 As descobertas de Apol6nio

Apolénio era matemético e astrbnomo, nasceu em Perga e era membro da escola

de Alexandria. Considerado como “o grande gedmetra”, ele desenvolveu um conjunto de 8

livros, nomeado de Se¢des Conicas, que tratavam sobre as propriedades destas curvas.

Os estudos de Apolbnio sao considerados 0os mais consistentes no que se diz respeito a

este conteudo. De acordo com Boyer (1974), a motivacao que justifica o desenvolvimento
da obra se deu a partir da solicitagdo do gedbmetra chamado Naucrates.

No momento em que este matematico elaborou sua obra, as Sec¢des Conicas

ja eram conhecidas ha um século e meio. Outros estudiosos como Aristeu e Euclides

produziram escritas gerais sobre o assunto, entretanto o tratado sobre as conicas produzido
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por Apolénio de Perga superou todos os demais pelo seu nivel mais avancado, Boyer (1974).
Nesse sentido, a obra deste autor se consolidou substituindo os estudos alavancados
anteriormente, além disso, parece nao haver registros de tentativas de aperfeicoamento da
obra na antiguidade.

Os tratados conduzidos por outros matematicos como, por exemplo, Menaechmus
condicionavam a obtencao das curvas as se¢oes em trés diferentes cones retos: agudo, reto
ou obtuso. Diferente dos estudos elaborados anteriormente, Apol6nio introduziu a nog¢ao de
que as conicas poderiam ser obtidas através de um unico cone, reto ou nao, interceptado
por um plano que ao variar determinara curvas diferentes, conforme ilustra a figura 12.

Figura 16 — A obtencao das Curvas Conicas de acordo com Apol6nio

e e
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___,,,f" PARABOLA
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Fonte: da autora.

De acordo com os estudos deste matematico, obtemos a hipérbole através da
intersecgdo entre um plano e um cone de duas folhas. A parabola € obtida a partir da
seccao do cone por um plano paralelo a uma geratriz. A obtencao da elipse caracteriza-se
pela seccado de um plano em todas as geratrizes do cone.

Apolénio introduziu uma descoberta importante ao provar que o cone nao precisa
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necessariamente ser reto, ou seja, um cone com o eixo perpendicular a face da base,
podendo também ser um cone obliquo ou escaleno. Outra diferenga que pode ser apontada
nos estudos de Apol6nio € a substituicao do cone de uma folha por outro de duas folhas, isto
€, cones pertencentes ao mesmo eixo e com vértices coincidentes, conforme observamos
na figura 16.
A respeito do cone, Boyer baseado em Apolonio afirma:
Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por um
ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que nao esta num
mesmo plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos

pontos dessa circunferéncia, a reta mével descrevera a superficie de um cone
duplo. (BOYER, 1974, P.107)

A nova definigao contribuiu para o surgimento da hipérbole com dois ramos. A nogao
de “duas hipérboles” era mencionada pelos gedmetras naquela época, mas nao ha indicios
de mengoes referentes a “dois ramos” antes de Apolénio, Boyer(1974).

A designacao das nomenclaturas da Elipse e da Hipérbole também foram atribuidas
a Apol6nio. Ha registros de que os Pitagéricos tenham utilizado as palavras Elipse, Hipérbole
e Parabola na solugédo das equagdes quadraticas por aplicacao de area. No que se refere
ao significado destas palavras, temos:

Ellipsis (significando falta) tinha sido a palavra usada quando um retangulo de area
dada era aplicado a um segmento e lhe faltava um quadrado (ou outra figura especifica),
e hyperbole (um langamento além) tinha sido a palavra usada quando a area excedia o
segmento. A palavra parabola (indicando colocar ao lado ou comparacéo) nao indicava nem
excesso, nem deficiéncia. (BOYER, 1974, P.108)

Conforme afirma Boyer (1974), As Cdnicas de Apolénio configuram-se como uma
obra de niveis de profundidade extraordinarios, no entanto, surpreende-se que 0 autor nao
tenha explorado algumas propriedades importantes como, por exemplo, os focos que nao
foram nomeados por Apolonio sendo abordados apenas indiretamente em seus estudos.
Nos textos atuais os focos sdo compreendidos e expostos com destaque por expressarem
uma propriedade relevante das curvas. Outra questao que nao fica explicita em As Cdnicas
€ o papel da diretriz e também n&o ha conceito numérico correspondente a excentricidade.
Nao é descartada a possibilidade desta auséncia de conceitos esta relacionada as obras
de Apoldnio que foram perdidas.

3.1.3 As contribui¢cdes de Germinal Pierre Dandelin

Posterior aos conceitos empregados por Apolénio, o0 matematico belga Germinal
Pierre Dandelin (1794-1847) desenvolveu, sob a perspectiva da geometria sintética, uma
importante contribuicdo no que se diz respeito aos conhecimentos previamente construidos
sobre as Curvas Conicas. Dandelin explorou a nogcéo das propriedades focais a partir da
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demonstracao tridimensional de esferas inscritas no cone de revolugao, também menci-
onadas nos estudos do matematico Lambert Adolph Jacques Quetelet (1796-1874). As
proposigdes de Dandelin consideram que as superficies esféricas inscritas no cone de
revolugao e tangentes ao plano de interse¢cao descrevem a posig¢ao dos focos.

No que se refere a elipse, Dandelin propde a existéncia de um plano secante tangente
a duas esferas. Conforme os estudos de Monteiro (2014) e Sousa (2016) temos a seguinte
proposicao:

Situacéo 1: Uma elipse é gerada a partir de um cone de revolucéao interceptado por
um plano o, secante e obliquo em relacédo as geratrizes do cone. Duas esferas inscritas
neste cone tangenciam, simultaneamente, a superficie do sélido geométrico em questao e
o plano « nos pontos F; e F,, denominados focos da curva.

Sousa (2016) explicita que MR + MS é constante, uma vez que, o ponto M pertence
simultaneamente a elipse e a uma reta tangente as esferas nos pontos R e S, assim, passam
também por M duas retas tangentes as esferas nos pontos F; e F,. A autora ainda aponta
a seguinte propriedade: “Se MF; é uma tangente a uma das esferas, visto que o plano
secante é tangente em F;a esfera, MS é outra tangente. Assim, tem-se que MF;=MS. Do
mesmo modo, ocorre com MF, e MR. Por conseguinte: MF;+MF,=MS+MR=RS.” (SOUSA,
2016, p.36)

Figura 17 — Elipse — Dandelin- Quetelet

WV

Fonte: Sousa (2016)
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Situagao 2: Uma parébola é gerada a partir de um cone de revolugao interceptado
por um plano « paralelo a uma posicao da geratriz do cone. Uma esfera é inscrita no sélido
geométrico tangenciando simultaneamente sua superficie interna e o plano «. O ponto de
tangencia entre a esfera e o plano o determinara o foco (F;).

A respeito das propriedades relacionadas a esta situacao, Sousa (2016) afirma:

Como no primeiro caso, M & um ponto qualquer da curva e MF1 e MR séo
tangentes a esfera e, portanto, sdo congruentes. Nota-se que o é paralelo a
geratriz que contém o ponto S, também pertencente a c1. Do mesmo modo, o
ponto R pertence a c, e a geratriz que contém M. Portanto, VS = VR, assim
como, MF1=MR. Seja ainda, M’a projegao ortogonal de M sobre d1, tem-se que
0 segmento de reta MM’ pertence a «, logo é paralelo a geratriz que contém
VR. Desse modo, podemos observar a existéncia de dois tridngulos isésceles
semelhantes, o triangulo VSR e o RMM’. Sendo assim, ja vimos que RM=MF1,
entdo RM = MM’ logo MF1=MM’. Concluimos, portanto, que a distancia do ponto
M ao foco é igual a disténcia do ponto M a diretriz da curva d1. (SOUSA, 2016,
P.37)

Figura 18 — Parabola — Dandelin- Quetelet
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Situacao 3: Uma hipérbole € gerada a partir de um cone de revolugao interceptado
por um plano o obliquo ou paralelo a diretriz do sélido geométrico. Duas esferas séo inscritas
de modo a tangenciar a superficie interna do sélido geométrico e o plano o. Os pontos de
tangéncia entre o plano « e as esferas sdo denominados F; e F, focos da Hipérbole.

Figura 19 — Hipérbole — Dandelin- Quetelet
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Fonte: Sousa (2016)

3.1.4 As Cbnicas sob uma perspectiva analitica

Apoés as demonstragdes através da Geometria Sintética, surgiram as nogdes da Ge-
ometria Analitica permitindo representar as Curvas Cdnicas sob uma nova perspectiva. De
acordo com Siqueira (2019) o surgimento da Geometria Simbdlica (séc. XVIIl) possibilitou
representar expressoes algébricas geometricamente. Nesse contexto, origina-se a Geome-
tria Analitica na qual a descoberta é atribuida aos matematicos René Descartes e Pierre de
Fermat. Assim, os estudos propostos por esses tedricos permitiram o desenvolvimento de
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um novo ramo da matematica, cujo objetivo € estudar a Geometria através de equacdes,
conforme aponta Siqueira (2019). Esses matematicos conduziram os estudos de forma
independente e de maneira simultanea, no entanto, Descartes publicou sua obra antes de
Fermat.

Ao refletir sobre os estudos no @mbito da Geometria Analitica, Siqueira (2019, p.72)
aponta que “a Geometria Analitica traduz pontos, retas, cnicas e outras construgdes geome-
tricas em expressoes algébricas, as quais, quando analisadas, podem revelar propriedades
geomeétricas das figuras representadas”.

Em sua obra Discours de la méthode pour bien conduire la raison et chercher la
vérité dans les sciences (Discurso sobre 0 método para raciocinar bem e procurar a verdade
nas ciéncias), o teérico Descartes, propds a nocao do que seria a Geometria Analitica.
Segundo BACCA (2013) a abordagem da geometria por via algébrica seria a singularidade
do livro. Também a respeito da caracterizacao do estudo do tedrico, Boyer (1996) indica:

A obra de Descartes € com demasiada frequéncia descrita [...] como a aplicagao
da algebra a geometria, ao passo que na verdade poderia ser bem caracteri-
zada como sendo a tradugao de operagdes algébricas em linguagem geométrica.
(BOYER, 1974, p. 232).

Conforme esses apontamentos, podemos compreender que os estudos de Descartes
também incidiram fundamentalmente sobre as construgées geométricas.

Siqueira (2019) aponta que em La Géométrie, apéndice da sua obra, Descartes
demonstrou que a algebra poderia ser empregada no estudo da geometria, diferente de
como tradicionalmente ocorria antes, quando os problemas de aritmética e de algebra eram
resolvidos através das figuras e constru¢cdes geométricas.

Na mesmo época e trabalhando de modo independente, Fermat publicou sua obra
“Introducao aos Lugares Geométricos planos e sélidos”. De acordo com Roque (2012, p.
265) o objetivo dos estudos de Fermat era expressar os problemas geométricos de Apol6nio
por meio da linguagem algébrica proposta por Viete. Esse matematico desenvolveu técnicas
algébricas e as utilizou para definir as cbnicas, analisando suas intersec¢ées, tal como afirma
Roque (2012).

Em determinado momento, Fermat da seguimento aos seus estudos para as equa-
cbes de segundo grau, demonstrando as situagdes que o lugar geométrico dos pontos que
satisfazem a equacao é um circulo ou uma cénica. A partir disto, conclui-se que dados os
eixos coordenados e os coeficientes da equacao, os parametros que definem as cbnicas
sdo estabelecidos, tal como menciona Roque (2012).

Este matematico encontrou, a partir da equacao da hipérbole, o lugar geométrico
dos pontos que a satisfazem e posteriormente ainda propés solugdes para equagdes de
grau 3 e 4 através da interse¢do das conicas, tal como afirma Roque (2012). A respeito do
método de resolucao para essas equacodes, Fermat resolvia da seguinte forma:
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Dada uma equagao de grau 3 ou 4 em uma variavel, era preciso determinar o valor
da incognita x. Para encontra-lo, Fermat escrevia duas equagdes de segundo grau
em duas variaveis x e y, tomadas como coordenadas dos pontos de intersecao
de conicas. (ROQUE, 2012, p.266)

De modo geral, compreende-se que a Geometria Analitica se consolidou como
um ramo importante no ambito da matematica. Sobre isto, Siqueira (2019) afirma que a
relevancia da articulagdo entre a Algebra e a Geometria refletiu-se nos trabalhos cientificos,
assim como também nas aplicagdes em outras areas, tais como na fisica, nas engenharias,
na computacao, entre outras.

A partir do desenvolvimento deste campo, introduziu-se uma nova maneira de
representar as formas geométricas através dos eixos ordenados no plano cartesiano.
Conforme afirma Siqueira (2019, p.72) “Trata-se de um sistema de eixos ordenados e
perpendiculares, em que cada ponto do plano é representado por um Unico par ordenado
(x; y), sendo x e y nUmeros reais”.

Figura 20 — Representacao de dois pontos no plano cartesiano
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Fonte: da propria autora.

Esses principios possibilitaram o estudo de retas e curvas a partir da representacéo
de pares ordenados no plano cartesiano e por equagdes que satisfazem uma correspondén-
cia entre X e Y, conforme afirma Siqueira (2019). O autor exemplifica que, “se todo ponto P
de coordenadas (x; y) € tal que x e y estdo relacionados por uma expressao algébrica, e
satisfazendo uma reta ou uma curva, entdo, podemos estudar suas propriedades a partir do
estudo da equacgao”. (SIQUEIRA, 2019, p.73)

A respeito dos principais objetivos das coordenadas cartesianas, Siqueira (2019)
baseado em Roque (2012) aponta:
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um dos principais objetivos das coordenadas cartesianas era permitir o estudo de
curvas por meio de retas, e Descartes, visava compreender melhor as relagbes
entre as grandezas dos problemas geométricos, ao traduzi-los em linguagem
algébrica, ou seja, 0 objetivo da nova geometria seria estudar figuras usando

proporgoes. (SIQUEIRA, 2019, p.74)

Assim, de acordo com Siqueira (2019), conclui-se que as cbnicas, sob a 6tica da

geometria analitica, podem ser representadas como um subconjunto de pontos que satisfa-

zem equagbes quadraticas, de tal forma que o grafico dessas equagdes com duas variaveis

podera ser uma elipse, uma hipérbole, uma parabola ou umas das suas degeneradas.
Ao analisar a transformacgao por conversao da elipse através dos seus registros de
representacao algébricos e gréfico, o autor propde as seguintes formas de representacao

algébrica ilustradas na tabela abaixo.

Tabela 4 — Elipse definida a partir da geometria analitica.

REPRESENTACOES ALGEBRICAS
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Fonte: (SIQUEIRA, 2019, p.77)

Conforme podemos observar na tabela 3, a elipse pode ser representada algebrica-

mente por meio da equagao quadratica geral, da equacao em sua forma matricial e também

da equacéo reduzida.
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3.1.5 Consideragdes gerais sobre as Curvas Cdnicas

Considerando os principios propostos por Duval em relagao aos tipos de represen-
tacdo, as cbnicas podem ser expressas através das equagdes e matrizes sob o ponto de
vista da algebra (representacao algébrica), através dos gréaficos cartesianos sob a 6tica
da Geometria Analitica (representacao grafica), e através das construgdes geométricas
sob a perspectiva da geometria sintética (representacgao figural). A exemplo disto, po-
demos observar a figura abaixo proposta por Siqueira (2019) em seus estudos sobre as
representacoes da elipse.

Figura 21 — Correspondéncia entre os registros de representac¢ao figural espacial, algébricos e
grafico
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Fonte: (SIQUEIRA, 2019, p.135)

Conforme se observa na figura anterior, cada representagao da elipse expde determi-
nadas propriedades, como exemplo, a representacao figural espacial mostra a obtencao da
curva através da interse¢ao do plano no cone, bem como a localizagdo geométrica do foco
proposto nos estudos de Dandelin. Na representacao grafica temos a obtengéo da curva
através dos 5 pontos sob a perspectiva do lugar geométrico e na representacao algébrica
podemos obter os coeficientes a e b, que no caso da elipse representam as medidas dos
semieixos maior € menor.

Por essa razao, é fundamental desenvolver e planejar o processo de ensino-aprendizagem

de modo a propiciar a diversificacdo dos registros de representacdo dos objetos matemati-
cos, bem como da conversao entre eles. Como ja vimos anteriormente, essas considera¢oes
sao fundamentais para a compreensao no estudo da matematica.
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3.2 Revisao de literatura

Nesta secao sera apresentada uma breve revisdo de literatura sobre os apontamen-
tos apresentados em alguns estudos da literatura referentes ao ensino — aprendizagem
das Curvas Conicas na Educacao Basica e no Ensino Superior. Embora a pesquisa tenha
como foco central as cénicas no Ensino Superior, consideramos pertinente investigar no
nivel basico como sdo conduzidos 0s processos de ensino-aprendizagem relacionado ao
conteudo em questado, assim como a apresentacao do mesmo nos materiais didaticos
utilizados.

3.2.1 Ensino das Curvas Conicas

Na busca por compreender o estatuto do ensino das Curvas Conicas no Brasil e em
outros paises, realizou-se uma busca nas pesquisas de Contreras et al. (2002), Velasquez
et al. (2007), Neto (2008), Bordallo (2011), Silva (2011), Dallemole e Groenwald (2012),
Lopes (2014), Nascimento (2015), Sousa (2016), Muniz Junior (2018), Siqueira (2019). Em
decorréncia do Movimento da Matematica Moderna, a abordagem centrada na Algebra ainda
€ apontada em estudos. Pesquisadores como Silva (2011), Lopes (2014) e Nascimento
(2015) apontam em suas investigacdes que as Curvas Conicas, que se inserem na area de
Geometria Analitica, sao tratadas predominantemente a partir do enfoque algébrico.

Bordallo (2011), ao analisar os programas de ensino, as leis e as orientacdes
curriculares a respeito do estudo das Curvas Cdnicas e sua evolugéao ao longo do tempo,
constatou que nao era dada a importancia a questao da unificagao das conicas. A autora
ainda aponta que o modo como as cOnicas sao tratadas define a presenga ou nao da
unificacdo, ou seja, quando abordados sob o0 ponto de vista geométrico era mais comum a
existéncia da unificagdo; quando eram tratadas sob a ética analitica apareciam de maneira
fragmentada. Também é sinalizado que a influéncia do MMM marcou o fim da abordagem
da geometria sintética e apesar do encerramento do movimento o tratamento permaneceu
apenas analitico, ocasionando assim no fim da sua apresentacao unificada.

Silva (2011) propds em seu estudo, baseado no curriculo do estado de Sao Paulo,
atividades complementares ao material fornecido pela Secretaria de Educacao do Estado
de Sao Paulo - SEE-SP, buscando contemplar aspectos menos priorizados pelo curriculo
sobre as Se¢des Cdnicas. Em sua investigacéo, o autor afirma que o material fornecido pela
Secretaria de Educagao do Estado de Sao Paulo parece ter uma abordagem das Seg¢des
Coénicas a partir da perspectiva algébrica.

Dallemole e Groenwald (2012) analisaram em sua investigacao a dificuldades dos
alunos na conversao dos registros de representagdo em Geometria Analitica, mais especifi-
camente reta e circunferéncia, e também as contribui¢cdes do Sistema Integrado de Ensino e
Aprendizagem (SIENA) para identificar essas dificuldades. O experimento foi realizado com
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discentes de diferentes semestres do curso de Licenciatura em Matematica. Os resultados
apontaram a existéncia de maiores dificuldades na conversdo entre os registros relaciona-
dos as representagdes em linguagem natural e os registros algébricos da circunferéncia e
da reta.

Corroborando com as ideias de Silva (2011), Lopes (2014) ao investigar materiais
desenvolvidos pela Secretaria do Estado de S&o Paulo, tais como: caderno do professor e
do aluno, constata a restricao do ensino das Curvas Cénicas as equacgoes. Entretanto, no
que se refere ao estudo da parabola observou-se na definicdo uma énfase na representacao
gréfica. Outra constatacao feita por esta autora refere-se a auséncia da mengao ao estudo
desta tematica na perspectiva do lugar geométrico. Esta autora, propde em sua pesquisa,
a partir de uma sequéncia didatica, investigar a apropriacdo das definicdes de parabola
enquanto lugar geométrico por alunos do Ensino Médio.

Nascimento (2015) em sua investigagao, que trata de uma proposta para o ensino
das Curvas Conicas, verificou através de uma pesquisa bibliografica realizada nos principais
livros didaticos de Matematica adotados na educacgao basica que a abordagem presente
nesses textos trata as Curvas Cénicas sob uma 6tica meramente algébrica, com uma grande
quantidade de férmulas que devem ser memorizadas pelo aluno. Este autor ainda afirma
que:

Nao é extrapolacao afirmar que o estudo deste conteudo é tratado, atualmente,
de uma maneira superficial e meramente mecéanica. Nao sendo dada a atencao
apropriada aos detalhes e contextualizagdes que podem se tornar extremamente
relevantes para uma devida compreensao ao tema. (NASCIMENTO, 2015, p.3)

A respeito da compreensao dos objetos matematicos, Duval afirma que é necesséria
a articulagao entre pelo menos dois registros de representacdo semidtica, ou seja, o
aluno devera dominar e coordenar, no minimo, dois registros de representag¢ao do objeto
matematico estudado. Privilegiar determinadas representagdes em detrimento de outras
pode comprometer a compreensao dos discentes, uma vez que, cada representacao do
objeto matematico revela determinadas caracteristicas.

Com o proposito de analisar como se da a ocorréncia do processo de articulagao
entre as diferentes abordagens das Conicas no ensino, Souza (2016) constatou, através de
experimentos como simulacéo virtual e questionario, lacunas no ensino e aprendizagem
deste conteddo, como por exemplo, impasses na articulagdo de conceitos prévios e a
auséncia de sentido no acesso as representagdes. O experimento foi realizado com alunos
do ensino superior de uma universidade publica brasileira, no qual para participar do estudo
em questao deveriam ter tido acesso ao conteudo de Curvas Cdnicas no Ensino Médio.
Estes resultados reforcam as aparentes limitagdes relacionadas aos conhecimentos dos
alunos em relagcéo as multiplas representagcdes das Curvas Conicas.

Muniz Junior (2018) constatou, através de uma analise critica das abordagens das
Curvas Conicas nas obras distribuidas as Escolas Publicas pelo Programa Nacional do
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Livro Didatico — PNLD, que o tratamento analitico das equacdes é priorizado nesses textos.
No que se refere ao tratamento sob o ponto de vista da geometria, o autor aponta que é
insuficiente e a abordagem na perspectiva da geometria espacial € quase inexistente.

No mesmo sentido, Neto (2008) aponta para a existéncia de uma extrema concen-
tracdo na caracterizacdo das Coénicas por meio das equacgdes, ndo sendo dada a devida
importancia as demais caracterizagdes deste objeto matematico. Esta apresentacao limitada
traz consequéncias na compreensao do objeto em questao, uma vez que, suas demais
representacdes semiodticas sdo pouco exploradas, assim como também a apresentacdo das
diferentes propriedades reveladas em cada representacdo pode ser afetada. A exemplo
disto, 0 mesmo autor cita a possibilidade da outra caracterizagdo das conicas através de
um ponto denominado foco e uma reta intitulada como diretriz, concepgéao originada a partir
das raizes da Grécia Antiga.

O autor, em uma breve descricao sobre 0 modo como o ensino das Curvas Conicas
eram conduzidos na época em que a pesquisa foi realizada, afirma que o primeiro contato
com este conteudo acontece no ultimo ano do ensino fundamental através do estudo da
pardbola sob a forma de funcdo quadratica, no qual sdo apresentadas em conjunto sua
representacao algébrica e sua representagao grafica. No entanto, ao longo da exposigcao
deste conteudo nesta etapa da educacao basica os professores costumam ignorar as
conexdes com as cbnicas sendo, portanto, priorizada a introdugcéo do conceito de funcéo.
No inicio da etapa posterior da Educacao Basica, a parabola retorna como objeto de estudo
no contexto das fungdes e com mais amplitude, no entanto, a auséncia de articulagdo com
as cbnicas é mantida. O foco esta atrelado a apreensdo da manipulacdo das equacoes
analiticas. E na ultima série do ensino médio que ocorre o surgimento das conicas no
programa escolar, no entanto, em algumas situagoes o contetdo nem sequer € ensinado.
Se ocorre, o0 foco recai sobre as equacdes analiticas por meio das demonstracdes da
caracterizacao bifocal. (NETO, 2008)

Siqueira (2019) desenvolveu o protétipo “Conics 3D” com objetivo de apresentar as
Cbnicas de maneira articulada e dinamica através da exploracéo dos “objetos semidticos
dindmicos”, ou seja, uma maneira dindmica de articular as representagdes algébricas
(equagoes), as representagdes graficas cartesianas e as representagdes figurais espaciais.
Apds realizar uma extensa investigacdo sob os pontos de vista epistemoldgico, didatico
e cognitivo, o autor percebeu que os softwares ja existentes apresentavam limitagdes na
possibilidade de articular a representagéao figural espacial com as representagdes algébricas
e grafica cartesiana e constatou a necessidade de articular de uma forma dinamica as
representacdes das Curvas.

Com relagdo ao ensino das conicas no cenario mundial acessamos as pesquisas de
Contreras et al. (2002) e Velasquez et al. (2007). Considerando a pertinéncia do ensino das
cbnicas, Contreras et al. (2002) propuseram um estudo sintético-analitico das construcdes
com a elipse, consideradas por eles, motivadoras para os alunos do Bacharelato, que



Capitulo 3. CURVAS CONICAS 52

corresponde aos dois ultimos anos do ensino médio brasileiro. Os autores afirmam que a
elipse ndo é sequer tratada em alguns institutos de Educag¢éao Secundaria da Espanha e em
determinados casos ocorre o estudo da circunferéncia. Os mesmos ainda demonstram uma
preocupacao com relagcdo a compreensao sobre o tema, uma vez que, nas universidades se
parte do principio que os programas do ensino secundario foram cumpridos efetivamente.

No texto intitulado como “La Geometria Analitica: ;cdmo presentarla de manera
interesante para los alumnos de la educacién media superior?”, Velasquez et al. (2007)
realizam uma investigacao a respeito da conica elipse e com objetivo de orientar professores
sobre a conceituagcao na perspectiva do ensino-aprendizagem da elipse e da geometria
analitica. Estes autores verificaram a existéncia de dificuldades dos alunos da educagao
média superior do México na compreensao das figuras geométricas enquanto objetos
algébricos e os objetos algébricos enquanto figuras geométricas, ou seja, dificuldades na
conversao entre as diferentes representagdes e consequentemente na identificagao das
variaveis simbdlicas e visuais da curva em questao.

Embora a Geometria Analitica esteja presente como uma unidade tematica nos
Parametros Curriculares Nacionais - PCN+ (BRASIL, 2006) e explicite sobre o desenvolvi-
mento da habilidade de estabelecer conexdes entre diferentes representagdes dos objetos
matematicos, estudos como o de Silva (2011), Lopes (2014), Nascimento (2015), Muniz
Junior (2018) apontam que hd uma predominancia da abordagem Algeébrica presente no
ensino das Curvas Conicas no &mbito da educagao bésica. Os possiveis prejuizos que
podem ser ocasiodados por esta perspectiva limitada sdo: A confusao entre o objeto mate-
matico e a sua representacado e o comprometimento da compreensao do contetdo devido
a auséncia de articulagdo com as demais representacdes semiéticas na apresentacao do
objeto matematico.

No contexto do ensino superior, os dados fornecidos por Souza (2016) apontam que
alunos pertencentes a um curso de formagao dedicado ao estudo da Geometria Grafica
e suas aplicacées que por sua vez, tiveram acesso as experiéncias em disciplinas de
Geometria Gréfica Bidimensional — GGB e Sistemas de Representacao - SR, e tiveram
acesso as Curvas Conicas no ensino médio apresentaram dificuldades em articular as
representacdes semiobticas propostas na atividade de coleta de dados. Esta lacuna apontada
na compreensao dos alunos se da, possivelmente, em razdo da abordagem segmentada
deste objeto matematico, uma vez que os alunos participantes do experimento tiveram
acesso ao conteudo em diferentes niveis da educagao e sob mais de uma 6tica. A exemplo
disto, na disciplina de GGB as cdnicas sao apresentadas como lugares geométricos.

No que se refere as pesquisas relacionadas ao ensino deste conteudo, parte destas
tém refletido sobre a necessidade de aborda-lo com o enfoque geométrico, a partir da
utilizagao de softwares de Geometria Dinamica, sequéncias didaticas e materiais concretos.
Entretanto, poucas tem como foco principal dedicar-se a investigacao dos livros didaticos a
partir da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica refletindo sobre os tratamentos,
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as conversoes e os fatores de congruéncia. Um fator comumente explicitado nas pesquisas
€ a abordagem fragmentada da tematica, sem privilegiar a articulacéo entre os diferentes
pontos de vista das curvas. A quase inexisténcia da Geometria Sintética no ensino também
¢ indicada nas pesquisas, esta Geometria, utilizando métodos geométricos, foi responsavel
conceituar as Conicas como obtidas a partir da secdo do cone de revolugdao. Entendemos
que a caracterizagdo desta tematica através do enfoque mencionado anteriormente é
importante para o processo de ensino-aprendizagem significativo.

Com relacao as recomendacdes do ponto de vista didatico para o ensino desta te-
matica, os apontamentos também recaem sobre a condugéo do ensino das Curvas Cénicas
de maneira articulada e dindmica, permitindo ao aprendiz a constru¢do do conhecimento
através das variadas 6éticas existentes do tema. Nesse sentido, consideramos pertinente
desenvolver uma sequéncia de atividades centrada nas principais dificuldades identificadas
na literatura e de maneira articulada com as possibilidades do protétipo “Conics 3D” com o
objetivo de validar o artefato.

A seguir, apresentamos um (quadro) sintese sobre as pesquisas presentes na
revisdo de literatura.
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Quadro 3 — Quadro resumo da revisao de literatura sobre o ensino das Curvas Conicas

Abordagem fragmentada
Neto [2008)
Bordallo (2011)
Souza (2017)

Siqueira (2013)

Dificuldades na compreens3o entre os registros de
representac3o das Conicas

Velasquez et al. (2007}
Ensino das Curvas Cénicas

Dallemole e Groenwald (2012)
Sousa [2016)

Enfise na abordagem algébrica
Meto (2008)
Silva (2011)
Lopes [2014)
Mascimenta (2015)
Muniz Junior [2018)

Fonte: da autora.
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4 INTEGRACAO DE RECURSOS COMPUTACIONAIS NO PROCESSO DE ENSINO-
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

A discussao referente as possibilidades de integracao das tecnologias no ambito
da educagdo acompanham o desenvolvimento da sociedade ha um consideravel periodo.
As possibilidades fornecidas pelos recursos computacionais foram pautas de diversas
propostas a partir de diferentes correntes pedagdgicas, umas com uma abordagem mais
tradicionalista cujo o objetivo centrava-se no treinamento, ou seja, a aprendizagem se dava
através da tentativa e/ou erro. Outras com abordagens mais contemporaneas, centrando os
esfor¢cos no desenvolvimento da aprendizagem através da mobilizagdo de reflexdes sobre
conceitos e propriedades dos objetos matematicos pelo aluno, sendo este colocado como
protagonista no processo de ensino-aprendizagem.

A evolucao das discussdes reflete atualmente na segunda proposta mecionada,
utilizando como recursos as possibilidades oferecidas pelos softwares desenvolvidos para
o trabalho com a matematica de modo geral e também como os que foram desenvolvidos
para tratar de determinados objetos matematicos em especifico.

De acordo com Bellemain (2002) os softwares de cunho construtivista oferecem
ao usuario condicdes e ferramentas necessarias para a resolucao de problemas. Como
exemplo, temos os softwares de geometria dindmica, que permitem a exploracao das pro-
priedades inerentes aos objetos matematicos favorecendo a percep¢ao do que é constante
e do que varia em determinadas representacgoes.

Uma particularidade pertinente dos recursos computacionais é o suporte

a criacao de simulagdes que ampliam o modo de percepg¢ao do usuario em relacéo as
transformacdes das representacdes dos objetos matematicos. Simular tais transformacoes
através de modelos didaticos fisicos (objetos manipulaveis) nem sempre é uma tarefa facil
devido ao tempo de confecgcédo e ao acesso a materiais especificos necessarios.

Em concordancia com essa discussao, surge na década de 70 a nogcao de micro-
mundo atribuida, inicialmente, aos tedricos Minsky e Papert. Conforme aponta

Bellemain(2002), a definigdo inicial designada ao termo micromundo refere-se a um
sistema que permite simular ou reproduzir um dominio do mundo real, cujo o objetivo recai
sobre a abordagem e resolugéo de problemas.

Bellemain (2002) reflete em seu estudo que de modo recorrente a resolucao de
problemas alimenta o desenvolvimento conceitual. Em concordancia com Thompson (1987)
gue ao definir a nogao de micromundo, propbs duas vertentes que se relacionam entre si: 0
desenvolvimento conceitual e a resolugdo de problemas.

As discussoes a respeito da tematica se aprofundaram e de uma maneira mais espe-
cifica, em relacdo a matematica, surgiu uma caraterizagao para 0 micromundo matematico,
tal como afirma Bellemain (2002):

Trata-se, pelo micromundo matemético, de fornecer um sistema préximo de um
sistema axiomatico, que permite expressar e resolver um conjunto de problemas.
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Relativamente a implementagao de sistema axiomatico, 0 computador tem uma
contribuicdo significativa, pois ele permite criar novos sistemas de objetos e
relagdes que oferecem novas formas de resolver os problemas. (BELLEMAIN,
2002, p. 55)

As discussoes a respeito do micromundo matematico culminam na nogao das
representacdes dos objetos matematicos, pois, a partir das possibilidades geradas pelas
tecnologias computacionais, tais como as simulagdes, sdo geradas representacdes proprias
do contexto informatico. Sobre isto, autores como Almouloud e Salazar (2015) e Siqueira
(2019) incluem no debate sobre a TRRS termos como registro figural dindmico e registros
semioticos dindmicos

Ao refletirem sobre o estudo da geometria, Aimouloud e Salazar (2015) salientam
a importancia do uso das representacgdes figurais em seu ensino. E a partir destas que
0s objetos podem ser acessados podendo oportunizar a percepcdo de propriedades e
formulacao de conjecturas. Os autores também destacam que o trabalho com a geometria
exige maior esforgo cognitivo que os demais campos da matematica, isto justifica-se pelo fato
de que os tratamentos nos registros figurais e discursivos devem ocorrer simultaneamente.

Para entendermos os fundamentos relacionados ao termo registro figural dindmico, é
necessario compreender as reflexdes de Duval a respeito do ato de “ver” uma figura. O autor
elucida que podem ser conduzidas analises cognitivas a partir da forma, dos conhecimentos
geométricos mobilizados e das ferramentas que deram suporte a construcao.

Nesse sentido, com base na literatura de Duval, AlImouloud e Salazar (2015) listam
os trés aspectos para analisar uma figura:

» Forma da figura: “baseada na percepgéao da figura cujos contornos sao fechados.
A figura pode ser vista como um agrupamento por justaposicédo, quando existem
tantas formas como contornos fechados ou por superposi¢ao, quando existem menos
formas que contornos fechados.” (ALMOULOUD E SALAZAR, 2015, p. 922)

+ “Conhecimento das propriedades geométricas da figura que se devem mobilizar para
a sua andlise e na qual devem ser consideradas suas unidades figurais” (ALMOU-
LOUD E SALAZAR, 2015, p. 923)

» “Ferramentas utilizadas para representa-la ou para construi-la” (ALMOULOUD E
SALAZAR, 2015, p. 923)

Com relacao as ferramentas, Duval elenca trés diferentes tipos:

» Material manipulativo (tangram, dobradura de papel, pe¢as de quebra cabeca, etc.)
» Régua, compasso, molde

» Softwares
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Assim, admite-se o seguinte esquema sobre a classificacao de ferramentas para
construir figuras:

Figura 22 — Classificacao de ferramentas para construir figuras
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Fonte: (ALMOULOUD E SALAZAR, 2015, p. 923 adaptado de DUVAL, 2005, p. 14)

Compreende-se que 0s agrupamentos por justaposi¢cdo sao mobilizados através da
manipulagéo de objetos materiais. Ja no que se refere aos agrupamentos por superposicao,
estes sao favorecidos pelas ferramentas que permitem operacdes de construcao.

A passagem de uma ferramenta para outra, segundo Duval, significa um salto
cognitivo, pois “se passa de um mundo no qual o espacgo se organiza em fungéo dos gestos
do corpo e de sua orientagdo a um mundo no, qual o espaco se determina em fungéo dos
gestos unicamente técnicos” (DUVAL, 2005, p. 113)

Mais especificamente em relagéo a experimentagcao em ferramentas computacionais,
compreendemos que existem particularidades em comparagdo com as outras. A respeito
disso, Almouloud e Salazar (2015) consideram:

Que o uso de softwares e, especificamente, de AGD para o trabalho com figuras
geométricas é indispensavel ja que proporciona outro olhar sobre elas, porque
sua utilizagéo permite realizar tanto por agrupamentos por justaposicao como por
superposicao, algo que nao é possivel fazer de maneira simultanea quando se
trabalha com outras ferramentas. (ALMOULOUD E SALAZAR, 2015, p. 924)

Nesse sentido, os ambientes de geometria dindmica configuram-se como um recurso
relevante de suporte a aprendizagem, pois, possibilita uma maior amplitude perceptiva em
relacao as representacoes dos objetos matematicos. Sobre isto, Chaachoua (1997) avalia
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gue os ambientes de geometria dindmica (AGD) podem contribuir na validagao de situagbes
geomeétricas de maneira experimental.
Ao refletir sobre a importancia dos AGD, Gravina (2001) justifica que eles:

Incentivam o espirito de investigacdo em matemética: sua interface interativa,
aberta a exploracdo e a experimentagao, disponibiliza os experimentos de pensa-
mento, manipulando diretamente os objetos na tela do computador, e com reali-
mentacdo imediata, os alunos questionam o resultado das suas agdes/operagoes,
conjecturam e testam a validade das conjecturas inicialmente através dos recursos
de natureza empirica. (GRAVINA, 2001, p.89-90)

Como dito anteriormente, as possibilidades que os softwares proporcionam aos
usudrios configuram uma nova caracterizacao na relacao entre as representacoes, algumas
delas diferem das realizadas através do papel, lapis e instrumentos de desenho. Pois,
possibilitam a articulagdo dinamica das representacdes, que em outros ambientes nao
informatizados fica praticamente impossivel de ser demonstrada.

Com respeito a relevancia das representagcdes no processo de ensino-aprendizagem,
Bellemain afirma:

As representacdes tém um papel central na elaboragao e evolugéo dos saberes e
na construgcao dos conhecimentos pelo sujeito, 0 computador pode contribuir de
forma significativa nesses processos com novos sistemas de representacdo. Os
softwares de geometria dinamica constituem exemplos do uso do computa-
dor na criacao de novos sistemas de representacao dos objetos da geome-
tria. (BELLEMAIN, 2002, p.55)

Em relagdo aos softwares no ensino e aprendizagem de geometria, Duval (2011)
reflete que ndo ha distincao entre as representacdes exibidas na tela do computador e as
produzidas graficamente no papel para uma apreenséao visual. Para ele, a exigéncia de uma
mesma desconstrugdo dimensional ocorre tanto ao ver a figura no papel quanto no monitor
do computador. Porém, ha a constituicdo de modo fenomenolégico de producdo novo, com
base na aceleracao de tratamentos.

A diferenga nas experiéncias no contexto dos AGD é apontada pelos autores Almou-
loud e Salazar (2015), quando consideram que as trés atividades cognitivas, que formam
registros, formacéao, tratamento e conversao do registro figural se realizam de modo diferente
quando o sujeito interage com o AGD. A justificativa para tal argumento reside no fato de
que “as fungbes de arrastamento e manipulagao direta permitem que se construam relagdes
entre os tratamentos figurais e discursivos da figura de maneira diferente em relacédo a
quando se trabalha em um ambiente dindmico” (ALMOULOUD E SALAZAR, 2015, p. 927).

Nesse sentido, os autores propdem 0s seguintes termos:

» Formacao dinamica

A formacao, para Duval, diz respeito a criacdo de uma representacdo de um objeto
de determinado sistema semioético. Mais especificamente, com relagéo ao registro figural, a
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formacao se da através do reconhecimento das unidades figurais, bem como sua relagao
com base nas propriedades geométricas da figura em questéao.

Com respeito a formagao dinamica, diz-se que a formagao de uma representagao
semibtica em AGD ocorre quando o usuario escolhe uma ferramenta (na barra de ferra-
mentas) para representar um objeto geométrico, conforme apontam Almouloud e Salazar
(2015).

« Tratamentos dinamicos

Os tratamentos figurais, segundo Duval, ocorrem com base nas transformagdes den-
tro os registro figural através da mudanca de posicao conservando a mesma configuragao
(mudancga de posicao, translagao, rotacao, etc)

A proposta de definicdo do termo tratamentos dindmicos relaciona-se como a no¢ao
proposta por Duval de que ha uma aceleracao dos tratamentos em softwares. Nesse
sentido, de acordo com Almouloud e Salazar (2015), os tipos tratamentos através de
AGD identificados pelos autores foram: a mudanca de uma figura sem modifica-la (a
partir da manipulagao direta), a mudanca dos comprimentos dos lados (através da fungao
arrastamento e da ferramenta homotetia) e a reconfiguragédo da figura (por meio da fungao
arrastamento e outras a depender da figura em questédo). Almouloud e Salazar (2015).

« Conversao no ambiente de geometria dinamica

Duval define conversdao como uma transformacao externa ao registro, com base na
mudanca de representacoes.

Para Almouloud e Salazar (2015) a conversao dinamica se caracteriza a partir da
lingua natural (enunciado do problema) a representacéo figural no AGD, sendo possivel a
realizacao de tratamentos dindmicos para a solugao do problema.

* Registro figural dinamico

Com base nos trés termos mencionados nos itens anteriores, Almouloud e
Salazar (2015) denominam os registros das figuras em AGD como Registro Figural Dina-
mico, em referéncia a possibilidade de desenvolvimento das atividades cognitivas quando
interagem com as representagdes no contexto de um AGD.

As discussodes referentes a isto se aprofundaram no estudo de Siqueira (2019)
fazendo surgir o termo Registros Semidticos Dindmicos. O autor define tal termo como:

Articular de maneira dindmica suas equagoes (e suas varias formas entre si —
transformagao por tratamento), sua representacdo grafica cartesiana e a sua
representagao figural espacial, de modo que ao realizar deslocamentos na repre-
sentacao figural espacial obtenhamos modificagdo no gréfico cartesiano e nas

expressoes algébricas, permitindo o acesso rapido e continuo a vérias situagoes
(Transformagéao por conversao). (SIQUEIRA, 2019, p.292)
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Assim, em concordancia com Almouloud e Salazar (2015) e com Siqueira (2019) en-
tendemos que os ambientes computacionais dindamicos oferecem possibilidades diferentes
dos ambientes nao dinamicos e essa diferenca altera a relagao que se estabelece entre
as representacoes dos objetos matematicos, ampliando a nogao previamente estabelecida
sobre os registros de representacdo. A influéncia dessas modalidades de ferramentes e
recursos recaem sobre percepcao dos usuarios, permitindo a reflexdo sobre as relagbées que
se estabelecem entre as representagdes a partir da sua articulagdo dindmica. Acreditamos
que tais ambientes configuram-se como importantes recursos no suporte a criacao de
conjecturas e na deducéo dos conceitos e propriedades dos objetos transparecidos em
cada representagcado de maneira particular.



61

5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este capitulo tem o propdsito de apresentar os procedimentos metodologicos adota-
dos para alcangar os objetivos da pesquisa, que tem como principal questao norteadora:
Como se da o processo de articulagao dos registros de representacao das Curvas Céni-
cas através de uma abordagem articulada e dindmica com auxilio de uma sequéncia de
atividades e do protétipo Conics 3D?

5.1 Caracterizacao dos sujeitos

Os sujeitos participantes do experimento integram o corpo de alunos do curso de
Licenciatura em Expressao Grafica — LEG da Universidade Federal de Pernambuco — UFPE.
O curriculo da LEG objetiva a formacgéo de professores nas areas de Geometria Grafica e
suas aplicagdes nas areas de Arquitetura, Design, Artes Visuais, Engenharias, entre outras.
Os profissionais sao direcionadas a atuar no campo da Educagao Basica, em cursos da
Educacéo Profissional e Tecnolégica nas modalidades a distancia e presencial.

Os licenciandos pertencentes ao sexto periodo do curso foram escolhidos para
compor a pesquisa por terem acesso ao conteudo de Curvas Conicas desde o primeiro
semestre da graduacao. A disciplina de Geometria Grafica Bidimensional apresenta esta
tematica, essencialmente, sob o ponto de vista dos lugares geométricos.

Em um momento posterior, os licenciandos cursam a disciplina de Geometria Ana-
litica no qual as curvas sao apresentadas através de uma caracterizagao algébrica. Por
ultimo, estudam as curvas através da sua representacao tridimensional na disciplina de
Geometria Gréfica Tridimensional.

Consideramos a opgao por estes sujeitos por entender que 0 acesso as representa-
¢bes das Curvas Conicas se da de uma maneira mais ampla e com énfase na abordagem
da geometria sintética a partir das representagdes figurais destas curvas.

5.2 O experimento

Para a realizagao da pesquisa em questao, conduziremos o experimento através
de uma sequéncia de atividades com o auxilio do Conics 3D de modo a possibilitar a
articulacao dinamica das representagdes algébricas, grafico cartesiana e figural espacial
das Curvas Conicas.

5.2.1 A Sequéncia de Atividades

Conforme demonstram as pesquisas investigadas na revisdo de literatura (secao
2.2.1) muitas sao as dificuldades encontradas no ensino e na aprendizagem das Cénicas.
Nesse sentido, buscamos desenvolver uma sequéncia de atividades que reuna situacdes
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que favoregcam o reconhecimento das representagdes: figural espacial, algébricas e grafica
através da diversificacao dos registros de representacao e da articulagdo dinamica entre eles,
de modo a contribuir para a superacao das dificuldades, do ponto de cognitivo, relacionadas
a este ensino.

Destacamos, dentre as principais dificuldades que cercam o ensino das Cdnicas,
conforme os apontamentos da revisdo de literatura e sob a ética de Siqueira (2019) as
seguintes dificuldades:

Identificar e relacionar as variaveis visuais com as unidades simbdlicas;
» Auséncia de articulacao entre a Geometria sintética e Analitica;

» Reconhecimento das curvas conicas sob outras perspectivas além da sua forma
algébrica;

Articular as transformagdes por tratamento das diferentes formas algébricas (equa-
cao quadratica, equacao reduzida e matricial);

A sequéncia de atividades foi dividida em duas etapas, sendo a primeira dedicada a
transformacéao de tratamento dentro do registro geométrico, explorando as representagcdes
figurais e graficas das Curvas Conicas. Nesta primeira etapa de atividades buscou-se,
através das situagdes propostas, a superacao da dificuldade relacionada ao reconhecimento
dessas curvas sob outras formas de representagédo se ndo a algébrica.

A segunda etapa de atividades explorou a transformag¢ao de conversao, tendo
como foco a articulacao entre os registros geométricos e os algébricos. As nove situacoes
foram elaboradas com o intuito de promover a superagao das dificuldades relacionadas a
articulagcao entre a geometria sintética e a algebra, o reconhecimento das variaveis visuais
e unidades simbdlicas, assim como a rela¢@o entre as mesmas, ou seja, a correspondéncia
das unidades de sentido das suas representagdes.

Com relacao as dificuldades em transformar via tratamento as diferentes formas
algébricas, optou-se por explorar mais a geometria sintética em consonancia com a algebra,
do que focar apenas no trabalho com aspecto algébrico.

5.2.2 Andlise a priori das questdes da sequéncia de atividades

Como ja dito anteriormente, buscou-se desenvolver atividades que propiciassem
a percepcao das correspondéncias das unidades de sentido das representagdes figural
espacial, grafica e algébrica das curvas cénicas auxiliada pelo programa Conics Studium
3D.

Nesse sentido, buscamos identificar como os alunos realizam os tratamentos e
as conversoes (transformacgdes de representacdes semidticas) nas atividades propostas,
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assim como também a influéncia do Conics como ferramenta para o trabalho cognitivo dos
alunos na resolugao das atividades propostas, evidenciando os pontos positivos e 0s que
demandam aprimoramento no &mbito do software em questao.

No primeiro momento trataremos da andlise a priori da primeira fase da sequéncia
de atividades, classificando as questées de acordo com 0s objetivos e requisitos sob a ética
da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. Em seguida, serdo abordadas as
classificagées em relagcao a segunda fase da sequéncia.

A fase inicial, dedicada a exploragao das transformacdes dentro do registro geo-
métrico, congregou 7 questdes. A caraterizacdo como tratamento da articulagdo entre a
representacao grafica e a representacgao figural espacial justifica-se pois consideramos se
tratar de uma transformacéao dentro do registro geométrico.

O trabalho com o aspecto figural das cbnicas teve como foco a exploracéo via
representacao espacial relacionada as leis de geracao destas curvas dadas pelas diferentes
interse¢Oes do plano de secao com o cone de revolucdo de duas folhas.

Abordar a exploracédo das transformacdes dentro do registro geométrico com as
representacoes figurais e graficas das cénicas, relaciona-se com a nogao dos tratamentos
figurais discutidos por Duval.

Para este autor, os tratamentos figurais independem do conhecimento matematico
enquanto registros das figuras e se caracterizam pelas modificagées que podem ser realiza-
das nas figuras, podendo ser modificagdes éticas ou posicionais e efetuadas mentalmente,
ou fisicamente. A razao pela qual se justifica a importancia dessa transformacao relaciona-
se com a dificuldade no alcance da percepcao das relagdes e propriedades das figuras
pertinentes a resolugdo. Tal como afirma Scheifer, 2017, baseada em (DUVAL, 2004, 2011,
2012a e 2012b)

O aprofundamento da nocao dos tratamentos figurais se encaminha para a no¢ao
das apreensdes das figuras, discutidas no referencial teérico da presente pesquisa, na qual
retomaremos aqui a apreensao perceptiva. Para Duval, tal percepgao diz respeito ao nivel
inicial de apreensao das figuras geométricas, tendo como caracteristica o reconhecimento
das diferentes unidades figurais que compéem uma figura.

A discussao das apreensdes estabelece relagdo com uma atividade fundamental
na compreensao dos objetos do campo da geometria, a visualizacao, que associada aos
processos cognitivos pode produzir a construgdo do conhecimento geométrico.

No entanto, esse campo de estudo dispde de algumas complexidades, tal como a
abstragdo mencionada nos estudos de Duval. No que se refere especificamente a percepgao
das unidades figurais, o reconhecimento pode se da em diferentes graus de complexidade,
tal como elucida (SHEIFER, 2017, p.58)

Nao ha dificuldade em reconhecer uma unidade figural de dimensao 2 que se
apresenta separadamente. Porém o reconhecimento das unidades figurais inte-
gradas a uma configuragdo podem levar mais ou menos tempo, dependendo da
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orientagao que tenham em relagéo a sua orientagao visual tipica. (SHEIFER, 2017,
p.58)

A razao pela qual se justifica tal diferenca nas situacées de reconhecimento é
atraibuida a dois fatores: o primeiro diz respeito ao predominio das unidades figurais de
dimensao superior e 0 segundo refere-se a presenca de mais unidades figurais elementares
que o necessario para a contrucao. (SHEIFER,2017)

Nesse sentido, reunimos na primeira fase do experimento, situacbes que demanda-
ram ac¢des cognitivas via tratamentos figurais e apreensao perceptiva. Assim, organizamos
0 quadro a seguir elucidando as questdes desenvolvidas com os respectivos objetivos sob
a Gtica da TRRS.

Tabela 5 — Objetivos de analise sob o ponto de vista cognitivo — primeira fase
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Questoes

Objetivos

12Considerando o plano de corte como um plano cartesiano,

descreva onde vocé colocaria os eixos (X e Y) para representar
a curva de intersegao desse plano com o cone.

A
i

L T—

Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatéria

22 Agora vocé tém a representagdo grafica orientada por um par
de eixos ortogonais. Onde vocé colocaria os eixos (X e Y) na
representacado espacial? Como vocé compara essa resposta
com a resposta da sua questao anterior sem o fornecimento da
representagao grafica?

el

Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatéria
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Questoes

Objetivos

32 Observe a figura 1 e descreva que relagdes os planos
horizontais e inclinado tem com as diretrizes.

VALICH [0, CTATCRNTES

N — ]

IR TALCAS Al GIRRICAS

VI 0 AR o O B e AT VR

Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatéria

42 Descreva as relagdes observadas entre os focos (F1 e F2) e
as esferas.

Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatéria

52 Posicione os controles deslizantes conforme a figura 2. Em
seguida, mova o controle deslizante (angulo) e observe a
variacdo do ponto X3.

. Descreva as relagdes que a rotagao do plano de segéo
tem com as coordenadas do ponto X3 na representacéo gréfica.

TR Tl A, Bk DA
IrE SNERLT - N E 1V

(LN ] m B T a LR LR e B Y

AN T St T T

Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatoria
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Questoes

Objetivos

62 Posicione os controles deslizantes conforme a figura 3.
Observe a cénica obtida e descreva:

. Como ficaria a representagao grafica da conica se o plano
de secgao fosse rotacionado em 45° (em torno do eixo do cone)?
Esboce a representagao grafica resultante.
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Observar os
tratamentos figurais
por meio das
apreensoes:
perceptiva e
operatoria
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Questodes Objetivos

. Observar os
72 Mantenha o controle conforme a figura 01 e observe a

representagao grafica: tratamentos figurais
por meio das

. ixo maior rv iv no eixo X ~
Se 0 eixo maior da curva estivesse no eixo X, que apreensoes:

alteragOes ocorreriam na representagao figural espacial? Esboce
a representagao figural espacial resultante.

perceptiva e
operatéria

Fonte: da autora

A segunda fase das atividades teve como foco a transformacgao de conversao das
representacdes das Curvas Cénicas e congregou nove questbes. Entendemos que as
dificuldades no ambito do ensino-aprendizagem em matematica podem estar relacionadas a
fatores didaticos, epistemolégicos do objeto matematico, politicas educacionais, curriculares,
cognitivos, dentre outros.

Reconhecemos que ha uma vasta lista de possibilidades em que possa se justificar
os problemas relacionados a aprendizagem no ambito deste campo. No entanto, os gestos
cognitivos requisitados na coordenacao das representacées de um objeto matematico sao
complexos e essa complexidade é enfatizada na TRRS.

O processo de transigao entre os registros de representacdes semibticas é conside-
rado um dos mais importantes, pois, é a partir dele que sao percebidas as particularidades
inerentes a cada representacado do objeto, tais como: conceitos e propriedades.

Porém, cada representacao de um objeto matematico possui unidades de sentido
e para migrar de uma representacao para outra o individuo necessita do reconhecimento
dessas unidades. Além disso, a complexidade da conversao pode ser maior ou menor
a depender do registro de partida, ou seja, pode-se ter mais facilidade em sair de uma
representacao algébrica para uma grafica do que o processo inverso.

O fator que justifica tal fato € o que Duval chama de congruéncia e ndo congruéncia.
Sobre isto, o autor afirma:

duas situagdes poderdo ocorrer: Ou a representacdo terminal transparece na
representagao de saida e a conversao esta proxima de uma situagao de sim-
ples codificagao — diz-se entdo que ha congruéncia -, ou ela nao transparece
absolutamente e se dira que ocorre a nao-congruéncia (DUVAL, 2013, p.19).

O insucesso dos alunos no alcance da compreensdao em matematica muitas vezes
esta relacionada a ndo congruéncia em algumas conversdes. Sobre isso Duval (2011, p.121)
elucida que “A variagao de congruéncia e ndo congruéncia é uma das maiores causas da
incompreensao ou dos erros de interpretacao dos enunciados do problema para os alunos”.

Assim, compreendemos o desafio cognitivo que configura o processo de conver-
sao e, ao mesmo tempo, reconhecemos a sua importancia para o desenvolvimento da
compreensao dos objetos matematicos. Por esse motivo, foram elaboradas 9 questdes
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que objetivam oportunizar siatuagdes de articulacao entre as representagoes algébricas,
gréfica e figural espacial e simultaneamente buscam levar os participantes a perceberem
as unidades de sentido, propriedades e conceitos dessas curvas. As questdes propostas
contemplaram registros monofuncionais (escritas algébricas) e também os multifuncionais
(figuras geométricas).

A seguir, descrevemos as questdes propostas no experimento e 0s objetivos de cada
uma delas de acordo com a TRRS.

Tabela 6 — Objetivos de analise sob o ponto de vista cognitivo — segunda fase
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Questbes Objetivos
1. Posicione os controles deslizantes conforme
a figura 1. Em seguida, mova o controle (angulo) e

observe a equagao quadratica na forma reduzida
(representacao algébrica) e o gréfico cartesiano
(representagao o grafica).

A partir da sua observagéao, descreve a relagao entre
os coeficientes (unidades simbolicas) da equagao
quadratica na forma reduzida (representagao algébrica) e
as variaveis visuais do grafico da curva (representagao
gréafica).

A partir das manipulagées no software, vocé
identificou quais elementos da equagao quadratica
correspondem aos da representacao grafica?
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Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoes realizadas

Observar as possiveis
identificagdes de
unidades de sentido

2. Mova o controle deslizante (selegédo da conica) até o
seletor 01. Em seguida observe os valores dos coeficientes
(unidades simbdlicas) da equagao quadratica na forma
reduzida (representagao algébrica) e o dados do grafico da
curva (representacao grafica).

Qual a relagao entre os coeficientes da equagao
quadratica na forma reduzida e os dados do grafico da
curva?

Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoes realizadas

Observar as possiveis
identificagdes de
unidades de sentido
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Questoes

Obijetivos

3. Mova o controle deslizante (deslocamento) e
observe o grafico da curva e a sua equagao quadratica na
forma reduzida.

A partir das observag6es, descreve qual a relagao
entre o deslocamento do plano e os valores dos
coeficientes da equagao quadratica na forma reduzida.

Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoes realizadas

Observar as possiveis
identificagdes de
unidades de sentido

4. Mova o controle deslizante (angulo) e observe a
representagao figural espacial, o grafico da curva e a sua
equagao quadratica na forma reduzida.

. Que alteragdes foram observadas?

. A partir das observagoes é possivel concluir algo?

Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoes realizadas

Observar as possiveis
identificacdes de
unidades de sentido

5. Mova o controle deslizante (selegao da conica) até o
seletor 02. Em seguida observe os valores dos coeficientes
da equagdo quadratica na forma reduzida (representagao

algébrica) e os dados do gréfico da curva (representacao

grafica).

Qual a relagao entre os coeficientes da equagao
quadratica na forma reduzida e os dados do grafico da
curva?

Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoOes realizadas

Observar as possiveis
identificagdes de
unidades de sentido

6. Posicione os controles deslizantes conforme a figura
2. Em seguida, observe a equagao quadratica na forma
geral e os coeficientes relacionados a curva representada.
Apéds a observagao, mude o controle deslizante (sele¢ao da
curva) para obter uma parabola e posteriormente uma
hipérbole. A partir da obtencéo de cada curva vocé deve
observar a equagao quadratica geral e os coeficientes.

Quais as alteragdes foram observadas?

I SELETOR]
[ECPSE |
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ANGULD (071 |

POMTOS PARAMETRIZALHIS

¥1: (0.47, -0.836, 0.0)
%2 {0633, 0.466, 0.0}
w3 (0.0, 1.935, 0.0

xd: {-0.67, 0.294, 0.0}
B 06T .0

Observar os possiveis
tratamentos realizados

Observar as possiveis
conversoOes realizadas

Observar as possiveis
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Questdes Obijetivos

7. Movimente o controle deslizante (4ngulo) e obtenha
uma equagéao reduzida da elipse com os seguintes

coeficientes: Observar os possiveis
tratamentos realizados

A=2,39

B= 427 Observar as possiveis
conversodes realizadas

C=1,37

8. Movimento o controle deslizante inclinagéao e

obtenha a representacdo grafica de uma elipse com a2 = Observar as possiveis

1.39 e b= 3.12. Represente no papel o resultado da conversodes realizadas

representagao grafica obtida.

Com relacao a expectativa das possiveis respostas esperadas nas questoes e aos
objetivos almejados em cada uma delas, elaboramos o quadro abaixo que explicita tais
aspectos.

Tabela 7 — Expectativas de resolucao das atividades propostas/primeira fase

Questao Objetivo Expectativa de resposta

Representar o plano de

Identificacdo da apreenséo intersecao/cartesiano com a curva e
01 perceptiva relacionada aos as devidas localizagbes dos eixos X e
tratamentos com o registro figural | Y a partir da representacao figural
espacial de cada conica.

e . Confrontamento dos dados da
Identificacdo da apreenséo

02 perceptiva relacionada aos
tratamentos com o registro figural

questao anterior a partir do
fornecimento da representagao grafica
com o posicionamento dos eixos.

Perceber que as diretrizes sao
formadas a partir da intersecao entre
planos horizontais e o plano inclinado
que gera a cbnica

Provocar a reflexao sobre as
03 propriedades espaciais da
formagéao das diretrizes
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Questao Objetivo Expectativa de resposta
. . Apontar como relagao a tangéncia da
Propiciar a reflexdo sobre a . ~
L ) esfera com o plano de intersegéo para
04 localizagao espacial dos focos, tal . L )
i ] definir a localizagao espacial dos
como foi proposta por Dandelin.
focos.
Identificar a apreensao perceptiva
do sujeito ao observar a variagéo Apontar que a medida que o angulo
05 de um ponto parametrizado a partir | aumenta o ponto X3 se afasta do
da rotagao do plano em que o cruzamento dos eixos.
mesmo esta localizado.
Identificar a percepgao dos ~ -
o oo Desenhar a representagao grafica da
sujeitos em relacéo as ) ) . o
06 . . elipse apbs uma rotacao de 45° em
transformagdes por rotagoes ,
) i ) torno do eixo do cone.
pertinentes ao registro figural
- . Desenhar a representacao espacial
Identificar a percepgao dos ) o
o . da curva invertendo a posicao dos
sujeitos em relacéo as .
07 . . eixos X e Y, percebendo que o
transformagdes por rotacdes , ) , .
. ) ) enunciado afirma que o eixo maior da
pertinentes ao registro figural ] , ,
curva estara localizado no eixo X.

Com respeito a segunda etapa do experimento, explicitamos a seguir os objetivos e

expectativas de respostas:

Tabela 8 — expectativas de resolucao das atividades propostas/segunda fase

Expectativa de

quadratica reduzida) e a representagao grafica

correspondente a elipse.

Questao Objetivo
resposta
Identificar que os
- - _ , valores de ae b da
Propiciar ao sujeito a percepgao das unidades de - N
. - . . equagao quadratica
sentido da representacao algébrica (equacao i
01 reduzida

correspondem as
variaveis visuais da
representagao grafica.




Capitulo 5. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

74

~ - Expectativa de
Questéao Objetivo
resposta
Identificar que os
- - ~ , valores de ae b da
Propiciar ao sujeito a percepcao das unidades de . L
. . L . equacao quadratica
sentido da representagao algébrica (equacao i
02 L . N reduzida
quadratica reduzida) e a representacao grafica
| correspondem as
correspondente a parabola. o
variaveis visuais da
representacao gréfica
Identificar que a
medida que o
Provocar a percepgao das alteragdes relacionadas | deslocamento
03 ao deslocamento do plano e os valores dos aumenta maior o
coeficientes da equacao reduzida da parabola coeficiente de X e
menor o coeficiente de
Y.
Relacionar a ndo
movimentagao do
Levar o sujeito a perceber a propriedade relaciona | plano a propriedade de
03 a obtengao da parabola através da representagdo | geragao da parabola: o
figural espacial paralelismo entre o
plano de intersecéo e
uma geratriz do cone.
Identificar que os
valores dos
Propiciar ao sujeito a percepgao das unidades de | coeficientes da
04 sentido da representacao algébrica (equagao equagao quadratica
quadratica reduzida) e a representagao grafica reduzida
correspondente a hipérbole. correspondem as
variaveis visuais da
representagao grafica.
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Questao

Objetivo

Expectativa de
resposta

06

Provocar a percepgéo das relagdes entre as
variaveis visuais da representagao gréafica e as
unidades simbdlicas da equagao quadratica na
forma geral.

Identificar e relacionar
as unidades
simbdélicas da equacao
na forma geral com as
variaveis visuais da
representagao grafica
da elipse, parabola e
hipérbole. No caso de
elipse: os sinais dos
coeficientes de X2 e Y2
devem ser iguais.

No caso da parabola:
apenas um termo
devera ser quadratico.

No caso de
hipérbole: Os sinais
dos coeficientes
quadraticos precisam
ser opostos.
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. L Expectativa de
Questao Objetivo
resposta
Propiciar a percepgao de que os valores da
07 equacgao reduzida estdo ao quadrado. Assim, os X?/5,71 +
sujeitos deverdo realizar um tratamento via papel | Y2/18,2329=1
lapis para obter tal equagao.
Em primeiro lugar, pretende-se verificar se os
sujeitos compreenderam que as variaveis
fornecidas na questdo apenas devem ser X?/1,39 +y?3,12=1
08 inseridas na equagéo de maneira direta, ou seja, | Variaveis visuais do
sem a necessidade de tratamentos. Em segundo | grafica: a= 1,178 e
lugar, é solicitada uma converséao partindo da b=1,766.
representagao algébrica e chegando na
representacao grafica.
A mobilizagéo da
relacéo entre a
localizacao dos focos
e a tangéncia da
esfera com o plano de
intersecgao.
Objetiva-se provocar uma reflexao em relagéo a .
. - . A relacao do foco na
propriedade dos focos na representacao espacial, _
09 . . representagéao
bem como as devidas correspondéncias em .
~ . ~ espacial com a
relagdo as demais representagdes. _ L
representacao grafica.
A relagao do foco da
representagao
espacial e a
representacao
algébrica.

Acreditamos que tal atividade configura-se mais como um suporte a percepgéo dos

elementos formadores das representagdes do que na mobilizacao das transformacdes por

tratamento e conversdo. Concordamos com Duval quanto a relevancia dessas transforma-

cbes para a compreensao dos objetos matematicos, mas, ao mesmo tempo, entendemos

ser necessaria a provocagao reflexiva dos elementos formadores das representagoes.

5.2.3 O proto6tipo “Conics Studium 3D”

O artefato “Conics 3D” desenvolvido por Siqueira (2019) foi prototipado no Rhino-
ceros com o Plug-in Grasshoper. O principal objetivo do autor foi elaborar um recurso de

articulacao dinamica das representacdées das Curvas Cdnicas, mais especificamente as

representacoes algébricas, grafico cartesiano e figural espacial. O Software permite que
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0 usuario, ao manipular os controles deslizantes, visualize as transformagdes entre os
registros de representacéo, a exemplo, a variacao das variaveis visuais. Na figura seguinte
podemos observar o painel de controle do Conics 3D:

Figura 23 — Painel de controle Conics Studium 3D

Rhinoceros

pcH GEEEhD_PPBF
s P Vs

» SELECAQ DA CONICA

Lol SELETO
[ELIPSE |
@ PLAND DE SECCAD

ALTURA DOS CONES

[ ALTURA [Z7a]
CONTROLE DO PLANOD DE SECC,'.B.D

L 251 DESLOCAMENTO]
[ANGULD [0.77] |

POMNTOS PARAMETRIZADOS

x1: [0.47, -0.836, 0.0}
x2: {0.633, 0.466, 0.0}
x3: {0.0, 1.135, 0.0}
xd: {-0.67, 0.294, 0.0}
x5: {-0.671, -0.29, 0.0}

VALOR DOS COEFICIEMTES

21 MULTIPLICADOR]

A=20 B=00 C=0.75
| D=0.0 E=00 F=-0.96

EQUAGAO QUADRADICA NA FORMA GERAL
[(2.0x%) + (0.75y") + (-0.96) = 0

EQUACAO QUADRADICA NA FORMA REDUZIDA
[¥/(048) + y/(1.28) = 1 |
(B8 GRID |

O primeiro controle deslizante é responsavel pela opg¢ao das Curvas Cdnicas, onde
o zero diz respeito a elipse, 0 um a parabola e o dois a hipérbole. Assim, foi previamente
estabelecido em sua programagao que para obter tais cbnicas deve-se mover o controle
(selecéao da conica).

No quadro plano de secao, do painel de controle, temos o segundo controle desli-
zante (altura dos cones) que é responsavel pela alteragdo da altura dos cones que geram
as cOnicas através da representagao figural espacial.
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Figura 24 — Representacao figural espacial no Conics Studium 3D

Fonte: Conics Studium 3D

Figura 25 — Representacao grafica no Conics Studium 3D
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Fonte: Conics Studium 3D



Capitulo 5. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS 79

Figura 26 — Representacoes algébricas no Conics Studium 3D

REPRESENTACOES-ALGEBRICAS |-
M

—— AD D Ci
(2.0x®) + (0.45y*) + (-1041 }=0
A —— AD D Ci
x2/(5.21) + y2(23.13) = 1
A i o A A

o] 1388851+ oo 00 1 [5] #comn= 0

Fonte: Conics Studium 3D

O terceiro controle deslizante (deslocamento) tem a fungéo de deslocar por trans-
lacdo o plano de intersecdo que secciona o cone duplo. O quarto controle (angulo) é
responsavel pela rotacdo do mesmo plano de intersegdo mencionado anteriormente. O
ultimo controle deslizante altera o multiplicador dos coeficientes.

As transformacdes por conversao e por tratamento ocorrem no software através das
alteracbes na representacéo figural espacial ao mover tais controles deslizantes, permitindo
assim a visualizagédo da articulagao dinamica das representagdes das curvas conicas.

5.2.4 Principios norteadores da analise

A pesquisa em questao caracteriza-se como qualitativa, em consonancia com os
procedimentos metodoldgicos adotados e objetivos descritos que visam realizar uma descri-
cao analitica do experimento. Assim, a conducao das andlises se deu prioritariamente sob
o ponto de vista cognitivo, com interesse nos gestos intelectuais mobilizados. Embora haja
uma distingao entre a analise sob os pontos de vista cognitivo e matematico, levamos em
consideracao ambos os olhares. Ao considerar os desafios inerentes a aprendizagem das
curvas cbnicas, empregamos situagdes cujo aluno é levado a refletir sobre algumas nogdes
que caracterizam o objeto matematico em questdo no presente estudo.

Para a realizacao da analise, foram utilizados alguns procedimentos metodolédgicos
baseados na Engenharia Didatica, cujo objetivo € compreender como se da a articulagéao
entre os registros de representacao semiotica das Curvas Conicas através de situacoes
propostas em uma sequéncia de atividades sob uma perspectiva dindmica de articulagao.

A organizacgao do estudo se deu a partir das seguintes fases:

» Analise prévia

» Construcao da sequéncia de atividades
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» Experimentagéo
» Analise dos resultados

De acordo Machado (2012) baseada em Guilhermina Waldegg, a pesquisa em
didatica consiste em um processo empirico, uma vez que os dados sao coletados através da
realidade e posteriormente comparados as hipoteses. A escola, a sala de aula, o escritdrio
de trabalho, a sociedade que configuram-se como laboratério da pesquisa em didatica.

» Analise Prévia

A primeira etapa caracteriza-se pelo momento na qual se realizam as analises preli-
minares, de modo a conhecer a fundamentacao epistemoldgica do contetido em questao,
as questdes relacionadas ao ensino-aprendizagem do objeto matematico e tracado das
hipéteses, aportes teéricos e metodologias de pesquisa. E importante ressaltar que as
andlises preliminares podem ser retomadas e aprofundadas ao decorrer da pesquisa.

« Construcao das sequéncias de atividades

Esta fase diz respeito a reunido e descricdo das informacdes obtidas na etapa
anterior para assim analisar e desenvolver as situagcoes que serao propostas aos alunos.
(Machado, 2012)

» Experimentacao

Almouloud (2007, p. 174) afirma que a experimentagao: “[...] € o momento de
colocar em funcionamento todo o dispositivo construido com a possibilidade de realizar
modificagdes [...]. Esta etapa ocorre no momento em que o pesquisador entre em contato
com os sujeitos da pesquisa para a realizagao do experimento. Se forem identificadas, por
meio das analises locais do desenvolvimento experimental, alteracées necessarias implicara
em um retorno a analise a priori.

« Analise

A Ultima fase consiste no tratamento dos dados recolhidos na experimentagao,
concebidos através da observacgao realizada e materiais de registro dos sujeitos ao longo
da experiéncia. Em algumas situacdes poderao ser necessarios a obtencdo de novos dados
complementares através de questionarios, entrevistas individuais ou em pequenos grupos.

A Teoria dos Registros de Representacao € o aporte tedrico para a analise qualitativa
permitindo investigar o processo de aprendizagem das representacdes, as transformacdes
entre os registros (conversdes) e as transformacgdes entre um mesmo registro (tratamentos),
além da analise das apreensoes: perceptiva e operatoria.
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5.2.4.1 As fases da pesquisa baseadas nos principios da Engenharia Didatica

Analises preliminares

A fase inicial dedica-se ao estudo, sob o ponto de vista historico-epistemolégico, do
objeto matematico em questao, buscando refletir sobre sua origem e evolugéao ao longo do
tempo. As propriedades explicitadas em cada representagédo das Curvas Cénicas também
serdo analisadas nesta fase, assim como o0 processo de conversao entre estes registros de
representacdo destas curvas.

No prosseguimento desta fase sera conduzida uma investigagcéo na literatura a res-
peito do ensino das Curvas Cdnicas no contexto da Educacéo Bésica e Superior e no ambito
nacional e internacional. O interesse desta andlise € identificar as principais abordagens
das cbnicas adotadas para o0 seu ensino, assim como as principais dificuldades encontradas
ao longo deste processo.

Construcao das situacoes e analise a priori

A partir dos resultados identificados na fase anterior, serdo desenvolvidas as ati-
vidades que dardo suporte a experimentacdo. A construcdo dessas atividades objetiva
propiciar, através das situacdes de aprendizagem e das possibilidades do recurso “Conics
3D”, a identificagdo de como ocorrem as articulagdes dos registros de representacéo das
Curvas Cénicas sob uma perspectiva de articulagcao dinamica, bem como a constru¢ao do
conhecimento relacionado ao conteldo em questao.

Na analise a priori, serao explicitados as questdes desenvolvidas para compor a
sequéncia de atividades, os objetivos de cada uma delas, as escolhas didaticas, as possiveis
respostas e as expectativas das solugdes que serdo propostas pelos sujeitos.

Experimentacao

Esta fase é dedica a aplicagdo da sequéncia de atividades com os sujeitos da
pesquisa. A coleta de dados podera ocorrer em mais de um encontro para cumprir 0
planejamento da sequéncia de atividades previsto na fase anterior da ED.

As sessdes do experimento serdo desenvolvidas em um dos laboratérios de informé-
tica da instituicao de ensino. A escolha por este local justifica-se pela adog¢ao do “Conics
3D” como recurso didatico, que sera utilizado na resolucao das atividades propostas na
sequéncia.

Para o recolhimento dos dados, serdo utilizadas folhas de papel, bem como a grava-
¢cao das telas dos computadores através do programa aTubeCatcher para a identificacao
das agdes que os sujeitos produzirdo ao resolver as atividades propostas.

Por fim, os dados serdo analisados, sob a 6tica da Teoria dos Registros de Represen-
tacdo Semiética, com o objetivo de identificar os tratamentos e as apreensdes perceptiva
e operatéria, bem como as conversoes entre o0s registros de representacdo das Curvas
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Conicas.

5.2.4.2 Critérios de andlise

Para analisar como se da a articulagdo entre as representagdes das Curvas Cénicas
através da sequéncia de atividades proposta sob uma perspectiva dindmica de articulacao,
foram estabelecidos critérios de anélise que buscam identificar as transformagdes dentro dos
registros de representacao (tratamento) e as que ocorrem entre as diferentes representagbes
das cOnicas (conversao). Para tanto, foram utilizados os seguintes critérios:

Critério 01

O primeiro critério diz respeito a identificacdo da transformagéo dentro do proprio
registro, denominada por Duval como tratamento. Mais especificamente, os tratamentos
dentro do registro geométrico que foram propostos na primeira etapa da atividade.

Critério 02

No segundo critério verificou-se a ocorréncia da conversao, transformacao entre re-
gistros de representacao, mais especificamente entre a representacgao figural, representacao
gréfica e representagao algébrica.

Critério 03

No terceiro critério buscou-se a identificacdo das apreensoes: perceptiva e operatoria
relacionadas aos tratamentos figurais.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS
6.1 Documentos oficiais

Nesta secao realizou-se uma breve analise a respeito das orientacdes e reflexdes
explicitadas nos documentos oficiais brasileiros pertinentes ao ensino das Curvas Conicas
na Educacao Basica. A pertinéncia de investigar as recomendacgdes para este nivel de
ensino justifica-se por considerar que esses documentos eram vigentes na época em que 0s
sujeitos da pesquisa cursaram o ensino meédio. Nesse sentido, as orientagdes curriculares
incidem sobre o modo de planejar e conduzir o processo de ensino-aprendizagem e por
isso considera-se importante conhecer os elementos sobre as cénicas presentes nesses
documentos.

A Geometria é fundamental para a compreensao, interpretacao e elaboragcéao de
atividades em diferentes areas do conhecimento, como a arquitetura, engenharia, arte,
odontologia, entre outras, pois requerem que o individuo tenha habilidade espacial. Se-
gundo Broitman e ltzcovich (2006), “a Geometria nao € somente um conjunto de saberes
formalizados ao longo da histéria, € também um modelo de raciocinio e dedugao muito im-
portante para a formacao cultural dos sujeitos (p.175)”. O estudo desta area pode propiciar
o desenvolvimento de habilidades de percep¢ao espacial. Furkotter e Morelatti (2009, p. 29)
afirmam que “é cada vez mais indispensavel que as pessoas desenvolvam a capacidade
de observar o0 espaco tridimensional e de elaborar modos de comunicar-se a respeito dele,
pois a imagem € um instrumento de informag&o essencial no mundo moderno”.

Partindo desta compreensao, os documentos oficiais que pretendem conduzir a
aprendizagem no Brasil explicitam habilidades bésicas e competéncias especificas a serem
desenvolvidas pelos alunos no ambito das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias. No PCN — Parametros Curriculares Nacionais uma das habilidades, que se
refere ao desenvolvimento da capacidade de comunicacgao, é: “interpretar e utilizar diferentes
formas de representacéao (tabelas, graficos, expressdes, icones...)” (BRASIL, 2000, P.12).
Este documento, ainda destaca que deve-se desenvolver no ensino médio a competéncia
de: “transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica
(equacobes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc.) e vice-versa.”

Partindo dessa compreenséao, entende-se que o documento mencionado anterior-
mente considera a importancia do desenvolvimento da habilidade de articular (converter) os
diversos registros de representacdo dos objetos matematicos. Esse processo de articulagao
€ explicitado nos estudos do tedrico Duval como algo fundamental para a compreensao no
estudo da matematica. Transitar entre as representagcdées também é considerado pertinente
porque cada representagao podera expor determinada propriedade do objeto matematico.
No caso das cbnicas, a representacao figural espacial mostra como as curvas sédo obtidas
através das se¢oes no cone de duas folhas, ja através das suas representacoes graficas
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podemos observar a propriedade das curvas como lugar geométrico.

No que se refere ao ensino de Geometria Analitica, BRASIL (2006) afirma que essa
disciplina possibilita a articulagao entre a Geometria e a Algebra, possibilitando assim ao
docente trabalhar o entendimento das equagdes por meio de representagdes geométricas
e representagdes geométricas por meio de equagdes. O PCN+ indica como uma das
habilidades a serem desenvolvidas a partir do ensino da Geometria Analitica a capacidade
de “Associar situagdes e problemas geométricos as suas correspondentes formas algébricas
e representacoes graficas e vice-versa.” (BRASIL, 2006, p.125). Este documento ainda
aponta que pretende-se desenvolver com o tema habilidades como:

* Interpretar e fazer uso de modelos para a resolugcao de problemas geométricos.
(BRASIL, 2006, p.125).

* Reconhecer que uma mesma situacéao pode ser tratada com diferentes instrumentais
matematicos, de acordo com suas caracteristicas. (BRASIL, 2006, p.125).

» Construir uma visao sistematica das diferentes linguagens e campos de estudo da
Matematica, estabelecendo conexdes entre eles. (BRASIL, 2006, p.125).

De modo geral, observa-se que as habilidades requeridas para a formacao no ensino
médio consideram recomendacgdes cientificas importantes, como exemplo, a diversificagao
das representagdes dos objetos matematicos para a plena compreensao. O reconhecimento
de diferentes linguagens da matematica (registros de representacao) € mencionado, assim
como também a associacao entre as representacdes por duas vias, ou seja, a conversao
entre um registro de partida e outro de chegada e vice e versa. No entanto, esses docu-
mentos nao aprofundam a nogao de congruéncia proposta por Duval, que reflete sobre
as dificuldades no processo de conversdo demonstrando que em algumas situagdes a
passagem de um registro para o outro € mais complexa.

No ambito do estado de Pernambuco, este conteldo encontra-se presente como
componente curricular do terceiro ano do ensino médio da disciplina de matematica. No
que se diz respeito as expectativas de aprendizagem relacionadas ao estudo das sec¢oes
cbnicas, Pernambuco (2012) aponta que o aluno deve:

Compreender o conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico (colegao de
segmentos orientados de mesmo comprimento, direcao e sentido) quanto do ponto de vista
algébrico (caracterizado por suas coordenadas). Dominar a aplicagao dos conhecimentos
de geometria analitica na resolugdo de problemas. Encontrar as equacdes das conicas
(parabola, elipse e hipérbole). Resolver sistemas de equagdes e inequacdes do segundo
grau a duas variaveis, tanto algébrica quanto graficamente. (PERNAMBUCO, 2012, P.23)

Os parametros de Pernambuco (2012) enfatizam sobre a importancia de se esta-
belecer, durante o ensino médio, conexdes entre a Matematica com as demais areas do
conhecimento e aplicagdes sociais, assim como com outros campos da propria Matemética.
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Este documento ainda reflete que um dos meios que favorecem o estudante a estabele-
cer essas conexoes €: “trabalhar, simultaneamente, as ideias matematicas em diferentes
quadros (numérico, algébrico, funcional, geométrico, gréafico etc.).” (PERNAMBUCO, 2012,
P.121). Os parametros ainda preconizam que o estudo da Geometria deve oportunizar aos
discentes a competéncia de resolver problemas do cotidiano, tais como:

“orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas e
reconhecer propriedades de figuras geométricas basicas. A geometria também aparece
como campo privilegiado, apesar de ndo ser o Unico, para exercitar as inter-relagées entre o
método l6gico-dedutivo e o raciocinio intuitivo.” (PERNAMBUCO, 2012, P.122)

Apesar de refletir sobre a pertinéncia de conduzir o estudo da matematica traba-
Ihando simultaneamente as representacdes dos objetos, o referido documento enfatiza,
no momento que cita as curvas conicas, a sua abordagem por via das equagdes (sob o
ponto de vista algébrico) e também através das suas representagdes graficas, focando nas
resolugdes de problemas sob estas éticas a partir de tratamentos e conversoes.

No que se diz respeito especificamente ao ensino da Geometria Analitica, os pa-
rametros de Pernambuco enfatizam que para as propriedades inerentes a este estudo
apresentem significado ao aluno torna-se necessario que o trabalha neste campo nao se
resuma apenas a manipulacao simbdlica.

Entendemos que as possiveis razdes relacionadas a priorizacdo do enfoque al-
gébrico tenha relagcdo com o MMM, como ja mencionado anteriormente. A partir deste
movimento, o ensino de Geometria passou por algumas modificacdes. Houve uma diminui-
cao deste conteudo nos curriculos escolares trazendo consequéncias para o seu ensino até
os dias atuais. Os materiais didaticos, como exemplo, os livros mantiveram os conteudos,
todavia, na maioria das vezes, eram trazidos nos ultimos capitulos. Isto, ocasionava na di-
minuicdo do seu ensino por falta de tempo. Tal como afirma Pavanello (1999) “este costume
de programar a Geometria para o final do ano letivo €, de outro modo, reforcado pelos livros
didaticos que, pelo que se pode observar, abordam esses temas quase sempre por ultimo”.
Posteriormente, pesquisadores como Pais (2006) apontam uma distribuicao diferente dos
conteudos de Geometria nos livros didaticos, onde alguns livros apresentam a tematica em
sua primeira parte.

No entanto, os desafios enfrentados no ensino desta area do conhecimento ndo
parecem se limitar a distribuicdo desses conteudos nos livros didaticos, pois, a partir do
MMM foi dado um grande enfoque as questdes da Algebra e por consequéncia, o ensino
da Matematica passou a tratar esta temética como uma das centrais, tal como podemos
observar nos dados da revisdo de literatura sobre o ensino das cénicas.

De modo geral, percebe-se que os documentos explicitados nessa analise refletem
e recomendam o ensino dessas curvas a partir da diversifica¢cdo dos registros, considerando
as razoes cientificas apontadas por Duval. No entanto, no contexto atual houve a publicacao
de um novo documento denominado como Base Nacional Comum Curricular — BNCC, onde
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a tematica foi retirada dos estudos da educacao basica. Sendo tratadas apenas atravées do
estudo da funcéo quadrética.

6.2 Analise do experimento

A conducao dos experimentos aconteceu em um laboratério de informética de uma
Universidade Publica Federal no estado de Pernambuco. De maneira prévia foram instalados
os programas Conics studium 3D e Atubecatcher.

Com raizes fundamentadas na Geometria Dindmica e na Teoria dos Registros de
representacao Semiética, o primeiro programa tem o proposito de proporcionar a articulagao
dindmica dos registros de representacado das Curvas Conicas. A interface do controle do
programa permite ao usuario manipular as representacdes de forma simultanea, oportuni-
zando uma percepgao diferente da relacao que se estabelece entre as representagdes de
um objeto matematico.

Tal diferencga se justifica pela ancoragem num ambiente computacional que dispde
de recursos visuais capazes de simular as transformacgdes sofridas em cada representacao
a partir da variagdo de algumas propriedades. Assim, avaliamos este software como um
importante recurso a ser utilizado em processos de ensino-aprendizagem sobre as cénicas,
sendo os seus recursos disponibilizados em situagdes que objetivem a reflexdo-critica dos
conceitos, das propriedades e das correspondéncias que relacionam as representac¢des do
objeto matematico.

O segundo programa foi utilizado para registros audiovisuais da interagao dos alunos
com o software, dos possiveis dialogos que possam surgir a respeito das transformacoes
por tratamento ou por conversao, das possiveis identificagdes das unidades de sentido das
representacdes das curvas, dos possiveis barreiras relacionadas aos fatores de congruéncia
e ndo congruéncia e por fim da mobilizacdo dos mesmos na possivel construcao do
conhecimento a partir das atividades propostas. As potencialidades e possiveis pontos a
serem aprimorados no ambito do Conics Studium 3D também serdo expostas no texto.

Afim de simplificar o entendimento das andlises, elaboramos uma tabela que servira
de base na analise dos resultados das questdes.

Tabela 9 — Aspectos norteadores da analise

ANALISE COGNITIVA
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ANALISE COGNITIVA

+ TRANSFORMAGOES NOS REGISTROS
« APREENSAO PERCEPTIVA
« APREENSAO OPERATORIA

ANALISE MATEMATICA

« COMPREENSAO DE CONCEITOS E PROPRIEDADES

ANALISE DO CONICS MEDIUM 3D COMO RECURSO

+ INTERFACE

+ FUNCIONALIDADES QUE AUXILIAM NO PROCESSO DE
APRENDIZAGEM

+ FUNCIONALIDADES QUE PODERIAM SER INSERIDAS PARA
APRIMORAR O SOFTWARE

Fonte: da autora

O primeiro dia de experimentacao ocorreu no dia 22 de novembro de 2019 como
parte das atividades propostas dentro da disciplina de Metodologia do Ensino da Expressao
Grafica — Tecnologias Computacionais. Os participantes da pesquisa se organizaram em
grupos, sendo duas duplas e um trio. No entanto, devido a um problema técnico com a cap-
tacdo do audio apenas uma das duplas foi considerada no processo analitico da pesquisa.
Como dito anteriormente, a primeira etapa se dedicou ao trabalho com a representagéao
figural espacial e grafica das cénicas.

O segundo dia de experimentagcdo com esses mesmos participantes ocorreu no dia
29 de novembro. Os mesmo grupos estavam presentes e foram organizados da mesma
maneira. Neste dia foram aplicadas as atividades referentes a segunda fase do experimento,
que tinham como objetivo a exploragéo das conversdes entre as representagdes graficas e
algébricas, assim como as representagdes figurais espaciais com as algébricas.

O carater da pesquisa denomina-se como pesquisa-intervengéo, no qual sao ad-
mitidas intervengdes do pesquisador sob o carater mediador no processo de construcao
de uma possivel aprendizagem a partir da interagdo com os recursos disponibilizados. E
importante destacar que por fatores externos ao ambiente de pesquisa, a mediagao em
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determinados momentos néo foi possivel.

E pertinente destacar que, embora a experimentacdo tenha ocorrido no contexto
das atividades de uma disciplina, ndo foram propostas recompensas a participagao na
pesquisa. Neste sentido, ndo houve atribuicdo de notas aos resultados das atividades deste
experimento.

Devido aos problemas técnicos com a captag¢éao audiovisual do experimento, decidiu-
se por aplicar mais um vez as duas etapas do experimento com uma dupla convidada.
Ambos os participantes antediam aos mesmos critérios que o0s outros inicialmente convida-
dos. Sendo eles, alunos do curso de LEG que cursaram as trés disciplinas que tratam sobre
as Curvas Conicas. A primeira aplicagao com o segundo grupo ocorreu no dia 03/02/20 e a
segunda no dia 06/02/20.

Em um primeiro momento, foram explicitados os objetivos do experimento a
ser aplicado, destacando algumas nogdes da TRRS tais como: as transformagdes por
tratamento e por conversdo. Essas nog¢des foram citadas com o objetivo de situar os
participantes em relagcao a atividade proposta, sem objetivar um aprofundamento teérico
com relagéo a TRRS.

Em um segundo momento, foi dada uma explicagdo a cada dupla com relagéao
a interface do software Conics 3D. Foram destacadas as funcionalidades presentes no
controle do programa que através de controles deslizantes permitem alterar a selecédo da
cbnica (Elipse, Parabola e Hipérbole), altura do cone de duas folhas, o deslocamento e a
inclinagao do plano de secao (que se intercepta com o cone de duas folhas), os coeficientes
da equacéo geral, a equacao geral e reduzida.

Outros comandos pertinentes também foram destacados como, por exemplo, 0 zoom
gue pode ser dado na tela de cada representacao, a ferramenta responsavel por rotacionar
a representacao figural espacial e por ultimo a ferramenta de mover o objeto representado.

No prosseguimento da experiéncia, os alunos foram solicitados a iniciar as gravagoes
da tela e do 4udio com o programa Atubecatcher a partir das instrugdes ditas pela autora
do trabalho.

Com o intuito de preservar a identidade dos sujeitos da pesquisa, utilizaremos
as seguintes nomenclaturas:

Grupo 01: P-01eP-02

Grupo 02: S-01eS-02

O numero do grupo diz respeito a divisdo de cada grupo na participagcao do experi-
mento. E os termos (P - 01 e P-02) e (S—-01 e S — 02) referem-se a cada participante de
forma individual, sendo os P’s sujeitos do grupo 01 e os S’s pertencentes ao grupo 02.

Com relagao as respostas dos sujeitos nas atividades propostas, elaboramos o
seguinte quadro contemplando o nivel do alcance das expectativas: expectativa atingida
integralmente, parcialmente e ndo atingida.



Capitulo 6. ANALISE DOS RESULTADOS 89

Figura 27 — Resultado do alcance das expectativas no experimento

Fonte: da autora

De modo geral, percebe-se que o desempenho dos participantes na resolucao
das atividades teve um melhor resultado na primeira etapa do experimento. Tal fato pode
estar relacionado tanto ao contexto da graduagao ao qual os sujeitos estdo associados
quanto a complexidade inerente a transformacao por conversao. A oferta do curso de LEG
esta centrada na representacao grafica e figural dos objetos geométricos, propiciando um
aprofundamento maior no registro geométrico em relagéo ao algébrico.

ANALISE DAS ATIVIDADES/ETAPA 01 — GRUPO 01

No que se refere as analises das atividades do grupo 01 durante a primeira etapa
do experimento, percebeu-se que, em razao de interferéncias externas ao experimento
na mediacgao, os sujeitos ndo descreveram com maior profundidade seus argumentos nas
questdes. E perceptivel também o conforto dos participantes em trabalhar com o registro
geomeétrico devido ao contexto em que estdo inseridos.

Questao 1
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A partir da manipulacao do software os participantes indicaram que na representacao
espacial e no esboc¢o de uma representacao grafica como ficariam posicionados os eixos
cartesianos. Percebemos que ha uma grande aproximagao das respostas de acordo com as
expectativas para a questado. Para chegar a tal concluséo, de acordo com a TRRS os alunos
precisam mobilizar as apreensdes perceptiva e operatoria. A perceptiva da identificagao
imediatava da configuracdo bidimensional e tridimensional da representagéo efetuada e na
representacao fornecida. E na operatéria nas modificagées que a figura pode sofrer, neste
caso houve uma rotac¢é@o do plano de interse¢@o, de modo que o mesmo fique posicionado de
forma paralela em relagéao plano de projecéo, configurando-se assim como uma modificacao
otica.

Figura 28 — Registro dos sujeitos S1 e S2

Fonte: resultado do experimento

Figura 29 — Registro dos sujeitos S1 e S2

Fonte: resultado do experimento
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Figura 30 — Registro dos sujeitos S1 e S2

Fonte: resultado do experimento

Assim compreendemos que 0s sujeitos conseguiram realizar os tratamentos figurais
pertinentes a questao disponibilizada, mobilizando a apreensao perceptiva e a operatoria:
modificacao oética.

Questao 2

A proposta da questao é propiciar um confrontamento dos dados da questao anterior
com o fornecimento da representagao grafica cartesiana.

De modo nao aprofundado, os participantes apontam que a partir da manipulagao
do software observaram as representac¢des simultaneamente para poder identificar onde
posicionariam os eixos. E salientado na resposta que a representacéo grafica fornecida
no software foi utilizada como guia para as conjecturas. Do ponto de vista da avaliagdo
do software, acreditamos que as articulagcoes dinamicas oferecidas se caracterizam como
suporte as conjecturas. Assim, na situacao propostas € visivel que o Conics 3D se portou
como recurso para a mobilizagao das reflexdes dos sujeitos.

Questao 3

Com o propdsito de favorecer a reflexdo sobre os elementos que compbéem a
representacao figural espacial, desenvolvemos a questao nimero trés. O elemento em
questao diz respeito aos requisitos para a formagao da diretriz.

Nesse sentido, os sujeitos S1 e S2 indicaram que a relacao estabelecida entre os
planos horizontais e o plano inclinado se da através da formagao da diretriz.

“As diretrizes sdo a interse¢cao de um plano inclinado com um horizontal”

(S1eS2)

Do ponto de vista da analise matematica, que se centra no trabalho com os conceitos
e as propriedades, acreditamos que a simulagdo da representacao figural espacial no
software favoreceu a identificagao de tal propriedade que caracteriza as diretrizes.

Questao 4

A localizagao espacial dos focos proposto por Dandelin foi a razao para a insergéao
desta questao no experimento, cujo objetivo era refletir sobre as relagées observadas entre
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os focos e as esferas.

Como resposta ao questionamento, os sujeitos responderam:

“Os focos sao o ponto de tangéncia entre a elipse e a esfera” (S1 e S2)

A percepgao dos licenciandos atendeu as expectativas anteriormente previstas para
o experimento. Nesse sentido, apontamos mais uma vez que a simulacao da representacao
figural espacial e suas alteragdes efetuadas de forma dindmica favorecem a percepcao dos
alunos do que tange a propriedade criada por Dandelin.

Questao 5

A quinta questao contemplou a exploracao das transformacdes sofridas por um ponto
X3 (parametrizado) através da rotagao do plano de intersecado com o controle deslizante
(dngulo). A articulacao entre representacao figural espacial e representacao grafica é
solicitada através da busca das relagdes entre a rotacado do plano de se¢ao e as coordenadas
do ponto X3 na representagao grafica.

A resposta dos sujeitos atende a expectativa para a questao, apontando assim que
“guanto maior o angulo, mais afastado fica o ponto X” (S1 e S2).

Tal resposta condiz com a simulagao proposta na questdo. No que se refere a
mobilizacdo das apreensdes, mais uma vez a questdo demanda apreensao perceptiva,
solicitando uma identificagdo imediata da configuracdo da representacao, e também a
apreensao operatoéria: modificacéo 6tica, através da reducao e ampliacao da representacao
gréfica da elipse por meio da mudanga da angulagao do plano de intersecao com o cone.
Desse modo, acreditamos que os alunos mobilizaram tais apreensdes para a resolucao
da questao, ao mesmo tempo, que as simulac¢des transformam de maneira dinamica tais
representacdes para os alunos.

Questao 06

Na presente questao o objetivo centrou-se na transformacao na representacao figural
espacial, no qual demandou a apreensao perceptiva e operatoéria: modificagao otica, a partir
da solicitagao da representacao grafica resultante de uma rotagdo e 45° em torno do eixo
do cone.

Os sujeitos indicaram que os focos ficariam mais proximos a origem.

Numa avaliagao posterior a aplicagao do experimento, acreditamos que o enunciado
da questao demanda uma maior detalhamento de como acontecera tal rotacdo. Dessa
maneira, os alunos terdo mais suporte na efetuacdo do tratamento solicitado. E importante
salientar que o software ndo simula tal transformacéo. A resposta esperada para tal questao
era que elipse resultante, possivelmente, seria a mesma.

A partir dos audios gravados no experimento, identificamos que os sujeitos inter-
pretaram que a rotacao seria efetuada a partir do decrescimento do angulo do plano de
intersecdo. A razao para tal interpretagcado esté diretamente associada ao enunciado, que
nao especifica como a rotacao sera efetuada. Neste caso, pretendia-se que a rotagao se
efetuasse de modo semelhante a rotacao da diretriz para formar o cone, e ndo a angulacao
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do plano em relagéo ao plano horizontal em si.

A partir da interpretacao feita em relagdo ao enunciado, os sujeitos modificaram o
angulo do controle deslizante para 45 e chegaram a conclusdo mencionada anteriormente.
Tal situagao, reforga a importancia das legendas das figuras discutidas por Duval, no qual o
enunciado em lingua natural ira exercer a influéncia para a interpretacdo da representacao
figural que se pretende passar. No caso citado acima, o enunciado ndo estava adequado
para que os alunos efetuassem o tratamento de maneira correta.

Questao 07

A sétima questao propds aos sujeitos uma reflexao em relacao a transformacgao da
representacao figural espacial através da rotagdo dos eixos, de modo a transformar o eixo
maior no X e o menor no Y. E solicitado na questio o esboce da representacéo figural
espacial resultante.

Na resposta a questao os sujeitos reconhecem o processo de rotacao inerente a
questao e pontam: “planos horizontais se tornariam verticais, rotacionando, assim, o plano
cartesiano representagao grafica”. (S1 e S2)

Figura 31 — Registro dos sujeitos S1 e S2

Fonte: resultado do experimento

A partir da simulagéo da figura a seguir, 0s sujeitos indicaram que ocorreria uma
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rotagdo nos planos horizontais que compdem a representagao figural espacial e a partir
disso ocorreria a alteracao dos eixos X e Y, tornado X o eixo maior, rotacionando o plano
cartesiano.

Figura 32 — Figura 32 - Simulagées realizadas pelos sujeitos S1 e S2.

R, A Ay W

A - AR D CH
(2.0} = (0819 + (4085 )= 0
A

I=
L=

=
e

At = 1200 = 1
A A : [ [l

Coel =023 R00 el o) # [r2 ta || ] #emamme

Fonte: resultado do experimento

De fato a mudanca dos eixos supde uma rotacao, conforme indicam os participantes.
Embora o software ndo permita efetuar tal transformacgao, percebemos que os sujeitos
requisitaram as simulacdes para poder refletirem e efetuarem o tratamento requerido. Mais
uma vez é solicitado as apreensdes perceptiva e operatoria: modificacao otica.

ANALISE DAS ATIVIDADES/ETAPA 02 — GRUPO 01

A segunda etapa concentrou questdes relacionadas as propriedades das conicas
através da exploracado de suas representacdes, bem como a articulacdo entre elas via
conversao. Os objetivos centrais estavam relacionadas ao reconhecimento das propriedades
a partir das simulagdes possibilitadas no Conics Studium 3D, a identificagao das variaveis
visuais da representagao grafica e as unidades simbdlicas das representagdes algébricas.

A atividade em questao configura-se como mais desafiadora para os sujeitos devido a
duas razdes: a primeira diz respeito a complexidade inerente a transformacgao de conversao
entre os registros de representagéo e a segunda ao contexto em que os licenciados estao
inseridos, sendo apresentados as diversas representacoes das Curvas Conicas, mas sem
necessariamente focar a integracao entre elas. Como dito anteriormente, as representagdes
do registro geométrico séo privilegiadas em tal contexto, podendo assim influenciar nos
resultados do experimento em relacao as articulagdes com o registro algébrico.

Questao 01
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A primeira questdo da segunda etapa do experimento pretendia oportunizar a refle-
Xao sobre as relacdes entre a representacao grafica e a representagéo algébrica (equacao
reduzida) para a posterior identificagdo das variaveis visuais e unidades simbdlicas, assim
como a correspondéncia entre elas. Para tanto, foi solicitado que os alunos posicionassem
os controles deslizantes para obtencédo de uma elipse e a partir da manipulagao do controle
(angulo) observassem as variagbes nas representacdes, para em seguida apontar quais as
relagbes das variaveis visuais com as unidades simbdlicas e a correspondéncia entre eles.

Os participantes perceberam algumas regularidades a partir da simulacao da articu-
lacédo entre as representacdes indicando que: “ao variar o angulo podem perceber que na
representacao grafica quanto menor a angulacdo menores ficaram os denominadores na
representacao algébrica”. (S1 e S2)

Tal relato nos faz perceber que as simulagdes no software oportunizam o reconhe-
cimento das diferentes representagdes das curvas cdnicas, possibilitando uma possivel
distingdo do que é o objeto mateméatico e do que sao as suas representagdes. A nogcao
de que 0 acesso aos objetos sé se da por meio das representacées também podera ser
mobilizada a partir das reflexdes ao longo da experimentagcao com o Conics 3D.

Os participantes também notaram que ha uma menor variagdo no denominador de
X2 na equacao e seu respectivo eixo na representacao grafica do que o denominador de Y2
na representacao algébrica e seu eixo no grafico cartesiano.

No que se refere especificamente a relacdo entre as unidades simbdlicas e as
variaveis visuais, 0s sujeitos apontaram:

“Apesar de ndo acharmos as correspondentes da representagdo algébrica na
representagado grafica, podemos perceber que o denominador de X possui relagao

diretamente proporcional ao eixo menor, e o denominador de Y possui relacdo
diretamente proporcional com o eixo maior” (S1 e S2)

Pode-se observar que a partir da reflexdao em relacéo as articulagées dindmicas
das representacdes das curvas conicas favoreceram aos sujeitos a percep¢ao da relagao
existente entre as unidades simbdlicas (denominadores da equacado) com os eixos da
representagao gréafica. Os participantes testaram no software as possibilidades de variagao
das representagOes algébricas e graficas através da variagdo do angulo do plano de
intersecao, tal como podemos observar na figura a seguir:

Figura 33 — Figura 33 - Registro dos sujeitos S1 e S2
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Fonte: resultados do experimento
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Apesar de perceberem através das manipulagdes no conics 3D a relagdo entre os
coeficientes e as variaveis visuais, os licenciandos ndo apontaram com maior pronfundidade
a correspondéncia existente entre os mesmo, mais especificamente na indicagdo da seguinte
relacdo: os valores dos eixos X e Y da representacao grafica, correspondentes a metade do
eixo menor € a metado do eixo maior sdo o produto da raiz quadrada dos denominadores
da equacéo reduzida (representacao algébrica).

Com relagédo a segunda alternativa, que tratava da relagao estabelecida entre a
angulacao do plano de corte que intercepta o cone e os coeficientes da equacao reduzida,
0s participantes apontaram:

“A angulacao do plano de corte com o horizontal € inversamente proporcional aos
coeficientes” (S1 e S2)

No entanto, a partir da simulagdo percebe-se que ao diminuir o dngulo de intersecéo
do plano de corte em relagao ao plano horizontal, os coeficientes diminuem. Nesse sentido
houve uma interpretagéo equivocada dos participantes.

Nos registros de audio do experimento, o sujeito S1 diz: “com decrescimento a
angulagéo entre o plano de corte e o plano horizontal fica menor e os coeficientes da
equacao reduzida também diminuem”. S2 diz em seguida: “Ah ndo véi”.

Em um momento posterior S2 afirma que na sua perspectiva os coeficientes dimi-
nuem a partir do crescimento do angulo e o S1 sede e recua o seu argumento. No entanto, é
importante destacar que a partir das articulagdes dindmicas surge em um dos participantes
a resposta correta para tal questao.

E importante ressaltar que a questo requisita ao aluno uma conversio, pois, supde
gue os alunos coordenem as unidades de sentido da representagao algébrica e da represen-
tacéo grafica. Na resposta dos sujeitos, acreditamos ter sido efetuada tal conversao, pois,
na resposta deles via representacdo em lingua natural consta a descricdo da coordenagao
entre os registros.

A influéncia da articulagdo dinamica oferecida pelo Conics 3D é notéria no alcance
da transformacéo por conversao entre as representagdes requeridas na questao.

Questao 02

No mesmo sentido que a primeira questado, o principal objetivo era propiciar uma
situacao de reflexao a respeito das relacdes entre a representagao grafica e a representacao
algébrica, mais especificamente no que tange as variaveis visuais e unidades simbdlicas
destas representagdes da parabola.

Os participantes conseguiram indicar a relagcao do coeficiente de Y (unidade simbé-
lica) da equacao algébrica com o vértice da pardbola (variavel visual) afirmando que: “o
denominador do coeficiente de Y representa o valor do vértice da parabola na representagao
grafica” (S1 e S2). No entanto, ndo conseguiram compreender as relagées que se estabele-
cem entre o valor do coeficiente de X e o grafico da parabola. A razado para a dificuldade
de percepcao pode estar relacionada com a complexidade da conversao, principalmente



Capitulo 6. ANALISE DOS RESULTADOS 97

porque em termos de codificacao é mais facil de identificar a relacao existente entre o
coeficiente de Y com o grafico cartesiano, do que a identificacdo da correspondéncia entre
o coeficiente de X com o grafico, que exige do aluno a realizagdo de um tratamento:

Exempilo:

Representacao algébrica — Equacao reduzida da parabola

Figura 34 — Representacao grafica — grafico cartesiano da parabola

[ \
Fonte: resultado do experimento

Para compreender a relagédo existente entre o coeficiente A de X2 com a representa-
cao grafica é necessario executar o seguinte tratamento:

A2=2 71

A=2,71 = 1,6462077633

Apés o tratamento, determinando o valor de A, o nivel de complexidade se equipara,
tornando a codificacdo mais transparente de uma representacao para a outra. Tal fator tem
relacdo com os fatores de congruéncia propostos por Duval em seu estudo. Quando ha
congruéncia o registro de representacao de saida transparece no registro de representagao
de chegada, quando nédo ha diz-se que nao transparece. Compreendemos que a passagem
do registro de representacao algébrica para o registro de representacao grafica-cartesiana
satisfaz a nocao de congruéncia, tendo as trés caracteristicas requisitadas:

1.ordem das unidades significativas;

2. correspondéncia semantica entre as unidades de significado;

3. univocidade seméantica terminal.
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Dessa maneira, os sujeitos conseguem realizar parcialmente a conversao a partir da
descricao da coordenacao da unidade de sentido do coeficiente de Y com a variavel visual
do gréfico (vértice da parabola). No entanto, encontrou um obstaculo na coordenacéo do
coeficiente X com a respectiva variavel visual.

A presente questao orienta os alunos a observarem primeiro as unidades simbdlicas
e depois as variaveis visuais. Havendo uma converséo, o sentido da transformagao partindo
do registro algébrico torna-se menos complexo do que a saida do registro geométrico para
o algébrico.

Questao 03

Ainda no contexto das reflexdes sobre as representacdes da pardbola, a presente
questao objetivou provocar a percepcao da influéncia do deslocamento do plano (translagao)
nas representacao algébrica e na representacao grafica. Tal identificacdo encontra suporte
nas articulagdes dinamicas oferecidas pelo software através dos registros dindmicos de
representacgao.

Em resposta a tal questao, os participantes indicaram:

“Quanto maior o deslocamento, menor o coeficiente de X e maior o de Y” (S1 e S2)

A justificativa dos sujeitos se adequa com as expectativas esperadas para tal questéo.

O Conics 3D possibilitou a percepcao de tal transformagao a partir das suas articula-
¢des dinamicas, favorecendo assim a condugao para uma compreensao global do objeto
matematico.

Questao 4

O interesse da quarta questao é o de possibilitar uma reflexdo a respeito da propri-
edade relacionada a obtengéo da parabola por meio da interse¢ao do plano com o cone
duplo: o paralelismo do plano de intersegdo com uma das geratrizes do cone. Ao escolher
no painel de controle a curva parabola e em seguida manipular o controle deslizante angulo
o software conserva o posicionamento do plano de intersecdo mantendo a propriedade.
Nesse sentido, foi proposto na questao a mesma situagao descrita.

Como resposta a reflexdo os sujeitos indicaram: “N&o altera nada, pois, se alteramos
a angulacao do plano de corte ndo se obtém uma parabola. O programa nao permite por
causa do seletor (o plano de corte precisa estar paralelo a uma geratriz e com a mesma
inclinacao da geratriz).” (S1 e S2)

Tal resposta condiz com as expectativas para a questao. E notério que a simulagao
do software exerceu forte influéncia para tal conjectura, pois, ndo permite a mudanga da
angulacao do plano para satisfazer tal propriedade.

Questao 5

Com o objetivo de promover a construgdao do conhecimento referente a relagao entre
0s elementos da representagao grafica e da representacao algébrica (equacao reduzida)
da hipérbole, mais especificamente no que se refere as unidades simbdlicas e as variaveis
visuais, foi criada a quinta questéao.
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Como resposta para tal questao os sujeitos indicaram: “ndo conseguimos identificar’
(S1eS2)

Em nossa avaliagdo posterior ao desenvolvimento e aplicacdo do experimento,
acreditamos que tal questao necessitaria de outras anteriores que oferecessem um suporte
para alguns aspectos pertinentes as particularidades da curva em questao. Em uma situacao
mais simples (representagéo da hipérbole com o centro na origem) a identificagdo das
relagbes pode se tornar mais simples. Ja no caso de estar transladada, a identificagao fica
muito menos transparente quando relacionamos os coeficientes da equagao quadratica
reduzida (unidades simbdlicas) com as unidades simbdlicas da representacdo grafica.
Assim, seriam necessarias a proposta de situagdes que propiciassem a reflexao sobre a
nogao das assintotas, sobre os tratamentos que podem ser efetuados na equacéao reduzida
para a identificagdo de elementos do gréfico, e também uma situacdo de comparacao entre
representagdes da hipérbole centrada na origem e transladada.

Questao 06

A presente questdo tinha o objetivo de provocar uma situacédo de identificacao
das condi¢des necessarias, relacionadas a representacao algébrica (equacao quadratica
geral), para a obtencao de cada curva conica. Nesse sentido, utilizamos como suporte as
simulacdes do Conics Studium 3D, que permite a visualizacdo das transformacgdes das
representacdes de forma dindmica. Assim, os alunos foram orientados a observar a equacao
quadratica geral de cada conica ao mudar o seletor que as determina.

Quando questionados sobre quais as alteragdes foram observadas, os sujeitos
respondem: “O coeficiente de Y sempre diminui. O de X aumenta na pardbola e na hipérbole
fica negativo.” (S1 e S2)

A resposta ndo condiz com os resultados da simulagao sugerida quando os sujeitos
apontam que o coeficiente de Y sempre diminui e o de X aumenta na parabola. A indicacao
de que o C na hipérbole fica negativo esta coerente com a situagao proposta.

Ja no que se refere a resposta dos sujeitos em relagéo as condigdes necessarias
para obter as curvas, temos as seguintes indicacoes:

Obtencao da elipse na equacao quadratica geral:

“O x e 0y precisam estar elevados ao quadrado” (S1 e S2)

Obtencao da parabola na equacao quadratica geral:

“O x fica ao quadrado e 0 y néo precisa” (S1 e S2)

Obtencao da hipérbole na equacao quadratica geral:

O x e oy ficam ao quadrado e é adicionado outro y a equacao.

As respostas dos sujeitos sdo condizentes com a simulagao previamente orientada.
No entanto, as condi¢cbes para tais obtengdes podem ser um pouco mais profundas. Para
distinguir a representagao algébrica da cbnica através da equacgao geral pode-se efetuar
tratamentos na equacao até reduzi-la. Os aspectos abaixo também podem ser observados
na equacao para identificacao da cénica.
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No caso de elipse: os sinais dos coeficientes de X2 e Y2 devem ser iguais.

No caso da parabola: apenas um termo devera ser quadratico.

No caso de hipérbole: Os sinais dos coeficientes quadraticos precisam ser opostos.

Numa avaliagao posterior a aplicacao do experimento, percebeu-se a necessidade
da mobilizacao dos conhecimentos dos alunos em relacéo as transformacgdes por tratamento
das representagdes algébricas. A efetuagcdo desses tratamentos é indicada por Siqueira
(2019) como uma dificuldade no contexto da aprendizagem dessas curvas. Nesse sentido,
acreditamos que seria necessaria a criacao de situacdes que favorecem os gestos cognitivos
dos alunos no sentido da efetuagao de tais tratamentos, para assim dar suporte a identi-
ficacdo das condicoes necessérias para obtencado de cada curva na equagao quadratica
geral.

Questao 07

A sétima questao do experimento solicitava aos participantes que obtivessem uma
representacao algébrica (equagao reduzida) da elipse a partir dos coeficientes A=2,39
B=4,27 e C=1,37

A resposta dos sujeitos indica: “ndo é possivel colocar esse valor com o controle
deslizante pedido”.

A presenca do coeficiente C como dado na questao tornou-se um obstaculo para os
alunos por nao termos trabalhado a no¢ao inerente a ele ao longo do experimento. Nesse
sentido, acreditamos ser necessario uma adaptagao na questdao de modo a favorecer a
compreensao dos alunos, assim como também na insercao de situacdes que discutam o
papel do coeficiente C no ambito do registro de representacao algébrica.

Questao 8

De modo semelhante ao que se pede na questao anterior, a solicitagdo é obter a
representacado grafica de uma elipse com os seguintes coeficientes: a?=1,39 e b2=3,12.
A questao requer a mobilizacdo da compreensao dos alunos no que se refere as unida-
des de sentido das representacdes, na algébrica as unidades simbdlicas e na grafica as
variaveis visuais. Consequentemente, resultando numa conversao entre tais registros de
representagao.

A resposta dos sujeitos para tal questao foi a seguinte: “ndo conseguimos colocar
esses valores no software”

E importante ressaltar que os valores indicados na questdo sdo de um exemplo
tirado do préprio software. Nesse sentido, acreditamos que a razao para o nao alcance
da efetuagd@o da conversao tem relagdo com a ndo compreensao dos sujeitos sobre as
unidades de sentido que compdem das representacdes. Como exemplo, a diferenciacéo
dos valores dos denominadores da equacao reduzida que estdo ao quadrado e necessitam
da efetuacao de um tratamento para a construcao da representacao grafica cartesiana da
curva.

Xx29+y24=1 a2=9 | b>=4
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a=9=3|b=4=2

Sendo assim, as variaveis visuais do grafico serdo a=3 e b=2.

Como ja dito anteriormente, a complexidade relacionada a transformacgao de conver-
sdo é alta e demanda do aluno grande esforgo cognitivo. No entanto, devemos considerar
como influéncia na dificuldade de compreensao a trajetéria dos sujeitos numa educacéao
basica que provavelmente privilegiou a representacao algébrica em detrimento das demais,
sem as necessarias articulagdes com a representacao grafica, a figural espacial e a lingua
natural para subsidiar a compreensao global do objeto matematico.

Questao 9

No contexto da nona questao, houve o interesse de novamente provocar uma reflexao
em relagao a propriedade dos focos propostos por Dandelin. Desta vez, evocando também
as observacgdes nas demais representacdes, além da figural espacial.

Como resposta, ao primeiro item que perguntava sobre as alteragdes observadas
nas trés representagdes os sujeitos apontam: “Na grafica os focos se distanciam da origem”.
Na espacial o eixo maior aumenta. Na algébrica os coeficientes diminuem” (S1 e S2)

Como resposta ao item dois, que questionava sobre a relagao do foco (F2) como
os elementos da representacgao figural espacial, os sujeitos indicaram: “Grafica: o ponto se
distancia da origem, algébrica: ndo sabemos, espacial: o ponto se distancia do vértice do
cone.

Ha uma equivoco quando os sujeitos afirmam que os coeficientes diminuem, em
determinado momento um deles afirmam que aumentam. Mas no final decidem por afirmar
que diminuem. E importante ressaltar que ao mover o controle deslizante do angulo até o
final obtem-se a representacdo de uma elipse sem estar centrada na origem.

A resposta ao segundo ‘item’ ndo atendeu as expectativas, pois, os licenciandos nao
indicaram a tangéncia do plano de intersecdo com a esfera para a determinacao do foco.
Diferente da resposta dada pelos mesmos na primeira etapa das atividades.

ANALISE DAS ATIVIDADES - GRUPO 02

Jano que se refere as atividades do grupo 02, de modo geral os sujeitos apresentaram-
se mais confortaveis com a resolucdo da primeira etapa de atividades. E necessario salientar
que os conhecimentos relacionados ao registro geométrico eram predominantemente mo-
bilizados nas reflexdes ao longo das atividades, tais como fundamentos da Geometria
Descritiva — Posicoes relativas ao plano de projecao, Geometria Projetiva — definicdo das
cOnicas, etc.

Questao 1

A primeira questao demandava que os sujeitos refletissem sobre o posicionamento
dos eixos cartesianos na representacao figural espacial da elipse, parabola e hipérbole. Ou
seja, era solicitado que os participantes inserissem na representacgao figural espacial os
eixos.

Do ponto de vista cognitivo, a questdo exigia que os alunos compreendessem
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que o plano de intercepta o cone (que gera a curva conica) € um plano cartesiano que
transformado na representacéao grafica ficara paralelo ao plano de projecao, sendo assim
projetado em verdadeira grandeza. Além disso, havia a demanda da percepgao no sentido
de compreender a curva na representacao grafica como parte da representacao espacial
(resultado da secdo). A compreensao dessas transformacdes dentro do registro geométrico
podem ser caracterizadas como apreensao perceptiva e operatéria: modificagao 6tica.

GRUPO 02 - Pl /P2

As reflexdes que surgiram durante a resolugéo da primeira questdo se concentraram
na localizagdo do ponto (0,0) (interseg¢ao dos eixos cartesianos) para determinar onde
estariam localizados os mesmos na representacao figural espacial. Para conjecturar a
respeito disto, os sujeitos utilizaram as representagées do Conics Studium 3D, assim como
as simulacdes de transformacdes possibilitados por ele.

Assim, iniciou-se uma discussao sobre a dimensao do plano cartesiano/de intersecao
com o objetivo de entender se o plano era delimitado ou infinito. Ambos chegaram a
conclusao de que o plano era infinito. Nesse sentido, apontaram como resposta na primeira
alternativa que o cruzamento dos respectivos eixos cartesianos se localizavam no centro da
elipse.

Figura 35 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado da pesquisa

Com relagao as reflexdes dos sujeitos na segunda alternativa que tratava sobre a
parabola, houve um impasse entre os participantes na determinacao da localizagcédo dos
eixos. No final, ambos concordaram que o eixo X era determinado pela ultima geratriz da
esfera.
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Figura 36 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado da pesquisa

Na alternativa que trata sobre a hipérbole, os licenciandos apontaram que o cruza-
mento dos eixos de interse¢do se localizavam no centro do plano de intersegéao.

Figura 37 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado da pesquisa.

Questao 2

O objetivo da questéo era propiciar a reflexdo sobre a resposta dada na questao
anterior a partir do fornecimento da representagdo grafica associada a representagao
figural espacial. Nesse sentido, os sujeitos foram levados a confrontar as respostas dadas
anteriormente com os dados da representagéo gréafica cartesiana.

Na primeira alternativa que tratava sobre a elipse, os sujeitos apontaram que a
representagao grafica veio para confirmar o argumento deles em relagéo a questao anterior.
A partir da observacao dos dados na nova representagao fornecida os mesmos puderam
perceber visualmente a centralidade dos eixos coincidindo no centro da elipse.
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Figura 38 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado do experimento

No caso seguinte, que trata sobre o confrontamento dos dados da parabola na
questao anterior, os sujeitos mantiveram seu argumento afirmando que o ponto (0,0) do
plano cartesiano esta relacionado a esfera inscrita no cone, sendo atribuida a menor geratriz
a determinacao do cruzamento dos eixos X e Y. A resposta da dupla em questdo pode estar
possivelmente associada a dois fatores: o primeiro diz respeito a complexidade inerente
aos tratamentos figurais e o segundo corresponde ao planejamento visual das cores das
representacdes no software, no qual as cores da esfera e dos planos que interceptam o
cone sao as mesmas. Entendemos que tal fato pode possivelmente causar alguma confusao
na compreensao dos elementos da representacgao figural espacial.
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Figura 39 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado do experimento.

Com relagao a alternativa que tratava sobre a hipérbole, os sujeitos se mostraram
confusos em relagédo ao posicionamento anteriormente indicado. Na resposta, foi dito pelos
participantes que a representacao cartesiana fornecida implicou em duvidas em razdo de
uma nova percepc¢ao apontada por eles: a intersecao do eixo X com o vértice do cone e
nao o ponto médio do cone.

Nesse sentido, compreendemos em relagdo aos resultados da primeira e segunda
questao que os licenciandos conseguiram realizar parcialmente os tratamentos figurais.
Embora tivesse acessado e articulado diversas vezes as representacées no Conics 3D, os
mesmos Nao conseguiram realizar a apreensao operatoria: modificagcao 6tica no caso da
hipérbole. No caso desse grupo, houve uma grande quantidade de dedugdes possiveis que
foram langadas para justificar a localizagao dos eixos. Os sujeitos associaram os eixos ao
vértice do cone, a esfera, entre outros.

Questao 3

A presente questao pretendia provocar no aluno uma reflexao a respeito dos elemen-
tos da representacgao figural espacial que justificam a obteng¢ao das diretrizes. Através da
observacao das representagdes do registro geométrico no Conics 3D os sujeitos indicaram a
relacdo conforme as expectativas: a relacdo presente entre os planos horizontais e inclinado
e a intersecao entre eles que geram as diretrizes da curva.



Capitulo 6. ANALISE DOS RESULTADOS 106

A resposta dos alunos atendeu as expectativas da questao. Acreditamos que a repre-
sentacao figural espacial fornecida pelo Conics 3D favorece a percep¢éo dessa propriedade.
Nesse sentido, o software contribuiu para tal identificagao.

Questao 4

O propésito da quarta questao era propiciar a percep¢ao da propriedade proposta
por Dandelin em relagao as esferas: a tangéncia do plano de intersecdo com a esfera
determina os focos.

Os sujeitos P1 e P2 atribuiram a relagao dos focos (F1 e F2) e as esferas a determi-
nacao da direcao do eixo maior da elipse. Compreendemos que a resposta dos sujeitos
tenha relagdo com o mesmo aspecto citado anteriormente em relagdo as cores da esfera e
dos planos.

Questao 5

Na presente questao os alunos sdo levados a refletir a respeito da variagéo do ponto
X3 (ponto parametrizado) da elipse com o objetivo de descrever as relagdes entre a rotagéo
do plano (representacéo figural espacial) com as coordenadas do ponto na representagao
grafica.

Compreendemos que a resposta dos sujeitos atendeu parcialmente as expectativas
previstas, pois, 0s mesmos identificaram uma regularidade entre o posicionamento do ponto
X3 e a diretriz. Tal como podemos observar na resposta a seguir:

Figura 40 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado do experimento

No entanto, ndo descrevem a relacao que se estabelece entre a variagdo do angulo
com as coordenadas de X3. Nesse sentido, compreende-se que 0s sujeitos ndo mobilizaram
a apreensao operatéria: modificagao 6tica, na ampliagéo e reducao que o ponto sofre a
partir da mudancga de angulacao.

Questao 6
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A reflexdo associada a esta questado diz respeito as transformagdes relacionadas
ao registro figural espacial, mais especificamente no que se refere a rotagao do plano de
intersecao. Os licenciandos sdo levados a pensar sobre como ficaria a representagao grafica
de uma elipse apéds o plano de intersecao ser rotacionado em torno do eixo do cone em 45°.
Como dito anteriormente, acreditamos que questao poderia fornecer mais informacoes e
orientagdes que subsidiassem os gestos cognitivos de maneira mais efetiva. Concordamos
com Duval sobre a importancia que a legenda da figura tem no processo de percepgéao do
que esta sendo exposto.

No que se refere a resposta da dupla, 0s mesmos apontaram que a soma do angulo
original com o do angulo de rotagao, independente do sentido, modifica a abertura do eixo
maior.

Assim, a expectativa para a questao nao foi alcangada. Reforcamos que atribuimos
0 nao alcance das respostas a formulagdo do enunciado.

Questao 7

A Ultima questao da primeira etapa tinha o objetivo de propiciar um tratamento na
representacgao figural espacial através de uma rotagdo nos eixos, onde o X passaria a ser o
maior eixo da elipse.

Na resposta, os sujeitos descreveram que ocorreria uma inversdo das coordenadas,
no qual a elipse deixaria de ser alongada e passaria a ser achatada.
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Figura 41 — Registro dos sujeitos P1 e P2

Fonte: resultado do experimento.

Na representacgéo figural elaborada pelos mesmos podemos perceber a mobilizacdo
da apreensao operatéria, mais especificamente na modificagdo de posi¢ao que diz respeito
ao deslocamento da figural em relagdo a um referencial.

Nesse sentido, consideramos que a inversao dos eixos supée uma rotagéo. Assim, o
tratamento pertinente a questao foi atingido.

Salientamos que ao longo da conducdo das atividades, um dos sujeitos, indicou que
seria bom que o software oferecesse a possibilidade de um Unico controle deslizante para a
obtencgao das trés curvas através da intersecao do plano com o cone.

ANALISE DAS ATIVIDADES/ETAPA 02 — GRUPO 02

Questao 1

Apos interagirem com as manipulagdes através do software, os licenciandos aponta-
ram: “podemos notas que ao manipular o angulo, o valor que divide X2 e Y2 muda, assim
como na representacao grafica, muda o tamanho dos eixos da elipse, em relacdo aos focos.
Os focos da elipse estao relacionando-se com os numeradores da equacao reduzida” (P1 e
P2).

As percepgoes iniciais dos licenciandos sobre a variagao dos coeficientes da equagao
quadratica reduzida e dos eixos da representacao grafica da elipse a partir da variagao
do angulo de intersecao estao corretas. No entanto, a relagdo apontada com os focos
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nao atende as expectativas anteriormente elencadas neste trabalho. Nesse sentido, os
sujeitos nao conseguem coordenar as unidades de sentido das representacdes gréafica e
algébrica, o que implica na néo realizagao da conversao. Acreditamos que tal dificuldade
tenha relagdo com a complexidade inerente a transformacao de conversao. Além disso,
a trajetdéria académica, que possivelmente, ndo privilegiou a articulagao entre o registro
algébrico e o geométrico pode ter relagdo com os resultados.

Questao 2

Na mobilizacdo dos gestos cognitivos para a identificagao das relacdes existentes en-
tre o registro de representacao algébrico e o registro de representacao grafica da parabola,
0s sujeitos atenderem parcialmente as expectativas de resposta para tal questao. Assim
como o primeiro grupo, houve uma maior facilidade em identificar a relagéo do coeficiente de
Y (unidade simbdlica) com a vértice da parabola (variavel visual) para o caso explicitado na
questao. No entanto, ao refletirem sobre a relagdo do coeficiente de X2 (unidade simbdlica)
com a interse¢céo da curva com o eixo de X (variavel visual) os alunos ndo conseguiram
apontar tal relacdo. Tal como podemos observar no relato a seguir: “percebe-se que o nume-
rador de Y esté relacionado ao ponto mais alto da parabola. No entanto, ndo conseguimos
estabelecer relagao entre o numerador de X e os dados da representagao grafica” (P1 e P2)

Como mencionada na analise do grupo anterior, a identificacdo da unidade simbdlica
relacionada ao Y supde a efetuacdo de um tratamento, o que torna a relagcdo menos
transparente na correspondéncia entre as representacoes. Nesse sentido, acreditamos que
haja a necessidade de subsidiar através de novas situagdes uma melhor percepgao em
relacdo a isso.

Questao 3

Na presente questéo, objetiva-se a reflexdo sobre a influéncia do deslocamento
(translacdo) do plano de interse¢éo nos valores dos coeficientes da representagdo algebrica,
mais especificamente na equagéo reduzida e na representagao grafica.

Ao refletirem sobre tal questao, os sujeitos respondem:

“Ao movimentar o controle deslocamento, percebemos que a curva fica mais aberta
e o valor do coeficiente de X aumenta, no entanto, Y se mantém, tanto na representacéo
algébrica quanto na representacao grafica.” (P1 e P2)

As percepcoes iniciais citadas pelos sujeitos estdo coerentes com a simulacéo, tais
como: a tendéncia de abertura da curva a medida que o deslocamento aumenta e também
o aumento do coeficiente de X. No entanto, a inalteragéo citada por eles em relagao aos
valores de Y nao condiz com a simulag&o. Acreditamos que a demora na alteragao das
representacdes através da manipulacédo dos controles pode ter influenciado tal equivoco
dos alunos.

Questao 4

Na presente questao o objetivo central convergia para a identificagdo de uma impor-
tante propriedade da parabola no que se diz respeito a sua obtengéo no cone de duas folhas:
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o paralelismo do plano de intersegdo com uma das geratrizes do cone. Essa condigdo de
existéncia relaciona a parabola é simulada no programa através da manipulagéo do controle
deslizante (angulo) que mantém um Unico posicionamento do plano de intersecao.

Ao responderem tal questao, os alunos do grupo dois apontaram que nenhuma
alteracao foi observada. Na justificativa para tal fato, eles apontam: “para a mudanca do
angulo é necessério que tenham duas diretrizes e relacionando com o plano de corte. No
caso da parabola, ha apenas uma diretriz, fazendo com que o angulo nao se altere”

A partir da mudanca dos seletores das cbnicas e da comparacao dentre todas as
curvas, a observacao dos sujeitos indicou que a ndo alteragdo do angulo estava associada
ao fato de ter apenas uma diretriz. Assim, compreende-se que o0 objetivo da questdo nao foi
atingido. Em nenhum momento os sujeitos perceberam que a nao alteracdo do angulo do
plano tinha relacdo com o paralelismo com uma das geratrizes do cone.

Questao 5

A presente questdo tinha como objetivo a identificacdo das relagcdes entre os ele-
mentos da representacao grafica e os da representacao algébrica (equacéao reduzida) da
hipérbole. No entanto, a partir de uma avaliagédo posterior da questao, entendemos que seria
necessario discussdes prévias que dessem suporte a compreensao de tais relagoes. Nesse
caso, em uma versao posterior da atividade é necessario que se repense 0s requisitos
necessarios para a compreensao das relagdes das variaveis visuais e unidades simbdlicas
da hipérbole.

No que se refere a resposta dos participantes, os relatos apontam que: “percebemos
que y passou a ter dois coeficientes, e eles determinam a posi¢ao da curva cénica. Ja o X
determina o formato da curva, tendo em vista que a hipérbole tem duas curvas de mesmo
formato, guiada por um Unico valor de X.

A resposta ndao condiz com a expectativa para a questao, pois, nao identifica as
unidades de sentido que compdem a representacao algébrica e a representacao grafica.
Nesse sentido, a transformacao de conversao nao foi realizada.

Questao 6

No ambito desta questao, pretendeu-se propiciar uma reflexao sobre as relagées
estabelecidas entre a representacao algébrica (equagao quadratica na forma geral) e os
seus respectivos coeficientes. Os licenciando sao solicitados a observar a equacao e os
coeficientes de cada curva cdnica obtida, destacando quais as condicées necessérias para
obter cada uma delas através da equacéao geral. A experimentacao através do software
oferece condic¢des visuais para a observagao dinamica de tais transformagoes.

De acordo com o relato dos sujeitos, alguns pontos permaneceram contantes nas trés
cbnicas, porém: “na elipse, percebemos a presenca do coeficiente C, na parabola percebe-
se a presenga do coeficiente E, enquanto que na hipérbole percebemos a presencga tanto
de C quantode E”

Com relacao aos requisitos para a obtengao de cada curva, os sujeitos apontaram
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0s seguintes:

Para a obter uma elipse:

(ax®)+(Ay?) + (-B)=0

“No qual B tem que ser menos que 0” (P1 e P2)

Para obter uma parabola

(ax?) +(by)+(-c) =0

No qual C tem que ser menor que 0.

Para obter uma hipérbole

(ax?)+(by?)+(cy)+(d)=0

Apesar de haver algumas indicagdes pertinentes na indicagao dos alunos, tal como
o0 mesmo sinal dos coeficientes de X2 e Y2 para obtengao da curva. A conjectura generaliza
sem estender as justificativas os requisitos para a identificacdo das curvas na equacao
quadratica geral. Como indicamos na analise do primeiro grupo, tomamos como base 0s
seguintes requisitos:

No caso de elipse: os sinais dos coeficientes de X2 e Y2 devem ser iguais.

No caso da parabola: apenas um termo devera ser quadratico.

No caso de hipérbole: Os sinais dos coeficientes quadraticos precisam ser opostos.

Questao 7

Na presente questao € solicitado aos sujeitos a representagao algébrica (equacao
reduzida) de uma elipse a partir do fornecimento dos seus coeficientes.

Para tanto, é exigida uma compreensao prévia dos tratamentos relacionados aos
coeficientes, sabendo diferenciar A2e A e B2 e B.

Ao mobilizarem seus conhecimentos para a resolugao da questao, os alunos chega-
ram a seguinte conclusao:

No momento em que os alunos refletiam, houve a orientagdo de uma nova observa-
¢ao nas representagdes do software no que se diz respeito a da correspondéncia existente
entre os coeficientes (unidades simbolicas) e variaveis visuais da representagéo grafica.
Embora as orientagdes e as observacgoes das simulagdes no software objetivassem favore-
cer a compreensao dos sujeitos, eles acabaram por nao realizarem o tratamento necessario
para a posterior formacao da equacao. Acreditamos que o fornecimento do coeficiente C
na questao se configurou como um obstaculo, pois, ndo houve um momento de reflexao
nas questdes anteriores que tratassem desse coeficiente relacionado-o com a equagéo
reduzida. Além disso, a questao solicitava que os licenciandos obtivessem tal equac¢ao no
software, no entanto, a equacéao reduzida nao especifica o coeficiente C.

Questao 8

Na oitava questdo, os alunos eram levados a realizar uma conversao entre o registro
de representacao algébrica e o registro de representacao grafica através do fornecimento
dos coeficientes a?= 1,39 e b?=3,12. A resposta para tal questdo demanda a compreensao
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da correspondéncia entre as variaveis visuais da representacao grafica e das unidades
simbdlicas da representagdo. Sem tal compreensao o aluno dificilmente conseguira realizar
a conversao.

A resposta dos sujeitos ndo atendeu as expectativas elencadas na pesquisa. O risco
da nao realizacao da conversao era alto, pois, na questao anterior a dupla demonstrou a
nao compreensao sobre tais elementos.

Registro dos sujeitos P1 e P2

x? )’2 —
1,17+ 1,76 =1

Questao 9

Como ja dito anteriormente, o0 objetivo da nona questdao era novamente propiciar
uma reflexao sobre a propriedade dos focos proposto por Dandelin. Além de provocar uma
percepcao em relacao as demais representacoes.

Na resposta as alternativas os sujeitos apontaram que a partir da movimentagéao do
plano, a posicao de F2 se altera. No entanto, diferente da resposta dada na primeira etapa
do experimento que refletia sobre a mesma propriedade, os licenciados apontaram que: “o
ponto F2 é a intersecdo entre o plano de corte e a esfera inscrita no cone”. Nesse sentido, 0
objetivo de propiciar a percepgao da propriedade foi alcangado. Apontamos, mais uma vez,
que a simulacao da representacao figural espacial e suas transformacdes se configuraram
como essenciais para a percepc¢ao de tais propriedades.

6.3 Discussoes dos resultados

Os resultados apontam para a necessidade de aprimorar a sequéncia de atividades
no que se refere ao favorecimento da percepgéo dos alunos em relagao aos tratamentos
efetuados no ambito do registro algébrico. A dificuldade inerente as transformagdes por
tratamento dentro desse registro foi citada por Siqueira (2019) como resultado da sua revisao
de literatura. A abstragao relacionada ao trabalho como a algebra pode estar associada a
tal dificuldade, assim como a propria organizacao dos processos de ensino-aprendizagem
que, de modo geral, acabam privilegiando o enfoque algébrico, sem, no entanto provocar a
reflexdo sobre os elementos que o compde, ocasionando assim na falta de sentido para o
aluno. A ndo coordenacéo entre o registro algébrico com o geométrico também pode ter
uma enorme relacdo com este fator, uma vez que, € através da coordenacao que o aluno
compreende as unidades de sentido das representacoes.

A sequéncia de atividades também necessita de uma adaptacado no que tange ao
enunciado de algumas questdes. E através deles que os alunos entendem a mensagem que
se quer passar com a figura indicada, sendo, portanto, fundamental elaborar de forma bem
estruturada o discurso que estara associado a representacao figura, pois, isto determinara
a interpretacao do aluno sobre a questao.
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E importante ressaltar que este trabalho ao mesmo tempo, que pretendia favorecer os
gestos cognitivos dos alunos, objetivava propiciar a percepcao de algumas propriedades e
conceitos das curvas conicas. Nesse sentido, acreditamos que ha uma relagao estabelecida
entre os gestos cognitivos e a percepgao das propriedades inerentes a cada representacao,
no entanto, compreendemos a diferenciacdo que se da entre o trabalho cognitivo e o
trabalho matematico. Por isso, entendemos ser necessario um estudo mais aprofundado
para o desenvolvimento ou adaptac¢ao das situacdes de aprendizagem que privilegiem a
coordenacao entre os registros de representacdo dessas curvas, tendo como recurso o
software Conics Studium 3D.

No que se refere as potencialidades do Conics Studium 3D, observou-se que a
possibilidade de simular a representacao figural espacial e suas transformacées foram um
diferencial na compreenséo da propriedade proposta por Dandelin, na percepc¢ao da for-
macao das diretrizes, assim como nas transformacgdes pertinentes a mesma por meio de
rotacdo e translacao. Sobretudo, a articulagcao dos registros semibticos dinamicos se carac-
terizam como fundamentais na coordenacao entre os registros representacao grafica e os
registros de representacao algébrica, contribuindo diretamente na percep¢ao das unidades
de sentido de cada representacéo.

No que tange aos pontos que poderiam ser melhorados, temos fatores como a
implementagcéo da nogéao de excentricidade, manipulagéo direta nas representacdes, Nogao
de lugar geométrico, inclusao da circunferéncia como curva cénica, inclusao de um controle
deslizante que suponha a obtencao de todas as curvas simultaneamente e maior fluidez no
tempo das transformag¢des ao movimentar os controles deslizantes, mais especificamente
no que se diz respeito as representagdes algébricas que se encontram no painel de controle.
A implementagdo de um quadro contendo os coeficientes da equagédo quadratica reduzida
também seria interessante na distingao dos coeficientes da equacgéo quadratica geral.

De modo geral, compreende-se que a sequéncia de atividades articulada com o
Conics Studium 3D contribui para a compreensao dos alunos em relagao as curvas conicas.
O aporte propiciado pelo programa foi um diferencial na possivel distingdo entre o objeto e a
sua representacao e na articulagdo dindmica entre as representagcdes que ocorre de modo
diferente dos ambientes nao dindmicos. Por fim, as interagdes com o software articulado
com as questdes propostas na sequéncia de atividades permitiram a construcéo de sentido
nos sujeitos da pesquisa.
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7 CONSIDERAGCOES FINAIS

Uma consistente construcao do conhecimento supde em dar sentido ao aluno para
os objetos que estao sendo trabalhados e transformados. Partindo deste pressuposto, o
presente trabalhou buscou fortalecer a ideia de que o trabalho com a matematica demanda
muito mais do que a mera aplicagao de formulas para a resolucao de questdes, exigindo
a criacao de situacdes que explorem a coordenacao entre as representacoées dos objetos
matematicos, mais especificamente no que se diz respeito as curvas conicas. O favoreci-
mento de tais articulagbes permitira ao sujeito, o reconhecimento das propriedades que
transparecem em cada representagcdo do objeto, assim como as relacées que se estabele-
cem entre elas. Ressaltamos que, diferente dos apontamentos da literatura que indicam o
foco no trabalho com a representacao algébrica em detrimento das outras, o nosso trabalho
buscou privilegiar todas as representacoes.

Nesse sentido, buscou-se a criagdo de situagdes, com o auxilio do Conics Stu-
dium 3D, que favorecessem o reconhecimento das unidades de sentido que compdem as
representacdes das curvas cOnicas através da coordenacao entre as mesmas. As articu-
lagbes dindmicas oferecidas pelo software favoreceram o reconhecimento das unidades
de sentido, das diferentes representagdes que uma mesma curva pode ter, assim como
as transformacoes que elas podem sofrer a partir das mudancgas na representacéo figural
espacial.

Entendemos, que de certa maneira, as conversdes realizadas pelos alunos sem a
utilizacao do software acontecem de maneira diferente, devido ao ndo acesso dos registros
semioticos dinamicos. Enquanto que o aluno ao utilizar o software como recurso observa
as transformagdes e conjectura sobre elas coordenando suas unidades de sentido, as
conversdes sem tal auxilio sdo puramente mentais através dos registros nao dinamicos.

O dinamismo das simulacdes experenciadas pelos sujeitos tiveram uma possivel
influéncia na producéao de sentido sobre as representacdes do objeto mateméatico estudado
e ainda na construcéo de uma compreensao, sob o ponto de vista da analise matematica,
conceitual das propriedades.

No mesmo sentido, compreendemos que os tratamentos figurais, mais especifica-
mente a apreensao perceptiva e operatoria também ocorrem de maneira diferente, pois, 0s
alunos acessam as transformagdes de maneira din@mica a partir do software, diferente do
que aconteceria com recursos nao dinamicos.

Assim, compreendemos que a influéncia dos registros dindmicos de representacao
podem se caracterizar como um importante recurso na percepg¢ao e na coordenagao dos
registros de representacdao semiotica dos objetos matematicos. Portanto, € necessario
avaliar com mais profundidade, em trabalhos futuros, as conversdes com o recurso dos
registros dinamicos e as sem o recurso dos registros dinamicos.

Uma consistente construcdo do conhecimento supde em dar sentido ao aluno para
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0s objetos que estdo sendo trabalhados e transformados. Partindo deste pressuposto, o
presente trabalhou buscou fortalecer a ideia de que o trabalho com a matemética demanda
muito mais do que a mera aplicacao de formulas para a resolugao de questdes, exigindo
a criacao de situacdes que explorem a coordenacao entre as representacoes dos objetos
matematicos, mais especificamente no que se diz respeito as curvas cbnicas. O favoreci-
mento de tais articulagcbes permitira ao sujeito, o reconhecimento das propriedades que
transparecem em cada representagao do objeto, assim como as relagbes que se estabele-
cem entre elas. Ressaltamos que, diferente dos apontamentos da literatura que indicam o
foco no trabalho com a representacao algébrica em detrimento das outras, o nosso trabalho
buscou privilegiar todas as representagoes.

Nesse sentido, buscou-se a criagao de situagdes, com o auxilio do Conics Stu-
dium 3D, que favorecessem o reconhecimento das unidades de sentido que compbem as
representagdes das curvas cbnicas através da coordenacao entre as mesmas. As articu-
lagbes dindmicas oferecidas pelo software favoreceram o reconhecimento das unidades
de sentido, das diferentes representacdes que uma mesma curva pode ter, assim como
as transformacoes que elas podem sofrer a partir das mudancgas na representacéo figural
espacial.

Entendemos, que de certa maneira, as conversdes realizadas pelos alunos sem a
utilizagédo do software acontecem de maneira diferente, devido ao ndo acesso dos registros
semiédticos dindmicos. Enquanto que o aluno ao utilizar o software como recurso observa
as transformacdes e conjectura sobre elas coordenando suas unidades de sentido. As
conversfes sem tal auxilio sdo puramente mentais através dos registros nao dinamicos.

No que tange a compreensao das representagdes algébricas, o aspecto simulativo
do Conics Studium 3D articulado com a sequéncia de atividades favoreceu a percepcao
das condi¢cbes necessérias para identificacdo das curvas através da sua equacgéao geral.

O dinamismo das simulagdes experienciadas pelos sujeitos tiveram uma possivel
influéncia na produgao de sentido sobre as representacdes do objeto matematico estudado
e ainda na construcdo de uma compreensao, do ponto de vista da analise matematica,
conceitual das propriedades.

No mesmo sentido, compreendemos que os tratamentos figurais, mais especifica-
mente a apreensao perceptiva e operatéria também ocorrem de maneira diferente, pois, os
alunos acessam as transformacdes de maneira dindmica a partir do software, diferente do
que aconteceria com recursos nao dindmicos.

Assim, compreendemos que a influéncia dos registros dinamicos de representagéao
podem se caracterizar como um importante recurso na percepg¢ao e na coordenagao dos
registros de representacao semiotica dos objetos matematicos.

Portanto, é necessario avaliar com mais profundidade, em trabalhos futuros, as
conversdes com 0O recurso dos registros dindmicos e as sem o recurso dos registros
dindmicos.
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Quadro 4 — Programa da disciplina de geometria grafica bidimensional do curso de licenciatura em expresséao

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR
TIPO DE COMPONENTE (Margue um X na opgio)

grafica

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSING

[F]) cisceina [ ) Priscs du Erare
[ aswidace compiementar ] Méouc
[Jmenogeata [ racaine o Gracusgdo
STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgio)
[ csmaarime [Je=mvo [Jermwme
DADOS DO COMPONENTE
Camga Heorina Semaral
o i = = P de Srédeos € H Gichal | Periodo
Tedrica Pratica

EG 440 GEOMETRIA GRAFICA BIDIMENSIONAL 30 &0 4 ] e

Ped-reguiniton | Co-Ruiston q.,?:u:.m o |
EMENTA

Mermas gerais do desenho técnico - Fundamentos da Geometria Euclidiana - Estudo das figuras geométricas: linhas retas,
poligones, conicas, espirais, curvas ciclicas - Propriedades méfricas e posicionais dos poligonos convexos em geral &
particularmenta dos tidngulos e quadriliteras. Propriedades decorrentes da regularidade dos poligones. Verficagdo grafica de
propriedades. Problemas graficos de construcao da poligonos, com solucdes discutidas. As curvas planas. Cancepcao geomatrica
& construglo de lugares geométricos planes. Estudo de tangéncla e sua aplicagio na construgio de linhas concordantes

DEJETIVD (3) DO COMPOMNENTE

1. Conhacer os elementos geomeétricos:

2. Distinguir as principais formas geométricas:

1. Desenvolver no aluno as seguintes habilidades: concentracBo, interesse pela geometria grafica, entendimento das figuras
geométricas (linhas retas, poligonoes, cdnicas, espirais, curvas ciclicas), capacitar o alung na utilizacio dos instrumentos de
desenho,

4. Demonstrar 0% processos de construcan das formas planas com uso dos mstrumeantos,

5. Aumentar a capacidade de abstragdo e visualizaclo espacial.

BETODOLOGA

Aulas expositivas com a utilizacde de guadro, marcador da quadro branco, shides @ modeles didaticos (concretes e simulados por
computadores)
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AVALIACED

Serd realizado com base nos seguintes critérios:

+ MNas unidades: média ponderada dos exercicios + avaliagio da unidade,
+ Media geral média aritmélica das 3 unidades.

CONTEUDO PROGRAMATICO

1. Fundamentes da geomelria euclidiana: geomelria pré-suclidiana; principios dos elementos de Euclides, stapas do
raciocinio Euclidiano;

2 Estudo das figuras geométricas: linhas retas: propriedade de posicdo (perpendiculares, obliquas, paralelas), distancia,
linhas proporcionais; tridngulas, quadrilateros, poligonos em geral, casos de congruéncia @ semelhanca, retas particulares,
relacbes numéricas, razdio durea;

3 Dados métricos @ posicionais, explicitos ou implicitos, simples ou compostos, necessdrios para a determinagio grafica de
poligonos de n lados; dados independentes e dados inter-relacionados; limites de variacio de cada dado em fungdo dos
demais; compatibilizagdio (n® de solugbes); circunferéncia e demais curvas cdnicas: arco e corda, medida dos dngulos,
dngulo inscrito, medida de uma circunferéncia, célculo de pi, eixo radical, fracado da elipse, pardbola e hipérbole,
Propriedades comuns e particulares do circulo, da elipse, da pardbola e da hipérbole que permitem sem tracado quando
conhecidos seus elementos métricos e posicionais. Tragado de tangenfes e normais as chnicas e aplicacdo de arcos
concordantes dessas curvas, entre si @ com segmentos de reta, na composiclo de curvas graficas usadas na tecnologia e
nas artes visuais, poténcia de um ponto em relacao com uma circunferénoia; espirais, volutas, conchdides e cissdides,
curvas ciclicas; cicléide, epicicldide e hipocicldide, casos degenerados;

4. Resolugdo de problemas de construcdo de figuras geomélricas: lugares geométrices (definiclio & conceito), propriedades
lineares & angulares, lugares geométricos na construcdo de figuras, as figuras geométricas coma lugares geomeétricos
na resolucdo de problemas, peor igualdade e semelhanca: construcdo de figuras por simetria, rotacdo, translacdo,
transformacdo @ homotetia. As transformacbes geométricas na resolucdo de problemas.

BIBLICGRAFIA BASICA

1. CARVALHO, Benjamin de A Desenho Geométrico. 3. ed. Rio de Janeiro: Ao Livro Técnico, 1959,
2 FGM Exercices de géométrie. 6* edition. Paris: Gabay, 1991,

3 MACHADO, Ardevan. Geometria Descritiva: nocdes fundamentais para uso dos alunos do curso cientifico e dos candidatos
as Escolas Superiores, teoria & exercicios. S&o0 Paulo: Ed. Macional, 1567

BIELICGRAFIA COMPLEMENTAR

1. CARRAL M. Geometria. Paris: Editions Ellipse, 1995,

2 CHAPUT, Frére Ignace Elementos de geometria descritiva com numerosos exercicios Rio de Janeiro: F. Briguiet & Cia
1957,

3. LEBESGUES, H. Legons sur les constructions géomeétriques. Paris: Gabay, 1967.
4. ROUCHE, E.; COMBERQUSSE, C. Traité de géométrie. 7° edition. Paris: Gauthier - Villars, 1946

5 SAMNCHEZ, Marmaol L.; PFEREZ, Beato M. Geometria métrica, proyectiva y sistemas de representacion. Vol | e ll, 2* ed.
Madri: SAETA, 1947

DEPARTAMENTO A QUE PERTENCE O COMPCOMENTE HOMOLOGADD PELC COLEGIADO DE CUR

=]

Departamento de Express3o Grifica Licenciatura em Expressio Grafica
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Quadro 5 — Programa da disciplina de geometria analitica do curso de licenciatura em expressao grafica

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINOD

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR
TIPO DE COMPONENTE {Margue um X na opgho)

E Chpcpine D Prisca gu Eneing
Dmﬂ EOEhE L Dl.muu
[ IMenoerats [ Trasans ce Gracagia
STATUS DO COMPONENTE (Margue um X na opgao]
[E] carsserdmc [Jeemrin [Jormarme
DADGS DO COMPONENTE
Sarga Hgrira Semanal
Cisips Fiosa — - HE. da Crboitea L. H. Cloal Pariotis
Tedrica Prética
EG 442 GEOMETRIA ANALITICA 45 0 3 45 .o
Pri-reguinion » MATEMATIZL APLIZADA Eo-Beguinicn “11.-':4“ o
EMENTA
Velores no planc & no espaco, dlgebra vetorial, produto escalar, produio misto. Coordenadas canesianas no plano, reta,
circunferéncia, cinicas e regifes planas. Coordenadas polares. Represantacdo grafica e lugares geométricos. Transformacies
Enaares

CBUETRO (8 DO SOMPOMENTE

Parceber & compreender o relacionaments entre as representacles graficas dos objebos geométricos & Suas represenlaches
analiticas, além de dessnvolver a capacidade de formulacBoe e interpretacio de silvaches, presentes no curso de Licenciatura em

Expressio Grafica, a partir da abordagem da geomertia analitica

METODOLOGW

0 contedda programatico sera abordado atraves de aulas axpositivas dialogadas @ de sessao de exercicios @ resolucio da
problemas

AALACAD

Serlo realizadas duas provas escritas, A média da discipling consistird da média aritmélica das duas provas
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CONTEUDO PROGRAMATICD

. Vetoras geométricos, definiches;

Moctes de geometria analitica: Descartes @ Fermat inventam a geometria analitica, principios:
. Sistemas de coordenados & base de vetores;

Ponto médio, disténcia entre pontos, comprimentos;

Equacdo dareta, distdncia entre ponto e reta;

Equactes das circunferéncia, distincia de um ponto a uma circunferéncia;

Principio da mudanca de sistema de coordenadas;

Tranformactes geomeétricas no plano;

Equacies das cinicas: elipse, parabola e hipérbole, distdncia de um ponto a uma cdnica;

. Coordenadas no espaco, coordenadas de pontos, equacéo de reta & plano, equacio da esfera.

SOOI

-

BIBLIOGRAFIA BASICA

1. BALDIN ¥. ¥ SAITO Futura Y. K. Geomedtria Analitica para todos. 5ao Carles: EDUFSCAR, 2012,
2. BOLDRINI, J.L.; COSTA, S1.R.; FIGUEIREDO, V.L.; WETZLER, H.G. .ﬁlgebra Linear. 30 Paulo: Harbra, 1986.
3. VENTURI, Jacir J. Algebra Vetorial e Geometria Analitica. Curitiba: Artes Graficas e Editora Unificado, 5. d

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

1. LEHMANM, Charles H Geometria Analitica. México: Hispoano-Américas, 1553
2. LIMA, Elon Lages. Geometria Analitica e Algebra Linear. Rio de Janeiro: IMPA, 2010.
3.REIS, G.L, SILVA, vV Geomelria Analitica. 2* ed. Rio de Janedro: LCT, 1966.

4. SANTOS, Reginaldo. Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear. Belo Horizonte: Imprensa Universitiria da UFMG,
2009

5 WEXLER, Charles. Analytic geometry: a vector approach. Addison Wesley 1964,

DEPARTAMENTO A QUE PERTENCE O COMPONENTE HOMOLOGADO PELO COLEGIADD DE CURSD
Departamento de Expresséo Grafica | [ Licenciatura em Expressao Grafica

ASSINATURA DO CHEFE DO DEPARTAMENTO AZBINATURA DD COORDENADOR DO CURSD
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Quadro 6 — Programa da disciplina de geometria grafica tridimensional 11l do curso de licenciatura em

expressao grafica

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINO

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR
TIPO DE COMPONENTE (Margue um X na opgio)

Cl-lc,nlnl :lﬂrhcaﬂtE":ﬂo
:Iﬁwcldl COMmpsEmEnkET |:||.I|':-mo
:Ih'hr'n-g-nl |:| Trabalhc de Graduagio

STATUS DO COMPONENTE (Margue um X na clp;&u]
CARIGATORIO [Jeemve [Jeopmamiie
DADOS DO COMPONENTE

Canga Hardria Semanal
Ceelipn Mg o — N, g Cridineg C. H, Gibal Paeioda
Tedrica Pratica

EG 467 | GEOMETRIA GRAFICA TRIDIMENSIONAL 3 30 60 4 90 4°

Bri-requisitos " ﬁgﬁ?ﬁ;&i‘iﬁlc‘“ Co-Requistos H'?:",:m a
EMENTA

desenvolvimento, obtendo delas segdes planas ¢ intersecdes, com aplicagdes & tangencia & concordancia

Representacdo de curvas espaciais e superficies caracterizadas por malhas bidirecionais. Representaco grafica por projecies e

QBJETVD (S) DO COMPOMNENTE

2 Trabalhar a visualizagio espacial de modo sistematico;

coma, dreas sombreadas e planificagdes.

1. Compreender e conjecturar sobre a formacdo das superficies curvas e as secbes e intersecies nelas sofridas,

3. Aplicar operacbes geométricas para a obtencdo das representacles das superficies curvas a serem esludadas. assim

METODOLOGLA

1. Aulas expositivas com a utilizac3o de recursos plurisensoriais,
modelagem tridimensional;

curvas.

2. Estudar a planificagio das superficies curvas desenvolviveis, visando & otimizagdo da area de recorte para a sua

3. Concluir do estudo das propriedades, as vantagens da projeclo desses sdlidos, para a obtencdo de diferentes seches e
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AMALIAGAD

Primeira unidade

= Exercicios em classe (peso 1,5)
= Projeto (fase 1) (peso 3.5)
= [Exercicio Escolar (peso 5.0)

Segunda Unidade

+ Exercicios em classe (peso 1,5)
+ Projeto (fase 2) (peso 3.5)
+ Exercicio Escolar (paso 5,0)

CONTEUDO FROGRAMATICO

» Generalidades e representacio de curvas planas: cdnicas, espirais, hélice & cicloides;

+ Supedicies: geracdo e classificacdo;

+ Superficies desenvolviveis: cones e cilindros - representacdo, sombras, secdo planas, planificacdo, plano tangente, linhas
geodésicas e intersecdo;

= Superficies reversas: hiperboloide escaleno, e paraboloide hiperbdlice. Conoide, cilindroide e helicoide (de plano e cone
diretor) - representacio, secio plana e plano tangente;

» Helicoide desenvolvivel,

= Superficies circulares de revolucio: cone, cilindro esfera, elipscide (alongado e achatada). hiperboloide (de 1 e 2 folhas),
paraboloide de revoluclo, toro circular e serpantina: representacdo. secdo plana @ plano tangente.

BIBLIDGRAFIS BASICA

1. MACHADOQ, Adervan. Geometria descritiva: teoria @ exercicios. S&o Paulo; Rio de Janeiro: McGraw- Hill do Brasil, 1976,
2 SANCHEZ-MARMOL, L. Geomatria: métrica, projectiva y sistemas de representacidn. Madri: SAETA 1947

3. RODRIGUES, Alvare José. Geometria descritiva: projefividade, curvas e superficies. Rio de Janeire: Ao Livro Técnico Lida.,
1960

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

1. CHAPUT, Frére Ignace. Elementos de geometria descritiva com numerosos exercicios. Rio de Jangire: F. Briguiet, 1957,
2 GIESECK, Frederick E. et al. Comunicagao grafica moderna. Rio Grande do Sul: Bookman, 2002,

3. FRENZEL, Louis E. Understanding Expert Systems. Indianapolis: Howard W. Sams. 1387.

4 FROST. RA_ Introduction to Knowledge Base Systems. London: Collins Professional and Technical, 1986.

5 WATT Alan H The computer image Massachusetts: Addison-Wesley, 1997

DEPARTAMENTO A QUE PERTENCE O COMFONENTE HOMOLOGADO PELD COLEGIADD DE CURSD
Departamento de Expressao Grafica [ Licenciatura em Expresséo Grafica
ASSINATURA DO CHEFE DO DEFARTARMENTD ASSINAT URA DD COURDENADOR DO CURS0

Conteddo Disciplinares



