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RESUMO

Propomos uma dinâmica de Langevin para a descrição da evolução temporal dos
tamanhos dos passos ` do movimento animal, cujo termo determinístico é uma função f(`)
enquanto o termo estocástico é descrito por um ruído branco ponderado por outra função
g(`). Assim, por meio da interpretação de Itô obtemos a correspondente equação de Fokker-
Planck, para a qual encontramos analiticamente a distribuição estacionária em diferentes
cenários, isto é, ruídos aditivos, ruídos multiplicativos lineares e não lineares, em meios
homogêneos e heterogêneos, quando uma dinâmica é também proposta para a intensidade
do ruído e uma análise por superestatística é utilizada. Além disso, via o método numérico
de Milstein, analisamos as dinâmicas que originam processos superdifusivos. Apresentamos
também um estudo de dinâmicas populacionais baseadas em recursos com duas fontes
de ruídos, para as quais resultados analíticos foram obtidos na proximidade do equilíbrio
que se mostram adequados quando a magnitude do ruído é pequena. Na sequência, temos
uma análise, no regime estacionário, da correlação entre o tamanho da população e a
quantidade de recursos disponíveis em termos das intensidades dos ruídos. Para um sistema
com um número maior de espécies e de tipos de recursos, temos uma generalização para
uma dinâmica ecológica, na qual estamos interessados nas taxas de sobrevivências das
espécies mediante a competição pelos recursos.

Palavras-chave: Dinâmica de Langevin. Equação de Fokker-Planck. Distribuição de
passos no movimento animal. Dinâmica populacional. Dinâmica ecológica



ABSTRACT

We propose a Langevin dynamics to describe the time evolution of move lengths
`, whose deterministic term is a function f(`) while the stochastic term is described by
a white noise weighted by another function g(`). So through the Itô’s interpretation we
obtain the corresponding Fokker-Planck equation, for which we obtain analytically the
stationary distribution in different scenarios, this is, additive noise, linear and non-linear
multiplicative noise, in addition to homogeneous and heterogeneous environment, for which
a dynamic is also proposed for the noise intensity and an analysis by superstatistics is
used. Furthermore, using Milstein’s numerical method, we analyze the dynamics that
originate processes superdiffusive. We also present a resource-based model for a population
dynamics with two sources of noise, for which we obtain analytical results in the vicinity
of equilibrium, which are adequate as long as the magnitude of the noise is small. Then
we have an analysis of the correlation between the size population and the amount of
resources available in terms of noise intensities. For a system with a greater number of
species and types of resources, we have a generalization for an ecological dynamic, in which
we are interested in the survival rates of species owing to competition for resources.

Keywords: Langevin dynamics. Fokker-Planck equation. Distribution of animal move
lengths. Population dynamics. Ecological dynamics
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho realizamos uma abordagem via dinâmica de Langevin para dois
problemas distintos. O primeiro refere-se às distribuições dos tamanhos dos deslocamentos
de animais, que são estudadas em função de diversas formas de mecanismos determinísticos
e efeitos aleatórios representados por ruídos brancos. O segundo refere-se, ao mesmo
formalismo de equações de Langevin, quando aplicado em alguns modelos de evolução
dos tamanhos de populações que interagem com o meio pela obtenção de recursos. A
seguir, apresentamos uma breve introdução para cada um desses temas, os quais serão
desenvolvidos em mais detalhes nos capítulos seguintes.

No capítulo 2, apresentaremos alguns métodos em processos estocásticos, como a
equação de Langevin, e o formalismo de cálculo estocástico requerido pelas interpretações
de Itô e Stratonovich na obtenção da equação de Fokker-Planck correspondente. Em
seguida, algoritmos numéricos, tais como o método de Milstein, serão apresentados, aos
quais permitem avaliar a evolução temporal da dinâmica de Langevin. Por fim, há um
pequeno comentário sobre a geração de números aleatórios a fim de obter uma distribuição
de probabilidades específica.

No capítulo 3, analisaremos algumas propostas para os termos determinísticos,
lineares e não lineares, da dinâmica de Langevin, e obteremos as distribuições dos tamanhos
de passos para estatísticas de ruídos homogêneos e heterogêneos [1].

No capítulo 4, apresentaremos a proposta por equação de Langevin aplicada a um
modelo de evolução populacional de uma espécie que interage com o meio em que vive
por meio da extração de um recurso, que assim apresentará duas fontes de ruídos, uma
para o tamanho da população e outra para a quantidade de recurso disponível. Estaremos
interessados, quando um dos ruídos for nulo, em resultados analíticos na proximidade do
equilíbrio, e, para o caso mais geral, resultados numéricos permitem analisar a correlação
entre o tamanho da população e a quantidade de recurso no limite estacionário. Em
seguida, uma generalização para um número maior de espécies e recursos será apresentada
tendo em vista a probabilidade de sobrevivência das populações [2].

1.1 Aspectos do Deslocamento Animal

O deslocamento é uma das principais componentes da dinâmica da ecologia animal.
A dinâmica animal é essencial para a maioria dos processos comportamentais fundamentais,
tais como a busca por alimentos, a fuga de predadores, ou migrações sazonais, influenciando
de forma decisiva nas ações vitais dos indivíduos, e na sobrevivência de populações inteiras.
O estudo estatístico dos padrões de deslocamento e os processos de evolução das dinâmicas
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do movimento são de grande importância para o entendimento dos seus mecanismos
básicos.

Particularmente na ecologia do movimento [3, 4], temos que, apesar das melhorias
tecnológicas e da expectativa por grandes volumes de dados de comportamentais [5], a
inerente complexidade da dinâmica do movimento animal frequentemente impede uma
compreensão maior dos processos subjacentes que a controlam [6]. É certo que o com-
portamento de qualquer ser, incluindo sua capacidade de locomoção, é uma expressão
macroscópica das suas atividades neurais. Temos aqui um processo de interação entre os
aspectos anatômicos, as funções cognitivas e o meio ambiente em que se encontra, que
ademais, envolvem uma grande quantidade de outras relações entre as espécies coabitantes,
como, por exemplo, a dispersão versus a defesa de predadores. Portanto, requer-se a análise
e o processamento de grandes volumes de dados para a obtenção de maior precisão e
resolução, para que assim um número maior de espécies e o cruzamento de informações de
várias atividades e condições seja possível. Tal que um entendimento ecológico macro, e
uma relação entre as atividades e as distribuições de probabilidades, que discutiremos a
seguir, possa ser compreendida.

Devido às novas tecnologias que facilitam a obtenção de detalhes dos movimentos
individuais nas suas diversas escalas espaciais e temporais. Existe a possibilidade da
mudança de abordagem de uma metodologia focada na descrição das regiões do espaço,
como caracterizadas por meio de densidades e fluxos de movimento, para o ponto de
visto centrado nos movimentos individuais, caracterizados, por exemplo, por velocidades
e acelerações [7]. Ainda há a falta de um paradigma unificado e derivado de primeiros
princípios que possibilite os estudos dentro de um contexto comum, com melhor clareza
da interação entre as componentes fundamentais do movimento dos seres vivos, isto é,
estados internos (porque se movem), o movimento em si (como se movem), navegação
(quando e para onde se movem) e a capacidade dos fatores externos (mudanças no meio)
de afetarem o movimento, junto às consequências ecológicas e evolucionárias (como a
própria diversidade da vida) do movimento.

No intuito de descrever o caminho percorrido como uma série de unidades menores,
a própria definição do que é um passo isoladamente sofre a influência do protocolo utilizado
durante a análise do movimento. Uma vez o tendo definido, podemos agrupar um conjunto
destes, para o qual, o objetivo para a identificação das fases do movimento durante o
qual algum objetivo é definido. Por exemplo, passos curtos podem estar associados a
uma grande disponibilidade de recursos próximos, enquanto passos maiores podem estar
associados à regiões escassas de alimentos ou mesmo à fuga de algum perigo.

Apesar de muitos seres, como as abelhas, apresentarem padrões de movimento
intermitentes (deslocamento e pausa), e portanto apresentarem tamanhos de passo bem
definido, ou por exemplo, quando analisamos apenas a profundidade de um animal marinho
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(embora movimente-se nas três dimensões), a identificação dos pontos de retorno pode
ser simplificada. Outros tantos se movimentam de maneira tortuosa e/ou contínua, nesses
casos, além da ocorrência de dados insuficientes, existem algumas dificuldades em extrair
os tamanhos de passos dos bancos de dados de rastreio [8], embora algumas melhoras
tecnológicas estejam em curso, como GPS mais preciso [9]. Neste sentido, o surgimento de
dados biológicos mais apurados, junto a avanços teóricos, devem ser o guia para a melhoria
do mapeamento de trajetórias em comprimentos de passo, fornecendo as bases para a
detecção das variações do movimento, e assim dos possíveis mecanismos comportamentais
por trás dessas escolhas [10].

Neste contexto, o desenvolvimento de uma estrutura teórica básica, que ajude na
compreensão dos padrões estatísticos do deslocamento animal é de relevante importância
para o progresso de pesquisas em buscas aleatórias. Com esta motivação, neste trabalho
consideramos uma abordagem pautada na física estatística para as funções densidade de
probabilidades características do movimento animal, mais especificamente os tamanhos dos
passos, para tal usaremos um tratamento baseado em equações diferenciais estocásticas
(equações de Langevin) e o formalismo de superestatística.

A dinâmica do movimento está intrinsecamente relacionada às distribuições de
tamanhos de passos e ângulos de viragem, os quais em trabalhos teóricos são considerados
com pouca ou nenhuma correlação [11, 12]. Todavia, existem abordagens na literatura em
que os tamanhos dos passos e os ângulos de viragem estão correlacionados, por exemplo,
em movimentos típicos de pequenos passos e grandes ângulos, alternados com grandes
passos e pequenos ângulos, que são encontrados em modelos de caminhada aleatórias em
múltiplas escalas para o movimento animal, como observado no padrão de movimento
de algumas espécies de alces quando estão em estado de acampamento ou em estado de
exploração, e apresentam, respectivamente, maior/menor persistência em manter a direção
[13]. O modo como a dinâmica de um ser desenvolve-se no tempo tem grande influência nas
suas atividades fundamentais, sendo determinante para, entre outros fatores, a capacidade
de difusão e a eficiência na busca por recursos, que pode se tornar uma questão chave
principalmente em áreas escassas em recursos [14, 15, 16].

A suposição da ausência de memória em processos Markovianos comporta algumas
evidências experimentais como o voo de algumas borboletas [17]. Entretanto, animais
respondem aos estímulos fisiológicos e a diversos estímulos do meio de várias formas, tal que
podem exibir diferentes comportamentos de movimentos. Assim, inferir padrões e dinâmicas
de movimentos a partir de séries temporais da localização dos animais, frequentemente
envolve a estimativa de parâmetros associados com diferentes tipos de atividades, que
podem exigir outras formulações como caminhadas aleatórias com alguma tendência ou
correlação [18].

Parte da complexidade envolvida no cálculo das distribuições de tamanhos de
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passos resulta da dependência das diversas motivações internas, respostas às interações
externas e outros contextos ecológicos como dispersão e exploração. Então, à parte de
experimentalmente controlar o comportamento animal, em geral torna-se difícil associar
características específicas do comportamento com alguma das distribuições de tamanhos
de passos P (`) precisamente. Em outras palavras, trata-se de como justificar do ponto
de vista teórico que uma dada P (`) (exponencial, gama ou lei de potência), extraída
de análises estatísticas ou de dados empíricos, é a adequada, com base em primeiros
princípios, às características mecanicistas do comportamento animal. Metabolismo interno
e interações com o meio dependem mais do contexto experimental dos dados que da
inferência estatística utilizada [19].

Frequentemente análises comparativas em diferentes condições podem ajudar a
entender, sem a necessidade de maiores detalhes mecanicistas, qual mecanismo é o mais
adequado, e ainda obter uma descrição conveniente do movimento animal como em
alguns modelos de velocidades correlacionadas [20]. De fato, o devido ajuste entre dados
experimentais e dinâmicas de Langevin é um desafio que permanece, e ainda requer atenção
junto ao avanço da captação de informação sobre o comportamento animal.

Considerando as dificuldades técnicas da análise dos dados experimentais para a
elaboração de uma dinâmica de Langevin a partir de uma perspectiva exclusivamente
mecânica, do ponto de vista da física estatística o problema pode ser simplificado conside-
rando o deslocamento animal como sendo governado por forças microscópicas (estímulos
estocásticos locais) sem grandes preocupações a respeito das causas comportamentais
genuínas. Neste sentido, trataremos o cálculo das distribuições P (`) com base numa
abordagem de dinâmicas de Langevin [19, 21] e no formalismo de superestatística [22, 23],
que incorporam como elementos principais o grau de não linearidade da componente
determinística do movimento e as propriedades estocásticas que regem a dinâmica dos
passos ao longo do caminho percorrido pelo animal. É importante dizer que este tipo de
abordagem, por meio da física estatística, não pretende modelar todos os mecanismos
microscópicos oriundos de cada componente responsável pela dinâmica do movimento
de uma espécie qualquer. Do mesmo modo, não há qualquer tentativa de estabelecer
uma conexão direta, por primeiros princípios, entre as características microscópicas do
comportamento animal e os parâmetros específicos das funções matemáticas utilizadas
no formalismo das equações de Langevin. Todavia, é interessante o fato de que apesar da
natural diferença das espécies de animais, a diversidade dos padrões de movimento e a
distribuição de tamanhos de passos associadas não é muito extensa.

No presente trabalho consideramos dois tipos de dinâmicas de movimento. No
primeiro caso temos que a influência estocástica na dinâmica dos tamanhos dos passos
apresenta suas propriedades estatísticas fixas por toda a trajetória do animal. No segundo
caso temos uma abordagem mais ampla em que a estatística do ruído é heterogênea, o
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que possibilita a consideração de alguma inomogeneidade do meio. Assim, por meio das
dinâmicas de Langevin propostas, é possível obter muitas das distribuições de tamanhos
de passos P (`) que são usualmente consideradas na literatura da ecologia do movimento.
Dinâmicas de movimento difusivas e superdifusivas (Lévy) aparecem neste contexto, bem
como o comportamento em múltiplas escalas [24, 25].

Naturalmente, as situações que estamos considerando não contemplam a extensão
total das possíveis dinâmicas de movimento dos animais. Por exemplo, esta abordagem de
Langevin, com evolução temporal Markoviana, não inclui modelos de caminhadas aleatórias
de tempo contínuo, que podem estar associados a voos de Lévy, ou ainda movimentos
descritos por dinâmicas de movimento Browniano fracionário [26]. Além disso, a suposição
de que os animais não guardam memória está relacionada com modelos de caminhada
aleatória Markoviana para o movimento animal, entretanto adicionar correlação entre os
passos pode ser uma medida necessária [27]. Neste sentido, modelos não Markovianos
representam uma importante classe, tipicamente gerando dinâmicas anômalas, descritas,
por exemplo, por equações de Langevin generalizadas que contabilizam memória de longo
alcance [28].

1.1.1 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite [29] é um dos principais teoremas da estatística, e
assim serve de base para justificar outros problemas em diversos ramos da ciência, como na
teoria das probabilidades. Consideremos um número arbitrário n de variáveis estocástica
independentes X1, X2, ..., Xn, cada qual sendo o resultado de um mesmo experimento
aleatório, e que assim possuem a mesma distribuição de probabilidades PX(x) para a
qual iremos supor média µ e variância σ2 finitas, como, por exemplo, nos resultados
do lançamento de um dado honesto. Estamos interessados na soma do conjunto {X},
tal que Y = X1 + X2 + ... + Xn possue média nµ e, uma vez que pares quaisquer de
variáveis (Xi, Xj) com i 6= j não são correlacionados, temos para a variância o valor
de nσ2. Por outro lado, a distribuição da média aritmética das variáveis definida como
Z = X1−〈X1〉+X2−〈X2〉+...+Xn−〈Xn〉

n
convenientemente possue média nula, entretanto tem a

sua variância reduzida, isto é, sua variância diminui com n, sendo dada por σ2/n. Portanto,
é conveniente reescalar a soma e redefiní-la para

Z = X1 − 〈X1〉+X2 − 〈X2〉+ ...+Xn − 〈Xn〉√
n

, (1.1)

que assim possui variância de valor σ2 finita para todo valor de n.

O teorema central do limite afirma que para n→∞, a distribuição de probabilidades
de Z tende a uma distribuição Gaussiana com média µ e variância σ2, iguais à distribuição
original PX(x), mesmo quando PX(x) não é Gaussiana, sendo, por exemplo, uniforme ou
exponencial, desde que seja um conjunto de variáveis aleatórias identicamente distribuídas
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que apresentem variância finita. Este resultado é o responsável pela presença constante
da distribuição Gaussiana em problemas associados com um grande número de eventos
independentes, desde um exemplo simples como a distribuição da altura das pessoas, ou
em muitos campos da física em que cálculos estatísticos ocorrem, como na física estatística
de equilíbrio.

A prova do teorema central do limite consiste em calcular a transformada de Fourier
(função característica, GX(k)) de uma distribuição arbitrária PX(x), que possua média
zero e variância σ2. Assim temos

GX(k) =
∫
dxeikxPX(x) =

∫
dx

[
1 + ikx− k2x2

2 − ik
3x3

6 + ...

]
PX(x)

= 1− 1
2k

2σ2 − ik
3

6 〈x
3〉+ ... (1.2)

A fatoração da função característica da soma Y = X1−〈X1〉+ ...+Xn−〈Xn〉 de variáveis
estatísticamente independentes é dada por

PY (y) =
∫
d(x1 − 〈x1〉)...d(xn − 〈xn〉)PX1(x1)...PXn(xn)×

×δ(y − (x1 − 〈x1〉+ ...+ xn − 〈xn〉)),

GY (k) =
∫
dyPY (y)eiky = [GX(k)]N , (1.3)

que pode assim ser resumida devido a equivalência das propriedades estatística das variáveis
Xi. Em seguida, devido à relação Z = Y/

√
n, e utilizando as propriedades de reescala das

funções características temos

GZ(k) = GY (k/
√
n) = [GX(k/

√
n)]n =

[
1− 1

2nk
2σ2 − i k3

6n
√
n
〈x3〉+ ...

]n
, (1.4)

portanto

PZ(z) = 1
2π

∫
dke−ikzGZ(k) =

[
1− 1

2nk
2σ2 − i k3

6n
√
n
〈x3〉+ ...

]n
. (1.5)

Devido ao fator oscilante e−ikz, a função entre colchetes torna-se relevante apenas nas
vizinhaças de k = 0 [30]. Então, desconsiderando os termos de ordem superior O(k3), e
utilizando a definição de função exponencial eaz = limn→∞[1 + a

n
]n, temos, no limite de

infinitas realizações do experimento n→∞, que

PZ(z) = 1
2π

∫
dke−ikze−

1
2σ

2k2 = 1√
2πσ2

e−
z2

2σ2 . (1.6)

1.1.2 Teorema Central do Limite Generalizado

Primeiramente vamos definir o conceito de distribuição estável. Uma distribuição é
estável quando uma combinação linear de duas variáveis aleatórias independentes, vindas
desta distribuição, resulta na mesma distribuição à parte da escolhas de novos parâmetros.
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Do mesmo modo, a denominação estende-se para uma variável aleatória que é dita ser
estável quando sua distribuição é estável, também conhecidas como distribuições de Lévy
alfa-estáveis [31].

A importância das distribuições de probabilidades estáveis é que estas são atra-
tores para uma soma apropriada de variáveis aleatórias independentes e identicamente
distribuídas. Em termos gerais, se, para uma escolha adequada de constantes An e Bn, a
função da distribuição referente à soma 1/Bn

∑n
j=1 xj −An converge para uma distribuição

P no limite assintótico n → ∞, onde x1, ..., xn é dado ser um conjunto de variáveis
aleatórias que possuem a mesma distribuição f , então caracteriza-se que f é atraída para
P [32]. A totalidade das distribuições que resultam em P forma o que é denominado de
domínio de atração de P . Como vimos na seção anterior, uma soma apropriadamente
normalizada, eq.(1.1), de um conjunto de variáveis aleatórias com variância finita, tende à
uma distribuição Gaussiana, eq.(1.6), quando o número de variáveis aumenta. No entanto,
sem a suposição de variância finita, o limite pode ser uma distribuição estável que não a
distribuição Normal.

Embora a função densidade de probabilidades para uma distribuição estável geral
não possua uma forma analítica, podemos partir da propriedade central G({a1x+ b1}) ∗
G({a2x+ b2}) = G(ax+ b), onde a notação utilizada refere-se à função característica de
uma nova variável aleatória obtida por uma operação linear sobre a variável inicial. Assim,
obtemos que a função característica de uma distribuição estável pode assumir, entre outras
formas possíveis, a seguinte definição [33]:

G(k;α, β, c, µ) = exp[ikµ− |ck|α(1− iβsgn(k)Φ)], (1.7)

umas das particularidades dessa definição é que assim ela não é contínua no parâmetro
α = 1, em (1.7) sgn(k) é o sinal de k, tal que o valor da função característica em algum k

é o complexo conjugado de seu valor em −k, gerando uma distribuição real. Enquanto
isso, Φ é dado, por essa definição, como

Φ =

 tan(πα2 ) ;α 6= 1
− 2
π
ln k ;α = 1

(1.8)

Os exemplos mais simples são a distribuição Gaussiana (α = 2, −1 < β < 1), a de
Cauchy (α = 1, β = 0) e a de Lévy (α = 1/2, β = 1), por serem as únicas com as formas
analíticas conhecidas, e que podem ser expressas em termos de funções elementares. Outros
exemplos são a distribuição de Landau (α = 1, β = 1) e a distribuição de Holtsmark
(α = 3/2, β = 0) que podem ser expressas em termos de funções hipergeométricas, mas que
eventualmente podem reduzir-se à funções elementares na escolha dos valores numéricos
de c e µ. Ainda temos o caso limite em que c → 0 ou α → 0, para o qual a função
característica comporta-se como G ∼ eikµ, e portanto a distribuição associada é a função
delta de Dirac P ∼ δ(x− µ).
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Uma variável estocástica é estável se sua função característica puder ser expressa
por (1.7), onde α ∈ [0, 2], β ∈ [−1, 1], c ∈]0,∞[, e µ ∈]−∞,∞[ são respectivamente os
parâmetros de estabilidade, assimetria (β = 0 representa simétria), escala, e localização.
Estes dois últimos parâmetros podem ser utilizados para definir uma nova variável y na
forma y = x−µ

c
para α 6= 1, e y = x−µ

c
− β 2

π
ln c para α = 1, tal que temos uma função

característica redefinida para G(k;α, β, 1, 0) com c = 1 e µ = 0, isto é, uma distribuição
resultante reescalada e com média nula. Devido à definição (1.7) o parâmetro µ é a média
(quando esta existe e é finita) da distribuição, µ = −iG′(k = 0) para α > 1. Assim,
desde que os parâmetros estejam dentro dos intervalos referidos, poderemos gerar funções
de distribuições válidas, ou seja, que possuam uma função distribuição acumulada real
e estritamente crescente entre 0 e 1. A fig.(1) mostra alguns exemplos de distribuições
estáveis evidenciando como a forma das curva muda com a mudança dos parâmetros α
e β. O primeiro é uma medida do quanto a distribuição esta concentrada em torno da
média, enquanto o segundo relaciona-se com o grau de assimétria.

A forma geral da função característica é justificável pois, por exemplo, a função
característica da soma de duas variável independentes e identicamente distribuídas é
o produto da função característica que as geram. Portanto, retorna uma nova função
característica com a mesma forma funcional da eq.(1.7), porém neste caso com outros
valores para µ e c.

Outra propriedade das distribuições estáveis além de serem contínuas, diferenciáveis
e unimodais, é que estas são infinitamente divisíveis, isto é, podem ser expressas como a
distribuição de probabilidades da soma de um número arbitrário de variáveis aleatórias
identicamente distribuídas, assim para qualquer n inteiro existe uma variável aleatória
definida como a soma destes n elementos capaz de gerar a distribuição P . Este conceito
está diretamente relacionado com o limite n→∞, eq.(1.6), na obtenção da distribuição
Gaussiana no teorema central do limite.

O comportamento assintótico para P (x) =
∫
dk 1

2πe
−ikxG(k) para α < 2 é dado por

[34]
P (x) ∼ 1

|x|1+α , (1.9)

esta dependência em x condiciona a variância e a média a serem infinitas para α < 2 e
α < 1 respectivamente. Podemos perceber uma dependência assintótica como uma lei de
potência na fig.(2). Nota-se que para valores de α < 2 cada vez menores, aumenta-se a
probabilidade de ocorrência de valores mais distantes da média. Além disso, podem haver
restrições quanto a extensão dos valores permitidos para x, por exemplo, para α < 1 e
β = 1 a distribuição restringe-se ao intervalo x > µ, como é o caso da distribuição de Lévy,
expressa por P (x) =

√
c

2πe
− c

2(x−µ)/(x− µ)3/2.

Com exceção do caso α = 2 (distribuição Gaussiana), distribuições estáveis são



Capítulo 1. Introdução 25

Figura 1 – Representação de algumas distribuições estáveis P (x), em (a), e de suas funções
de distribuição acumulada Q(x) ≡

∫ x
−∞ P (x′)dx′, em (b), para diferentes valores

do parâmetro de estabilidade α no caso simétrico β = 0, com parâmetro de
escala unitário c = 1, e centradas na origem µ = 0. Para as figuras (c) e (d)
temos respectivamente a distribuição e a distribuição acumulada para diferentes
valores de β com α = 1, c = 1 e µ = 0.
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leptocúrticas, isto é, apresentam a curtose maior que 3, e são classificadas como distribuições
de cauda longa, apresentando maior probabilidade na ocorrência de eventos extremos
característicos de grandes desvios em relação a média. Além disso, distribuições estáveis para
um mesmo valor do parâmetro de estabilidade α, apresentam uma forma fechada em relação
às convoluções, dado que o produto de duas funções características G1(k;α, β1, c1, µ1) e
G2(k;α, β2, c2, µ2), como apresentado na eq.(1.7), retorna outra função com a mesma
estrutura, mas com os novos parâmetros

µ = µ1 + µ2, (1.10)

|c| = (|c1|α + |c2|α) 1
α , (1.11)

β = β1|c1|α + β2|c2|α

|c1|α + |c2|α
, (1.12)

uma vez que os parâmetros originais estejam dentro dos limites corretos, o mesmo valerá
para os parâmetros resultantes dessa transformação.
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Figura 2 – Representação de algumas distribuições estáveis P (x) em escala logarítmica
para (a) diferentes valores do parâmetro de estabilidade α com β = 0, c = 1 e
µ = 0, e (b) diferentes valores de β com α = 1, c = 1 e µ = 0, quão menor o
valor de α maior a probabilidade de ocorrência de valores mais distantes do
valor médio µ = 0.

0,1 1 10 100
x

0,0001

0,001

0,01

0,1

P
(x

)

α=2

α=1.5

α=1

α=0.5

(a) distribuição

0,1 1 10 100
x

0,0001

0,001

0,01

0,1

1

P
(x

)

β=0
β=0.5
β=1

(b) distribuição

Fonte : O autor (2020)

1.1.3 Movimento Browniano

Estudos conduzidos por Robert Brown em 1827, com o auxílio de microscópios,
mostraram que pequenas partículas ejetadas por grãos de pólen adquiriam um movimento
bastante irregular quando suspensos em água. Como botânico sua justificativa inicial foi a
de supor a existência de alguma força misteriosa inerente aos seres vivos. Entretanto, a
repetição do experimento com cobre e outras substâncias inorgânicas exibiam o mesmo
comportamento aleatório, o que exigia uma explicação independente da natureza dos
materiais. Tal movimento é conhecido como movimento Browniano, embora Jan Ingenhousz
também tenha feito algumas descrições de movimento similares referentes à partículas de
carvão em álcool ainda em 1765 [35]. Na fig.(3) apresentamos uma versão numérica do
que se obtém nesse tipo de experimento.

Em 1877, Joseph Delsaux propôs que o comportamento apresentado devia-se
ao movimento térmico do líquido utilizado e não de qualquer propriedade do material
observado. No contexto histórico, a estrutura da matéria, como uma representação de
partículas discretas (teoria atômica) não era ainda um consenso, embora o conceito de
unidades submicroscópicas já houvesse dado respaldo à química na sua disposição dos
elementos em uma estrutura periódica baseada no número atômico, e à interpretação
da pressão do gás, como sendo gerada pelo impacto das partículas constituintes com as
paredes do recipiente, obedecendo as leis da mecânica na teoria cinética dos gases.

Assim, o enigma do movimento Browniano residia na assimetria das colisões
cinéticas das moléculas que compõem o fluido. Em 1888, Louis Gouy comprovou que a
velocidade do movimento Browniano era inversamente proporcional a viscosidade do fluido
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Figura 3 – Simulação numérica do que é observado em um moviento Browniano
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[36]. Uma descrição matemática satisfatória foi apresentada por Albert Einstein, onde foi
obtida uma relação entre o tamanho dos átomos e o número de Avogrado, o que além
disso, permitiu a condução de experimentos que forneciam sustentação à teoria molecular
e à física estatística, dando prova da existência dos átomos, mesmo que não pudessem ser
detectados diretamente com as tecnológicas da época.

A formulação de Einstein da teoria do movimento Browniano é baseada na conexão
entre o coeficiente de difusão e a viscosidade [37]. Sendo K a força atuando, na direção x,
sobre as partículas em suspensão contida num elemento de volume de comprimentos dx e
área de secção transversal dS, temos, pela lei de atrito viscoso de Stokes, que esta força é
dada por

K = 6πηav, (1.13)

quando as partículas forem aproximadas como pequenas esferas rígidas de raio a e veloci-
dade v, mergulhadas num fluido de viscosidade η. Por outro lado, estas se movem pelo
fluido por estarem sujeitas a um gradiente de pressão (p), assim as partículas dentro do
região dxdS sofrem cada uma força por unidade de volume dada por

∂p

∂x
= lim

∆x→0

p(x+ ∆x)− p(x)
∆x , (1.14)

o equilíbrio de forças ocorre quando K + ∂p
∂x

V
N

= 0. Aqui V
N

seria o volume médio ocupado
por cada partícula, logo

6πηav = − M

ρNA

∂p

∂x
, (1.15)

onde ρ = m
V

é a densidade de massa, M é a massa molar do soluto e NA é o número de
Avogrado (definido como o número de partículas por mol), tal que ρ = N

NA

M
V
, onde N
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é o número de partículas dentro do volume referido. Obtemos portanto da eq.(1.15) a
velocidade v das partículas. Podemos associar à esta velocidade um fluxo J de partículas
na direção x, correspondente à quantidade de massa que atravessa a secção de área dS
numa fração de tempo dt

J = ρv = − M

6πηav
∂p

∂x
, (1.16)

utilizando que a pressão osmótica comporta-se tal qual a lei dos gases ideais temos que
p = nRT

V
= RTρ

M
(n é a quantidade de mols), portanto a corrente J pode ser dada em

termos da densidade por
J = − RT

6πηaNA

∂ρ

∂x
, (1.17)

de onde deduz-se o coeficiente de difusão D, dado por

D = RT

6πηaNA

. (1.18)

Haja vista a equação de continuidade para a conservação da massa ~∇. ~J + ∂ρ
∂t

= 0, e
tratando-se do caso unidimensional e linear em que o fluxo é diretamente proporcional ao
gradiente de concentração ~J = −D~∇ρ, temos a equação de difusão dada por

∂ρ(x, t)
∂t

= D
∂2ρ(x, t)
∂x2 . (1.19)

Uma dedução também devida a Einstein [38] aborda o problema do ponto de vista
estatístico. Sendo a agitação das partículas devido ao constante movimento das moléculas
do líquido, admitimos que os movimentos destas moléculas são tão variáveis, que seu efeito
sobre a partícula suspensa pode apenas ser descrito em termos colisões estatisticamente
independentes. Assim, os deslocamentos de uma mesma molécula, em diferentes intervalos
de tempo, também são processos mutuamente independentes, desde que observados sobre
uma escala de tempo relevante.

Definimos n como o número de partículas suspensas no fluido. Em um intervalo de
tempo τ a coordenada x de cada partícula é modificada por um quantidade ∆, apresentando
valores (positivo ou negativo) de deslocamento ∆ a princípio diferentes. Assim, deve
existir uma lei de frequência φ(∆) normalizada,

∫∞
−∞ φ(∆)d∆ = 1, e de simetria esperada

φ(−∆)=φ(∆). Portanto uma fração dn = nφ(∆)d∆ de partículas experimentam uma
variação de posição entre ∆ e ∆+d∆. Espera-se que a distribuição φ(∆) decaia rapidamente,
tal que apenas pequenos deslocamento tenham probabilidades realmente consideráveis.

O objetivo é obter como o coeficiente de difusão relaciona-se com a distribuição φ.
Sendo f(x, t) (restrita ao caso que sua dependência espacial seja apenas com a coordenada
x) o número de partículas por unidade de volume no instante t. Uma correspondência
entre a distribuição das partículas num tempo posterior t+ τ , f(x, t+ τ) e inicial, f(x, t),
pode ser calculada através de

f(x, t+ τ)dx = [
∫ ∞
−∞

f(x+ ∆, t)φ(∆)d∆]dx, (1.20)
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cuja intepretação é que o número de partículas que no tempo t+ τ encontram-se numa
região cercada pelos planos x e x + dx, são aquelas cuja posição anterior eram x ± ∆
e apresentaram o deslocamento exato ∓∆ para atingir a posição x, lembramos que
φ(−∆) = φ(∆). Estas suposições baseiam-se na independência de todos os saltos ∆ da
história passada do movimento (antes de t). Sendo τ uma pequena diferença de tempo
comparada com o tempo de observação do experimento, e as variações ∆ pequenas frente
ao deslocamento total, podemos expandir em série de Taylor ambos os lados da eq.(1.20)
para

f + τ
∂f

∂t
= f

∫ ∞
−∞

φ(∆)d∆ + ∂f

∂x

∫ ∞
−∞

∆φ(∆)d∆ + ∂2f

∂x2

∫ ∞
−∞

∆2

2 φ(∆)d∆. (1.21)

Devido à simetria e à norma de φ(∆), obtemos, primeiramente definidoD = 1
τ

∫∞
−∞

∆2

2 φ(∆)d∆,
que

∂f

∂t
= D

∂2f

∂x2 , (1.22)

onde novamente temos a equação da difusão. A solução para uma única partícula, ou
um conjunto de partículas não interagentes, pode ser obtida escrevendo a eq.(1.22) no
espaço de Fourier, F (k, t) =

∫
dxeikxf(x, t). A condicão inicial de todas as partículas

encontrarem-se inicialmente na origem x = 0 proporciona o seguinte resultado

f(x, t) = 1√
π4Dt

e−x
2/4Dt. (1.23)

A fig.(4) ilustra uma solução para a equação de difusão com x(t = 0) = 0 e D = 0.5
avaliada em três tempos diferentes, de maneira analítica, eq.(1.23), e numérica através
de um sorteio de passos seguindo uma distribuição Gaussiana de média zero e variância
0.001. O resultado é uma distribuição Gaussiana cuja variância representa o deslocamento
quadrático médio. Devido a dependência linear, ao decorrer do tempo a tendência é que
as partículas difundam-se indefinidamente com

xrms =
√

2Dt. (1.24)

A fig.(5) mostra o comportamento esperado segundo esta equação para a mesma situação
descrita na fig.(4). Por fim, podemos comparar as eqs.(1.18 e 1.24) para obter o valor de
NA como

NA = RTt

3πηax2
rms

. (1.25)

Dado o tamanho da partícula a, e que determine-se o valor de xrms em um dado t

experimentalmente, torna-se plausível obter o número de Avogrado, que havia originalmente
sido concebido pela hipótese de que uma mesma quantidade de qualquer gás, à mesma
pressão e temperatura, encerra a mesma quantidade de partículas, ajudando a reforçar
a hipótese para a existência dos átomos. Por outro lado, outra relação entre o raio das
partículas a e NA também pode ser obtida por uma medição experimental da viscosidade
efetiva e da viscosidade do solvente puro.
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Figura 4 – Representação da solução da equação de difusão, eq.(1.23), com D = 0.5 para
diferentes instantes de tempo t = 0.01, t = 0.1 e t = 1. Observa-se com o
decorrer do tempo que a função f(x, t) torna-se cada vez mais espalhada pelo
eixo x. Além disso, cada curva é acompanhada de uma solução numérica (em
laranja), calculada sorteando-se o tamanho do passo ∆ como sendo um valor
gerado aleatoriamente segundo uma distribuição φ(∆) Gaussiana de média
zero e variância 0.001.
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Figura 5 – Deslocamento quadrático médio xrms para o mesmo caso descrito na fig.(4).
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Posteriormente, Paul Langevin apresentou o mesmo problema na perspectiva do que
hoje denominamos de equações diferenciais estocásticas, o que tornou a abordagem mais
simples [39, 40]. Relembrando a força de amortecimento devido à viscosidade eq.(1.13) que
atua sobre as partículas suspensas, adicionamos a esta uma força estocástica ξ(t) que atua,
por simplicidade, em uma mesma direção, mas que alterne o sentido e varie a intensidade
de uma maneira não determinada em função da resultante das inúmeras colisões sofridas
a cada instante. Assim a segunda lei de Newton, para cada uma da partículas idênticas,
pode ser escrita como

m
d2x

dt2
= −βdx

dt
+ ξ(t), (1.26)

onde β = 6πηa, m é a massa das partículas, e forças de outra natureza podem ser
desconsideradas.

Devido à maneira não trivial como a força ξ(t) modifica-se ao longo do tempo, a
forma específica de cada percurso é inviável, assim a resolução da dinâmica expressa na
eq.(1.26) não necessariamente passa pela determinação da posição instantânea x(t) das
partículas suspensas. Ao invés disso, estamos interessados em grandezas médias associadas
a variável x (denotadas por 〈.〉) realizadas sob o grande número de partículas presentes.
Devido a igual probabilidade de deslocamentos de mesmo módulo, positivos e negativos,
é esperado que o valor da posição média 〈x(t)〉 seja nulo nesse conjunto. Assim sendo,
uma propriedade de maior interesse é o deslocamento quadrático médio, 〈x2(t)〉 > 0,
representando a flutuação em torno da posição de origem.

Se multiplicarmos a eq.(1.26) por x, e utilizarmos as relações xd2x
dt2

= 1
2
d2x2

dt2
−
(
dx
dt

)2
,

dx2

dt
= 2xdx

dt
, obtemos

m

1
2
d2x2

dt2
−
(
dx

dt

)2
 = −β2

dx2

dt
+ xξ(t). (1.27)

Em seguida realizamos a média sob todas as partículas em supensão

m

1
2
d2

dt2
〈x2〉 − 〈

(
dx

dt

)2

〉

 = −β2
d

dt
〈x2〉. (1.28)

Aqui há termos constantes (m,β) frente à média, operações de derivadas temporal comun-
tam com a média, e o termo 〈xξ(t)〉 é considerado nulo sob a argumentação da natureza
randômica de todas as colisões com as moléculas do líquido. Aparentemente o caráter
estocástico é retirado da equação, mas este mantém-se no fato de só passarmos a ter acesso
às variáveis médias na equação “determinística” remanescente. A preferência por essa
apresentação é justificada quando percebemos que, devido ao princípio da equipartição da
energia que atribui 1

2kT para cada grau de liberdade, o segundo termo do lado esquerdo
da eq.(1.28) é, nesta formulação unidimensional, o dobro da energia cinética, e que no
contexto do experimento pode ser atribuída como sendo kT , onde k é a constante de
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Boltzmann e T é a temperatura absoluta em equilíbrio com o reservatório térmico (o
fluido). Temos assim

m

2
d2

dt2
〈x2〉 − kT = −β2

d

dt
〈x2〉, (1.29)

que forence uma EDO de primeira ordem na variável g = d〈x2〉
dt

com solução

d〈x2〉
dt

= 2kT
β

+ Ce−
β
m
t, (1.30)

onde C é uma constante de integração. No limite quando as partículas suspensas são cada
vez menores, isto é, m → 0, espera-se que o efeito do movimento Browniano seja mais
sentido, temos que d〈x2〉

dt
= 2kT

β
, portanto

〈x2〉 = 2kT
β

t = 2kT
6πηa. (1.31)

O mesmo resultado pode ser obtido por uma solução que desconsidere o tempo transiente
inicial tal que t� m/β, pois, devido ao decaimento exponencial, rapidamente a variável
alcança o regime estacionário. Sendo xrms = 〈x2〉 =

√
2Dt, e k = R

NA
, novamente obtemos o

coeficiente de difusão de Einstein D = RT
6πηaNA . Em 1908, J.B. Perrin conduziu experimentos

baseados na ideia básica de Robert Brown, com precisão suficiente para corroborar a
formulação matemática de Einstein e permitir uma avaliação do número de Avogrado,
fazendo parte dos fatos históricos que ajudaram a encerrar o debate sobre a existência de
átomos e moléculas.

Na abordagem de Einstein, a condição de independência entre os deslocamentos ∆
em diferentes tempos é equivalente à suposição de Langevin de que o termo 〈xξ〉 anula-se.
Em termos gerais a abordagem de Langevin é mais detalhada visto que esta possibilita
a análise da dinâmica para tempos curtos, por exemplo, no termo Ce− β

m
t, eq.(1.30), que

inicialmente não aparece na forma adotada por Einstein.

A equação (1.26), conhecida como equação de Langevin foi o primeiro exemplo de
uma equação diferencial estocástica, uma equação diferencial com um termo que varia de
modo não determinístico, e que portanto apresenta como solução uma função estocástica.
Cada solução da equação de Langevin representa uma trajetória aleatória independente,
entretanto considerações simples a respeito das flutuações ξ(t), como a descorrelação
temporal, possibilitam a obtenção de resultados práticos como o deslocamento quadrático
médio. A fig.(6) exibe como, no plano XY , a área coberta pela passagem da partícula
aumenta com o tempo, uma medida similar ao valor de 〈x2(t)〉 no caso unidimensional.

1.2 Aspectos Históricos da Dinâmica Populacional

Outro tópico referido neste trabalho é o estudo das dinâmicas populacionais. O
ano de 1798 é um marco inicial histórico devido às publicações de Thomas Malthus [41] a
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Figura 6 – Aspecto do crescimento da área coberta pela trajetória da partícula para o
mesmo caso descrito na fig.(4), que corresponde ao incremento 〈x2〉 no caso
unidimensional, para diferentes tempos, sendo (a)t=0,2, (b)t=0,4, e (c)t=1,6.
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Fonte : O autor (2020)

respeito do crescimento acelerado da população – An Essay on the Principle of Population.
A época da revolução industrial trouxe mudanças como o aumento da produção de
alimentos e melhorias nas condições sanitárias, tais eventos fizeram a taxa de mortalidade
diminuir e taxa de natalidade aumentar, acarrentando o registro de um grande crescimento
populacional no período seguinte. Uma população consiste de todos os organismos de uma
mesma espécie que vivem em uma dada região, e o estudo estatístico de populações e de
como elas variam ao longo do tempo é chamado de demografia.

Entretanto, Malthus defendia que a população mundial estava crescendo em pro-
gressão geométrica, ao passo que a produção de alimentos era mais lenta e crescia em
progressão aritmética. Assim, enquanto o crescimento populacional não fosse repensado, o
controle ocorreria mediante a escassez de alimentos. Dada a hipótese proposta por Malthus
com base nas estatísticas do seu tempo, podemos formular matematicamente que o modelo
mais simples para o crescimento populacional de uma espécie é dN/dt = rN , onde N(t) é
o tamanho da população no instante t, e r > 0 é a taxa de crescimento que engloba o saldo
positivo entre as taxas de natalidade e mortalidade. Como vemos, esse modelo conduz a
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um crescimento exponencial N = N0e
rt, onde N0 é o tamanho inicial da população (se

N0 = 0→ N(t) = 0, o que previne geração espontânea). Assim, como Malthus acreditava,
ocorreria um aumento descontrolado não houvesse algum tipo de mecanismo de oposição.

A constância do fator r implica que a quantidade de recurso disponível para cada
indivíduo permanece inalterada quando há o aumento ou mesmo a redução da população.
Naturalmente tal crescimento exponencial não pode ocorrer de maneira indefinida. Na
natureza uma superpopulação pode ser reduzida pela ação de predadores, enquanto para
a humanidade tinha-se o exemplo das guerras evitando a explosão demográfica, embora,
em último caso, a competição por alimentos sempre imporia um limite.

Para modelar os efeitos da superlotação e de recursos finitos, podemos considerar
que a taxa de crescimento per capita (dN/dt)/N decresce com o aumento da população.
Assim propomos um decréscimo linear com N como [42]

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
, (1.32)

conhecida como equação logística, que busca considerar a influência da variação do tamanho
da população na disponibilidade de recursos, embora este modelo não apresente uma
equação dinâmica independente para a quantidade de recursos. A solução para a equação
logística (1.32) é dada por

N(t) = ertKN0

K + (ert − 1)N0
, (1.33)

onde N0 = N(t = 0) é a população inicial. Para t pequeno, temos aproximadamente o caso
de crescimento exponencial anterior. Para N > K a taxa de crescimento torna-se negativa,
isto é, a taxa de mortalidade supera a de natalidade, e assim K torna-se a quantidade
máxima estável que o ambiente comporta. Tal solução foi originalmente proposta por
Verhulst [43] em 1838 para descrever o crescimento da população humana.

Equações como essas também podem ser analisadas no contexto gráfico de fluxos
unidimensionais [44], para o qual os pontos fixos são obtidos quando dN/dt = 0, de
onde obtemos, N∗ = 0 e N∗ = K, porém em termos biológicos N = 0 é um equilíbrio
instável, tal que por menor que seja, uma pequena população crescerá exponencialmente
até atingir o valor N = K. Por outro lado, uma elevação forçada de N ocasionará em
um decrescimento monótomo para o ponto estável N∗ = K, e certamente é N(t) = K no
limite assintótico t→∞.

Em resumo, as primeiras abordagens em demografia baseiam-se em modelos deter-
minísticos, desconsiderando a interação com outras espécies, e considereando apenas as
características essenciais que influenciam o tamanho da população, tais como a taxa de
reprodução e morte, mas sendo diferentes na apresentação de como se dá a relação com o
meio através de suposições simples.



Capítulo 1. Introdução 35

Além dos dados demográficos de vários países, quando as leis de crescimento foram
experimentalmente testadas em laboratórios por meio de colônias bacterianas, leveduras e
outros organismos simples mantidos em ambiente controlado, isto é, clima fixo, fornecimento
de alimento constante e ausência de predadores, as curvas obtidas apresentavam um rápido
crescimento inicial seguido por uma estabilização, sempre em forma de S como esperado
pela equação logística, gerando assim um aparente comportamento global [45].

Entretanto, análises posteriores com espécies de comportamentos mais complexos,
como mosca-das-frutas que apresentam diferentes estágios ao longo da vida, revelaram que
após o crescimento inicial a estabilidade esperada pelo modelo logístico não era atingida,
apresentando uma flutuação que não podia ser desconsiderada. Para explicar isto foram
propostos modelos com tempo retardado, como quando a taxa de reprodução depende da
geração passada. Posteriormente modelos visavam capturar as influências estocásticas do
meio para explicar a variação obtida em relação ao valor de equilíbrio previsto pela equação
logística. A princípio considerando taxas instantâneas para o saldo nascimento-morte, neste
caso aos indivíduos são atribuídas probabilidades de gerar descendente ou de morrer em
sucessivas etapas iterações [46]. Afinal, sistemas biológicos são probabilísticos, por exemplo,
há a probabilidade de uma prole ser de dois ou três filhotes, das intempéries climáticas
mudarem a quantidade de recursos disponíveis, ou ainda da eficiência dos predadores em
matar a espécie em estudo.

Os conceitos fundamentais de competição e coexistência entre as espécies tiveram
seus primeiros formalismos matemático nos trabalhos de Lotka [47] e Volterra [48], no qual
duas espécies estão competindo pela mesma fonte de alimento cuja quantidade disponível
é limitada. Assim, desconsiderando outros fatores como a predação, efeitos sazonais, e
recursos alternativos, existem apenas dois efeitos principais a serem considerados.

Cada espécie cresceria, na ausência da outra, até atingir sua capacidade máxima,
o que pode ser modelado assumindo um crescimento logístico para cada espécie, onde a
distinguibilidade das espécies faz-se presente nas diferentes taxas de reprodução. A taxa
de crescimento de cada espécie é dada por uma função linear decrescente da densidade
de ambas as espécies, e o conflito dá-se quando as espécies se encontram pela disputa de
alimento, neste caso é razoável supor que tais disputas ocorram em uma taxa proporcional
ao tamanho de cada população, e que assim influenciem a taxa de mortalidade, sendo
mais severa para a espécie mais frágil. Para um modelo simples em que há apenas duas
espécies e um recurso, mostra-se que geralmente uma espécie conduz a outra a extinção, a
generalização dessa ocorrência conduziu a interpretação biológica do princípio da exclusão
competitiva, que afirma que duas espécies competindo pelo mesmo recurso limitado
tipicamente não podem coexistir [49].

Como vimos, modelos de competição entre duas espécies são construído sobre a
equação logística de espécies isoladas, dando origem a um modelo de competição intra e
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interespecífica [50]. Apesar de sua simplicidade, modelos similares ao de Lotka-Volterra
podem exibir caos [51], e também podem ser estendidos de modo a estudar a influência de
mais espécies no processo de competição. Os modelos de competição como o de Lotka-
Volterra possuem uma natureza fenomenológica [52], que se baseia em suposições sobre as
propriedades dos recursos em disputa, de como os indivíduos das espécies competem e
eventualmente reproduzem ou morrem.

Por meio de uma abordagem microscópica para a dinâmica, trabalhos na teoria da
competição ecológica visam tornar o assunto menos fenomenológico a fim de explicitar os
mecanismos de competições entre as espécies [53] com vistas em justificativas biológicas
mais embasadas. Neste contexto, modelos mecanicistas para a competição de recursos
vinculam a evolução temporal dos recursos com a dinâmica das espécies concorrentes.
Esses modelos incluem uma dependência funcional na taxa de crescimento de cada espécie
em relação à disponibilidade de recursos. Assim, os desenvolvimentos teóricos no estudo
de modelos de competição permitem uma compreensão mais adequada da interação entre
as espécies pela concorrência de alimentos. No caso de recursos essenciais, a taxa de
crescimento específica é geralmente determinada pelo recurso mais limitador [54], sendo
seu valor melhor descrito por equações como a de Monod [55]. Uma das descobertas
mais importantes das abordagens anteriores é a formulação do princípio da exclusão
competitiva, que afirma que, em condições de equilíbrio, o número de espécies coexistentes
não pode exceder o número de recursos limitantes [56]. Apesar disso, em sistemas naturais,
especialmente em biologia aquática, o número de espécies de plâncton coexistentes muitas
vezes supera o número de recursos limitantes, aparentemente desrespeitando o princípio da
exclusão competitiva, um fenômeno conhecido como paradoxo do plâncton [57]. De fato,
o princípio da exclusão competitiva baseia-se em argumentos de equilíbrio e, portanto,
possíveis soluções do plâncton o paradoxo deve relacionar-se à persistência de condições
de não equilíbrio [58].

Flutuações e perturbações desempenham um papel fundamental na evolução e no
destino da dinâmica populacional. Apesar da importância histórica para o entendimento
dos princípios da dinâmica populacional, modelos determinísticos por vezes não se adequam
e não representam alguns aspectos de sistemas naturais, tais como a finitude do meio
e da própria população, além de pertubacões por meio de fatores externos de caráter
estocástico ou não [59], quando também nos preocupamos em avaliar a relevância destes
efeitos estocásticos na existência de estados de equilíbrio. Nesse sentido, a introdução
dos primeiros modelos estocásticos na segunda metade do século XX desencadeou o
debate sobre a necessidade dos modelos com dinâmica estocástica em detrimento dos
modelos puramente determinísticos [60]. Essa discussão está contida dentro do contexto de
processos de densidade dependente e densidade independentes [61]. O primeiro relaciona
as interações entre indivíduos e populações, enquanto o segundo está relacionado às
forças ambientais exógenas que constituem a estrututura base para o desenvolvimento da
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população. Durante as primeiras etapas deste debate a dinâmica determinística adquiriu um
papel mais proeminente. Este fato foi reforçado pela descoberta do comportamento caótico,
mesmo em modelos simples, o que levou à suposição da descrição das mudanças dinâmicas
no tamanho da população através de modelos que não incluíssem termos estocásticos.
Essa abordagem determinística baseia-se na suposição implícita de que os sistemas podem
ser separados em uma parte determinística, que captura as características essenciais do
sistema, e uma parte aleatória, mas que pode ser omitida. Ao decorrer de estudos, os
efeitos estocásticos tornaram-se componentes essenciais para a descrição de várias sistemas
[60, 62, 63]. O entendimento atual é que tanto os efeitos dependentes da densidade quanto
as flutuações estocásticas são ingredientes centrais para a descrição de muitos sistemas
[63], e suas interações podem de fato explicar muitos dos padrões observados na natureza
[64]. De fato, há vezes em que a força dos mecanismos estocásticos é comparável àqueles
vinculados a processos determinísticos [65].

A dinâmica populacional e ecológica na presença de fatores estocásticos com origens
diversas pode ser de difícil modelação, pois nem sempre é fácil separar as contribuições
de diferentes fontes de ruídos, bem como pode ser não trivial a estrutura base do próprio
comportamento determinístico [60]. Na literatura matemática, ruído é o termo aplicado
para o que obscurece a clareza de um sinal, na ecologia populacional, podemos pensar como
o que não entendemos na dinâmica populacional [66]. O ruído ambiental pode ser gerado
por uma variedade de fatores tais como efeitos climáticos, inimigos naturais, competição
interespecífica ou mudança antropogênica, que podem não estar incluídos no protocolo
determinístico. Apesar de progressos já alcançados [63], uma compreensão completa do
impacto resultante da interação entre forças determinísticas e dos inevitáveis efeitos
estocásticos requer ainda mais estudos. De fato, parte dos estudos nesta área tem como
objetivo investigar como as ações estocásticas, geralmente representadas por flutuações
nas taxas de reprodução ou mortalidade [62], determinam o destino de populações, por
exemplo, avaliando sua probabilidade de extinção ou persistência.

Assim, adiante introduzimos, inicialmente para uma espécie, um modelo populacio-
nal estocástico baseado em recursos com duas fontes distintas de ruídos, presentes, um na
taxa de mortalidade afetando diretamente a dinâmica da população, e outro na taxa de
entrada de recursos que influencia a disponibilidade de recursos. A dinâmica do modelo é
descrita por equações diferenciais estocásticas que, por meio da formulação de Langevin
adequada, permite avaliar distribuições de probabilidade do tamanho da população e da
quantidade de recursos disponíveis quando avaliadas no regime estacionário. Presume-se
que as flutuações na taxa de mortalidade e na taxa de entrada de recursos sejam não
correlacionados temporalmente e entre si, assim são considerados como ruídos brancos
Gaussianos independentes. Resultados analíticos são obtidos para a situação na qual existe
apenas uma fonte de ruído, e que mostram-se válido na proximidade do equilíbrio tão
logo a instensidade do ruído em questão não seja demasiada grande. Quando as duas
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fontes de ruídos estocásticos são consideradas de forma simultânea, soluções estacionárias
das equações diferenciais estocásticas são obtidas pelo método de Milstein. O modelo é
posteriormente generalizado para lidar com um número arbitrário de espécies e recursos,
permitindo enquadrar o problema dentro da perspectiva de dinâmicas ecológicas, para
o qual estaremos mais interessados na quantidade de espécies que sobrevivem após um
longo período de competição.

Uma ocorrência intrigante na dinâmica ecológica diz respeito à violação do princípio
da exclusão competitiva em sistemas naturais, tendo como exemplo de destaque os padrões
observados na competição de recursos pelos fitoplâncton [67, 68]. Uma possível explicação
para o chamado paradoxo do plâncton é que, devido às perturbações causadas pelo clima,
as comunidades de plâncton não estão em equilíbrio [57, 69]. Indício de que a variabilidade
devido a fatores externos é o mecanismo propulsor que aumenta os níveis de biodiversidade
para além do limite estabelecido pelo princípio da exclusão competitiva. Além disso, mesmo
assumindo um ambiente homogêneo e constante, como presumido pelo o princípio da
exclusão competitiva, oscilações caóticas podem permitir a coexistência de muitas espécies
[67]. Assim, parece razoável generalizar nossa abordagem a fim de verificar quantas espécies
podem ser mantidas sob a presença das fontes estocásticas que interferem no sistema.
Portanto, é preciso investigar se a existência de fontes estocásticas é suficiente para garantir
a violação do princípio da exclusão competitiva.
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2 MÉTODOS EM PROCESSOS ESTOCÁSTICOS

Consideramos a equação de Langevin, na forma de uma equação diferencial estocás-
tica com as propriedades do ruído branco que permitem a caracterização de um processo
como Markoviano. Na sequência, apresentamos a equação de Chapman-Kolmogorov que
relaciona as probabilidades de transição entre os possíveis estados do sistema e a forma
diferencial desta, conhecida como equação Mestra, a qual descreve a evolução temporal
das probabilidades de ocupação dos possíveis estados. Em seguida utilizaremos a expansão
de Kramers-Moyal a fim de obter uma equação diferencial de ordem finita denominada
equação de Fokker-Planck. Primeiramente, na formulação que resulta na intepretação de
Stratonovich, entretanto, discutiremos como reinterpretar a análise (necessária do ponto de
visto estocástico) para obtermos a interpretação de Itô. Por fim, discutiremos os métodos
para obter soluções numéricas para a dinâmica de Langevin e algumas técnicas para a
geração de números aleatórios.

2.1 Equação de Langevin e Equação de Fokker-Planck

A equação de Langevin é uma equação diferencial estocástica para uma variável
que pode ser escrita como [70]

dy

dt
= A(y, t) +B(y, t)ξ(t), (2.1)

o que a distingue de uma equação diferencial ordinária é o elemento ξ(t) que é dado
por um processo estocástico. Logo, conduz toda a dinâmica a ser dependente de efeitos
aleatórios, mas que na presença de propriedades bem definidas para ξ(t) pode ser tratada
numericamente ou mesmo analiticamente.

Quando ξ(t) apresenta as seguintes propriedades

〈ξ(t)〉 = 0,

〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = 2εδ(t1 − t2), (2.2)

onde o símbolo 〈.〉 designa uma média sobre várias realizações (repetições da mesma medi-
ção). Assim sendo, se ξ(t) possui média nula, variância finita, e não é autocorrelacionado
temporalmente, passa a ser denominado de ruído branco. Outra propriedade fundamental
do ruído branco é a densidade espectral constante, isto é, apresenta valores de intensidade
igualmente distribuídos no espectro de frequências, tal qual a composição da luz branca.
Pelo teorema de Wiener-Khintchine sabemos que a densidade espectral S(ω) é proporcional
à transformada de Fourier da função de correlação, isto é

S(ω) ∼ 〈ξ(ω)ξ∗(ω)〉 =
∫
eiω(t1−t2)〈ξ(t1)ξ(t2)〉dt1dt2 =

∫
eiωτ2εδ(τ)dτ = 2ε, (2.3)
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Figura 7 – Aspecto típico de um ruído branco (a) e de um ruído browniano (b).

(a) ruído branco (b) ruído marrom

Fonte : O autor (2020)

onde definimos o intervalo τ = t1 − t2 ao utilizar o resultado da eq.(2.2), de fato S é
independente de ω para este caso. Em geral, a densidade espectral é uma função da
frequência, ao que denominamos de ruído colorido.

A fim de comentar um pouco mais sobre ruídos coloridos [71], vamos analisar
brevemente o caso A(y, t) = −ay e B(y, t) = 1 na eq.(2.1). Assim

dy

dt
= −ay + ξ(t), (2.4)

por aplicação da transformada de Fourier f(ω) =
∫
dteiωtf(t) temos

y(ω) = ξ(ω)
a− iω

, (2.5)

devido à linearidade da eq.(2.4) a função densidade espectral associada a variável y, Sy(ω),
é proporcional a S(ω), de onde concluímos que

Sy(ω) = S(ω)
a2 + ω2 = 2ε

a2 + ω2 , (2.6)

é dependente de ω. Para a = 0 temos a exata dependência 1/ω2, que é um tipo de ruído
colorido construído por uma composição de ruídos brancos (como de fato a eq.(2.4) para
a = 0 caracteriza), mais comumente denominado ruído browniano ou ruído marrom. O
estudo de equações que geram os mais diversos tipos de ruídos, onde destaca-se os ruídos
do tipo 1/ω são recorrentes [72, 73]. Na fig.(7) apresentamos o aspecto típico do ruído
branco e do ruído browniano.

Além das propriedades mencionadas na eq.(2.2), se os valores em {ξ(t)} formarem
um conjunto de variáveis aleatórias identicamente distribuídas, ou seja, à parte de serem
independentes, são originárias da mesma distribuição de probabilidade, o conjunto ξ(t)
passa a ser denominado, no caso de uma distribuição gaussiana, de ruído branco gaussiano,
do mesmo modo, outras distribuições poderiam ser utilizadas. O caso gaussiano exibe
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outras propriedades, como as funções de correlação de ordem superior apresentarem
relações semelhantes as obtidas no cálculo da distribuição Normal multivariada, isto é, os
momentos ímpares de ξ(t) são nulos, enquanto os pares podem todos serem obtidos por
combinações do segundo momento utilizando o teorema de Novikov e as regras da fórmula
de Wick. Temos, por exemplo,

〈ξ(t1)ξ(t2)ξ(t3)ξ(t4)〉 = 〈ξ(t1)ξ(t2)〉〈ξ(t3)ξ(t4)〉+ 〈ξ(t1)ξ(t3)〉〈ξ(t2)ξ(t4)〉

+〈ξ(t2)ξ(t3)〉〈ξ(t1)ξ(t4)〉, (2.7)

de um modo geral, temos que computar todas as (2n)!
2nn! permutações possíveis, mas que

sempre conduzirão, segundo (2.2) a produtos de funcões delta. Assim, esse conjunto de
regras assegura a característica básica da distribuição Normal, apresentando todos os
cumulantes para além do segundo, nulos. Podemos condensar essa informação no seguinte
funcional

〈exp
[
i
∫ ∞
−∞

k(t)ξ(t)
]
〉 = exp

{
−1

2

∫ ∞
−∞

[k(t)]2
}
, (2.8)

onde k(t) é uma função arbitrária.

Resolver uma equação estocástica tal qual a equação de Langevin significa, além da
evolução temporal, determinar propriedades estatísticas como médias e variâncias. Uma vez
que se trata de uma equação diferencial de primeira ordem, um conjunto {ξ(t)} determina
de forma unívoca a solução de y(t) dada a configuração inicial y(0). Esta condição junto
às propriedades de correlação em (2.2) mostram que a probabilidade condicional em um
tempo t não é influenciada pela probabilidade condicional em tempos anteriores t′ < t,
caracterizando a solução da equação de Langevin como um processo Markoviano.

A equação de Langevin apresenta ainda as funções de caráter determinístico A(y, t)
e B(y, t), conhecidas respectivamente como termo de arraste e termo de difusão em uma
analogia feita com dinâmicas em fluidos, e com a forma mais simples da equação de
difusão, que pode ser obtidas quando associamos a equação de Langevin com a equação
de Fokker-Planck.

Para entendermos a passagem de uma equação para a outra, abordaremos alguns
conceitos simples e gerais de variáveis aleatórias e processos estocásticos [74]. Os possíveis
resultados de um experimento aleatório definem o que chamamos de espaço amostral Ω,
dependendo da natureza do sistema em análise, este pode ser discreto, finito ou infinito
(porém enumerável), ou contínuo (logo não enumerável). Um subconjunto qualquer do
espaço amostral adequadamente associado ao experimento é um evento. Segundo os
axiomas da probabilidade definidos por Kolmogorov, P é uma medida de probabilidade,
tal que P é um mapeamento em números reais da ocorrência de um evento Ai, cujos
elementos desse conjunto {Ai} atendem uma álgebra análoga à definida para vetores em
espaços vetoriais, que aplicada aos subconjuntos de Ω é denominada σ-álgebra. Assim, F é
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a σ-álgebra, e Ω é o espaço amostral que portanto deve contemplar todas as possibilidades

Ω ∈ F,

A ∈ F → Ac ∈ F,

A1, A2 ∈ F → A1 ∪ A2 ∈ F, (2.9)

onde Ac indica o complementar de A, e ∪ indica a soma ou união de eventos, notamos
que as duas primeiras condições implicam que o conjunto vazio ∅ também faz parte de F .
Assim definimos uma coleção de valores não negativos para P tal que

0 ≤ P (Ai) ≤ 1, ∀ A ∈ F,

P (Ω) = 1, (2.10)

A tripla (Ω, F, P ) define um espaço de probabilidade, além disso para eventos A1, A2...

disjuntos, isto é, quando todo par (Ai, Aj) tiver interseção nula Ai ∪ Aj = 0 para i 6= j,
devemos ter

P (UAi) =
∞∑
i=1

P (Ai), (2.11)

a adequação para modelos contínuos inicia-se pela substituição dos somatórios por integrais,
e pelo conceito de que as probabilidades não estão associadas aos valores individuais, mas
à uma gama de valores entre y e y + dy, e são dadas através de uma função densidade de
probabilidade P (y)dy com ∫

dy2P (y1, t1; y2, t2) = P (y1, t1), (2.12)∫
dy1P (y1, t1) = 1.

A primeira identidade importante para processos Markovianos é a equação de
Chapman-Kolmogorov, que relaciona as probabilidades de transição entre os possíveis
estados do sistema. Partindo da relação entre a distribuição de probabilidade conjunta
(definida como uma extensão multivariada de P (y)), e da probabilidade condicional
(definida como a razão entre a ocorrência de um evento dada uma hipótese), denotadas
respectivamente pela notação P (., .; ., .) e P (., .|., .), temos que para três estados nos
instantes t3 > t2 > t1

P (y3, t3|y2, t2; y1, t1) = P (y3, t3; y2, t2; y1, t1)
P (y2, t2; y1, t1) , (2.13)

embora P (y1, t1; ...; yn, tn) seja invariante em relação a uma permutação dos pares (yi, ti),
manteremos a convenção de organizar os tempos em ordem crescente da direita para à
esquerda, bem como para a probabilidade condicional na qual tal escolha torna-se mais
relevante por indicar o sentido da transição.
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Por tratar-se de um processo Markoviano, a probabilidade condicional P (y3, t3|
y2, t2; y1, t1) depende apenas da configuração anterior (y2, t2), então podemos rearranjar a
eq.(2.13) como

P (y3, t3; y2, t2; y1, t1) = P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2; y1, t1), (2.14)

repetindo a regra da eq.(2.13) para P (y2, t2; y1, t1) tal que

P (y2, t2; y1, t1) = P (y2, t2|y1, t1)P (y1, t1), (2.15)

obtemos
P (y3, t3; y2, t2; y1, t1) = P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1)P (y1, t1), (2.16)

a eq.(2.16) demonstra que toda a hierarquia de um processo Markoviano, ou seja qualquer
forma da probabilidade conjunta, pode ser construída pelo conhecimento da função
densidade probabilidade P (yi, ti) e das probabilidades de transições P (yi, ti|yi−1, ti−1). Na
sequência, integrando a eq.(2.16) sobre todos os possíveis valores de y2 conforme a eq.(2.12),
dividindo por P (y1, t1) e reutilizando a definição de probabilidade condicional, obtemos a
equação de Chapman-Kolmogorov

P (y3, t3|y1, t1) =
∫
dy2P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1). (2.17)

Apenas redefinindo termos na eq.(2.15) podemos escrever

P (y3, t3; y1, t1) = P (y3, t3|y1, t1)P (y1, t1). (2.18)

As eqs.(2.17 e 2.18) são próprias de processos Markovianos.

Outra identidade importante é a equação Mestra que descreve a evolução temporal
das probabilidades de ocupação dos possíveis estados do sistema. Sua forma básica é
um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem que podem ser escritas em uma
abordagem discreta como

dPi
dt

=
∑
j

MijPj, (2.19)

ondeM é uma matriz que coordena as transições, e os P ′is são as probabilidades associadas
a cada estado individual i. A seguir apresentaremos uma dedução para a versão contínua
desta equação.

Neste ponto, podemos notar algumas vantagens da equação Mestra sobre a equação
de Chapman-Kolmogorov, pois a primeira além de ser linear, lida diretamente com as
probabilidades de ocupação que são importantes do ponto de vista prático, ao passo que a
segunda é não linear, e não contém informações específicas sobre um processo Markoviano
em particular, sendo basicamente uma propriedade da solução, o que naturalmente auxilia
na identificação de um processo Markoviano, mas não necessariamente na obtenção de
uma solução.
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A equação Mestra pode ser entendida como a forma diferencial da equação de
Chapman-Kolmogorov, portanto a motivação para obtê-la é o comportamento da pro-
babilidade de transição para pequenas diferenças de tempo. Assim, vamos propor uma
expansão em potências de h ≡ ∆t de forma semelhante à série de Taylor.

P (y2, t+ h|y1, t) = α + βh+ γh2 + ..., (2.20)

vamos restringir-nos à ordem mais baixa, O(h), tal que γ e os demais coeficientes sub-
sequentes a este sejam desprezados. Para h = 0, ou seja quando ainda não há evolução
temporal no sistema, podemos inferir eliminando o tempo intermediário da equação de
Chapman-Kolmogorov (2.17) com t2 = t1 que

P (y3, t3|y1, t1) =
∫
dy2P (y3, t3|y2, t1)P (y2, t1|y1, t1), (2.21)

assim, por consistência, as probabilidades de transição são dadas por funções delta de
Dirac quando avaliadas no mesmo instante de tempo

P (y2, t1|y1, t1) = δ(y2 − y1), (2.22)

e portanto o termo de ordem O(h0) é dado por

α = δ(y2 − y1). (2.23)

A proposta para β é dada por

βh = δ(y2 − y1)[1− a0(y1, t)h] +Wt(y2|y1)h, (2.24)

onde Wt(y2|y1) é a probabilidade de transição por unidade de tempo de transitar de y1

para y2 no instante t, isto é, a taxa de transição. Trataremos todos os cálculos até ordem
h, assim, até esta ordem, a normalização tem que ser garantida∫

dy2P (y2, t+ h|y1, t) = 1, (2.25)

para tanto o termo a0(y1, t) (o número 0 é apenas um rótulo ) introduzido na eq.(2.24)
deve ser igual a

a0(y1, t) =
∫
dy2Wt(y2|y1), (2.26)

de onde concluímos que a0(y1, t)h é a probabilidade total de migrarmos do estado y1 no
intervalo de tempo entre t e t+ h para qualquer outro estado diferente y2, enquanto 1−
a0(y1, t)h é a probabilidade de permanecermos no estado incial y1 durante o mesmo intervalo
de tempo. Esta é essencialmente a ideia da proposta para β, mostrar a probabilidade de
transição como uma combinação de dois termos, sendo o primeiro nulo para y1 6= y2, o que
implica em a0(y1, t)h =

∫
dy2Wt(y2|y1)h =

∫
dy2P (y2, t+ h|y1, t) = 1 → 1− a0(y1, t)h = 0,

e o segundo nulo para y1 = y2, o que implica em Wt(y2|y1) = 0 → a0(y1, t)h = 0 e
1− a0(y1, t)h = 1.
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Voltando para a equação de Chapman-Kolmogorov e substituindo t3 por t2 + h

temos
P (y3, t2 + h|y1, t1) =

∫
dy2P (y3, t2 + h|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1), (2.27)

agora inserindo a eq.(2.20) na eq.(2.27) com α e β dados nas eqs.(2.23 e 2.24) temos

P (y3, t2 + h|y1, t1) =
∫
dy2{δ(y3 − y2)[1− a0(y2, t2)h] +Wt2(y3|y2)h}P (y2, t2, y1, t1)

P (y3, t2 + h|y1, t1) = P (y3, t2|y1, t1)− a0(y3, t2)hP (y3, t2, y1, t1)

+
∫
dy2Wt2(y3|y2)hP (y2, t2, y1, t1), (2.28)

utilizando a eq.(2.26) para substituir o valor de a0(y2, t2) e remanejando os termos da
eq.(2.28) obtemos

1
h

[P (y3, t2 + h|y1, t1)− P (y3, t2|y1, t1)] =
∫
dy2[Wt2(y3|y2)P (y2, t2, y1, t1)

−Wt2(y2|y3)P (y3, t2, y1, t1)], (2.29)

no limite h→ 0 identificamos o lado esquerdo da equação como uma derivada parcial no
tempo. Assim, escrevemos, mudando a notação para y1 → y0, t1 → t0, y3 → y, t2 → t, e
y2 → y′ que

∂

∂t
P (y, t|y0, t0) =

∫
dy′[Wt(y|y′)P (y′, t|y0, t0)−Wt(y′|y)P (y, t|y0, t0)], (2.30)

sendo esta a forma contínua para a equação Mestra dada por uma equação integro-
diferencial.

Da maneira apresentada, a equação Mestra é uma equação para a probabilidade
de transição e não para a probabilidade usual P (y, t), entretanto podemos definir P (y, t)
como

P (y, t) =
∫
dy0P (y, t|y0, t0)%(y0), (2.31)

onde %(y0) é a distribuição de probabilidades no instante t0. Assim, de forma similar ao
conceito base da equação de Champman-Kolmogorov, temos que %(y0)dy0 é a probabilidade
de estar entre y0 e y0 + dy0 no tempo t0, enquanto P (y, t|y0, t0) é a probabilidade de, uma
vez em y0, mudar para y no novo instante t, o que nos leva a somar todas as contribuições
advindas da possibilidade de, em t0, termos diferentes y0’s, mas que por construção nos
leve sempre, em termos probabilísticos, à mesma configuração (y, t). Assim, por aplicação
do operador ∂

∂t
na eq.(2.31) temos

∂

∂t
P (y, t) =

∫
dy0

[
∂

∂t
P (y, t|y0, t0)

]
%(y0), (2.32)

assim identificamos entre os colchetes a equação Mestra. Devido à linearidade da equação
definida em (2.31) podemos obter

∂

∂t
P (y, t) =

∫
dy0

[∫
dy′Wt(y|y′)P (y′, t|y0, t0)−Wt(y′|y)P (y, t|y0, t0)

]
%(y0), (2.33)
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reutilizando a definição proposta pela eq.(2.31) temos

∂

∂t
P (y, t) =

∫
dy′[Wt(y|y′)P (y′, t)−Wt(y′|y)P (y, t)]. (2.34)

Fisicamente a metodologia utilizada na eq.(2.31) corresponde a preparar o sistema em
um certo estado de não equilíbrio no instante inicial t0, e proceder com a extração de um
sub-ensemble.

Para um sistema discreto a eq.(2.34) pode ser escrita como

dPi
dt

(t) =
∑
j

Wi,jPj(t)−
∑
j

Wj,iPi(t). (2.35)

Nesta última formulação fica mais claro a propriedade chave da equação Mestra, pois
esta representa uma equação de ganhos e perdas do ponto de vista do estado i. À direita
o primeiro termo representa o ganho devido à soma de todas as transições dos outros
estados em direção ao estado i, enquanto o segundo representa a perda devido a soma
de todas as transições que partem do estado i em direção à qualquer outro estado.
Nota-se que a eq.(2.35) assegura uma permanência de estado se i = j pois a matriz de
transição Mi,j = Wi,j − δij

∑
j′Wj′,i, como definida na eq.(2.19), é nula neste caso. Por fim,

mencionamos que esta última formulação permite o estudo de soluções gerais e estacionárias
via o estudo de problemas de autovalor e autovetores, e por meio da construção de funções
geratrizes [75].

Observando a equação Mestra na sua forma contínua eq.(2.34) notamos que apesar
da linearidade em P , e de ser de primeira ordem na derivada temporal, esta é expressa
por uma integração em y de difícil acesso, não possuindo uma ordem bem definida nas
derivadas ∂

∂y
. Assim, iremos apresentar a expansão de Kramers-Moyal, cujo objetivo é

expressar a equação integro-diferencial original como uma equação diferencial de ordem
finita. Iniciamos definindo a probabilidade de transição W como uma função da amplitude
do salto (definida como r) entre duas configurações, uma inicial y e uma outra final y′, tal
que r = y − y′, assim

W (y′; r) ≡ Wt(y|y′), (2.36)

com essa mudança de variável, reescrevemos a equação Mestra como

∂

∂t
P (y, t) =

∫
drW (y − r; r)P (y − r, t)− P (y, t)

∫
drW (y;−r). (2.37)

Para melhor entedimento do cálculo podemos definir a variável auxiliar ζ(y, t) como

ζ(y, t) = W (y; r)P (y, t). (2.38)

Assim, assumindo que mudanças em y ocorram de maneira suficientemente lenta tal que
r é relativamente pequeno em relação aos valores característico de y, e que não haja
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problemas de continuidade ou diferenciação para W e P , podemos calcular a série de
Taylor correspondente à ζ como

ζ(y − r, t) = ζ(y, t) +
∞∑
m=1

(−1)mrm
m!

∂m

∂ym
ζ(y, t), (2.39)

o primeiro termo da expansão na eq.(2.39) anula o segundo termo do lado direito da
eq.(2.37). Assim, obtemos a expansão de Kramers-Moyal da equação Mestra

∂

∂t
P (y, t) =

∞∑
m=1

(−1)m
m!

∂m

∂ym
[am(y, t)P (y, t)], (2.40)

onde definimos o m-ésimo momento do salto am como

am(y, t) =
∫
drrmW (y; r), (2.41)

quando m = 0 temos o caso particular na eq.(2.26).

O teorema de Pawula [76] assegura que para obtermos uma probabilidade sempre
positiva como solução da equação Mestra, a expansão de Kramers-Moyal, eq.(2.40), deve
ser truncada até o primeiro termo ou até o segundo, do contrário esta expansão deverá
ter um número infinito de termos. Quando o m-ésimo termo da expansão é nulo ou seja
desconsiderado para m > 3 tal que am(y, t) = 0, obtemos

∂

∂t
P (y, t) = − ∂

∂y
[a1P (y, t)] + 1

2
∂

∂y2 [a2(y, t)P (y, t)]. (2.42)

Assim, passamos a denominá-la equação de Fokker-Planck. Naturalmente como toda
expansão que envolve uma aproximação, devido à impossibilidade de tratar analiticamente
ou numericamente a equação com infintos termos, podem ocorrer situações onde seja
preferível ter a série truncada para algum m ≥ 3 para assim fornecer uma solução melhor
para o problema do que a equação de Fokker-Planck, mesmo embora ocorra a presença de
valores negativo para os primeiros valores de t na densidade de probabilidades P (y, t) [77].

A fim de calcular os momentos do salto, também podemos definir de forma equiva-
lente à eq.(2.36) que W (y; r) = W (y′|y) e y′ = y + r, assim inserindo esta informação na
eq.(2.41) obtemos

am(y, t) =
∫
dr(y′ − y)mW (y′|y), (2.43)

em seguida definimos a grandeza auxiliar Zm(y;h, t) como

Zm(y;h, t) =
∫
dy′(y′ − y)mP (y′, t+ h|y, t), (2.44)

relacionada com a média condicional de uma potência m do incremento ocorrido entre t e
t+ h quando há um deslocamento entre y e y′. Assim, também podemos escrever

Zm(y;h, t) = 〈[y(t+ h)− y(t)]m]〉y(t)=y . (2.45)
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Então utilizando a expansão da probabilidade de transição para pequenos intervalos de
tempo dadas por (2.24, 2.23, 2.20) temos em (2.44) que

Zm(y;h, t) =
∫
dy′(y′ − y)m{δ(y′ − y) + δ(y′ − y)[1− a0(y, t)h] +W (y′|y)h}

= h
∫
dy′(y′ − y)mW (y′|y)

= am(y, t)h. (2.46)

Lembrando que os termos omitidos em (2.20) são de ordem superior a O(h), podemos
calcular os momentos do salto am(y, t) por meio de uma derivada da média condicional
Zm(y;h, t) como se segue

am(y, t) = ∂

∂h
Zm(y;h, t)

∣∣∣∣∣
h=0

, (2.47)

ou junto à (2.45) diretamente através do limite

am(y, t) = lim
h→0

1
h
〈[y(t+ h)− y(t)]m〉y(t)=y . (2.48)

Vamos utilizar a eq.(2.48) onde a função y(t) será dada pela dinâmica de Langevin,
para tanto integramos a eq.(2.1) entre t e t+ h

y(t+ h)− y =
∫ t+h

t
dt1A[y(t1), t1] +

∫ t+h

t
dt1B[y(t1), t1]ξ(t1), (2.49)

onde nesta notação y denota o valor inicial y(t). Na sequência expandindo as funcões
A[y(t1), t1] e B[y(t1), t1] para temos

A[y(t1), t1] = A(y, t1) + A′(y, t1)[y(t1)− y] + ...

B[y(t1), t1] = B(y, t1) +B′(y, t1)[y(t1)− y] + ... (2.50)

onde o apóstrofo denota a derivada parcial em relação a variável y avaliada no instante
inicial

A′(y, t) = ∂A

∂y

∣∣∣∣∣
y

, B′(y, t) = ∂B

∂y

∣∣∣∣∣
y

, (2.51)

assim

y(t+ h)− y =
∫ t+h

t
dt1A(y, t1) +

∫ t+h

t
dt1A

′(y, t1)[y(t1)− y] + ...

+
∫ t+h

t
dt1B(y, t1)ξ(t1) +

∫ t+h

t
dt1B

′(y, t1)[y(t1)− y]ξ(t1) + ...,

(2.52)

para calcular o termo [y(t1)− y] iteramos a eq.(2.52) tal que

y(t+ h)− y =
∫ t+h

t
dt1A(y, t1) +

∫ t+h

t
dt1A

′(y, t1)
∫ t1

t
dt2A(y, t2)

+
∫ t+h

t
dt1A

′(y, t1)
∫ t1

t
dt2B(y, t2)ξ(t2) + ...

+
∫ t+h

t
dt1B(y, t1)ξ(t1) +

∫ t+h

t
dt1B

′(y, t1)ξ(t1)
∫ t1

t
dt2A(y, t2)

+
∫ t+h

t
dt1B

′(y, t1)ξ(t1)
∫ t1

t
dt2B(y, t2)ξ(t2) + ... (2.53)
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As funcões A e B são determinísticas e portanto mantém as suas formas sobre
médias do processo de Wiener (〈...〉), enquanto o ruído obedece as propriedades estatísticas
da eq.(2.2). Assim

〈y(t+ h)− y〉 =
∫ t+h

t
dt1A(y, t1) +

∫ t+h

t
dt1A

′(y, t1)
∫ t1

t
dt2A(y, t2)

+2ε
∫ t+h

t
dt1B

′(y, t1)
∫ t1

t
dt2B(y, t2)δ(t2 − t1) + ..., (2.54)

devido a propriedade da função delta,
∫ t1
t0
dtδ(t − t0)f(t) = 1

2f(t0), e as aproximações
na forma

∫ t+h
t dt1A(y, t1) ∼= A(y, t)h,

∫ t+h
t dt1A

′(y, t1)
∫ t1
t dt2A(y, t2) ∼= A′(y, t)A(y, t)h2,

podemos utilizar a eq.(2.48) e determinar o coeficiente a1(y, t) tal que

a1(y, t) = A(y, t) + εB(y, t)∂B(y, t)
∂y

. (2.55)

Para calcular o coeficiente a2(y, t) = lim
h→0
{1
h

〈
[y(t+ h)− y(t)]2]

〉
} também não será neces-

sário computar todos os termos pois apenas um será não nulo. De onde obtemos

a2(y, t) = lim
h→0
〈
∫ t+h

t
dt1B(y, t1)ξ(t1)

∫ t+h

t
dt2B(y, t2)ξ(t2)〉

= lim
h→0

∫ t+h

t
dt1B(y, t1)

∫ t+h

t
dt2B(y, t2)2εδ(t2 − t1)

= 2εB2(y, t). (2.56)

Ao calcular os demais coeficiente para m > 3 obtemos como resposta am>3(y, t) = 0.
Por exemplo, para m = 3 podemos notar que as integrais envolvidas na obtenção de
am(y, t) são similares à forma

〈
∫ t+h

t
dt1A(y, t1)...

∫ t1

t
dt1B(y, t2)ξ(t2)...

∫ t2

t
dt2B

′(y, t3)ξ(t3)...〉, (2.57)

tal que para um número N de integrais e M ruídos, a contribuição será da ordem O(hN)
quando não houver nenhum termo de ruído, será nula para um número ímpar de ruídos,
ou será da ordem O(hN−M/2) para M par, vez que devido a eq.(2.7), a média de M/2
pares de produtos, 〈ξ(ti)ξ(tj)〉, geram essa mesma quantidade de funcões delta e reduzem
a ordem da contribuição. Assim, os termos que contriburão no limite h→ 0 serão apenas
os de ordem O(h). Então, apenas quando N = 1 + M/2 teremos uma contribuição não
nula. Além disso notamos que cada ruído acompanha uma integral, e portanto no total
existe no mínimo a mesma quantidade de integrais que de ruídos, e também há pelo menos
uma integral mesmo na ausência de ruídos, assim N > M . Para o caso m = 3 teremos
sempre uma soma envolvendo uma combinação de três elementos (repetidos ou não) da
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eq.(2.53) e as possibilidades serão as seguintes

[0, 0, 0]→ que tem no mínimo três integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 1,

[0, 1, 1]→ que tem no mínimo três integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 2,

[0, 0, 2]→ que tem no mínimo quatro integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 2,

[1, 1, 2]→ que tem no mínimo quatro integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 3,

[0, 2, 2]→ que tem no mínimo cinco integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 3,

[2, 2, 2]→ que tem no mínimo seis integrais, assim: N 6= 1 +M/2 = 4. (2.58)

A notação acima refere-se a quantidade de termos do tipo ξ(ti) que podem estar presentes
em cada um dos três elementos escolhidos da eq.(2.53). A ordenação não tem relevância, e
como explicado antes, apenas os casos que somam um número par de ruídos são levados
em consideração, tal que em nenhuma circunstância temos N = 1 + M/2 e portanto
a3(y, t) = 0.

Em resumo, o processo estocástico Markoviano descrito pela equação de Langevin
eq.(2.1), com ruído branco gaussiano, eq.(2.2), e que apresenta uma expansão de Kramers-
Moyals até segunda ordem no momento do salto, possui uma distribuição de probabilidade
obedecendo uma equação Mestra denominada equação de Fokker-Planck. Substituindo os
valores de a1(y, t) e a2(y, t), eqs.(2.55, 2.56), na eq.(2.42) temos enfim

∂

∂t
P (y, t) = − ∂

∂y
{[A(y, t) + εB(y, t)∂B(y, t)

∂y
]P (y, t)}+ ε

∂2

∂y2 [B2(y, t)P (y, t)]. (2.59)

Podemos estender a equação de Langevin em um processo multivariado caracteri-
zado pelo vetor y = (y1, y2..., yN) como

dyi
dt

= Ai(y, t) +
NL∑
k

Bi,k(y, t)ξk(t), (2.60)

onde poderiam existir NL termos de ruído ξk(t) independentes com as propriedades

〈ξk(t)〉 = 0,

〈ξk(t)ξj(t′)〉 = 2εkδk,jδ(t− t′), (2.61)

e cujos momentos de ordem maior atendem propriedades como a apresentadas na eq.(2.7).

Os expoentes da expansão de Kramers-Moyals são generalizados para

amj1,...jm(y, t) =
∫
dy’(y′j1 − yj1)...(y′jm − yjm)W (y’|y), (2.62)

e podem ser calculados através da expressão

amj1,...jm(y, t) = lim
h→0

1
h
〈
m∏
ν=1

[yjν(t+ h)− yjν(t)]〉|yk(t)=y. (2.63)



Capítulo 2. Métodos em Processos Estocásticos 51

De onde obtemos

a1
i (y, t) = Ai(y, t) +

∑
jk

εkBjk(y, t)
∂Bik(y, t)

∂yi

a2
ij(y, t) = 2

∑
k

εkBik(y, t)Bjk(y, t)

amj1,...jm(y, t) = 0, para m > 3. (2.64)

Enquanto isso a expansão de Kramers-Moyals para a equação Mestra pode ser
reescrita como

∂

∂t
P (y, t) =

∞∑
m=1

(−1)m
m!

∑
j1,...jm

∂m

∂yj1 ...∂yjm
[am(y, t)P (y, t)], (2.65)

a equação de Fokker-Planck resume-se aos dois primeiros termos. Assim, substituindo os
valores de a1 e a2 temos a equação de Fokker-Planck multivariada

∂

∂t
P = −

∑
i

∂

∂yi


Ai +

∑
jk

εkBjk
∂Bik

∂yj

P
+

∑
ij

∂2

∂yi∂yj

{[∑
k

εkBikBjk

]
P

}
(2.66)

2.2 Interpretações de Itô e Stratonovich

Para entendermos as diferenças entre as interpretações de Itô e Stratonovich é
preciso passar por alguns conceitos de cálculo estocástico [78, 79]. Iniciamos com uma
equação diferencial estocástica em uma disposição mais simples, na ausência do termo
determinístico, f(x) = 0, e com o coeficiente de difusão constante no tempo tal que

dx = g(x)dW. (2.67)

Onde x poderia ser, por exemplo, a posição de uma partícula movendo-se sobre o efeito
exclusivo de um campo aleatório representado por dW , que é o incremento de um processo
de Wiener W (t). Nesta seção, evitaremos definir dW = ξ(t)dt, embora em termos probabi-
lísticos W (t) possa ser definido de forma análoga ao ruído branco gaussiano através da
probabilidade P (W (t)),

P (W (t)) = 1√
4πεt

e−
W (t)2

4εt , (2.68)

ou seja, uma distribuição gaussiana de média zero, µ = 〈W (t)〉 = 0, e de variância 2εt,
σ =

√
〈W 2(t)〉 − 〈W (t)〉 =

√
2εt.

Entre outros propósitos, se quisermos determinar a posição x(t) através da dinâmica
na eq.(2.67) devemos realizar a integração

x(t)− x(0) =
∫ t

0
dWg(x(s))

=
∫ t

0
dW [g(x(0)) + g′(x(0))(x(s)− x(0))], (2.69)
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onde expandimos a função g(x) em torno de x(0) até primeira ordem em x, para em
seguida utilizarmos a própria equação e iterar o termo entre colchetes. Assim obtemos

x(t)− x(0) = g(x(0))W (t) + g′(x(0))
∫ t

0
dW

∫ s

0
dW (g(x(r)))

= g(x(0))W (t) + g′(x(0))
∫ t

0
dW

∫ s

0
dW (g(x(0))), (2.70)

onde aproximamos g(x(r)) pelo seu valor inicial, e assim temos

x(t)− x(0) = g(x(0))W (t) + g′(x(0))
∫ t

0
W (s)dW, (2.71)

onde destacamos com este exemplo que no contexto do cálculo estocástico é comum a
presença de integrais da forma

∫ t
0 W (s)dW .

Uma abordagem para tratar com integral que aparece na eq.(2.71) é por meio da
discretização via limite quadrático médio. Tal que∫ t

0
WdW = m.s lim

n→∞

n∑
i=1

W (t∗i )[W (ti)−W (ti−1)], (2.72)

para tanto dividimos o tempo em n subintervalos nos quais 0 = t0 < ti < tn = t, onde t0 é
o tempo inicial, t é o tempo final, e t∗i é um instante de tempo dentro de um intervalo
discretizado [ti−1, ti]. Assim, ti−1 < t∗i < ti, e t∗i = ti−1 + α(ti − ti−1) para 0 ≤ α ≤ 1. O
limite quadrático médio é definido como

m.s lim
n→∞

Xn = X ↔ lim
n→∞
〈(Xn −X)2〉 = 0, (2.73)

em outras palavras se existe o limitem.s lim
n→∞

Xn = X,X é o valor tal que lim
n→∞
〈(Xn−X)2〉 =

0. Note que podemos escrever essa última equação como

lim
n→∞

(X2 − 2〈Xn〉X + 〈X2
n〉) = 0, (2.74)

considerando o argumento desse limite com uma equação do segundo grau para X, podemos
calcular o discriminante como ∆ = 4(〈Xn〉2 − 〈X2

n〉). Uma vez que estamos interpretando
o conjunto Xn como uma variável aleatória temos que a média do quadrado é sempre
maior que o quadrado da média assim ∆ ≤ 0, porém a obtenção de um valor real, e a
consequente existência do limtie é obtida apenas para ∆ = 0. Portanto

X = lim
n→∞
〈Xn〉. (2.75)

De modo similar, se definirmos uma amostra média X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi podemos calcular o

valor esperado E(X̄) e a variância Var(X̄) como

E(X̄) = 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = E(Xi),

Var(X̄) = Var
(

1
n

n∑
i=1

Xi

)
= 1
n2Var

(
n∑
i=1

Xi

)
= 1
n2nVar(Xi) = 1

n
Var(Xi),

(2.76)
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onde a penúltima passagem é possível quando as variáveis Xi são descorrelacionadas.
Assim, no limite n→∞ teremos E(X̄) = E(Xi) e Var(X̄) = 0. Neste contexto diz-se que
existe uma convergência, em médias quadráticas, para a variável “aleatória” constante
X̄ = lim

n→∞
E(X̄) = lim

n→∞
E(Xi).

Observando as eqs.(2.72, 2.73) temos que X =
∫ t

0 WdW , Xn = ∑n
i=1W (t∗i )[W (ti)−

W (ti−1)], e então
∫ t

0
WdW = lim

n→∞
〈
n∑
i=1

W (t∗i )[W (ti)−W (ti−1)]〉. (2.77)

Alternativamente poderíamos fazer Xi = 1
n
W (t∗i )[W (ti)−W (ti−1)] onde X̄ = 1

n

∑n
i=1Xi é

o valor desejado e X̄ = lim
n→∞

E(Xi). Esta formulação pode ser entendida como uma média
sobre várias realizações do processo de Wiener haja vista a usual definição da soma de
Riemann. Afinal, diferentemente de uma equação determinística, cada realização possui
sua própria evolução e fornece um resultado diferente.

Para avaliar a integral (2.77) é preciso analisar termos como 〈W (t′)W (s′)〉. Se
s′ > t′ temos

〈W (t′)W (s′)〉 = 〈W (t′)W (s′)−W (t′)W (t′) +W (t′)W (t′)〉

= 〈W (t′)[W (s′)−W (t′)] +W (t′)W (t′)〉 = 〈W (t′)W (t′)〉,

(2.78)

onde a última igualdade se dá pois não há correlação entre o passo anterior W (t′) e o
incremento do passo posterior W (s′)−W (t′). Por outro lado, através da eq.(2.68) podemos
calcular 〈W (t′)W (t′)〉 como

〈W (t′)W (t′)〉 =
∫ W (t′)2
√

4πεt′
e−

W (t′)2
4εt′ dW = 2εt′, (2.79)

e portanto de um modo geral temos 〈W (t′)W (s′)〉 = 2ε mín(t′, s′). Voltando para a
eq.(2.77) temos

∫ t

0
WdW = lim

n→∞

n∑
i=1

[〈W (t∗i )W (ti)〉 − 〈W (t∗i )W (ti−1)]〉] ,

= 2ε
∞∑
i=1

[t∗i − ti−1] = 2ε
∞∑
i=1

[ti−1 + α(ti − ti−1)− ti−1]

= 2ε
∞∑
i=1

α(ti − ti−1) = 2εαt. (2.80)

Notamos que a eq.(2.80) apresenta uma característica contraintuitiva. O resultado
da integral depende do instante no intervalo [ti, ti−1] em que o processo W (t) é avaliado.
A princípio α pode ser qualquer valor entre 0 e 1. Entretanto, na literatura destacam-se
apenas dois valores, o cálculo de Itô onde temos α = 0, e o cálculo de Stratonovich onde
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α = 1/2. A interpretação de Stratonovich possui um correspondência direta com o cálculo
habitual, para o qual uma função contínua e diferenciável teria como resultado esperado
〈
∫ T

0 WdW 〉 = 〈12W (t)2〉 = εT .

Podemos ainda usar a ideia de discretização diretamente na eq.(2.67) e escrever
x(t) − x(0) = g(x(t∗i ))[dW (ti) − dW (ti−1)]. De certa forma essa expressão computa o
valor de x(t∗i ) usando valores de x(t) no intervalo entre ti−1 e ti, embora de fato esses
valores não sejam conhecidos ainda. Tal dificuldade não ocorre para funções contínuas,
pois no limite ti−1 → ti o valor de x(t) pode ser aproximado pela série de Taylor, e assim
x(ti) − x(ti−1) ∝ ti − ti−1. Enquanto isso, visto que na idealização de ruído branco a
correlação entre quaisquer que sejam os valores de W (t), por menor que seja a diferença
de tempo, é nula, processos estocástico permitem apenas relacionar W (ti)−W (ti−1) ∝√
ti − ti−1. A interpretação de Itô elimina essa dificuldade ao avaliar g(x) no instante ti−1

onde seu valor é conhecido, assim o cálculo é feito de forma não antecipada. Outros valores
de α, como no caso de Stratonovich, referem-se à cálculos de natureza antecipada.

Apesar das definições na eq.(2.2) não existe um processo estocástico real que de
fato apresente estas propriedades. Um ruído branco gaussiano é um objeto singular, tal
como a função delta de Dirac é uma função singular. Embora o processo de Wiener seja
ainda definido como W (t) =

∫ t
0 dt

′ξ(t′) é, entretanto, não estacionário e não diferenciável.
Os matemáticos preferem, com mais rigor, definir a função delta de Dirac como um limite
de distribuições, sua apresentação mais simples é na forma de um retângulo cuja base
tende a zero e a altura tende ao infinito, δτ (t) = 1/τ para 0 < t < τ e δτ (t) = 0 fora
desse intervalo. Bem como, se há uma correlação temporal finita τ , a densidade espectral
do ruído não pode ser de maneira irrestrita independente da frequência. A densidade
espectral deve ser nula acima de alguma frequência da ordem 1/τ , de outra maneira o
sinal carregaria energia infinita. Na física podemos imaginar o conjunto {ξ(t)} como uma
densa sucessão de pequenos pulsos de curta duração com valores positivos e negativos.

Como visto anteriormente para uma equação da forma

dx = f(x(t), t)dt+ g(x(t), t)dW, (2.81)

em que o coeficiente de difusão depende da própria variável aleatória e, sendo o ruído
ξ(t) rigorosamente δ-correlacionado, não há correlação entre dois tempos mesmo que
infinitamente subsequentes, então não podemos dizer ao certo qual o valor de t devemos
usar ao avaliar o valor da função g(x, t), o que conduz a equação ser dependente de uma
interpretação como a de Itô ou Stratonovich. Uma vez que no limite τ → 0 é incorreto
expressar Ẇ = ξ(t) como está escrito na eq.(2.1) (o ponto acima W refere-se a uma
derivada no tempo), abordaremos esta equação através da integral de Stieltjes, que é uma
generalização da integral de Riemann na qual o diferencial de integração pode ser uma
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função. Uma variação em W (t) gera o incremento w(h)

w(h) = W (t+ h)−W (t) =
∫ t+h

t
ξ(t′)dt′, (2.82)

que obedece às relações

〈w(h)〉 = 0, w(0) = 0,

〈w(h1)w(h2)〉 = 2εmín(h1, h2), (2.83)

pois w é construíndo através de uma transformação linear de ξ(t) que é distribuído segundo
uma gaussiana. Integrando a eq.(2.81) obtemos

x(t+ h) = x+
∫ t+h

t
f(x(t′), t′)dt′ +

∫ t+h

t
g(x(t′), t′)dW (t′), (2.84)

onde x = x(t). Expadindo as funções f e g em torno de x temos

x(t+ h) = x+
∫ t+h

t
[f(x(t′), t′)dt′ + g(x(t′), t′)dW (t′) + f ′(x, t′)(x(t′)− x)dt′

+g′(x, t′)(x(t′)− x)dW (t′)], (2.85)

onde f ′ = ∂f
∂x
|x=x(t). A fim de iterar o termos (x(t′)− x) vamos fazer a seguinte mudança

de variável t′ = t+ h′, dw(h′) = dW (t+ h′), dt′ = dh′, então

x(t+ h) = x+
∫ h

0
[f(x, t+ h′)dh′ + g(x, t+ h′)dw(h′) + f ′(x, t+ h′)(x(t+ h′)− x)dh′

+g′(x, t+ h′)(x(t+ h′)− x)dw(h′)], (2.86)

e assim a iteração conduz a

x(t+ h) = x+
∫ h

0
[f(x, t+ h′)dh′ + g(x, t+ h′)dw(h′) + f ′(x, t+ h′)dh′

∫ h′

0
f(x, t+ h′′)dh′′

+f ′(x, t+ h′)
∫ h′

0
g(x, t+ h′′)dw(h′′) + g′(x, t+ h′)dw(h′)

∫ h′

0
f(x, t+ h′′)dh′′

+g′(x, t+ h′)dw(t′)
∫ h′

0
g(x, t+ h′′)dw(h′′)]. (2.87)

Avaliando cada função f e g em um certo valor do intervalo de integração ainda temos,
com 0 ≤ θi ≤ 1, que

x(t+ h)− x = hf(x, t+ θ1h) + g(x, t+ θ2h)w(h) +O(h2)

+
∫ h

0
f ′(x, t+ h′)g(x, t+ θ3h

′)w(h′)dh′

+
∫ h

0
g′(x, t+ h′)h′f(x, t+ θ4h

′)dw(h′)

+
∫ h

0
g′(x, t+ h′)g(x, t+ θ5h

′)w(h′)dw(h′),

x(t+ h)− x = hf(x, t+ θ1h) + g(x, t+ θ2h)w(h) +O(h2)

+f ′(x, t+ θ6h
′)g(x, t+ θ3θ7h)w(h)

+g′(x, t+ θ8h)h′f(x, t+ θ4θ8h)
∫ h

0
dw(h′)

+g′(x, t+ θ9h)g(x, t+ θ5θ9h)
∫ h

0
w(h′)dw(h′). (2.88)
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Segundo a eq.(2.83), uma média nas realizações, desconsiderando termos de ordem superior
a O(h), resulta em

〈x(t+ h)− x〉 = hf(x, t+ θ1h) + g′(x, t+ θ3h)g(x, t+ θ3θ2h)〈
∫ h

0
w(h′)dw(h′)〉. (2.89)

Neste ponto o resultado é diferente via Itô ou Stratonovich. O resultado A de uma integral
estocástica de uma função Φ da forma

A = 〈
∫ h

0
Φ(w(h′), h′)dw(h′)〉 (2.90)

é calculada através das definições [80, 81]

AI = 〈 lim
∆→0

N−1∑
i=0

Φ(w(hi), hi)[w(hi+1)− w(hi)]〉,

AS = 〈 lim
∆→0

N−1∑
i=0

Φ
(
w(hi) + w(hi+1)

2 ,
hi + hi+1

2

)
[w(hi+1)− w(hi)]〉, (2.91)

onde ∆=máx(hi+1 − hi), 0 = h0 < h1 < ... < hN = h. Na convenção de Itô Φ(w(h′), h′)
é independente do incremento [w(hi+1)− w(hi)] e depende apenas do valor de w(hi) no
último ponto hi. Enquanto isso, na convenção de Stratonovich ambos os pontos (hi, hi+1)
contribuem de forma simétrica. Se Φ não depende de w(h) então a eq.(2.90) é apenas uma
integral de Stieltjes e ambas as definições concordam.

Utilizando a convenção de Itô para avaliar o último termo da integral na eq.(2.89)
temos

AI = 〈
∫ h

0
w(h′)dw(h′)〉 = 〈

N−1∑
i=0

w(hi)[w(hi+1)− w(hi)]〉

=
N−1∑
i=0
〈w(hi)w(hi+1)〉 −

N−1∑
i=0
〈w(hi)w(hi)〉

=
N−1∑
i=0

(2εhi − 2εhi) = 0. (2.92)

Por outro lado pela convenção de Stratonovich temos

AS = 〈
∫ h

0
w(h′)dw(h′)〉 = 〈

N−1∑
i=0

w(hi) + w(hi+1)
2 [w(hi+1)− w(hi)]〉

= 〈12

N−1∑
i=0

[w(hi)w(hi+1)− w(hi)w(hi) + w(hi+1)w(hi+1)

−w(hi+1)w(hi)]〉

= 1
2

N−1∑
i=0

ε[2hi − 2hi + 2hi+1 − 2hi] =
N−1∑
i=0

[hi+1 − hi] = εh.

(2.93)

Assim as integrais podem ser escritas como

I :
∫ h

0
w(h′)dw(h′) = w2(h)

2 − εh,

S :
∫ h

0
w(h′)dw(h′) = w2(h)

2 . (2.94)
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Podemos usar essas definições para recalcular o coeficiente da expansão de Kramers-
Moyal a1 = lim

h→0

1
h
〈x(t+ h)− x〉, vide eq.(2.88), e assim

a1 = lim
h→0

1
h

[hf(x, t+ θ1h) + g′(x, t+ θ3h)g(x, θ3θ2h)AI,S ] , (2.95)

de onde temos então

a1
I = f(x, t),

a1
S = f(x, t) + εg′(x, t)g(x, t). (2.96)

Para o termo seguinte na expansão de Kramers-Moyal a2 = lim
h→0

1
h
〈(x(t + h) − x)2〉 é

suficiente avaliar o quadrado do segundo termo na eq.(2.88),

a2
I,S = lim

h→0

1
h
〈[g(x, t+ θ2h)w(h)]2〉, (2.97)

e assim não haverá distinção entre as interpretações que fornecem o mesmo resultado

a2
I,S = lim

h→0

1
2hg

2(x, t+ θ2h)〈w(h)w(h)〉 = εg2(x, t). (2.98)

Assim, a equação de Langevin original, eq.(2.1), ganha um significado de fato
apenas quando acompanhada de uma interpretação. Dado que a regra a ser utilizada na
avaliação das integrais estocásticas passa por essa convenção, não podemos em definitivo
afirmar que uma interpretação seja a correta em detrimento das outras.

Para o cálculo de Itô temos então que o processo markoviano descrito pela dinâmica
de Langevin, junto à uma condição inicial, tem sua densidade de probabilidades regida
pela equação de Fokker-Planck dada por

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
{A(x, t)P (x, t)}+ ε

∂

∂x2 [g2(x, t)P (x, t)], (2.99)

e sobre as mesmas condições na prescrição de Stratonovich dada por

∂

∂t
P (y, t) = − ∂

∂y
{[f(x, t) + εg(x, t)∂g(x, t)

∂x
]P (x, t)}+ ε

∂

∂x2 [g2(x, t)P (x, t)]. (2.100)

Ainda poderíamos utilizar diretamente a eq.(2.80) para avaliar a integral na eq.(2.89), e
assim obteríamos

∂

∂t
P (y, t) = − ∂

∂y
{[f(x, t) + 2αεg(x, t)∂g(x, t)

∂x
]P (x, t)}+ ε

∂

∂x2 [g2(x, t)P (x, t)], (2.101)

de onde recuperamos a equação de Fokker-Planck interpretada por Itô para α = 0, e a
equação de Fokker-Planck na interpretação de Stratonovich para α = 1/2, ou mesmo para
alguma interpretação alternativa, 0 < α 6 1, α 6= 1/2, que avalie o ruído em algum outro
tempo intermediário no sentido que explicamos anteriormente. É importante dizer que a
eq.(2.101) é uma equação mais fundamental que a equação de Langevin.
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2.3 Algoritmos Numéricos

Também podemos tratar as equações diferenciais estocásticas de forma numérica
[82]. A maneira mais simples é o método de Euler-Maruyama [83], que é uma extensão
natural do método de Euler para equações diferenciais ordinárias. Para esta abordagem,
dividimos o tempo total T em pequenos intervalos iguais de duração h, assim temos
tn = n T

N
, h = tn+1 − tn = T

N
, quanto menor h maior é a correspondência com o limite de

tempo contínuo.

Partindo da equação de Langevin, dada na eq.(2.1), iremos em cada um desses
subintervalos calcular a integral desta equação de forma similar a apresentada na eq.(2.49)

y(tn+1)− y(tn) =
∫ tn+1

tn
A(y, t)dt+

∫ tn+1

tn
B(y, t)ξ(t)dt, (2.102)

no qual podemos supor que as funções A e B não variam substancialmente no decorrer
desse tempo. Portanto

y(tn+1)− y(tn) = A(yn, tn)h+B(yn, tn)
∫ tn+1

tn
ξ(t)dt, (2.103)

a integral remanescente, associada ao processo de Wiener ξ(t)dt, será denominada de saltos
de Langevin s

s =
∫ tn+1

tn
ξ(t)dt. (2.104)

Devido ao seu caráter estocástico, o salto de Langevin não é função contínua nem diferen-
ciável, então não podemos fazer uma suposição semelhante a feita para as funções A e B.
Porém, uma vez que s é uma transformação linear do ruído branco ξ(t), esta função herda
as seguintes propriedades para a média e para a variância

〈s〉 =
∫ tn+1

tn
〈ξ(t)〉dt = 0

〈s2〉 =
∫ tn+1

tn

∫ tn+1

tn
〈ξ(t)ξ(t′)〉dtdt′ =

∫ tn+1

tn

∫ tn+1

tn
2εδ(t− t′)dt′ = 2εh.

(2.105)

O passo seguinte, e a escolha mais comum, é atribuir aos valores de s o resultado de um
sorteio em uma distribuição normal de média zero e variância 2εh, N(0, 2εh), embora
outras escolhas de distribuições associadas aos saltos de Langevin conduzam a resultados
similares. Por vezes a aproximação também é dada por

√
2εhN(0, 1), baseada no fato que

poderíamos reescrever a equação original como

dy

dt
= A(y, t) +B(y, t)

√
2εhξ̃(t), (2.106)

onde ξ̃(t) é uma variável estocástica gaussiana unitária, isto é, 〈ξ̃(t)〉 = 0 e 〈ξ̃2(t)〉 = 1.
Assim, dada uma condição inicial y(0), podemos por sucessivas iterações calcular o conjunto
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solução {y}. Devido a natureza da correlação δ(t− t′) a configuração do instante atual
depende apenas da configuração do instante precedente. Assim obtemos como solução

y(tn+1)− y(tn) = A(yn, tn)h+B(yn, tn)
√

2εhN(0, 1). (2.107)

O método de Euler-Maruyama fornece uma solução em tempos discretos na in-
terpretação de Itô até ordem O(

√
h). Na interpretação de Stratonovich, a função que

acompanha o ruído é avaliada como uma média entre o tempo atual e o posterior de
forma semelhante ao método Runge-Kutta de segunda ordem, que no contexto de equações
diferenciais estocásticas é conhecido como o método de Euler-Heun,

y(tn+1) = y(tn) + A(yn, tn)h+ 1
2(B(yn, tn) +B(ȳn, t̄n))s,

ȳn = yn +B(yn, tn)s,

s =
√

2εhN(0, 1). (2.108)

Veremos que tal escolha está consistente com a aproximação de Milstein, que pertence à
ordem superior O(h).

Para entendermos o método de Milstein [84] partimos da mesma forma base de
uma equação diferencial estocástica dada na eq.(2.81). Igualmente supomos que as funções
f e g são suficientemente contínuas e diferenciáveis, com mais rigor matemático, que estas
sejam funções Lipschitz contínuas. Assim integramos no intervalo de tempo (t, t+ h) tal
que tornamos a obter a eq.(2.87). Nesta equação o terceiro, quarto e quinto termos à
direita (entre colchetes) devem ser desconsiderados numa aproximação de ordem O(h),
assim

x(t+ h) = x+
∫ h

0
f(x, t+ h′)dh′ +

∫ h

0
g(x, t+ h′)dw(h′)

+
∫ h

0
g′(x, t+ h′)dw(h′)

∫ h′

0
g(x, t+ h′′)dw(h′′). (2.109)

Podemos abordar esta equação a partir do ponto de vista do cálculo não antecipado de
Itô. Assim obtemos

x(t+ h) = x+ f(x, t)h+ g(x, t)w(h) + g′(x, t)g(x, t)
∫ h

0
w(h′)dw(h′)dh′′. (2.110)

Para calcular a integral restante utilizamos o conceito de cálculo estocástico da eq.(2.94).
Portanto

x(t+ h) = x+ f(x, t)h+ g(x, t)w(h) + g′(x, t)g(x, t)
(
w2(h)

2 − εh
)
. (2.111)

Na sequência, uma vez que simulamos os saltos de Langevin via uma distribuição gaussiana,
temos 〈w2(h)〉 = 0 e 〈w2(h)〉 = 2εh. Assim, correspondemos w(h)→

√
2εN(0, 1). No mais,

substituindo x = x(t) obtemos

x(t+h) = x(t)+f(x, t)h+
√

2εg(x, t)N(0, 1)
√
h+εg′(x, t)g(x, t)(N2(0, 1)−1)h. (2.112)
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Por outro lado, houvéssemos optado pela regra de Stratonovich para avaliar
∫ h
0 w(h′)dw(h′)dh′′

obteríamos

x(t+ h) = x(t) + f(x, t)h+
√

2εg(x, t)N(0, 1)
√
h+ εg′(x, t)g(x, t)N2(0, 1)h. (2.113)

A partir do método de Euler-Heun em (2.108) poderíamos obter este mesmo resultado
propondo B(ȳn, t̄n) ≈ B(yn, tn) + B′(yn, tn)B(yn, tn)s. Outros termos resultariam em
ordens superiores à O(h). O termo extra no método de Milstein incrementa a intensidade
da ordem de convergência de

√
h para h. Dessa perspectiva, a abordagem de Milstein

corresponde ao método de Euler que é aplicado usualmente no caso determinístico, isto é,
quando g = 0.

O método de Euler-Maruyama pode ser generalizado para o caso multidimensional
de um vetor y d-dimensional desde que para cada componente yk haja uma equação
correspondente,

dyk = Ak(y, t)dt+
m∑
j=1

Bk,j(y, t)dW j(t), (2.114)

cada qual com seu próprios coeficientes de arraste Ak e difusão Bk,j, este último também
relativo a cada ruído ξj(t). Serem os m′s ruídos independentes, como apresentado na
eq.(2.61) é importante quanto a obtenção da equação de Fokker-Planck mutivariada
(2.101). Assim obtemos como solução para a evolução temporal de y que

ykn+1 = ykn + Akh+
m∑
j=1

Bk,j∆W j, (2.115)

onde ykn = y(tn), Ak = Ak(yn, tn), Bk,j = Bk,j(yn, tn), ∆W j = W j
tn+1 −W

j
tn . Enquanto isso

o método de Milstein aplicado ao caso multidimensional é dado por

ykn+1 = ykn + Akh+
m∑
j=1

Bk,j∆W j +
m∑

j1,j2=1

√
εj1εj2L

j1Bk,j2Ij1,j2 , (2.116)

onde Lj1 = ∑d
q=1B

q,j1 ∂
∂xq

, e Ij1,j2 é uma integral estocástica dupla definida como

Ij1,j2 =
∫ tn+1

tn

∫ u1

tn
dW j1

u2dW
j2
u1 . (2.117)

Para j1 = j2 temos uma situação similar ao caso unidimensional, e

Ij1,j1 = 1
2(∆Wj1)2 − εj1h, (2.118)

para j1 6= j2 não se pode expressar a integral de maneira simples em termo dos incrementos
∆W j1 e ∆W j2. Neste caso, podemos aproximar o resultado por

Ipj1,j2 = h
(1

2χj1χj2 +√ρp(µj1,pχj2 − µj2,pχj1)
)

+

h

2π

p∑
r=1

1
r

(ζj1,r(
√

2χj2 + ηj2,r)− ζj2,r(
√

2χj1 + ηj1,r)), (2.119)
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onde
ρp = 1

12 −
1

2π2

p∑
r=1

1
r2 , (2.120)

e χj, µj,p, ηj,r, ζj,r são variáveis gaussianas aleatórias independentes N(0, 1) com

χj = 1√
h

∆W j, (2.121)

para 1 6 j 6 m, 1 6 r 6 p, e p = 1, 2.... Naturalmente o valor de p influencia na precisão
de Ij1,j2 , no entanto, devemos escolher p = p(h) > K/h para alguma constante K a fim de
obter uma ordem de convergência O(h).

Além do caso simples em que há um único ruído, m = 1, e várias variáveis, que
pode ser expresso como

ykn+1 = ykn + Akh+Bk∆W +
d∑
q=1

εBq ∂B
k

∂yq
[(∆W )2 − h], (2.122)

existem outros casos em que não precisamos lidar com a integral estocástica dupla. Por
exemplo, quando o ruído é aditivo, ou seja, apenas uma constante, ou quando cada variável
estocástica possui apenas um ruído, d = m, não necessariamente todos distintos (desde
que a intenção seja apenas uma avaliação numérica), podendo mesmo ser nulo para algum
yk, neste caso d 6 m. Além disso, sendo o coeficiente de difusão diagonal Bk,k dependente
apenas de xk, isto é,

Bk,j = 0; ∂Bj,j

∂yk
= 0; j 6= k, (2.123)

podemos definí-lo como ruído diagonal, tal que as componentes do processo estão acopladas
apenas através dos termos de arraste, e a formulação de Milstein fornece

ykn+1 = ykn + Akh+Bk,k∆W k + εkB
k,k ∂B

k,k

∂yk
[(∆W k)2 − h]. (2.124)

2.3.1 Geração de Números Aleatórios

Por fim, comentaremos brevemente sobre métodos de geração de números aleatórios
[85]. O primeiro conjunto que deve ser obtido é a distribuição uniforme U(0, 1) por meio
de um gerador de números aleatórios normalizados, pois esta é a base para obtermos
outras distribuições. Uma forma usual para a sua obtenção são métodos baseados na
avalição de resíduos em regras de recorrência como o método das congruenciais lineares. O
passo seguinte é gerar uma amostra de números aleatórios baseados em uma distribuição
específica, para tal podemos utilizar alguns métodos a depender das particularidades
de cada distribuição. Por exemplo, quando conhecermos a forma analítica da função de
distribuição acumulada Φ(x) associada à uma distribuição P (x), Φ(x) =

∫ y
0 P (y)dy, e

formos capazes de calcular a sua forma inversa, podemos utilizar o método da inversão
que justifica-se como se segue.
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Seja uma transformada T que mapeia o conjunto de variáveis aleatórias U , unifor-
memente distribuída entre 0 e 1, em outro conjunto X que representa a distribuição que
desejamos obter, isto é T (U) = X, e

Φ(x) = P (X ≤ x) = P (T (U) ≤ x) = P (U ≤ T−1(x)) = T−1(x), (2.125)

onde a última igualdade é possível porque P (U ≤ y) = y para uma distribuição uniforme
U(0, 1). Concluímos que a distribuição acumulada Φ é a inversa da transformada T , ou
então, T (u) = Φ−1(u) para u ∈ [0, 1], portanto podemos gerar X a partir Φ−1(u). Ainda
podemos pensar sobre esse método de uma forma mais intuitiva, na prática faremos o
seguinte cálculo

r =
∫ `

0
P (`′)d`′, (2.126)

para então inverter o resultado encontrado e expressar ` em termos de r. Por normalização
sabemos que 0 ≤ r ≤ 1 e 0 ≤ l ≤ ∞, logo podemos ainda reescrevê-la como r =∫∞

0 Θ(`′ − `)P (`′)d`′, onde Θ(y) é a função de Heaviside (definida 1 para y > 0 e 0 para
y < 0 ), diferenciando os dois lados dessa equação em relação à variável ` e usando que
δ(y) = d

dy
Θ(y) temos

dr

d`
= P (`), (2.127)

ou seja dr = P (`)d`. Assim, a fração de ocorrência dos valores de r em relação à ocorrência
dos valores ` é justamente a distribuição P (`).

A ideia do método da inversão pode ser facilitada para distribuições discretas,
porém para distribuições contínuas a necessidade da forma analítica da distribuição
acumulada torna o método impraticável para a maioria dos casos. Por exemplo, podemos
utilizá-lo para a distribuição exponencial, mas não para outras distribuições simples como
a gaussiana. Para a distribuição normal podemos utilizar o método da trasformação de
Box-Muller [86] para gerar até duas distribuições normais independentes. Sendo r1 e r2

dois números aleatórios originados de uma distribuição uniforme U(0, 1), teremos que r
será uma distribuição normal de média nula e variância unitária calculada por

r =
√
−2 ln r1cos(2πr2), (2.128)

onde uma segunda distribuição normal padronizada, independente da primeira, também
poderia ser obtida substituindo a função cosseno pela função seno. Particularmente, este
foi o método utilizado para calcular os fatores N(0, 1) descritos no método de Milstein.

Para distribuições mais complexas existem outros métodos, como o método de
aceitação-rejeição e o método de Ziggurat [87]. O primeiro baseia-se, por exemplo, para uma
distribuição unidimensional, em realizar uma amostragem aleatória de valores no plano
cartesiano (x, y) e manter apenas a parcela da amostra que estiver contida abaixo da curva
da função, sendo assim, as componentes x dos valores aceitos formam o conjunto de variáveis
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aleatórias da distribuição desejada. Enquanto isso, o segundo é uma versão melhorada
do primeiro que pode ser aplicado para distrbuições de probabilidade monotonicamente
decrescente ou distrbuições simétricas unimodais.

Notamos ainda que, de certa forma, uma maneira possível de gerar alguma distri-
buição de variância finita, é construir a dinâmica de Langevin certa, tal que esta gera a
distribuição desejada como a solução estacionária, e assim utilizar os métodos numéricos
descritos anteriormente para computar um ensemble de valores a partir de número grande
de realizações.
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3 DISTRIBUIÇÕES DE TAMANHOS DE PASSOS NA DINÂMICA DO DESLO-
CAMENTO ANIMAL

O deslocamento total de um animal em seu habitat pode ser estudado separadamente
pela soma do conjunto dos tamanhos de passos, que são caracterizados por uma quantidade
de deslocamentos com direções relativamente constantes. Iniciamos considerando um dado
comprimento de passo que inicia no instante t = 0 e termina em t = tf . Definiremos a
variável `(t) como sendo a distância entre o ponto de partida e a posição em um tempo
específico t < tf . Assim, sendo `(0) = 0, o comprimento deste passo particular é dado por
`(tf ). Uma vez encerrado esse passo, o animal inicia uma nova caminhada em uma outra
direção. Nesta nova origem reiniciamos a contagem do tempo para t = 0, e após um tempo
possivelmente distinto t′f alcança-se outra posição tendo tido um passo de comprimento
`(t′f). Com a sucessiva repetição desse processo uma quantidade N de passos pode ser
gerada, caracterizando assim um ensemble de N realizações desse processo estocástico.

Neste trabalho apresentamos um modelo baseado em equações diferenciais estocás-
ticas para descrever a evolução temporal da variável `(t) que determina o tamanho de cada
passo. Para uma longa caminhada em que não há uma quantidade significativa de passos
privilegiados, no sentido de demandarem muito mais tempo que os demais, temos que
τ` � τN , embora a duração típica τ` de um dado passo seja muito maior que qualquer outro
tempo característico envolvido diretamente na dinâmica de ` (ao menos para um meio
homogêneo, adiante veremos o caso heterogêneo em que uma escala de tempo a mais deve
ser considerada). Então para muitos dos propósitos que abordaremos, a distribuição de um
número N � 1 de tamanhos de passos no ensemble {`j} com j = 1, 2, ...N , corresponde à
distribuição de probabilidades P (`) resultante do regime estacionário t→∞ da PDF (do
Inglês, Probability Density Function) P (`, t), que logo no começo da evolução é dependente
do tempo.

No modelo estocástico para o deslocamento animal, uma maneira concebível é
buscar a descrição das trajetórias individuais por meio de dinâmicas de Langevin, tais
como o movimento browniano, ou pelo processo de Ornstein-Uhlenbeck [12] e outras
generalizações destes, que formulam as equações a partir da velocidade aos moldes das
leis de Newton, para os quais o ruído branco também atua diretamente nas velocidades,
tal que posteriormente uma relação com a distribuição de velocidades, posições e ângulos
de viragem poderia ser obtida. Embora a extensão de tais processos para duas ou três
dimensões seja aparentemente do ponto de vista matemático simples, pode causar o
surgimento de dificuldades extras [12], por exemplo, a hipótese de que em um movimento
browniano a dinâmica nas direções x e y sejam mutuamente independentes é na prática
não razoável, nesta situação a iminente necessidade de incluir correlações traz complicações
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matemáticas adicionais. Outra forma possível de tentar contornar estas dificuldades é uma
abordagem baseada em distribuições de ângulos de viragem [7], mas que também não
parte de um modelo simples.

Ao invés dessa abordagem baseada nas velocidades, neste trabalho desenvolvemos
um modelo efetivamente baseado em descrever formalmente as flutuações no comprimento
do passo por si só, assim nosso objetivo é pautado em deduzir as distribuições de pro-
babilidade P (`) sem ter a necessidade de conhecer os detalhes elementares que regem o
deslocamento do animal. Então, por ora, em oposição a tentarmos modelar as trajetórias,
segundo o qual poderíamos eventualmente determinar as distribuições de tamanhos de
passos, iremos partir de uma dinâmica estocástica válida em princípio para o próprio `(t)
e investigar, fundamentado nessa perspectiva, quais são as classes e modelos relevantes,
junto ao cálculo das distribuições que melhor se adequem.

Na presente formulação consideramos que o deslocamento de um animal, e portanto
a variável `(t), é o resultado de uma interação de componentes determinísticos e estocásticos,
ambos assim modelados através de uma dinâmica de Langevin que de maneira habitual
pode ser escrita como

d` = F (`)dt+G(`)dW, (3.1)

onde o termo puramente determinístico F (`) representa um termo de arrasto que, em
alguns modelos de fricção é linear, mas em geral pode ser não-linear, dW = ξ(t)dt é um
processo de Wiener modulado espacialmente por uma função genérica G(`), e guiado pelo
ruído branco gaussiano ξ(t), que apresenta média nula 〈ξ(t)〉 = 0 e descorrelação temporal
〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2εδ(t− t′). Portanto, notamos que o parâmetro ε > 0 fornece a medida da
magnitude do ruído, enquanto 2ε indica a variância da Gaussiana, vale ressaltar que apesar
de escrito com uma dependência explícita no tempo W (t) não é uma função rigorosamente
bem definida nesta variável, mas que certamente apresenta valores distintos no decorrer do
tempo. Esta contribuição estocástica pode ser interpretada como advinda dos termos que
variam de forma randômica, como aqueles associados com a vasta quantidade de eventos
imprevisíveis que de alguma forma o animal recebe ao longo de sua trajetória, e estão
intrinsecamente relacionados às mudanças nos comprimentos dos passos.

Em uma primeira tentativa, vamos verificar as consequências da seguinte dinâmica
de Langevin,

d`

dt
= −a`+ ξ(t). (3.2)

Além do termo de arrasto mais comum F (`) = −a`, esta equação é expressa sob as
suposições de que o ruído branco é aditivo, isto é, apenas uma constante independente
de `, assim G(`) = 1, e que as propriedades estatísticas do ruído não mudam durante a
evolução da dinâmica, ou seja, ε é também constante no espaço e no tempo. Estas escolhas
implicam, por exemplo, que passos de tamanhos diferentes estão sujeitos em média a
mesma intensidade de estímulos, e que ao longo do tempo o meio mantenha-se sempre
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homogêneo, o que não é de fato compatível com a realidade, visto que em geral devemos
supor que o ambiente possa mudar rapidamente (comparado ao tempo típico dos passos),
e assim sua influência seja diferente dependendo do tempo de exposição ao ruído ou do
tamanho passo. Uma maneira de lidarmos com estas dificuldades é modelar a equação
baseada em ruídos multiplicativos e padrões de estocásticos mais complexos, envolvendo
uma superestatística para o parâmetro ε.

A eq.(3.2) pode ser analisada via equação de Fokker-Planck de maneira indistinta
à qualquer interpretação, seja ela Itô ou Stratonovich, de onde obtemos que

∂P

∂t
= a

∂

∂`
`P + ε

∂2

∂`2P. (3.3)

Após uma mudança de variável via transformada de Fourier, podemos solucionar a equação
diferencial parcial resultante por meio do método das funções características, e assim para
a condição incial P (`, 0) = δ(`− `0) temos que

P (`, t) = 1√
2πε
a

(1− e−2at)
exp

[
− (`− `0e

−at)2

2ε
a

(1− e−2at)

]
. (3.4)

Deste ponto de vista também podemos escrever P (`, t) = P (`, t|`0, 0). Trata-se de uma
distribuição Gaussiana de média `0e

−at e variância ε
a
(1 − e−2at). De um modo geral, a

solução para um sistema de equações de Langevin lineares é dada por uma distribuição
Gaussiana multivariada [30].

Por via de regra, a obtenção de soluções analíticas para P (`, t) nos casos que não
envolvam apenas equações lineares são difíceis, mesmo embora a dinâmica possa continuar
relativamente simples. Entretanto, para algumas escolhas específicas dos coeficientes de
arrasto e de difusão, como por exemplo quando F (`, t) e G(`, t) são funções separáveis
no tempo e no espaço, isto é, podem ser escritas como F (`, t) = D1(`)T1(t) e G(`, t) =
D2(`)T2(t), e ademais compartilhem a mesma dependência espacial D1(`) = D2(`), existem
algumas transformações, na prescrição de Stratonovich, que permitem recuperar a forma
de uma equação de difusão simples [88, 89, 90].

Um cálculo do valor esperado de `, 〈`〉 ∼ e−at, mostra que para esperarmos um
valor finito no limite t→∞ é necessário que a tenha um valor positivo, a > 0, portanto
para P (`, t) obtemos que nesse limite a solução estacionária P (`) = lim

t→∞
P (`, t) existe e é

dada por
P (`) =

√
a

2πεe
−a`2/2ε, (3.5)

ou seja, quando as propriedades estatísticas do comprimento do passo cessam sua dependên-
cia temporal, a solução continua sendo uma distribuição gaussiana, no entanto, com média
nula e variância ε/a independente da condição inicial `0, uma translação em `, `→ `− 〈`〉
forneceria a Gaussiana mais geral e corresponderia a um processo de Ornstein-Uhlenbeck
[91].
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Para a dinâmica proposta, ainda podemos calcular a correlação média entre os
passos e obter que 〈`(t)`(t′)〉 = (ε/a)e−a|t−t′|, notamos que esse resultado apresenta o mesmo
tipo de decaimento exponencial presente na solução P (`, t), característico de processos
Markovianos, como vemos a presença do ruído branco gaussiano não impossibilita a
presença de correlações não triviais entre os valores de `(t) ao menos no início da dinâmica,
mas que logo tendem a tornarem-se irrelevantes, outros tipos de ruídos que apresentem
correlação temporal finita podem gerar configurações mais complexas. Por exemplo, entre
os diversos mecanismos que contribuem para o mapeamento do ambiente pelo animal,
pode estar presente alguma memória recente, como quando por estímulo prévio, uma
região rica em recursos tende a favorecer passos mais curtos, enquanto regiões escassas
favorem passos mais longos no intuito de buscar outras regiões, como consequência temos
que o alcance da memória deve influenciar os parâmetros pelos quais estamos estudando o
indivíduo, no caso o tamanho dos passos, dando origem a processos não Markovianos.

O caso intermediário a = 0 deve ser reinterpretardo como d`
dt

= ξ(t), ou seja
o movimento browniano elementar, para o qual a equação de Fokker-Planck fornece a
equação de difusão com coeficientes constantes ∂P

∂t
= ε∂

2P
∂`2

. Uma análise no espaço de
Fourier fornece como solução que P (`, t) = 1√

4πεte
− `2

4εt , que no entanto não possui uma
solução estacionária P (`).

Por outro lado, pode ser de interesse prático apenas o conhecimento da solução
estacionária. A equação de Fokker-Planck pode ser compreendida como uma equação de
continuidade ∂

∂t
P = −∇.J para a conservação da probabilidade total, por exemplo na

interpretação de Itô temos

∂P

∂t
= − ∂

∂`

[
FP (`, t)− ε ∂

∂`
G2P (`, t)

]
, (3.6)

onde a densidade de corrente J(`, t) = FP (`, t) − ε ∂
∂`
G2P (`, t) associada à grandeza

conservada deverá ter seu valor constante uma vez que seja atingido o regime estacionário.
Visto que a probabilidade de ` ser infinito deve ser nula, J também deve anular-se no
infinito, enquanto que ao mesmo tempo deve ser constante em todo o espaço, de onde
concluímos que, para um modelo unidimensional, teremos J(`, t→∞) = 0 para todo `,
neste limite podemos reescrever P (`, t)→ P (`), ∂P

∂t
= 0, ∂

∂`
→ d

d`
, e assim

FP (`)− ε d
d`
G2P (`) = 0, (3.7)

portanto no regime estacionário a equação diferencial parcial, torna-se uma equação
diferencial ordinária de fácil solução, dada por [92]

P (`) ∼ 1
G2(`)exp

[
1
ε

∫ ` F (`′)
G2(`′)d`

′
]
, (3.8)

o símbolo (∼) indica uma proporcionalidade à parte de um fator de normalização. É
importante frisar que esta solução não necessariamente existe, visto que a dinâmica pode
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não permitir uma solução estacionária, fato que comumente está vinculado à impossibilidade
de normalizar a distribuição P (`) gerada por este procedimento. Para outras interpretações
que incluem o termo de arrasto extra dado por 2αεG(`)G′(`) obtemos

P (`) ∼ 1
G2−2α(`)exp

[
1
ε

∫ ` F (`′)
G2(`′)d`

′
]
, (3.9)

onde α = 1/2 corresponde à interpretação de Stratonovich, enquanto α = 0 recupera a
eq.(3.8).

Poderíamos obter a solução dada na eq.(3.5) diretamente da eq.(3.2) através da
eq.(3.9), esta solução entretanto apresenta uma característica não desejada, pois permite a
presença de valores não positivos para `, ` < 0, haja vista a simetria do problema, por
exemplo temos P (−`) = P (`). A equação de Langevin, como a eq.(3.2), descreve uma
evolução contínua para `, tal que partindo de um valor positivo de `(0) > 0, só podemos
atingir o valor `(t∗) = 0 de maneira contínua, entretanto neste instante t∗ podemos obter
d` < 0, e consequentemente um passo negativo, para isso é preciso apenas dW = ξ(t)dt < 0.
Embora algumas escolhas como deslocar os valores para muito além do desvio padrão
(〈`〉 �

√
2ε
a
) possam atenuar bastante a ocorrência de ` < 0, não há a garantia da ausência

de valores negativos em longos períodos de tempo. Podemos eliminar este inconveniente
pela inserção de ruídos multiplicativos na dinâmica de Langevin.

Doravante consideraremos apenas ruídos multiplicativos, ou seja, que possuam
alguma dependência multiplicativa em `, tal que g(` = 0) = 0. Assim, optamos por não
mais considerar que atuem de maneira igual em tamanhos de passos diferentes, portanto
modificamos a eq.(3.2) para

d`

dt
= −a`+G(`)ξ(t), (3.10)

onde G(`) é alguma função analítica. Como vimos antes, a adição do ruído multiplicativo
adiciona ao problema a necessidade de uma interpretação que forneça um significado à
equação de Langevin, que era antes irrelevante ao caso aditivo. Em resumo, dado um
intervalo de tempo dt da ocorrência do pulso (ruído), as convenções mais utilizadas, Itô e
Stratonovich, avaliam o ruído em instantes distintos, o primeiro em t∗ = 0, e o segundo
em t∗ = dt/2, o que resulta em

I : 〈G(`)ξ(t)〉 = 0,

S : 〈G(`)ξ(t)〉 = 1
2〈G

dG

d`
〉, (3.11)

de onde percebemos que essas médias são indistinguíveis para um ruído constante, G(`) =
G0 = constante, quando ambas as definições concordam com o valor 〈G0ξ(t)〉 = 0. Embora
seja interessante mencionar que o motivo do valor ser sempre nulo na abordagem de Itô
deve-se ao fato de que o valor de ` utilizado é aquele um instante antes do próprio pulso
ocorrer, em outras palavras, `(t) não depende de ξ(t′) para t′ < t dada a perspectiva do
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cálculo não antecipado, enquanto que no caso aditivo trata-se diretamente das propriedades
do ruído branco. No cálculo de Stratonovich temos 〈`(t)ξ(t)〉 6= 0 essencialmente porque
considerar o ruído branco como o limite de um processo contínuo, para o qual este
(ruído) seja o limite de ruído colorido no qual a correlação tende a zero, implica em uma
correlação entre `(t) e ξ(t), tal característica faz o cálculo de Stratonovich similar ao cálculo
convencional, enquanto a interpretação de Itô requer algumas convenções extras, como
quando for preciso reescrever a equação de Langevin, mediante um mudança de variável
não linear, e ainda manter invariante a forma da correspondente equação de Fokker-Planck
[78].

Podemos notar que as particularidades envolvidas em uma outra interpretação
influenciam, por exemplo, no cálculo do tamanho do passo médio, e de fato em toda a
dinâmica. Por isso o termo de arrasto adicional induzido pelo ruído é necessário para
especificar a expressão matemática exata da solução estacionária P (`), que assim depende
da interpretação utilizada.

A prescrição de Itô é frequentemente usada para equações diferenciais estocásticas
que descrevem o movimento financeiro na bolsa de valores, e modelos de evolução de
populações biológicas. Por outro lado, a prescrição de Stratonovich é utilizada para estudar
a propagação de ondas eletromagnéticas através de atmosfera turbulenta, e circuitos
elétricos com geradores externos de ruído. O parâmetro α que caracteriza o instante da
avaliação do ruído é parte do modelo e deve ser escolhido por algum argumento físico, não
havendo qualquer manipulação algébrica capaz de inferir qual seria o valor correto [79].

Devido à preferência na literatura em argumentar pela utilização da interpretação
de Itô no contexto da ecologia teórica, esta será a metodologia principal utilizada neste
trabalho. Todavia, é natural que a expressão particular de cada P (`) seja distinta, mas as
possíveis distribuições obtidas são essencialmente as mesmas em ambos os casos.

Uma realização da dinâmica da variável `(t) é completamente determinada pelas
funções F (`) e G(`), e por uma amostragem de valores que caracterizem o ruído de
intensidade (sempre positiva) ε > 0 como descrito na eq.(3.1), para as quais medidas
sobre muitos realizações determinam as propriedades médias. Portanto, no contexto do
deslocamento animal torna-se necessária a imposição de alguns vínculos sobre os termos
de arrasto e difusão F (`) e G(`) como discutiremos.

Por definição `(t) é um valor sempre positivo não nulo, isto é, `(t) > 0 para todo
t > 0, pois esta grandeza define a distância percorrida pelo indivíduo no tempo t em
relação ao ponto de partida do movimento que determina um passo. Por hipótese a variável
`(t) evolui de maneira contínua, então como já discutimos antes no caso particular da
eq.(3.2), se em uma dada realização do processo tivéssemos `(t) < 0, necessariamente
este tempo teria sido precedido pelo instante t∗ no qual `(t∗) = 0. Então se analisarmos
a eq.(3.1) para ` = 0 temos que d`(t) = F (0)dt + G(0)dW , assim se impusermos que
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F (0) > 0 e G(0) = 0, podemos afirmar que `(t) nunca será negativo e teremos sempre
`(t) > 0, pois teríamos d`(t∗) > 0 para quando ` = 0. O caso marginal F (0) = 0 poderia
gerar um ponto fixo quando `(t∗) = 0, mas de fato em um processo rigorosamente contínuo
a probabilidade de ocorrência de qualquer valor de forma precisa é nula, então o valor exato
` = 0 não seria atingido, embora em uma simulação numérica o zero definido fique a cargo
da precissão da máquina. Em suma, as condições F (0) > 0 e G(0) = 0 são suficiente para
assegurar o tamanho do passo positivo ao longo de toda a dinâmica, desde que `(0) > 0.
Em consequência algumas possibilidades para o termo estocástico são excluídas, como o
caso aditivo já mencionado.

Pelos motivos exemplificados, a partir de agora estudaremos apenas os efeitos de
ruídos multiplicativos, aqueles em que há alguma dependência com o produto de ` no
ruído [93], incluindo algumas forma lineares e não lineares para G(`), numa anologia
com o contexto de teorias macroscópicas que descrevem modelos estocásticos de dinâ-
mica populacional, onde tais ruídos são encontrados com o objetivo de evitar valores
negativos para a densidade populacional [94, 95]. Também esclarecemos que termos de
ruído genuinamente definidos positivos, tais como aqueles descritos pela distribuição de
Poisson [96], poderiam previnir a ocorrência de valores negativos para `. Entretanto, em
geral, para o caso de interesse `(t) > 0, há a impossibilidade de obter soluções analíticas
para as distribuições P (`), uma vez que a equação de Fokker-Planck resultante pode
ser da forma integro-diferencial [97, 98], além de oferecer dificuldades práticas para uma
abordagem numérica. Por exemplo, vamos utilizar novamente como protótipo a dinâmica
d`
dt

= −`+ ξ(t), e assim supor que o ruído apresenta uma média m positiva, pois trata-se,
a princípio, de um conjunto de valores sempre positivos, 〈ξ(t)〉 = m > 0, mas que ainda
é descorrelacionado entorno de sua média 〈ξ(t) −m〉〈ξ(t′) −m〉 = 2εδ(t − t′). Primeiro
vamos calcular a solução determinística para a média 〈`〉, o que deve ser um indicativo
para esperarmos que ainda exista uma solução estacionária e que sua média seja m, de
fato, d`

dt
= −〈`〉+m→ 〈`(t)〉 = e−t +m, 〈`(t→∞)〉 = m. Então realizando uma mudança

de variável como ξ1(t) = ξ(t)−m recuperamos as propriedades

〈ξ1(t)〉 = 0,

〈ξ1(t)ξ1(t′)〉 = 2εδ(t− t′), (3.12)

tratando-se de um ruído branco na sua forma mais comum, agora a equação de Langevin
torna-se

d`

dt
= −`+ ξ1(t) +m, (3.13)

propondo ainda a mudança de variável

`1 = `−m, (3.14)

obtemos
d`1

dt
= −`1 + ξ1(t). (3.15)
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Agora podemos usar a equação de Fokker-Planck e obter a solução estacionária

P (`1) = 1√
2επ

e−
`21
2ε → P (`) = 1√

2επ
e−

(`−m)2
2ε . (3.16)

Substancialmente a mudança de variável na eq.(3.14) que possibilita escrever a eq.(3.15), e
a obtenção da solução analítica, neste caso particular, parti do pressuposto que a variável
` esteja livre para variar desde −∞ até +∞, o que não é o nosso caso de interesse.

No intuito de resolver numericamente o problema original, integramos e obtemos
`(t + h) = `(t) − `h +

∫ h
0 ξ(t)dt, vamos analisar os saltos de langevin s =

∫ h
0 ξ(t)dt, que

têm média E(s) =
∫ h

0 〈ξ(t)〉dt = mh e variância

V ar(s) = E(s− E(s))2 = E(
∫ h

0
(ξ(t)− 〈ξ(t)〉)dt)2

= E(
∫ h

0
(ξ(t)−m)dt)2

=
∫ h

0

∫ h

0
〈(ξ(t)−m)(ξ(t′)−m)〉dtdt′

=
∫ h

0

∫ h

0
δ(t− t′)dtdt′

= 2εh. (3.17)

Logo, devemos associar os saltos de Langevin à uma distribuição que tenha média mh e
variância 2εh, vamos optar por uma distribuição exponencial P (`) = Ae−B` com ` > 0,
que tenha média mh e variância 2εh, para isto temos∫ ∞

0
Ae−B`d` = A/B = 1,∫ ∞

0
A`e−B`d` = A/B2 = mh,∫ ∞

0
A`2e−B`d` = 2A/B3 = 2εh+ (mh)2; E(X2) = V ar(X) + E2(X). (3.18)

Neste caso teremos apenas valores positivos, pois ao utilizarmos o método da inversão
iremos obter ` = − 1

B
ln(1 − B

A
r), onde A = B, e r é um número aleatório entre 0 e 1.

Determinando A e B, em termos dos valores 2ε e m, que em princípio são valores de
nosso conhecimento por se tratarem das propriedades estatísticas do ruído, a variância e
a média do ruído respectivamente, obtemos resolvendo no sistema de equações para A e
B em termos de 2ε e m que A = B = m

2ε . Entretanto, uma distribuição exponencial não
parece ser a melhor das escolhas pois ela possui apenas dois parâmetros livres, entretanto,
se considerarmos h como uma variável, obtemos h = 2ε

m2 . Outras escolhas, como uma
distribuição uniforme P (`) = C para A < ` < B e P (`) = 0 fora do intervalo referido,
para que possua a média e a variância adequadas deve atender

∫ B
A Cd` = C(B − A) = 1,∫ B

A C`d` = C
2 (B2 − A2) = mh,

∫ B
A C`2d` = C

3 (B3 − A3) = 2εh+ (mh)2, de onde obtemos
A = mh−

√
6εh, B = mh+

√
6εh, C = 1

2
√

6εh , novamente para obtermos um ruído sempre
positivo é preciso B > A > 0, o que gera um vínculo não desejado para h, h > 6ε

m2 , uma
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terceira escolha da forma P (`) = A`Be−C`, também necessariamente implicaria em h > 2ε
m2 ,

neste casos impor alguma restrição sobre os possíveis valores do ruído ocasiona um vínculo
sobre o parâmetro h que passa a possuir um valor mínimo, o que pode ser um empecilho a
utilização do método de Milstein, haja vista que do ponto de vista numérico, um valor de
h não suficientemente pequeno pode fornecer resultados imprecisos.

Ainda no contexto do comportamento esperado pelo deslocamento animal, as
distribuições de tamanhos de passos devem obedecer algumas condições razoáveis, como
P (` → ∞) = 0 devido às restrições realistas impostas pelo ambiente à dinâmica do
movimento, bem como possuir os momentos até o segundo momento finitos. Podemos
comentar também para ruídos multiplicativos, como G(`) = `, que embora valores elevados
de ` tendam a fazer a dinâmica divergir, temos primeiro que devido ao termo estocástico
ser alternado pelo ruído (oscilando frequentemente no tempo entre valores positivos e
negativos) que, ao menos da perspectiva da interpretação de Itô, esse termo tende a
gerar uma contribuição de média nula, e segundo que ao impor o termo estritamente
determinístico a ser da forma F (`→∞) = −∞, asseguramos, comumente com um grau
de maior potência, uma variação negativa o suficiente grande tanto quanto for o tamanho
do passo. No entanto, apesar dessa condição ser necessária para evitar ` = ∞, não é
suficiente para assegurar que a distribuição seja normalizável, visto que esta, por exemplo,
também deve anular-se no infinito mais rapidamente que uma uma função da forma 1/`.
Essas características influem decisivamente na taxa de difusão da trajetória animal.

Como exemplo temos a eq.(3.10), com a > 0 (F (` → ∞) = −∞) para o caso
G(`) = `, no qual a solução estacionária via equação de Fokker-Planck na interpretação de
Itô fornece

P (`) = N−1

`2+a/ε , (3.19)

onde N seria uma constante de normalização, para o qual teríamos P (`→∞) = 0, todavia
a eq.(3.19) não é normalizável uma vez que

∫∞
0 P (`)d` =∞, e não só, mas também todos

os demais momentos de ordem maior, 〈`m〉 =
∫∞

0 `mP (`)d`, divergem, independentemente
das escolhas dos parâmetros a e ε. É importante notar que não podemos nesta integral
apenas restringir o limite superior da integração para um valor fixo `máx, pois a princípio a
dinâmica que gera a distribuição na eq.(3.19) não restringe qualquer ` desde que positivo.
Neste exemplo a divergência não é devida a convenção usada, optássemos pela convenção de
Stratonovich, obteríamos como resposta P (`) = N−1

`1−a/ε
que é igualmente não normalizável.

Neste caso a adição, por exemplo, de termos não lineares em F (`) resulta em PDFs
normalizáveis.

Junto aos vínculos necessários, analisaremos as consequência da eq.(3.1) de acordo
com a escolha de G(`), do grau de não linearidade de F (`), e das propriedades estatísticas
do ruído, para quando estas são homogêneas ou também evoluem ao longo do andar do
animal. Assim, a depender do grau de variabilidade do meio podemos empregar uma
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superestatística formada pela superposição de uma distribuição em `, P (`|ε), ponderada
por uma função de ε, f(ε), ou uma abordagem baseada na mistura estatística de várias
distribuições.

3.1 Estatística de Ruído Homogêneo

Na estatística de ruído homogêneo consideramos que a intensidade do ruído definida
por ε é a mesma por toda a trajetória percorrida pelo animal. Assim, cada realização
da variável aleatória ξ é caracterizada pela mesma distribuição Gaussiana de média nula
e variância 2ε. Nesta idealização imaginamos o ambiente como sendo aproximadamente
estático no tempo e uniforme no espaço. Situações em que o meio possua elevado grau de
heterogeneidade ou que variem rapidamente no tempo serão consideradas posteriormente.

Anteriormente analisamos dois casos particulares para escolhas das funções F (`)
e G(`), um para o caso de ruído aditivo e outro para o ruído multiplicativo com termo
de arrasto estritamente linear, em ambos os exemplos não obtivemos as propriedades
desejadas para uma distribuição P (`) fidedigna. Vimos primeiro que é necessário G(0) = 0
para evitar flutuações negativas neste instante que ocasionem ` < 0. Assim, por exemplo,
partindo da condição inicial `(0) = 0, temos d` = F (0)dt, para tanto, sendo F (0) > 0
obtemos um valor positivo não nulo para o ` subsequente. Então definimos F (`) tal que
F (0) = c > 0 em dois cenários, c 6= 0 e c→ 0+, o segundo caso compreende a condição
inicial `(0) > 0 (`(0) 6= 0), para o qual o valor de `, gerado por uma equação contínua,
nunca é rigorosamente zero, e assim podemos ter c = 0.

O conjunto de distribuições P (`) obtidas em cada situação, será discutido tendo
em vista as principais distribuições de tamanhos de passo consideradas na literatura da
ecologia do movimento.

3.1.1 Ruído Linear

A escolha mais simples para representar a estatística de ruído homogêneo é dada
pela função linear F (`) = c− a`, junto ao ruído multiplicativo linear G(`) = `, onde ao
menos na interpretação de Itô ainda esperamos a > 0 para uma média finita, enquanto em
termos gerais ainda temos c > 0 para ` > 0. A distribuição para os tamanhos de passos
P (`) pode ser obtida através da solução estacionária da equação de Fokker-Planck na
convenção de Itô, eq.(3.8), associada à equação de Langevin, eq.(3.1), e assim obtemos

P (`) = A−1 e
−c/`

`2+a/ε , (3.20)

onde A é uma constante de normalização que fornece uma variância finita para P (`)
desde que a/ε > 1, como vimos na eq.(3.19) o caso c → 0+ gera uma distribuição não
normalizada.
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Além de continuarmos obtendo distribuições normalizáveis, podemos introduzir
em F (`) algum grau de não linearidade a fim de obtermos funções mais genéricas. Assim,
podemos reescrever o termo determinístico de forma conveniente para

F (`) = c+ a`− b`1+γ, (3.21)

ainda com c > 0. No entanto, não é mais evidente que o parâmetro a seja necessariamente
positivo (por isso redefinido apenas como +a), enquanto isso espera-se que o parâmetro b
deva assumir valores positivos para γ > 0, mas que possa ser negativo para −1 < γ < 0
quando em geral a contribuição do terceiro termo é menor que a do segundo (que precisa
ser negativo). Optamos por escolher apenas γ > −1 para evitar singularidades diretamente
na função F (`), embora um termo do tipo −b/` possa operar na prática como uma
barreira refletora, desde que b < 0 e `(0) > 0. Além disso temos γ 6= 0 e b 6= 0 para
distinguir do caso anterior. Destas circustâncias resulta que os valores de a e b podem ser
tanto positivos quanto negativos, como discutiremos de maneira mais precisa com base
na solução estacionária. De fato, a característica não linear adicionada pelo termo extra
pode representar uma contribuição realista, pois ao longo do movimento, o animal além
de submetido a efeitos estocásticos, fica sujeito à vários fenômenos complexos que são
usualmente não lineares. Além disso, também discutiremos a perspectiva dos parâmetros
desse modelo no contexto do deslocamento animal.

Consideramos primeiro a eq.(3.21) com c→ 0+ na dinâmica de Langevin eq.(3.1),
com ruído linear G(`) = `. Assim, a solução estacionária da equação de Fokker-Planck na
convenção de Itô fornece a distribuição normalizável

P (`) = N−1 exp[−b`γ/(γε)]
`2−a/ε , (3.22)

onde a constante de normalização é dada por N = 1
|γ|Γ[(a/ε− 1)/γ](b/γε)−(a/ε−1)/γ, e Γ

denota a função Gama Γ(x) =
∫∞

0 e−yyx−1dy, x > 0 ,notamos que os valores dos parâmetros
na eq.(3.22) não podem ser completamente arbitrários. Por exemplo, haja vista que ε > 0,
a definição de função Gama requer b/γ > 0 para uma distribuição real, além do mais, é
necessário para a condição de normalização que o argumento da função Γ seja positivo,
assim (a/ε − 1)/γ > 0. Ainda temos devido a imposição realística de que o segundo
momento deve ser finito que (a/ε+ 1)/γ > 0. Notamos que agora podemos construir uma
distribuição gaussiana desde que a/ε = 2 e γ = 2 precisamente apenas com argumento
positivo, portanto sem o inconveniente de passos negativos que foram obtidos utilizando
ruídos aditivos na eq.(3.5).

Notamos que, a partir da eq.(3.22), podemos obter diversos tipos de distribuições
de tamanhos de passos, como exemplos temos parte delas representadas nas expressões
de 1 a 9 na Tabela 1. Segue-se que as novas possibilidades criadas pela introdução de
ruídos multiplicativos e efeitos não lineares proporciona uma variedade de distribuições que



Capítulo 3. Distribuições de tamanhos de passos na dinâmica do deslocamento animal 75

incluem algumas das mais relevantes consideradas na literatura da ecologia do movimento
[3, 6, 7, 11]. Por exemplo, temos que as distribuições Gaussianas e exponenciais são
amplamente usadas no contexto em modelos de caminhadas aleatórias para o movimento
animal, incluindo caminhadas aleatórias correlacionadas e caminhadas aleatórias com
tendência [7, 99]. Distribuições exponenciais também aparecem em padrões de movimento
de várias espécies de predadores marinhos em águas com alta disponibilidade de alimentos,
ao passo que em regiões escarsas em recursos distribuições de lei de potência truncadas são
obtidas [100, 101]. Além dessas, funções hiper-exponenciais são consideradas no estudo do
deslocamento de mexilhões [25] e abelhas [102], enquanto leis de potência são registradas
na dinâmica do movimento de algumas espécies de macacos [103] e nemátodos [104]. Por
outro lado, distribuições exponenciais atenuadas (Weibull) estão presente no padrão de
movimento de diversas espécies de abelhas [102] e alces [13]. Também temos leis de potência
[105] e distribuições gama [14] na descrição de dados obtidos para os comprimentos dos
passos de albatrozes em seus voos.

No contexto da análise de dados obtidos para tamanhos de passos no movimento
animal, discutiremos agora sobre a interpretação dos parâmetros do modelo, ou seja
da proposta da equação de Langevin original que determina a dinâmica tratada neste
trabalho. Primeiro argumentamos que os parâmetros que definem as funções F (`) e
G(`) são intrinsecamente dependentes da natureza específica de cada ser, no sentido que
refletem os diferentes impulsos presentes na forma habitual de deslocarem-se no meio
ambiente, e que são particulares à cada espécie animal. Todavia, destacamos que estamos
principalmente interessados em abordar este problema na perspectiva da física estatística,
sem preocupações maiores com relação aos detalhes inerentes a cada animal em particular,
e assim buscamos por uma descrição baseada apenas em comportamentos médios. Neste
sentido, é importante destacar que embora seja ampla a quantidade de diferenças presente
nas mais diversas espécies, a diversidade estatística dos padrões de movimento e das
distribuições de tamanhos de passos não é tão grande quanto poderia-se imaginar de início
[3, 6, 7, 11, 12, 19, 106].

Podemos constatar analisando a distribuição P (`) na eq.(3.22) que esta é determi-
nada apenas por três parâmetros independentes, ā = a/ε, b̄ = b/ε, e γ. Em outras palavras,
a intensidade do ruído ε atua como um fator de normalização para os coeficientes a e b
presentes no termo determinístico F (`) definido na eq.(3.21) para c = 0+. Além disso,
a escala característica de P (`) pode ser inferida pela eq.(3.22) como sendo ¯̀= (γ/b̄)1/γ,
que é uma grandeza que pode ser determinada por meio de dados experimentais. Con-
sistentemente temos que ¯̀ depende somente das propriedades estatísticas do ruído e da
componente não linear da função F (`) caracterizada pelos valores de b e γ. Notamos que
uma distribuição sem escala característica é obtida (no caso c→ 0+), sob a forma de uma
lei de potência, apenas na ausência de não linearidades, que entretanto é não normalizável
como na eq.(3.19). Por outro lado, para c 6= 0 ainda temos uma escala característica
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Tabela 1 – Sumário de algumas funções densidade de probabilidades de tamanhos de
passos, originadas a partir da solução estacionária correspondente à forma geral
da dinâmica de Langevin apresentada na eq.(3.1), as expressões 1-12 pertencem
à categoria de ruídos homogêneos ao longo de toda a trajetória do animal,
em particular para 1-10 temos c→ 0+ além de G(`) linear, e G(`) não linear
para 11 e 12, ao passo que as distribuições 13 e 14 estão relacionadas a algum
grau de inomogeneidade do meio, quando a estatística de ruído heterogêneo é
utilizada.

Distribuição Expressão matemática Parâmetros
1. Exponencial P (`) = b

ε
exp[−b`/ε] γ = 1, b > 0, a/ε = 2

2. Gaussiana (` > 0) P (`) =
√

2b
πε
exp[−b`2/(2ε)] γ = 2, b > 0, a/ε = 2

3. Weibull P (`) = b
ε
exp[−b`γ/(γε)]

`1−γ
0 < γ 6= 1, b > 0, a/ε =
1 + γ

4. Gama P (`) = N−1 exp[−b`/ε]
`2−a/ε

γ = 1, b > 0, a/ε > 1
5. Gama inversa P (`) = N−1 exp[−|b|/(ε`)]

`2−a/ε
γ = −1, b < 0, a/ε < −1

6. Gama generalizada P (`) = N−1 exp[−b`γ/(γε)]
`2−a/ε

γ > 0, b > 0, a/ε > 1
7. Gama inversa na potên-
cia

P (`) = N−1 exp[−b`−|γ|/(γε)]
`2−a/ε

−1 < γ < 0, b < 0, a/ε <
−1

8. Qui-quadrado P (`) = 1
2k/2Γ(k/2)

exp(−`/2)
`1−k/2 γ = 1, ε/b = 2, a/ε = 1 +

k/2, k = 1, 2...
9. Rayleigh generalizada P (`) = ( b

2ε)
k/2 2

Γ(k/2)
exp(−b`/2ε)

`1−k
γ = 2, b > 0, a/ε = 1 +
k, k = 1, 2...

10. Lei de potência atenu-
ada

P (`) = N̄−1 exp[−b`γ/(γε)]
(`+`0)v/ε`2−aε γ > 0, b > 0; a, ε, e v refe-

renciados no texto
11. GIG esticada P (`) = Ñ−1 exp[−αx`x−αy`y ]

`1−p
αx > 0, αy > 0; GIG:
αx = 1, αy = 1;

12. Beta P (`) = C
(

`
`máx

)δ−1 (
1− `

`máx

)β−1
` < `máx; δ e β referenci-
ados no texto

13. Distribuição de Bessel P (`) = N ′−1`ωKω−1(b̄`) γ = 2, b > 0, ω > 0, b̄2 =
2bω > 0

14. Hiper-exponencial P (`) =
s∑
i=1

ωi
λi
e−`/λi λi > 0, ωi > 0,

s∑
i=1
ωi = 1

Fonte : O autor (2020)

definida, no regime linear pelo próprio valor de c veja eq.(3.20), isto é do incremento de
passo gerado quando ` = 0, e que aparece como uma escala natural para o problema.
Notamos que o termo determinístico dado pela eq.(3.21) para γ = −1 pode gerar uma
solução semelhante à eq.(3.20) com os devidos ajustes nas condições de normalização.

Ainda sobre a forma funcional da distribuição P (`) temos que está é definida por
ambas componentes determinísticas e estocásticas. Nota-se que enquanto ambos atuam
juntos para fornecer a dependência por parte da lei de potência na eq.(3.22) via o parâmetro
ā = a/ε, a forma funcional da exponencial atenuada de P (`), que esta diretamente
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relacionada à possibilidade de obtenção de distribuições com variância finita, é composta
apenas como uma função de `/¯̀ cuja potência é dada pelo mesmo expoente γ do termo
não linear. Comentamos que devido ao fato das contribuições do termos determinísticos e
estocásticos serem marcadamente diferenciados, seria possível uma análise baseada apenas
em dados experimentais submetidos a algum tipo de método estatístico para estimar os
melhores parâmetros. Assim, o método da máxima verossimilhança (maximum likelihood
estimation), ou o critério de informação de Akaike (Akaike information criterion, AIC)
[7, 12] podem fornecer alguma informação sobre o tipo e a intensidade da não linearidade
associada com o termo determinístico do movimento, e também das propriedades estatística
do ruído em questão.

Na figura 8 mostramos dois casos particulares das expressões exibidas na tabela 1,
a distribuição gama fig.(8a), e a distribuição gama inversa fig.(8b), cada par de curvas visa
comparar a solução estacionária P (`), eq.(3.22), e a solução por simulação numérica obtida
através do método de Milstein [82] da equação de Langevin correspondente, eq.(3.1). Uma
vez que estamos interessados apenas na solução estacionária, podemos nos valer da hipótese
de ergodicidade e proceder como se segue: a partir de uma configuração inicial finita `0 6= 0
teremos após Nt = 106 iterações do procedimento de Milstein, utilizando um pequeno
incremento de tempo h = 10−3, que dentro de um intervalo de tempo de ∆t = Nth = 103

o regime estacionário da dinâmica de Langevin, eq.(3.1), é aproximadamente alcançado
fornecendo subsequentemente os valores de `. Assim um ensemble de 108 comprimentos de
passos foram computados em cada solução numérica da figura 8.

Passaremos a discutir as consequências da dinâmica do movimento regida pela
eq. (3.1), com a distribuição de comprimentos de passos dados pela eq.(3.22). Sendo o
segundo momento da distribuição P (`) finito, o teorema central do limite (central limit
theorem, CLT) assegura que a distribuição da soma de n tamanhos de passo converge para
uma gaussiana para um número suficientemente grande de n. Neste caso, a dinâmica do
movimento é difusiva, significando que a raiz do valor quadrático médio (médio root mean
square, rms) da distância percorrida após um dado tempo, ou após N passos, comporta-se
após algum período transiente como xrms ∼ tν ∼ N ν , onde ν = 1/2 é o expoente de
difusão [11, 12].

De outra forma, do ponto de vista estatístico podem existir dinâmicas de difusões
anômalas, quando o deslocamento quadrático médio, x2

rms, comporta-se de maneira não
linear no tempo, de forma subdifusiva quando ν < 1/2 ou superdifusiva quando ν > 1/2.
De fato, no contexto do TCL generalizado, uma partícula em uma caminhada aleatória
com tamanhos de passos distribuídos segundo uma distribuição P (`) pode apresentar
comportamento anômalo na taxa de difusão, que fisicamente podemos relacionar com uma
maior ou menor capacidade de exploração do ambiente por parte da partícula em relação
à um processo de busca gaussiano. Em particular, as distribuições P (`) relacionadas à
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Figura 8 – Comparativo entre o resultado analítico para a distribuição de tamanhos de
passos P (`), eq.(3.22), obtido via solução estacionária da equação de Fokker-
Planck na prescrição de Itô, e o resultado numérico obtido a partir da dinâmica
de Langevin, eq.(3.1), utilizando o método de Milstein. Temos a distribuição
gama (expressão 4 na Tabela 1) com parâmetros γ = 1, a = 2, b = 1, ε = 1/2
em (a), e a distribuição gama inversa (expressão 5 na Tabela 1) com parâmetros
γ = −1, a = −2, b = −1, ε = 1/2 em (b). Um ensemble de 108 comprimentos
de passo {`} foram contabilizados em cada figura.

(a) Função gama (b) Função gama inversa

Fonte : O autor (2020)

processos superdifusivos apresentam variância infinita e nesse caso a soma de um grande
quantidade n de tamanhos de passos converge para a família de distribuições de Lévy
α-estáveis [11, 12]. O parâmetro de Lévy α pode assumir valores de 0 < α 6 2, onde o
caso exato α = 2 corresponde à volta da distribuição Gaussiana prevista pelo resultado do
TCL.

O TCL generalizado pode manifestar-se como exemplificado a seguir: um cami-
nhante aleatório que apresente uma distribuição P (`) para o comprimento dos passos que
seja contínua e diferenciável sem apresentar nenhuma singularidade crucial na origem que
impossibilite a normalização, e que apresente um comportamento assintótico para `→∞,
vez que estaremos majoritariamente interessados na ocorrência de passos longos, na forma
de uma distribuição de cauda longa como uma lei de potência, P (`) ∼ `−µ. Temos então
que, se o expoente da lei de potência é dado por 1 < µ < 3, a distribuição é normalizável,
porém seu segundo momento é infinito, tal que a soma dos n tamanhos de passos tendem
à distribuição de Lévy com índice de estabilidade α = µ− 1. Do modo contrário, se µ > 3
a variância também é finita e a dinâmica passa a ser dirigida pelas previsões do TCL, o
caso marginal µ = 3 enquadra-se também no limite Gaussiano α = 2.

Sabemos, do ponto de vista realístico, que o movimento de qualquer animal deve ser
regido por uma dinâmica associada à uma distribuição P (`) com segundo momento finito,
por maior que este valor seja em relação as dimensões físicas do problema, dado que sempre
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há um tamanho de passo limitante justificável pela presença de vínculos comportamentais,
biológicos ou do próprio meio em que o animal se encontra. Todavia, isto não significa
que regimes superdifusivos não são observados na natureza. Efetivamente, é estabelecido
na literatura da ecologia do movimento que sobre certas condições como, por exemplo,
em regiões com poucos recursos disponíveis, dinâmicas superdifusivas são encontradas em
análises de dados experimentais coletados a partir dos padrões de movimentos de diversas
espécies de animais [11, 12, 100, 101, 103, 107, 108]. Entretanto, é importante destacar que
comportamentos superdifusivo são na prática limitados, em trajetos reais, pelas próprias
escalas ecológicas, de fato um melhor entendimento das extensões das escalas onde os
regimes superdifusivos ocorrem ajudaria na compreensão dos componentes relevantes ao
movimento animal [24]. Assim sendo, comportamentos dinâmicos superdifusivos como
os relacionadas as distribuições de Lévy não podem estender-se indefinidamente, posto
que a variância da distribuição P (`) tem que ser finita para um retrato factual de um
deslocamento animal. Logo de acordo com o TCL a convergência para a difusão normal
(Gaussiana) irá necessariamente ocorrer, mesmo embora possa demorar um longo período
de tempo para convergir [109]. Tal mudança de comportamento entre o regime superdifusivo
e o regime Gaussiano é o que daqui em diante chamaremos de dinâmica por superdifusão
limitada.

As dinâmicas de superdifusão limitada mais simples são geradas com base em
distribuições de leis de potências truncadas P (`) ∼ `−µ que possuem um valor de limite
superior `máx e inferior `mín (tal que P (`) = 0 se ` > `máx ou ` < `mín) ou por um fator
de atenuação que atue para valores grandes de `, como por exemplo uma exponencial
negativa tal que P (`) ∼ `−µexp(−λ`), onde a ocorrência de valores de ` cada vez maiores
é favorecida por valores menores de λ > 0, embora a rigor o exato limite λ = 0 possa não
ser de interesse por não gerar uma distribuição normalizável. Veremos algo mais sobre
isso posteriormente na seção sobre ruído não linear. Em ambos os casos, o movimento
animal da correspondente P (`) apresenta uma dinâmica, que pode apresentar uma região
superdifusiva aos moldes da distribuição de Lévy, desde que 1 < µ < 3, com convergência
aguardada para o regime de difusão normal após uma determinada quantidade de passos
como requerido pela TCL.

No modelo proposto pela equação de Langevin eq.(3.1) uma dinâmica superdifusiva
pode ser obtida. Para tanto, adicionaremos à função F (`) na eq.(3.21) um novo termo
− v`2

`+`0 , tal que para c = 0 teremos

F (`) = a`− b`1+γ − v`2

`+ `0
, (3.23)

que reduz-se ao caso anterior para v = 0. Para v 6= 0 o termo extra interpola um
comportamento quadrático e outro linear respectivamente para valores grandes e pequenos
de ` em comparção ao valor de `0, desse modo obtemos como solução estacionária na
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interpretação de Itô, eq.(3.8), que

P (`) = N̄−1 exp[−b`γ/(γε)]
(`+ `0)v/ε`2−a/ε , (3.24)

isto é, uma distribuição de lei de potência atenuada como pode ser visto na expressão 10
da Tabela 1, onde N̄ é uma constante de normalização. Porém, neste caso não conseguimos
obter a expressão analítica para N̄ , mesmo assim é possível saber quais são as condições
necessárias para que N̄ seja finito, e a distribuição P (`) na eq.(3.24) apresente variância
finita, podemos fazer isto seguindo três regras básicas: (i) a função deve anular-se no
infinito mais rapidamente que a função recíproca 1/`, (ii) ter valor finito na origem, ou
caso a função divirja em ` = 0 deve ser de maneira mais lenta que 1/`, (iii) não apresentar
outras singularidades no intervalo aberto ]0,∞[. De onde concluímos que devemos ter
`0 > 0, b

γ
> 0 e a−v

ε
< −1 para −1 < γ < 0, ou a

ε
> 1 para γ > 0. O comportamento

assintótico de ` tendendo ao infinito na eq.(3.24) é uma distribuição de lei de potência
atenuada, similar a segunda forma referida anteriormente sobre as maneiras possíveis de
gerar dinâmicas por superdifusão limitada P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ), com o expoente da lei
de potência sendo dado por µ = 2 − a−v

ε
. Em particular, quando 1 < µ < 3 um regime

superdifusivo limitado pode ser obtido para γ > 0, b > 0 e ε < a < v + ε, se 0 < a
ε
< 2,

ou v − ε < a < v + ε, se a
ε
> 2. Entretanto para −1 < γ < 0 temos que a−v

ε
< −1,

portanto µ = 2− a−v
ε
> 3. O mesmo ocorre para a distribuição P (`) na eq.(3.22) em que as

tentativas de obter o expoente µ no intervalo superdifusivo entram em contradição com as
exigências de normalização ou de segundo momento finito. Por exemplo, na função gama,
expressão 4 da tabela 1, a restrição de variância finita a/ε > 1 resulta em µ = 2− a/ε < 1,
implicando que a distribuição de tamanhos de passos P (`) na eq.(3.22) está relacionada
apenas às dinâmicas difusivas normais.

O comportamento superdifusivo limitado resultante da lei de potência atenuada
P (`), eq.(3.24), pode ser observada a partir dos resultados obtidos via simulações numéricas
como exibido na fig.(9) através da utilização do método de Milstein na equação de Langevin,
eq.(3.1). Neste caso a escolha de alguns dos parâmetros, γ = 2, ε = 1, b = 10−4 foi feita de
tal modo a simplificar o expoente µ para µ = v, assim o comportamento assintótico é dado
por P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ) com γ = 1, e λ = b. Na simulação numérica um caminhante
aleatório, com tamanhos de passo gerados pela dinâmica de Langevin correspondente à
solução estacionária P (`), inicia seu trajeto num espaço unidimensional a partir da origem,
x = 0, e então sua posição xN após N passos é dada por xN = ∑N

j=1 uj`j, onde a variável
uj assume os valores de uj = +1 ou uj = −1 sorteados com igual probabilidade, ou seja
há isotropia em relação à direção do movimento. Assim, a fig.(9) apresenta a distância
quadrática média do caminhante xrms em termos do número N de passos efetuados. Nas
figuras (9a, 9b) temos respectivamente µ = 4 e µ = 0 na eq.(3.24), portanto fora do regime
superdifusivo 1 < µ < 3, e para o qual após a média sobre uma quantidade, em cerca de
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104 − 106 realizações, logo estabelece-se uma difusão gaussiana com expoente ν = 0, 50,
que permanece a mesma por todo a extensão dos valores de N .

Figura 9 – Dinâmica do movimento de uma partícula em uma caminhada aleatória com os
tamanhos de passos advindos da equação de Langevin que resulta na distribuição
estacionária P (`) na eq.(3.24), cujo comportamento assintótico de ` → ∞
resulta em P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ), com o expoente da lei de potência dado por
µ = 2− a−v

ε
e λ = b/(γε), os parâmetros utilizados neste exemplo foram γ = 1,

a = 2, b = 10−4, ε = 1, `0 = 1, tal que µ = v e λ = b. Os resultados numéricos
foram obtidos via simulações da dinâmica de Langevin, eq.(3.1), por meio do
método de Milstein. A distância quadrática média do caminhante xrms ∼ Nν é
mostrada como função do número de passos N realizados até então, onde ν é
o expoente de difusão. Para µ = v = 4 (a) e para µ = v = 0 (b) a dinâmica
da difusão é normal desde o começo como indicado pela regressão linear de
coeficientes angular 0, 50, em oposição temos o caso µ = 2 (c) pertencente
a região superdifusiva 1 < µ < 3, que apresenta uma região superdifusiva
ν = 0, 65 antes de atingir em definitivo a região difusiva ν = 0, 50 como prevê
o TCL.

(a) µ = 0 (b) µ = 4

(c) µ = 2

Fonte : O autor (2020)

Por outro lado, a fig.(9c) evidencia um comportamento diferente quando µ = v = 2.
Neste caso, antes de atingir o regime difusivo normal com ν = 0, 50 para N & 8 × 103,
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existe um regime superdifusivo com ν = 0, 65 no intervalo aproximado de 5, 4× 101 6 N 6

8, 1× 103. Ao menos do ponto de vista teórico seria esperado que o expoente ν aumentasse
quando o parâmetro γ decrescesse, embora o valor esperado de um regime balístico ν = 1,
para um caminhante aleatório conforme a distribuição de Lévy P (`) ∼ `−2 com γ → 0, e
índice de Lévy α = µ− 1 = 1 não tenha sido obtido nestas simulações.

A solução assintótica esperada ln xrms = f(lnN) pode ser estimada sabendo-se
que a distribuição estacionária P(l) possui média e variância finitas. Então esperamos pelo
teorema central do limite que a função f deve ser uma reta na variável lnN com inclinação
0, 50, tal que ln xrms = 0, 50lnN + c̃. Agora vamos imaginar o primeiro passo, aquele que
ocorre no tempo t = h, neste instante x(h) = `→ 〈x(h)〉 = 〈l〉 = 0, embora a média de
l, 〈l〉, seja de fato igual a: 〈l〉 =

∫∞
0 lP (l)dl, devemos atribuir seu valor como sendo zero

devido ao sorteio meio a meio em l que ocorre em cada passo em x(t+ h) = x(t)± l. Por
outro lado, x2(h) = l2 → 〈x2(h)〉 = 〈l2〉 =

∫∞
0 l2P (l)dl é indiferente ao sinal de `, e assim

temos xrms(h) =
√
〈l2〉 =

√∫∞
0 l2P (l)dl ≡ lrms. Agora vamos voltar à solução assintótica

ln xrms = 0, 50ln N + c̃, e avaliar seu valor em t = h, ou seja N = 1, tendo em vista que o
resultado deve ser ln xrms(h) = ln lrms, portanto concluímos que c̃ = ln lrms. Assim, a
solução assintótica resultante é dada por ln xrms(N) = 0, 50lnN + ln lrms, que é a forma
exata das expressões utilizadas nas figuras quando nos referimos ao regime difusivo normal.

Uma mudança de variável da forma ` → ` − `mín na eq.(3.1) conduz às mesmas
expressões já apresentadas, tal que de P (`)→ P (`− `mín), com a notória diferença que a
dinâmica agora proibe ` < `mín, do mesmo modo que antes havia a restrição para ` > 0.
Tais distribuições são relativamente recorrentes no modelo estatístico do movimento dos
animais, pois é razoável para alguns caso supor que existe um tamanho de passo mínimo,
por exemplo, a distribuição gama, com um limite inferior não nulo, é aplicado no modelo
do padrão de movimento de albatrozes [105], e distribuições exponenciais, exponenciais
esticadas, e de leis de potência truncadas, com um certo `mín definido, são utilizadas no
modelo do deslocamento de abelhas [102].

Por fim, a última família de distribuições que abordaremos ainda com ruído linear
são aquelas obtidas considerando c positivo e não nulo, c > 0, além de γ > −1 na definição
de F (`), eq.(3.21). Neste caso, a solução estacionária interpretada por Itô fornece

P (`) = Ñ−1 exp[−b`γ/(γε)− c/`]
`2−a/ε , (3.25)

onde Ñ é finito e possibilita uma variância para P (`) desde que

(i)γ > 0, b > 0,

(ii)− 1 < γ < 0, a
ε
< −1,

à parte dos já definidos c > 0 e ε > 0, os parâmetros não referidos nas condições acima
são livres e podem assumir qualquer valor finito. Em particular, para γ = 1, quando
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F (`) é uma função quadrática, P (`) tem a forma de uma distribuição Gaussiana inversa
generalizada (GIG) [110]. A distribuição GIG esticada não tem sido aplicada no contexto
da dinâmica do movimento animal, embora possa ser considerada uma generalização da
eq.(3.22), uma vez que recupera as distribuições habituais, expressões de 1 à 9 na Tabela
1, no limite c→ 0+. Uma característica marcante da distribuição apresentada na eq.(3.25)
é que a atuação do termo e−c/` conduz à uma probabilidade nula para tamanho de passo
nula, independente do expoente da lei de potência, isto é, P (` = 0) = 0, o que pode ser de
interesse junto ao caso discutido referente a um tamanho de passo mínimo.

A condição (ii) impossibilita a obtenção do intervalo 1 < µ < 3 pois µ = 2− a
ε
→

µ > 3. Por outro lado, a condição (i) não apresenta qualquer vínculo sobre a, portanto
podemos obter o intervalo superdifusivo para −1 < a

ε
< 1 como está retratado na fig.(10).

Nas figuras (10a, 10b) temos respectivamente µ = 4 e µ = 0 na eq.(3.25), portanto fora
do regime superdifusivo 1 < µ < 3, e para o qual após uma média sobre uma quantidade
suficiente de realizações logo estabelece-se uma difusão Gaussiana com expoente ν = 0, 50,
que permanece a mesma por todo a extensão dos valores de N . Por outro lado, a fig.(10c)
evidencia um comportamento diferente quando µ = −2− a

ε
= 2, neste caso antes de atingir

o regime difusivo normal com ν = 0, 50 existe um regime superdifusivo com ν = 0, 65. O
resultado da fig.(10) é semelhante ao da fig.(9) em virtude de ambas as dinâmica resultarem
no mesmo comportamento assintótico de suas distribuições estacionárias P (`).

3.1.2 Ruído não linear

Ruídos não lineares também podem ser considerados na abordagem das dinâmica
de Langevin, desde que G(0) = 0. Por exemplo, no contexto do deslocamento um caso
de interesse são distribuições que possuam um tamanho de passo máximo, `máx, para tal
vamos escrever a seguinte dinâmica (com y > 1/2, z > 0)

d`

dt
= a`2z(`máx − `)2y−1 + `z(`máx − `)yξ(t), (3.26)

assim a distribuição obtida segundo a eq.(3.8) resulta em

P (`) ∼ 1
`2z(`máx − `)2y+a

ε
, (3.27)

que visa obter, da melhor maneira possível, a primeira proposta para a superdifusão
limitada comentada anteriormente, neste caso uma lei de potência pura restrita à `mín =
0 < ` < `máx. Na eq.(3.27) devemos ter 0 < z < 1/2, 1/2 < y < 1/2(1−a/ε), e a < 0, assim
essa distribuição apresenta uma propriedade singularmente diferente das apresentadas até
então, visto que a distribuição no seu limite máximo, P (`→ `máx), pode não tender a zero.
Assim sendo, não temos garantias de esta distribuição faça jus à dinâmica visto que o
fluxo de probabilidade não é nulo na borda, e poder ocorrer, por exemplo, que a dinâmica
de ` seja conduzida ininterruptamente para ` = 0 ou ` = `máx.
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Figura 10 – Dinâmica do movimento de uma partícula em uma caminhada aleatória com
os tamanhos de passos advindos da equação de Langevin que resulta na
distribuição estacionária P (`) na eq.(3.25), cujo comportamento assintótico de
`→∞ resulta em P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ), com o expoente da lei de potência
dado por µ = 2 − a

ε
e λ = b/(γε), os parâmetros utilizados neste exemplo

foram γ = 1, b = 10−4, ε = 1, c = 1, tal que µ = 2− a
ε
e λ = b. Os resultados

numéricos foram obtidos via simulações da dinâmica de Langevin, eq.(3.1),
por meio do método de Milstein. A distância média quadrática do caminhante
xrms ∼ N ν é mostrada como função do número de passos N realizados até
então, onde ν é o expoente de difusão. Para a = −2 → µ = 4 (a) e para
a = 2 → µ = 0 (b) a dinâmica da difusão é normal desde o começo como
indicado pela regressão linear de coeficientes angular 0, 50, em oposição temos
o caso a = 0→ µ = 2 (c) pertencente a região superdifusiva 1 < µ < 3, que
apresenta uma região superdifusiva ν = 0, 65 antes de atingir em definitivo a
região difusiva ν = 0, 50 como prevê o TCL.

(a) µ = 0 (b) µ = 4

(c) µ = 2

Fonte : O autor (2020)
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Notamos que a eq.(3.26) não permite a inclusão de nenhuma constante aditiva, pois
o vínculo 0 < ` < `máx requeriria que esta fosse de valor positivo para ` = 0 e negativo para
` = `máx. Para tanto, podemos modificar a dinâmica e assim propor F (`) = a(`máx− `)− b,
com b > 0 e a`máx − b > 0, G(`) = [`(`máx − `)]1/2, de onde obtemos a distribuição beta
[111]

P (`) = C
(

`

`máx

)α−1 (
1− `

`máx

)β−1

, (3.28)

onde C = Γ(α + β)/[`máxΓ(α)Γ(β)], β = b/(ε`máx) > 0, α = (a− b/`máx)/ε > 0, tal que
a distribuição P (`) para os tamanhos de passos na eq.(3.28) também apresenta valores
apenas entre 0 e `máx. Numericamente pode ser necessário excluir as bordas, tal que ` 6= 0
e ` 6= `máx.

Podemos agora generalizar o ruído não linear desta seção considerando G(`) = `δ,
onde δ > 0. No caso da eq.(3.21) com c→ 0+, obtemos a partir da eq.(3.8) que

P (`) = C ′`−2δexp

[
a

2ε(1− δ)`
2(1−δ) − b

ε[2(1− δ) + γ]`
2(1−δ)+γ

]
, (3.29)

onde δ 6= 1 e γ 6= 2(δ − 1). Para obtermos P (`) com variância finita existem várias
possibilidades que podem ser divididas dependendo do valor de δ como é exibido na Tabela
2. Nota-se que o regime superdifusivo pode ser obtido nas condições 2 e 3 da tabela 2,
onde o exponte µ = 2δ pertence ao intervalo 1 < µ < 3. A eq.(3.29) representa uma forma
para as distribuições GIG, mas com ambas dependências exponenciais, na forma atenuada
ou esticada, a depender do sinal de 2(1− δ) e 2(1− δ) + γ.

Tabela 2 – Conjunto de parâmetros que tornam a variância da distribuição na eq.(3.29)
finita, e evitam singularidades diretamente na própria dinâmica. Os parâmetros
sem vínculo estão livres para serem finitos.

parâmetro δ demais parâmetros
1. 0 < δ < 1/2 −1 < γ < 0, b, a < 0;

γ > 0, b > 0, a.
2. 1/2 < δ < 1 −1 < γ < −2(1− δ), b < 0, a < 0.
3. 1 < δ < 3/2 γ > −2(1− δ), b > 0, a > 0.
4. δ > 3/2 γ > −2(1− δ), b > 0, a > 0;

0 < γ < −2(1− δ), b, a > 0;
-1<γ < 0, b < 0, a.
Fonte : O autor (2020)

Como mais um exemplo numérico podemos retormar F (`) como apresentada na
eq.(3.23), com γ = −1 (com c→ 0+) junto à G(`) = `1/2 tal que a dinâmica é descrita por

d`

dt
= a`− b− v`2

`+ `0
+ `1/2ξ(t), (3.30)
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com solução estacionária seguindo a eq.(3.8) dada por

P (`) ∼ `−1− b
ε (`+ `0)

v`0
ε exp

[
(a− v)

ε
`

]
. (3.31)

Nas figuras (11a, 11b) temos respectivamente µ = 4 e µ = 0 na eq.(3.31), portanto
fora do regime superdifusivo 1 < µ < 3, e para o qual após uma média sobre uma
quantidade suficiente realizações logo estabelece-se uma difusão Gaussiana com expoente
ν = 0, 50, que permanece a mesma por todo a extensão dos valores de N . Por outro lado,
a fig.(11c) evidencia um comportamento diferente quando µ = −v`0

ε
= 2, neste caso antes

de atingir o regime difusivo normal com ν = 0, 50 existe um regime superdifusivo com
ν = 0, 65.

3.2 Estatística de Ruído Heterogêneo

Ao longo de todo o caminho percorrido pelo animal, a suposição feita na seção
anterior (estatística de ruído homogêneo) de que a intensidade ε é independente do tempo,
é na prática bastante restritiva para algumas situações reais. Como exemplos podemos
citar ambientes cujas propriedades estatísticas modifiquem-se rapidamente, em uma escala
de tempo muito menor que a do tempo de observação total τN , ou quando um meio
heterogêneo pode ser repartido, em grandes escalas, em regiões com características muito
distintas. Neste caso, o animal probabilisticamente experimenta mudanças significativas
na percepção das flutuações do ruído. De fato, existem indicativos na literatura de que
as componentes determinísticas e estocásticas, que regulam a interação entre o meio e o
comportamento do indivíduo, conduzem as distribuições de tamanhos de passos a não serem
precisamente definida por uma única distribuição formuladas a partir da estatística de
ruído homogêneo [112], possivelmente incluindo, para melhor serem descritas, expressões
para P (`) que envolvam misturas estatísticas. Por isso na sequência generalizamos o
parâmetro ε para também ser função do tempo, ε→ ε(t).

Iniciamos assumindo que a variação no tempo da magnitude do ruído ε(t), bem como
considerado antes para o tamanho do passo `(t), não apresente um padrão determinístico,
e também possua uma parcela estocástica. Consideramos então que a dinâmica das
flutuações ε(t) é caracterizada por uma escala temporal muito menor que o tempo total
do percurso dos N passos τN , isto é, τ` � τε � τN , em outras palavras consideramos que ε
permanece aproximadamente constante dentro do intervalo τε, pelo qual é possível o animal
ter realizado um número razoável de passos, para os quais a distribuição, diretamente
relacionada ao valor de ε, mantém-se basicamente a mesma. No regime estacionário essa
suposição permite-nos determinar a distribuição condicional estacionária P (`|ε). Portanto,
para obtermos a distribuição de tamanhos de passos P (`) ao longo de todo o caminho, é
necessário somar cada P (`|ε) ponderada pela distribuição estacionária f(ε) dos valores de
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Figura 11 – Dinâmica do movimento de uma partícula em uma caminhada aleatória com
os tamanhos de passos advindos da equação de Langevin que resulta na
distribuição estacionária P (`) na eq.(3.31), cujo comportamento assintótico de
`→∞ resulta em P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ), com o expoente da lei de potência
dado por µ = 1 + b

ε
− v`0

ε
e λ = (v − a)/(ε), os parâmetros utilizados neste

exemplo foram b = −1, a − v = −10−2, ε = 1, `0 = 1, tal que µ = v`0/ε e
λ = a− v. Os resultados numéricos foram obtidos via simulações da dinâmica
de Langevin, eq.(3.1), por meio do método de Milstein. A distância quadrática
média do caminhante xrms ∼ Nν é mostrada como função do número de passos
N realizados até então, onde ν é o expoente de difusão. Para v = −4→ µ = 4
(a) e para v = 0 → µ = 0 (b) a dinâmica da difusão é normal desde o
começo como indicado pela regressão linear de coeficientes angular 0, 50, em
oposição temos o caso v = −2→ µ = 2 (c) pertencente a região superdifusiva
1 < µ < 3, que apresenta uma região superdifusiva ν = 0, 65 antes de atingir
em definitivo a região difusiva ν = 0, 50 como prevê o TCL.

(a) µ = 0 (b) µ = 4

(c) µ = 2

Fonte : O autor (2020)

ε, conduzindo o cálculo para uma superposição estatística segundo a integral

P (`) =
∫ ∞

0
P (`|ε)f(ε)dε. (3.32)

Esta abordagem é conhecida em outros contexto matemáticos como superestatística [22, 23]
(para outras aplicações [113, 114]). Notamos que se ε apresenta valor único ε = ε∗, então
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temos f(ε) = δ(ε− ε∗) e assim os resultados prévios com ε constante são retomados. Logo,
a composição de duas distribuições na eq.(3.30) fornecem uma nova e ampla gama de
distribuições para P (`) em relação à estatística de ruído homogêneo.

Vamos considerar agora uma dinâmica estocástica própria para ε no formato similar
ao da variável `, assim

dε = aεεdt− bε1+γεdt+ εξεdt, (3.33)

igualmente com as mesmas propriedades de ruído branco 〈ξε(t)〉 = 0 e 〈ξε(t)ξε(t′)〉 =
2κδ(t−t′), onde κ > 0 define a variância das flutuações ε(t). Assim, a densidade estacionária
f(ε) pode ser obtida pela mesma abordagem de Fokker-Planck na eq.(3.8), e então obtemos

f(ε) ∼ ε
aε
κ
−2 exp

(
−bεε

γε

γεκ

)
. (3.34)

Vamos nos ater primeiramente ao caso γε = 1, quando f(ε) é uma distribuição gama da
forma

f(ε) = N̂−1εω−1exp(−ω̄ε), (3.35)

onde N̂ é uma constante de normalização, e os parâmetro de forma ω e de escala ω̄ são
dados por ω = aε/κ− 1 e ω̄ = (bε/κ). Destacamos também a importância que a densidade
f(ε) seja normalizável e tenha segundo momento finito, para tanto consideraremos apenas
bε > 0, aε/κ > 1 → ω > 0. Para exemplificar a composição proposta pela superestatística
utilizaremos a distribuição condicional P (`|ε) como sendo a distribuição exponencial
esticada com razão fixa a/ε = 1 + γ (distribuição de Weibull, expressão 3 na Tabela 1) tal
que

P (`|ε) = b

ε
`−1+γ exp(−b `γ/γ ε). (3.36)

Assim, inserindo as eqs.(3.34, 3.35) na eq.(3.32) obtemos

P (`) = N ′−1Kω−1(2b̄γ/2)
`1−γ(ω+1)/2 , (3.37)

onde a constante de normalização N ′ é dada por N ′ = Γ(ω)/(2|γ|b̄ω+1), b̄ =
√
bω̄/γ e Kν

é a função de Bessel modificada de segunda espécie (onde tomamos Kν(x) ∼ x−|ν| para um
valor de x pequeno). As condições de variância finita e de não singularidade na equação
base da dinâmica são: γ > 0 e ω > 0, além de ω̄ > 0 e b > 0. Em particular, para γ = 2
temos a distribuição beta (expressão 13 na tabela 1). Na fig.(12) temos γ = 1, ω̄ = 2,
b̄ =
√

2 para diferente valores de ω avaliados de forma analítica pela proposta na eq.(3.37)
e de forma numérica pelo método de Milstein aplicado ao par de equações (3.33, 3.1), a
última com G(`) = `, e F (`) dado na eq.(3.21) com b = 1, a = (1 + γ)ε.

Valendo-se do comportamento assintótico da função Bessel Kν(x) ∼ e−x/
√
x para

valores grandes de x, temos

P (`) ∼ e−b̄`
γ/2

`1− γ2 (ω+ 1
2 )
, `→∞, (3.38)
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Figura 12 – Soluções estacionárias para as distribuições (a) P (`) e (b) f(ε) avaliadas de
forma numérica via simulações do método de Milstein aplicado ao par de
equações (3.33, 3.1), com ω̄ = 2 (bε = 1, κ = 1/2), b̄ =

√
2 para diferente

valores de ω, enquanto G(`) = `, e F (`) é dado na eq.(3.21) com b = 1,
γ = 1, a = (1 + γ)/ε. Ao passo que são avaliadas também pelas propostas nas
eqs.(3.37, 3.35), respectivamente para a distribuição P (`) e f(ε).

(a) (b)

Fonte : O autor (2020)

com expoente µ = 1 − γ
2 (ω + 1

2) < 1 dado que γ > 0 e ω > 0, portanto fora do limte
superdifusivo. Entretanto, podemos relaxar o vínculo para a/ε e reescrever a/ε = 1 + r,
com r > 0, tal que

P (`|ε) =
(
b

γε

)r/γ
γ

Γ(r/γ)`
−1+r exp (−b`γ/γε). (3.39)

Assim inserindo as eqs.(3.39, 3.35) na eq.(3.32) obtemos

P (`) = N−1
r

Kω−r/γ(2b̄γ/2)
`1−γ(ω+r/γ)/2 , (3.40)

com Nr = [Γ(r/γ)Γ(ω)]/(2|γ|b̄ω+r/γ). Logo o limite assintótico é dado por

P (`) ∼ e−2b̄`γ/2

`1− γ2 (ω+ r
γ
− 1

2 )
, `→∞, (3.41)

onde o expoente µ = 1− γ
2 (ω + r

γ
− 1

2) poderá estar no intervalo superdifusivo 1 < µ < 3
desde que ω+ r

γ
− 1

2 < 0. Uma vez que ω > 0, então por algum modo devemos ter r
γ
− 1

2 < 0
→ r < γ/2 como critério necessário, porém não suficiente. De fato uma análise detalhada
revela que os requisitos são os apresentados na Tabela 3, onde a condição 0 < r < γ/2
esta implicitamente satisfeita

Na fig.(13a) temos µ = 4 na eq.(3.41), portanto fora do regime superdifusivo
1 < µ < 3, e para o qual após uma média sobre uma quantidade suficiente realizações logo
estabelece-se uma difusão gaussiana com expoente ν = 0, 5, que permanece a mesma por
todo a extensão dos valores de N . Por outro lado, a fig.(13b) evidencia um comportamento
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Tabela 3 – Requisitos para regime superdifusivo na distribuição de bessel apresentada na
eq.(3.41)

(I) (II) (III)
γ > 8 γ > 8 0 < γ < 8

0 < ω < 1/2− 4/γ 1/2− 4/γ < ω < 1/2 0 < ω < 1/2
−4/γ − ω + 1/2 < r/γ < −ω + 1/2 0 < r/γ < −ω + 1/2 0 < r/γ < −ω + 1/2

Fonte : O autor (2020)

diferente quando µ = 1− γ
2 (ω + r

γ
− 1

2) = 2, neste caso antes de atingir o regime difusivo
normal com ν = 0, 50 existe um regime superdifusivo com ν = 0, 60.

Figura 13 – Dinâmica do movimento de uma partícula em uma caminhada aleatória com
os tamanhos de passos advindos da equação de Langevin que resulta na
distribuição estacionária P (`) na eq.(3.31), cujo comportamento assintótico de
`→∞ resulta em P (`) ∼ `−µexp(−λ`γ/2), com o expoente da lei de potência
dado por µ = 1− γ

2 (ω+ r
γ
− 1

2) e λ = 2b̄, os parâmetros utilizados neste exemplo
foram ω = 1/4, r = 1/2, b̄ = 10−3 tal que µ = 1− γ

2 ( 1
2γ −

1
4) e λ = 2×10−3. Os

resultados numéricos foram obtidos via simulações da dinâmica de Langevin,
eq.(3.1), por meio do método de Milstein. A distância quadrática média do
caminhante xrms ∼ N ν é mostrada como função do número de passos N
realizados até então, onde ν é o expoente de difusão. Para γ = 26→ µ = 4 (a)
a dinâmica da difusão é normal desde o começo, como indicado pela regressão
linear de coeficientes angular 0, 50, em particular nesse exemplo não foi possível
obter µ = 0, em oposição temos o caso γ = 10 → µ = 2 (b) pertencente
a região superdifusiva 1 < µ < 3, que apresenta uma região superdifusiva
ν = 0, 60 antes de atingir em definitivo a região difusiva ν = 0, 50 como prevê
o TCL.

(a) µ=4 (b) µ = 2

Fonte : O autor (2020)

Para o caso γε = −1 com bε = −|bε| < 0, correspondente à função gama inversa
f(ε) = Ň−1εω−1exp(−ω̃ε−1) onde ω̃ = (|bε|/κ), temos utilizando esta f(ε) junto à eq.(3.39)
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na integral da eq.(3.32) que

P (`) = C−1
(
b̃`γ + 1

)ω−1
`−1+γ, (3.42)

onde C = Γ(−ω)/(bω̃1−2ωΓ(1 − ω)), b̃ = b/(ω̃γ), além de b̃ > 0, ω < 0, γ > 2/|ω| para
variância finita. Assim o limite assintótico `→∞ é dado por

P (`) ∼ `γω−1 (3.43)

portanto µ = 1− γω > 3, e não pertence ao intervalo superdifusivo.

Uma generalização a mais ainda é possível quando consideramos a possibilidade de
que o meio possa ser visto como composto por um conjunto de sub-regiões com propriedades
estatísticas independentes. Por exemplo, modelos de caminhadas aleatórias intermitentes
ou compostas [115, 116, 117, 118, 119]. Comportamentos com movimentos intermitentes
podem ser relatados com o caminhante que experimenta ao longo do caminho zonas
com dinâmicas marcadamente distintas, cada qual descrita pela sua própria distribuição
de tamanhos de passos. Outros exemplos podem envolver diferentes ritmos internos e
motivações animais conectadas com diferentes objetivos, como movimentos de dispersão,
de caça ou migração. Em tais situações as distribuições podem ser expressas como uma
mistura estatística de subconjuntos para o tamanho dos passos,

P (`) =
Ns∑
i=1

ρiPi(`), (3.44)

onde ρi > 0 é o peso estatístico do subconjunto i em um total de Ns subconjuntos, tal
que a normalização requer ∑Ns

i=1 ρi = 1. O conjunto de pesos {ρi} poderia representar a
probabilidade de cada sub-região.

No contexto da dinâmica de Langevin, a distinção entre a superposição e a mistura
estatística deve-se principalmente à consideração que a primeira consta com uma compo-
nente determinística sempre igual, não há sub-regiões independentes, de onde obtemos a
mesma P (`|ε). Além disso, o termo estocástico é aproximadamente modelado por uma
mesma densidade f(ε). Por outro lado na mistura estatística, ambas as componentes
determinísticas e estocásticas podem variar abruptamente entre as específicas sub-regiões
da trajetórias. Assim, cada distribuição Pi(`) na eq.(3.44) pode ser uma das diferentes
expressões relacionadas as estatísticas de ruído homogêneo ou heterogêneo como as que se
encontram na Tabela 1, ou uma combinação da mesma distribuição, mas com parâmetros
distintos. Portanto, essa abordagem generaliza as seções anteriores.

Como um exemplo de interesse, podemos relatar a distribuição hiper-exponencial
para os tamanhos de passo [25, 102, 104]

P (`) =
Ns∑
i=1

ρie
−`/λi , (3.45)
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com diversas taxas de decaimento 1/λi > 0, tais distribuições com Ns = 3 são utilizadas
para explicar o padrão de movimento de mexilhões [25], nemátodos [104], e a trajetória de
abelhas em espaços confinados [102]. Nesta situação, cada parâmetro λi na eq.(3.45) pode
estar relacionado com a dimensão espacial característica de cada sub-região, junto à outras
propriedades geográficas e às atividades de interesse particular. Estratégias difusivas estão
relacionadas com um pequeno número de escalas, enquanto modelos superdifusivos com
de lei de potência semelhante às distribuições de Lévy tendem a apresentar um número
infinito de escalas [25].



93

4 DINÂMICA POPULACIONAL

Analisamos um modelo de dinâmica populacional que está sujeito à interferência
de flutuações estocásticas. Tais flutuações são caracterizadas como ruídos brancos em
alguns parâmetros chave, que podem atuar tanto diretamente na dinâmica do tamanho
da população como na quantidade de recursos disponíveis. Para uma fonte de ruído
abordaremos algumas aproximações baseadas na proximidade do equilíbrio, e assim
calcularemos alguns resultados analíticos tão logo a intensidade do ruído seja pequena.
Para duas fontes de ruído utilizaremos métodos numéricos para estudar como a correlação
entre o tamanho da população e quantidade de recursos comporta-se à medida que as
intensidades dos ruídos variam. Por fim, faremos uma extensão para um sistema ecológico,
em que as interações entre as várias espécies e tipos de recursos é considerada no estudo
de taxas de sobrevivências.

4.1 Modelo com duas fontes de ruídos

Apresentamos inicialmente um modelo determinístico para a evolução temporal,
e a consequente configuração estacionária possível, de uma população (mesma espécie)
de tamanho n que interage com o meio através da extração de um único recurso, fonte
de sua subsistência, e que, portanto, determina sua taxa de reprodução. A dinâmica
possue uma função g caracterizando a taxa de crescimento da espécie, e que depende
da quantidade S de recurso disponível por meio da taxa de aproveitamento J(S), isto é,
g ≡ g[J(S)]. A forma funcional deve apresentar algumas propriedades que discutiremos
depois. Por outro lado, eventualmente ao morrerem os seres são removidos a uma taxa
constante ν ponderada por n. Enquanto isso, o recurso possue uma fonte permanente de
renovação, mas que diminui de forma proporcional ao tamanho da população e à taxa de
aproveitamento do recurso. Este modelo visa representar estruturas populacionais simples
e homogêneas, sem complexos fatores estruturais internos ou externos, como a população
de seres unicelulares vivendo e alimentando-se em um ambiente isolado partilhando um
mesmo recurso limitado [120]. A descrição apresentada pode ser resumida no seguinte
conjunto de equações diferenciais ordinárias determinísticas

dn

dt
= g[J(S)]n− νn,

dS

dt
= δ − J(S)n, (4.1)

onde n(t) > 0 e S(t) > 0 correspondem respectivamente ao número de indivíduos e
quantidade de recurso existente no instante t, enquanto δ é a taxa de entrada do recurso
(fluxo de recursos). É importante notar que estamos definindo uma equação contínua para
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n, e que rigorosamente o valor de n poder assumir apenas valores inteiros, assim devemos
sempre entendê-lo como uma aproximação para o tamanho exato da população. A solução
de equilíbrio é obtida no regime estacionário quando n(t) = n̂ e S(t) = Ŝ. Assim, uma vez
cessada a dependência temporal temos na eq.(4.1) que dn

dt
= 0 e dS

dt
= 0. Portanto, obtemos

g(n̂) = ν,

J(Ŝ) = δ/n̂, (4.2)

de onde concluímos que o equilíbrio ocorre quando a taxa de crescimento é igual à taxa de
mortalidade, e quando a taxa de utilização do recurso é contrabalanceada pela taxa de
recurso per capita fornecida à população. Embora o benefício do modelo descrito pelas
eq.(4.1) ser simples, este pode ser considerado não realista, haja vista a ausência de
aspectos estocásticos na dinâmica evoluçionária que estão presentes em qualquer sistema
real, e que sugere um estudo baseado em médias estatísticas das grandezas sujeitas a
flutuações [121].

Uma maneira de tornar a descrição da dinâmica populacional mais realista é assumir
algum grau de imprevisibilidade em alguns parâmetros do modelo. Por exemplo, podemos
inserir flutuações estocásticas ao substituir a taxa de inserção de recurso e a taxa de
mortalidade por termos que variam no tempo, como

δ → δ(1 + gδξδ(t)),

ν → ν(1− gνξν(t)). (4.3)

Assim a segunda parcela atua como uma correção ao comportamento estático, correspon-
dendo à situação de um ambiente cujo o incremento do recurso é instável, embora, devido as
propriedades do termo flutante ξ(t), <δ> ainda comporte-se como no caso determinístico.
Do mesmo modo na eq.(4.3) também temos uma segunda fonte de ruído, independente da
primeira, que pode ser adicionada por uma variação estocástica na taxa de mortalidade,
caracterizando outras flutuações consideradas na dinâmica do tamanho da população, tais
como efeitos de tamanho finito, sistemas comportamentais internos, e outras alterações
ambientais não relacionadas diretamente com a obtenção de recurso. Embora oscilante no
tempo, temos que o valor de ν é em média o mesmo valor proposto na eq.(4.1). Os novos
parâmetros gδ e gν correspondem respectivamente à magnitude dos ruídos ξδ e ξν . Neste
ponto assumiremos que tratam-se de dois ruídos brancos gaussianos descorrelacionados,
e portanto apresentam as mesmas propriedades estocásticas estacionárias apresentadas
na eq.(2.61). Neste capítulo, os valores de εδ e εν estão fixados em εδ = εν = 1/2, assim
temos que a média sobre as realizações do processo de Wiener são dadas por

< ξi(t) > = 0, ∀t;

< ξi(t1)ξj(t2) > = δijδ(t1 − t2), i = δ, ν; (4.4)
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tal que as flutuações tanto quanto ao tempo, quanto a natureza de sua origem, são não
correlacionadas.

Ao adicionarmos os termos randômicos da eq.(4.3) na eq.(4.1) obtemos o seguinte
conjunto de equações diferenciais estocásticas acopladas

dn

dt
= g[J(S)]n− νn+ νngνξν(t), (4.5a)

dS

dt
= δ − J(S)n+ δgδξδ(t). (4.5b)

De modo genérico podemos rearranjar as eqs.(4.5a, 4.5b) na forma de um sistema de
equações de Langevin como se segue,

dn = Fn(n, S)dt+Gn(n)dW (t),

dS = FS(n, S)dt+GS(S)dW (t), (4.6)

onde dW = ξ(t)dt denota o processo de Wiener, ao passo que F e G correspondem a

Fn(n, S) = g[J(S)]n− νn,

FS(n, S) = δ − J(S)n,

Gn(n) = νngν ,

GS(S) = δgδ, (4.7)

onde Fn(n, S) e Gn(n, S) representam as contribuições determinísticas ao tamanho da
população e à quantidade de recurso respectivamente, enquanto a contribuição estocástica
é modelada pelas respectivas funções Gn(n) e GS(S). Neste modelo, a taxa de entrada de
recurso δ é modificada por um ruído aditivo, ou seja, independente de S. Por outro lado,
a taxa de mortalidade ν é modificada por um ruído multiplicativo, ou seja, dependente de
n. Assim, para n as variações, em valores absolutos, tendem a serem maiores quando o
tamanho da população é maior, do contrário, fosse um ruído aditivo esta alteração seria
indiferente ao valor de n. Além disso, por tratar-se de uma dinâmica de tempo contínuo,
tal escolha previne a existência de valores negativos para n. Embora não seja possível
afirmar categoricamente que o conjunto de equações em (4.6, 4.7) impeça S < 0, temos
que num regime δ � δgδ, ou seja gδ � 1, dificilmente ocorrerão valores negativos para a
quantidade de recurso. Ainda temos a possibilidade de interpretar S negativo como um
período de estiagem que, como indica a estrutura das equações não favorece o crescimento
da população, naturalmente desde que isso não cause divergências numéricas.

4.1.1 O caso gδ = 0

Vamos considerar a existência de um único ruído atuando diretamente na dinâmica
do tamanho da população n. Assim gν 6= 0 e gδ = 0 em (4.5a, 4.5b). Para estudarmos a
evolução do tamanho da população próximo ao regime estacionário, consideramos que este
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já tenha sido aproximadamente atingido na dinâmica do recurso, assim dS
dt
≈ 0 em (4.5b)

com gδ = 0. Sob esta suposição obtemos

J(S) = δ

n
, (4.8)

assim substituindo a eq.(4.8) em (4.7) temos que Fn(n) ≈ g(δ/n)− νn. Logo, próximo ao
equilíbrio podemos descrever o sistema por apenas uma equação diferencial estocástica na
variável n, tal que a partir de (4.6) temos

dn = Fn(n)dt+Gn(n)dW (t). (4.9)

Para a interpretação de Itô, eq.(2.99), a evolução temporal da função densidade de
probabilidade do tamanho da população P (n, t) é descrita pela equação de Fokker-Planck
associada à equação de Langevin em (4.9), e dada por (com εν = 1/2):

∂P

∂t
= ∂

∂n

[
−FnP + 1

2
∂G2

nP

∂n

]
. (4.10)

O limite estacionário é requerido no equilíbrio, quando de fato a proposta para J(S) na
eq.(4.8) torna-se exata. Como vimos na eq.(3.8) a distribuição estacionária pode ser obtida
analiticamente em termos das funções Fn e Gn na prescrição de Itô (com εν = 1/2)

P (n) ∼ 1
G2
n(n)exp

[
2
∫ n Fn(n′)

G2
n(n′)dn

′
]
. (4.11)

Estamos abordando o problema da perspectiva dos recursos, logo devemos especificar
com mais detalhes a taxa de crescimento g[J(S)] determinada pela taxa de obtenção do
recurso J(S). Em termos biológicos, dada as características metabólicas dos indivíduos e a
disponibilidade do recurso, ambas estão relacionadas ao processo de conversão de alimento
em energia. Assim, vamos considerar que estas taxas são expressas por

J(S) = SmáxS

Smáx + S
(4.12a)

g[J(S)] = k(1− e−aJ(S)). (4.12b)

A forma da taxa de aproveitamento do recurso é similar à considerada na dinâmica
de Michaelis-Menten [122]. Notamos que J(S) comporta-se de maneira linear em S quando
a quantidade recurso disponível é pouca, e satura no valor S = Smáx quando atinge-se o
limite de muitos recursos (S →∞). Por outro lado, a taxa de crescimento g[J(S)] depende
da taxa de entrada do recurso e da eficiência do processo de conversão do recurso em energia,
considerada como uma medida direta da taxa de crescimento, que está incorporada na
eq.(4.12b) através do parâmetro a [123]. Nesse cenário, o limite de saturação g[J(S)]→ k

é atingindo quando S = Smáx � 1/a, e a taxa de crescimento torna-se constante. Nota-se,
entretanto, que neste limite não seria possível obter uma distribuição normalizável P (n)
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em (4.11), pois assim teríamos recursos infinitos e a população cresceria de maneira
descontrolada. De outro modo, para S � 1/a temos então g[J(S)] ≈ kaSmáx

S
Smáx+S , assim

relacionado às equações de Michaelis-Menten ou à equação de Monod [124].

Uma vez obtida a taxa de crescimento próximo ao equilíbrio, g[J(S)] ≈ g(δ/n),
vide eq.(4.8), podemos utilizar a eq.(4.12b) para reescrever a equação Langevin, eq.(4.9),
com Gn(n) = νngν e dW (t) = ξν(t)dt, assim temos

dn

dt
= k(1− eaδ/n)n− νn+ νngνξν(t). (4.13)

Podemos utilizar as eqs.(4.9, 4.11) com Fn(n) = k(1− eaδ/n)n− νn para determinar de
maneira exata a distribuição estacionária do tamanho da população, logo temos

P (n) = A−1n2[(k−ν)/(gνν)2−1]exp

[
− 2k

(gνν)2 Γ(0, aδ/n)
]
, (4.14)

onde A é uma constante de normalização finita para k > ν[1 + g2
νν/2], baseada no fato

de que Γ(0, c/z) → 0 anula-se exponencialmente para z → 0 e que Γ(0, c/z) ∼ lnz

para z → ∞. Além disso, se desejarmos que o segundo momento seja finito é preciso
g2
νν < 2. A expressão Γ(s, x) =

∫∞
x ts−1e−t denota a função gama incompleta. O máximo

da distribuição (4.14) n∗, dP/dn|n∗ = 0, ocorre em

n∗ = −aδ
ln[1− ν

k
(1 + g2

νν)] . (4.15)

No equilíbrio, o tamanho da população na ausência do ruído, e naturalmente
seu valor máximo estável é dn

dt
|n∗ = 0 na eq.(4.13) com gν = 0, ou seja, n∗ = −aδ

ln(1−ν/k) .
Um comparativo entre esta última equação e a eq.(4.15) revela que a presença do ruído
multiplicativo em n resulta, na perspectiva do valor máximo de n, em um aumento efetivo
da taxa de mortalidade para νeff = ν(1 + g2

ν) > ν em relação ao caso determinístico, como
consequência temos que n∗ é menor na presença do ruído. Na dinâmica determinística a
condição suficiente para a obtenção de uma solução diferente da trivial (n = 0) é k > ν.
Dado que 1− e−aJ 6 1, um equilíbrio entre os dois termos da eq.(4.13) é possível, de onde
obtemos n > 0.

Por outro lado, na dinâmica estocástica, à parte da condição de normalização,
temos que em relação à n o fator exponencial na eq.(4.14) é monotonicamente decrescente.
Portanto, para obtermos uma distribuição com n∗ > 0 o expoente da lei de potência na
eq.(4.14) deve ser positivo, assim k > ν(1+g2

νν) (que situa-se dentro da região normalizável
k > ν(1 + g2

νν/2)), de onde observamos, quando comparado ao caso sem ruído, o mesmo
aumento efetivo para a taxa de mortalidade, isto é, por um fator de 1 +g2

ν . Do contrário, se
o expoente da lei de potência fosse negativo, o máximo estaria localizado na origem, mas
ainda poderia ser uma distribuição normalizada desde que ν[1 + g2

νν/2] < k < ν[1 + g2
νν].

Neste intervalo, embora tenhamos n∗ = 0 com P (n∗) → ∞, temos um valor médio
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para o tamanho da população < n > que é finito e em geral diferente do valor no caso
determinístico, mas novamente demonstra-se um incremento na taxa de mortalidade, desta
vez por um fator de 1 + g2

ν/2.

Figura 14 – Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para a
evolução temporal do tamanho da população n(t) com ruído incluso apenas
na taxa de mortalidade, gν 6= 0 e gδ = 0, para a qual temos a dinâmica
de Langevin descrita na eq.(4.13). Cada curva representa uma realização
independente da dinâmica populacional. A linha horizontal tracejada indica o
valor analítico de n∗, eq.(4.15), no qual a distribuição de equilíbrio P (n) dada
na eq.(4.14) atinge seu máximo (valor mais provável no equilíbrio). Podemos
notar que n(t) oscila em torno do valor predito analiticamente n∗. A condição
inicial utilizada nestas simulações é n(0) = 75, e para os demais parâmetro
temos gν = 0.5, ν = 0.05, δ = 100, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

A fig.(14) apresenta exemplos de algumas realizações n(t) da dinâmica descrita
na eq.(4.13) utilizando o método de Milstein. Em todas as realizações, após um período
transiente inicial, o tamanho da população tende a flutuar em torno do valor previsto
no caso determinístico (gν = 0), que também deve ser a vizinhaça do valor médio. O
ensemble de valores {n(t)} após o transiente caracteriza a distribuição estacionária obtida
de maneira exata na eq.(4.14), cujo valor máximo é fornecido na eq.(4.15) (linha horizontal
tracejada). Há uma boa concordância entre a distribuição P (n) apresentada na eq.(4.14),
e exibida na fig.(15) em relação à solução numérica via método de Milstein aplicado ao
par de equações em (4.5a, 4.5b), com gδ = 0, e utilizando as expressões (4.12a, 4.12b),
portanto sem recorrer à consideração da proximidade do equilíbrio para J(S) na eq.(4.8).

Na fig.(15) podemos notar que a distribuição é ligeiramente assimétrica em relação
ao seu valor máximo, apresentando uma densidade de probabilidades um pouco maior para
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Figura 15 – Distribuição de probabilidades no equilíbrio para o tamanho da população
com ruído incluso apenas na taxa de mortalidade, gν 6= 0 e gδ = 0. Há uma
boa concordância entre as duas curvas. A vermelha é traçada pela solução
estacionária analítica na eq.(4.14), em que utilizamos a aproximação (4.8)
referente a presumida vizinhaça do equilíbrio. Enquanto isso, a azul é obtida
pelo método de Milstein aplicado ao par de equações em (4.5a, 4.5b), e
utilizando as expressões (4.12a, 4.12b), portanto sem o uso da aproximação do
equilíbrio. A linha vertical tracejada indica o valor de equilíbrio da população
na ausência de ruído, que é maior que o valor definido em (4.15). A condição
inicial utilizada nestas simulações é n(0) = 75 e S(0) = 2, e para os demais
parâmetro temos gν = 0.5, ν = 0.05, δ = 100, Smáx = 5, a = 0.25, k = 0.1, e
h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

n > n∗. Esta é uma consequência da não linearidade do sistema de equações e do ruído
que aparece na taxa de mortalidade ser multiplicativo, do contrário, a solução seria uma
distribuição Normal bivariada. A linha tracejada vertical destaca o máximo do tamanho
da população no equilíbrio do cenário determinístico, que não coincide com o máximo da
distribuição estacionária, e que localiza-se deslocada à direita, haja vista que houve um
incremento na taxa efetiva de mortalidade ao incluirmos uma flutuação diretamente na
dinâmica do tamanho da população.

A fig.(16) apresenta os resultados obtidos de forma numérica ao aplicarmos o método
de Milstein às eqs.(4.5a, 4.5b) junto às expressões (4.12a, 4.12b), ao que comparamos com
o resultado analítico obtido após a aproximação em (4.8). Nota-se que o resultado começa
a diferenciar-se do esperado para valores grandes de gν .
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Figura 16 – Comparativo entre o valor máximo da população n∗ calculado numericamente
(curva azul) através das eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressões (4.12a, 4.12b), e
o valor de n∗ obtido pela eq.(4.15) quando a aproximação em (4.8) é utilizada
(curva tracejada vermelha). Nota-se que a aproximação é valida para pequenos
valores de gν . A condição inicial utilizada nestas simulações é n(0) = 75 e
S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos ν = 0.05, δ = 100, Smáx = 5,
a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre
100 realizações.

Fonte : O autor (2020)

4.1.2 O caso gν = 0

Analisamos agora a situação em que o ruído está presente apenas na taxa de
entrada de recurso δ. Assim, temos gδ 6= 0 e gν = 0 dando origem a um ruído aditivo, isto
é, independente de S na dinâmica que descreve a quantidade de recurso. Como mostra as
eqs.(4.5b, 4.12a), podemos escrever

dS

dt
= δ − SmáxS

Smáx + S
n+ δgδξδ(t). (4.16)

Em seguida determinamos analiticamente a distribuição de equilíbrio Pn(S), re-
ferente a um tamanho n fixo para a população, através da formulação de Itô dada na
eq.(4.11) com F (S) e G(S) dados na eq.(4.16), assim

Pn(S) = B−1(S + Smáx)2S2
máxn/(gδδ)

2
exp

[
− 2

(gδδ)2 (nSmáx − δ)S
]
, (4.17)

onde B é uma constante de normalização finita para n > δ/Smáx. Portanto, no equilíbrio
existe um valor mínimo para o tamanho da população, correspondente à razão entre a taxa
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de entrada de recurso δ e taxa assintótica máxima referente ao crescimento do tamanho da
população, Smáx. Desse modo, ao longo da dinâmica antes do equilíbrio ser atingido, valores
de n abaixo disso indicam que o recurso tende a acumular-se, propiciando o crescimento
da população em direção a um certo valor dentro do limite mínimo estabelecido, tal que
assim haja um balanço com a nova quantidade de recurso disponível. Por outro lado,
em contornos gerais, quando o tamanho da população cresce muito, a disponibilidade do
recurso tende a rarear fazendo o valor de n diminuir.

Figura 17 – Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para
a evolução temporal da quantidade de recurso disponível S(t) com ruído
incluso apenas na taxa de entrada de recurso, gν = 0 e gδ 6= 0, para a qual
temos a dinâmica de Langevin descrita na eq.(4.16). Cada curva representa
uma realização independente da dinâmica populacional. A linha horizontal
tracejada indica o valor analítico de S∗, eq.(4.18), no qual a distribuição de
equilíbrio Pn(S) dada na eq.(4.17) atinge seu máximo (valor mais provável
no equilíbrio). Podemos notar que S(t) oscila em torno do valor predito
analiticamente S∗. A condição inicial utilizada nestas simulações é S(0) = 2,
e para os demais parâmetro temos gδ = 0.05, ν = 0.05, δ = 100, a = 0.25,
k = 0.1, e h = 0.001. O tamanho da população está fixado no valor do modelo
determinístico −aδ

ln(1−ν/k) .

Fonte : O autor (2020)

Entretanto, notamos que a presença do ruído aditivo, na taxa de entrada do
recurso, não modifica a posição do máximo da distribuição quando comparada ao caso
determinístico. De fato o máximo ocorre em

S∗ = δSmáx

nSmáx − δ
, (4.18)
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que não depende da intensidade do ruído gδ. Portanto é diferente do caso precedente com
ruído multiplicativo em ν, cujo valor máximo da distribuição estacionária, localizado em
n∗, é dependente do valor da magnitude do ruído gν como podemos ver na eq.(4.15).

A fig.(17) apresenta exemplos de algumas realizações S(t) da dinâmica descrita na
eq.(4.16) utilizando o método de Milstein. O valor de n é atribuído como sendo o valor
de equilíbrio do caso determinístico. Em todas as realizações rapidamente a quantidade
do recurso tende a flutuar em torno do valor previsto no caso determinístico (gδ = 0),
que também deve estar próximo do valor médio. O ensemble de valores {S(t)} após um
transiente caracteriza a distribuição estacionária obtida de maneira exata na eq.(4.17),
cujo valor máximo é fornecido na eq.(4.18). Há uma boa concordância entre a distribuição
Pn(S) apresentada na eq.(4.17), e exibida na fig.(18), em relação à solução numérica via
método de Milstein aplicado ao par de equações em (4.5a, 4.5b) utilizando as expressões
(4.12a, 4.12b) com gν = 0.

Figura 18 – Função densidade de probabilidades no equilíbrio para a quantidade do recurso
com ruído incluso apenas na taxa de entrada de recurso, gν = 0 e gδ 6= 0.
Há uma boa concordância entre as duas curvas. A curva vermelha é traçada
pela solução estacionária analítica na eq.(4.17), enquanto a azul é obtida pelo
método de Milstein aplicado ao par de equações em (4.5a, 4.5b) e utilizando
as expressões (4.12a, 4.12b). A linha vertical tracejada indica o valor de
equilíbrio da quantidade do recurso para o modelo na ausência de ruído,
ambos os máximos coincidem no valor definido em (4.18). A condição inicial
utilizada nestas simulações é S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos
gδ = 0.05, ν = 0.05, δ = 100, Smáx = 5, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001. O
tamanho da população é fixado no seu valor de equilíbrio para o modelo na
ausência do ruído n∗free = −aδ

ln(1−ν/k) .
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Fonte : O autor (2020)
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Embora não seja possível obter um valor para n nas proximidades do equilíbrio
conforme fizemos para J(S) na eq.(4.8), é viável supor que seu valor passe a maior parte
do tempo na vizinhaça de seu valor máximo n∗free = −aδ

ln(1−ν/k) . De fato, podemos notar
na fig.(20a) (aonde temos gν = 0) que, após um curto período transiente, a integração
numérica conduz a valores de n(t) aproximadamente constantes, coincidindo com a solução
de equilíbrio do caso determinístico.

A fig.(19) apresenta os resultados obtidos de forma numérica ao aplicarmos o método
de Milstein às eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressões (4.12a, 4.12b), ao que comparamos com
o resultado analítico obtido após a aproximação em (4.18) quando, além disso, supomos
que o valor de n é fixo e dado pelo valor de equilíbrio na ausência de ruídos. Nota-se que o
resultado começa a diferenciar-se do esperado para valores grandes de gδ.

Figura 19 – Comparativo entre o valor máximo da população S∗ calculado numericamente
(curva azul) através das eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressões (4.12a, 4.12b),
e o valor de S∗ obtido pela eq.(4.18), para o caso do tamanho da população
estar fixado no seu valor de equilíbrio do modelo na ausência do ruído n∗free =
−aδ

ln(1−ν/k) (curva tracejada vermelha). Nota-se que a aproximação é valida
para pequenos valores de gδ. A condição inicial utilizada nestas simulações
é S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos ν = 0.05, δ = 100, Smáx = 5,
a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre
100 realizações.

Fonte : O autor (2020)

4.1.3 O caso gδ 6= 0 e gν 6= 0

O caso mais geral do modelo de Langevin apresentado nas eqs.(4.5a, 4.5b, 4.12a,
4.12b) ocorre quando os ruídos estão presente em ambas as taxa de mortalidade e de
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entrada de recurso, isto é, gδ 6= 0 e gν 6= 0. Neste caso, a não linearidade dos termos
da dinâmica resulta em uma equação diferencial parcial (equação de Fokker-Planck)
para a distribuição estacionária conjunta P (n, S) de difícil solução analítica. Portanto,
analisaremos a evolução do sistema a partir de soluções numéricas advindas da aplicação
do método de Milstein ao conjunto de equações de Langevin do modelo.

Figura 20 – Soluções numéricas para a evolução do tamanho da população n(t) (à esquerda)
e da quantidade de recurso disponível S(t) (à direita) nos casos em que o
ruído é inserido (a) somente na taxa de entrada de recurso, gν = 0, com
gδ = 0.05, (b) somente na taxa de mortalidade, gν = 0.50, com gδ = 0, e (c)
em ambas as taxas gν = 0.5 e gδ = 0.05. Cada linha ilustra uma realização
numérica independente para a dinâmica populacionais obtida via metódo de
Milstein aplicada ao sistema de Langevin conduzido pelas eqs.(4.5a, 4.5b,
4.12a, 4.12b). A linha horizontal representa o valor de equilíbrio na ausência de
ruídos. Em todos os casos, após decorrido um tempo transiente, os resultados
obtidos oscilam em torno do valores preditos analiticamente n∗free = −aδ

ln(1−ν/k)
e S∗ = δSmáx

nSmáx−δ
. A condição inicial utilizada nestas simulações é n(0) = 75,

S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos ν = 0.05, δ = 100, Smáx = 5,
a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001.
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A fig.(20) compara as evoluções temporais do tamanho da população n(t) e da
quantidade de recurso S(t) de algumas realizações do método de Milstein. Para (a) quando
o ruído está presente apenas na taxa de entrada de recurso δ, gν = 0, (b) quando o ruído
está presente apenas na taxa de mortalidade ν, gδ = 0, e (c) quando ambos os ruídos estão
presentes, gν 6= 0 e gδ 6= 0. Podemos notar comparando as imagens à esquerda na fig.(20)
que a dinâmica do tamanho da população gera flutuações relevantes em n apenas quando
gν 6= 0, isto é, quando há o ruído proporcional à n atuando diretamente na sua própria
equação. Quando não, e apenas há o ruído aditivo atuando diretamente na equação de S,
o tamanho da população tende a tornar-se rapidamente constante, e igual ao seu valor no
equilíbrio do caso determinístico.

As imagens à direita na fig.(20) mostram a influência de cada tipo de ruído na
quantidade do recurso. Agora, o fator predominante é a presença do ruído aditivo na taxa
de entrada do recurso, que atuando essencialmente na sua dinâmica, faz as flutuações em
S serem mais recorrentes nas figs.(20a, 20c) quando gδ 6= 0, e de maneira mais amena na
fig.(20b) quando gδ = 0 e apenas o ruído multiplicativo em ν é considerado. Em resumo,
observamos a partir da fig.(20) que o efeito combinado do aumento da magnitude dos ruídos
multiplicativo e aditivo, respectivamente nξν(t) e ξδ(t), causam uma variação significativa
no tamanho da população e torna a quantidade de recurso ainda mais inconstante ao longo
do tempo.

A fig.(21) apresenta alguns mapas de calor para a distribuição de equilíbrio conjunta
P (n, S) para diferentes valores das intensidades gν e gδ do ruídos que atuam na taxa de
mortalidade e na taxa de entrada do recurso. A solução de equilíbrio do modelo na ausência
de ambos os ruídos n∗free e S∗ está indicada pela intersecção das linhas tracejadas vertical
e horizontal. Para gδ = 0, fig.(21a), a área no espaço de fase (n, S) com P (n, S) 6= 0 é
bastante restrita, ou seja, para um dado valor possível do tamanho n da população, uma
pequena extensão de valores de S são permitidos, e assim uma pequena região do espaço
de fase é visitado embora que uma variação de n esteja com maior probabilidade sujeita à
uma mudança em S. Por outro lado, entre as figs.(21a-21d), quando há um aumento da
magnitude do ruído na taxa de entrada de recurso (enquanto a magnitude do ruído na
taxa de mortalidade é fixa), a distribuição P (n, S) torna-se mais espalhada e ocupa um
domínio maior no espaço de fase (n, S).

Na fig.(21e) vemos que na ausência do ruído na taxa de mortalidade a área ocupada
é ainda mais reduzida, como indicado na fig.(20a) o valor de n pouco flutua em torno do
seu valor de equilíbrio. Por outro lado, nas figs.(21e-21h) notamos que o gradual aumento
do termo gν (enquanto gδ é constante) favorece à ocorrência de valores de n diferentes
de n∗free, ao passo que a extensão de valores de S também aumenta. De um modo, geral
a fig.(4.6) ilustra que existe uma correlação negativa entre o tamanho da população n e
quantidade de recurso S, no sentido que geralmente um aumento na população é seguido
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Figura 21 – Mapa de calor para a distribuição de equilíbrio conjunta P (n, S) do tamanho
da população n e da quantidade do recurso S para diferentes intensidades dos
ruídos. De (a) a (d) a magnitude do ruído na taxa de mortalidade é mantida
fixa em gν = 0.5, enquanto a magnitude do ruído na taxa de entrada do
recurso aumenta tal que em (a) gδ = 0, (b) gδ = 0.025, (c) gδ = 0.05, (d)
gδ = 0.1. Por outro lado, de (e) a (h) magnitude do ruído na taxa de entrada
do recurso é matida fixa em gδ = 0.025 enquanto a magnitude do ruído na
taxa de mortalidade aumenta tal que em (e) gν = 0, (f) gν = 0.1, (g) gν = 0.2,
(h) gν = 0.5. O encontro da linha vertical e da horizontal marca a solução
de equilíbrio do modelo determinístico. A condição inicial utilizada nestas
simulações é n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos ν = 0.05,
δ = 100, Smáx = 5, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001.
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Figura 22 – Mapa de calor da correlação, calculada a partir do coeficiente de correlação
de Pearson, entre o tamanho da população n e a quantidade do recurso S
no equilíbrio como função das intensidades do ruído na taxa de mortalidade
gν , e da taxa de entrada do recurso, gδ. Por toda a extensão dos parâmetros
analisados a correlação entre as grandezas é negativa. Notamos que a correlação
tende a aumentar quando gν aumenta, ao passo que tende a diminuir quando
gδ aumenta. Assim, pequenas flutuações no recurso gδ ≈ 0 resultam numa
correlação quase perfeita entre n e S, enquanto para gν ≈ 0 as grandezas são
praticamente independentes. A condição inicial utilizada nestas simulações é
n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais parâmetro temos ν = 0.05, δ = 100,
Smáx = 5, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

de uma diminuição do recurso, e que uma sobra de recurso costuma indica baixa população.

Estudamos de maneira quantitativa o efeito da variação da magnitude dos ruídos
gδ e gν na correlação entre o tamanho da população n e a quantidade do recurso S. Para
tanto, calculamos o coeficiente de correlação de Pearson definido como

ρ = < n, S >

σnσS
, (4.19)

onde < n, S > denota a covariância entre n e S,

< n, S >=
∫

(n− < n >)(S− < S >)P (n, S), (4.20)

enquanto σn e σS denotam, respectivamente, o desvio padrão das variáveis n e S.

σ2
n =< n, n >=

∫
(n− < n >)2Pn(n),

σ2
S =< S, S >=

∫
(S− < S >)2PS(S), (4.21)
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aqui Pn(n) e PS(S) denotam as distribuições marginais Pn(n) =
∫
dnP (n, S) e PS(S) =∫

dSP (n, S). Na fig.(22) apresentamos o mapa de calor da correlação entre o tamanho da
população n e a quantidade do recurso S no equilíbrio, calculado a partir do coeficiente
de correlação de Pearson, para diferentes valores da magnitude do ruído na taxa de
mortalidade gν , e da taxa de entrada do recurso gδ. Nota-se que a correlação é sempre
negativa. Além disso, notamos que o aumento de gν ou gδ resulta em efeitos opostos,
tal que uma maior intensidade das flutuações na taxa de entrada de recurso gδ reduz a
correlação (ρ = 0 resulta em uma independência linear), enquanto uma maior intensidade
na flutuação na taxa de mortalidade aumenta a correlação (ρ = −1 resulta em uma
dependência linear perfeita).

4.2 Dinâmica Ecológica

Podemos generalizar o modelo para a perspectiva de uma dinâmica ecológica. Para
tanto teremos agora um número qualquer de espécies nr e uma variedade total de recursos
ns. Assim sendo, a dinâmica é regida pelo seguinte conjunto de nr+ns equações diferenciais
estocásticas

dni
dt

=
nr∑
j=1

gij[Jij(Sj)]ni − νni + νnigνξν,i(t), i = 1, 2, .., ns, (4.22a)

dSj
dt

= δj −
ns∑
j=1

Jij(Sj)ni + δjgδξδ,j(t), i = 1, 2, ..., nr, (4.22b)

onde Jij(Sj) e gij são também generalizados para

Jij(Sj) = Smáx,ijSj
Smáx,ij + Sj

, (4.23a)

gij[Jij(Sj)] = kij
(
1− eaijJij(Sj)

)
, (4.23b)

cada qual associada com suas próprias fontes de ruídos branco (independentes um dos
outros)

< ξl,m(t)ξl′,m′(t′) >= δl,l′δm,m′δ(t−t′), l, l′ = ν, δ m,m′ = 1, 2, ..., nr, 1, 2, ..., ns. (4.24)

A generalização apresentada nas equações acima permite acrescentar a ideia de
que, em princípio, cada espécie i é caracterizada pelo seus próprios parâmetros. Assim,
há diferentes taxas de mortalidade νi → νi[1 − gνξν,i(t)], bem como diferentes taxas
crescimento, aquisição e de aproveitamento dos recursos medidas em kij , Jij(Sj) e aij , que
assim também tornam-se relativas à cada recurso j. Além disso, cada recurso possue uma
taxa própria de renovação δj → δj[1 + gδξδ,j(t)].

Nesta nova perspectiva analisaremos a influência de um parâmetro específico, a
saber, Smáx,ij que governa a taxa de aquisição de recursos Jij(Sj). Neste sentido, para
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evitar uma análise de alta dimensionalidade temos νi = ν, kij = k, aij = a ∀i, j, e δj = δ

∀j. Assumiremos dois valores para Smáx,ij, L e H, tal que L < H. Para a maioria dos
pares espécie-recurso a taxa de aquisição terá o valor mínimo L, porém alguns terão o
valor máximo H, de modo que as espécies tem preferência por algum tipo de recurso. No
limite L→ H todas as espécies são seletivamente equivalente e a dinâmica é regida por
uma evolução neutra.

A seguir, na forma matricial, apresentamos Smáx,ij para o exemplo em que existem
6 espécies e 3 recursos

Smáx,ij =



H L L

L H L

L L H

H L L

L H L

L L H


. (4.25)

Assim cada linha denota uma espécie enquanto as colunas representam um tipo de recurso,
nesta notação o elemento da matriz Smáx,ij é referente a taxa de aquisição de recurso da
espécie i em relação ao recurso j. Para evitar a situação mencionada anteriormente de
seletivamente equivalente (por exemplo, as espécies 1 e 4 atuarem de maneira idêntica
nos recurso 1), iremos multiplicar cada termo Smáx,ij por um fator aleatório da forma
1 + δij, onde ∆ij é advindo de uma distribuição Normal N(0; 0, 1). Desse modo evitamos
que várias espécies tenha os mesmos parâmetros e que sejam essencialmente as mesmas.
Embora pequena, havendo de início uma variação, garantimos que as espécies são de fato
distinguíveis.

Consideramos o exemplo em que há inicialmente ns = 6 espécies disputando por
nr = 3 recursos. Em seguida obtemos numericamente, via método de Milstein, o lado
esquerdo da fig.(23) como uma realização possível. Nessa figura temos a frequência relativa
das espécies ao longo do tempo. Neste cálculo, devido ao número maior de equações e
a imprevisibilidade da ocorrência de valores negativos para a quantidade dos recursos,
Sj < 0 foi redefinido para Sj = 0 sempre que necessário.

Nota-se que a condição inicial (todas as espécies iniciam com a mesma quantidade
de indivíduos) mantém-se praticamente a mesma durante algum tempo, mas em algum
momento devido a concorrência por recursos algumas extinguem-se. Destacamos que esse é
apenas um resultado possível e que a configuração final pode variar bastante, tanto quanto
em relação a quais são as espécies sobreviventes, como quanto a quantidade final, um valor
final maior ou menor pode eventualmente ocorrer, dependendo também do tempo total
de análise. No modelo, a variável ni é contínua, então a regra para definir a extinção é
imprecisa, o critério utilizado nesta seção é que se o tamanho da população for menor do
que um dado limite esta é considerada como extinta, embora o seu valor não seja a partir
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Figura 23 – À esquerda a frequência relativa das espécies ao longo do tempo para 6 espécies
competindo por 3 diferentes recursos. Cada cor representa a frequência relativa
de uma espécie. À direita o número de espécies remanescentes ao longo do
tempo para a mesma situação. Nesta a cor indica o limiar considerado para
a extinção da espécie, azul para tlim = 0.01, laranja para tlim = 0.1, e verde
para tlim = 0.5. Os eixos estão exibidos em escala logarítmica. A condição
inicial utilizada nestas simulações é ni(0) = 75, Sj(0) = 2, e para os demais
parâmetro temos νi = 0.05, gν = 0.5, δj = 100, gδ = 0.5, H = 5, L = 0.1,
aij = 0.25, kij = 0.1, e h = 0.001.
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daí atribuído como zero, pois como podemos ver à direita na fig.(23), que apresenta a
quantidade de espécies remanescentes após um dado tempo, ocasionalmente o número de
espécies aumenta após ter diminuído. Neste exemplo, porém o número final de espécies
não depende de maneira significativa do limiar tlim

Na fig.(24) temos o número de espécies remanescentes em termos do parâmetro L,
enquanto H tem seu valor fixo em H = 5. A máxima coexistência ocorre para L pequeno,
quando as espécies estão mais especializadas em recursos diferentes. Por exemplo, em
(4.25) temos duas espécies mais aptas na extração de cada recurso. À medida que o valor
de L aumenta em direção ao valor de H o número de espécies diminui, pois a adequação
das espécies ao meio torna-se mais homogênea e a disputa é maior pelos mesmos tipos de
recursos. Apenas para L � H o número de espécies no equilíbrio torna-se maior que o
número de recursos, mas tendem a serem iguais quando L→ H.
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Figura 24 – À esquerda o número de espécies remanescentes no equilíbrio em função do
parâmetro L para 21 espécies competindo por 3 tipos de recursos, aqui a cor
indica o limiar considerado para a extinção da espécie, azul para tlim = 0.01,
laranja para tlim = 0.1, e verde para tlim = 0.5. À direita o mesmo para 7
tipos de recursos. A condição inicial utilizada nestas simulações é ni(0) = 75,
Sj(0) = 2, e para os demais parâmetro temos νi = 0.05, gν = 0.5, δj = 100,
gδ = 0.5, H = 5, L = 0.1, aij = 0.25, kij = 0.1, e h = 0.001. Os gráficos
correspondem à média de 5 configurações independentes.
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5 CONCLUSÕES

Para a dinâmica do deslocamento animal, propomos calcular a evolução temporal
dos tamanhos dos passos como sendo baseada em uma dinâmica de Langevin, constituída
por termos determinísticos e uma componente estocástica na forma de um ruído branco.
Soluções estacionárias analíticas são obtidas, no caso unidimensional, via o formalismo da
equação de Fokker-Planck vista como uma equação de continuidade. Assim, discutimos as
formas dessas funções em termos de formas lineares e não lineares, de ruídos homogêneos
e heterogêneos, e composições ou misturas estatísticas.

Concluímos assim que a proposta por equação de Langevin para a dinâmica dos
tamanhos dos passos, junto a equação de Fokker-Planck, é capaz de gerar, no regime
estacionário, boa parte das distribuições habitualmente encontradas na literatura do
deslocamento animal. Embora que a complexidade dos padrões de locomoção tenham
sido reduzidas, sem maiores explicações em termos biológicos, pelo grau de linearidade
das funções envolvidas na dinâmica e das propriedades estatísticas do ruído, que também
podem requerer uma análise por superestatística relacionado aos ambientes heterogêneos.
Assim a utilização de métodos numéricos, em particular via método de Milstein, conhecidos
no estudo de equações diferenciais estocásticas, possibilita a avaliação da evolução temporal
da posição do caminhante, de onde podemos, por meio do expoente de difusão inferido pela
relação de lei de potência entre deslocamento quadrático médio e o tempo transcorrido,
< x2 >∼ tν , caracterizar os padrões de difusão como sendo normal com ν = 0, 50 ou
superdifusivo com um valor maior que este.

A dinâmica do tamanho dos passos poderia ser ainda estudada com a adição de
mais fontes de ruídos, possivelmente com a introdução de mais dimensões espaciais, além
da inclusão de algum grau de anisotropia do meio em favorecer passos em uma direção em
detrimento das outras.

O tamanho da população e quantidade de recursos disponíveis são modelados por
um par de equações diferenciais estocásticas acopladas, que permitem avaliar a evolução
temporal dessas grandezas. Assim, para a dinâmica populacional de indivíduos de uma
espécie em busca do mesmo recurso, concluímos que quando permitimos flutuações na
taxa de entrada de recurso e na taxa de mortalidade, uma análise por meio do coeficiente
de correlação de Pearson, que é sempre negativo, revela que a correlação aumenta quando
a intensidade do ruído na taxa de mortalidade aumenta, enquanto a correlação diminui
quando a intensidade do ruído na entrada de recursos aumenta. Por outro lado, quando
um ou outro ruído é nulo, isto é, apenas um dos ruídos está presente, alguns resultados
analíticos podem ser obtidos, e mostram-se válido na proximidade do equilíbrio tão logo a
intensidade do ruído seja pequena. Para um sistema com um número maior de espécies e
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de tipos de recursos, focamos na observação do regime assintótico, no qual verificamos que
o número de espécies nunca é maior que a quantidade de variedade de recursos disponíveis.

No modelo base de uma espécie e um recurso, poderíamos ainda estudar o problema
da dinâmica populacional considerando a flutuação de outros parâmetros, o que pode
originar outros tipos de ruídos. Na dinâmica ecológica, poderíamos ainda estudar a
influência de outros parâmetros na taxa de sobrevivência das espécies.
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