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RESUMO

Propomos uma dindmica de Langevin para a descricao da evolugao temporal dos
tamanhos dos passos ¢ do movimento animal, cujo termo deterministico é uma fungao f(¥)
enquanto o termo estocastico é descrito por um ruido branco ponderado por outra funcao
g(¢). Assim, por meio da interpretagao de It6 obtemos a correspondente equagao de Fokker-
Planck, para a qual encontramos analiticamente a distribuicao estacionaria em diferentes
cenarios, isto ¢, ruidos aditivos, ruidos multiplicativos lineares e nao lineares, em meios
homogéneos e heterogéneos, quando uma dindmica é também proposta para a intensidade
do ruido e uma andlise por superestatistica é utilizada. Além disso, via o método numérico
de Milstein, analisamos as dindmicas que originam processos superdifusivos. Apresentamos
também um estudo de dinamicas populacionais baseadas em recursos com duas fontes
de ruidos, para as quais resultados analiticos foram obtidos na proximidade do equilibrio
que se mostram adequados quando a magnitude do ruido é pequena. Na sequéncia, temos
uma analise, no regime estacionario, da correlacao entre o tamanho da populacao e a
quantidade de recursos disponiveis em termos das intensidades dos ruidos. Para um sistema
com um nimero maior de espécies e de tipos de recursos, temos uma generalizagao para
uma dindmica ecoldgica, na qual estamos interessados nas taxas de sobrevivéncias das

espécies mediante a competicao pelos recursos.

Palavras-chave: Dinamica de Langevin. Equacao de Fokker-Planck. Distribuicao de

passos no movimento animal. Dinamica populacional. Dinamica ecolégica



ABSTRACT

We propose a Langevin dynamics to describe the time evolution of move lengths
¢, whose deterministic term is a function f(¢) while the stochastic term is described by
a white noise weighted by another function ¢g(¢). So through the It6’s interpretation we
obtain the corresponding Fokker-Planck equation, for which we obtain analytically the
stationary distribution in different scenarios, this is, additive noise, linear and non-linear
multiplicative noise, in addition to homogeneous and heterogeneous environment, for which
a dynamic is also proposed for the noise intensity and an analysis by superstatistics is
used. Furthermore, using Milstein’s numerical method, we analyze the dynamics that
originate processes superdiffusive. We also present a resource-based model for a population
dynamics with two sources of noise, for which we obtain analytical results in the vicinity
of equilibrium, which are adequate as long as the magnitude of the noise is small. Then
we have an analysis of the correlation between the size population and the amount of
resources available in terms of noise intensities. For a system with a greater number of
species and types of resources, we have a generalization for an ecological dynamic, in which

we are interested in the survival rates of species owing to competition for resources.

Keywords: Langevin dynamics. Fokker-Planck equation. Distribution of animal move

lengths. Population dynamics. Ecological dynamics
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Figura 9 —
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Dinamica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria
com os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta
na distribuigao estaciondria P({) na eq.(3.24), cujo comportamento
assintotico de £ — oo resulta em P({) ~ {~Fexp(—A7), com o expoente
da lei de poténcia dado por u =2 — *=* e A = b/(7¢), os parametros
utilizados neste exemplo foram v =1,a=2,b=10"% e =1, {, = 1,
tal que p = v e A = b. Os resultados numéricos foram obtidos via
simulagoes da dindmica de Langevin, eq.(3.1), por meio do método de
Milstein. A distancia quadratica média do caminhante x,,,s ~ NV é
mostrada como funcdo do niimero de passos N realizados até entao,
onde v é o expoente de difusdo. Para y=v =4 (a) e para p=v =10
(b) a dindmica da difusdo é normal desde o comego como indicado pela
regressao linear de coeficientes angular 0, 50, em oposi¢ao temos o caso
=2 (c) pertencente a regiao superdifusiva 1 < p < 3, que apresenta

uma regiao superdifusiva v = 0,65 antes de atingir em definitivo a

regiao difusiva v = 0,50 como prevé o TCL. . . . . . ... .. ... ..

Dinamica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria
com os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta
na distribuigdo estaciondria P(¢) na eq.(3.25), cujo comportamento
assintotico de £ — oo resulta em P({) ~ {~Fexp(—A\7), com o expoente
da lei de poténcia dado por p =2 — % e A = b/(7¢), os parametros
utilizados neste exemplo foram v =1, b=10"% e =1, c = 1, tal que

p=2—2eX=0b. Os resultados numéricos foram obtidos via simulagoes

da dindmica de Langevin, eq.(3.1), por meio do método de Milstein.

A distancia média quadratica do caminhante z,,,s ~ N" é mostrada
como fungao do niimero de passos N realizados até entao, onde v é o
expoente de difusao. Paraa=—-2 —pu=4 (a)eparaa =2 — =0
(b) a dindmica da difusdo é normal desde o comego como indicado pela
regressao linear de coeficientes angular 0, 50, em oposicao temos o caso
a =0 — pu =2 (c) pertencente a regiao superdifusiva 1 < p < 3,

que apresenta uma regiao superdifusiva v = 0,65 antes de atingir em

definitivo a regiao difusiva v = 0,50 como prevé o TCL. . . . . . . ..
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Figura 12 —

Dinamica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria
com os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta
na distribuigao estaciondria P(¢) na eq.(3.31), cujo comportamento
assintotico de £ — oo resulta em P({) ~ {~Fexp(—A7), com o expoente
da lei de poténcia dado por g =1+ 2 — % ¢ X = (v —a)/(e), os
parametros utilizados neste exemplo foram b = —1, a — v = —1072,
e=1,40y =1, tal que p = vly/e e A = a — v. Os resultados numéricos
foram obtidos via simulag¢oes da dindmica de Langevin, eq.(3.1), por meio
do método de Milstein. A distancia quadratica média do caminhante
Trms ~ NV é mostrada como funcdo do ntimero de passos N realizados
até entao, onde v é o expoente de difusdo. Para v = —4 — u = 4
(a) e para v =0 — p = 0 (b) a dindmica da difusdo é normal desde
o comeco como indicado pela regressao linear de coeficientes angular
0,50, em oposigao temos o caso v = —2 — p = 2 (c) pertencente a
regiao superdifusiva 1 < p < 3, que apresenta uma regiao superdifusiva

v = 0,65 antes de atingir em definitivo a regiao difusiva v = 0,50 como

preve o TCL. . . . . . . . .

Solugoes estacionarias para as distribuigoes (a) P(¢) e (b) f(e) avaliadas
de forma numérica via simulagoes do método de Milstein aplicado ao
par de equacoes (3.33, 3.1), com @ =2 (b. = 1, k = 1/2), b = /2 para
diferente valores de w, enquanto G(¢) = ¢, e F'({) é dado na eq.(3.21)
comb=1v=1a=(1+7)/e. Ao passo que sdo avaliadas também

pelas propostas nas eqgs.(3.37, 3.35), respectivamente para a distribuigao

P0) e f(e). .
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Figura 14 —

Dinamica do movimento de uma particula em uma caminhada aleato-
ria com os tamanhos de passos advindos da equagao de Langevin que
resulta na distribuigao estaciondria P(¢) na eq.(3.31), cujo comporta-
mento assintético de £ — oo resulta em P(f) ~ {~Fexp(—M/?), com o
expoente da lei de poténcia dado por pp=1— 3(w + z - %) e\ =2b, 0s
parametros utilizados neste exemplo foram w = 1/4, r = 1/2, b= 1073
tal que p=1— %(% —1) e A =2x107%. Os resultados numéricos foram
obtidos via simulag¢oes da dindmica de Langevin, eq.(3.1), por meio
do método de Milstein. A distancia quadratica média do caminhante
Trms ~ NV é mostrada como funcdo do ntimero de passos N realizados
até entao, onde v é o expoente de difusao. Para v =26 — u=4 (a) a
dindmica da difusao é normal desde o comeco, como indicado pela re-
gressao linear de coeficientes angular 0, 50, em particular nesse exemplo
nao foi possivel obter © = 0, em oposi¢ao temos o caso v =10 — pu = 2
(b) pertencente a regiao superdifusiva 1 < g < 3, que apresenta uma
regiao superdifusiva v = 0,60 antes de atingir em definitivo a regiao
difusiva v = 0,50 como prevé o TCL. . . . . . . . ... ... ... ...
Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para
a evolugao temporal do tamanho da populacao n(t) com ruido incluso
apenas na taxa de mortalidade, g, # 0 e gs = 0, para a qual temos a
dindmica de Langevin descrita na eq.(4.13). Cada curva representa uma
realizacao independente da dindmica populacional. A linha horizontal
tracejada indica o valor analitico de n*, eq.(4.15), no qual a distribuigao
de equilibrio P(n) dada na eq.(4.14) atinge seu maximo (valor mais
provavel no equilibrio). Podemos notar que n(t) oscila em torno do valor
predito analiticamente n*. A condicao inicial utilizada nestas simulagoes
é n(0) = 75, e para os demais pardmetro temos g, = 0.5, v = 0.05,
0=100,a=0.25k=0.1,e h=0.001. . ... ... ... .......



Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

Distribuicao de probabilidades no equilibrio para o tamanho da popula-
¢ao com ruido incluso apenas na taxa de mortalidade, g, # 0 e g5 = 0.
Ha uma boa concordancia entre as duas curvas. A vermelha é tracada
pela solugao estaciondria analitica na eq.(4.14), em que utilizamos a
aproximacao (4.8) referente a presumida vizinhaga do equilibrio. En-
quanto isso, a azul é obtida pelo método de Milstein aplicado ao par de
equagoes em (4.5a, 4.5b), e utilizando as expressoes (4.12a, 4.12b), por-
tanto sem o uso da aproximagcao do equilibrio. A linha vertical tracejada
indica o valor de equilibrio da populacao na auséncia de ruido, que é
maior que o valor definido em (4.15). A condicao inicial utilizada nestas
simulagoes é n(0) = 75 e S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos
g, = 0.5, v =10.05, 0 =100, S5 =5, a=0.25 k=0.1, e h = 0.001.

Comparativo entre o valor maximo da populacao n* calculado numeri-
camente (curva azul) através das eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes
(4.12a, 4.12b), e o valor de n* obtido pela eq.(4.15) quando a aproxi-
magao em (4.8) é utilizada (curva tracejada vermelha). Nota-se que a
aproximacao é valida para pequenos valores de g,. A condigao inicial
utilizada nestas simulagbes é n(0) = 75 e S(0) = 2, e para os demais
parametro temos v = 0.05, § = 100, S,4. = 5, a = 0.25, £k = 0.1, e
h =0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre 100 realizagoes.
Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para
a evolugao temporal da quantidade de recurso disponivel S(¢) com ruido
incluso apenas na taxa de entrada de recurso, g, = 0 e g5 # 0, para a
qual temos a dindmica de Langevin descrita na eq.(4.16). Cada curva
representa uma realizacao independente da dindmica populacional. A
linha horizontal tracejada indica o valor analitico de S*, eq.(4.18), no
qual a distribuigao de equilibrio P, (S) dada na eq.(4.17) atinge seu
méaximo (valor mais provavel no equilibrio). Podemos notar que S(t)
oscila em torno do valor predito analiticamente S*. A condigao inicial
utilizada nestas simulagoes é S(0) = 2, e para os demais parametro
temos gs = 0.05, v = 0.05, 6 = 100, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001. O

tamanho da populacao estd fixado no valor do modelo deterministico
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Figura 18 —

Figura 19 -

Figura 20 —

Funcao densidade de probabilidades no equilibrio para a quantidade do
recurso com ruido incluso apenas na taxa de entrada de recurso, g, =0 e
gs 7 0. HA uma boa concordancia entre as duas curvas. A curva vermelha
é tragada pela solugao estaciondria analitica na eq.(4.17), enquanto a
azul é obtida pelo método de Milstein aplicado ao par de equagoes em
(4.5a, 4.5b) e utilizando as expressoes (4.12a, 4.12b). A linha vertical
tracejada indica o valor de equilibrio da quantidade do recurso para o
modelo na auséncia de ruido, ambos os maximos coincidem no valor
definido em (4.18). A condicdo inicial utilizada nestas simulagoes é
S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos gs = 0.05, v = 0.05,
0 = 100, Spsx = 5, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001. O tamanho da

populagao é fixado no seu valor de equilibrio para o modelo na auséncia

— __—ad _
- ln(l*,}/k) T T T T}

Comparativo entre o valor maximo da populagdo S* calculado numeri-

¢ *
do ruido n%,.,

camente (curva azul) através das eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes
(4.12a, 4.12b), e o valor de S* obtido pela eq.(4.18), para o caso do
tamanho da populagao estar fixado no seu valor de equilibrio do mo-
delo na auséncia do ruido n},., = ﬁ (curva tracejada vermelha).
Nota-se que a aproximagao é valida para pequenos valores de gs. A
condigao inicial utilizada nestas simulagoes é S(0) = 2, e para os demais
parametro temos v = 0.05, 6 = 100, S;4. = 5, a = 0.25, k = 0.1, e
h =0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre 100 realizacoes.
Solugoes numéricas para a evolugao do tamanho da populagao n(t) (&
esquerda) e da quantidade de recurso disponivel S(t) (a direita) nos
casos em que o ruido é inserido (a) somente na taxa de entrada de
recurso, g, = 0, com gs = 0.05, (b) somente na taxa de mortalidade,
g, = 0.50, com g5 = 0, e (c) em ambas as taxas g, = 0.5 e g5 =
0.05. Cada linha ilustra uma realizacdo numérica independente para
a dindmica populacionais obtida via metdédo de Milstein aplicada ao
sistema de Langevin conduzido pelas egs.(4.5a, 4.5b, 4.12a, 4.12b).
A linha horizontal representa o valor de equilibrio na auséncia de
ruidos. Em todos os casos, apds decorrido um tempo transiente, os
resultados obtidos oscilam em torno do valores preditos analiticamente
Niree = ﬁ e S = %. A condigao inicial utilizada nestas
simulagoes é n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos

v =0.05,6 = 100, Spge =5, a =0.25, k=01, e h =0.001. . .....
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Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Mapa de calor para a distribui¢ao de equilibrio conjunta P(n,.S) do
tamanho da populacao n e da quantidade do recurso S para diferentes
intensidades dos ruidos. De (a) a (d) a magnitude do ruido na taxa
de mortalidade é mantida fixa em g, = 0.5, enquanto a magnitude do
ruido na taxa de entrada do recurso aumenta tal que em (a) gs = 0,
(b) gs = 0.025, (¢) gs = 0.05, (d) g5 = 0.1. Por outro lado, de (e) a
(h) magnitude do ruido na taxa de entrada do recurso ¢ matida fixa
em gs = 0.025 enquanto a magnitude do ruido na taxa de mortalidade
aumenta tal que em (e) g, = 0, (f) g, = 0.1, (g) g, = 0.2, (h) g, = 0.5. O
encontro da linha vertical e da horizontal marca a solucao de equilibrio
do modelo deterministico. A condicao inicial utilizada nestas simulagoes
é n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos v = 0.05,
0 =100, Spse =5,a=025k=0.1,e h=0.001. . ..........
Mapa de calor da correlacao, calculada a partir do coeficiente de cor-
relagao de Pearson, entre o tamanho da populacdo n e a quantidade
do recurso S no equilibrio como fung¢ao das intensidades do ruido na
taxa de mortalidade g,, e da taxa de entrada do recurso, gs. Por toda
a extensao dos parametros analisados a correlagao entre as grandezas
¢é negativa. Notamos que a correlacdo tende a aumentar quando g,
aumenta, ao passo que tende a diminuir quando gs aumenta. Assim,
pequenas flutuagdes no recurso gs = 0 resultam numa correlagdo quase
perfeita entre n e S, enquanto para g, ~ 0 as grandezas sao pratica-
mente independentes. A condicao inicial utilizada nestas simulagoes
é n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos v = 0.05,
0 =100, Spse =5,a=025k=0.1,e h=0.001. ... ..... ...
A esquerda a frequéncia relativa das espécies ao longo do tempo para
6 espécies competindo por 3 diferentes recursos. Cada cor representa
a frequéncia relativa de uma espécie. A direita o nimero de espécies
remanescentes ao longo do tempo para a mesma situacao. Nesta a
cor indica o limiar considerado para a extingao da espécie, azul para
tiim = 0.01, laranja para t;,, = 0.1, e verde para t;;,,, = 0.5. Os eixos
estao exibidos em escala logaritmica. A condicao inicial utilizada nestas
simulagoes é n;(0) = 75, S;(0) = 2, e para os demais pardmetro temos
v; = 0.05, g, = 0.5, 9; = 100, g5 = 0.5, H =5, L = 0.1, a;; = 0.25,
kij=01,eh=0001. .. ... ... ... ...



Figura 24 — A esquerda o ndmero de espécies remanescentes no equilibrio em funcao
do parametro L para 21 espécies competindo por 3 tipos de recursos,
aqui a cor indica o limiar considerado para a extingao da espécie, azul
para t;,,, = 0.01, laranja para t;, = 0.1, e verde para t;;,, = 0.5. A
direita o mesmo para 7 tipos de recursos. A condig¢ao inicial utilizada
nestas simulagoes é n;(0) = 75, S;(0) = 2, e para os demais parametro
temos v; = 0.05, g, = 0.5, §; = 100, gs = 0.5, H = 5, L = 0.1,
a;j = 0.25, ki; = 0.1, e h = 0.001. Os gréficos correspondem a média de

5 configuragoes independentes. . . . . .. .. ..o
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho realizamos uma abordagem via dinamica de Langevin para dois
problemas distintos. O primeiro refere-se as distribui¢oes dos tamanhos dos deslocamentos
de animais, que sao estudadas em funcao de diversas formas de mecanismos deterministicos
e efeitos aleatorios representados por ruidos brancos. O segundo refere-se, a0 mesmo
formalismo de equagoes de Langevin, quando aplicado em alguns modelos de evolugao
dos tamanhos de populac¢ées que interagem com o meio pela obtencao de recursos. A
seguir, apresentamos uma breve introduc¢ao para cada um desses temas, os quais serao

desenvolvidos em mais detalhes nos capitulos seguintes.

No capitulo 2, apresentaremos alguns métodos em processos estocasticos, como a
equacao de Langevin, e o formalismo de célculo estocastico requerido pelas interpretacoes
de It6 e Stratonovich na obtencao da equacao de Fokker-Planck correspondente. Em
seguida, algoritmos numéricos, tais como o método de Milstein, serao apresentados, aos
quais permitem avaliar a evolucao temporal da dindmica de Langevin. Por fim, ha um
pequeno comentario sobre a geracao de niimeros aleatorios a fim de obter uma distribuicao

de probabilidades especifica.

No capitulo 3, analisaremos algumas propostas para os termos deterministicos,
lineares e nao lineares, da dinamica de Langevin, e obteremos as distribui¢oes dos tamanhos

de passos para estatisticas de ruidos homogéneos e heterogéneos [1].

No capitulo 4, apresentaremos a proposta por equacao de Langevin aplicada a um
modelo de evolucao populacional de uma espécie que interage com o meio em que vive
por meio da extragao de um recurso, que assim apresentara duas fontes de ruidos, uma
para o tamanho da populagao e outra para a quantidade de recurso disponivel. Estaremos
interessados, quando um dos ruidos for nulo, em resultados analiticos na proximidade do
equilibrio, e, para o caso mais geral, resultados numéricos permitem analisar a correlacao
entre o tamanho da populagao e a quantidade de recurso no limite estacionario. Em
seguida, uma generalizacdo para um nimero maior de espécies e recursos sera apresentada

tendo em vista a probabilidade de sobrevivéncia das populagoes [2].

1.1 Aspectos do Deslocamento Animal

O deslocamento é uma das principais componentes da dindmica da ecologia animal.
A dinamica animal é essencial para a maioria dos processos comportamentais fundamentais,
tais como a busca por alimentos, a fuga de predadores, ou migragoes sazonais, influenciando
de forma decisiva nas ag¢oes vitais dos individuos, e na sobrevivéncia de populagoes inteiras.

O estudo estatistico dos padroes de deslocamento e os processos de evolucao das dindmicas
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do movimento sao de grande importancia para o entendimento dos seus mecanismos

béasicos.

Particularmente na ecologia do movimento [3, 4], temos que, apesar das melhorias
tecnoldgicas e da expectativa por grandes volumes de dados de comportamentais [5], a
inerente complexidade da dindmica do movimento animal frequentemente impede uma
compreensao maior dos processos subjacentes que a controlam [6]. E certo que o com-
portamento de qualquer ser, incluindo sua capacidade de locomocao, é uma expressao
macroscopica das suas atividades neurais. Temos aqui um processo de interagao entre os
aspectos anatomicos, as fung¢oes cognitivas e o meio ambiente em que se encontra, que
ademais, envolvem uma grande quantidade de outras relagoes entre as espécies coabitantes,
como, por exemplo, a dispersao versus a defesa de predadores. Portanto, requer-se a analise
e o processamento de grandes volumes de dados para a obtencao de maior precisao e
resolugdo, para que assim um niimero maior de espécies e o cruzamento de informacoes de
varias atividades e condigoes seja possivel. Tal que um entendimento ecoldégico macro, e
uma relacao entre as atividades e as distribuicoes de probabilidades, que discutiremos a

seguir, possa ser compreendida.

Devido as novas tecnologias que facilitam a obtencao de detalhes dos movimentos
individuais nas suas diversas escalas espaciais e temporais. Existe a possibilidade da
mudanca de abordagem de uma metodologia focada na descricao das regides do espaco,
como caracterizadas por meio de densidades e fluxos de movimento, para o ponto de
visto centrado nos movimentos individuais, caracterizados, por exemplo, por velocidades
e aceleragbes [7]. Ainda hé a falta de um paradigma unificado e derivado de primeiros
principios que possibilite os estudos dentro de um contexto comum, com melhor clareza
da interacao entre as componentes fundamentais do movimento dos seres vivos, isto é,
estados internos (porque se movem), o movimento em si (como se movem), navegagao
(quando e para onde se movem) e a capacidade dos fatores externos (mudangas no meio)
de afetarem o movimento, junto as consequéncias ecoldgicas e evolucionarias (como a

propria diversidade da vida) do movimento.

No intuito de descrever o caminho percorrido como uma série de unidades menores,
a propria defini¢do do que é um passo isoladamente sofre a influéncia do protocolo utilizado
durante a andlise do movimento. Uma vez o tendo definido, podemos agrupar um conjunto
destes, para o qual, o objetivo para a identificacdo das fases do movimento durante o
qual algum objetivo é definido. Por exemplo, passos curtos podem estar associados a
uma grande disponibilidade de recursos proximos, enquanto passos maiores podem estar

associados a regioes escassas de alimentos ou mesmo a fuga de algum perigo.

Apesar de muitos seres, como as abelhas, apresentarem padroes de movimento
intermitentes (deslocamento e pausa), e portanto apresentarem tamanhos de passo bem

definido, ou por exemplo, quando analisamos apenas a profundidade de um animal marinho
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(embora movimente-se nas trés dimensoes), a identificagdo dos pontos de retorno pode
ser simplificada. Outros tantos se movimentam de maneira tortuosa e/ou continua, nesses
casos, além da ocorréncia de dados insuficientes, existem algumas dificuldades em extrair
os tamanhos de passos dos bancos de dados de rastreio [8], embora algumas melhoras
tecnologicas estejam em curso, como GPS mais preciso [9]. Neste sentido, o surgimento de
dados biolégicos mais apurados, junto a avancos tedricos, devem ser o guia para a melhoria
do mapeamento de trajetérias em comprimentos de passo, fornecendo as bases para a
deteccao das variagoes do movimento, e assim dos possiveis mecanismos comportamentais

por tras dessas escolhas [10].

Neste contexto, o desenvolvimento de uma estrutura teodrica basica, que ajude na
compreensao dos padroes estatisticos do deslocamento animal é de relevante importancia
para o progresso de pesquisas em buscas aleatérias. Com esta motivacao, neste trabalho
consideramos uma abordagem pautada na fisica estatistica para as fun¢oes densidade de
probabilidades caracteristicas do movimento animal, mais especificamente os tamanhos dos
passos, para tal usaremos um tratamento baseado em equacgoes diferenciais estocasticas

(equagoes de Langevin) e o formalismo de superestatistica.

A dindmica do movimento esta intrinsecamente relacionada as distribuicoes de
tamanhos de passos e angulos de viragem, os quais em trabalhos teéricos sao considerados
com pouca ou nenhuma correlagao [11, 12]. Todavia, existem abordagens na literatura em
que os tamanhos dos passos e os angulos de viragem estao correlacionados, por exemplo,
em movimentos tipicos de pequenos passos e grandes angulos, alternados com grandes
passos e pequenos angulos, que sao encontrados em modelos de caminhada aleatorias em
multiplas escalas para o movimento animal, como observado no padrao de movimento
de algumas espécies de alces quando estao em estado de acampamento ou em estado de
exploragao, e apresentam, respectivamente, maior /menor persisténcia em manter a diregao
[13]. O modo como a dindmica de um ser desenvolve-se no tempo tem grande influéncia nas
suas atividades fundamentais, sendo determinante para, entre outros fatores, a capacidade
de difusdo e a eficiéncia na busca por recursos, que pode se tornar uma questao chave

principalmente em &reas escassas em recursos [14, 15, 16].

A suposicao da auséncia de memoria em processos Markovianos comporta algumas
evidéncias experimentais como o voo de algumas borboletas [17]. Entretanto, animais
respondem aos estimulos fisioldgicos e a diversos estimulos do meio de varias formas, tal que
podem exibir diferentes comportamentos de movimentos. Assim, inferir padrdes e dindmicas
de movimentos a partir de séries temporais da localizagao dos animais, frequentemente
envolve a estimativa de parametros associados com diferentes tipos de atividades, que
podem exigir outras formulagoes como caminhadas aleatérias com alguma tendéncia ou

correlacao [18].

Parte da complexidade envolvida no calculo das distribuicoes de tamanhos de
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passos resulta da dependéncia das diversas motivacoes internas, respostas as interagoes
externas e outros contextos ecolégicos como dispersao e exploracao. Entao, a parte de
experimentalmente controlar o comportamento animal, em geral torna-se dificil associar
caracteristicas especificas do comportamento com alguma das distribui¢oes de tamanhos
de passos P({) precisamente. Em outras palavras, trata-se de como justificar do ponto
de vista tedrico que uma dada P(¢) (exponencial, gama ou lei de poténcia), extraida
de analises estatisticas ou de dados empiricos, é a adequada, com base em primeiros
principios, as caracteristicas mecanicistas do comportamento animal. Metabolismo interno
e interagoes com o meio dependem mais do contexto experimental dos dados que da

inferéncia estatistica utilizada [19].

Frequentemente analises comparativas em diferentes condig¢oes podem ajudar a
entender, sem a necessidade de maiores detalhes mecanicistas, qual mecanismo é o mais
adequado, e ainda obter uma descricao conveniente do movimento animal como em
alguns modelos de velocidades correlacionadas [20]. De fato, o devido ajuste entre dados
experimentais e dindmicas de Langevin é um desafio que permanece, e ainda requer atencao

junto ao avanco da captacao de informacao sobre o comportamento animal.

Considerando as dificuldades técnicas da analise dos dados experimentais para a
elaboragao de uma dinamica de Langevin a partir de uma perspectiva exclusivamente
mecanica, do ponto de vista da fisica estatistica o problema pode ser simplificado conside-
rando o deslocamento animal como sendo governado por forgas microscépicas (estimulos
estocasticos locais) sem grandes preocupagoes a respeito das causas comportamentais
genuinas. Neste sentido, trataremos o calculo das distribui¢oes P(¢) com base numa
abordagem de dinamicas de Langevin [19, 21] e no formalismo de superestatistica [22, 23],
que incorporam como elementos principais o grau de nao linearidade da componente
deterministica do movimento e as propriedades estocasticas que regem a dinamica dos
passos ao longo do caminho percorrido pelo animal. E importante dizer que este tipo de
abordagem, por meio da fisica estatistica, ndo pretende modelar todos os mecanismos
microscopicos oriundos de cada componente responsavel pela dinamica do movimento
de uma espécie qualquer. Do mesmo modo, ndo ha qualquer tentativa de estabelecer
uma conexao direta, por primeiros principios, entre as caracteristicas microscopicas do
comportamento animal e os parametros especificos das fung¢oes matematicas utilizadas
no formalismo das equacgoes de Langevin. Todavia, é interessante o fato de que apesar da
natural diferenca das espécies de animais, a diversidade dos padrées de movimento e a

distribuicao de tamanhos de passos associadas nao é muito extensa.

No presente trabalho consideramos dois tipos de dindmicas de movimento. No
primeiro caso temos que a influéncia estocastica na dindmica dos tamanhos dos passos
apresenta suas propriedades estatisticas fixas por toda a trajetéria do animal. No segundo

caso temos uma abordagem mais ampla em que a estatistica do ruido é heterogénea, o
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que possibilita a consideracao de alguma inomogeneidade do meio. Assim, por meio das
dindmicas de Langevin propostas, é possivel obter muitas das distribui¢oes de tamanhos
de passos P(¢) que sao usualmente consideradas na literatura da ecologia do movimento.
Dindmicas de movimento difusivas e superdifusivas (Lévy) aparecem neste contexto, bem

como o comportamento em multiplas escalas [24, 25].

Naturalmente, as situagoes que estamos considerando nao contemplam a extensao
total das possiveis dindmicas de movimento dos animais. Por exemplo, esta abordagem de
Langevin, com evolugao temporal Markoviana, ndao inclui modelos de caminhadas aleatorias
de tempo continuo, que podem estar associados a voos de Lévy, ou ainda movimentos
descritos por dindmicas de movimento Browniano fracionario [26]. Além disso, a suposigao
de que os animais nao guardam memoria esta relacionada com modelos de caminhada
aleatéria Markoviana para o movimento animal, entretanto adicionar correlagao entre os
passos pode ser uma medida necessaria [27]. Neste sentido, modelos ndo Markovianos
representam uma importante classe, tipicamente gerando dinamicas anomalas, descritas,
por exemplo, por equacgoes de Langevin generalizadas que contabilizam memoria de longo

alcance [28].

1.1.1 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite [29] é um dos principais teoremas da estatistica, e
assim serve de base para justificar outros problemas em diversos ramos da ciéncia, como na
teoria das probabilidades. Consideremos um ntmero arbitrario n de variaveis estocastica
independentes Xi, Xo, ..., X,,, cada qual sendo o resultado de um mesmo experimento
aleatdrio, e que assim possuem a mesma distribui¢do de probabilidades Px(z) para a
qual iremos supor média p e varidncia o? finitas, como, por exemplo, nos resultados
do lancamento de um dado honesto. Estamos interessados na soma do conjunto {X},
tal que Y = X; 4+ Xo + ... + X, possue média npu e, uma vez que pares quaisquer de
varidveis (X;, X;) com i # j ndo s@o correlacionados, temos para a varidncia o valor

de no?. Por outro lado, a distribuicdo da média aritmética das varidveis definida como

Z — X1—(X1>+X2—<X2>+---+Xn_<Xn>

sua variancia reduzida, isto ¢, sua varidncia diminui com n, sendo dada por o /n. Portanto,

convenientemente possue média nula, entretanto tem a

¢é conveniente reescalar a soma e redefini-la para
X = (X)) + X - (Xo) + ... + Xy, — (X)
Vi |

que assim possui varidncia de valor ¢ finita para todo valor de n.

Z

(1.1)

O teorema central do limite afirma que para n — o0, a distribuicao de probabilidades
de Z tende a uma distribuicao Gaussiana com média y e varidncia o2, iguais a distribuicao
original Px(z), mesmo quando Px(z) nao é Gaussiana, sendo, por exemplo, uniforme ou

exponencial, desde que seja um conjunto de variaveis aleatorias identicamente distribuidas
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que apresentem variancia finita. Este resultado é o responsavel pela presenca constante
da distribuicao Gaussiana em problemas associados com um grande niimero de eventos
independentes, desde um exemplo simples como a distribuicao da altura das pessoas, ou
em muitos campos da fisica em que calculos estatisticos ocorrem, como na fisica estatistica

de equilibrio.

A prova do teorema central do limite consiste em calcular a transformada de Fourier
(funcado caracteristica, Gx(k)) de uma distribuicao arbitraria Px(x), que possua média

zero e variancia o2. Assim temos

) ]{322 ]{733
Gx (k) ::L/dxémFy@Q:i/dx[1+ikx—:;—ig;+m“ Py (z)
1 3
:1—&W—£@ﬂ+” (1.2)

A fatoracao da fungao caracteristica da soma Y = X; — (X3) +... + X, — (X,,) de varidveis

estatisticamente independentes é dada por

Pely) = [ d@s = (1)) d(on = ()P, (21)..- P, (22) X
X0y — (x1 — (z1) + ... + T, — (x))),
Gy(k) = [dyPr(y)e™ = [Gx(h)]", (1.3)
que pode assim ser resumida devido a equivaléncia das propriedades estatistica das variaveis

X;. Em seguida, devido a relagdo Z = Y/y/n, e utilizando as propriedades de reescala das

fungoes caracteristicas temos

Cak) = Gy (k//m) = [Gx (k/ /R = [1 _ ek

5 6n\/ﬁ<x3> +] , (1.4)

portanto

Loy K !
%ka _Z6n\/ﬁ<x>+m . (1.5)

, a funcdo entre colchetes torna-se relevante apenas nas

1 —ikz
]M@:%/%eW%W:P—
Devido ao fator oscilante e~**
vizinhagas de k = 0 [30]. Entéao, desconsiderando os termos de ordem superior O(k?), e
utilizando a defini¢ao de fungao exponencial e = lim,, . [1 4 %]", temos, no limite de

infinitas realizacoes do experimento n — oo, que

1 —ikz —152k2 1 — 222
Py(z) = %/dke e 27" = We 207, (1.6)

1.1.2 Teorema Central do Limite Generalizado

Primeiramente vamos definir o conceito de distribuicao estavel. Uma distribuicao é
estavel quando uma combinacao linear de duas variaveis aleatorias independentes, vindas

desta distribuicao, resulta na mesma distribuicao a parte da escolhas de novos parametros.



Capitulo 1. Introdugdo 23

Do mesmo modo, a denominacao estende-se para uma variavel aleatéria que é dita ser
estavel quando sua distribuigao é estavel, também conhecidas como distribuicoes de Lévy

alfa-estaveis [31].

A importancia das distribui¢ées de probabilidades estaveis é que estas sao atra-
tores para uma soma apropriada de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas. Em termos gerais, se, para uma escolha adequada de constantes A, e B,,, a
funcao da distribuigao referente a soma 1/B, >>7_, x; — A, converge para uma distribuicio
P no limite assintético n — oo, onde x4y, ...,z, é dado ser um conjunto de variaveis
aleatérias que possuem a mesma distribuicao f, entdo caracteriza-se que f é atraida para
P [32]. A totalidade das distribuigoes que resultam em P forma o que é denominado de
dominio de atracao de P. Como vimos na se¢ao anterior, uma soma apropriadamente
normalizada, eq.(1.1), de um conjunto de varidveis aleatérias com variancia finita, tende a
uma distribui¢do Gaussiana, eq.(1.6), quando o nimero de variaveis aumenta. No entanto,
sem a suposicao de variancia finita, o limite pode ser uma distribuicao estavel que nao a

distribuicao Normal.

Embora a funcao densidade de probabilidades para uma distribuicao estavel geral
nao possua uma forma analitica, podemos partir da propriedade central G({a z + b1 }) *
G({azx + ba}) = G(ax + b), onde a notagao utilizada refere-se & fungéo caracteristica de
uma nova variavel aleatéria obtida por uma operagao linear sobre a variavel inicial. Assim,
obtemos que a fungao caracteristica de uma distribuicao estavel pode assumir, entre outras

formas possiveis, a seguinte definicao [33]:
G(k; 0, 8, ) = explikys — |ck|2 (1 — iBsgn(k))], (L7)

umas das particularidades dessa defini¢ao é que assim ela nao é continua no parametro
a =1, em (1.7) sgn(k) é o sinal de k, tal que o valor da fungdo caracteristica em algum k
é o complexo conjugado de seu valor em —k, gerando uma distribuicao real. Enquanto
isso, @ é dado, por essa defini¢ao, como

o= { tag(%) a#l (1.8)

—=lnk ;a=1

Os exemplos mais simples sdo a distribuigdo Gaussiana (@« = 2, —1 < § < 1), a de
Cauchy (a« =1, =0) e ade Lévy (a = 1/2, 5 = 1), por serem as tinicas com as formas
analiticas conhecidas, e que podem ser expressas em termos de fungoes elementares. Outros
exemplos sdo a distribuigdo de Landau (o« = 1, § = 1) e a distribui¢do de Holtsmark
(v =3/2, 5 = 0) que podem ser expressas em termos de fungoes hipergeométricas, mas que
eventualmente podem reduzir-se a fungoes elementares na escolha dos valores numéricos
de ¢ e pu. Ainda temos o caso limite em que ¢ — 0 ou o — 0, para o qual a fungao

caracteristica comporta-se como G ~ e e portanto a distribuicdo associada é a funcao
delta de Dirac P ~ d(z — p).
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Uma variavel estocastica é estavel se sua fungao caracteristica puder ser expressa
por (1.7), onde o € [0,2], B € [—1,1], ¢ €]0,00[, e pu €] — 00, 0] sdo respectivamente os
pardmetros de estabilidade, assimetria (8 = 0 representa simétria), escala, e localizagao.
Estes dois dltimos parametros podem ser utilizados para definir uma nova variavel y na
forma y = = F para a # 1, e y = =F — ﬁglnc para a = 1, tal que temos uma funcao
caracteristica redefinida para G(k;«, 3,1,0) com ¢ =1 e = 0, isto é, uma distribui¢ao
resultante reescalada e com média nula. Devido a defini¢do (1.7) o pardmetro p é a média
(quando esta existe e é finita) da distribuicdo, up = —iG’(k = 0) para o > 1. Assim,
desde que os parametros estejam dentro dos intervalos referidos, poderemos gerar funcoes
de distribuic¢oes validas, ou seja, que possuam uma fung¢ao distribuicao acumulada real
e estritamente crescente entre 0 e 1. A fig.(1) mostra alguns exemplos de distribuigdes
estaveis evidenciando como a forma das curva muda com a mudanca dos parametros «
e B. O primeiro é uma medida do quanto a distribuicao esta concentrada em torno da

média, enquanto o segundo relaciona-se com o grau de assimétria.

A forma geral da funcao caracteristica é justificavel pois, por exemplo, a funcao
caracteristica da soma de duas variavel independentes e identicamente distribuidas é
o produto da funcao caracteristica que as geram. Portanto, retorna uma nova funcao
caracteristica com a mesma forma funcional da eq.(1.7), porém neste caso com outros

valores para p e c.

Outra propriedade das distribuicoes estaveis além de serem continuas, diferenciaveis
e unimodais, é que estas sao infinitamente divisiveis, isto é, podem ser expressas como a
distribuicao de probabilidades da soma de um niimero arbitrario de variaveis aleatérias
identicamente distribuidas, assim para qualquer n inteiro existe uma variavel aleatéria
definida como a soma destes n elementos capaz de gerar a distribuicao P. Este conceito
estd diretamente relacionado com o limite n — oo, eq.(1.6), na obtencao da distribuigao

Gaussiana no teorema central do limite.

O comportamento assintotico para P(z) = [ dks=e **G(k) para a < 2 é dado por

[34]
1

~
|x’1+a7

P(z) (1.9)

esta dependéncia em x condiciona a variancia e a média a serem infinitas para o < 2 e
a < 1 respectivamente. Podemos perceber uma dependéncia assintética como uma lei de
poténcia na fig.(2). Nota-se que para valores de @ < 2 cada vez menores, aumenta-se a
probabilidade de ocorréncia de valores mais distantes da média. Além disso, podem haver
restricoes quanto a extensao dos valores permitidos para x, por exemplo, para a < 1 e

B =1 a distribuicao restringe-se ao intervalo z > p, como ¢é o caso da distribuicao de Lévy,
expressa por P(z) = /€ G- [(z — p)3/2,

Com excecao do caso o = 2 (distribuicao Gaussiana), distribuigdes estaveis sao
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Figura 1 — Representacao de algumas distribuigoes estéveis P(x), em (a), e de suas fungoes
de distribui¢ao acumulada Q(z) = [* P(2')dx’, em (b), para diferentes valores
do parametro de estabilidade o no caso simétrico f = 0, com parametro de
escala unitario ¢ = 1, e centradas na origem p = 0. Para as figuras (c) e (d)
temos respectivamente a distribuicdo e a distribuicdo acumulada para diferentes
valores de fcoma=1,c=1e u=0.

(a) distribuicao (b) distribuigdo acumulada
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P(x)

03+
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Fonte : O autor (2020)

leptoctrticas, isto é, apresentam a curtose maior que 3, e sao classificadas como distribuigoes
de cauda longa, apresentando maior probabilidade na ocorréncia de eventos extremos
caracteristicos de grandes desvios em relagao a média. Além disso, distribui¢oes estéveis para
um mesmo valor do parametro de estabilidade «, apresentam uma forma fechada em relagao
as convolugbes, dado que o produto de duas fungdes caracteristicas Gy (k; o, 51, ¢1, 1) €
Go(k; o, Ba, co, 112), como apresentado na eq.(1.7), retorna outra fungdo com a mesma

estrutura, mas com os novos parametros

po= p+ pe, (1.10)
« (07 l
lc| = (lea]™ + |ea|?)®, (1.11)
(0% (6%
3 Brler|® + Balcal ’ (1.12)
1] + [ea|

uma vez que os parametros originais estejam dentro dos limites corretos, o mesmo valera

para os parametros resultantes dessa transformacao.
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Figura 2 — Representacao de algumas distribuigoes estaveis P(z) em escala logaritmica
para (a) diferentes valores do pardmetro de estabilidade o com f=0,c=1e
i =0, e (b) diferentes valores de 5 com o« =1, ¢ =1 e u =0, quao menor o
valor de v maior a probabilidade de ocorréncia de valores mais distantes do
valor médio p = 0.
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Fonte : O autor (2020)

1.1.3 Movimento Browniano

Estudos conduzidos por Robert Brown em 1827, com o auxilio de microscopios,
mostraram que pequenas particulas ejetadas por graos de pélen adquiriam um movimento
bastante irregular quando suspensos em agua. Como botanico sua justificativa inicial foi a
de supor a existéncia de alguma for¢a misteriosa inerente aos seres vivos. Entretanto, a
repeticao do experimento com cobre e outras substancias inorganicas exibiam o mesmo
comportamento aleatorio, o que exigia uma explicagao independente da natureza dos
materiais. Tal movimento ¢ conhecido como movimento Browniano, embora Jan Ingenhousz
também tenha feito algumas descrigoes de movimento similares referentes a particulas de
carvao em alcool ainda em 1765 [35]. Na fig.(3) apresentamos uma versdo numérica do

que se obtém nesse tipo de experimento.

Em 1877, Joseph Delsaux propds que o comportamento apresentado devia-se
ao movimento térmico do liquido utilizado e nao de qualquer propriedade do material
observado. No contexto histérico, a estrutura da matéria, como uma representacao de
particulas discretas (teoria atomica) nao era ainda um consenso, embora o conceito de
unidades submicroscopicas ja houvesse dado respaldo a quimica na sua disposicao dos
elementos em uma estrutura periédica baseada no nimero atomico, e a interpretacao
da pressao do gas, como sendo gerada pelo impacto das particulas constituintes com as

paredes do recipiente, obedecendo as leis da mecanica na teoria cinética dos gases.

Assim, o enigma do movimento Browniano residia na assimetria das colisoes
cinéticas das moléculas que compoem o fluido. Em 1888, Louis Gouy comprovou que a

velocidade do movimento Browniano era inversamente proporcional a viscosidade do fluido
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Figura 3 — Simulacao numérica do que é observado em um moviento Browniano
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Fonte : O autor (2020)

[36]. Uma descrigdo matematica satisfatoria foi apresentada por Albert Einstein, onde foi
obtida uma relacao entre o tamanho dos atomos e o nimero de Avogrado, o que além
disso, permitiu a conducgao de experimentos que forneciam sustentagao a teoria molecular
e a fisica estatistica, dando prova da existéncia dos atomos, mesmo que nao pudessem ser

detectados diretamente com as tecnologicas da época.

A formulacao de Einstein da teoria do movimento Browniano é baseada na conexao

entre o coeficiente de difusdo e a viscosidade [37]. Sendo K a forga atuando, na direcao z,

sobre as particulas em suspensao contida num elemento de volume de comprimentos dx e

area de seccao transversal d.S, temos, pela lei de atrito viscoso de Stokes, que esta forca é
dada por

K = 6mnav, (1.13)

quando as particulas forem aproximadas como pequenas esferas rigidas de raio a e veloci-
dade v, mergulhadas num fluido de viscosidade n. Por outro lado, estas se movem pelo
fluido por estarem sujeitas a um gradiente de pressao (p), assim as particulas dentro do
regiao dxdS sofrem cada uma forca por unidade de volume dada por

o _ L pla+Aw) — pla)

Or  Aw—0 Az ’ (1'14>

oV

_ SV L1
5% = 0. Aqui § seria o volume médio ocupado

o equilibrio de forcas ocorre quando K +

por cada particula, logo

M Op

6mnav = ————, 1.15

™™ Nz (1.15)

onde p = {7 ¢ a densidade de massa, M ¢ a massa molar do soluto e N4 ¢ o namero de
Avogrado (definido como o nimero de particulas por mol), tal que p = %%, onde N
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é o nimero de particulas dentro do volume referido. Obtemos portanto da eq.(1.15) a
velocidade v das particulas. Podemos associar a esta velocidade um fluxo J de particulas
na direcao z, correspondente a quantidade de massa que atravessa a seccao de area dS

numa fracao de tempo dt
M Op

 6mnav 0z’

J=pv= (1.16)
utilizando que a pressao osmotica comporta-se tal qual a lei dos gases ideais temos que

p = # = % (n é a quantidade de mols), portanto a corrente J pode ser dada em

termos da densidade por
RT 0p

J=—— 1.17
6mnaN 4 Oz’ (L1.17)
de onde deduz-se o coeficiente de difusdo D, dado por
RT
= — 1.18
6mnaN 4 ( )

Haja vista a equacao de continuidade para a conservacao da massa V.J + % =0,e

tratando-se do caso unidimensional e linear em que o fluxo é diretamente proporcional ao

gradiente de concentragao J = —Dﬁp, temos a equacao de difusao dada por
Op(z,t) _ Pp(a,t)
=D . 1.19
ot Ox? (1.19)

Uma dedugao também devida a Einstein [38] aborda o problema do ponto de vista
estatistico. Sendo a agitacao das particulas devido ao constante movimento das moléculas
do liquido, admitimos que os movimentos destas moléculas sao tao variaveis, que seu efeito
sobre a particula suspensa pode apenas ser descrito em termos colisoes estatisticamente
independentes. Assim, os deslocamentos de uma mesma molécula, em diferentes intervalos
de tempo, também sdo processos mutuamente independentes, desde que observados sobre

uma escala de tempo relevante.

Definimos n como o nimero de particulas suspensas no fluido. Em um intervalo de
tempo 7 a coordenada x de cada particula é modificada por um quantidade A, apresentando
valores (positivo ou negativo) de deslocamento A a principio diferentes. Assim, deve
existir uma lei de frequéncia ¢(A) normalizada, [0 ¢(A)dA =1, e de simetria esperada
d(—A)=¢(A). Portanto uma fracdo dn = n¢(A)dA de particulas experimentam uma
variagao de posigao entre A e A+dA. Espera-se que a distribuicao ¢(A) decaia rapidamente,

tal que apenas pequenos deslocamento tenham probabilidades realmente consideraveis.

O objetivo é obter como o coeficiente de difusao relaciona-se com a distribuicao ¢.
Sendo f(z,t) (restrita ao caso que sua dependéncia espacial seja apenas com a coordenada
x) o nimero de particulas por unidade de volume no instante t. Uma correspondéncia
entre a distribui¢ao das particulas num tempo posterior ¢t + 7, f(x,t 4 7) e inicial, f(z,t),
pode ser calculada através de

Flat+7)da = [/OO Flz+ A, 1)d(A)dAde, (1.20)

—0o0



Capitulo 1. Introdugdo 29

cuja intepretacao é que o numero de particulas que no tempo t + 7 encontram-se numa
regiao cercada pelos planos = e = + dzx, sao aquelas cuja posi¢ao anterior eram x + A
e apresentaram o deslocamento exato FA para atingir a posi¢do x, lembramos que
o(—A) = ¢(A). Estas suposicoes baseiam-se na independéncia de todos os saltos A da
histéria passada do movimento (antes de t). Sendo 7 uma pequena diferenga de tempo
comparada com o tempo de observacao do experimento, e as variacoes A pequenas frente

ao deslocamento total, podemos expandir em série de Taylor ambos os lados da eq.(1.20)

para
f+7%§:f/o;¢( dA+gf ™ Ag(a dA+—/ (1.21)
Devido & simetria e & norma de ¢(A), obtemos, primeiramente definido D = £ [°2, AQ (A)dA,
que ,
gf: - Dgxé, (1.22)

onde novamente temos a equacao da difusao. A solucao para uma tnica particula, ou
um conjunto de particulas ndo interagentes, pode ser obtida escrevendo a eq.(1.22) no
espaco de Fourier, F(k,t) = [dxe™™® f(x,t). A condicdo inicial de todas as particulas
encontrarem-se inicialmente na origem x = 0 proporciona o seguinte resultado

1
f(.l?, t) = ﬁe—xzﬂlDt‘ (123)

A fig.(4) ilustra uma solugdo para a equagao de difusdao com z(t = 0) = 0e D = 0.5
avaliada em trés tempos diferentes, de maneira analitica, eq.(1.23), e numérica através
de um sorteio de passos seguindo uma distribuicao Gaussiana de média zero e variancia
0.001. O resultado é uma distribuicao Gaussiana cuja variancia representa o deslocamento
quadratico médio. Devido a dependéncia linear, ao decorrer do tempo a tendéncia é que

as particulas difundam-se indefinidamente com
Tyms = V2DL. (1.24)

A fig.(5) mostra o comportamento esperado segundo esta equagdo para a mesma situacao
descrita na fig.(4). Por fim, podemos comparar as eqs.(1.18 e 1.24) para obter o valor de
N4 como

Ny= (1.25)

3mnax?,,

Dado o tamanho da particula a, e que determine-se o valor de z,,,, em um dado t
experimentalmente, torna-se plausivel obter o nimero de Avogrado, que havia originalmente
sido concebido pela hipotese de que uma mesma quantidade de qualquer gés, a mesma
pressao e temperatura, encerra a mesma quantidade de particulas, ajudando a reforgar
a hipotese para a existéncia dos atomos. Por outro lado, outra relacao entre o raio das
particulas a e N4 também pode ser obtida por uma medi¢ao experimental da viscosidade

efetiva e da viscosidade do solvente puro.
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Figura 4 — Representagdao da solucao da equagao de difusdo, eq.(1.23), com D = 0.5 para
diferentes instantes de tempo ¢t = 0.01, £ = 0.1 e t = 1. Observa-se com o
decorrer do tempo que a funcao f(x,t) torna-se cada vez mais espalhada pelo
eixo z. Além disso, cada curva é acompanhada de uma solugdo numérica (em
laranja), calculada sorteando-se o tamanho do passo A como sendo um valor
gerado aleatoriamente segundo uma distribuigdo ¢(A) Gaussiana de média
zero e variancia 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

Figura 5 — Deslocamento quadrético médio x,,,s para o mesmo caso descrito na fig.(4).
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Posteriormente, Paul Langevin apresentou o mesmo problema na perspectiva do que
hoje denominamos de equagoes diferenciais estocdasticas, o que tornou a abordagem mais
simples [39, 40]. Relembrando a for¢a de amortecimento devido a viscosidade eq.(1.13) que
atua sobre as particulas suspensas, adicionamos a esta uma forga estocéstica £(t) que atua,
por simplicidade, em uma mesma direcdo, mas que alterne o sentido e varie a intensidade
de uma maneira nao determinada em fun¢do da resultante das intimeras colisoes sofridas
a cada instante. Assim a segunda lei de Newton, para cada uma da particulas idénticas,
pode ser escrita como ,

mr = 5 4 e) (1.26)
onde [ = 6mna, m ¢ a massa das particulas, e forcas de outra natureza podem ser

desconsideradas.

Devido a maneira nao trivial como a forga £(¢) modifica-se ao longo do tempo, a
forma especifica de cada percurso ¢é inviavel, assim a resolucido da dindmica expressa na
eq.(1.26) nao necessariamente passa pela determinacao da posigao instanténea x(t) das
particulas suspensas. Ao invés disso, estamos interessados em grandezas médias associadas
a variavel x (denotadas por (.)) realizadas sob o grande niimero de particulas presentes.
Devido a igual probabilidade de deslocamentos de mesmo modulo, positivos e negativos,
é esperado que o valor da posigao média (x(t)) seja nulo nesse conjunto. Assim sendo,
uma propriedade de maior interesse é o deslocamento quadratico médio, (z%(t)) > 0,

representando a flutuacao em torno da posi¢ao de origem.

2
2 Se multiplicarmos a eq.(1.26) por z, e utilizarmos as relagoes x% = %d;t’f — (%) ,
dx* __ dx
S5 = 2x9;, obtemos
1?22  [(dr\” 3 da?
- (=) | = B t). 1.27
m[? i <dt>] 2 T (1.27)

Em seguida realizamos a média sob todas as particulas em supensao

2 2
m [;;;M (%) >] = D, (129
Aqui ha termos constantes (m, 3) frente a média, operagoes de derivadas temporal comun-
tam com a média, e o termo (z£(t)) é considerado nulo sob a argumentacao da natureza
randémica de todas as colisdes com as moléculas do liquido. Aparentemente o carater
estocastico ¢ retirado da equagao, mas este mantém-se no fato de s6 passarmos a ter acesso
as variaveis médias na equacao “deterministica” remanescente. A preferéncia por essa
apresentacao é justificada quando percebemos que, devido ao principio da equiparticao da
energia que atribui %kT para cada grau de liberdade, o segundo termo do lado esquerdo
da eq.(1.28) é, nesta formulagao unidimensional, o dobro da energia cinética, e que no

contexto do experimento pode ser atribuida como sendo k7', onde k é a constante de
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Boltzmann e T' é a temperatura absoluta em equilibrio com o reservatério térmico (o

fluido). Temos assim

md* g d
——(2?) — kT = — = —(a? 1.2
que forence uma EDO de primeira ordem na variavel g = d<;t2> com solugao
d{z?  2kT 8
=2 4 Cemt 1.30

onde C' é uma constante de integracao. No limite quando as particulas suspensas sao cada

vez menores, isto €, m — 0, espera-se que o efeito do movimento Browniano seja mais

d(z?) 2kT
dt B8’

sentido, temos que portanto

2kT 2kT
= 7t = .
o] 6mna

O mesmo resultado pode ser obtido por uma solugdo que desconsidere o tempo transiente

(2?) (1.31)

inicial tal que t > m/f3, pois, devido ao decaimento exponencial, rapidamente a varidvel

alcanga o regime estacionério. Sendo s = (z?) = V2Dt, e k = ]\%, novamente obtemos o

RT
6mnaNN 4

baseados na ideia béasica de Robert Brown, com precisao suficiente para corroborar a

coeficiente de difusdo de Einstein D =

. Em 1908, J.B. Perrin conduziu experimentos

formulagdo matematica de Einstein e permitir uma avaliagdo do ntimero de Avogrado,
fazendo parte dos fatos historicos que ajudaram a encerrar o debate sobre a existéncia de

atomos e moléculas.

Na abordagem de Einstein, a condicao de independéncia entre os deslocamentos A
em diferentes tempos é equivalente a suposigao de Langevin de que o termo (x{) anula-se.
Em termos gerais a abordagem de Langevin é mais detalhada visto que esta possibilita

t

a analise da dinamica para tempos curtos, por exemplo, no termo Ce , €q.(1.30), que

inicialmente nao aparece na forma adotada por Einstein.

A equagao (1.26), conhecida como equagao de Langevin foi o primeiro exemplo de
uma equacao diferencial estocastica, uma equacgao diferencial com um termo que varia de
modo nao deterministico, e que portanto apresenta como solu¢ao uma funcgao estocastica.
Cada solugao da equacao de Langevin representa uma trajetéria aleatoria independente,
entretanto consideragdes simples a respeito das flutuagoes £(t), como a descorrelagao
temporal, possibilitam a obtencao de resultados praticos como o deslocamento quadratico
médio. A fig.(6) exibe como, no plano XY, a drea coberta pela passagem da particula

aumenta com o tempo, uma medida similar ao valor de (x?(¢)) no caso unidimensional.

1.2 Aspectos Histéricos da Dinamica Populacional

Outro tépico referido neste trabalho é o estudo das dinamicas populacionais. O

ano de 1798 é um marco inicial histérico devido as publicagoes de Thomas Malthus [41] a



Capitulo 1. Introdugdo 33

Figura 6 — Aspecto do crescimento da area coberta pela trajetéria da particula para o
mesmo caso descrito na fig.(4), que corresponde ao incremento (z?) no caso
unidimensional, para diferentes tempos, sendo (a)t=0,2, (b)t=0,4, e (¢)t=1,6.
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Fonte : O autor (2020)

respeito do crescimento acelerado da populagao — An Essay on the Principle of Population.
A época da revolucao industrial trouxe mudancas como o aumento da producgao de
alimentos e melhorias nas condi¢oes sanitarias, tais eventos fizeram a taxa de mortalidade
diminuir e taxa de natalidade aumentar, acarrentando o registro de um grande crescimento
populacional no periodo seguinte. Uma populacao consiste de todos os organismos de uma
mesma espécie que vivem em uma dada regiao, e o estudo estatistico de populagoes e de

como elas variam ao longo do tempo é chamado de demografia.

Entretanto, Malthus defendia que a populagao mundial estava crescendo em pro-
gressao geométrica, ao passo que a producao de alimentos era mais lenta e crescia em
progressao aritmética. Assim, enquanto o crescimento populacional nao fosse repensado, o
controle ocorreria mediante a escassez de alimentos. Dada a hipdtese proposta por Malthus
com base nas estatisticas do seu tempo, podemos formular matematicamente que o modelo
mais simples para o crescimento populacional de uma espécie é dN/dt = rN, onde N(t) é
o tamanho da populacao no instante t, e r > 0 ¢ a taxa de crescimento que engloba o saldo

positivo entre as taxas de natalidade e mortalidade. Como vemos, esse modelo conduz a
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um crescimento exponencial N = Npe™, onde Ny é o tamanho inicial da populagao (se
No=0— N(t) =0, o que previne geragao espontanea). Assim, como Malthus acreditava,

ocorreria um aumento descontrolado nao houvesse algum tipo de mecanismo de oposicao.

A constancia do fator r implica que a quantidade de recurso disponivel para cada
individuo permanece inalterada quando ha o aumento ou mesmo a reducao da populagao.
Naturalmente tal crescimento exponencial ndo pode ocorrer de maneira indefinida. Na
natureza uma superpopulacao pode ser reduzida pela acao de predadores, enquanto para
a humanidade tinha-se o exemplo das guerras evitando a explosao demografica, embora,

em ultimo caso, a competicao por alimentos sempre imporia um limite.

Para modelar os efeitos da superlotagao e de recursos finitos, podemos considerar
que a taxa de crescimento per capita (dN/dt)/N decresce com o aumento da populagao.

Assim propomos um decréscimo linear com N como [42]
dN N
“Y N (1-), (1.32)

conhecida como equagao logistica, que busca considerar a influéncia da variagao do tamanho
da populagdo na disponibilidade de recursos, embora este modelo nao apresente uma
equacao dindmica independente para a quantidade de recursos. A solugao para a equacao
logistica (1.32) é dada por

e"" K Ny
T K+ (e — )Ny’

onde Ny = N(t = 0) é a populagdo inicial. Para ¢ pequeno, temos aproximadamente o caso

N(t) (1.33)

de crescimento exponencial anterior. Para N > K a taxa de crescimento torna-se negativa,
isto é, a taxa de mortalidade supera a de natalidade, e assim K torna-se a quantidade
maxima estavel que o ambiente comporta. Tal solucao foi originalmente proposta por

Verhulst [43] em 1838 para descrever o crescimento da populagdo humana.

Equacoes como essas também podem ser analisadas no contexto grafico de fluxos
unidimensionais [44], para o qual os pontos fixos sao obtidos quando dN/dt = 0, de
onde obtemos, N* = 0 e N* = K, porém em termos biolégicos N = 0 é um equilibrio
instavel, tal que por menor que seja, uma pequena populacao crescera exponencialmente
até atingir o valor N = K. Por outro lado, uma elevagao forcada de N ocasionard em
um decrescimento monétomo para o ponto estavel N* = K, e certamente é N(t) = K no

limite assintético ¢t — oo.

Em resumo, as primeiras abordagens em demografia baseiam-se em modelos deter-
ministicos, desconsiderando a interagao com outras espécies, e considereando apenas as
caracteristicas essenciais que influenciam o tamanho da populacao, tais como a taxa de
reproducao e morte, mas sendo diferentes na apresentacao de como se da a relacao com o

meio através de suposi¢oes simples.
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Além dos dados demogréficos de varios paises, quando as leis de crescimento foram
experimentalmente testadas em laboratorios por meio de colonias bacterianas, leveduras e
outros organismos simples mantidos em ambiente controlado, isto é, clima fixo, fornecimento
de alimento constante e auséncia de predadores, as curvas obtidas apresentavam um rapido
crescimento inicial seguido por uma estabiliza¢ao, sempre em forma de S como esperado

pela equagao logistica, gerando assim um aparente comportamento global [45].

Entretanto, andlises posteriores com espécies de comportamentos mais complexos,
como mosca-das-frutas que apresentam diferentes estagios ao longo da vida, revelaram que
ap6s o crescimento inicial a estabilidade esperada pelo modelo logistico nao era atingida,
apresentando uma flutuacdo que nao podia ser desconsiderada. Para explicar isto foram
propostos modelos com tempo retardado, como quando a taxa de reproducao depende da
geracao passada. Posteriormente modelos visavam capturar as influéncias estocasticas do
meio para explicar a variagdo obtida em relagdo ao valor de equilibrio previsto pela equagao
logistica. A principio considerando taxas instantaneas para o saldo nascimento-morte, neste
caso aos individuos sao atribuidas probabilidades de gerar descendente ou de morrer em
sucessivas etapas iteragoes [46]. Afinal, sistemas biol6gicos sao probabilisticos, por exemplo,
hé a probabilidade de uma prole ser de dois ou trés filhotes, das intempéries climaticas
mudarem a quantidade de recursos disponiveis, ou ainda da eficiéncia dos predadores em

matar a espécie em estudo.

Os conceitos fundamentais de competicao e coexisténcia entre as espécies tiveram
seus primeiros formalismos matematico nos trabalhos de Lotka [47] e Volterra [48], no qual
duas espécies estao competindo pela mesma fonte de alimento cuja quantidade disponivel
é limitada. Assim, desconsiderando outros fatores como a predacao, efeitos sazonais, e

recursos alternativos, existem apenas dois efeitos principais a serem considerados.

Cada espécie cresceria, na auséncia da outra, até atingir sua capacidade maxima,
o que pode ser modelado assumindo um crescimento logistico para cada espécie, onde a
distinguibilidade das espécies faz-se presente nas diferentes taxas de reproducao. A taxa
de crescimento de cada espécie é dada por uma funcgao linear decrescente da densidade
de ambas as espécies, e o conflito da-se quando as espécies se encontram pela disputa de
alimento, neste caso é razoavel supor que tais disputas ocorram em uma taxa proporcional
ao tamanho de cada populagao, e que assim influenciem a taxa de mortalidade, sendo
mais severa para a espécie mais fragil. Para um modelo simples em que ha apenas duas
espécies e um recurso, mostra-se que geralmente uma espécie conduz a outra a extingao, a
generalizacdo dessa ocorréncia conduziu a interpretacao bioldgica do principio da exclusao
competitiva, que afirma que duas espécies competindo pelo mesmo recurso limitado

tipicamente ndo podem coexistir [49)].

Como vimos, modelos de competicao entre duas espécies sao construido sobre a

equacao logistica de espécies isoladas, dando origem a um modelo de competicao intra e
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interespecifica [50]. Apesar de sua simplicidade, modelos similares ao de Lotka-Volterra
podem exibir caos [51], e também podem ser estendidos de modo a estudar a influéncia de
mais espécies no processo de competicao. Os modelos de competicao como o de Lotka-
Volterra possuem uma natureza fenomenolégica [52], que se baseia em suposigoes sobre as
propriedades dos recursos em disputa, de como os individuos das espécies competem e

eventualmente reproduzem ou morrem.

Por meio de uma abordagem microscopica para a dindmica, trabalhos na teoria da
competicao ecoldgica visam tornar o assunto menos fenomenolégico a fim de explicitar os
mecanismos de competigoes entre as espécies [53] com vistas em justificativas biolégicas
mais embasadas. Neste contexto, modelos mecanicistas para a competicao de recursos
vinculam a evolugao temporal dos recursos com a dinamica das espécies concorrentes.
Esses modelos incluem uma dependéncia funcional na taxa de crescimento de cada espécie
em relagao a disponibilidade de recursos. Assim, os desenvolvimentos teéricos no estudo
de modelos de competicao permitem uma compreensao mais adequada da interagao entre
as espécies pela concorréncia de alimentos. No caso de recursos essenciais, a taxa de
crescimento especifica é geralmente determinada pelo recurso mais limitador [54], sendo
seu valor melhor descrito por equagoes como a de Monod [55]. Uma das descobertas
mais importantes das abordagens anteriores é a formulacao do principio da exclusao
competitiva, que afirma que, em condigoes de equilibrio, o niimero de espécies coexistentes
nao pode exceder o nimero de recursos limitantes [56]. Apesar disso, em sistemas naturais,
especialmente em biologia aquatica, o nimero de espécies de plancton coexistentes muitas
vezes supera o numero de recursos limitantes, aparentemente desrespeitando o principio da
exclusdo competitiva, um fenémeno conhecido como paradoxo do plancton [57]. De fato,
o principio da exclusao competitiva baseia-se em argumentos de equilibrio e, portanto,
possiveis solugoes do plancton o paradoxo deve relacionar-se a persisténcia de condig¢oes

de nao equilibrio [58].

Flutuacoes e perturbagoes desempenham um papel fundamental na evolugao e no
destino da dindmica populacional. Apesar da importancia historica para o entendimento
dos principios da dindmica populacional, modelos deterministicos por vezes nao se adequam
e nao representam alguns aspectos de sistemas naturais, tais como a finitude do meio
e da prépria populacao, além de pertubacoes por meio de fatores externos de carater
estocdstico ou nao [59], quando também nos preocupamos em avaliar a relevancia destes
efeitos estocésticos na existéncia de estados de equilibrio. Nesse sentido, a introducao
dos primeiros modelos estocasticos na segunda metade do século XX desencadeou o
debate sobre a necessidade dos modelos com dindmica estocastica em detrimento dos
modelos puramente deterministicos [60]. Essa discussao estd contida dentro do contexto de
processos de densidade dependente e densidade independentes [61]. O primeiro relaciona
as interacoes entre individuos e populagoes, enquanto o segundo esta relacionado as

forcas ambientais exdgenas que constituem a estrututura base para o desenvolvimento da
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populacao. Durante as primeiras etapas deste debate a dindmica deterministica adquiriu um
papel mais proeminente. Este fato foi reforcado pela descoberta do comportamento cadtico,
mesmo em modelos simples, o que levou a suposi¢ao da descricao das mudancas dinamicas
no tamanho da populacao através de modelos que nao incluissem termos estocasticos.
Essa abordagem deterministica baseia-se na suposi¢ao implicita de que os sistemas podem
ser separados em uma parte deterministica, que captura as caracteristicas essenciais do
sistema, e uma parte aleatéria, mas que pode ser omitida. Ao decorrer de estudos, os
efeitos estocasticos tornaram-se componentes essenciais para a descricao de varias sistemas
(60, 62, 63]. O entendimento atual é que tanto os efeitos dependentes da densidade quanto
as flutuacoes estocasticas sdo ingredientes centrais para a descrigdo de muitos sistemas
[63], e suas interagoes podem de fato explicar muitos dos padrdes observados na natureza
[64]. De fato, hé vezes em que a forga dos mecanismos estocasticos é comparavel aqueles

vinculados a processos deterministicos [65].

A dindmica populacional e ecolégica na presenca de fatores estocdsticos com origens
diversas pode ser de dificil modelagao, pois nem sempre é facil separar as contribui¢oes
de diferentes fontes de ruidos, bem como pode ser nao trivial a estrutura base do préprio
comportamento deterministico [60]. Na literatura matematica, ruido é o termo aplicado
para o que obscurece a clareza de um sinal, na ecologia populacional, podemos pensar como
o que nao entendemos na dindmica populacional [66]. O ruido ambiental pode ser gerado
por uma variedade de fatores tais como efeitos climaticos, inimigos naturais, competicao
interespecifica ou mudanca antropogénica, que podem nao estar incluidos no protocolo
deterministico. Apesar de progressos ja alcangados [63], uma compreensao completa do
impacto resultante da interagdo entre forcas deterministicas e dos inevitaveis efeitos
estocasticos requer ainda mais estudos. De fato, parte dos estudos nesta area tem como
objetivo investigar como as agoes estocasticas, geralmente representadas por flutuagoes
nas taxas de reprodugao ou mortalidade [62], determinam o destino de populagoes, por

exemplo, avaliando sua probabilidade de extingao ou persisténcia.

Assim, adiante introduzimos, inicialmente para uma espécie, um modelo populacio-
nal estocastico baseado em recursos com duas fontes distintas de ruidos, presentes, um na
taxa de mortalidade afetando diretamente a dindmica da populagao, e outro na taxa de
entrada de recursos que influencia a disponibilidade de recursos. A dindmica do modelo é
descrita por equagoes diferenciais estocasticas que, por meio da formulacao de Langevin
adequada, permite avaliar distribui¢oes de probabilidade do tamanho da populacao e da
quantidade de recursos disponiveis quando avaliadas no regime estacionario. Presume-se
que as flutuacoes na taxa de mortalidade e na taxa de entrada de recursos sejam nao
correlacionados temporalmente e entre si, assim sao considerados como ruidos brancos
Gaussianos independentes. Resultados analiticos sdo obtidos para a situacao na qual existe
apenas uma fonte de ruido, e que mostram-se valido na proximidade do equilibrio tao

logo a instensidade do ruido em questao nao seja demasiada grande. Quando as duas
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fontes de ruidos estocasticos sao consideradas de forma simultanea, solucoes estacionarias
das equagoes diferenciais estocédsticas sao obtidas pelo método de Milstein. O modelo é
posteriormente generalizado para lidar com um ntmero arbitrario de espécies e recursos,
permitindo enquadrar o problema dentro da perspectiva de dinamicas ecolégicas, para
o qual estaremos mais interessados na quantidade de espécies que sobrevivem apds um

longo periodo de competicao.

Uma ocorréncia intrigante na dindmica ecolégica diz respeito a violagao do principio
da exclusao competitiva em sistemas naturais, tendo como exemplo de destaque os padroes
observados na competigao de recursos pelos fitoplancton [67, 68]. Uma possivel explicacdo
para o chamado paradoxo do plancton é que, devido as perturbacoes causadas pelo clima,
as comunidades de plancton nao estdo em equilibrio [57, 69]. Indicio de que a variabilidade
devido a fatores externos é o mecanismo propulsor que aumenta os niveis de biodiversidade
para além do limite estabelecido pelo principio da exclusao competitiva. Além disso, mesmo
assumindo um ambiente homogéneo e constante, como presumido pelo o principio da
exclusao competitiva, oscilagoes cadticas podem permitir a coexisténcia de muitas espécies
[67]. Assim, parece razoavel generalizar nossa abordagem a fim de verificar quantas espécies
podem ser mantidas sob a presenca das fontes estocasticas que interferem no sistema.
Portanto, ¢ preciso investigar se a existéncia de fontes estocasticas ¢ suficiente para garantir

a violacao do principio da exclusao competitiva.
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2 METODOS EM PROCESSOS ESTOCASTICOS

Consideramos a equagao de Langevin, na forma de uma equacao diferencial estocés-
tica com as propriedades do ruido branco que permitem a caracterizagao de um processo
como Markoviano. Na sequéncia, apresentamos a equac¢ao de Chapman-Kolmogorov que
relaciona as probabilidades de transicao entre os possiveis estados do sistema e a forma
diferencial desta, conhecida como equacao Mestra, a qual descreve a evolucao temporal
das probabilidades de ocupacao dos possiveis estados. Em seguida utilizaremos a expansao
de Kramers-Moyal a fim de obter uma equacao diferencial de ordem finita denominada
equacao de Fokker-Planck. Primeiramente, na formulagao que resulta na intepretagao de
Stratonovich, entretanto, discutiremos como reinterpretar a analise (necessaria do ponto de
visto estocastico) para obtermos a interpretagao de It6. Por fim, discutiremos os métodos
para obter solugoes numéricas para a dinamica de Langevin e algumas técnicas para a

geracao de nimeros aleatorios.

2.1 Equacao de Langevin e Equacao de Fokker-Planck

A equacao de Langevin é uma equacao diferencial estocastica para uma variavel

que pode ser escrita como [70]
dy
dt

o que a distingue de uma equagao diferencial ordindria é o elemento £(t) que é dado

= Aly,t) + B(y, 1)¢(1), (2.1)

por um processo estocastico. Logo, conduz toda a dinamica a ser dependente de efeitos
aleatérios, mas que na presenga de propriedades bem definidas para &(¢) pode ser tratada

numericamente ou mesmo analiticamente.
Quando £(t) apresenta as seguintes propriedades

() = 0,
(€(t1)E(t2)) 2e6(ty — t2), (2.2)

onde o simbolo (.) designa uma média sobre vérias realizagoes (repeti¢des da mesma medi-
¢a0). Assim sendo, se £(t) possui média nula, varidncia finita, e ndo é autocorrelacionado
temporalmente, passa a ser denominado de ruido branco. Outra propriedade fundamental
do ruido branco ¢é a densidade espectral constante, isto é, apresenta valores de intensidade
igualmente distribuidos no espectro de frequéncias, tal qual a composi¢ao da luz branca.
Pelo teorema de Wiener-Khintchine sabemos que a densidade espectral S(w) é proporcional

a transformada de Fourier da funcao de correlacao, isto é

S(w) ~ (EW)E @) = [ =T NE e )bty = [ em2e(rydr =22, (2.3)
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Figura 7 — Aspecto tipico de um ruido branco (a) e de um ruido browniano (b).
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Fonte : O autor (2020)

onde definimos o intervalo 7 = t; — t5 ao utilizar o resultado da eq.(2.2), de fato S é
independente de w para este caso. Em geral, a densidade espectral é uma funcao da

frequéncia, ao que denominamos de ruido colorido.

A fim de comentar um pouco mais sobre ruidos coloridos [71], vamos analisar

brevemente o caso A(y,t) = —ay e B(y,t) =1 na eq.(2.1). Assim

d
d—‘;{ = —ay + £(1), (2.4)

por aplicacdo da transformada de Fourier f(w) = [ dte™"f(t) temos

y(w) = fw)

a—iw’

(2.5)

devido & linearidade da eq.(2.4) a funcéo densidade espectral associada a variavel y, S, (w),

é proporcional a S(w), de onde concluimos que

S(w) 2

Sy(w) = 2+w? a?+w?

(2.6)

¢ dependente de w. Para a = 0 temos a exata dependéncia 1/w?, que ¢ um tipo de ruido
colorido construido por uma composigao de ruidos brancos (como de fato a eq.(2.4) para
a = 0 caracteriza), mais comumente denominado ruido browniano ou ruido marrom. O
estudo de equacgoes que geram os mais diversos tipos de ruidos, onde destaca-se os ruidos
do tipo 1/w sdo recorrentes [72, 73]|. Na fig.(7) apresentamos o aspecto tipico do ruido

branco e do ruido browniano.

Além das propriedades mencionadas na eq.(2.2), se os valores em {£(t)} formarem
um conjunto de variaveis aleatorias identicamente distribuidas, ou seja, a parte de serem
independentes, sdo originarias da mesma distribuicao de probabilidade, o conjunto £(t)
passa a ser denominado, no caso de uma distribuicao gaussiana, de ruido branco gaussiano,

do mesmo modo, outras distribui¢bes poderiam ser utilizadas. O caso gaussiano exibe
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outras propriedades, como as func¢oes de correlacdo de ordem superior apresentarem
relacoes semelhantes as obtidas no célculo da distribuicao Normal multivariada, isto é, os
momentos impares de £(¢) sdo nulos, enquanto os pares podem todos serem obtidos por
combinagoes do segundo momento utilizando o teorema de Novikov e as regras da férmula

de Wick. Temos, por exemplo,

(€(11)E(t2)E(t3)E(ta)) = (€(11)E(12))(E(ta)E (a)) + (€(81)E(23)) (€ (12)€(24))

+(€(t2)&(t3)) (€ (t1)E(ta)), (2.7)
de um modo geral, temos que computar todas as (22[2!! permutagoes possiveis, mas que

sempre conduzirdao, segundo (2.2) a produtos de funcoes delta. Assim, esse conjunto de
regras assegura a caracteristica basica da distribuicao Normal, apresentando todos os
cumulantes para além do segundo, nulos. Podemos condensar essa informagao no seguinte

funcional

(eon [i [~ b0y = eon {5 [~ 2} (2.8)

—00 —00

onde k(t) é uma fungao arbitraria.

Resolver uma equagao estocastica tal qual a equacao de Langevin significa, além da
evolucao temporal, determinar propriedades estatisticas como médias e variancias. Uma vez
que se trata de uma equagao diferencial de primeira ordem, um conjunto {£(¢)} determina
de forma univoca a solugao de y(t) dada a configuracao inicial y(0). Esta condi¢ao junto
as propriedades de correlagdo em (2.2) mostram que a probabilidade condicional em um
tempo ¢ nao ¢ influenciada pela probabilidade condicional em tempos anteriores t' < ¢,

caracterizando a solucao da equacgao de Langevin como um processo Markoviano.

A equagao de Langevin apresenta ainda as fungoes de carater deterministico A(y, t)
e B(y,t), conhecidas respectivamente como termo de arraste e termo de difusdo em uma
analogia feita com dindmicas em fluidos, e com a forma mais simples da equacao de
difusdo, que pode ser obtidas quando associamos a equacao de Langevin com a equacao
de Fokker-Planck.

Para entendermos a passagem de uma equacao para a outra, abordaremos alguns
conceitos simples e gerais de varidveis aleatdrias e processos estocésticos [74]. Os possiveis
resultados de um experimento aleatério definem o que chamamos de espago amostral €2,
dependendo da natureza do sistema em anélise, este pode ser discreto, finito ou infinito
(porém enumerével), ou continuo (logo nao enumerével). Um subconjunto qualquer do
espaco amostral adequadamente associado ao experimento ¢ um evento. Segundo os
axiomas da probabilidade definidos por Kolmogorov, P é uma medida de probabilidade,
tal que P é um mapeamento em nimeros reais da ocorréncia de um evento A;, cujos
elementos desse conjunto {A;} atendem uma dlgebra andloga a definida para vetores em

espagos vetoriais, que aplicada aos subconjuntos de €2 é denominada o-algebra. Assim, F' é
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a o-algebra, e €1 é o espago amostral que portanto deve contemplar todas as possibilidades

QeF,
Ae P — A€ F,
Al,AQGF%AlLJAQGF, (29)

onde A° indica o complementar de A, e U indica a soma ou unidao de eventos, notamos
que as duas primeiras condi¢oes implicam que o conjunto vazio @ também faz parte de F.

Assim definimos uma colecao de valores nao negativos para P tal que

0< P(A) <
P(Q)

1, V Ae€eF,
1 (2.10)

A tripla (2, F, P) define um espago de probabilidade, além disso para eventos Aj, A,...
disjuntos, isto é, quando todo par (A;, A;) tiver intersegao nula A; U A; = 0 para i # j,
devemos ter

P(UA;) = iP(AZ-), (2.11)

a adequacao para modelos continuos inicia-se pela substituicao dos somatoérios por integrais,
e pelo conceito de que as probabilidades nao estdo associadas aos valores individuais, mas
a uma gama de valores entre y e y + dy, e sao dadas através de uma funcao densidade de
probabilidade P(y)dy com

/dyzp(y1,t1;y2,t2) = P(y1,t1), (2.12)

/dy1p(y1,t1) =1.

A primeira identidade importante para processos Markovianos é a equagao de
Chapman-Kolmogorov, que relaciona as probabilidades de transicao entre os possiveis
estados do sistema. Partindo da relacao entre a distribuicao de probabilidade conjunta
(definida como uma extensdo multivariada de P(y)), e da probabilidade condicional
(definida como a razao entre a ocorréncia de um evento dada uma hipétese), denotadas
respectivamente pela notagao P(.,.;.,.) e P(.,.|.,.), temos que para trés estados nos

instantes t3 > t9 >t

P(ys, ts;ya, ta; Y1, 1)
P(ya, to;y1,t1)

P(ys, tslya, ta; y1,t1) = (2.13)

embora P(y1,11;...; Yn, t») seja invariante em relagdo a uma permutacao dos pares (y;,t;),
manteremos a convencao de organizar os tempos em ordem crescente da direita para a
esquerda, bem como para a probabilidade condicional na qual tal escolha torna-se mais

relevante por indicar o sentido da transicao.
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Por tratar-se de um processo Markoviano, a probabilidade condicional P(ys, 3]
Y2, ta; Y1, t1) depende apenas da configuragao anterior (yso,t2), entdo podemos rearranjar a

eq.(2.13) como

P(ys, ts;ya, ta; Y1, t1) = P(ys, t3]y2, t2) P(ya, ta; y1, 1), (2.14)

repetindo a regra da eq.(2.13) para P(ys,t2;y1,t1) tal que

P(y2,ta;y1,t1) = P(ya, talyr, t1) P(y1, t1), (2.15)

obtemos
P(ys, ts;y2, ta; y1, t1) = P(ys, tslye, ta) P(ya, talyr, t1) P(y1, 1), (2.16)

a eq.(2.16) demonstra que toda a hierarquia de um processo Markoviano, ou seja qualquer
forma da probabilidade conjunta, pode ser construida pelo conhecimento da funcao
densidade probabilidade P(y;,t;) e das probabilidades de transi¢oes P(y;, t;|yi—1,ti—1). Na
sequéncia, integrando a eq.(2.16) sobre todos os possiveis valores de 3, conforme a eq.(2.12),
dividindo por P(y1,t1) e reutilizando a definigdo de probabilidade condicional, obtemos a

equagao de Chapman-Kolmogorov
P(ys, tsly1, t1) = /dy2p<313at3’y27t2)P(y27t2‘ylat1)- (2.17)

Apenas redefinindo termos na eq.(2.15) podemos escrever

P(ys, ts;ya,t1) = Plys, tslyr, t1) P(y1, t1). (2.18)

As eqs.(2.17 e 2.18) sdo proprias de processos Markovianos.

Outra identidade importante é a equagao Mestra que descreve a evolugao temporal
das probabilidades de ocupacao dos possiveis estados do sistema. Sua forma basica é
um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem que podem ser escritas em uma

abordagem discreta como
db;
J

onde M é uma matriz que coordena as transicoes, e os P/s sdo as probabilidades associadas
a cada estado individual 7. A seguir apresentaremos uma deducao para a versao continua

desta equacgao.

Neste ponto, podemos notar algumas vantagens da equagao Mestra sobre a equacao
de Chapman-Kolmogorov, pois a primeira além de ser linear, lida diretamente com as
probabilidades de ocupacao que sao importantes do ponto de vista préatico, ao passo que a
segunda é nao linear, e ndo contém informacgoes especificas sobre um processo Markoviano
em particular, sendo basicamente uma propriedade da solucao, o que naturalmente auxilia
na identificacdo de um processo Markoviano, mas nao necessariamente na obtencao de

uma solucao.
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A equagdao Mestra pode ser entendida como a forma diferencial da equagao de
Chapman-Kolmogorov, portanto a motivagdo para obté-la é o comportamento da pro-
babilidade de transi¢ao para pequenas diferencas de tempo. Assim, vamos propor uma

expansao em poténcias de h = At de forma semelhante & série de Taylor.
P(ya,t + hlyr,t) = a+ Bh 4+ vyh? + ..., (2.20)

vamos restringir-nos a ordem mais baixa, O(h), tal que v e os demais coeficientes sub-
sequentes a este sejam desprezados. Para h = 0, ou seja quando ainda nao ha evolugao
temporal no sistema, podemos inferir eliminando o tempo intermediario da equacao de

Chapman-Kolmogorov (2.17) com t; = t; que

P(ys, tslyr, t1) = /dsz(yg,t3|yz7t1)P(yz,t1|y1,t1), (2.21)

assim, por consisténcia, as probabilidades de transicao sdo dadas por fungoes delta de

Dirac quando avaliadas no mesmo instante de tempo

Py, t1lyr, t1) = 0(y2 — y1), (2.22)

e portanto o termo de ordem O(h°) é dado por
a=0(y2 — 1) (2.23)
A proposta para 3 é dada por

Bh = 6(y2 — y1)[1 — a’(y, t)h] + Wi (y2ly1)h, (2.24)

onde Wi(y2|y1) é a probabilidade de transicao por unidade de tempo de transitar de y;
para y» no instante t, isto é, a taxa de transicao. Trataremos todos os calculos até ordem

h, assim, até esta ordem, a normalizacdo tem que ser garantida

para tanto o termo a’(y,t) (o nimero 0 é apenas um rétulo ) introduzido na eq.(2.24)

deve ser igual a
a’(y1,t) = /dyzwt(yz\yl), (2.26)

de onde concluimos que a’(y;,t)h é a probabilidade total de migrarmos do estado y; no
intervalo de tempo entre t e t + h para qualquer outro estado diferente 1., enquanto 1 —
a®(y1, t)h é a probabilidade de permanecermos no estado incial y; durante o mesmo intervalo
de tempo. Esta é essencialmente a ideia da proposta para 3, mostrar a probabilidade de
transi¢do como uma combinagao de dois termos, sendo o primeiro nulo para y; # y2, 0 que
implica em a®(y1,t)h = [ dyaWi(yalyi)h = [ dya P(y2,t + hly1,t) =1 — 1 —a®(y1,t)h = 0,
e o segundo nulo para y; = ¥, o que implica em Wi(y|y1) = 0 — a®(y1,t)h = 0 e
1—a%(yy, t)h = 1.



Capitulo 2. Meétodos em Processos Estocdsticos 45

Voltando para a equagao de Chapman-Kolmogorov e substituindo t3 por t5 + h

temos
P(ys,ta + hlyi, t1) = /dy2P(y3,t2 + hlya, t2) P(ya, ta|ys, t1), (2.27)

agora inserindo a eq.(2.20) na eq.(2.27) com « e [ dados nas eqs.(2.23 e 2.24) temos

P(ys,ta + hlyi, t1) = /dy2{5(y3 — yo)[1 — a®(ya, t2)h] + Wi, (ysly2) A} P(ya, ta, y1, t)
P(ys,ta + hlyi, t1) = Pys,talyr, t1) — a®(ys, ta) RP(yz, ta, 1, t)
+/dy2Wt2(y3’y2)hP(y2;t27y1,t1)> (2.28)

utilizando a eq.(2.26) para substituir o valor de a®(ys, ;) e remanejando os termos da
eq.(2.28) obtemos

1
E[P(y3,t2+h|y17t1) — P(ys, ta|ltn, t1)] = /dy2[Wt2(y3|y2)P(y27t27y17t1>
Wi, (y2lys) P(ys, ta, y1,t1)], (2.29)

no limite h — 0 identificamos o lado esquerdo da equacao como uma derivada parcial no
tempo. Assim, escrevemos, mudando a notagdo para y; — vyo,t1 — to, Y3 = Yy, ta — t, €
Y2 =y’ que

a / / ! !
@P(y,tlyo,to) = /dy (Weyly )P, tlyo, to) — Wi(y'ly) P(y, tlyo, to)], (2.30)

sendo esta a forma continua para a equacao Mestra dada por uma equagao integro-

diferencial.

Da maneira apresentada, a equacao Mestra é uma equacao para a probabilidade
de transi¢do e ndo para a probabilidade usual P(y,t), entretanto podemos definir P(y,t)

como
P(y,t) = /dyoP(y,tlyo, to)o(vo), (2.31)

onde o(¥p) é a distribuicao de probabilidades no instante ty. Assim, de forma similar ao
conceito base da equagao de Champman-Kolmogorov, temos que o(yo)dyo é a probabilidade
de estar entre yg e yo + dyo no tempo to, enquanto P(y,t|yo, to) é a probabilidade de, uma
vez em 1y, mudar para y no novo instante ¢, o que nos leva a somar todas as contribui¢oes
advindas da possibilidade de, em t(, termos diferentes 1,’s, mas que por construgao nos
leve sempre, em termos probabilisticos, a mesma configuragao (y,t). Assim, por aplicagao

do operador % na eq.(2.31) temos

5700 = [ | 5Pt )] o) 2:2)

assim identificamos entre os colchetes a equacao Mestra. Devido a linearidade da equagao
definida em (2.31) podemos obter

;P(yi) = /dyo U dy' Wi(yly ) P(y', tlyo, to) — Wt(y’ly)P(y,tlyoyto)] o(y),  (2.33)
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reutilizando a definigdo proposta pela eq.(2.31) temos

;P(yi) = /dy’[M(my’)P(y’,t) - Wi(y'ly) P(y, t)]. (2.34)

Fisicamente a metodologia utilizada na eq.(2.31) corresponde a preparar o sistema em
um certo estado de nao equilibrio no instante inicial ¢y, e proceder com a extracdo de um

sub-ensemble.
Para um sistema discreto a eq.(2.34) pode ser escrita como

Pl = S WP )~ S WP .

Nesta ultima formulagao fica mais claro a propriedade chave da equacao Mestra, pois
esta representa uma equacio de ganhos e perdas do ponto de vista do estado 7. A direita
o primeiro termo representa o ganho devido a soma de todas as transi¢oes dos outros
estados em direcao ao estado ¢, enquanto o segundo representa a perda devido a soma
de todas as transi¢oes que partem do estado ¢ em direcdo a qualquer outro estado.
Nota-se que a eq.(2.35) assegura uma permanéncia de estado se i = j pois a matriz de
transicao M;; = W;; — 045 > Wy 3, como definida na eq.(2.19), é nula neste caso. Por fim,
mencionamos que esta ultima formulagao permite o estudo de solugoes gerais e estacionarias
via o estudo de problemas de autovalor e autovetores, e por meio da construcao de fungoes

geratrizes [75].

Observando a equagdo Mestra na sua forma continua eq.(2.34) notamos que apesar
da linearidade em P, e de ser de primeira ordem na derivada temporal, esta é expressa
por uma integracao em y de dificil acesso, nao possuindo uma ordem bem definida nas
derivadas a%' Assim, iremos apresentar a expansao de Kramers-Moyal, cujo objetivo é
expressar a equagao integro-diferencial original como uma equacao diferencial de ordem
finita. Iniciamos definindo a probabilidade de transicao W como uma fungao da amplitude
do salto (definida como 7) entre duas configuragdes, uma inicial y e uma outra final 3/, tal
que r =y — ¢, assim

Wi(y'sr) = Wiyly), (2.36)
com essa mudanca de variavel, reescrevemos a equacao Mestra como

0

S Py = / drW(y — r,7)P(y — 1,t) — Py, 1) / drW (y: —1). (2.37)

Para melhor entedimento do célculo podemos definir a varidvel auxiliar {(y,t) como
C(y, 1) = W(y;r)P(y, ). (2.38)

Assim, assumindo que mudancas em y ocorram de maneira suficientemente lenta tal que

r ¢é relativamente pequeno em relacao aos valores caracteristico de y, e que nao haja
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problemas de continuidade ou diferenciacdo para W e P, podemos calcular a série de
Taylor correspondente a ( como
)m,r.m am

5y 1) (239

Cly—r,t) = +Z

m=1

o primeiro termo da expansao na eq.(2.39) anula o segundo termo do lado direito da

eq.(2.37). Assim, obtemos a expansao de Kramers-Moyal da equacao Mestra

8 o0
5 Pt )=

m=1

D™ S 0 )P )] (2.40)

m)

onde definimos 0 m-ésimo momento do salto a™ como
a™(y,t) = /drrmW(y;r), (2.41)

quando m = 0 temos o caso particular na eq.(2.26).

O teorema de Pawula [76] assegura que para obtermos uma probabilidade sempre
positiva como solugao da equagdo Mestra, a expansao de Kramers-Moyal, eq.(2.40), deve
ser truncada até o primeiro termo ou até o segundo, do contrario esta expansao devera
ter um numero infinito de termos. Quando o m-ésimo termo da expansao é nulo ou seja

desconsiderado para m > 3 tal que a(y,t) = 0, obtemos

0

O Pl t) = 8Py, 0] + 5 ooy, )Py, 1)) (2.42)

dy 2 0y?

Assim, passamos a denomind-la equacao de Fokker-Planck. Naturalmente como toda
expansao que envolve uma aproximacao, devido a impossibilidade de tratar analiticamente
ou numericamente a equacao com infintos termos, podem ocorrer situagoes onde seja
preferivel ter a série truncada para algum m > 3 para assim fornecer uma solu¢ao melhor
para o problema do que a equacao de Fokker-Planck, mesmo embora ocorra a presenca de

valores negativo para os primeiros valores de ¢ na densidade de probabilidades P(y,t) [77].

A fim de calcular os momentos do salto, também podemos definir de forma equiva-
lente & eq.(2.36) que W(y;r) = W(y'|y) e y =y + r, assim inserindo esta informagao na
eq.(2.41) obtemos

0= [drly =y W), (2.43)

em seguida definimos a grandeza auxiliar Z™(y; h,t) como
27y hit) = [ dy'(y = y)" Pt + By, ), (2.44)

relacionada com a média condicional de uma poténcia m do incremento ocorrido entre ¢ e

t + h quando ha um deslocamento entre y e 3. Assim, também podemos escrever

27y h,t) = {[y(t + ) =y, _, - (2.45)
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Entao utilizando a expansao da probabilidade de transi¢ao para pequenos intervalos de
tempo dadas por (2.24, 2.23, 2.20) temos em (2.44) que

Z™(y;hit) = /dy’(y’ —y)"™{0(y' —y) +0(y' —y)[L —a®(y. t)h] + W (y/|y)h}
= h/dy’(y’ —y)"W(y'ly)
= a™(y,t)h. (2.46)

Lembrando que os termos omitidos em (2.20) sao de ordem superior a O(h), podemos
calcular os momentos do salto a™(y,t) por meio de uma derivada da média condicional

Z"™(y; h,t) como se segue

0
"y, t) = —=Z2"(y; h,t 247
a"(y,t) = 52" (v; ’)h:o’ (2.47)
ou junto a (2.45) diretamente através do limite
m : 1 m
" (y.8) = lim Tyt + ) ~ v, . (2.48)

Vamos utilizar a eq.(2.48) onde a fungdo y(t) serd dada pela dindmica de Langevin,

para tanto integramos a eq.(2.1) entre t e t + h

ye s —y=[anay)el+ [ dnBln),nlée), (249

onde nesta notac¢ao y denota o valor inicial y(t). Na sequéncia expandindo as funcoes
Aly(t), ] e Bly(t1), 1] para temos

Aly(t) ] = Aly. t1) + A'(y. t1)[y(t) —yl + .

Bly(t), th] = By, t1) + B'(y, t1)[y(t1) — y] + ... (2.50)
onde o apodstrofo denota a derivada parcial em relagao a variavel y avaliada no instante
inicial oA e

Ay, t) = —| , B'(y,t) = —/| , 2.51
0= 5 0= 5| (251)
assim
t+h t+h )
yit+h)—y = /t dt1 Ay, t1) + /t dtr A'(y, t)[y(t) — yl + ...
t+h t+h )
(2.52)

para calcular o termo [y(t;) — y] iteramos a eq.(2.52) tal que

t+h t+h / t
y(t+h)—y = /t dtlA(y,t1)+/t dt; A (?/Jfl)/t dta Ay, t2)

t+h , t1

[ A ) [ dBly ) + .
t t
t+h t+h , t1

+/ dt1 B(y, t1)&(t) +/ dt, B (97751)5(751)/ dta Ay, t2)
t t t

+ /t B (e /t s By, 1)E(t) + . (2.53)
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As funcoes A e B sao deterministicas e portanto mantém as suas formas sobre
médias do processo de Wiener ((...)), enquanto o ruido obedece as propriedades estatisticas
da eq.(2.2). Assim

t+h t+h , t1
Wit+n -y = [ dnAt)+ [ dnA(t) [ dbAl.n)

t+h t
+2€/t dtlB’(y,tl)/tldth(y,tg)d(tg—t1)+..., (2.54)

devido a propriedade da funcdo delta, [} dt6(t — to)f(t) = L f(to), e as aproximagdes
na forma ftt+h dt1A<yat1) = A(y7t)h7 ftt+h dtlA/(y7t1) ttl dtQA(y7t2> = A/(yvt)A(yvt)h27

podemos utilizar a eq.(2.48) e determinar o coeficiente a'(y, t) tal que

dB(y,t
W 0.) = Aly. 0 + (.0 DL (2.55)
1
Para calcular o coeficiente a?(y,t) = }ILII%{E <[y(t +h)— y(t)]2]>} também nao serd neces-
ﬁ

sario computar todos os termos pois apenas um sera nao nulo. De onde obtemos

h—0

P0) = Jmd [ Bl e [ B, REw)

t+h
= lim dtlB(y,tl)/ dtQB(y,t2)2€5(t2 — tl)
h—0 Jt t

= 2eB*(y,t). (2.56)

Ao calcular os demais coeficiente para m > 3 obtemos como resposta a™>3(y, t) = 0.
Por exemplo, para m = 3 podemos notar que as integrais envolvidas na obtencao de

a™(y,t) sao similares a forma

</tt+h dt Ay, 11)... /t“ it By, t2)E(t).. /:2 dta B (. £)E(ts)...), (2.57)

tal que para um niimero N de integrais e M ruidos, a contribuigao serd da ordem O(h™)
quando nao houver nenhum termo de ruido, sera nula para um ntmero impar de ruidos,
ou serd da ordem O(hN~M/2) para M par, vez que devido a eq.(2.7), a média de M /2
pares de produtos, (£(t;)§(t;)), geram essa mesma quantidade de funcoes delta e reduzem
a ordem da contribuicao. Assim, os termos que contriburao no limite h — 0 serdo apenas
os de ordem O(h). Entao, apenas quando N = 1 + M /2 teremos uma contribui¢ao nao
nula. Além disso notamos que cada ruido acompanha uma integral, e portanto no total
existe no minimo a mesma quantidade de integrais que de ruidos, e também hé pelo menos
uma integral mesmo na auséncia de ruidos, assim N > M. Para o caso m = 3 teremos

sempre uma soma envolvendo uma combinagao de trés elementos (repetidos ou nao) da
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eq.(2.53) e as possibilidades serao as seguintes

0,0,0] — que tem no minimo trés integrais, assim: N # 1+ M/2 =1,

0,1,1] — que tem no minimo trés integrais, assim: N # 1+ M/2 = 2,

[0,0,0]
[0,1,1]
[0,0,2] — que tem no minimo quatro integrais, assim: N # 1+ M/2 =2,
[1,1,2] — que tem no minimo quatro integrais, assim: N # 1+ M/2 = 3,
[0,2,2] — que tem no minimo cinco integrais, assim: N # 1+ M/2 = 3,
2,2,2]

2,2,2] — que tem no minimo seis integrais, assim: N # 1+ M /2 = 4. (2.58)

A notagao acima refere-se a quantidade de termos do tipo £(¢;) que podem estar presentes
em cada um dos trés elementos escolhidos da eq.(2.53). A ordenagdo nao tem relevancia, e
como explicado antes, apenas os casos que somam um numero par de ruidos sao levados

em consideragao, tal que em nenhuma circunstancia temos N = 1+ M/2 e portanto
ad(y,t) = 0.

Em resumo, o processo estocastico Markoviano descrito pela equacao de Langevin
eq.(2.1), com ruido branco gaussiano, eq.(2.2), e que apresenta uma expansao de Kramers-
Moyals até segunda ordem no momento do salto, possui uma distribui¢ao de probabilidade
obedecendo uma equagao Mestra denominada equacao de Fokker-Planck. Substituindo os
valores de a'(y,t) e a*(y,t), eqs.(2.55, 2.56), na eq.(2.42) temos enfim

S P0) =~ {140 + B0 P 0} + e LIB G0 P 259)

Podemos estender a equacao de Langevin em um processo multivariado caracteri-

zado pelo vetor y = (y1,¥2..., yn) COMO

dy;
dt

Np
k
onde poderiam existir N, termos de ruido & (t) independentes com as propriedades

(&) = 0,
(ER(t)&;(t) = 2erdp0(t =), (2.61)

e cujos momentos de ordem maior atendem propriedades como a apresentadas na eq.(2.7).

Os expoentes da expansao de Kramers-Moyals sdo generalizados para

@) = [, = i) 5, — i)W 1Y) (2.62)

e podem ser calculados através da expressao

l/:l
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De onde obtemos

OBy, 1t
ik i
a?j(y7t) = QngBlk<y7t)B]k(y>t)
k
A ju(y:t) = 0, para  m>3. (2.64)

Enquanto isso a expansao de Kramers-Moyals para a equacao Mestra pode ser

reescrita como
Opyn=y 0w

= m! jwmayjl...ayjm

[a™(y,t)P(y, )], (2.65)

a equacao de Fokker-Planck resume-se aos dois primeiros termos. Assim, substituindo os

valores de a' e a? temos a equacdo de Fokker-Planck multivariada

0 0

2.2 Interpretacoes de It6 e Stratonovich

82

P} +> i, {[ij akBikBjk] P} (2.66)

0B;
Ai + Z 5kBjk7k
Jk

y;

ij

Para entendermos as diferengas entre as interpretacoes de It6 e Stratonovich é
preciso passar por alguns conceitos de célculo estocastico [78, 79]. Iniciamos com uma
equagao diferencial estocastica em uma disposi¢ao mais simples, na auséncia do termo

deterministico, f(x) = 0, e com o coeficiente de difusdo constante no tempo tal que
dx = g(x)dW. (2.67)

Onde z poderia ser, por exemplo, a posi¢ao de uma particula movendo-se sobre o efeito
exclusivo de um campo aleatorio representado por dW, que é o incremento de um processo
de Wiener W (t). Nesta segao, evitaremos definir dW = £(t)dt, embora em termos probabi-
listicos W (t) possa ser definido de forma anédloga ao ruido branco gaussiano através da

probabilidade P(W (t)),
I _ww?
PW(1) = e o, (2.68)

ou seja, uma distribuigdo gaussiana de média zero, u = (W (t)) = 0, e de varidncia 2et,
o = \(W2(t)) — (W (1)) = V/2et.

Entre outros propdsitos, se quisermos determinar a posigao z(t) através da dindmica

na eq.(2.67) devemos realizar a integracao

x(t) —x(0) = /Ot dWg(x(s))
- /ot AW [g(x(0)) + ¢/ (2(0)) (z(s) — z(0))], (2.69)
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onde expandimos a fungdo g(z) em torno de z(0) até primeira ordem em z, para em

seguida utilizarmos a prépria equacao e iterar o termo entre colchetes. Assim obtemos
t s
o(t) = 2(0) = g@(O)W() +g/@(0) [ aW [ aW(ga(r))

= GEOWE) +g6O) [ [(aveo), @)

onde aproximamos g(x(r)) pelo seu valor inicial, e assim temos

(0) = 2(0) = g O)W (1) + ¢ (2(0)) [ W(s)aw, @71)

onde destacamos com este exemplo que no contexto do calculo estocastico é comum a

presenca de integrais da forma [ W (s)dW.

Uma abordagem para tratar com integral que aparece na eq.(2.71) é por meio da

discretizacao via limite quadratico médio. Tal que
t n
/ WaW = m.s lim S W ()W (t) — W(ti1)], (2.72)
0 G

para tanto dividimos o tempo em n subintervalos nos quais 0 = tq < t; < t, = t, onde t; é
o tempo inicial, t € o tempo final, e ¢ é um instante de tempo dentro de um intervalo
discretizado [t;—1,t;]. Assim, t; 1 < tf <t;,,eti =t;_ 1 +a(t;—t;_1) para0 <a<1. 0O
limite quadratico médio é definido como

m.s lim X, = X « lim {(X,, — X)?) =0, (2.73)

n—o0 n—o0
em outras palavras se existe o limite m.s lim X,, = X, X é o valor tal que lim ((X,,—X)?) =
n—00 n—00
0. Note que podemos escrever essa ultima equagao como

lim (X2 — 2(X,) X + (X?2)) =0, (2.74)

n—oo
considerando o argumento desse limite com uma equagao do segundo grau para X, podemos
calcular o discriminante como A = 4((X,,)? — (X?)). Uma vez que estamos interpretando
o conjunto X, como uma variavel aleatéria temos que a média do quadrado é sempre
maior que o quadrado da média assim A < 0, porém a obtencao de um valor real, e a
consequente existéncia do limtie é obtida apenas para A = 0. Portanto

X = lim (X,,). (2.75)

n—oo

De modo similar, se definirmos uma amostra média X = % * 1 X; podemos calcular o

valor esperado E(X) e a varidncia Var(X) como

B(X) — ;ilm»:E(X@-),

1 & 1 n 1 1
Var(X) = Var (n ZX1> = EVCLT’ (Z Xi> = an Var(X;) = = Var(X,),
i=1

i=1 n

(2.76)



Capitulo 2. Meétodos em Processos Estocdsticos 53

onde a pentltima passagem é possivel quando as variaveis X; sdo descorrelacionadas.

Assim, no limite n — oo teremos E(X) = E(X;) e Var(X) = 0. Neste contexto diz-se que

existe uma convergéncia, em médias quadraticas, para a variavel “aleatéria” constante

X = lim BE(X) = lim B(X;).

n—oo
Observando as eqs.(2.72, 2.73) temos que X = [{ WdW, X,, = X0, W(t)[W (t;) —
W (t;—1)], e entao

[ waw = Jim (3 WEV ()~ Wit (2.77)

Alternativamente poderfamos fazer X; = LW (7)[W (t;) — W (t;_1)] onde X = 157 | X; ¢
o valor desejado e X = nhj& E(X;). Esta formulagao pode ser entendida como uma média
sobre varias realizagoes do processo de Wiener haja vista a usual definicdo da soma de
Riemann. Afinal, diferentemente de uma equacao deterministica, cada realizacao possui

sua propria evolugao e fornece um resultado diferente.

Para avaliar a integral (2.77) é preciso analisar termos como (W (#)W(s')). Se

s' > t' temos

(WEYW () = (WE)W(S) = WE)W () + W)W (H))
= (W)W (s") = W] + WEOW({H)) = (WE )W),
(2.78)
onde a ultima igualdade se d4 pois nao ha correlacao entre o passo anterior W (t') e o

incremento do passo posterior W (s") — W (t'). Por outro lado, através da eq.(2.68) podemos
calcular (W (¢ )W (t')) como

Wt')? _wae)?
W (YW (¢ :/ e AW = 26t 2.79
e = [ 279
e portanto de um modo geral temos (W (¢ )W (s')) = 2¢ min(¢,s’). Voltando para a
eq.(2.77) temos

n

[ WA =l S ) — W (1)),

= 2 Z[tf — ti—l] = 2¢ Z[ti_l + Of(tl - ti—l) — ti—l]

i=1 =1

= 2> aft;—tiq) = 2. (2.80)
i=1

Notamos que a eq.(2.80) apresenta uma caracteristica contraintuitiva. O resultado
da integral depende do instante no intervalo [t;, ¢;_1] em que o processo W (t) é avaliado.
A principio a pode ser qualquer valor entre 0 e 1. Entretanto, na literatura destacam-se

apenas dois valores, o cdlculo de It6 onde temos o = 0, e o calculo de Stratonovich onde



Capitulo 2. Meétodos em Processos Estocdsticos 54

a = 1/2. A interpretagao de Stratonovich possui um correspondéncia direta com o célculo

habitual, para o qual uma fun¢do continua e diferenciavel teria como resultado esperado

(JTWaw)y = AW (t)?) = eT.

Podemos ainda usar a ideia de discretizagdo diretamente na eq.(2.67) e escrever
z(t) — x(0) = g(x(t)))[dW (t;) — dW (t;—1)]. De certa forma essa expressdo computa o
valor de z(t]) usando valores de x(t) no intervalo entre ¢;_; e t;, embora de fato esses
valores nao sejam conhecidos ainda. Tal dificuldade nao ocorre para fung¢des continuas,
pois no limite ¢;_; — t; o valor de z(t) pode ser aproximado pela série de Taylor, e assim
x(t;) — x(t;i—1) o t; — t;_1. Enquanto isso, visto que na idealizacdo de ruido branco a
correlagao entre quaisquer que sejam os valores de W (t), por menor que seja a diferenca
de tempo, é nula, processos estocastico permitem apenas relacionar W (t;) — W (t;_1)
Vi —ti—1. A interpretagao de Itd elimina essa dificuldade ao avaliar g(x) no instante ;4
onde seu valor é conhecido, assim o calculo é feito de forma nao antecipada. Outros valores

de a, como no caso de Stratonovich, referem-se a calculos de natureza antecipada.

Apesar das defini¢oes na eq.(2.2) ndo existe um processo estocéstico real que de
fato apresente estas propriedades. Um ruido branco gaussiano ¢ um objeto singular, tal
como a fungao delta de Dirac é uma func¢ao singular. Embora o processo de Wiener seja
ainda definido como W (t) = [5 dt'é(t') é, entretanto, ndo estacionario e ndo diferenciavel.
Os matematicos preferem, com mais rigor, definir a funcao delta de Dirac como um limite
de distribuicoes, sua apresentacao mais simples é na forma de um retangulo cuja base
tende a zero e a altura tende ao infinito, 0.(t) = 1/7 para 0 < t < 7 e §.(t) = 0 fora
desse intervalo. Bem como, se ha uma correlagdo temporal finita 7, a densidade espectral
do ruido nao pode ser de maneira irrestrita independente da frequéncia. A densidade
espectral deve ser nula acima de alguma frequéncia da ordem 1/7, de outra maneira o
sinal carregaria energia infinita. Na fisica podemos imaginar o conjunto {£(¢)} como uma

densa sucessao de pequenos pulsos de curta duragao com valores positivos e negativos.

Como visto anteriormente para uma equagao da forma
dr = f(z(t),t)dt + g(z(t), t)dW, (2.81)

em que o coeficiente de difusdo depende da propria variavel aleatoria e, sendo o ruido
&(t) rigorosamente J-correlacionado, ndo ha correlagdo entre dois tempos mesmo que
infinitamente subsequentes, entao nao podemos dizer ao certo qual o valor de ¢t devemos
usar ao avaliar o valor da funcdo g(z,t), o que conduz a equagao ser dependente de uma
interpretacao como a de Ité ou Stratonovich. Uma vez que no limite 7 — 0 é incorreto
expressar W = £(t) como estd escrito na eq.(2.1) (o ponto acima W refere-se a uma
derivada no tempo), abordaremos esta equagao através da integral de Stieltjes, que é uma

generalizagao da integral de Riemann na qual o diferencial de integracao pode ser uma
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fungao. Uma variagao em W (t) gera o incremento w(h)

w(h) = W(t+h) —W(t) = /t T ewyar, (2.82)
que obedece as relagoes
(w(h)) =0, w(0) =0,
(w(hy)w(hy)) = 2emin(hy, hs), (2.83)

pois w é construindo através de uma transformacao linear de £(t) que ¢ distribuido segundo

uma gaussiana. Integrando a eq.(2.81) obtemos

Bt h) =2+ /tt+hf( ) dt +/ YA (E), (2.84)
onde x — 2(t). Expadindo as funcdes f e g em torno de  temos
wt+h) = ot [ F@E), )+ g(ad), )W () + F(w, ) (2(t) — x)dt
+g (x, t )(x(t’) )dW(t )], (2.85)

onde f' = %‘x:z(t)~ A fim de iterar o termos (z(t') — x) vamos fazer a seguinte mudanga
de variavel ' =t + 1/, dw(h') = dW (t + 1), dt' = dh', entdo

h
z(t+h) = z+ /0 [f(x,t +RB)dh' + g(x,t + B )dw(h') + f'(x,t + ') (x(t + h') — x)dh’

+¢'(x,t + 1) (x(t+ 1) — x)dw(h')], (2.86)
e assim a iteragao conduz a

h h'
s(t+h) = x4+ / [t + BN + g, ¢+ W) dw(B) + f/(z,t + h’)dh’/ Fla,t+ B")dh"
0 0

hl

h/
st ) [ gt Wdw) + g @t B)dw() [ Gt bR
0 0

+¢'(x,t + h")dw(t') /Oh/ gz, t + h")dw(h")]. (2.87)

Avaliando cada funcdo f e g em um certo valor do intervalo de integracao ainda temos,
com 0 <6; <1, que

z(t+h)—x = hf(z,t+0h)+ g(z,t+ 0h)w(h) + O(h?)
+ /Oh Pt + B g, t+ sk Yw(R)dl,
+ /Oh (@t + KN (@t + 0ah')dw(h)

+ /Oh g (x,t+ h)g(x, t + 0sh" )w(h')dw(h'),
v(t+h)—x = hf(z,t+0h)+ g(z,t+ 0h)w(h) + O(h?)

+f'(x,t + 0sh")g(x, t + O3607h)w(h)

vg' (2t + Osh)B F(x,t + 0405h) /Oh dw(h')

tg' (2t + Ooh)g(x, t + O500h) /0 " (W) dw(h). (2.88)
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Segundo a eq.(2.83), uma média nas realizagoes, desconsiderando termos de ordem superior
a O(h), resulta em
h
(x(t+h) —z) =hf(z,t+61h) + ¢ (x,t + O3h)g(z,t + 9362h)</0 w(h)dw(h')). (2.89)

Neste ponto o resultado é diferente via It6 ou Stratonovich. O resultado A de uma integral

estocastica de uma funcao ® da forma

A={ /O " ®(w(h), W )dw () (2.90)

¢ calculada através das defini¢oes [80, 81]
-1

Ar = ilino ZO O (w hi)[w(hiy1) —w(hy)]),

Ay — BOZO(D< +2w(hi+1)7hi +2hi+1> wlhiny) — w(h)]),  (2.91)

onde A=max(h;y1 — h;), 0 = hy < hy < ... < hy = h. Na convencao de It6 ®(w(h’), )

é independente do incremento [w(h;1) — w(h;)] e depende apenas do valor de w(h;) no

ultimo ponto h;. Enquanto isso, na convencao de Stratonovich ambos os pontos (h;, hii1)
contribuem de forma simétrica. Se ® nao depende de w(h) entao a eq.(2.90) é apenas uma

integral de Stieltjes e ambas as defini¢oes concordam.

Utilizando a convengao de Itd para avaliar o tltimo termo da integral na eq.(2.89)

temos

A = </Ohw(h’)dw(h’)> = Z w(hi)[w(hiz1) — w(hs)])

N—-1 N-—1
= <w(h z+1 Z
i=0 =0
N-1
= Y (2¢h; — 2eh;) = 0. (2.92)
=0

Por outro lado pela convengao de Stratonovich temos

As = (/Ohw(h’)dw(h/)> = <i wih) +2w(h,~+1) [w(hip1) — w(hi)])

=0
1 N—-1
= {3 Z (his1) — w(hi)w(hi) + w(hit)w(hisy)
—w(hea b))
1 N-1 N-1
= 5 5[2h — 2h + 2h1+1 - 2h = Z i+1 — = ¢h.
=0 1=0
(2.93)
Assim as integrais podem ser escritas como
h 2
I: / wYdw(l) = ¢ Q(h) ~ch,
0

S /Ohw(h')dw(h’) - w22<h). (2.94)
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Podemos usar essas defini¢oes para recalcular o coeficiente da expansao de Kramers-

1
Moyal a' = lim —(x(t + h) — ), vide eq.(2.88), e assim
h—0h

a' = hm [hf(x t+ 601h) + ¢ (z,t + O03h)g(x, 030:h) Az s], (2.95)
de onde temos entao

CL} = f<x7t)7
ag = f(x,t)+eg (x,t)g(x,t). (2.96)

1
Para o termo seguinte na expansiao de Kramers-Moyal a? = }l}rrg)—((x(t +h) —1)%) é
—

suficiente avaliar o quadrado do segundo termo na eq.(2.88),
1
2 1 - 2
@5 = lim 3 (g, £+ Boh)uw(B)?), (2.07)
e assim nao havera distingao entre as interpretacoes que fornecem o mesmo resultado

1
2 o L9 _ 2
ajs = }lllir(l) 579 (xz,t+ 02h)(w(h)w(h)) = eg*(x,1). (2.98)
Assim, a equagao de Langevin original, eq.(2.1), ganha um significado de fato
apenas quando acompanhada de uma interpretagao. Dado que a regra a ser utilizada na
avaliacao das integrais estocasticas passa por essa convengao, ndo podemos em definitivo

afirmar que uma interpretacao seja a correta em detrimento das outras.

Para o céalculo de It6 temos entao que o processo markoviano descrito pela dinamica
de Langevin, junto a uma condic¢ao inicial, tem sua densidade de probabilidades regida

pela equacgao de Fokker-Planck dada por

0 0 0

—P ——{A P 2.

2 P(2,1) = — 5 { (2, ) Plw, )} + £ [P, )Pz, ), (299)
e sobre as mesmas condi¢oes na prescricao de Stratonovich dada por

S P00) = = {15 ) + gl P 0) 4 P 0P (2100

Ainda poderfamos utilizar diretamente a eq.(2.80) para avaliar a integral na eq.(2.89), e

assim obteriamos

gtp( ):—gy{[f(x,t)+2a5g(:p,t>agg§’”] (z, t)}+5882[ (z,t)P(z,1)], (2.101)

de onde recuperamos a equagao de Fokker-Planck interpretada por Ito para a =0, e a
equagao de Fokker-Planck na interpretagao de Stratonovich para o = 1/2, ou mesmo para
alguma interpretagao alternativa, 0 < a < 1, a # 1/2, que avalie o ruido em algum outro
tempo intermedidrio no sentido que explicamos anteriormente. E importante dizer que a

eq.(2.101) é uma equagao mais fundamental que a equagao de Langevin.
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2.3 Algoritmos Numéricos

Também podemos tratar as equacoes diferenciais estocasticas de forma numérica
[82]. A maneira mais simples é o método de Euler-Maruyama [83], que é uma extensao
natural do método de Euler para equagoes diferenciais ordinarias. Para esta abordagem,
dividimos o tempo total 7" em pequenos intervalos iguais de duracao h, assim temos
t, = n%, h=t,—t,= %, quanto menor h maior é a correspondéncia com o limite de

tempo continuo.

Partindo da equacao de Langevin, dada na eq.(2.1), iremos em cada um desses

subintervalos calcular a integral desta equagao de forma similar a apresentada na eq.(2.49)

tn+1 tn+1
Y(tni1) —y(tn) = /t Aly,tydt+ | Bly,)&(t)dt, (2.102)
no qual podemos supor que as func¢des A e B nao variam substancialmente no decorrer

desse tempo. Portanto

i) = y(t) = Al ta)le+ Blonsta) [ (00, (2.103)

a integral remanescente, associada ao processo de Wiener £(t)dt, serd denominada de saltos
de Langevin s
tn+1
s = £(t)dt. (2.104)

tn
Devido ao seu carater estocastico, o salto de Langevin nao é funcao continua nem diferen-
ciavel, entao nao podemos fazer uma suposi¢do semelhante a feita para as funcées A e B.
Porém, uma vez que s é uma transformacao linear do ruido branco £(t), esta fungao herda

as seguintes propriedades para a média e para a variancia

o) = [emd=o
(s?) = %”lwﬂaﬂawmmfzlwf[”bw@—ﬂmﬂz%n

t

(2.105)

O passo seguinte, e a escolha mais comum, é atribuir aos valores de s o resultado de um
sorteio em uma distribui¢gdo normal de média zero e variancia 2¢h, N(0,2¢ch), embora
outras escolhas de distribuig¢oes associadas aos saltos de Langevin conduzam a resultados
similares. Por vezes a aproximacio também é dada por v/2ehN (0, 1), baseada no fato que

poderiamos reescrever a equacao original como

d ~
7 = Aly,t) + Bly,)V2ehe (1), (2:106)
onde £(t) é uma variavel estocdstica gaussiana unitéria, isto é, (£(t)) = 0 e (€2(t)) = 1.

Assim, dada uma condigéo inicial y(0), podemos por sucessivas iteragoes calcular o conjunto
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solucao {y}. Devido a natureza da correlagao 6(t — t') a configuracao do instante atual

depende apenas da configuracao do instante precedente. Assim obtemos como solucao

Y(tns1) — y(tn) = Ay, t)h 4 B(yn, t,)V2ehN(0,1). (2.107)

O método de Euler-Maruyama fornece uma solugao em tempos discretos na in-
terpretacao de Itd6 até ordem O(\/E) Na interpretacao de Stratonovich, a funcao que
acompanha o ruido é avaliada como uma média entre o tempo atual e o posterior de
forma semelhante ao método Runge-Kutta de segunda ordem, que no contexto de equagoes

diferenciais estocasticas é conhecido como o método de Euler-Heun,

Wtuss) = yta) + Al )b+ 5(Blynta) + Bl B2)s

Yn = Yn+ B(yna tn)sa

s = V2ehN(0,1). (2.108)

Veremos que tal escolha esta consistente com a aproximacgao de Milstein, que pertence a

ordem superior O(h).

Para entendermos o método de Milstein [84] partimos da mesma forma base de
uma equacao diferencial estocastica dada na eq.(2.81). Igualmente supomos que as fungoes
f e g sao suficientemente continuas e diferenciaveis, com mais rigor matematico, que estas
sejam fungoes Lipschitz continuas. Assim integramos no intervalo de tempo (t,t+ h) tal
que tornamos a obter a eq.(2.87). Nesta equagdo o terceiro, quarto e quinto termos a
direita (entre colchetes) devem ser desconsiderados numa aproximagao de ordem O(h),

assim

z(t+h) = x+ /Oh f(z,t+h")dh' + /Ohg(x,t + h')dw(h')
+ /Oh g (z,t+ 1)dw(h') /Ohl g(z,t + h")dw(h"). (2.109)
Podemos abordar esta equacgao a partir do ponto de vista do calculo nao antecipado de
[t6. Assim obtemos
o(t +h) =z + f(z,)h+ g(z, wh) + ¢ (,t)g(z, t) /O " (W) dw(R)dR. (2.110)

Para calcular a integral restante utilizamos o conceito de calculo estocastico da eq.(2.94).

Portanto

z(t+h) =x+ f(z, t)h+ g(z,t)w(h) + ¢ (z,t)g(z, 1) <w22(h) - 5h> . (2.111)

Na sequéncia, uma vez que simulamos os saltos de Langevin via uma distribuicdo gaussiana,
temos (w?(h)) = 0 e (w?(h)) = 2¢h. Assim, correspondemos w(h) — +/2eN(0,1). No mais,

substituindo = = z(t) obtemos

w(t+h) = z(t)+ f(x,t)h+v2eg(z,t)N(0,1)Vh+eg (x,t)g(x, t)(N*(0,1) —1)h. (2.112)
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Por outro lado, houvéssemos optado pela regra de Stratonovich para avaliar f(? w(h")dw(h")dh"

obteriamos
w(t+h) = z(t) + f(z,)h+V2eg(z, )N (0, )Vh + g (z, t)g(z, t)N*(0,1)h.  (2.113)

A partir do método de Euler-Heun em (2.108) poderiamos obter este mesmo resultado
propondo B(Yn,tn) ~ B(Yn,tn) + B'(Yn,tn) B(Yn,tn)s. Outros termos resultariam em
ordens superiores a O(h). O termo extra no método de Milstein incrementa a intensidade
da ordem de convergéncia de vh para h. Dessa perspectiva, a abordagem de Milstein
corresponde ao método de Euler que é aplicado usualmente no caso deterministico, isto é,

quando g = 0.

O método de Euler-Maruyama pode ser generalizado para o caso multidimensional
de um vetor y d-dimensional desde que para cada componente y* haja uma equacio
correspondente,

dyt = AF(y, t)dt + i B*I(y, t)dw(t), (2.114)

j=1
cada qual com seu préprios coeficientes de arraste A¥ e difusdo B*7, este tltimo também
relativo a cada ruido ;(¢). Serem os m’s ruidos independentes, como apresentado na
eq.(2.61) é importante quanto a obtengao da equagao de Fokker-Planck mutivariada

(2.101). Assim obtemos como solucao para a evolugao temporal de y que

Yk =y + AP+ BM AW, (2.115)
j=1

onde y¥ = y(t,), A* = A*(y,,t,), B* = B*I(y,,t,), AW/ = W} — W/ . Enquanto isso

o método de Milstein aplicado ao caso multidimensional é dado por

Y =y AR Y BMAWT 1 Y ErEn L B (2.116)
j=1 J1,J2=1
onde L)t = Y¢_| Bt 2 e [ ;. 6 uma integral estocdstica dupla definida como
tny1 puL . .
I, = /t [ awpawz. (2.117)

Para j; = jo temos uma situacao similar ao caso unidimensional, e

1
I 7<AM/}1)2 - 8j1h7 (2'118)

]lyjl = 2

para j; # jo ndo se pode expressar a integral de maneira simples em termo dos incrementos

AWt e A2, Neste caso, podemos aproximar o resultado por

1
I, = h (2le Xio + /P11 pXgo — Mp,ple)) +

h 1
% ;(leﬂ”(\/inz + 77j2,7“) - Cjzﬂ”(\/iX]i + njl,T))v (2119)

r=1
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onde »
1 1 1
- N 2.120
Pr 12 272 ; r2’ ( )
€ Xj» Mjp, Njr> Gjr SAO varidveis gaussianas aleatérias independentes N (0, 1) com
1 ;
= =AW, (2.121)

X \/E
paral <7< m,1<r<p, ep=1,2.... Naturalmente o valor de p influencia na precisao
de []

obter uma ordem de convergéncia O(h).

,.jo» DO entanto, devemos escolher p = p(h) > K/h para alguma constante K a fim de

Além do caso simples em que ha um tnico ruido, m = 1, e varias variaveis, que
pode ser expresso como
k k k k d ank 2
Yri1 =yn + A"h+ BFAW 4+ > eB a—yq[(AW) — h), (2.122)

q=1
existem outros casos em que nao precisamos lidar com a integral estocastica dupla. Por
exemplo, quando o ruido é aditivo, ou seja, apenas uma constante, ou quando cada variavel
estocdstica possui apenas um ruido, d = m, nao necessariamente todos distintos (desde
que a intengao seja apenas uma avaliacdo numérica), podendo mesmo ser nulo para algum
Yr, neste caso d < m. Além disso, sendo o coeficiente de difusdo diagonal B** dependente
apenas de z*, isto é,

OB
= = ik, (2.123)

B = 0;

podemos defini-lo como ruido diagonal, tal que as componentes do processo estao acopladas

apenas através dos termos de arraste, e a formulacao de Milstein fornece

Bk:,k:
yr =y + AFh 4+ BRRF AW 4 ekBkvk%[(AWk)2 — h. (2.124)

2.3.1 Geracao de Nimeros Aleatérios

Por fim, comentaremos brevemente sobre métodos de geracao de niimeros aleatérios
[85]. O primeiro conjunto que deve ser obtido é a distribui¢do uniforme U(0, 1) por meio
de um gerador de niimeros aleatérios normalizados, pois esta é a base para obtermos
outras distribui¢oes. Uma forma usual para a sua obtencdo sao métodos baseados na
avalicao de residuos em regras de recorréncia como o método das congruenciais lineares. O
passo seguinte é gerar uma amostra de niimeros aleatérios baseados em uma distribuicao
especifica, para tal podemos utilizar alguns métodos a depender das particularidades
de cada distribuicao. Por exemplo, quando conhecermos a forma analitica da funcao de
distribui¢ao acumulada ®(z) associada a uma distribuicao P(z), ®(z) = [J P(y)dy, e
formos capazes de calcular a sua forma inversa, podemos utilizar o método da inversao

que justifica-se como se segue.
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Seja uma transformada T que mapeia o conjunto de variaveis aleatérias U, unifor-
memente distribuida entre 0 e 1, em outro conjunto X que representa a distribuicao que
desejamos obter, isto ¢ T(U) = X, e

O(z) = P(X <) = P(T(U) <2) = P(U < T Xz)) = T"Y(2), (2.125)

onde a tltima igualdade é possivel porque P(U < y) = y para uma distribui¢do uniforme
U(0,1). Concluimos que a distribuigdo acumulada ® é a inversa da transformada T, ou
entdo, T'(u) = & !(u) para u € [0, 1], portanto podemos gerar X a partir ®~!(u). Ainda
podemos pensar sobre esse método de uma forma mais intuitiva, na pratica faremos o

seguinte calculo
¢
r= / P(ar, (2.126)
0

para entao inverter o resultado encontrado e expressar £ em termos de r. Por normalizacao
sabemos que 0 < r < 1e 0 <[ < oo, logo podemos ainda reescrevé-la como r =
JooOW —0)P()dl', onde ©(y) é a fungao de Heaviside (definida 1 para y > 0 e 0 para
y < 0 ), diferenciando os dois lados dessa equacao em relagao a variavel £ e usando que

iy) = diy@(y) temos

dr
i P(0), (2.127)

ou seja dr = P(£)dl. Assim, a fragao de ocorréncia dos valores de r em relagao a ocorréncia

dos valores ¢ é justamente a distribuicao P(f).

A ideia do método da inversao pode ser facilitada para distribuicoes discretas,
porém para distribuicoes continuas a necessidade da forma analitica da distribuicao
acumulada torna o método impraticavel para a maioria dos casos. Por exemplo, podemos
utiliza-lo para a distribui¢do exponencial, mas nao para outras distribui¢oes simples como
a gaussiana. Para a distribuicao normal podemos utilizar o método da trasformacao de
Box-Muller [86] para gerar até duas distribui¢oes normais independentes. Sendo 71 e 79
dois niimeros aleatérios originados de uma distribui¢ao uniforme U (0, 1), teremos que r

sera uma distribuicao normal de média nula e varidncia unitaria calculada por

r =1/—2Inrcos(2mrs), (2.128)

onde uma segunda distribuicao normal padronizada, independente da primeira, também
poderia ser obtida substituindo a fungao cosseno pela funcao seno. Particularmente, este

foi 0 método utilizado para calcular os fatores N(0,1) descritos no método de Milstein.

Para distribui¢oes mais complexas existem outros métodos, como o método de
aceitagao-rejeigao e o método de Ziggurat [87]. O primeiro baseia-se, por exemplo, para uma
distribui¢ao unidimensional, em realizar uma amostragem aleatéria de valores no plano
cartesiano (x,y) e manter apenas a parcela da amostra que estiver contida abaixo da curva

da funcao, sendo assim, as componentes x dos valores aceitos formam o conjunto de varidveis
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aleatérias da distribuicao desejada. Enquanto isso, o segundo é uma versao melhorada
do primeiro que pode ser aplicado para distrbuicoes de probabilidade monotonicamente

decrescente ou distrbuicoes simétricas unimodais.

Notamos ainda que, de certa forma, uma maneira possivel de gerar alguma distri-
buicao de variancia finita, é construir a dinamica de Langevin certa, tal que esta gera a
distribuicao desejada como a solucao estacionaria, e assim utilizar os métodos numéricos
descritos anteriormente para computar um ensemble de valores a partir de nimero grande

de realizagoes.
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3 DISTRIBUICOES DE TAMANHOS DE PASSOS NA DINAMICA DO DESLO-
CAMENTO ANIMAL

O deslocamento total de um animal em seu habitat pode ser estudado separadamente
pela soma do conjunto dos tamanhos de passos, que sao caracterizados por uma quantidade
de deslocamentos com direcoes relativamente constantes. Iniciamos considerando um dado
comprimento de passo que inicia no instante ¢t = 0 e termina em ¢ = ty. Definiremos a
variavel £(t) como sendo a distdncia entre o ponto de partida e a posi¢do em um tempo
especifico t < t;. Assim, sendo ¢(0) = 0, o comprimento deste passo particular é dado por
((tf). Uma vez encerrado esse passo, o animal inicia uma nova caminhada em uma outra
direcao. Nesta nova origem reiniciamos a contagem do tempo para ¢t = 0, e apés um tempo
possivelmente distinto t’f alcanca-se outra posi¢ao tendo tido um passo de comprimento
f(t’f). Com a sucessiva repeticao desse processo uma quantidade N de passos pode ser

gerada, caracterizando assim um ensemble de N realizagoes desse processo estocastico.

Neste trabalho apresentamos um modelo baseado em equagoes diferenciais estocas-
ticas para descrever a evolugao temporal da variavel ¢(t) que determina o tamanho de cada
passo. Para uma longa caminhada em que nao ha uma quantidade significativa de passos
privilegiados, no sentido de demandarem muito mais tempo que os demais, temos que
7o < Ty, embora a duracao tipica 7, de um dado passo seja muito maior que qualquer outro
tempo caracteristico envolvido diretamente na dindmica de ¢ (a0 menos para um meio
homogéneo, adiante veremos o caso heterogéneo em que uma escala de tempo a mais deve
ser considerada). Entao para muitos dos propésitos que abordaremos, a distribuicao de um
nimero N > 1 de tamanhos de passos no ensemble {¢;} com j =1,2,...N, corresponde a
distribui¢ao de probabilidades P(¢) resultante do regime estacionario t — oo da PDF (do
Inglés, Probability Density Function) P({,t), que logo no comego da evolugao é dependente

do tempo.

No modelo estocastico para o deslocamento animal, uma maneira concebivel é
buscar a descricao das trajetorias individuais por meio de dinamicas de Langevin, tais
como o movimento browniano, ou pelo processo de Ornstein-Uhlenbeck [12] e outras
generalizagoes destes, que formulam as equagoes a partir da velocidade aos moldes das
leis de Newton, para os quais o ruido branco também atua diretamente nas velocidades,
tal que posteriormente uma relacao com a distribuicao de velocidades, posi¢oes e angulos
de viragem poderia ser obtida. Embora a extensao de tais processos para duas ou trés
dimensoes seja aparentemente do ponto de vista matematico simples, pode causar o
surgimento de dificuldades extras [12], por exemplo, a hipdtese de que em um movimento
browniano a dindmica nas dire¢oes = e y sejam mutuamente independentes é na pratica

nao razoavel, nesta situagao a iminente necessidade de incluir correlagoes traz complicagoes
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matematicas adicionais. Outra forma possivel de tentar contornar estas dificuldades é uma
abordagem baseada em distribui¢oes de dngulos de viragem [7], mas que também nao

parte de um modelo simples.

Ao invés dessa abordagem baseada nas velocidades, neste trabalho desenvolvemos
um modelo efetivamente baseado em descrever formalmente as flutuagées no comprimento
do passo por si sO, assim nosso objetivo é pautado em deduzir as distribuicées de pro-
babilidade P(¢) sem ter a necessidade de conhecer os detalhes elementares que regem o
deslocamento do animal. Entao, por ora, em oposicao a tentarmos modelar as trajetorias,
segundo o qual poderiamos eventualmente determinar as distribuicoes de tamanhos de
passos, iremos partir de uma dindmica estocastica valida em principio para o préprio £(t)
e investigar, fundamentado nessa perspectiva, quais sao as classes e modelos relevantes,

junto ao cédlculo das distribuicoes que melhor se adequem.

Na presente formulacao consideramos que o deslocamento de um animal, e portanto
a variavel £(t), é o resultado de uma interacao de componentes deterministicos e estocésticos,
ambos assim modelados através de uma dinamica de Langevin que de maneira habitual
pode ser escrita como

dl = F(0)dt + G(0)dW, (3.1)

onde o termo puramente deterministico F'(¢) representa um termo de arrasto que, em
alguns modelos de fricgao é linear, mas em geral pode ser nao-linear, dW = £(t)dt é um
processo de Wiener modulado espacialmente por uma fungao genérica G(¢), e guiado pelo
ruido branco gaussiano £(t), que apresenta média nula (£(¢)) = 0 e descorrelagdo temporal
(€(t)E(t)) = 2e6(t — t'). Portanto, notamos que o parametro € > 0 fornece a medida da
magnitude do ruido, enquanto 2¢ indica a varidncia da Gaussiana, vale ressaltar que apesar
de escrito com uma dependéncia explicita no tempo W (¢) ndo é uma funcao rigorosamente
bem definida nesta varidvel, mas que certamente apresenta valores distintos no decorrer do
tempo. Esta contribuicao estocastica pode ser interpretada como advinda dos termos que
variam de forma randdémica, como aqueles associados com a vasta quantidade de eventos
imprevisiveis que de alguma forma o animal recebe ao longo de sua trajetoria, e estao

intrinsecamente relacionados as mudancas nos comprimentos dos passos.

Em uma primeira tentativa, vamos verificar as consequéncias da seguinte dinamica

de Langevin,

d
- = —al +£(1). (32)

Além do termo de arrasto mais comum F({) = —al, esta equagdo é expressa sob as
suposicoes de que o ruido branco ¢é aditivo, isto é, apenas uma constante independente
de ¢, assim G(¢) = 1, e que as propriedades estatisticas do ruido ndo mudam durante a
evolugdo da dindmica, ou seja, € é também constante no espago e no tempo. Estas escolhas
implicam, por exemplo, que passos de tamanhos diferentes estao sujeitos em média a

mesma intensidade de estimulos, e que ao longo do tempo o meio mantenha-se sempre
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homogéneo, o que nao é de fato compativel com a realidade, visto que em geral devemos
supor que o ambiente possa mudar rapidamente (comparado ao tempo tipico dos passos),
e assim sua influéncia seja diferente dependendo do tempo de exposi¢ao ao ruido ou do
tamanho passo. Uma maneira de lidarmos com estas dificuldades é modelar a equacao
baseada em ruidos multiplicativos e padroes de estocasticos mais complexos, envolvendo

uma superestatistica para o parametro €.

A eq.(3.2) pode ser analisada via equacao de Fokker-Planck de maneira indistinta
a qualquer interpretagao, seja ela Ito6 ou Stratonovich, de onde obtemos que
or 0 0?

Apds uma mudanca de varidvel via transformada de Fourier, podemos solucionar a equacao
diferencial parcial resultante por meio do método das fungoes caracteristicas, e assim para
a condigdo incial P(¢,0) = §(¢ — ¢y) temos que

1
P(l,t) = exp | —

2%;5(1 _ 672at)

- g“"at)Q] (3.4)

%(1 _ 672(11})

Deste ponto de vista também podemos escrever P(¢,t) = P(¢,t|{y,0). Trata-se de uma

at —2at)

distribui¢do Gaussiana de média foe™* e varidncia (1 —e . De um modo geral, a
solucdo para um sistema de equacoes de Langevin lineares é dada por uma distribuicao

Gaussiana multivariada [30].

Por via de regra, a obtengao de solugoes analiticas para P(¢,t) nos casos que nao
envolvam apenas equagoes lineares sao dificeis, mesmo embora a dinamica possa continuar
relativamente simples. Entretanto, para algumas escolhas especificas dos coeficientes de
arrasto e de difusao, como por exemplo quando F({,t) e G(¢,t) sdo fungdes separaveis
no tempo e no espago, isto é, podem ser escritas como F'(¢,t) = D(0)T1(t) e G({,t) =
D5 (0)T5(t), e ademais compartilhem a mesma dependéncia espacial D;(¢) = Dy(), existem
algumas transformacoes, na prescricado de Stratonovich, que permitem recuperar a forma
de uma equagao de difusao simples [88, 89, 90].

Um cédlculo do valor esperado de ¢, () ~ =

, mostra que para esperarmos um
valor finito no limite t — oo é necessario que a tenha um valor positivo, a > 0, portanto

para P({,t) obtemos que nesse limite a solugao estacionaria P({) = 1tlim P(,t) existe e é
—00

[ A .2/0
P(€> = %6 /2 5 (35)

ou seja, quando as propriedades estatisticas do comprimento do passo cessam sua dependén-

dada por

cia temporal, a solu¢ao continua sendo uma distribui¢do gaussiana, no entanto, com média
nula e variancia €/a independente da condicao inicial ¢y, uma translagao em ¢, £ — ¢ — ({)

forneceria a Gaussiana mais geral e corresponderia a um processo de Ornstein-Uhlenbeck
91].
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Para a dinamica proposta, ainda podemos calcular a correlagdo média entre os
passos e obter que (£(t)((t")) = (g/a)e~*"*| notamos que esse resultado apresenta o mesmo
tipo de decaimento exponencial presente na solugdo P(¢,t), caracteristico de processos
Markovianos, como vemos a presenca do ruido branco gaussiano nao impossibilita a
presenga de correlagdes nao triviais entre os valores de £(t) ao menos no inicio da dindmica,
mas que logo tendem a tornarem-se irrelevantes, outros tipos de ruidos que apresentem
correlagdo temporal finita podem gerar configura¢oes mais complexas. Por exemplo, entre
os diversos mecanismos que contribuem para o mapeamento do ambiente pelo animal,
pode estar presente alguma memoéria recente, como quando por estimulo prévio, uma
regiao rica em recursos tende a favorecer passos mais curtos, enquanto regides escassas
favorem passos mais longos no intuito de buscar outras regides, como consequéncia temos
que o alcance da memoéria deve influenciar os parametros pelos quais estamos estudando o
individuo, no caso o tamanho dos passos, dando origem a processos nao Markovianos.

O caso intermediario a = 0 deve ser reinterpretardo como % = £(1), ou seja

o movimento browniano elementar, para o qual a equacao de Fokker-Planck fornece a

- e~ . 2
equacao de difusdo com coeficientes constantes 66—]; = 5%71;.
1

. - _ 2 - .
Fourier fornece como solugao que P({,t) = i€ ', que no entanto nao possui uma

Uma analise no espago de

solugdo estaciondria P(f).

Por outro lado, pode ser de interesse pratico apenas o conhecimento da solugao
estacionaria. A equacao de Fokker-Planck pode ser compreendida como uma equacao de
continuidade %P = —V.J para a conservacao da probabilidade total, por exemplo na

interpretacao de Ito temos

or ) 0
Sr = o |[FPUD) — e GPP(LD)] (3.6)

onde a densidade de corrente J({,t) = FP((,t) — e2G*P((,t) associada a grandeza
conservada devera ter seu valor constante uma vez que seja atingido o regime estacionario.
Visto que a probabilidade de ¢ ser infinito deve ser nula, J também deve anular-se no
infinito, enquanto que ao mesmo tempo deve ser constante em todo o espacgo, de onde

concluimos que, para um modelo unidimensional, teremos J(¢,t — oo0) = 0 para todo /,
opP 0 d
=0

neste limite podemos reescrever P((,t) — P({), 5 , 57— 55> € assim
d
FP(() - s@GQP(K) =0, (3.7)

portanto no regime estacionario a equacao diferencial parcial, torna-se uma equacgao
diferencial ordinaria de facil solugao, dada por [92]
1 1 ¢ F
P) ~ ex
0~ e |

)
| & (f’)dél , (3.8)

o simbolo (~) indica uma proporcionalidade & parte de um fator de normalizacdo. E

importante frisar que esta solugdo nao necessariamente existe, visto que a dindmica pode
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nao permitir uma solugao estacionaria, fato que comumente esta vinculado a impossibilidade
de normalizar a distribuicdo P(¢) gerada por este procedimento. Para outras interpretagoes

que incluem o termo de arrasto extra dado por 2acG(¢)G'(£) obtemos

1 1t R
P(l) ~ mexp L G2(0) df} : (3.9)

onde o = 1/2 corresponde & interpretagao de Stratonovich, enquanto o« = 0 recupera a

eq.(3.8).

Poderiamos obter a solu¢ao dada na eq.(3.5) diretamente da eq.(3.2) através da
eq.(3.9), esta solugdo entretanto apresenta uma caracteristica nao desejada, pois permite a
presenca de valores nao positivos para ¢, ¢ < 0, haja vista a simetria do problema, por
exemplo temos P(—¢) = P({). A equagdo de Langevin, como a eq.(3.2), descreve uma
evolugdo continua para ¢, tal que partindo de um valor positivo de £(0) > 0, s6 podemos
atingir o valor £(t*) = 0 de maneira continua, entretanto neste instante t* podemos obter
dl < 0, e consequentemente um passo negativo, para isso é preciso apenas dW = &(t)dt < 0.
Embora algumas escolhas como deslocar os valores para muito além do desvio padrao
((6) >

de valores negativos em longos periodos de tempo. Podemos eliminar este inconveniente

22) possam atenuar bastante a ocorréncia de £ < 0, nao h4 a garantia da auséncia

a
pela insercao de ruidos multiplicativos na dinamica de Langevin.

Doravante consideraremos apenas ruidos multiplicativos, ou seja, que possuam
alguma dependéncia multiplicativa em ¢, tal que g(¢ = 0) = 0. Assim, optamos por nao
mais considerar que atuem de maneira igual em tamanhos de passos diferentes, portanto

modificamos a eq.(3.2) para

de
= = —al+ G(DE(1), (3.10)

onde G({) é alguma funcao analitica. Como vimos antes, a adi¢do do ruido multiplicativo
adiciona ao problema a necessidade de uma interpretacao que forneca um significado a
equacao de Langevin, que era antes irrelevante ao caso aditivo. Em resumo, dado um
intervalo de tempo dt da ocorréncia do pulso (ruido), as convengoes mais utilizadas, It6 e
Stratonovich, avaliam o ruido em instantes distintos, o primeiro em t* = 0, e o segundo

em t* = dt/2, o que resulta em

(G(O)s) = 0,
1 _dG
S GER) = =(G— 3.11

GOEw) = SGT), (3.11)
de onde percebemos que essas médias sao indistinguiveis para um ruido constante, G(¢) =
Gy = constante, quando ambas as defini¢oes concordam com o valor (Go&(t)) = 0. Embora
seja interessante mencionar que o motivo do valor ser sempre nulo na abordagem de Ito
deve-se ao fato de que o valor de ¢ utilizado é aquele um instante antes do proprio pulso

ocorrer, em outras palavras, £(t) ndo depende de £(t') para t' < ¢t dada a perspectiva do
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calculo nao antecipado, enquanto que no caso aditivo trata-se diretamente das propriedades
do ruido branco. No cédlculo de Stratonovich temos (¢(¢)£(t)) # 0 essencialmente porque
considerar o ruido branco como o limite de um processo continuo, para o qual este
(ruido) seja o limite de ruido colorido no qual a correlagdo tende a zero, implica em uma
correlagao entre £(t) e £(t), tal caracteristica faz o célculo de Stratonovich similar ao célculo
convencional, enquanto a interpretacao de It6 requer algumas convengoes extras, como
quando for preciso reescrever a equacao de Langevin, mediante um mudanga de varidavel
nao linear, e ainda manter invariante a forma da correspondente equacao de Fokker-Planck
[78].

Podemos notar que as particularidades envolvidas em uma outra interpretacao
influenciam, por exemplo, no calculo do tamanho do passo médio, e de fato em toda a
dindmica. Por isso o termo de arrasto adicional induzido pelo ruido é necessario para
especificar a expressao matematica exata da solugao estacionaria P(¢), que assim depende

da interpretacao utilizada.

A prescricao de It6 é frequentemente usada para equagoes diferenciais estocédsticas
que descrevem o movimento financeiro na bolsa de valores, e modelos de evolucao de
populagoes bioldgicas. Por outro lado, a prescricao de Stratonovich é utilizada para estudar
a propagacao de ondas eletromagnéticas através de atmosfera turbulenta, e circuitos
elétricos com geradores externos de ruido. O parametro o que caracteriza o instante da
avaliacao do ruido ¢é parte do modelo e deve ser escolhido por algum argumento fisico, nao

havendo qualquer manipulagao algébrica capaz de inferir qual seria o valor correto [79].

Devido a preferéncia na literatura em argumentar pela utilizagdo da interpretacao
de Ito no contexto da ecologia tedrica, esta serd a metodologia principal utilizada neste
trabalho. Todavia, é natural que a expressao particular de cada P({) seja distinta, mas as

possiveis distribui¢oes obtidas sao essencialmente as mesmas em ambos os casos.

Uma realizagdo da dindmica da variavel £(t) é completamente determinada pelas
fungoes F'({) e G(¢), e por uma amostragem de valores que caracterizem o ruido de
intensidade (sempre positiva) ¢ > 0 como descrito na eq.(3.1), para as quais medidas
sobre muitos realizacoes determinam as propriedades médias. Portanto, no contexto do
deslocamento animal torna-se necessaria a imposicao de alguns vinculos sobre os termos

de arrasto e difusao F'(¢) e G(¢) como discutiremos.

Por definigao ¢(t) ¢ um valor sempre positivo nao nulo, isto é, ¢(t) > 0 para todo
t > 0, pois esta grandeza define a distancia percorrida pelo individuo no tempo t em
relagcao ao ponto de partida do movimento que determina um passo. Por hipdtese a variavel
((t) evolui de maneira continua, entdo como ja discutimos antes no caso particular da
eq.(3.2), se em uma dada realizacdo do processo tivéssemos £(t) < 0, necessariamente
este tempo teria sido precedido pelo instante t* no qual ¢(¢*) = 0. Entao se analisarmos

a eq.(3.1) para £ = 0 temos que d{(t) = F(0)dt + G(0)dW, assim se impusermos que
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F(0) > 0 e G(0) = 0, podemos afirmar que ¢(t) nunca serd negativo e teremos sempre
((t) = 0, pois terfamos d¢(t*) > 0 para quando ¢ = 0. O caso marginal F'(0) = 0 poderia
gerar um ponto fixo quando ¢(¢t*) = 0, mas de fato em um processo rigorosamente continuo
a probabilidade de ocorréncia de qualquer valor de forma precisa é nula, entao o valor exato
¢ = 0 nao seria atingido, embora em uma simulagdo numérica o zero definido fique a cargo
da precissao da maquina. Em suma, as condi¢oes F'(0) > 0 e G(0) = 0 sao suficiente para
assegurar o tamanho do passo positivo ao longo de toda a dindmica, desde que ¢(0) > 0.
Em consequéncia algumas possibilidades para o termo estocéastico sao excluidas, como o

caso aditivo ja mencionado.

Pelos motivos exemplificados, a partir de agora estudaremos apenas os efeitos de
ruidos multiplicativos, aqueles em que ha alguma dependéncia com o produto de ¢ no
ruido [93], incluindo algumas forma lineares e nao lineares para G(¢), numa anologia
com o contexto de teorias macroscopicas que descrevem modelos estocasticos de dina-
mica populacional, onde tais ruidos sdo encontrados com o objetivo de evitar valores
negativos para a densidade populacional [94, 95]. Também esclarecemos que termos de
ruido genuinamente definidos positivos, tais como aqueles descritos pela distribuicao de
Poisson [96], poderiam previnir a ocorréncia de valores negativos para ¢. Entretanto, em
geral, para o caso de interesse £(¢) > 0, ha a impossibilidade de obter solugoes analiticas
para as distribui¢oes P({), uma vez que a equagao de Fokker-Planck resultante pode
ser da forma integro-diferencial [97, 98], além de oferecer dificuldades praticas para uma
abordagem numérica. Por exemplo, vamos utilizar novamente como protétipo a dindmica
% = —{+&(t), e assim supor que o ruido apresenta uma média m positiva, pois trata-se,
a principio, de um conjunto de valores sempre positivos, (£(¢)) = m > 0, mas que ainda
é descorrelacionado entorno de sua média ({(t) — m)(£(t') — m) = 2e§(t — ). Primeiro
vamos calcular a solugao deterministica para a média (¢), o que deve ser um indicativo
para esperarmos que ainda exista uma solu¢do estaciondria e que sua média seja m, de
fato, & = —({) +m — (((t)) = e~'+m, ({(t — 00)) = m. Entdo realizando uma mudanca
de varidvel como &;(t) = £(t) — m recuperamos as propriedades

(&) = 0,

({G0)&()) = 2e0(t —1), (3.12)
tratando-se de um ruido branco na sua forma mais comum, agora a equacao de Langevin
torna-se

dl
i —0 4 & (t) +m, (3.13)
propondo ainda a mudanca de variavel
51 =/— m, (314)
obtemos 20
L=+ &(0). (3.15)
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Agora podemos usar a equacao de Fokker-Planck e obter a solugdo estacionéria

1 & 1 e—m?

\/25_7r€ % - P(K):\/%_We e . (3.16)

Substancialmente a mudanga de varidvel na eq.(3.14) que possibilita escrever a eq.(3.15), e

P(l) =

a obtencao da solugdo analitica, neste caso particular, parti do pressuposto que a variavel

¢ esteja livre para variar desde —oo até +00, 0 que nao é o nosso caso de interesse.

No intuito de resolver numericamente o problema original, integramos e obtemos
0(t +h) = 0(t) — Lh + [l &(t)dt, vamos analisar os saltos de langevin s = [ £(t)dt, que

tém média E(s) = [1'(£(t))dt = mh e variancia

Var(s) = Bls — B = B([ () = {€()ary
= B[ (€0~ myiny?
= [ [ e - myce) - myrae

h rh
= / / o(t — t"dtdt
0 JO
= 2¢h. (3.17)

Logo, devemos associar os saltos de Langevin a uma distribuicao que tenha média mh e
varidncia 2eh, vamos optar por uma distribuicao exponencial P({) = Ae=5B¢ com ¢ > 0,

que tenha média mh e variancia 2¢h, para isto temos
/OO AeBldl = A/B =1,
0
/ T AteBlde = A/B? = mh,
0
/ ACePl0 = 24/ B° = 2¢h + (mh)%: B(X?) = Var(X) + E*(X). (3.18)
0

Neste caso teremos apenas valores positivos, pois ao utilizarmos o método da inversao
iremos obter ¢ = —%ln(l — %r), onde A = B, e r é um numero aleatério entre 0 e 1.
Determinando A e B, em termos dos valores 2¢ e m, que em principio sdo valores de
nosso conhecimento por se tratarem das propriedades estatisticas do ruido, a varidncia e
a média do ruido respectivamente, obtemos resolvendo no sistema de equacoes para A e
B em termos de 2¢ e m que A = B = *. Entretanto, uma distribuicao exponencial nao
parece ser a melhor das escolhas pois ela possui apenas dois parametros livres, entretanto,
se considerarmos h como uma variavel, obtemos h = % Outras escolhas, como uma
distribui¢ao uniforme P(¢) = C para A < { < B e P({) = 0 fora do intervalo referido,
para que possua a média e a variancia adequadas deve atender [ f Cdt =C(B—-A) =1,
JxCtdt = $(B? — A%) = mbh, [; CEdl = £(B® — A%) = 2¢eh + (mh)?, de onde obtemos
A = mh—+6eh, B=mh+\6eh, C = Nﬁ’ novamente para obtermos um ruido sempre

positivo é preciso B > A > 0, o que gera um vinculo nao desejado para h, h > %, uma
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2e

terceira escolha da forma P(¢) = A¢fPe=“ também necessariamente implicaria em h > p

neste casos impor alguma restricao sobre os possiveis valores do ruido ocasiona um vinculo
sobre o parametro h que passa a possuir um valor minimo, o que pode ser um empecilho a
utilizacao do método de Milstein, haja vista que do ponto de vista numérico, um valor de

h nao suficientemente pequeno pode fornecer resultados imprecisos.

Ainda no contexto do comportamento esperado pelo deslocamento animal, as
distribui¢oes de tamanhos de passos devem obedecer algumas condig¢oes razoaveis, como
P({ — o0) = 0 devido as restrigoes realistas impostas pelo ambiente a dindmica do
movimento, bem como possuir os momentos até o segundo momento finitos. Podemos
comentar também para ruidos multiplicativos, como G(¢) = ¢, que embora valores elevados
de ¢ tendam a fazer a dinamica divergir, temos primeiro que devido ao termo estocastico
ser alternado pelo ruido (oscilando frequentemente no tempo entre valores positivos e
negativos) que, ao menos da perspectiva da interpretagao de Itd, esse termo tende a
gerar uma contribuicdo de média nula, e segundo que ao impor o termo estritamente
deterministico a ser da forma F'(¢ — co0) = —o0, asseguramos, comumente com um grau
de maior poténcia, uma variacao negativa o suficiente grande tanto quanto for o tamanho
do passo. No entanto, apesar dessa condicao ser necessaria para evitar { = co, nao é
suficiente para assegurar que a distribuicao seja normalizavel, visto que esta, por exemplo,
também deve anular-se no infinito mais rapidamente que uma uma funcao da forma 1/¢.

Essas caracteristicas influem decisivamente na taxa de difusao da trajetoria animal.

Como exemplo temos a eq.(3.10), com a > 0 (F({ — 00) = —o0) para 0 caso
G(¢) =/, no qual a solucao estaciondria via equacao de Fokker-Planck na interpretacao de

1t0 fornece
N1

P(E)IW7

(3.19)

onde N seria uma constante de normalizagdo, para o qual terfamos P(¢ — oo) = 0, todavia
a eq.(3.19) nao é normalizdvel uma vez que [;° P({)d{ = oo, e ndo s, mas também todos
os demais momentos de ordem maior, (¢™) = [; ¢™P(¢)dl, divergem, independentemente
das escolhas dos pardmetros a e . E importante notar que nao podemos nesta integral
apenas restringir o limite superior da integracao para um valor fixo ¢,,4,, pois a principio a
dindmica que gera a distribui¢do na eq.(3.19) nao restringe qualquer ¢ desde que positivo.
Neste exemplo a divergéncia nao ¢ devida a convenc¢ao usada, optassemos pela convencgao de
Stratonovich, obteriamos como resposta P({) = 61/\[7;;8 que ¢ igualmente nao normalizavel.
Neste caso a adigdo, por exemplo, de termos ndo lineares em F({) resulta em PDFs

normalizaveis.

Junto aos vinculos necessarios, analisaremos as consequéncia da eq.(3.1) de acordo
com a escolha de G(¢), do grau de nao linearidade de F'(¢), e das propriedades estatisticas
do ruido, para quando estas sdo homogéneas ou também evoluem ao longo do andar do

animal. Assim, a depender do grau de variabilidade do meio podemos empregar uma
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superestatistica formada pela superposi¢ao de uma distribui¢ao em ¢, P(¢|¢), ponderada
por uma funcado de ¢, f(¢), ou uma abordagem baseada na mistura estatistica de varias

distribuicoes.

3.1 Estatistica de Ruido Homogéneo

Na estatistica de ruido homogéneo consideramos que a intensidade do ruido definida
por € é a mesma por toda a trajetoria percorrida pelo animal. Assim, cada realizagao
da variavel aleatdria & é caracterizada pela mesma distribuicdo Gaussiana de média nula
e variancia 2¢. Nesta idealizagdo imaginamos o ambiente como sendo aproximadamente
estatico no tempo e uniforme no espacgo. Situagoes em que o meio possua elevado grau de

heterogeneidade ou que variem rapidamente no tempo serao consideradas posteriormente.

Anteriormente analisamos dois casos particulares para escolhas das fungoes F'(¢)
e G({), um para o caso de ruido aditivo e outro para o ruido multiplicativo com termo
de arrasto estritamente linear, em ambos os exemplos nao obtivemos as propriedades
desejadas para uma distribuigao P(¢) fidedigna. Vimos primeiro que é necessario G(0) = 0
para evitar flutuacoes negativas neste instante que ocasionem ¢ < 0. Assim, por exemplo,
partindo da condigdo inicial ¢(0) = 0, temos d¢ = F(0)dt, para tanto, sendo F(0) > 0
obtemos um valor positivo ndo nulo para o ¢ subsequente. Entao definimos F'(¢) tal que
F(0) = ¢ > 0 em dois cendrios, ¢ # 0 e ¢ = 0T, 0 segundo caso compreende a condi¢ao
inicial £(0) > 0 (¢(0) # 0), para o qual o valor de ¢, gerado por uma equagao continua,

nunca ¢ rigorosamente zero, e assim podemos ter ¢ = 0.

O conjunto de distribui¢bes P(¢) obtidas em cada situacao, sera discutido tendo
em vista as principais distribuicoes de tamanhos de passo consideradas na literatura da

ecologia do movimento.

3.1.1 Ruido Linear

A escolha mais simples para representar a estatistica de ruido homogéneo é dada
pela funcao linear F'(¢) = ¢ — af, junto ao ruido multiplicativo linear G(¢) = ¢, onde ao
menos na interpretacao de Itd ainda esperamos a > 0 para uma média finita, enquanto em
termos gerais ainda temos ¢ > 0 para £ > 0. A distribui¢ao para os tamanhos de passos
P(¢) pode ser obtida através da solugao estacionaria da equagao de Fokker-Planck na

convengao de Itd, eq.(3.8), associada a equagdo de Langevin, eq.(3.1), e assim obtemos

(3.20)

onde A é uma constante de normalizagdo que fornece uma variancia finita para P(¢)
desde que a/e > 1, como vimos na eq.(3.19) o caso ¢ — 07 gera uma distribui¢do néo

normalizada.
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Além de continuarmos obtendo distribui¢gdes normalizaveis, podemos introduzir
em F'({) algum grau de nao linearidade a fim de obtermos fungoes mais genéricas. Assim,

podemos reescrever o termo deterministico de forma conveniente para
F(0) =c+al —bl*, (3.21)

ainda com ¢ > 0. No entanto, ndo é mais evidente que o parametro a seja necessariamente
positivo (por isso redefinido apenas como +a), enquanto isso espera-se que o parametro b
deva assumir valores positivos para v > 0, mas que possa ser negativo para —1 <y < 0
quando em geral a contribuigdo do terceiro termo é menor que a do segundo (que precisa
ser negativo). Optamos por escolher apenas v > —1 para evitar singularidades diretamente
na funcao F'(¢), embora um termo do tipo —b/¢ possa operar na pratica como uma
barreira refletora, desde que b < 0 e £(0) > 0. Além disso temos v # 0 e b # 0 para
distinguir do caso anterior. Destas circustancias resulta que os valores de a e b podem ser
tanto positivos quanto negativos, como discutiremos de maneira mais precisa com base
na solucao estacionaria. De fato, a caracteristica nao linear adicionada pelo termo extra
pode representar uma contribuicao realista, pois ao longo do movimento, o animal além
de submetido a efeitos estocésticos, fica sujeito a varios fené6menos complexos que sao
usualmente nao lineares. Além disso, também discutiremos a perspectiva dos pardmetros

desse modelo no contexto do deslocamento animal.

Consideramos primeiro a eq.(3.21) com ¢ — 07 na dindmica de Langevin eq.(3.1),
com ruido linear G(¢) = ¢. Assim, a solucao estaciondria da equacao de Fokker-Planck na

convengao de It fornece a distribuicao normalizavel

P(g) _ N—l egj‘p[—b[y/(fyg)] (322)

onde a constante de normalizacao ¢ dada por N' = ﬁf‘[(a/e —1)/~](b/~e)~@/==D/7 e T
denota a fungao Gama I'(z) = [;° e Yy*'dy, x > 0 ;notamos que os valores dos pardmetros
na eq.(3.22) ndo podem ser completamente arbitrarios. Por exemplo, haja vista que & > 0,
a defini¢cdo de fungdo Gama requer b/~ > 0 para uma distribui¢ao real, além do mais, é
necessario para a condicao de normaliza¢do que o argumento da funcao I' seja positivo,
assim (a/e — 1)/ > 0. Ainda temos devido a imposigao realistica de que o segundo
momento deve ser finito que (a/e + 1)/ > 0. Notamos que agora podemos construir uma
distribui¢do gaussiana desde que a/e = 2 e 7 = 2 precisamente apenas com argumento
positivo, portanto sem o inconveniente de passos negativos que foram obtidos utilizando

ruidos aditivos na eq.(3.5).

Notamos que, a partir da eq.(3.22), podemos obter diversos tipos de distribuigoes
de tamanhos de passos, como exemplos temos parte delas representadas nas expressoes
de 1 a 9 na Tabela 1. Segue-se que as novas possibilidades criadas pela introducao de

ruidos multiplicativos e efeitos nao lineares proporciona uma variedade de distribui¢oes que
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incluem algumas das mais relevantes consideradas na literatura da ecologia do movimento
[3, 6, 7, 11]. Por exemplo, temos que as distribuigdes Gaussianas e exponenciais sao
amplamente usadas no contexto em modelos de caminhadas aleatérias para o movimento
animal, incluindo caminhadas aleatorias correlacionadas e caminhadas aleatérias com
tendéncia [7, 99]. Distribuigoes exponenciais também aparecem em padroes de movimento
de varias espécies de predadores marinhos em aguas com alta disponibilidade de alimentos,
a0 passo que em regioes escarsas em recursos distribuicoes de lei de poténcia truncadas sao
obtidas [100, 101]. Além dessas, funges hiper-exponenciais sao consideradas no estudo do
deslocamento de mexilhoes [25] e abelhas [102], enquanto leis de poténcia sdo registradas
na dindmica do movimento de algumas espécies de macacos [103] e nematodos [104]. Por
outro lado, distribuigdes exponenciais atenuadas (Weibull) estao presente no padrao de
movimento de diversas espécies de abelhas [102] e alces [13]. Também temos leis de poténcia
[105] e distribui¢oes gama [14] na descricdo de dados obtidos para os comprimentos dos

passos de albatrozes em seus voos.

No contexto da andlise de dados obtidos para tamanhos de passos no movimento
animal, discutiremos agora sobre a interpretacao dos parametros do modelo, ou seja
da proposta da equagao de Langevin original que determina a dinamica tratada neste
trabalho. Primeiro argumentamos que os pardmetros que definem as fungoes F'({) e
G(¢) sao intrinsecamente dependentes da natureza especifica de cada ser, no sentido que
refletem os diferentes impulsos presentes na forma habitual de deslocarem-se no meio
ambiente, e que sao particulares a cada espécie animal. Todavia, destacamos que estamos
principalmente interessados em abordar este problema na perspectiva da fisica estatistica,
sem preocupacoes maiores com relacao aos detalhes inerentes a cada animal em particular,
e assim buscamos por uma descricao baseada apenas em comportamentos médios. Neste
sentido, é importante destacar que embora seja ampla a quantidade de diferengas presente
nas mais diversas espécies, a diversidade estatistica dos padroes de movimento e das

distribui¢oes de tamanhos de passos nao é tao grande quanto poderia-se imaginar de inicio

3,6, 7,11, 12, 19, 106].

Podemos constatar analisando a distribuicdo P(¢) na eq.(3.22) que esta é determi-
nada apenas por trés parametros independentes, a = a/¢, b= b/e, e 7. Em outras palavras,
a intensidade do ruido € atua como um fator de normalizacao para os coeficientes a e b
presentes no termo deterministico F'(¢) definido na eq.(3.21) para ¢ = 0*. Além disso,
a escala caracteristica de P(f) pode ser inferida pela eq.(3.22) como sendo £ = (y/b)'/7,
que é uma grandeza que pode ser determinada por meio de dados experimentais. Con-
sistentemente temos que ¢ depende somente das propriedades estatisticas do ruido e da
componente nao linear da fun¢ao F({) caracterizada pelos valores de b e . Notamos que
uma distribuigdo sem escala caracteristica é obtida (no caso ¢ — 01), sob a forma de uma
lei de poténcia, apenas na auséncia de nao linearidades, que entretanto é ndo normalizavel

como na eq.(3.19). Por outro lado, para ¢ # 0 ainda temos uma escala caracteristica
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Tabela 1 — Sumario de algumas func¢oes densidade de probabilidades de tamanhos de
passos, originadas a partir da solucao estacionaria correspondente a forma geral
da dindmica de Langevin apresentada na eq.(3.1), as expressoes 1-12 pertencem
a categoria de ruidos homogéneos ao longo de toda a trajetéria do animal,
em particular para 1-10 temos ¢ — 07 além de G(¢) linear, e G(¢) nao linear
para 11 e 12, ao passo que as distribui¢oes 13 e 14 estao relacionadas a algum
grau de inomogeneidade do meio, quando a estatistica de ruido heterogéneo é

utilizada.

Distribuicao

Expressao matematica

Parametros

1. Exponencial

P(0) = Sexp|[—bl/e]

vy=1,b>0,a/c =2

2. Gaussiana (¢ > 0)

P(0) = \/Zeap[ b/ (22)]

v=2,b>0,a/e =2

3. Weibull

P(0) = gexp[—bf” (ve)]

o=y

0<vy#1,b>0,a/c =
1+~

4. Gama P(() = N1V v=1,b>0,a/c>1

5. Gama inversa P(0) = N‘lw v=-1,b<0,a/e < —1
6. Gama generalizada P(l) = N‘lw v>0,b0>0,a/e >1

7. Gama inversa na potén- | P({) = N‘l‘m_é’f__—w —-1<v<0,b<0,a/e <
cia —1

8. Qui-quadrado P(l) = 2k/2r1(k/2) e?i(__,ff) y=1,¢e/b=2a/c =1+

k/2,k =1,2...

9. Rayleigh generalizada

exp(—bl/2e)
=k

P(ﬁ) = (%)kﬂp(g/z)

v =2b>0,a/e =1+
kk—=1,2..

10. Lei de poténcia atenu-
ada

— N/ 1ezp[=blT/(3e)]
P(0) = N

g+go)v/ez2fae

v>0,b>0;a,¢, e v refe-
renciados no texto

11. GIG esticada

P(f) _ N_l exp[—a g l* —oy lY]

o-r

ap > 0,0y > 0; GIG:
a, =10 =1

12. Beta

Py=c(L) (1-:2)""

< lpse; 0 € [ referenci-
ados no texto

13. Distribui¢ao de Bessel

P(l) = N"""*K,_,(bl)

vy=2,b>0,w> 00 =
2bw > 0

14. Hiper-exponencial

S

Wi _ .
P(E) = Z)TB Z/)\l
i=1""

Fonte : O autor (2020)

)\i>0,wi >O,Zwi:1

i=1

definida, no regime linear pelo préprio valor de ¢ veja eq.(3.20), isto é do incremento de

passo gerado quando ¢ = 0, e que aparece como uma escala natural para o problema.

Notamos que o termo deterministico dado pela eq.(3.21) para v = —1 pode gerar uma

solugdo semelhante a eq.(3.20) com os devidos ajustes nas condigoes de normalizagao.

Ainda sobre a forma funcional da distribuicao P(¢) temos que esta é definida por

ambas componentes deterministicas e estocasticas. Nota-se que enquanto ambos atuam

juntos para fornecer a dependéncia por parte da lei de poténcia na eq.(3.22) via o pardmetro

a =

a/e, a forma funcional da exponencial atenuada de P({), que esta diretamente
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relacionada a possibilidade de obtencao de distribui¢oes com variancia finita, é composta
apenas como uma funcio de ¢/ cuja poténcia é dada pelo mesmo expoente v do termo
nao linear. Comentamos que devido ao fato das contribui¢des do termos deterministicos e
estocasticos serem marcadamente diferenciados, seria possivel uma anélise baseada apenas
em dados experimentais submetidos a algum tipo de método estatistico para estimar os
melhores pardmetros. Assim, o método da méaxima verossimilhanca (maximum likelihood
estimation), ou o critério de informagao de Akaike (Akaike information criterion, AIC)
[7, 12] podem fornecer alguma informagao sobre o tipo e a intensidade da nao linearidade
associada com o termo deterministico do movimento, e também das propriedades estatistica

do ruido em questao.

Na figura 8 mostramos dois casos particulares das expressoes exibidas na tabela 1,
a distribuigdo gama fig.(8a), e a distribuigdo gama inversa fig.(8b), cada par de curvas visa
comparar a solugao estaciondria P(f), eq.(3.22), e a solugao por simula¢ao numérica obtida
através do método de Milstein [82] da equagao de Langevin correspondente, eq.(3.1). Uma
vez que estamos interessados apenas na solucao estacionaria, podemos nos valer da hipdtese
de ergodicidade e proceder como se segue: a partir de uma configuracao inicial finita ¢y # 0
teremos ap6s N, = 10° iteracoes do procedimento de Milstein, utilizando um pequeno
incremento de tempo h = 1073, que dentro de um intervalo de tempo de At = N;h = 103
o regime estacionario da dindmica de Langevin, eq.(3.1), é aproximadamente alcangado
fornecendo subsequentemente os valores de £. Assim um ensemble de 108 comprimentos de

passos foram computados em cada solugao numérica da figura 8.

Passaremos a discutir as consequéncias da dindmica do movimento regida pela
eq. (3.1), com a distribuigdo de comprimentos de passos dados pela eq.(3.22). Sendo o
segundo momento da distribuicdo P(¢) finito, o teorema central do limite (central limit
theorem, CLT') assegura que a distribuigao da soma de n tamanhos de passo converge para
uma gaussiana para um numero suficientemente grande de n. Neste caso, a dinamica do
movimento é difusiva, significando que a raiz do valor quadrético médio (médio root mean
square, rms) da distancia percorrida apés um dado tempo, ou apds N passos, comporta-se
ap6s algum periodo transiente como x,,s ~ t ~ N” onde v = 1/2 é o expoente de
difusdo [11, 12].

De outra forma, do ponto de vista estatistico podem existir dinamicas de difusoes

anomalas, quando o deslocamento quadratico médio, 2 _, comporta-se de maneira nao

rms
linear no tempo, de forma subdifusiva quando v < 1/2 ou superdifusiva quando v > 1/2.
De fato, no contexto do TCL generalizado, uma particula em uma caminhada aleatéria
com tamanhos de passos distribuidos segundo uma distribuigdo P(¢) pode apresentar
comportamento andémalo na taxa de difusao, que fisicamente podemos relacionar com uma
maior ou menor capacidade de exploracao do ambiente por parte da particula em relacao

a um processo de busca gaussiano. Em particular, as distribuigoes P(¢) relacionadas &
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Figura 8 — Comparativo entre o resultado analitico para a distribuicdo de tamanhos de
passos P({), eq.(3.22), obtido via solugao estacionaria da equagao de Fokker-
Planck na prescri¢ao de It0, e o resultado numérico obtido a partir da dinamica
de Langevin, eq.(3.1), utilizando o método de Milstein. Temos a distribui¢ao
gama (expressao 4 na Tabela 1) com pardmetros y=1,a=2,b=1,¢=1/2
em (a), e a distribuicdo gama inversa (expressao 5 na Tabela 1) com parametros
y=-1,a=-2,b=—1,¢=1/2 em (b). Um ensemble de 10 comprimentos
de passo {¢} foram contabilizados em cada figura.

(a) Fungao gama (b) Fungdo gama inversa
061 Gamma Gama inversa
= Analitico 2] Analitico
=== Numérico === Numérico
0.4
S S
. .
1
0.2
0.0 . T - 0 . : :
0 2 4 6 0 1 2 3
14 l

Fonte : O autor (2020)

processos superdifusivos apresentam variancia infinita e nesse caso a soma de um grande
quantidade n de tamanhos de passos converge para a familia de distribui¢oes de Lévy
a-estaveis [11, 12]. O pardmetro de Lévy a pode assumir valores de 0 < o < 2, onde o
caso exato a = 2 corresponde a volta da distribuicao Gaussiana prevista pelo resultado do
TCL.

O TCL generalizado pode manifestar-se como exemplificado a seguir: um cami-
nhante aleatério que apresente uma distribuicao P(¢) para o comprimento dos passos que
seja continua e diferencidvel sem apresentar nenhuma singularidade crucial na origem que
impossibilite a normalizacdo, e que apresente um comportamento assintotico para ¢ — oo,
vez que estaremos majoritariamente interessados na ocorréncia de passos longos, na forma
de uma distribuigdo de cauda longa como uma lei de poténcia, P(¢) ~ ¢~*. Temos entao
que, se o expoente da lei de poténcia é dado por 1 < p < 3, a distribuicao é normalizavel,
porém seu segundo momento ¢ infinito, tal que a soma dos n tamanhos de passos tendem
a distribuicao de Lévy com indice de estabilidade a = p — 1. Do modo contrario, se p > 3
a variancia também é finita e a dindmica passa a ser dirigida pelas previsoes do TCL, o

caso marginal p = 3 enquadra-se também no limite Gaussiano a = 2.

Sabemos, do ponto de vista realistico, que o movimento de qualquer animal deve ser
Y )
regido por uma dindmica associada a uma distribui¢do P(¢) com segundo momento finito,

por maior que este valor seja em relagao as dimensoes fisicas do problema, dado que sempre
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ha um tamanho de passo limitante justificavel pela presenca de vinculos comportamentais,
biologicos ou do préoprio meio em que o animal se encontra. Todavia, isto nao significa
que regimes superdifusivos nao sao observados na natureza. Efetivamente, é estabelecido
na literatura da ecologia do movimento que sobre certas condig¢oes como, por exemplo,
em regioes com poucos recursos disponiveis, dinamicas superdifusivas sdo encontradas em
analises de dados experimentais coletados a partir dos padroes de movimentos de diversas
espécies de animais [11, 12, 100, 101, 103, 107, 108]. Entretanto, é importante destacar que
comportamentos superdifusivo sdo na pratica limitados, em trajetos reais, pelas préprias
escalas ecoldgicas, de fato um melhor entendimento das extensoes das escalas onde os
regimes superdifusivos ocorrem ajudaria na compreensao dos componentes relevantes ao
movimento animal [24]. Assim sendo, comportamentos dindmicos superdifusivos como
os relacionadas as distribuigoes de Lévy nao podem estender-se indefinidamente, posto
que a variancia da distribuicdo P({) tem que ser finita para um retrato factual de um
deslocamento animal. Logo de acordo com o TCL a convergéncia para a difusao normal
(Gaussiana) ird necessariamente ocorrer, mesmo embora possa demorar um longo periodo
de tempo para convergir [109]. Tal mudanga de comportamento entre o regime superdifusivo
e o regime Gaussiano é o que daqui em diante chamaremos de dindmica por superdifusao

limitada.

As dinamicas de superdifusao limitada mais simples sao geradas com base em
distribuigdes de leis de poténcias truncadas P(¢) ~ {~* que possuem um valor de limite
superior £,,s, e inferior £,,;, (tal que P(¢) =0 se £ > {4, ou £ < £,,5,) Ou por um fator
de atenuacao que atue para valores grandes de ¢, como por exemplo uma exponencial
negativa tal que P({) ~ (~Fexp(—Al), onde a ocorréncia de valores de ¢ cada vez maiores
¢é favorecida por valores menores de A > 0, embora a rigor o exato limite A = 0 possa nao
ser de interesse por nao gerar uma distribuicao normalizavel. Veremos algo mais sobre
isso posteriormente na secao sobre ruido nao linear. Em ambos os casos, o movimento
animal da correspondente P({) apresenta uma dindmica, que pode apresentar uma regiao
superdifusiva aos moldes da distribui¢do de Lévy, desde que 1 < p < 3, com convergéncia
aguardada para o regime de difusdo normal apdés uma determinada quantidade de passos

como requerido pela TCL.

No modelo proposto pela equacao de Langevin eq.(3.1) uma dindmica superdifusiva

pode ser obtida. Para tanto, adicionaremos a fungao F'(¢) na eq.(3.21) um novo termo

—%, tal que para ¢ = 0 teremos
vl?
Flt) =al — bl — —— 3.93
) (+4 (3:23)
que reduz-se ao caso anterior para v = 0. Para v # 0 o termo extra interpola um

comportamento quadratico e outro linear respectivamente para valores grandes e pequenos

de ¢ em comparcao ao valor de ¢y, desse modo obtemos como solugao estacionaria na
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interpretagao de It6, eq.(3.8), que

—_, exp|—bl7 /(e

P(E) =N (¢ i[go)v/a/g(g_a)/]a’ (3-24)
isto é, uma distribuicao de lei de poténcia atenuada como pode ser visto na expressao 10
da Tabela 1, onde N é uma constante de normalizacio. Porém, neste caso nao conseguimos
obter a expressio analitica para N, mesmo assim é possivel saber quais sdo as condicoes
necessarias para que N seja finito, e a distribuicio P(¢) na eq.(3.24) apresente varidncia
finita, podemos fazer isto seguindo trés regras bésicas: (i) a fungdo deve anular-se no
infinito mais rapidamente que a fungao reciproca 1/¢, (ii) ter valor finito na origem, ou
caso a fungao divirja em ¢ = 0 deve ser de maneira mais lenta que 1/¢, (iii) ndo apresentar
outras singularidades no intervalo aberto ]0,c0[. De onde concluimos que devemos ter
ly > 0, % >0e** < —1para -1 <y <0,ou ¢ >1paray > 0. O comportamento
assintotico de ¢ tendendo ao infinito na eq.(3.24) é uma distribuicao de lei de poténcia
atenuada, similar a segunda forma referida anteriormente sobre as maneiras possiveis de
gerar dindmicas por superdifusao limitada P(¢) ~ (~*exp(—\7), com o expoente da lei
de poténcia sendo dado por p = 2 — “=*. Em particular, quando 1 < p < 3 um regime
superdifusivo limitado pode ser obtido para v > 0,b>0ee <a <wv+eg,se0 <2 <2
ouv—¢e<a<wv+te, se? > 2 Entretanto para —1 < v < 0 temos que “=* < —1,
portanto y = 2 — “=* > 3. O mesmo ocorre para a distribuicio P(£) na eq.(3.22) em que as
tentativas de obter o expoente u no intervalo superdifusivo entram em contradicao com as
exigéncias de normalizacao ou de segundo momento finito. Por exemplo, na fungdo gama,
expressao 4 da tabela 1, a restri¢do de varidncia finita a/e > 1 resulta em p =2 —a/e < 1,
implicando que a distribui¢ao de tamanhos de passos P({) na eq.(3.22) estd relacionada

apenas as dindmicas difusivas normais.

O comportamento superdifusivo limitado resultante da lei de poténcia atenuada
P(?), eq.(3.24), pode ser observada a partir dos resultados obtidos via simulagoes numéricas
como exibido na fig.(9) através da utilizagdo do método de Milstein na equagao de Langevin,
eq.(3.1). Neste caso a escolha de alguns dos parametros, v = 2, e = 1, b = 107 foi feita de
tal modo a simplificar o expoente p para p = v, assim o comportamento assintético é dado
por P({) ~ (~"exp(—A7) com 7 = 1, e A = b. Na simula¢@o numérica um caminhante
aleatorio, com tamanhos de passo gerados pela dindmica de Langevin correspondente a
solugdo estaciondria P({), inicia seu trajeto num espago unidimensional a partir da origem,
x = 0, e entao sua posicao xry apos N passos é dada por xy = Z;V:l u;l;, onde a varidvel
u; assume os valores de u; = +1 ou u; = —1 sorteados com igual probabilidade, ou seja
hé isotropia em relagao a dire¢do do movimento. Assim, a fig.(9) apresenta a distancia
quadratica média do caminhante x,,,; em termos do nimero N de passos efetuados. Nas
figuras (9a, 9b) temos respectivamente y = 4 e u = 0 na eq.(3.24), portanto fora do regime

superdifusivo 1 < pu < 3, e para o qual ap6s a média sobre uma quantidade, em cerca de
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10* —

que

10° realizacoes, logo estabelece-se uma difusdao gaussiana com expoente v = 0, 50,

permanece a mesma por todo a extensao dos valores de N.

Figura 9 — Dindmica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria com os

In 2,5

tamanhos de passos advindos da equagao de Langevin que resulta na distribuicao
estacionaria P({) na eq.(3.24), cujo comportamento assintético de ¢ — oo
resulta em P(¢) ~ {~*exp(—M7), com o expoente da lei de poténcia dado por
p=2—9="eX=0b/(ve), os pardmetros utilizados neste exemplo foram v = 1,
a=2,b=10"% =140y =1, tal que p = v e A = b. Os resultados numéricos
foram obtidos via simulagoes da dindmica de Langevin, eq.(3.1), por meio do
método de Milstein. A distancia quadratica média do caminhante x,,,; ~ N" é
mostrada como fung¢ao do niimero de passos N realizados até entao, onde v é
o expoente de difusdo. Para p = v =4 (a) e para g = v = 0 (b) a dindmica
da difusao é normal desde o comego como indicado pela regressao linear de
coeficientes angular 0,50, em oposi¢ao temos o caso u = 2 (c) pertencente
a regiao superdifusiva 1 < p < 3, que apresenta uma regiao superdifusiva
v = 0,65 antes de atingir em definitivo a regiao difusiva v = 0,50 como prevé

o TCL.
(@) p=0 (b) p=4
18 9
Lei de poténcia atenuada Lei Zle poténcia atenuada
M= 0 n=
—— Numérico —— Numérico
151 === Difusivo (v = 0.5) ) 64 === Difusivo (v =10.5)
g
&
=
12 1 31
9 01
0 5 10 0 5 10
In NV In NV
(c) p=2
12 1 lI;e_l (Qie poténcia atenuada ‘//
—— Numérico
=== Difusivo (v = 0.5)

—-= Superdifusivo (v = 0.65)

0 5 10
In N
Fonte : O autor (2020)

Por outro lado, a fig.(9¢) evidencia um comportamento diferente quando p = v = 2.

Neste caso, antes de atingir o regime difusivo normal com v = 0,50 para N > 8 x 103,
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existe um regime superdifusivo com v = 0, 65 no intervalo aproximado de 5,4 x 10 < N <
8,1 x 10%. Ao menos do ponto de vista tedrico seria esperado que o expoente v aumentasse
quando o parametro ~y decrescesse, embora o valor esperado de um regime balistico v = 1,
para um caminhante aleatério conforme a distribuicao de Lévy P(£) ~ 72 com v — 0, e

indice de Lévy a = u — 1 = 1 ndo tenha sido obtido nestas simulacoes.

A solugao assintética esperada In z,,s = f(InN) pode ser estimada sabendo-se
que a distribui¢ao estacionaria P(l) possui média e varidncia finitas. Entao esperamos pelo
teorema central do limite que a funcao f deve ser uma reta na variavel [n/N com inclinacgao
0,50, tal que In x,,s = 0,50lnN + ¢. Agora vamos imaginar o primeiro passo, aquele que
ocorre no tempo t = h, neste instante xz(h) = ¢ — (xz(h)) = (I) = 0, embora a média de
I, (1), seja de fato igual a: (I) = [;° IP(l)dl, devemos atribuir seu valor como sendo zero
devido ao sorteio meio a meio em [ que ocorre em cada passo em (¢t + h) = z(t) £ [. Por
outro lado, z%(h) = 1* = (z%(h)) = (1) = [° 1*P(l)d] é indiferente ao sinal de ¢, e assim
temos T,ms(h) = \/<l2> = \/fooo PPP(l)dl = lypms. Agora vamos voltar a solugao assintdtica

In Tpms = 0,50In N + ¢, e avaliar seu valor em ¢ = h, ou seja N = 1, tendo em vista que o

resultado deve ser In Zp,s(h) = In L., portanto concluimos que ¢ = In l.,s. Assim, a
solugdo assintética resultante é dada por In z,.,s(N) = 0,50inN + In l.,s, que é a forma

exata das expressoes utilizadas nas figuras quando nos referimos ao regime difusivo normal.

Uma mudanga de variavel da forma ¢ — ¢ — {,,;, na eq.(3.1) conduz as mesmas
expressoes ja apresentadas, tal que de P({) — P({ — {,,1,), com a notéria diferenga que a
dindmica agora proibe ¢ < £,,;,, do mesmo modo que antes havia a restricao para ¢ > 0.
Tais distribuigoes sdo relativamente recorrentes no modelo estatistico do movimento dos
animais, pois ¢é razoavel para alguns caso supor que existe um tamanho de passo minimo,
por exemplo, a distribuicdo gama, com um limite inferior nao nulo, é aplicado no modelo
do padrao de movimento de albatrozes [105], e distribui¢bes exponenciais, exponenciais
esticadas, e de leis de poténcia truncadas, com um certo ¢,,;, definido, sao utilizadas no

modelo do deslocamento de abelhas [102].

Por fim, a dltima familia de distribui¢oes que abordaremos ainda com ruido linear
sao aquelas obtidas considerando ¢ positivo e ndao nulo, ¢ > 0, além de v > —1 na defini¢ao

de F(?), eq.(3.21). Neste caso, a solugao estaciondria interpretada por It fornece

P(t) = 1P/ (e) = ¢/1]

ial , (3.25)

onde N ¢é finito e possibilita uma variancia para P(¢) desde que

(1)y >0,b>0,

(i) —1<v <02 <1,
19

a parte dos ja definidos ¢ > 0 e € > 0, os parametros nao referidos nas condi¢oes acima

sao livres e podem assumir qualquer valor finito. Em particular, para v = 1, quando
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F(¢) é uma fungao quadrética, P(¢) tem a forma de uma distribui¢do Gaussiana inversa
generalizada (GIG) [110]. A distribuigdo GIG esticada nao tem sido aplicada no contexto
da dinamica do movimento animal, embora possa ser considerada uma generalizacao da
eq.(3.22), uma vez que recupera as distribui¢oes habituais, expressoes de 1 a 9 na Tabela
1, no limite ¢ — 0%. Uma caracteristica marcante da distribuicio apresentada na eq.(3.25)
é que a atuacio do termo e~¢* conduz & uma probabilidade nula para tamanho de passo
nula, independente do expoente da lei de poténcia, isto é, P(¢ = 0) = 0, o que pode ser de

interesse junto ao caso discutido referente a um tamanho de passo minimo.

A condigao (ii) impossibilita a obtengao do intervalo 1 < < 3 pois =2 — ¢ —
u > 3. Por outro lado, a condigao (i) ndo apresenta qualquer vinculo sobre a, portanto
podemos obter o intervalo superdifusivo para —1 < ¢ <1 como esta retratado na fig.(10).
Nas figuras (10a, 10b) temos respectivamente = 4 e u = 0 na eq.(3.25), portanto fora
do regime superdifusivo 1 < p < 3, e para o qual apés uma média sobre uma quantidade
suficiente de realizacoes logo estabelece-se uma difusao Gaussiana com expoente v = 0, 50,
que permanece a mesma por todo a extensao dos valores de N. Por outro lado, a fig.(10c)
evidencia um comportamento diferente quando p = —2 — ¢ = 2, neste caso antes de atingir
o regime difusivo normal com v = 0, 50 existe um regime superdifusivo com v = 0,65. O
resultado da fig.(10) ¢ semelhante ao da fig.(9) em virtude de ambas as dindmica resultarem

no mesmo comportamento assintético de suas distribuigoes estacionarias P(/).

3.1.2 Ruido n2o linear

Ruidos nao lineares também podem ser considerados na abordagem das dinamica
de Langevin, desde que G(0) = 0. Por exemplo, no contexto do deslocamento um caso
de interesse sao distribui¢des que possuam um tamanho de passo méaximo, £,,;., para tal

vamos escrever a seguinte dindmica (com y > 1/2, z > 0)

O 0 (G — 07 4 (s — OVECD), (3.20)

assim a distribui¢ao obtida segundo a eq.(3.8) resulta em

1

P(l) ~ T,
(€) 02 ({ypge — )T

(3.27)

que visa obter, da melhor maneira possivel, a primeira proposta para a superdifusio
limitada comentada anteriormente, neste caso uma lei de poténcia pura restrita a £,,;, =
0 < < lpse. Naeq.(3.27) devemos ter 0 < z < 1/2,1/2 <y < 1/2(1—a/e), e a < 0, assim
essa distribuicao apresenta uma propriedade singularmente diferente das apresentadas até
entdo, visto que a distribuigao no seu limite maximo, P(¢ — {,,4,), pode nao tender a zero.
Assim sendo, nao temos garantias de esta distribuicao faca jus a dinamica visto que o
fluxo de probabilidade ndo é nulo na borda, e poder ocorrer, por exemplo, que a dinamica

de ¢ seja conduzida ininterruptamente para £ =0 ou £ = {,,4,.
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Figura 10 — Dindmica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria com

os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta na
distribuigao estaciondria P(¢) na eq.(3.25), cujo comportamento assintotico de
¢ — oo resulta em P({) ~ {"*exp(—A7), com o expoente da lei de poténcia
dado por =2 — % e A = b/(ye), os pardmetros utilizados neste exemplo
foramy=1,b=10"% e=1,c=1,tal que p =2 — 2 e A =b. Os resultados
numeéricos foram obtidos via simulagoes da dindmica de Langevin, eq.(3.1),
por meio do método de Milstein. A distancia média quadratica do caminhante
ZTrms ~ NNV é mostrada como func¢ao do nimero de passos N realizados até
entdo, onde v é o expoente de difusdo. Para a = —2 — u = 4 (a) e para
a=2—pu =0 (b)a dindmica da difusdo é normal desde o comego como
indicado pela regressao linear de coeficientes angular 0, 50, em oposi¢ao temos
o caso a = 0 — pu = 2 (c) pertencente a regiao superdifusiva 1 < p < 3, que
apresenta uma regiao superdifusiva v = 0, 65 antes de atingir em definitivo a
regiao difusiva v = 0,50 como prevé o TCL.
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Notamos que a eq.(3.26) nao permite a inclusdo de nenhuma constante aditiva, pois
o vinculo 0 < ¢ < ¢4, requeriria que esta fosse de valor positivo para ¢ = (0 e negativo para
0 = U4, Para tanto, podemos modificar a dindmica e assim propor F'(¢) = a({ys. — ¢) — b,
com b>0e alyg, —b >0, G(l) = [(({mase — £)]*/?, de onde obtemos a distribuicao beta

" ro-e( ) () o

gméx gméx

onde C = I'a + B)/[lmazL(a)T(B)], B = b/(elmsz) > 0, a = (a — b/lmaz)/e > 0, tal que
a distribuigdo P({) para os tamanhos de passos na eq.(3.28) também apresenta valores

apenas entre 0 e £,,5,. Numericamente pode ser necessario excluir as bordas, tal que ¢ # 0
el # las

Podemos agora generalizar o ruido nao linear desta secdo considerando G(¢) = £,

onde 0 > 0. No caso da eq.(3.21) com ¢ — 0T, obtemos a partir da eq.(3.8) que

P(0) =C't"%exp 28(1“_5)520—5) - B _b N (P-4 (3.29)
onde 0 # 1 ey # 2(0 — 1). Para obtermos P({) com variancia finita existem varias
possibilidades que podem ser divididas dependendo do valor de § como é exibido na Tabela
2. Nota-se que o regime superdifusivo pode ser obtido nas condig¢oes 2 e 3 da tabela 2,
onde o exponte y = 20 pertence ao intervalo 1 < p < 3. A eq.(3.29) representa uma forma
para as distribuicoes GIG, mas com ambas dependéncias exponenciais, na forma atenuada
ou esticada, a depender do sinal de 2(1 —9) e 2(1 —J) + 7.

Tabela 2 — Conjunto de pardmetros que tornam a varidncia da distribui¢ao na eq.(3.29)
finita, e evitam singularidades diretamente na propria dinamica. Os parametros
sem vinculo estao livres para serem finitos.

parametro o demais parametros
1.0<d<1/2| -1<vy<0,b,a<0;
v>0,b>0, a.

2.1/2<d<1|-1<vy<—=2(1-46),b<0,a<0.
3.1<d6<3/2|v>-2(1-6),b>0,a>0.

4.0 >3/2 v>-=2(1-0),b>0,a>0;
0<y<-=2(1-9),b,a>0;
-1<y <0, <0, a.

Fonte : O autor (2020)

Como mais um exemplo numérico podemos retormar F'(¢) como apresentada na
eq.(3.23), com v = —1 (com ¢ — 0%) junto & G(¢) = ¢*/? tal que a dindmica é descrita por
dl vl?

e 1/2
= g ), (3.30)
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com solugao estaciondria seguindo a eq.(3.8) dada por

P(l) ~ E’lfg(ﬁ + 60)%61‘]9 l(ag_v)ﬁl : (3.31)

Nas figuras (11a, 11b) temos respectivamente = 4 e = 0 na eq.(3.31), portanto
fora do regime superdifusivo 1 < pu < 3, e para o qual apés uma média sobre uma
quantidade suficiente realizagoes logo estabelece-se uma difusdo Gaussiana com expoente
v = 0,50, que permanece a mesma por todo a extensao dos valores de N. Por outro lado,
a fig.(11c) evidencia um comportamento diferente quando p = —Usﬁ = 2, neste caso antes
de atingir o regime difusivo normal com v = 0, 50 existe um regime superdifusivo com
v =20,65.

3.2 Estatistica de Ruido Heterogéneo

Ao longo de todo o caminho percorrido pelo animal, a suposicao feita na se¢ao
anterior (estatistica de ruido homogéneo) de que a intensidade ¢ é independente do tempo,
é na pratica bastante restritiva para algumas situagoes reais. Como exemplos podemos
citar ambientes cujas propriedades estatisticas modifiquem-se rapidamente, em uma escala
de tempo muito menor que a do tempo de observagao total 7y, ou quando um meio
heterogéneo pode ser repartido, em grandes escalas, em regioes com caracteristicas muito
distintas. Neste caso, o animal probabilisticamente experimenta mudancas significativas
na percepcao das flutuagoes do ruido. De fato, existem indicativos na literatura de que
as componentes deterministicas e estocasticas, que regulam a interacao entre o meio e o
comportamento do individuo, conduzem as distribuigoes de tamanhos de passos a nao serem
precisamente definida por uma tunica distribuicao formuladas a partir da estatistica de
ruido homogéneo [112], possivelmente incluindo, para melhor serem descritas, expressoes
para P({) que envolvam misturas estatisticas. Por isso na sequéncia generalizamos o

pardmetro € para também ser fun¢ao do tempo, € — &(t).

Iniciamos assumindo que a varia¢ao no tempo da magnitude do ruido (), bem como
considerado antes para o tamanho do passo ¢(t), ndo apresente um padrao deterministico,
e também possua uma parcela estocastica. Consideramos entao que a dindmica das
flutuagoes e(t) é caracterizada por uma escala temporal muito menor que o tempo total
do percurso dos N passos 7y, isto é, 7, < 7. < Ty, em outras palavras consideramos que &
permanece aproximadamente constante dentro do intervalo 7., pelo qual é possivel o animal
ter realizado um nimero razoavel de passos, para os quais a distribuicao, diretamente
relacionada ao valor de €, mantém-se basicamente a mesma. No regime estacionario essa
suposi¢ao permite-nos determinar a distribuigdo condicional estacionaria P({|e). Portanto,
para obtermos a distribui¢do de tamanhos de passos P(¢) ao longo de todo o caminho, é

necessario somar cada P(f|e) ponderada pela distribuigao estacionéria f(e) dos valores de
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Figura 11 — Dinamica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria com

os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta na
distribuigao estacionaria P(¢) na eq.(3.31), cujo comportamento assintotico de
¢ — oo resulta em P({) ~ {~Fexp(—A7), com o expoente da lei de poténcia
dado por pp=1+2—% e X = (v—a)/(e), os pardmetros utilizados neste
exemplo foram b = —1,a —v = —10"2 e =1, £y = 1, tal que u = vly/c e
A = a — v. Os resultados numéricos foram obtidos via simulacoes da dinamica
de Langevin, eq.(3.1), por meio do método de Milstein. A distdncia quadratica
média do caminhante x,.,,s ~ N” é mostrada como fun¢do do nimero de passos
N realizados até entdo, onde v é o expoente de difusao. Parav = -4 — u =14
(a) e parav = 0 — p = 0 (b) a dindmica da difusdo é normal desde o
comeco como indicado pela regressao linear de coeficientes angular 0, 50, em
oposigao temos o caso v = —2 — pu = 2 (c) pertencente a regiao superdifusiva
1 < p < 3, que apresenta uma regiao superdifusiva v = 0, 65 antes de atingir
em definitivo a regiao difusiva v = 0,50 como prevé o TCL.

(&) p=0 (b) p=4
18
Lei de poténcia atenuada 91 Lei Zie poténcia atenuada
nw=0 = A
151 —— Numérico Numérico
=== Difusivo (v = 0.5) 6 === Difusivo (v = 0.5)
3 3
£ 12 s
s =
- 94 — 3
6 4
0 4
0 5 10 15 0 5 10 15
In N In N
() p=2
121 Lei de poténcia atenuada R
p=2
—— Numérico
94 === Difusivo (v =0.5)

— -~ Superdifusivo (v = 0.65)

0 5 10 15
In N
Fonte : O autor (2020)

g, conduzindo o calculo para uma superposicao estatistica segundo a integral

P(0) = /0 " P(t]e) f(e)de.

Esta abordagem é conhecida em outros contexto matematicos como superestatistica [22, 23]

(para outras aplicagoes [113, 114]). Notamos que se € apresenta valor inico € = €*, entao
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temos f(g) = (e — ") e assim os resultados prévios com e constante sdo retomados. Logo,
a composigao de duas distribuigoes na eq.(3.30) fornecem uma nova e ampla gama de

distribuigoes para P({) em relagdo a estatistica de ruido homogéneo.

Vamos considerar agora uma dinamica estocastica propria para € no formato similar

ao da variavel £, assim
de = a.edt — be' e dt + g€ dt, (3.33)

igualmente com as mesmas propriedades de ruido branco (£.(t)) = 0 e (&(8)E(t)) =
2k6(t—1'), onde £ > 0 define a varidncia das flutuacoes (¢). Assim, a densidade estacionaria

f(e) pode ser obtida pela mesma abordagem de Fokker-Planck na eq.(3.8), e entdo obtemos

a b.ee
~ew? — . 34
fle) ~e exp ( oy ) (3.34)

Vamos nos ater primeiramente ao caso 7. = 1, quando f(¢) é uma distribuigdo gama da
forma

fle) = Nte“ teap(—we), (3.35)

onde N é uma constante de normalizacao, e os parametro de forma w e de escala w sdo
dados por w = a./k —1 e = (b./k). Destacamos também a importancia que a densidade
f(e) seja normalizavel e tenha segundo momento finito, para tanto consideraremos apenas
b: >0, a./k >1 — w > 0. Para exemplificar a composi¢do proposta pela superestatistica
utilizaremos a distribui¢do condicional P(f|e) como sendo a distribui¢do exponencial
esticada com razao fixa a/e = 1+ (distribuicao de Weibull, expressao 3 na Tabela 1) tal
que

P(lle) = gz—lﬂ exp(=b07/ve). (3.36)
Assim, inserindo as eqs.(3.34, 3.35) na eq.(3.32) obtemos

K,_1(207/?)
fl=v(w+1)/2

P()=N""1 (3.37)

onde a constante de normalizacio N’ é dada por N7 = T'(w)/(2|y[0**), b = \/m e K,
é a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie (onde tomamos K, (z) ~ z~*! para um
valor de = pequeno). As condigoes de varidncia finita e de nao singularidade na equagao
base da dinamica sao: v > 0e w > 0, além de w > 0 e b > 0. Em particular, para v = 2
temos a distribuicao beta (expressao 13 na tabela 1). Na fig.(12) temos v = 1, & = 2,
b = /2 para diferente valores de w avaliados de forma analitica pela proposta na eq.(3.37)
e de forma numérica pelo método de Milstein aplicado ao par de equagdes (3.33, 3.1), a
ultima com G(¢) = ¢, e F'(¢) dado na eq.(3.21) com b =1, a = (1 + 7)e.

Valendo-se do comportamento assintético da fungao Bessel K, (z) ~ e™*/\/x para
valores grandes de x, temos

/2
e bl

P(6) ~ ¢ — o0, (3.38)

-3 w+3)’
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Figura 12 — Solugoes estaciondrias para as distribuigoes (a) P(¢) e (b) f(e) avaliadas de
forma numérica via simulagoes do método de Milstein aplicado ao par de
equacoes (3.33, 3.1), com @ = 2 (b, = 1, K = 1/2), b = /2 para diferente
valores de w, enquanto G(¢) = ¢, e F({) é dado na eq.(3.21) com b = 1,
v=1,a=(14+7)/e. Ao passo que sao avaliadas também pelas propostas nas
eqs.(3.37, 3.35), respectivamente para a distribuicdo P(¢) e f(e).

(a)
1.0
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] Numérico w = 3 ’ ——- Analiticow = 3
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\ Numérico w = 15 = 0.4 ,’ “ === Analiticow =15
\
N -~
W\ I \ 4 \\
N I ‘( \
\ 0241 7\ \
N I\ \
N~ 1 / \ \
< ~——— 7 \ S
0.0 —_— : 0.0 14— ——— ey : - : . .
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Fonte : O autor (2020)

com expoente 1 = 1 — T (w + %) < 1 dado que v > 0 e w > 0, portanto fora do limte
superdifusivo. Entretanto, podemos relaxar o vinculo para a/e e reescrever a/e =1+ r,

com r > 0, tal que

Pl)e) = <b>rm T exp (=0 ye). (3.39)
ve)  T(r/v)
Assim inserindo as egs.(3.39, 3.35) na eq.(3.32) obtemos
P(O) = Mlm, (3.40)
com N, = [[(r/y)(w)]/(2]7[b**/7). Logo o limite assintético é dado por
o260/
P(0) ~ P { — o0, (3.41)

onde o expoente =1 — T(w + % — %) poderd estar no intervalo superdifusivo 1 < p < 3
desde que w+ % — % < 0. Uma vez que w > 0, entdao por algum modo devemos ter % — % <0
— r < /2 como critério necessario, porém nao suficiente. De fato uma anélise detalhada
revela que os requisitos sao os apresentados na Tabela 3, onde a condigao 0 < r < /2

esta implicitamente satisfeita

Na fig.(13a) temos p = 4 na eq.(3.41), portanto fora do regime superdifusivo
1 < p < 3, e para o qual apés uma média sobre uma quantidade suficiente realizagdes logo
estabelece-se uma difusao gaussiana com expoente v = 0,5, que permanece a mesma por

todo a extensao dos valores de N. Por outro lado, a fig.(13b) evidencia um comportamento
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Tabela 3 — Requisitos para regime superdifusivo na distribuicao de bessel apresentada na

eq.(3.41)
(I) (I1) (I11)
v > 8 v >8 0<y<8
O<w<1/2—4/y 1/2—-4/y<w<1/2 0<w<1/2
Ay —w+12<r/y<—-w+1/2 | 0<r/y<—-w+1/2 |0<r/y<—-w+1/2

Fonte : O autor (2020)

diferente quando p =1 — 3 (w + % — %) = 2, neste caso antes de atingir o regime difusivo

normal com v = 0, 50 existe um regime superdifusivo com v = 0, 60.

Figura 13 — Dindmica do movimento de uma particula em uma caminhada aleatéria com
os tamanhos de passos advindos da equacao de Langevin que resulta na
distribuicao estaciondria P(¢) na eq.(3.31), cujo comportamento assintético de
{ — oo resulta em P(£) ~ {~"exp(—A7/?), com o expoente da lei de poténcia
dado por = 1—3(w+ s %) e A = 2b, os parAmetros utilizados neste exemplo

foram w = 1/4, 7 =1/2,0=10"" tal que p = 1= 3(55 — §) e A =2x 1072 Os
resultados numéricos foram obtidos via simula¢ées da dinamica de Langevin,
eq.(3.1), por meio do método de Milstein. A distancia quadratica média do
caminhante z,,,, ~ N" é mostrada como funcao do nimero de passos N
realizados até entdo, onde v é o expoente de difusao. Para v =26 — u =4 (a)
a dindmica da difusao é normal desde o comego, como indicado pela regressao
linear de coeficientes angular 0, 50, em particular nesse exemplo nao foi possivel
obter u = 0, em oposigdo temos o caso v = 10 — u = 2 (b) pertencente
a regiao superdifusiva 1 < pu < 3, que apresenta uma regiao superdifusiva

v = 0,60 antes de atingir em definitivo a regiao difusiva v = 0,50 como prevé

o TCL.
(a) p=4 (b) =2
12 . . . o~
Distribuigao de Bessel Distribuigio de Bessel B
=4 91 =2
94 = Numérico —— Numérico
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Fonte : O autor (2020)

Para o caso 7. = —1 com b. = —|b.| < 0, correspondente a fun¢do gama inversa
f(e) = N7t lexp(—pe~"') onde @ = (|b.|/k), temos utilizando esta f(e) junto a eq.(3.39)
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na integral da eq.(3.32) que
P(O) =7 (b + 1) e, (3.42)

onde C' = I'(—w)/(b&*T(1 — w)), b = b/(@), além de b > 0, w < 0, v > 2/|w| para

varidncia finita. Assim o limite assintotico £ — oo é dado por
P(l) ~ 0@t (3.43)

portanto =1 — yw > 3, e nado pertence ao intervalo superdifusivo.

Uma generalizacao a mais ainda é possivel quando consideramos a possibilidade de
que o meio possa ser visto como composto por um conjunto de sub-regioes com propriedades
estatisticas independentes. Por exemplo, modelos de caminhadas aleatérias intermitentes
ou compostas [115, 116, 117, 118, 119]. Comportamentos com movimentos intermitentes
podem ser relatados com o caminhante que experimenta ao longo do caminho zonas
com dinamicas marcadamente distintas, cada qual descrita pela sua prépria distribuicao
de tamanhos de passos. Outros exemplos podem envolver diferentes ritmos internos e
motivagoes animais conectadas com diferentes objetivos, como movimentos de dispersao,
de caga ou migragao. Em tais situacoes as distribui¢oes podem ser expressas como uma

mistura estatistica de subconjuntos para o tamanho dos passos,

P() =Y piPi(0), (3.44)

onde p; > 0 é o peso estatistico do subconjunto ¢ em um total de N, subconjuntos, tal
que a normalizacio requer 2%, p; = 1. O conjunto de pesos {p;} poderia representar a

probabilidade de cada sub-regiao.

No contexto da dinamica de Langevin, a distin¢do entre a superposicao e a mistura
estatistica deve-se principalmente a consideragao que a primeira consta com uma compo-
nente deterministica sempre igual, nao hé sub-regides independentes, de onde obtemos a
mesma P(¢|e). Além disso, o termo estocastico é aproximadamente modelado por uma
mesma densidade f(g). Por outro lado na mistura estatistica, ambas as componentes
deterministicas e estocasticas podem variar abruptamente entre as especificas sub-regioes
da trajetorias. Assim, cada distribuigdo P;(¢) na eq.(3.44) pode ser uma das diferentes
expressoes relacionadas as estatisticas de ruido homogéneo ou heterogéneo como as que se
encontram na Tabela 1, ou uma combinacao da mesma distribui¢ao, mas com parametros

distintos. Portanto, essa abordagem generaliza as secoes anteriores.

Como um exemplo de interesse, podemos relatar a distribuicao hiper-exponencial

para os tamanhos de passo [25, 102, 104]

NS
P) =Y pie™M, (3.45)
=1
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com diversas taxas de decaimento 1/\; > 0, tais distribuigdes com N, = 3 sdo utilizadas
para explicar o padrdo de movimento de mexilhdes [25], nemétodos [104], e a trajetéria de
abelhas em espagos confinados [102]. Nesta situagao, cada pardmetro A; na eq.(3.45) pode
estar relacionado com a dimensao espacial caracteristica de cada sub-regidao, junto a outras
propriedades geograficas e as atividades de interesse particular. Estratégias difusivas estao
relacionadas com um pequeno niimero de escalas, enquanto modelos superdifusivos com
de lei de poténcia semelhante as distribuig¢oes de Lévy tendem a apresentar um niimero

infinito de escalas [25].
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4 DINAMICA POPULACIONAL

Analisamos um modelo de dindmica populacional que esta sujeito a interferéncia
de flutuagoes estocasticas. Tais flutuacoes sdo caracterizadas como ruidos brancos em
alguns parametros chave, que podem atuar tanto diretamente na dinamica do tamanho
da populacao como na quantidade de recursos disponiveis. Para uma fonte de ruido
abordaremos algumas aproximacoes baseadas na proximidade do equilibrio, e assim
calcularemos alguns resultados analiticos tao logo a intensidade do ruido seja pequena.
Para duas fontes de ruido utilizaremos métodos numéricos para estudar como a correlagao
entre o tamanho da populagao e quantidade de recursos comporta-se a medida que as
intensidades dos ruidos variam. Por fim, faremos uma extensao para um sistema ecolédgico,
em que as interagoes entre as varias espécies e tipos de recursos é considerada no estudo

de taxas de sobrevivéncias.

4.1 Modelo com duas fontes de ruidos

Apresentamos inicialmente um modelo deterministico para a evolugao temporal,
e a consequente configuracao estacionaria possivel, de uma populagao (mesma espécie)
de tamanho n que interage com o meio através da extragao de um unico recurso, fonte
de sua subsisténcia, e que, portanto, determina sua taxa de reproducao. A dindmica
possue uma funcao ¢ caracterizando a taxa de crescimento da espécie, e que depende
da quantidade S de recurso disponivel por meio da taxa de aproveitamento J(S), isto é,
g = g[J(S)]. A forma funcional deve apresentar algumas propriedades que discutiremos
depois. Por outro lado, eventualmente ao morrerem os seres sao removidos a uma taxa
constante v ponderada por n. Enquanto isso, o recurso possue uma fonte permanente de
renovacao, mas que diminui de forma proporcional ao tamanho da populacao e a taxa de
aproveitamento do recurso. Este modelo visa representar estruturas populacionais simples
e homogéneas, sem complexos fatores estruturais internos ou externos, como a populacao
de seres unicelulares vivendo e alimentando-se em um ambiente isolado partilhando um
mesmo recurso limitado [120]. A descri¢ao apresentada pode ser resumida no seguinte

conjunto de equagoes diferenciais ordinarias deterministicas

W= IS
C;f = 0—J(9)n, (4.1)

onde n(t) > 0 e S(t) > 0 correspondem respectivamente ao nimero de individuos e
quantidade de recurso existente no instante ¢, enquanto ¢ é a taxa de entrada do recurso

(fluxo de recursos). E importante notar que estamos definindo uma equacao continua para
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n, e que rigorosamente o valor de n poder assumir apenas valores inteiros, assim devemos
sempre entendé-lo como uma aproximacao para o tamanho exato da populacao. A solugao
de equilibrio é obtida no regime estaciondrio quando n(t) =7 e S(t) = S. Assim, uma vez

cessada a dependéncia temporal temos na eq.(4.1) que %’Z =0e % = 0. Portanto, obtemos

>

g(h) = v,

J(S) = o/n, (4.2)

de onde concluimos que o equilibrio ocorre quando a taxa de crescimento ¢ igual a taxa de
mortalidade, e quando a taxa de utilizacdo do recurso é contrabalanceada pela taxa de
recurso per capita fornecida a populagao. Embora o beneficio do modelo descrito pelas
eq.(4.1) ser simples, este pode ser considerado nao realista, haja vista a auséncia de
aspectos estocasticos na dinamica evolugionaria que estao presentes em qualquer sistema
real, e que sugere um estudo baseado em médias estatisticas das grandezas sujeitas a
flutuagoes [121].

Uma maneira de tornar a descri¢ao da dinamica populacional mais realista ¢ assumir
algum grau de imprevisibilidade em alguns parametros do modelo. Por exemplo, podemos
inserir flutuagoes estocasticas ao substituir a taxa de insercao de recurso e a taxa de

mortalidade por termos que variam no tempo, como

§ — 01+ gs&s(t),
v V(l - gugu(t))' (4?))

Assim a segunda parcela atua como uma corre¢do ao comportamento estatico, correspon-
dendo a situagdo de um ambiente cujo o incremento do recurso é instavel, embora, devido as
propriedades do termo flutante £(t), <d> ainda comporte-se como no caso deterministico.
Do mesmo modo na eq.(4.3) também temos uma segunda fonte de ruido, independente da
primeira, que pode ser adicionada por uma variagao estocastica na taxa de mortalidade,
caracterizando outras flutuacoes consideradas na dinamica do tamanho da populacao, tais
como efeitos de tamanho finito, sistemas comportamentais internos, e outras alteragoes
ambientais nao relacionadas diretamente com a obtencao de recurso. Embora oscilante no
tempo, temos que o valor de v é em média o mesmo valor proposto na eq.(4.1). Os novos
parametros gs e g, correspondem respectivamente a magnitude dos ruidos &5 e &,. Neste
ponto assumiremos que tratam-se de dois ruidos brancos gaussianos descorrelacionados,
e portanto apresentam as mesmas propriedades estocasticas estacionarias apresentadas
na eq.(2.61). Neste capitulo, os valores de 5 e ¢, estao fixados em ¢5 = ¢, = 1/2, assim

temos que a média sobre as realizagoes do processo de Wiener sao dadas por

<&t)> = 0, Vit
< &(tl)fj(tg) > = 51]6(t1 — tg), 1= 67 vV, (44)
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tal que as flutuagoes tanto quanto ao tempo, quanto a natureza de sua origem, sao nao

correlacionadas.

Ao adicionarmos os termos randémicos da eq.(4.3) na eq.(4.1) obtemos o seguinte

conjunto de equagoes diferenciais estocasticas acopladas

B IS g ), (4.50)
B IS+ dusts(t), (4.5b)

De modo genérico podemos rearranjar as egs.(4.5a, 4.5b) na forma de um sistema de

equacoes de Langevin como se segue,

dn = F,(n,S)dt + G,(n)dW(t),
dS = Fs(n,S)dt + Gs(S)dW (1), (4.6)

onde dW = £(t)dt denota o processo de Wiener, ao passo que F' e G correspondem a

Fu(n,S) = g[J(S)n —vn,
Fs(n,S) = 5—J(S)TL,
G.(n) = wvng,,
Gs(S) = dgs, (4.7)

onde F,(n,S) e G,(n,S) representam as contribui¢oes deterministicas ao tamanho da
populacao e a quantidade de recurso respectivamente, enquanto a contribuicao estocastica
¢ modelada pelas respectivas fungoes G, (n) e Gg(S). Neste modelo, a taxa de entrada de
recurso ¢ é modificada por um ruido aditivo, ou seja, independente de S. Por outro lado,
a taxa de mortalidade v é modificada por um ruido multiplicativo, ou seja, dependente de
n. Assim, para n as variagoes, em valores absolutos, tendem a serem maiores quando o
tamanho da populagdao é maior, do contrario, fosse um ruido aditivo esta alteracao seria
indiferente ao valor de n. Além disso, por tratar-se de uma dinamica de tempo continuo,
tal escolha previne a existéncia de valores negativos para n. Embora nao seja possivel
afirmar categoricamente que o conjunto de equagdes em (4.6, 4.7) impega S < 0, temos
que num regime ¢ > dgs, ou seja gs < 1, dificilmente ocorrerdao valores negativos para a
quantidade de recurso. Ainda temos a possibilidade de interpretar S negativo como um
periodo de estiagem que, como indica a estrutura das equagoes nao favorece o crescimento

da populagao, naturalmente desde que isso nao cause divergéncias numéricas.

411 Ocasogs=0

Vamos considerar a existéncia de um unico ruido atuando diretamente na dinamica
do tamanho da populagao n. Assim g, # 0 e gs = 0 em (4.5a, 4.5b). Para estudarmos a

evolucao do tamanho da populacao proximo ao regime estacionario, consideramos que este
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ja tenha sido aproximadamente atingido na dindmica do recurso, assim % ~ 0 em (4.5b)

com gs = 0. Sob esta suposicao obtemos

J(S) =2, (4.8)

)
n
assim substituindo a eq.(4.8) em (4.7) temos que F,(n) ~ g(d/n) — vn. Logo, préximo ao
equilibrio podemos descrever o sistema por apenas uma equagao diferencial estocdstica na

variavel n, tal que a partir de (4.6) temos
dn = F,(n)dt + G,,(n)dW (t). (4.9)

Para a interpretagao de Itd, eq.(2.99), a evolugdo temporal da funcdo densidade de
probabilidade do tamanho da populagao P(n,t) é descrita pela equagao de Fokker-Planck

associada a equagao de Langevin em (4.9), e dada por (com ¢, = 1/2):

or_ o
ot On

(4.10)

10G2P
2 On |’

O limite estacionario é requerido no equilibrio, quando de fato a proposta para J(S) na
eq.(4.8) torna-se exata. Como vimos na eq.(3.8) a distribuigdo estaciondria pode ser obtida
analiticamente em termos das fungoes F,, e G, na prescri¢ao de Ité (com ¢, = 1/2)

P(n) ~ G%l(n) exp [2 /n g;;((zl/)) dn’] : (4.11)

Estamos abordando o problema da perspectiva dos recursos, logo devemos especificar
com mais detalhes a taxa de crescimento g[J(S)] determinada pela taxa de obtencao do
recurso J(S). Em termos biolégicos, dada as caracteristicas metabdlicas dos individuos e a
disponibilidade do recurso, ambas estao relacionadas ao processo de conversao de alimento

em energia. Assim, vamos considerar que estas taxas sdo expressas por

1(S) = s,imfs (4.12a)
gI(S) = k(1—e IO, (4.12b)

A forma da taxa de aproveitamento do recurso é similar a considerada na dindmica
de Michaelis-Menten [122]. Notamos que J(S) comporta-se de maneira linear em S quando
a quantidade recurso disponivel é pouca, e satura no valor S = 5,4, quando atinge-se o
limite de muitos recursos (S — 00). Por outro lado, a taxa de crescimento g[.J(S)] depende
da taxa de entrada do recurso e da eficiéncia do processo de conversao do recurso em energia,
considerada como uma medida direta da taxa de crescimento, que esta incorporada na
eq.(4.12b) através do pardmetro a [123]. Nesse cendrio, o limite de saturagao g[J(S)] — k
é atingindo quando S = S, > 1/a, e a taxa de crescimento torna-se constante. Nota-se,

entretanto, que neste limite nao seria possivel obter uma distribui¢gdo normalizével P(n)
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em (4.11), pois assim teriamos recursos infinitos e a populagdo cresceria de maneira
descontrolada. De outro modo, para S < 1/a temos entao g[J(S5)] ~ kjaSméxmi_i_s, assim
relacionado as equagoes de Michaelis-Menten ou a equagao de Monod [124].

Uma vez obtida a taxa de crescimento préximo ao equilibrio, g[J(S)] = ¢g(d/n),
vide eq.(4.8), podemos utilizar a eq.(4.12b) para reescrever a equagao Langevin, eq.(4.9),

com G,(n) =wvng, e dW(t) =&, (t)dt, assim temos

dn

e k(1 — e®/™n — vn 4 vng &, (t). (4.13)

Podemos utilizar as eqs.(4.9, 4.11) com F,(n) = k(1 — ¢®/™)n — vn para determinar de

maneira exata a distribuicao estacionaria do tamanho da populagao, logo temos

P(n) = A_an[(k_V)/(gVV)2_1]6:L=p —

2k

'0,ad/n)|, (4.14)
(gvv)?
onde A é uma constante de normalizacao finita para k > v[1 + g%v/2], baseada no fato
de que I'(0,¢/z) — 0 anula-se exponencialmente para z — 0 e que I'(0,¢/z) ~ Inz
para z — oco. Além disso, se desejarmos que o segundo momento seja finito é preciso
glv < 2. A expressdo I'(s,z) = [t 'e™" denota a fungdao gama incompleta. O maximo
da distribui¢ao (4.14) n*, dP/dn|,. = 0, ocorre em

—ad

n* = =71+ 2 (4.15)

No equilibrio, o tamanho da populagao na auséncia do ruido, e naturalmente

dn —ad

dt In(l1-v/k)"

Um comparativo entre esta tltima equagao e a eq.(4.15) revela que a presenga do ruido

seu valor maximo estavel é

» = 0 na eq.(4.13) com g, = 0, ou seja, n* =

multiplicativo em n resulta, na perspectiva do valor maximo de n, em um aumento efetivo
da taxa de mortalidade para v.;; = v(1+ g2) > v em relagao ao caso deterministico, como
consequéncia temos que n* é menor na presenca do ruido. Na dindmica deterministica a
condigao suficiente para a obtengao de uma solucao diferente da trivial (n =0) é k > v.

—aJ

Dado que 1 — e < 1, um equilibrio entre os dois termos da eq.(4.13) é possivel, de onde

obtemos n > 0.

Por outro lado, na dindmica estocastica, a parte da condi¢ao de normalizacgao,
temos que em relacao a n o fator exponencial na eq.(4.14) é monotonicamente decrescente.
Portanto, para obtermos uma distribuicao com n* > 0 o expoente da lei de poténcia na
eq.(4.14) deve ser positivo, assim k > v(1+ g2v) (que situa-se dentro da regido normalizéivel
k> v(1+ g’v/2)), de onde observamos, quando comparado ao caso sem ruido, o mesmo
aumento efetivo para a taxa de mortalidade, isto é, por um fator de 1+ g2. Do contréario, se
o expoente da lei de poténcia fosse negativo, o maximo estaria localizado na origem, mas
ainda poderia ser uma distribui¢io normalizada desde que v[1 + ¢?v/2] < k < v[1 + ¢2v].

Neste intervalo, embora tenhamos n* = 0 com P(n*) — oo, temos um valor médio
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para o tamanho da populacao < n > que ¢é finito e em geral diferente do valor no caso
deterministico, mas novamente demonstra-se um incremento na taxa de mortalidade, desta

vez por um fator de 1 + g2/2.

Figura 14 — Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para a
evolugao temporal do tamanho da populagdo n(t) com ruido incluso apenas
na taxa de mortalidade, g, # 0 e g5 = 0, para a qual temos a dinamica
de Langevin descrita na eq.(4.13). Cada curva representa uma realizacdo
independente da dindmica populacional. A linha horizontal tracejada indica o
valor analitico de n*, eq.(4.15), no qual a distribui¢ao de equilibrio P(n) dada
na eq.(4.14) atinge seu maximo (valor mais provavel no equilibrio). Podemos
notar que n(t) oscila em torno do valor predito analiticamente n*. A condigao
inicial utilizada nestas simulages é n(0) = 75, e para os demais pardmetro
temos ¢, = 0.5, » = 0.05, 6 = 100, a = 0.25, k = 0.1, e h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

A fig.(14) apresenta exemplos de algumas realizacoes n(t) da dindmica descrita
na eq.(4.13) utilizando o método de Milstein. Em todas as realizacoes, ap6s um periodo
transiente inicial, o tamanho da populacao tende a flutuar em torno do valor previsto
no caso deterministico (g, = 0), que também deve ser a vizinhaga do valor médio. O
ensemble de valores {n(t)} apos o transiente caracteriza a distribui¢do estacionaria obtida
de maneira exata na eq.(4.14), cujo valor méaximo ¢é fornecido na eq.(4.15) (linha horizontal
tracejada). H4 uma boa concordancia entre a distribuicdo P(n) apresentada na eq.(4.14),
e exibida na fig.(15) em relagdo a solugdo numérica via método de Milstein aplicado ao
par de equagoes em (4.5a, 4.5b), com gs = 0, e utilizando as expressoes (4.12a, 4.12b),

portanto sem recorrer a consideragao da proximidade do equilibrio para J(S) na eq.(4.8).

Na fig.(15) podemos notar que a distribuigdo é ligeiramente assimétrica em relacao

ao seu valor maximo, apresentando uma densidade de probabilidades um pouco maior para



Capitulo 4. Dindmica Populacional 99

Figura 15 — Distribuicao de probabilidades no equilibrio para o tamanho da populacao
com ruido incluso apenas na taxa de mortalidade, g, # 0 e g5 = 0. H4 uma
boa concordancia entre as duas curvas. A vermelha é tracada pela solucao
estaciondria analitica na eq.(4.14), em que utilizamos a aproximacao (4.8)
referente a presumida vizinhaga do equilibrio. Enquanto isso, a azul é obtida
pelo método de Milstein aplicado ao par de equagdes em (4.5a, 4.5b), e
utilizando as expressoes (4.12a, 4.12b), portanto sem o uso da aproximacao do
equilibrio. A linha vertical tracejada indica o valor de equilibrio da populacao
na auséncia de ruido, que é maior que o valor definido em (4.15). A condicao
inicial utilizada nestas simulagoes é n(0) = 75 e S(0) = 2, e para os demais
parametro temos g, = 0.5, v = 0.05, 6 = 100, S5, =5, a=0.25, k=0.1, e
h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

n > n*. Esta é uma consequéncia da nao linearidade do sistema de equacoes e do ruido
que aparece na taxa de mortalidade ser multiplicativo, do contrario, a solugao seria uma
distribuicdo Normal bivariada. A linha tracejada vertical destaca o maximo do tamanho
da populacao no equilibrio do cenério deterministico, que nao coincide com o maximo da
distribuicao estaciondria, e que localiza-se deslocada a direita, haja vista que houve um
incremento na taxa efetiva de mortalidade ao incluirmos uma flutuacao diretamente na

dindmica do tamanho da populacao.

A fig.(16) apresenta os resultados obtidos de forma numérica ao aplicarmos o método
de Milstein as egs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes (4.12a, 4.12b), ao que comparamos com
o resultado analitico obtido ap6s a aproximagao em (4.8). Nota-se que o resultado comega

a diferenciar-se do esperado para valores grandes de g, .



Capitulo 4. Dindmica Populacional 100

Figura 16 — Comparativo entre o valor maximo da populacao n* calculado numericamente
(curva azul) através das eqs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes (4.12a, 4.12b), e
o valor de n* obtido pela eq.(4.15) quando a aproximacao em (4.8) é utilizada
(curva tracejada vermelha). Nota-se que a aproximagao é valida para pequenos
valores de g,. A condigdo inicial utilizada nestas simulagoes é n(0) = 75 e
S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos v = 0.05, § = 100, S,,5, = 5,
a=0.25 k=0.1, e h =0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre
100 realizacoes.
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Fonte : O autor (2020)

412 Ocasog, =0

Analisamos agora a situacdo em que o ruido estd presente apenas na taxa de
entrada de recurso ¢. Assim, temos gs # 0 e g, = 0 dando origem a um ruido aditivo, isto
é, independente de S na dindmica que descreve a quantidade de recurso. Como mostra as

egs.(4.5b, 4.12a), podemos escrever

ds SmazS
— = 0 t). 4.16
dt S+ 57 T 095(0) (4.16)
Em seguida determinamos analiticamente a distribuigdo de equilibrio P, (5), re-
ferente a um tamanho n fixo para a populacao, através da formulagao de It6 dada na
eq.(4.11) com F(S) e G(S) dados na eq.(4.16), assim
2 2 2
Po(S) = B7HS 4 Sppgg ) mas™ 959 gy —m(nsmém —9)S|, (4.17)
9s
onde B é uma constante de normalizacao finita para n > §/S,,s,. Portanto, no equilibrio

existe um valor minimo para o tamanho da populacao, correspondente a razao entre a taxa
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de entrada de recurso 0 e taxa assintOtica maxima referente ao crescimento do tamanho da
populacao, Sy,4.. Desse modo, ao longo da dindmica antes do equilibrio ser atingido, valores
de n abaixo disso indicam que o recurso tende a acumular-se, propiciando o crescimento
da populagao em dire¢do a um certo valor dentro do limite minimo estabelecido, tal que
assim haja um balanco com a nova quantidade de recurso disponivel. Por outro lado,
em contornos gerais, quando o tamanho da populagao cresce muito, a disponibilidade do

recurso tende a rarear fazendo o valor de n diminuir.

Figura 17 — Resultados numéricos computados por meio do método de Milstein para
a evolugdo temporal da quantidade de recurso disponivel S(¢) com ruido
incluso apenas na taxa de entrada de recurso, g, = 0 e gs # 0, para a qual
temos a dinamica de Langevin descrita na eq.(4.16). Cada curva representa
uma realizacao independente da dinamica populacional. A linha horizontal
tracejada indica o valor analitico de S*, eq.(4.18), no qual a distribuigao de
equilibrio P, (S) dada na eq.(4.17) atinge seu méximo (valor mais provével
no equilibrio). Podemos notar que S(t) oscila em torno do valor predito
analiticamente S*. A condigao inicial utilizada nestas simulagoes é S(0) = 2,
e para os demais parametro temos gs = 0.05, v = 0.05, 6 = 100, a = 0.25,
k=0.1,e h =0.001. O tamanho da populagao esta fixado no valor do modelo
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Fonte : O autor (2020)

Entretanto, notamos que a presenca do ruido aditivo, na taxa de entrada do
recurso, nao modifica a posi¢cao do maximo da distribui¢ao quando comparada ao caso

deterministico. De fato o maximo ocorre em

0Sma4
fo AT 4.1
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que nao depende da intensidade do ruido gs. Portanto é diferente do caso precedente com
ruido multiplicativo em v, cujo valor maximo da distribuicao estacionaria, localizado em

n*, é dependente do valor da magnitude do ruido g, como podemos ver na eq.(4.15).

A fig.(17) apresenta exemplos de algumas realizagoes S(t) da dindmica descrita na
eq.(4.16) utilizando o método de Milstein. O valor de n é atribuido como sendo o valor
de equilibrio do caso deterministico. Em todas as realizacoes rapidamente a quantidade
do recurso tende a flutuar em torno do valor previsto no caso deterministico (gs = 0),
que também deve estar préximo do valor médio. O ensemble de valores {S(t)} apds um
transiente caracteriza a distribuicao estacionéria obtida de maneira exata na eq.(4.17),
cujo valor maximo é fornecido na eq.(4.18). H4 uma boa concordancia entre a distribuigao
P,(S) apresentada na eq.(4.17), e exibida na fig.(18), em relagdo a solugdo numérica via
método de Milstein aplicado ao par de equagoes em (4.5a, 4.5b) utilizando as expressoes
(4.12a, 4.12b) com g, = 0.

Figura 18 — Funcao densidade de probabilidades no equilibrio para a quantidade do recurso
com ruido incluso apenas na taxa de entrada de recurso, g, = 0 e g5 # 0.
H& uma boa concordancia entre as duas curvas. A curva vermelha ¢é tracada
pela solugao estaciondria analitica na eq.(4.17), enquanto a azul é obtida pelo
método de Milstein aplicado ao par de equagoes em (4.5a, 4.5b) e utilizando
as expressoes (4.12a, 4.12b). A linha vertical tracejada indica o valor de
equilibrio da quantidade do recurso para o modelo na auséncia de ruido,
ambos os maximos coincidem no valor definido em (4.18). A condigao inicial
utilizada nestas simulagoes é S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos
gs = 0.05, v = 0.05, 6 = 100, S,5. = 5, a = 0.25, k =0.1, e h = 0.001. O

tamanho da populagao ¢ fixado no seu valor de equilibrio para o modelo na
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Fonte : O autor (2020)
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Embora nao seja possivel obter um valor para n nas proximidades do equilibrio

conforme fizemos para J(S) na eq.(4.8), é viavel supor que seu valor passe a maior parte
.. J % . —ad

do tempo na vizinhaga de seu valor maximo n},.. = T /) De fato, podemos notar

na fig.(20a) (aonde temos g, = 0) que, apdés um curto periodo transiente, a integracao

numérica conduz a valores de n(t) aproximadamente constantes, coincidindo com a solugao

de equilibrio do caso deterministico.

A fig.(19) apresenta os resultados obtidos de forma numérica ao aplicarmos o método
de Milstein as egs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes (4.12a, 4.12b), ao que comparamos com
o resultado analitico obtido ap6s a aproximagao em (4.18) quando, além disso, supomos
que o valor de n é fixo e dado pelo valor de equilibrio na auséncia de ruidos. Nota-se que o

resultado comeca a diferenciar-se do esperado para valores grandes de gs.

Figura 19 — Comparativo entre o valor maximo da populacao S* calculado numericamente
(curva azul) através das egs.(4.5a, 4.5b) junto as expressoes (4.12a, 4.12b),
e o valor de S* obtido pela eq.(4.18), para o caso do tamanho da populacao
estar fixado no seu valor de equilibrio do modelo na auséncia do ruido n},.. =
ﬁ (curva tracejada vermelha). Nota-se que a aproximagao é valida
para pequenos valores de gs. A condigao inicial utilizada nestas simulagoes
¢ S(0) = 2, e para os demais pardmetro temos v = 0.05, § = 100, Sz, = 5,
a=0.25, k=0.1,e h =0.001. A curva numérica é ainda uma média sobre
100 realizacoes.
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Fonte : O autor (2020)
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O caso mais geral do modelo de Langevin apresentado nas eqs.(4.5a, 4.5b, 4.12a,

4.12b) ocorre quando os ruidos estdo presente em ambas as taxa de mortalidade e de
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entrada de recurso, isto é, gs # 0 e g, # 0. Neste caso, a nao linearidade dos termos

da dindmica resulta em uma equacao diferencial parcial (equagdo de Fokker-Planck)

para a distribui¢ao estacionaria conjunta P(n,S) de dificil solugdo analitica. Portanto,

analisaremos a evolugao do sistema a partir de solugdbes numéricas advindas da aplicacao

do método de Milstein ao conjunto de equagoes de Langevin do modelo.

Figura 20 — Solugoes numéricas para a evolucao do tamanho da populagao n(t) (a esquerda)

(a)

701 |
60{ |
< 504
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301

(b)

e da quantidade de recurso disponivel S(t) (a direita) nos casos em que o
ruido é inserido (a) somente na taxa de entrada de recurso, g, = 0, com
gs = 0.05, (b) somente na taxa de mortalidade, g, = 0.50, com gs = 0, e (c)
em ambas as taxas g, = 0.5 e gs = 0.05. Cada linha ilustra uma realizacao
numérica independente para a dinamica populacionais obtida via metdédo de
Milstein aplicada ao sistema de Langevin conduzido pelas eqs.(4.5a, 4.5b,
4.12a, 4.12b). A linha horizontal representa o valor de equilibrio na auséncia de
ruidos. Em todos os casos, ap6s decorrido um tempo transiente, os resultados

obtidos oscilam em torno do valores preditos analiticamente n}, .. = ﬁ
e S* =

. A condigao inicial utilizada nestas simulagoes é n(0) = 75,
S(0) =2, e para os demais parametro temos v = 0.05, § = 100, S,4. = 5,
a=025k=01,eh=0.00l.

maz

15
w“ " 10+ ‘\ L‘ M} H ‘\‘” L 'H’ ~ ij ‘,
\ Al ‘\ \ AT
\ 55"_Mh I H *‘ ‘H !*'{ 1%“‘#‘“ W \f Mﬂ i “7”' Mf’
0 200 400 600 800 1000 75 200 400 600 800 1000
t t
15

0 200 400 600 800 200 400 600 800 1000
t t
15
W Ll 'L e N\'* ”«‘ |
ﬂ M i J\
“Y 1_ LIH-.‘ "L"J'Ll‘;\ ‘Hj'ﬂ ~"T'1LT L ]b » '1']' H‘*-—-.
200 400 600 800 1000
t

Fonte : O autor (2020)



Capitulo 4. Dindmica Populacional 105

A fig.(20) compara as evolugoes temporais do tamanho da populacao n(t) e da
quantidade de recurso S(t) de algumas realizagdes do método de Milstein. Para (a) quando
o ruido estd presente apenas na taxa de entrada de recurso ¢, g, = 0, (b) quando o ruido
estd presente apenas na taxa de mortalidade v, gs = 0, e (¢) quando ambos os ruidos estao
presentes, g, # 0 e g5 # 0. Podemos notar comparando as imagens a esquerda na fig.(20)
que a dinamica do tamanho da populagao gera flutuagoes relevantes em n apenas quando
g, # 0, isto é, quando ha o ruido proporcional a n atuando diretamente na sua propria
equacao. Quando nao, e apenas ha o ruido aditivo atuando diretamente na equacao de 5,
o tamanho da populagdo tende a tornar-se rapidamente constante, e igual ao seu valor no

equilibrio do caso deterministico.

As imagens a direita na fig.(20) mostram a influéncia de cada tipo de ruido na
quantidade do recurso. Agora, o fator predominante é a presenca do ruido aditivo na taxa
de entrada do recurso, que atuando essencialmente na sua dinamica, faz as flutuagdes em
S serem mais recorrentes nas figs.(20a, 20c) quando gs # 0, e de maneira mais amena na
fig.(20b) quando gs = 0 e apenas o ruido multiplicativo em v é considerado. Em resumo,
observamos a partir da fig.(20) que o efeito combinado do aumento da magnitude dos ruidos
multiplicativo e aditivo, respectivamente n&,(t) e &(t), causam uma variacao significativa
no tamanho da populagao e torna a quantidade de recurso ainda mais inconstante ao longo

do tempo.

A fig.(21) apresenta alguns mapas de calor para a distribuigao de equilibrio conjunta
P(n, S) para diferentes valores das intensidades g, e gs do ruidos que atuam na taxa de
mortalidade e na taxa de entrada do recurso. A solucao de equilibrio do modelo na auséncia
de ambos os ruidos n,.. e S* esta indicada pela intersecgao das linhas tracejadas vertical
e horizontal. Para g; = 0, fig.(21a), a area no espago de fase (n,S) com P(n,S) # 0 é
bastante restrita, ou seja, para um dado valor possivel do tamanho n da populagao, uma
pequena extensao de valores de S sdo permitidos, e assim uma pequena regiao do espaco
de fase é visitado embora que uma variacao de n esteja com maior probabilidade sujeita a
uma mudanga em S. Por outro lado, entre as figs.(21a-21d), quando h& um aumento da
magnitude do ruido na taxa de entrada de recurso (enquanto a magnitude do ruido na
taxa de mortalidade é fixa), a distribuicdo P(n,S) torna-se mais espalhada e ocupa um

dominio maior no espaco de fase (n, 5).

Na fig.(21e) vemos que na auséncia do ruido na taxa de mortalidade a area ocupada
é ainda mais reduzida, como indicado na fig.(20a) o valor de n pouco flutua em torno do
seu valor de equilibrio. Por outro lado, nas figs.(21e-21h) notamos que o gradual aumento
do termo g, (enquanto gs é constante) favorece a ocorréncia de valores de n diferentes
de n},.., a0 passo que a extensdo de valores de S também aumenta. De um modo, geral
a fig.(4.6) ilustra que existe uma correlagdo negativa entre o tamanho da populacao n e

quantidade de recurso S, no sentido que geralmente um aumento na populagao é seguido
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Figura 21 — Mapa de calor para a distribui¢ao de equilibrio conjunta P(n,.S) do tamanho

da populagao n e da quantidade do recurso S para diferentes intensidades dos
ruidos. De (a) a (d) a magnitude do ruido na taxa de mortalidade é mantida
fixa em g, = 0.5, enquanto a magnitude do ruido na taxa de entrada do
recurso aumenta tal que em (a) g5 = 0, (b) g5 = 0.025, (¢) gs = 0.05, (d)
gs = 0.1. Por outro lado, de (e) a (h) magnitude do ruido na taxa de entrada
do recurso ¢ matida fixa em gs; = 0.025 enquanto a magnitude do ruido na
taxa de mortalidade aumenta tal que em (e) g, = 0, (f) g, = 0.1, (g) g, = 0.2,
(h) g, = 0.5. O encontro da linha vertical e da horizontal marca a solugao
de equilibrio do modelo deterministico. A condic¢ao inicial utilizada nestas
simulagoes é n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais parametro temos v = 0.05,
0 =100, Spse =5, a=0.25, k=0.1, ¢ h = 0.001.
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Figura 22 — Mapa de calor da correlacao, calculada a partir do coeficiente de correlacao
de Pearson, entre o tamanho da populagao n e a quantidade do recurso S
no equilibrio como funcao das intensidades do ruido na taxa de mortalidade
g,, € da taxa de entrada do recurso, gs. Por toda a extensao dos parametros
analisados a correlacao entre as grandezas é negativa. Notamos que a correlagao
tende a aumentar quando g, aumenta, ao passo que tende a diminuir quando
gs aumenta. Assim, pequenas flutuagoes no recurso gs ~ 0 resultam numa
correlacao quase perfeita entre n e S, enquanto para g, ~ 0 as grandezas sao
praticamente independentes. A condigao inicial utilizada nestas simulagoes é
n(0) = 75, S(0) = 2, e para os demais parametro temos v = 0.05, 6 = 100,
Sméz =9, a=0.25, k =0.1, e h = 0.001.
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Fonte : O autor (2020)

de uma diminui¢ao do recurso, e que uma sobra de recurso costuma indica baixa populagao.

Estudamos de maneira quantitativa o efeito da variacao da magnitude dos ruidos
gs € g, na correlacao entre o tamanho da populacao n e a quantidade do recurso S. Para

tanto, calculamos o coeficiente de correlagao de Pearson definido como

<n,S >
p=200 7 (4.19)
onos

onde < n, S > denota a covariancia entre n e .S,
<n,S >= /(n— <n>)(S—<S>)P(n,S), (4.20)
enquanto o, e gg denotam, respectivamente, o desvio padrao das variaveis n e S.

o, =<n,n>= [(n— <n>)?P,(n),

2
or =< 5,8 >= [(S— < S >)?Ps(S), (4.21)
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aqui P,(n) e Ps(S) denotam as distribui¢oes marginais P, (n) = [dnP(n,S) e Ps(S) =
JdSP(n,S). Na fig.(22) apresentamos o mapa de calor da correlagao entre o tamanho da
populacao n e a quantidade do recurso S no equilibrio, calculado a partir do coeficiente
de correlacao de Pearson, para diferentes valores da magnitude do ruido na taxa de
mortalidade g,, e da taxa de entrada do recurso gs. Nota-se que a correlagao é sempre
negativa. Além disso, notamos que o aumento de g, ou gs resulta em efeitos opostos,
tal que uma maior intensidade das flutuagoes na taxa de entrada de recurso gs reduz a
correlacao (p = 0 resulta em uma independéncia linear), enquanto uma maior intensidade
na flutuagdo na taxa de mortalidade aumenta a correlacdo (p = —1 resulta em uma

dependéncia linear perfeita).

4.2 Dinamica Ecolégica

Podemos generalizar o modelo para a perspectiva de uma dinamica ecolégica. Para
tanto teremos agora um nimero qualquer de espécies n, e uma variedade total de recursos

n,. Assim sendo, a dindmica é regida pelo seguinte conjunto de n, +n, equagoes diferenciais

estocasticas
dn; o :
a Zlgz'j[Jz‘j(Sj)]”i —vni +vnig&(t),  1=1,2,.,ns (4.22a)
o
dS; e ,
—dt] = (Sj — Z J”(Sy)nz + (5j95£57j(t), 1= 17 27 ceey Ny (422b)
j=1

onde J;;(5;) e gi; sdo também generalizados para

Sméz g S
MAT,ij j

il Jig(S))) = ki (1= emolu()), (4.23b)

cada qual associada com suas proprias fontes de ruidos branco (independentes um dos

outros)

< gl,m(t)gl’,m’(t/) >= 5l,l’5m,m’6(t_t/)a l, I'= v, ) m, m = 1,2,...,n,,1,2,...,n,. (424)

A generalizagdo apresentada nas equacoes acima permite acrescentar a ideia de
que, em principio, cada espécie i é caracterizada pelo seus préprios parametros. Assim,
hé diferentes taxas de mortalidade v; — v;[1 — ¢,&,;(t)], bem como diferentes taxas
crescimento, aquisi¢ao e de aproveitamento dos recursos medidas em k;;, J;;(5;) e a;;, que
assim também tornam-se relativas a cada recurso j. Além disso, cada recurso possue uma

taxa propria de renovagao 0; — 0,[1 + gs&s;(t)].

Nesta nova perspectiva analisaremos a influéncia de um parametro especifico, a

saber, Spazi; que governa a taxa de aquisigdo de recursos J;;(S;). Neste sentido, para
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evitar uma andlise de alta dimensionalidade temos v; = v, k;; = k, a;; = a Vi, j, e 6; =9
V3. Assumiremos dois valores para Sps..j, L ¢ H, tal que L < H. Para a maioria dos
pares espécie-recurso a taxa de aquisicao tera o valor minimo L, porém alguns terao o
valor maximo H, de modo que as espécies tem preferéncia por algum tipo de recurso. No
limite L. — H todas as espécies sao seletivamente equivalente e a dinamica é regida por

uma evolugao neutra.

A seguir, na forma matricial, apresentamos Sy,44,;; para o exemplo em que existem

6 espécies e 3 recursos

(4.25)

szix,ij =

SRR
N~ TN D
NuBIIRI NI« (o

Assim cada linha denota uma espécie enquanto as colunas representam um tipo de recurso,
nesta notacao o elemento da matriz Sy, ; ¢ referente a taxa de aquisicao de recurso da
espécie ¢ em relacao ao recurso j. Para evitar a situacdo mencionada anteriormente de
seletivamente equivalente (por exemplo, as espécies 1 e 4 atuarem de maneira idéntica
nos recurso 1), iremos multiplicar cada termo S,,4,,; por um fator aleatério da forma
1+ 6;;, onde A;; é advindo de uma distribuigdo Normal N (0;0,1). Desse modo evitamos
que varias espécies tenha os mesmos parametros e que sejam essencialmente as mesmas.
Embora pequena, havendo de inicio uma variacao, garantimos que as espécies sao de fato

distinguiveis.

Consideramos o exemplo em que hé inicialmente ngy = 6 espécies disputando por
n, = 3 recursos. Em seguida obtemos numericamente, via método de Milstein, o lado
esquerdo da fig.(23) como uma realizagdo possivel. Nessa figura temos a frequéncia relativa
das espécies ao longo do tempo. Neste cdlculo, devido ao niimero maior de equagoes e
a imprevisibilidade da ocorréncia de valores negativos para a quantidade dos recursos,

S; < 0 foi redefinido para S; = 0 sempre que necessario.

Nota-se que a condicao inicial (todas as espécies iniciam com a mesma quantidade
de individuos) mantém-se praticamente a mesma durante algum tempo, mas em algum
momento devido a concorréncia por recursos algumas extinguem-se. Destacamos que esse é
apenas um resultado possivel e que a configuracao final pode variar bastante, tanto quanto
em relacao a quais sao as espécies sobreviventes, como quanto a quantidade final, um valor
final maior ou menor pode eventualmente ocorrer, dependendo também do tempo total
de analise. No modelo, a variavel n; é continua, entao a regra para definir a extincao é
imprecisa, o critério utilizado nesta secdo é que se o tamanho da populagao for menor do

que um dado limite esta é considerada como extinta, embora o seu valor nao seja a partir
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Figura 23 — A esquerda a frequéncia relativa das espécies ao longo do tempo para 6 espécies
competindo por 3 diferentes recursos. Cada cor representa a frequéncia relativa
de uma espécie. A direita o niimero de espécies remanescentes ao longo do
tempo para a mesma situacao. Nesta a cor indica o limiar considerado para
a extingao da espécie, azul para t;;,, = 0.01, laranja para t;,,, = 0.1, e verde
para t;,, = 0.5. Os eixos estao exibidos em escala logaritmica. A condicao
inicial utilizada nestas simulagoes é n;(0) = 75, S;(0) = 2, e para os demais
parametro temos v; = 0.05, g, = 0.5, 6; = 100, gs = 0.5, H = 5, L = 0.1,
Q5 = 025, kij = O]., e h =0.001.
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Fonte : O autor (2020)

dai atribuido como zero, pois como podemos ver a direita na fig.(23), que apresenta a
quantidade de espécies remanescentes ap6s um dado tempo, ocasionalmente o niimero de
espécies aumenta apos ter diminuido. Neste exemplo, porém o niimero final de espécies

nao depende de maneira significativa do limiar ¢,

Na fig.(24) temos o nimero de espécies remanescentes em termos do pardmetro L,
enquanto H tem seu valor fixo em H = 5. A maxima coexisténcia ocorre para L pequeno,
quando as espécies estao mais especializadas em recursos diferentes. Por exemplo, em
(4.25) temos duas espécies mais aptas na extragao de cada recurso. A medida que o valor
de L aumenta em dire¢do ao valor de H o niimero de espécies diminui, pois a adequacao
das espécies ao meio torna-se mais homogénea e a disputa é maior pelos mesmos tipos de
recursos. Apenas para L < H o numero de espécies no equilibrio torna-se maior que o

numero de recursos, mas tendem a serem iguais quando L — H.
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Figura 24 — A esquerda o niimero de espécies remanescentes no equilibrio em funcio do
parametro L para 21 espécies competindo por 3 tipos de recursos, aqui a cor
indica o limiar considerado para a extin¢ao da espécie, azul para t;;,, = 0.01,
laranja para t;,, = 0.1, e verde para t;;,, = 0.5. A direita 0 mesmo para 7
tipos de recursos. A condicao inicial utilizada nestas simulagoes é n;(0) = 75,
S;(0) = 2, e para os demais pardmetro temos v; = 0.05, g, = 0.5, §; = 100,
gs =05, H=5L=01,a; =025, ki = 0.1, e h = 0.001. Os gréficos
correspondem a média de 5 configuragoes independentes.
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5 CONCLUSOES

Para a dindmica do deslocamento animal, propomos calcular a evolugao temporal
dos tamanhos dos passos como sendo baseada em uma dindmica de Langevin, constituida
por termos deterministicos e uma componente estocastica na forma de um ruido branco.
Solucoes estacionarias analiticas sdo obtidas, no caso unidimensional, via o formalismo da
equacgao de Fokker-Planck vista como uma equacgao de continuidade. Assim, discutimos as
formas dessas fungoes em termos de formas lineares e nao lineares, de ruidos homogéneos

e heterogéneos, e composi¢oes ou misturas estatisticas.

Concluimos assim que a proposta por equacao de Langevin para a dinamica dos
tamanhos dos passos, junto a equacao de Fokker-Planck, é capaz de gerar, no regime
estacionario, boa parte das distribuicoes habitualmente encontradas na literatura do
deslocamento animal. Embora que a complexidade dos padroes de locomog¢ao tenham
sido reduzidas, sem maiores explicacoes em termos biolégicos, pelo grau de linearidade
das fungoes envolvidas na dinamica e das propriedades estatisticas do ruido, que também
podem requerer uma analise por superestatistica relacionado aos ambientes heterogéneos.
Assim a utilizagao de métodos numéricos, em particular via método de Milstein, conhecidos
no estudo de equagoes diferenciais estocasticas, possibilita a avaliacao da evolucao temporal
da posicao do caminhante, de onde podemos, por meio do expoente de difusao inferido pela
relacao de lei de poténcia entre deslocamento quadratico médio e o tempo transcorrido,
< 2% >~ t¥, caracterizar os padroes de difusdo como sendo normal com v = 0,50 ou

superdifusivo com um valor maior que este.

A dindmica do tamanho dos passos poderia ser ainda estudada com a adigao de
mais fontes de ruidos, possivelmente com a introdugao de mais dimensoes espaciais, além
da inclusao de algum grau de anisotropia do meio em favorecer passos em uma dire¢ao em

detrimento das outras.

O tamanho da populacao e quantidade de recursos disponiveis sao modelados por
um par de equacoes diferenciais estocasticas acopladas, que permitem avaliar a evolugao
temporal dessas grandezas. Assim, para a dindmica populacional de individuos de uma
espécie em busca do mesmo recurso, concluimos que quando permitimos flutuagoes na
taxa de entrada de recurso e na taxa de mortalidade, uma anélise por meio do coeficiente
de correlacao de Pearson, que ¢ sempre negativo, revela que a correlagdo aumenta quando
a intensidade do ruido na taxa de mortalidade aumenta, enquanto a correlagao diminui
quando a intensidade do ruido na entrada de recursos aumenta. Por outro lado, quando
um ou outro ruido é nulo, isto é, apenas um dos ruidos esta presente, alguns resultados
analiticos podem ser obtidos, e mostram-se valido na proximidade do equilibrio tao logo a

intensidade do ruido seja pequena. Para um sistema com um nimero maior de espécies e
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de tipos de recursos, focamos na observacao do regime assintotico, no qual verificamos que

o numero de espécies nunca é maior que a quantidade de variedade de recursos disponiveis.

No modelo base de uma espécie e um recurso, poderiamos ainda estudar o problema
da dindamica populacional considerando a flutuacao de outros parametros, o que pode
originar outros tipos de ruidos. Na dinamica ecolégica, poderiamos ainda estudar a

influéncia de outros parametros na taxa de sobrevivéncia das espécies.
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