UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE FISICA - CCEN )
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

VIRTUS IMPAVIDA
[ A |

HERMES ALFREDO VELAZQUEZ URQUIJO

PRODUCAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS ESTOCASTICOS HIERARQUICOS

Recife
2019



HERMES ALFREDO VELAZQUEZ URQUIJO

PRODUGAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS ESTOCASTICOS HIERARQUICOS

Dissertacdo apresentada ao Programa de POs-
Graduacéo em Fisica da Universidade Federal de
Pernambuco, como requisito parcial para a
obtencdo do titulo de Mestre em Fisica.

Area de Concentragcdo: Fisica Tedrica e
Computacional

Orientador: Prof. Antdnio Murilo Santos Macédo

Recife
2019



Catalogagéao na fonte
Bibliotecaria Mariana de Souza Alves CRB4-2105

U79p  Urquijo, Hermes Alfredo Velazquez.
Producéo de entropia em processos estocasticos hierarquicos / Hermes Alfredo
Velazquez Urquijo. — 2019.
65 f.: il., fig.

Orientador: Antonio Murilo Santos Macédo.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco. CCEN, Fisica.
Recife, 2019.
Inclui referéncias e apéndice.

1. Fisica Tedrica e Computacional. 2. Sistemas hierarquicos. 3. Teoria H. 4.
Equacgdo mestra. I. Macédo, Antnio Murilo Santos (orientador). Il. Titulo.

530.1 CDD (22.ed)) UFPE-CCEN 2020-138




HERMES ALFREDO VELAZQUEZ URQUIJO

PRODUGAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS ESTOCASTICOS HIERARQUICOS

Dissertacdo apresentada ao Programa de
Pés-Graduacdo em Fisica da Universidade
Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para a obtencdo do titulo de Mestre
em Fisica.

Aprovada em: 10/05/2019.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Antdbnio Murilo Santos Macédo
Orientador
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Leonardo de Souza Menezes
Examinador Interno
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Anderson Luiz da Rocha e Barbosa
Examinador Externo
Universidade Federal Rural de Pernambuco



AGRADECIMENTOS

Ao meu orientador A. Murilo pela paciéncia e dedicacdo na orientagcdo deste trabalho.

A todas as pessoas que indiretamente ajudaram na realizacdo deste trabalho me apoiando

monetaria, fisica e emocionalmente, destacando:

e Minha familia.

Minha amiga e colega de quarto Marcia Frometa.

Minha noiva Rosalia Oliveira.

e Meus amigos e colegas de quarto Guillermo Palacios e Miguel.

Colega de estudo durante as disciplinas Alexandre Andrade.

Professores do Departamento de Fisica da UFPE e da Universidade de Oriente em Cuba

pela formacao.

A agéncia financiadora CNPq pelo suporte financeiro.



RESUMO

Nesta dissertacdo, estudamos algumas propriedades da termodinamica estocdstica de
nao equilibrio de sistemas complexos hierdrquicos no contexto da versao discreta da teoria H.
A versdo continua da teoria H foi recentemente proposta na forma de um conjunto de equagdes
diferenciais estocdsticas acopladas, cujos elementos principais (o termo de deriva e o de ruido)
sdo modelados de forma a satisfazer os critérios da teoria estatistica da turbuléncia em fluidos
de Kolmogorov. Na versao discreta da teoria H, as distribui¢des sao obtidas através de uma
hierarquia de processos estocasticos ligados ao teorema central do limite. Concentramos esforcos
na descricdo dindmica dos dois primeiros membros da hierarquia, que correspondem aos processos
de Poisson e binomial negativo, respectivamente. Esta tarefa foi realizada através do método de
Baez para representacdo hamiltoniana de equacdes mestras de processos estocésticos. As equacoes
mestras foram resolvidas analiticamente para todas as escalas temporais. Com os coeficientes
da equacdo mestra € possivel obter os elementos da matriz de taxas que juntamente com a
solugdo analitica da distribui¢do nos permitiu fazer uma descri¢cdo completa da termodinadmica
estocdstica de cada processo, com énfase na produgdo de entropia. Finalmente, introduzimos uma
aproximacao do tipo Born-Oppenheimer para extrapolar ao regime dindmico a relagdo existente
entre as distribui¢cdes estaciondrias da teoria H nos casos em que hé grande separacdo de escalas
temporais. Mostramos para o processo binomial negativo que a aproximac¢ao Born-Oppenheimer
produz uma solu¢do aproximada para a dindmica que se torna exata no equilibrio. Extensdes para

os membros restantes da hierarquia sao discutidos nas conclusdes.

Palavras-chave: Sistemas hierdrquicos. Teoria H. Equa¢do mestra. Aproximagao Born-Oppenheimer.



ABSTRACT

In this work, we study some properties of stochastic non-equilibrium thermodynamics
of complex hierarchical systems in the context of the discrete version of H theory. The continuous
version of H-theory has recently been proposed in form of a set of coupled stochastic differential
equations whose main elements (the drift and noise terms) are modeled to meet the criteria
of Kolmogorov’s statistical theory of turbulence in fluids. In the discrete version of H-theory,
distributions are obtained through a hierarchy of stochastic processes associated with the central
limit theorem. We focus on a dynamical description of the first two members of the hierarchy,
which correspond to the Poisson and the negative binomial processes respectively. This task
was performed through the Baez method for Hamiltonian representation of the master equations
of stochastic processes. The master equations were solved analytically for all time scales. With
the coeflicients of the master equation it is possible to obtain the elements of the rate matrix
which together with the analytical solution of the distribution allowed us to make a complete
description of the stochastic thermodynamics of each process, with emphasis on the production
of entropy. Finally, we introduce a Born-Oppenheimer approximation to extrapolate to the
dynamic regime the relation between the H-stationary distributions in cases where there is
a large separation of time scales. We show for the negative binomial process that the Born-
Oppenheimer approximation produces an approximate solution to the dynamics that becomes
accurate in equilibrium. Extensions to the remaining members of the hierarchy are discussed in

the conclusions.

Keywords: Hierarchical systems. H-theory. Master equation. Born-Oppenheimer aproximation.
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1 INTRODUCAO

A estatistica € um instrumento bastante eficaz para analisar sistemas fisicos através de
ferramentas que operam diretamente nos dados experimentais, tais como os valores médios
de observaveis macroscopicos e suas respectivas variancias, as quais muitas vezes fornecem
informacdo suficientemente precisa para uma descri¢dao essencialmente completa do comporta-
mento global do sistema. Do ponto de vista pratico, a informacao estatistica é obtida com custos
computacionais relativamente baixos em compara¢cdo com uma abordagem microscopica direta
via mecanica cléssica, por exemplo. No entanto, a estatistica € mais que um mero instrumento
matematico, visto que problemas como a emergéncia da irreversibilidade em sistemas fisicos
indicam a existéncia de leis de natureza estatistica em sistemas de muitas particulas, ou seja leis
que emergem a medida em que o numero de particulas aumenta. Em consequéncia, fendmenos
emergentes ndo poderiam ser obtidos com o simples conhecimento das varidveis dinamicas de
todas as particulas que formam o sistema, visto que eles, em principio, ndo derivam de leis
microscépicas. Vale ressaltar que este ponto de vista, denominado emergentista, apesar de do-
minante hoje em dia, contrasta frontalmente com a visao tradicional reducionista da fisica. A
mecanica quantica foi, provavelmente, a teoria que mais acrescentou ingredientes a esta corrente
de pensamento, uma vez que a natureza intrinsecamente probabilistica dos sistemas mecanico-
quanticos € inegdvel, tendo em vista os resultados experimentais. Isto acabou levando a uma
revolugao filoséfica que pds em questionamento conceitos como determinismo, localidade e até

mesmo a propria existéncia de uma realidade fisica independente.

A necessidade de entender a dindmica de sistemas fisicos cada vez mais complexos
levou ao surgimento da fisica estocdstica. Um dos primeiros problemas resolvidos por esta
abordagem foi o movimento browniano (PITMAN; YOR, 2018), observado por Robert Brown
em 1827 e descrito matematicamente por Albert Einstein em 1905. Desde entdo, o0 movimento
browniano tornou-se um paradigma que demonstrou a importincia da dindmica estocdstica
no estudo de sistemas fisicos complexos. O método de Einstein para descrever coletivamente,
através da evolugao temporal de uma distribuicdo de probabilidade, o conjunto de trajetdrias
estocdsticas dos graos de pdlen em movimento browniano evoluiu para uma abordagem geral
baseada em equacdes diferenciais parciais para a distribuicao de probabilidade: as equagdes de
Fokker-Planck. Por outro lado, os estudos de Andrei Kolmogorov (YOUSCHKEVITCH, |1983)
deram o contexto matemadtico apropriado para a formulacdo geral da mecanica estatistica de ndo
equilibrio, que tem como objetivo geral descrever quantitativamente a dindmica estocdstica de
sistemas fisicos complexos, tendo o problema do movimento browniano como um caso particular.
A abordagem de Kolmogorov utiliza como base estruturas fundamentais da matematica, como
sigma-dlgebras e a teoria da medida, para propor os axiomas bdsicos da teoria de processos
estocasticos (GARDINER| 2004). Seguindo ideias de Kolmogorov pode-se chegar, apos as

devidas aproximacoes, tanto nas equagdes de Fokker-Planck para varidveis estocdsticas continuas
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quanto na equagao mestra, no caso de varidveis estocdsticas discretas.

Matematicamente, a equacdo mestra é uma colecao de equagdes diferenciais recursivas
baseadas na condicdo de Markov, ou seja elas representam processos markovianos ou processos
que nao apresentam memoria. Em outras palavras, com a equagdo mestra podemos calcular
a probabilidade de um evento condicionada apenas ao evento mais recente, que ocorreu no
passo anterior do processo estocéstico. Por ser uma equagdo diferencial no tempo, a solucdo
da equacgdo mestra € uma probabilidade dependente do tempo, o que torna possivel analisar
a dindmica do sistema fora do equilibrio. Em sistemas fora do equilibrio, fendmenos novos
interessantes podem acontecer, por exemplo, enquanto a entropia de um sistema em equilibrio
¢ sempre maxima, em processos de ndo-equilibrio pode haver micro-sistemas onde a entropia
pode decrescer. Isto ndo constitui, em si, uma violacao da segunda lei da termodinamica, visto
que a entropia total do sistema+ambiente ndo decresce, mas permite o controle do sistema por
mecanismos como “feedback” ou “demodnios de Maxwell” (ESPOSITO; SCHALLER|, 2012)).
Alguns sistemas bioldgicos chamados de “motores quimicos” utilizam mecanismos similares para
ampliar a eficiéncia com que trabalham (BOKSENBOJM; WYNANTS, 2009)). Sistemas fora do
equilibrio sdo estudados para resolver problemas em dreas como dptica quantica, turbuléncia em
fluidos, fisica nuclear, biologia e quimica, apenas para mencionar alguns exemplos (ENGLERT,
1993)(ENGLERT; MORIGI, 2002)(BAILLY; LONGO, [2008).

1.1 A TEORIA H

Alguns tipos de sistemas complexos fora do equilibrio podem ser estudados admitindo-se
a existéncia de um conjunto de subsistemas acoplados formando uma estrutura hierdrquica no
tempo e/ou no espaco. Em principio, cada subsistema pode ser caracterizado por uma varidvel
macroscopica que varia lentamente no tempo, como por exemplo a temperatura local de sistemas
termodindmicos complexos em regime estaciondrio. Se admitirmos que as escalas de tempo de
um nivel para outro da hierarquia sdo muito separadas, podemos usar o principio de Markov
e considerar a distribui¢cao de probabilidade de um observédvel em um dado subsistema como
condicionada pelo valor do observével no subsistema imediatamente abaixo na hierarquia. Como
explicado em (SALAZAR; VASCONCELOS, 2010a), se definirmos o pardmetro que carateriza
o equilibrio local no nivel ¢ da hierarquia como &;(t) podemos escrever a seguinte equagiao

estocdstica geral para sua evolug@o temporal

dgi = (€1 — &)t + KEETLAWi(2), (1.D

onde k; e ; sdo pardmetros positivos arbitrarios, s € {1/2,1} e cada dW;(t) € um processo
de Wiener independente. Na hipdtese de grande separacdo de escalas 7 < ... < Yv-1 < I

podemos encontrar a solugdo estaciondria de (I.1]) considerando &;_; como fixo. Obtemos para
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s = 1/2 a seguinte distribui¢ao condicional

e \Bi
p(&l&ioa) = %ggileﬁi&/&1’ (12)

que € uma distribuicdo gama com parimetro 3; = 2]%2 Usando li podemos escrever a distri-
i

buicdo de base p(£y) no nivel mais alto da hierarquia integrando a distribui¢do conjunta, ou seja

N
ew) = [ T]pt6nlcas (1.3)
=1

Em (MACEDO et al., 2017), a integral mdltipla em (1.3)) foi calculada com a ajuda das fungdes
G de Meijer (COSTA| 2012)), obtendo a férmula explicita

_ W oo (T Wy
Hew) = == 4%) (14)

ondew = [, BieI( B) = 1Y, (). Esta férmula é um dos principais resultados da teoria H.
Juntamente com uma expressao similar para o caso s = 1, as distribuicdes de base da teoria H tém
sido usada com muito sucesso para descrever estatisticamente varios tipos de sistemas complexos,
como fluidos turbulentos (SALAZAR; VASCONCELOS, [2010b)(SALAZAR; VASCONCELOS,
2012), mercado financeiro (MACEDO et all 2017), lasers aleatérios (GONZALEZ et al., 2017)
e cavidades balisticas cadticas (BOHORQUEZ; HERNANDO, 2018) .

1.2 PRODUCAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS ESTOCASTICOS

A solugdo obtida na secao anterior para a teoria H descreve apenas o regime estaciondrio,
onde o sistema estd em um estado de maxima entropia. No entanto, uma descri¢do mais completa
deve incluir também a forma como o sistema relaxa para o equilibrio quando perturbado por
um agente externo. Sistemas normais apresentam uma relaxagdo exponencial controlada por
uma Unica escala de tempo. O processo estocdstico correspondente € denominado de processo
Ornstein-Uhlenbeck, que basicamente ¢ uma equacdo de Fokker-Planck com um termo de deriva

linear e um coeficiente de difusdo constante.

Uma maneira simples de quantificar o processo de relaxagcdo ao equilibrio € através da

taxa de produgio de entropia, definida por S = dS /dt, onde
S(t) = —/da: P(z,t)In P(x,t)

¢ a entropia de Shannon e P(z,t) é a distribui¢do de probabilidade que descreve o processo
estocdstico da varidvel continua  em tempo arbitrario. Pode-se mostrar (TOME, 2006)) que
para processos estocésticos markovianos S = I1(t) — ®(t), onde I1(t) ¢ a taxa de produgio de
entropia e ®(¢) é o fluxo de entropia. Pela segunda lei da termodindmica, devemos ter IT > 0,

o que tem sido verificado na vasta literatura de solu¢des analiticas e numéricas de processos
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estocdsticos. A obtenc¢do de expressdes analiticas para a taxa de producgdo de entropia na teoria H
¢ um dos interessantes problemas abertos na teoria de sistemas complexos e ¢ um dos objetivos

desta dissertac¢do, conforme descrito na proxima secao.

1.3 OBJETIVOS DA DISSERTACAO

Nesta dissertacdo, faremos um estudo detalhado da evolugao temporal da entropia em
processos estocdsticos discretos associados com a teoria H. O trabalho estd dividido em 2 capitulos
principais, uma conclusdo e a presente introdu¢do. No capitulo 2 € feita uma breve revisao da
teoria de processos estocdsticos através dos dois sistemas de probabilidades: o bayesiano de
Jaynes e o axiomdtico de Kolmogorov. Do ponto de vista interpretativo, essas duas abordagens
sdo complementares € podem ser usadas para obter de forma independente uma formulagao
da equacao mestra de sistemas fora do equilibrio. Introduzimos em seguida o método de Baez,
que permite obter de forma mais intuitiva a equacao mestra do sistema e a matriz de taxas de
probabilidade. Apds isto, obtemos as equacdes necessdrias para analisar os parametros de um
sistema termodinamico fora do equilibrio. Finalmente € feita uma introdugdo formal a teoria
H e mostramos como no regime estacionario uma formulagao hierarquica discreta pode ser
implementada. Na secdo 2.3 obtemos uma distribuicdo Binomial Negativa (BN) compondo uma
distribuicdo de Poisson com uma distribuicao gama. Um dos resultados do presente trabalho
€ a proposta de uma aproximacao do tipo Born-Oppenheimer para descrever a dindmica dos
processos discretos hierdrquicos da teoria H.

No capitulo 3, apresentamos os resultados analiticos principais do trabalho, onde in-
troduzimos um método de andlise de sistemas fora do equilibrio baseado na taxa de produgao
de entropia. Para isto, primeiramente obtemos as equacdes metras dos processos de Poisson e
binomial negativo. Em seguida, obtemos a matriz de taxas de probabilidade que € usada para
calcularmos tanto fluxo quanto a taxa de produgdo de entropia. Por dltimo, propomos uma
aproximacao do tipo Born-Oppenheimer para obter uma relagdo de recorréncia na forma inte-
gral partindo da teoria H discreta no regime estaciondrio. Esta ultima permite gerar uma boa

aproximagdo para a taxa de produgdo de entropia da teoria H para niveis arbitrdrios na hierarquia.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Um dos problemas que levou a consolidacao da mecanica estatistica de nao-equilibrio,
ap0s os trabalhos seminais de Ludwig Boltzmann, foi o estudo detalhado do movimento de graos
de pdlen suspensos em dgua, observado por Robert Brown em 1827. A primeira solugdo veio
da abordagem de A. Einstein em 1905 com as suposicdes de que, primeiro, 0 movimento seria
causado pelo impacto das moléculas do liquido nos graos e, segundo, que apenas com uma
andlise estatistica seria possivel descrevé-lo. A abordagem de Einstein, apesar de ousada, tendo
em vista que a existéncia de 4tomos e moléculas ainda estava sob intenso debate, era basicamente
fenomenoldgica, uma vez que ndo fazia referéncia direta as varidveis microscopicas para calcular
a constante de difusdo. No entanto, em 1908, Langevin usou a equacdo de movimento de Newton
na presenca de uma forga aleatdria e forneceu uma equagdo para a constante de difusdo do sistema
em func¢do de parametros microscopicos. Estas duas abordagens evoluiram respectivamente para

o método da equagdo de Fokker-Planck e o célculo estocdstico de Ito.

Apesar de bastante robusta para a descricao de sistemas dinamicos normais, caracterizados
essencialmente pelo teorema central do limite e por uma relaxacdo linear com uma dnica escala
de tempo, esta abordagem tradicional falha na descri¢c@o de certos tipos de sistemas complexos,
como a turbuléncia, que tipicamente exibem uma hierarquia de escalas de tempo. Uma recente
linha de pesquisa conhecida como super-estatistica tém abordado esses problemas. Os principios
desta teoria apresentados em (BECK; COHEN; SWINNEY| 2005)(TOUCHETTE; BECK] 2005)

Sao0:

Considera-se um sistema inomogéneo dividido em células espaciais caraterizadas por um

pardmetro extensivo 3.

Assume-se que cada célula chega ao equilibrio muito rapido, ou seja o tempo de relaxacao

¢é curto.

O parametro (3 é aproximadamente constante em cada escala de tempo.

Para um tempo suficientemente grande a distribui¢do estaciondria se apresenta como uma

composi¢do do fator de Boltzman, e~*F, com uma distribuicdo de base f(/3).

Nao obstante, a abordagem da super-estatistica ndo oferece um modelo geral para a deducao da
distribui¢do f(/3) a partir de uma dindmica estocéstica. Isto foi feito pela teoria H (MACEDO et

al.,[2017), que introduziu no processo a nocao de hierarquia, conforme veremos neste capitulo.

A anélise de processos estocdsticos hoje em dia segue duas linhas principais de pensa-
mento (ou interpretacoes): a abordagem relativista ou bayesiana e a abordagem absolutista ou

frequencista, cada um com seus sistemas de probabilidades, conceitos e ferramentas estatisticas.
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A diferenca principal entre as andlises € devida a interpretagdo de probabilidade e de processos
aleatorios. Na abordagem bayesiana, por exemplo, considera-se que sempre € possivel obter mais
informacao sobre o sistema até alcancar a certeza de um evento e com isto pode-se aprimorar a
probabilidade dependendo da informacao a priori que se possua. Em outras palavras, a aleato-
riedade € apenas a falta de informacao. Por outro lado, na abordagem absoluta considera-se a
probabilidade como uma propriedade intrinseca do sistema (como ocorre na teoria quéntica),
logo a probabilidade de um evento é em geral independente da informacao a priori sobre o
sistema e a Unica garantia de certeza é que os eventos vao se manifestar com uma determinada
frequéncia se o experimento for repetido sob condi¢des idénticas. Para o desenvolvimento desses
pensamentos foram criados sistemas de probabilidades que expdem suas caracteristicas e facilitam

as aplicacoes: o sistema bayesiano de Jaynes e o sistema axiomdtico de Kolmogorov.

A interpretacdo da entropia em sistemas fora do equilibrio depende de maneira fundamen-
tal da escola de pensamento adotada. Por exemplo, na formulagdo bayesiana, a entropia € a uma
medida da informagao faltante para uma descri¢do exata microscopica do sistema. Sua producio
pode ser atribuida a uma perda de controle sobre os mecanismos microscopicos que operam
nas pequenas escalas. Em outras palavras, a entropia de um sistema depende crucialmente do
observador, mais precisamente da informacao que ele possui sobre o sistema, sendo portanto uma
grandeza relativa, apesar da descricdo da dindmica ser objetiva. Para evitar tomarmos partido no
debate filosofico sobre a natureza da entropia, vamos adotar nesta dissertagcdo uma postura neutra

e apresentar os dois sistemas de probabilidade.

2.1 SISTEMAS DE PROBABILIDADE ESTATISTICA

Qualquer sistema de probabilidade deve em tultima andlise ser capaz de fornecer ferra-
mentas estatisticas apropriadas para descrever experimentos em sistemas fisicos. Para deixar
claro nosso foco principal, resumimos abaixo os principais procedimentos para a aquisi¢ao e
armazenamento de dados propensos a uma andlise estatistica, independentemente do sistema de

probabilidade adotado.

e Admite-se um conjunto de condi¢des experimentais que se repetem tantas vezes quanto se

queira.

e A série de eventos que surgem como resultado da aplica¢do das condi¢cdes experimentais €

armazenada.

e Se uma série de eventos produzidos forma um conjunto C' definido de uma forma especifica,

diz-se que o evento C' aconteceu.
e E possivel atribuir um nimero real P(C') ao evento C.

e O nimero P(C) é tal que se N for a quantidade de condic¢des e n for a quantidade de

ocorréncias de C' entdo o valor de P(C') é praticamente igual a n/N. Ao mesmo tempo,
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se P(C) for préximo a zero e o conjunto de condi¢des nao se repeti se pode dizer com

certeza quase absoluta que C' ndo acontece.

Vejamos a seguir como os sistemas bayesiano de Jaynes e o axiomatico de Kolmogorov satisfazem
as condi¢des minimas para a criacdo de ferramentas estatisticas adequadas a andlise de séries

temporais de experimentos em sistemas fisicos complexos.

2.1.1 Sistema bayesiano de Jaynes

O sistema bayesiano de Jaynes representa um tipo de l6gica inferencial de modo que
podem-se estabelecer silogismos para eventos aleatdrios. Nosso resumo € baseado no livro de

Jaynes (JAYNES] 2003). Iniciamos expondo os silogismos Aristotélicos da seguinte forma:

A=B
Silogismo forte: < se A é certo (2.1)

= B € certo

A=B
E sua Inversa: < se B é falso (2.2)
= A € falso

Assim como um silogismo fraco ou menos dedutivo:

A=B
Silogismo fraco: se B é certo (2.3)

= A ¢é mais provdvel

A complexidade de seguir um raciocinio com maior nimero de eventos ou relacoes ilustra
a necessidade de uma dlgebra dedutiva. George Boole apresentou um conjunto de axiomas para
manipular algebricamente operacOes puramente 16gicas em 1854, mostradas, por exemplo, no
livro de Elliott (MENDELSON| 1970). Para melhor compreensao, vamos supor que o evento A €
o conjunto de todos os experimentos que t€m um resultado esperado. Usemos como exemplo o
resultado sucesso, € B e C sdo os conjuntos de varios experimentos com diferentes resultados

logo, sdo definidas as seguintes operacdes de conjunto (igualmente vélidas para C):

I. AB = A N B, € o conjunto de experimentos comuns nos dois eventos.
II. A+ B = A UB, éo conjunto de experimentos que inclui todos os experimentos de A e B.
III. A € o conjunto de todos os experimentos fracasso, por tanto A=A

IV. A = B implica que todos os experimentos de B sdo sucesso também e t€m o mesmo

ndmero de elementos.
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V. 0 é o conjunto que contém nenhum experimento, vazio por conseguinte.
Os axiomas de Boole podem-se escrever agora como:

Idempoténcia: (AA =A);(A+A=A)
Comutatividade: (AB =BA); (A+B=B+A)
Associatividade: (A(BC) = (AB)C); (A+(B+C)=(A+B)+C)
Distributividades: (A(B + C) = AB+ AC); (A + (BC)=(A+B)(A+C))

Dualidade: (C=AB=C=A+B);(C=A+B=C=AB)

Definicio 2.1. Seja U = {U, Us, ... Uy} o conjunto de todos os resultados obtidos de uma
série de N experimentos e A = {A;;i = 1,v} C U entdo:

1

Py, = N (2.4)
v

Pp = N Vv < N (2.5)

Py = (2.6)

= Py=1 2.7)

Vamos supor dois grupos de experimentos por separado (B e C) e vamos condicionar a
plausibilidade de B a de C. A probabilidade de obter B se chama de probabilidade condicionada

por C e se expressa como Pp|c. Esta possui as seguintes regras:

a) Papic = PacPplac = PpicPaBc

b) Paypic = Pajc + Ppic — Papics

que sdo chamadas de regras de multiplicagéo (a)) e soma (b)) respetivamente. Agora é possivel

ver que a condi¢ao (2.T)) em termos de probabilidade pode ser expressada como:

Pupic

Ppjac = (2.8)

Pyc’
onde C = A = B. Na pritica, estas probabilidades podem ser achadas com a informacéo a
priori do problema. No caso anterior, C é uma informacéo a priori. Note que se A + A =U a
probabilidade de (2.7) usando o item (b)) na presenca da informagao B fica:

Payaip = Pap + Pap — Paas (2.9)
Como (PAA|B =0); (PA\B =1- PA|B) (2.10)
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Mais ainda, se o conjunto A ¢ disjunto entao:

Py ap =Y Pays, 2.12)

a qual no caso de U é a equacdo (2.11) ja que o conjunto das proposicdes A N A é exaustivo.

Trabalhando igualmente sobre o item se chega a:

Pr1, a8 = Pay|BPayja,BPag|a 458 - - - Pay|T1, 4B (2.13)
Isto leva ao teorema da probabilidade total.

Teorema 2.1 (Teorema da Probabilidade Total). Seja um conjunto A = {A;; As; ... An}
de proposigoes exclusivas e exaustivas na presenga da proposi¢ao C, entdo para uma outra

proposicdo arbitrdaria B:

N
Pyic =Y PajcPpac (2.14)

i=1
2.1.2 Sistema de Kolmogorov

Um dos sistemas de probabilidade que permite definir de forma rigorosa o conceito de
probabilidade € o sistema axiomatico de A. Kolmogorov(KOLMOGOROV, |1950). Antes de
apresentd-lo, precisamos primeiro de introduzir algumas defini¢des de estruturas matematicas

basicas.

Definicao 2.2 (0-dlgebra). Seja X um conjunto arbitrdrio ndo-vazio de N elementos, e seja
N
x; C X, definamos ) = U?:1 x; o conjunto de todos os subconjuntos de X, entdo uma colegdo

o C § é chamada de o-dlgebra em X se:

i. 0eo; Xeo
i. FJA co|A°= X\A€o
iii. Uma coleciode A, A" = (A;) € 0; ¥V j €N
Esta defini¢do rigorosa € importante para que possamos definir um espago mensuravel

com o que se pode chegar aos axiomas de probabilidade de Kolmogorov. O conjunto {2 pode ser

chamado também de espaco amostral de um experimento aleatorio.
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Exemplo 1. Seja X = {0 1} entdo

Q= {0; {0}; {1}; {01}} (2.15)
o = {0; {0}; {01}} (2.16)
oy = {0; {1}; {01}} (2.17)
o3 = {0; {01}} (2.18)
oy ={0; {0}; {1}; {0 1}} (2.19)

o3 é a o-dlgebra trivial e 0, = () é a o-dlgebra discreta. Note também que se fizermos A = {0}

entdo o, = {0; A; A¢, X}, isto se chama trago de A. Outro andlise que pode-se fazer é que:
03 :01ﬂ02ﬂa4 (220)
Demostrando, por indugdo, chega-se a um resultado mais geral de como gerar o-dlgebras.

Definicsio 2.3 (0-dlgebra gerada). Seja uma colegdo de todas as o-dlgebras de X {0, } e tal

que 3 A € o, Vn, entdo se chama de o-dlgebra gerada por A a:

olA] = () on (2.21)

neM

Exemplo 2. Seja X = {01 1} e A = {1 1} entdo:

1 1 1 1
Q=10; {0} {5k {1 {053 {01} {5 {05 1}} (2.22)
1 1
= o[A]={0; {5 1}; {05 1}} (2.23)
Note que o|A] é também a menor o-dlgebra que contém A

Definicao 2.4 (Espaco mensurdvel). Sejam X e A dois conjuntos e o um o-dlgebra de X tal que

A € o, entdo pode-se dizer que A é mensurdvel em X e o par (X, o) é um espaco mensurdvel.

Definiciio 2.5 (Mensurabilidade). Sejam (X, 0,) e (Y, 0,) dois espagos mensurdveis, pode-se
dizer que uma fungdo f : X —'Y é mensurdvelemo, ec,se 3 f1(A) e YVAeX

Definicao 2.6 (Medida). Uma medida de o no espaco mensurdvel (X, o) é uma aplicagdo

w0 — RyU{oo}, tal que u(0) = 0eV(A,,)nen de o cumpre-se a propriedade de o-aditividade:

a(lJ An) =D n(A) (2.24)

neN neN

Exemplo 3. Seja X = {01} e o = {0; {0}; {1}; {0 1}} um exemplo de medida em o é:

p(0) =0; p({0}) =1; p({1}) =0; n({01}) =1 (2.25)

Tomadas A, = {0} e Ay = {1}.
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Definicao 2.7 (o-dlgebra de Borel). Seja um conjunto A = {(a, b] C (0, 1]}, entdo a o-dlgebra

gerada por A se chama de Borel no intervalo unidade e se denota como:
B = o[A] (2.26)
Igualmente se A = {(—o0, al; (b, oo]} se tém uma o-dlgebra de Borel nos reais:
B(R) =0o[A] (2.27)

Definicio 2.8 (Fungio Boreliana). Sejam dois espagcos mensurdveis (X, o) e (R, B(R)) diz-se
que uma funcdo [ : X — R é boreliana se for mensurdvel em relagdo as o-dlgebras o e B(R),
ou seja:

f(A)€o, VA € BR) (2.28)

Note também que se sdao borelianas as funcoes f : X — R e g : X — R entdo sdo igualmente

borelianas as seguintes combinagoes:

hy =af + Bg (2.29)
he = fg (2.30)
Va,f €R

Defini¢io 2.9 (Fungio Caracteristica). Sejam A C X # () e uma fungdo ¢ : X — R, se chama

de funcdo caracteristica se:

palr) =

1 A
{ , sex € (231)

0, sex ¢ A

Definicao 2.10 (Representacao Normal). Seja uma funcdo boreliana f : X — R e seja uma

colecdo (A;)ien de X tal que:

X = A (2.32)
1€N
AiNA;=0;ijeN (2.33)

Diz-se que [ tém uma representacdo normal em X se existem f; € R e A; mensurdveis que

cumprem:
f@) =" fiéa,(x) (2.34)
ieN
Definicao 2.11 (Fungdo Simples). Uma funcdo boreliana f é dita simples se para f : X —
Y CRrulqueY ={Y1, Yo, ... Y,} comn € N sempre que se garanta 3m € Njm > n (Y é
finito).
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2.1.3 Processos estocasticos

Definicao 2.12 (Espaco de probabilidade). Considere o espaco amostral () da defini¢do e

considere oy um o-dlgebra de P tal que o par (), o) é mensurdvel, logo se:

IPX):0;,— [0, 1] €eR (2.35)
P®) =0 (2.36)

P(Q) =1 (2.37)

P(X) possui o-aditividade em o (2.38)

Diz-se que a tripla (2, oy, P(X)) é um espago de probabilidade.

Definicao 2.13 (Probabilidade). Seja um espago de probabilidades (2, oy, P(X)) com X € oy
tal que Q = {wy, wa, . .. Wy tnen € considere P(Q) = (P(wy), P(ws), ... P(wy))nen entdo:

P(X)= > P(w) (2.39)
wieX
Note que
P(Q)=> Plw)=1 (2.40)
w; EQ

Definicao 2.14 (Varidvel Aleatéria). Seja o espago de probabilidade (), os, P(X)) e o espago
mensurdvel de Borel nos reais (R, B(R)), diz-se que uma varidavel aleatéria é uma fungdo
X :Q— Rralque X '(A) € 0,V A € B(R).

2.1.3.1 Axiomas de Kolmogorov

Definicao 2.15 (Processo estocdstico). Chamamos de processo estocdstico a uma colecdo de
varidveis aleatérias { X }ier tal que T C R. O processo é discreto se também T C N e continuo
no caso T = [a, b]|V a,b € R. E usual em processos estocdsticos assumir varidveis aleatorias

dependentes do tempo, logo é mais correto dizer que o subconjunto T C R{.

Por conveniéncia, usaremos de notagdo z; para o par (x;, t;).

Definicao 2.16 (Processos de dimensdo finita). As distribuicoes de dimensdo finita do processo

estocdstico { X, }ier sdo definidas como:
Py(z1; 295 ooy 25) = Plw € Q| Xy, (w) < x1; X, (W) < 295 o Xy (w) <zg})  (241)

Definicao 2.17 (Axiomas de Kolmogorov). Um processo estocdstico pode ser bem definido a

partir do conjunto de fungdes Ps(z1; z2; ... ; zs) se e somente se:

a) P,>0

b) Py(z1; .5 zis oo 245 oo 2s) = P21 o5 25 oo 235 o 25) Vi, = 1,8
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C) Ps—l :fPsdxs

d) fPl(Zl)dl'l =1

Uma das criticas de Jaynes em (JAYNES| |2003)) aos axiomas de Kolmogorov € a auséncia
do conceito de probabilidade condicional, a qual é fundamental nos silogismos aristotélicos,
visto que todos os eventos sdo condicionados a algum tipo de informagdo a priori. Kolmogorov
consegue substituir, usando a sigma-algebra, a operacdo de negacao considerando partes do
conjunto universo {2, mas exige na maior parte das definicdes eventos disjuntivos, exigéncia que
pode ser excessiva em muitos processos fisicos onde se tém uma mistura de eventos. Vale lembrar
que €2 € sempre totalmente conhecido no sistema de Kolmogorov por ser, de fato, absolutista.
Outra complicagdo no sistema de Kolmogorov vem da necessidade de escolher adequadamente
o espaco de probabilidade (2, o, P). Em (BORKAR; KONDA; MITTER, 2004), os autores
mostram a utilizagdo da condi¢ao de coeréncia de De Finneti para resolver este problema em
sistemas muito grandes. O sistema de Kolmogorov, apesar das criticas, ainda € o mais versatil
para a resolucdo de muitos problemas em fisica. Por exemplo, ele € muito ttil em processos

estocdsticos do tipo cadeias de Markov, onde existe um ordenamento temporal.

Podemos introduzir probabilidade condicional no sistema de Kolmogorov através da
regra de multiplicag@o, ver (2.1.1))(a)). Defina a fun¢do densidade de probabilidade da seguinte

forma:

Definicsio 2.18 (Densidade de probabilidade). Seja fs(z1; z9; ...; zs) a densidade de probabili-

dade da fungdo de distribuicdo Ps(z1; zo; ...; zs) entdo:
X ) =Ry ) 242)
(217 205 o 2g) = ————P (217 225 ... Zs )
b2 Oy Oy 0y, 7

Usando (2.1.1)(@)) e (2.18) a densidade de probabilidade condicionada é definida como:

. . . . . . ferk(Zl; R25 ey Rsy Rsly +ees Zerk)
fk\s(zs+1; ZS+27 ceey Zs+k|zla 225 ey ZS) -
fs(z1; 225 o5 25)

(2.43)

Usando esta definicdo, podemos classificar os processos estocésticos em trés tipos, de-

pendendo da forma de fatoracdo da distribuicdo conjunta:

A) Processo separdvel:

s

fs(z1; 225 o 2) = Hfﬁ(zﬂ) (2.44)

Jj=1
Cada passo € estatisticamente independente do anterior. S3o processos puramente aleatorios

e portanto cada medicao pode ser considerada um experimento de Bernoulli independente.
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B) Processo de Markov:
folzs 225 s 20) = fi(2) [ [ Anzilzim). (2.45)
j=2

Neste caso, a probabilidade de cada passo depende apenas do passo anterior e portanto €

possivel conhecer a probabilidade do evento futuro com a informagao do presente.

C) Processos ndo-markovianos sdo caracterizados pela necessidade de introduzir uma fungao

memoria, pois a probabilidade de um evento futuro depende de todos os eventos passados.

2.1.4 Processos de Markov e processos de salto

Andrei Andreevich Markov (1856-1922) foi um importante matematico russo que dedicou
a maior parte das suas pesquisas ao desenvolvimento da teoria das cadeias de Markov. No entanto,
foi apenas em 1926 que o pesquisador russo S. N. Bernstein utilizou pela primeira vez o termo
“cadeia de Markov"(BASHARIN; LANGVILLE; NAUMOV, 2004) para designar processos
de Markov com tempos discretos. Desde entdo, processos de Markov, tanto de tempo discreto
(cadeias) quanto continuo, t€ém sido usados com grande sucesso em diversas aplicacdes nas mais

variadas areas da ciéncia.

Para introduzir formalmente processos de Markov, vamos comegar assumindo, sem perda
de generalidade, o seguinte ordenamento temporal t; < ¢, < ... < t,. Entdo, a propriedade

proposta por Marcov em termos da probabilidade condicional pode ser representada como

Trs(Zs115 Zog2s oo Zogk| 215 223 o Z5) = fupn (Zsg1; Zst25 oo Zstk]2s)s (2.46)

ou seja, a probabilidade condicional pode ser definida em termos do processo mais recente. Entdo,
usando a defini¢do (2.43)) e aplicando (2.46) temos:

Paras =1, k=1 fip(zlz) = % (2.47)
Paras =2 k=1 fia(zslz; )= % = fun(zslz) = ﬁj(ff(?—@j?’) (2.48)
N f3<21; Zo: 23) _ fl(Zl)fQ(Zl; ZQ)fQ(ZQ; 23) (249)

fa) fi(22)

Entdo, continuando com este procedimento at€é s =n — 1 e £ = 1, obtemos:

fn(213 225 .- Zn) :fl(Zl)f1|1(z2‘zl)fl|1(23’32)f1|1(z4’23) f1|1(zn’2n71>7 (2.50)

que € a equacao basica de um processo de Markov.
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2.1.4.1 Equacdo de Chapman-Kolmogorov

Considere outra vez, sem perda de generalidade, o ordenamento temporal t; < ... <
teq < t < ts. Entdo, pela definicdo (2.18]), os axiomas de Kolmogorov (defini¢do i e usando

a propriedade markoviana (2.50) temos:

! 88 !
fsfl(Zl; ceey 2571) = /d:ll' mps<zl; vy Rs—1; Z) (251)
! as / !/
= /dw mf’s(zl; o 2 Zs—1) (2.52)
foo1(z1; o 2s21) = /d:v,fs(zl; ol Ze1] z/) (2.53)
s—2
fsfl(zﬁ e Zsfl) = /dx,fl(zl)Hflu(Zj’Zj1)f1|1(zl’251) (2.54)
j=2

Note que agora queremos calcular f5(z;_1; 25). Usando (2.5T]), obtemos

/ 83 /
f2(2571; Zs) = /dx mps(zs—n Z 5 Zs) (2.55)

Multiplicando por i e usando a regra de Bayes, que expressa a probabilidade conjunta em

termos da probabilidade condicional, obtemos

f1|1(zs’25—1) = /d$/f1|2(zs|zs—l; Z/)f1|1(2/’25—1)' (2.56)

Finalmente, aplicando a propriedade de Markov no primeiro fator dentro da integral, chegamos a

equacao de Chapman-Kolmogorov:

Fin(zlze ) = / 0z’ fun (22 ) s (2 ) es), (2.57)

que € um importante ponto de partida para obtencao das equacdes de Fokker-Planck e da equagdo

mestra de processos markovianos.

2.1.4.2 Equagao mestra

Consideraremos agora processos markovianos de tempo continuo. A estratégia € usar
dPy (1)
dt
analisar a diferenciabilidade de Py|1(¢). A primeira andlise que se pode fazer vem da condigdo de

a equacao de Chapmann-Kolmogorov para calcular . No entanto, precisamos primeiro

Lindeberg. Dado o ordenamento de tempos que estamos utilizando pode-se dizer que t5 — t; =
to = t; + Aty | Aty — 0. O processo serd continuo Ve > 0 se:

lim — / dx fip (w2, t + At 21,1) =0 (2.58)
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Isto quer dizer que devemos ter Al}tm0 A fip (e, t 4+ At] 21, t) = 0em |Az| > €.
%

Suponha agora um processo com algumas descontinuidades, de modo que o seguinte

limite existe

lim =
At—0 At
onde W(z|y,t) # 0, paraV z, y et em |Axz| > €V ;e > 0. Derivando a densidade de
probabilidade, obtemos

f1|1(1'27t+ At’ .Tl,t) = W(l’g’l’l,t), (259)

df(l'2|l'1,t) — lim f(f['g,t + At|[l§'1, t) - f(l'2|l'1, t) (260)
dt At—0 At
Aplicando a equacdo (2.57)), temos:
df (xo|1,1t) . flmg, t+ Atlz', ), f(za|xy, ©)
=1 - 2.61
7 lim ‘Mbedw A7 f@ |z, 1) Ar (2.61)
Note que
/ de' f(x', t + At|zg, t) =1 (2.62)
|Az|>e
Entao, a equagdo (2.61)) fica:
df (zo|x1,t) , / cf(xg, t+ At )
———= =1
dt el AN de At J@ e, t)
f(@, t+ At]as, t
—/ g Tt AT ) (2.63)
|Az|>e At
df (xq|x 7t ’ ’ ’ ’
%:/ dz [W(a;zyx, (@ |21, £) — W (@ |22, 8) (22|21, t)} (2.64)
|Az|>e

No caso de uma varidvel aleatdria x discreta, este procedimento gera uma equacao

Brn(t) =Y (W () Py (8) = Wi, (8) P ()] (2.65)

que € a forma mais geral da equacdo mestra. No processo de obtencdo desta equacdo admitimos
que a varidvel aleatéria € descontinua, ou seja a densidade de probabilidade sé pode ter dois
valores no menor intervalo de variagdo. Porém, se for considerado que existe uma continuidade
de valores possiveis no intervalo |Az| < €, Ve > 0 podemos fazer uma expansio em série de
poténcias. Esta expansao normalmente € levada até a segunda ordem, resultando na equacao
de Fokker-Planck. Na forma mais geral, processos estocdsticos podem ser uma combinagdo de
saltos com trajetdrias continuas. Nesta dissertacdo, consideraremos apenas processos totalmente

descontinuos ou discretos.
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Existem vérias maneiras de expressar a equagao mestra. Por exemplo, podemos reescrever

(2.65) na forma

Pon(t) = [(Wyr () = > - Wi (80, ) P ()] (2.66)

o que deixa a equacao mestra (para n fixo) com a forma de uma equagao do tipo Schrodinger

P(t) =Y H,,/Py(t). (2.67)

Note que a soma sobre n’ implica transi¢des nos dois sentidos. A similaridade com a equagio de
Schrodinger permitird o uso de métodos poderosos de solugdo, que sao normalmente usados em

dindmica quantica, conforme veremos na proxima se¢ao.

2.1.5 Método de Baez para processos de salto

A forma da equac¢ao mestra mostrada em (2.67) reduz processos estocdsticos discretos
a um sistema de equagdes de taxas, no qual cada probabilidade obtida depende do tempo e de
um parametro discreto. O sentido da recorréncia das probabilidades na equacao mestra indica
a necessidade de conhecermos pelo menos o valor de P,(t) emt = 0 e n = 0, ou seja temos
um problema do tipo Cauchy: a equacao mestra pode em principio ser resolvida conhecendo
apenas a condic¢ao inicial. Pela demonstra¢do apresentada na secao anterior, vemos que H,,,
¢ um ndmero diferente para cada par (n, m) e fornece a taxa de transi¢do do sistema quando
ele salta do valor n ao valor m. Portanto, o maior problema da modelagem via equacdo mestra
€ estimar o valor experimental das taxas de transi¢cao. As taxas podem ser obtidas através de
uma andlise detalhada da fisica do sistema, podendo ser evidentes como no caso do processo de
Poisson ou mais elaboradas, como no caso do oscilador harmoénico em contato com um banho
térmico, onde as taxas de transi¢ao sdo dadas pelos elementos de matriz do acoplamento bipolar.
Alternativamente, podemos empregar uma andlise termodinamica apropriada para relacionar
as taxas de transicdo a funcao de particdo do sistema. John C. Baez e Jacob D. Biamonte em
(BAEZ; BIAMONTE, 2018) desenvolveram uma metodologia para chegar a uma equacao mestra
especifica, incluindo portanto as taxas de transi¢ao. A proposicao € simples e consiste basicamente
no uso dos diagramas de Petri para representar as probabilidades e as taxas de transi¢ao do
sistema em termos de um sistema quantico efetivo de férmions. As representacdes seguem a

seguinte convencao

e Quadrados representam as interagdes.
e Circulos representam as espécies que vao interagir.

e A dire¢do das setas indica o sentido das interagdes.
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e A quantidade de setas indica a quantidade de uma mesma interacao.

Podemos convenientemente chamar as interacdes que diminuem a populag¢do de uma espécie (s)
de destrui¢des e as que aumentam de criagdes. Na figura [I] pode-se ver as representagdes para a
criagdio de n copias de uma espécie e a destruicdo de m copias da mesma espécie. No item [Ta]se

mostra o diagrama das interagdes (H) e no item[Ibjo diagrama das espécies.

Figura 1 — Representacdo diagramatica das interagdes e espécies no método de Baez.

Fonte: O autor(2020)

Agora podemos construir diagramas especificos para representar processos estocasticos
em termos de sistemas quanticos efetivos. Vamos ilustrar o procedimento com um exemplo de
um sistema com muitos elétrons em uma dada regiao do espaco. Considere as seguintes situagoes

para construir os diagramas de Petri em cada caso:

a) Os elétrons estdo separados por uma barreira de potencial com taxa de tunelamento a.

b) Os elétrons estdo separados por duas barreiras de potencial, cada uma com taxa « e vy

respectivamente.

¢) Os elétrons estdao separados por uma barreira com taxas — ﬂﬂ e Q.

Definamos como uma espécie elétrons que conseguem atravessar a barreira. Entdo o procedimento
deve ser o seguinte em cada caso: O item|[a)| da figura 2] é o caso mais simples, indica uma fonte
inesgotavel de espécies de uma regido para outra, como a taxa existe apenas para uma direcdo de
tunelamento diz-se que é um processo unidirecional. O item[b)|é muito parecido com o anterior,
diferenciando-se apenas pelo fato de que agora aparece outra espécie, caracterizada por elétrons
localizados entre as duas barreiras. O controle destes elétrons € feito pela segunda barreira com
taxa 3. O item [c)| indica um processo bidirecional, isto é por causa da taxa /3 que atua tirando

espécies.

Os diagramas de Petri ficariam como na figura 2}

' O sinal negativo indica a dire¢iio de tunelamento, neste caso, implica que os elétrons também podem pular no

sentido contrario uma vez alcangado a regiao menos populada.
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Figura 2 — Diagramas de Petri de dois processos unidirecionais (itens a e b) e um processo bidirecional
(item c).

H1

87

H1

H2

(@ (b) (c)

Fonte: O autor(2020)

Suponha agora uma funcéo F'(z,t) definida pela série de poténcias convergente com

coeficientes dados pela probabilidade P, (¢) com a forma:

F(zt) =Y Py(t)2". (2.68)
Note que
1 O"F(z,1)
Fat) = nl o 9zn Lo (2:69)

Esta é a fun¢@o geradora de momentos do processo estocdstico. Usando a equagido mestra

obtemos

Y Pu(t)zm=> H . P2" (2.70)

F(z,t)=H-F(z,1) (2.71)

que € a equagdo que determina a dindmica da fun¢do geradora. Podemos agora introduzir opera-

dores de levantamento e abaixamento pelas relacoes

m~F(z,t) = diZF(z, t) (2.72)

mTF(z,t) = 2F(2,t). (2.73)
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Pode-se verificar que

mtm~ =m (2.74)

[m~,m*] =1. (2.75)

O operador H é construido através os diagramas de Petri[| Uma seta na dire¢do de criacao de
espécies implica um operador levantamento e uma seta na direcao de destruicdo de espécies
implica um operador abaixamento. Além disso, hd um fator de correcdo que se obtém pela relagado
entre a defini¢ao de probabilidade e o operador H. Aplicando estas regras podemos construir os

operadores H associados aos diagramas [2a] [2b]e 2| respectivamente:

a) H=a(n"—1)
b) H=a(j" —1)+B(n"j" —j)

¢) H=a(nt—1)+B(n~ —n).

Este método mostrou-se extremadamente eficiente em problemas de interagdes quimicas e
bioldgicas em que se quer encontrar o processo estatistico que o carateriza. No entanto, obter
o diagrama pensando em uma dada distribuicdao é em geral dificil, por causa da inversao de
pensamento. A 16gica que leva a obtermos uma distribuicao de probabilidades devido a uma série
de eventos € normalmente o processo de contar os eventos de sucesso no universo de todos os
eventos possiveis. O método de Baez foca na maneira que se obtém os eventos de sucesso de forma
tal que o total e o nimero de espécies coincida em cada intervalo de tempo com a distribui¢do
associada. Em problemas de reagdes quimicas, por exemplo, as espécies sdo independentes umas
das outras, mas em problemas mais gerais, como em processos de Bernoulli, as espécies podem
estar explicitamente relacionadas e por isso torna-se mais conveniente adaptar o método de Baez
para uma espécie s6. Esta abordagem serd apresentada mais detalhadamente na secdo [3.2]desta
dissertacao. Uma grande vantagem desta representacdo € que podemos construir varios processos
partindo do mais simples, o processo [2a, que como se verd ¢ um processo de Poisson. Esta

propriedade serd muito util para a nossa principal aplicagdo: a versdo discreta da teoria H.

2.2 PRODUCAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS ESTOCASTICOS

Uma das importantes aplicagdes da equacao mestra consiste em obter a funcdo de distri-
buicdo de probabilidade em situacdes de equilibrio, levando-se em conta todas as transi¢des que

aconteceram até chegar a esse ponto. Vamos ilustrar isto com um exemplo.

Considere um oscilador harmoénico quantico em um campo de radiacdo. Da mecanica

estatistica (SALINAS, [2005), sabemos que a probabilidade do oscilador estar no nivel de energia

2 O procedimento é similar 2 técnica de diagramas de Feynmann da teoria quantica de campos.
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n € dada por

—BrE
pe=_ "
n - 7 )
1
kT’
O processo estocdstico associado € conhecido como o processo de Pauli. Os coeficientes da

(2.76)

onde f7 é o inverso da temperatura, S = 7 é a fungdo de particdo e E,, = hw(n + 1/2).

correspondente equacao mestra podem ser obtidos pela regra durea de Fermi, sendo proporcionais

aos elementos de matriz do operador posi¢ao. Obtemos entao

a=a(n+1) (2.77)
£ = bn. (2.78)

A equacdo mestra € dada por
P,(t) = b(n +1)Pyy1(t) + anP,_1(t) — (a(n + 1) + bn) P, (t) (2.79)

No equilibrio, a derivada temporal da probabilidade se anula e obtemos

b(n+1)P; +anP;_, —(a(n+1)+bn)P; =0 (2.80)
(n+ 1P, +e PrEoppe | — (e72P1EBo(n 4+ 1) + n)PE =0 (2.81)

onde usamos a condi¢do de balanco detalhado

% — ¢~2PrE 1, (2.82)

Note que da definicdo (2.76) que vale a relacdo

e 2Prbope — pe (2.83)

Sem o conhecimento da funcao de particao, podemos resolver a condicao de equilibrio, expres-

sando P em fungdo de u = 3. Obtemos
Pt =(1—u)u™ (2.84)
Entao, os dois primeiros termos da equagdo (2.81)) ficam

(n+ 1P, +e rPonpe | = (n+1)(1 —uwu™™ +un(l —uw)u™  (2.85)

n—1

(n+1)(1 —w)u"™ +un(l —w)u™ ' = (u(n +1) +n)P° (2.86)

Comparando com a equag@o temos

e—ﬁThwne—BThw/Q
(1 —uw)u" = 7 (2.87)

efﬁThw/Q

T 1= e Prhw

-~ 7 (2.88)
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que € consistente com a fun¢do de parti¢cdo do oscilador harmdnico. Concluimos que o processo
de Pauli descreve corretamente a dinamica de relaxamento do sistema ao equilibrio por meio
de saltos quanticos. Em geral, a solucao do sistema de equacdes diferenciais obtida da equacao
mestra (2.65]) bem complicada de resolver, principalmente quando a soluco estaciondria nao é
conhecida. Um dos objetivos desta dissertacio € apresentar um procedimento que permite usar
os diagramas de Petri do método de Baez para obtermos analiticamente a fun¢do geradora de

processos estocdsticos discretos.

Uma ferramenta importante para guiar o método analitico € a termodinamica estocdstica,
que é essencialmente uma extensao dos conceitos da termodinamica de equilibrio, como entropia,
calor e trabalho, para descrever o processo de relaxacio ao equilibrio de processos estocdsticos.
Neste contexto, a taxa de producao de entropia € uma grandeza central. Para ilustrar como funciona
esta abordagem na pratica, vamos generalizar um pouco nosso exemplo anterior. Suponha que
temos a fungéo P;(t) para um sistema de osciladores harmonicos em contato com um reservatrio

de potencial quimico x. Em analogia com a mecanica estatistica podemos definir

E(t) =) Pi(t)E (2.89)
N(t) =Y _Pi(t)N; (2.90)

como a energia média do sistema e o nimero médio de particulas, respectivamente. A condicdo
de balan¢o detalhado pode ser escrita como uma condi¢ao sobre os elementos de matriz do

operador i/ do método de Baez

4 = exp{—fr|E; — B — p(N; — Ni)|} (2.91)

Podemos escolher a entropia informacional de Shannon para expressar a entropia termodindmica

do sistema em um tempo arbitrario do processo

S(t) = —kp Y _ Pi(t)In Pi(t). (2.92)

Aqui caberia criticar que esta escolha € essencialmente arbitrdria, visto que ndo existe nenhuma
férmula geral para a entropia de um sistema fora do equilibrio. Mas como veremos a seguir, esta
escolha € consistente com todos os resultados conhecidos, tanto da termodinadmica de equilibrio
quanto da termodinamica de ndo equilibrio. A variacdo temporal desta entropia, como pode
ser extensamente encontrado na literatura (SCHNAKENBERG, [1976)(ZIENER; MARITAN;
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HINRICHSEN; 2015), é

S(t) =TI(t) — ®(¢) (2.93)
O(t) = kp > HypPi(t)In Z—:“ VHy; # 0 (2.94)
Jk J
Py(t)
=kp Z ik Pr(t %, VH;P;(t) #0 (2.95)

onde I1(¢) € a taxa de produgdo de entropia do sistema, que é sempre maior ou igual a zero, em
consisténcia com a segunda lei da termodindmica. O termo ®(t) é o fluxo de entropia, que neste
caso carateriza os processos de emissao e absorcao dos osciladores harmonicos. Utilizando a

condi¢do de balango detalhado em (2.94) podemos escrever

d(t) = —= (2.96)

T(t) = S(t) — < (2.97)

de onde vemos que I1(¢) pode ser interpretado como a taxa total de producdo de entropia do
sistema no processo de relaxacdo ao equilibrio com energia fornecida pelo reservatério. Note

que no equilibrio devemos ter um maximo na entropia e portanto S (t) = 0.

Alguns trabalhos (ESPOSITO; SCHALLER,|2012) incluem a presen¢a de um mecanismo
de “feedback” ou retroalimentacdo, também chamados de demonios de Maxwell, que permitem
mudar a condicao de balanco detalhado e produzir uma variagao artificial nas taxas de producao de
entropia sem violar a segunda lei da termodindmica e sem afetar o balan¢o de matéria ou energia.
Estas possibilidades, apesar de fora do escopo desta dissertacdo, serdo discutidas brevemente nas

conclusoes.

2.3 CONEXAO ENTRE A TEORIA H E PROCESSOS ESTOCASTICOS DISCRETOS

Conforme vimos na introducdo, a teoria H € usualmente apresentada na forma de um
sistemas de equacdes diferenciais estocdsticas acopladas. Apesar da solu¢do estaciondria ter sido
calculada com sucesso, muito pouco € conhecido sobre o processo de relaxacdo. Grande parte
da dificuldade resulta da quase impossibilidade de uma solu¢do analitica para a dindmica, ou
seja a correspondente equacao de Fokker-Planck. Em consequéncia, o estudo da termodinamica
estocdstica correspondente fica comprometido. Um importante progresso foi feito em um trabalho
muito recente EL onde foi apresentado um argumento baseado no teorema central do limite que

reproduz os resultados da teoria H através de processos estocdsticos discretos. Tendo em vista

3 A.M.S. Macédo, L.R.R. Gonzilez, E.P. Raposo, L.S. Menezes, A.S.L. Gomes, Turbulent Intermittency in a
Random Fiber Laser, Atoms 7(2), 43, 2019
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a importancia deste argumento para nossa dissertacdo, vamos reproduzir aqui brevemente os

principais argumentos.

Considere um processo estocastico composto, onde definimos a varidvel aleatoria

Y, = Z Z; (2.98)
=1
Zi = X, - X, (2.99)

onde Z; sdo varidveis aleatérias independentes e n € uma varidvel aleatdria discreta que segue
um processo estocdstico descrito por uma equacao mestra. Para o processo de Poisson temos
uma distribuicdo do tipo
n
Pin) =" u=n (2.100)
n!
Definindo a funcao carateristica do processo composto como uma média ponderada, temos os

seguintes resultados para um processo Poisson

Oy (k) =Y _ P(n)®y, (k) (2.101)
n=0
Dy (k) = exp [(Pz(k) — 1)] (2.102)
dy(k) =< e > (2.103)
Dy, (k) = [®4(k)]™. (2.104)
Por hipétese
2 2
By(k) =1 " ;X + o(kY). (2.105)

Sem perder generalidade na definicao de Z; pode-se fazer Z; — % logo

k202
Dyk)=1-— ﬁX + o(k*) (2.106)
€ portanto
_ k2
Py (k) — exp[— =], n — oo. (2.107)
20%

Concluimos que escolhendo um processo Poisson para n resulta em uma distribuicdo gaussiana

para Y. Por outro lado, escolhendo um processo binomial negativo, temos a solucio estaciondria

n+v— a"

Aplicando a férmula (2.68)), obtemos a fungdo geradora

F(z)=(1-a(z—1))"" (2.109)
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O valor médio de n € dado por

dF(1—
podlzz) (2.110)
dz z=0
Para a funcdo carateristica da composi¢@o, obtemos
_ n .
Py (k) = (1 - ;(@Z(k) - 1)) (2.111)
que, apds tomarmos o limite 7 — oo, resulta em
- K2 _
Py (k) = (1 Y 2.112
Y( ) ( + 2VO'§() ( )

Usando a definicao da funcdo G de Meijer (COSTA, 2012):

Ay, ..y Qp 1 _
Gomn =— | R °d 2.113
P (Z by bq> 2m./L (s)*ds ( )
R(S) _ HZLZI P(bk + S) H?:l F(]‘ - aj - S) (2 114)
Z:m+1 L1 —by —s) H?:nJrl F(aj + 5)
vemos que
1 1—v
(142)" = F(V)G}j( . ‘x) (2.115)
€ portanto
- 1 . /1—v K2
Oy (k) = =Gy — 2.116
v (k) F(V)G1’1< 0 2VO'§(> ( )

que é o resultado obtido na teoria H continua para um nivel na hierarquia (N = 1) , veja (1.4).
Pode-se generalizar este procedimento para uma hierarquia de NV niveis. O resultado para a fungdo

caracteristica do processo composto é

1 o n/l—7 K2
By (k) = —=GY ( ) v="T]v. (2.117)
F(y) N,1 0 2VO'§( H J
A correspondente funcdo geradora é
1 -7
F(z) = fG;ﬁ( V‘a(l - z)). 2.118)
C(v) 0

_>G]1V{¥(T; ’7‘@) (2.119)
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E ficil ver que os casos anteriores podem ser obtidos desta formula geral. Por exemplo, para
N = 0 temos

a

1 nof— ne
P, = _Gg’g)( a) _re (2.120)
nl 7 \p n!
e para N = 1, obtemos
1 /l—v IF'n+v)s a \n/ 1 \v
Pn:—G’< ‘): ( )( ) 2.121
n!T(v) 1\ g ¢ nll'(v) \1+a l+a ( )

que sdo as distribuicdes estaciondrias dos processos de Poisson e binomial negativo respectiva-

mente.

A recursividade destas distribui¢des, que evidencia a hierarquia, € mais evidente na sua
representacdo integral. Neste ponto entra o peso da distribui¢do gamma que acopla os processos

de forma exata nas distribui¢des no equilibrio. Seja a fun¢do geradora da distribuicao de Poisson

F(z) = e (2.122)
e considere a distribui¢cdo gama
g1 0
0) = T 2.123
v(0) T (2.123)

Introduzindo a composi¢ao diretamente na fungao geradora

G(z) = / h ~(0)e? Y dg (2.124)
0

obtemos

Giz)=(1+7(z—1))™". (2.125)

Note que tomando o limite 7 — —a apds a integragﬁolﬂ obtemos a func¢ao geradora da distribui¢do
binomial negativa, como pode ser comprovado aplicando a propriedade (2.69) de onde sai a

equagdo (2.121)). Comparando com a equacdo (I.1)) notamos que a = €,/ .

No préximo capitulo, vamos mostrar como usar o método de Baez para calcular analiti-
camente a taxa de produc¢do de entropia de processos estocdsticos discretos, com foco principal
no processo binomial negativo. A hipdtese principal subjacente é que tomando o limite i — oo

poderemos em principio obter a taxa de producdo de entropia da teoria H.

4 Do ponto de vista matemadtico, isto requer uma continuagfo analitica.
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3 PRODUCAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS DE MARKOV

Virios sistemas fisicos podem ser descritos como processos de Markov, por exemplo,
um oscilador harmodnico acoplado a um campo de radia¢do possui probabilidades de transicao
nos dois sentidos: emissdo e absor¢do. Uma abordagem simples e elegante para a dinamica
deste sistema € a de Lindblad (BONDAREV/ 2017)(BONDAREV/ 2013), com a qual podemos
descrever a evolucdo temporal da matriz densidade devido as transicdes. Uma carateristica desta
construgdo € a possibilidade de estabelecer uma relagdo entre as taxas de probabilidade das
transi¢cdes com o correspondente problema termodinamico, que no caso citado sdo proporcionais
aexp [—lw/2kpT) e exp [lw/2kpT| para emissao e absor¢do respectivamente. Estes valores
ficam perto de 1 a temperaturas relativamente baixas e para energias na ordem do infravermelho.
Nos graficos que apresentaremos neste capitulo escolheremos valores de taxas que, apesar de

arbitrarios, nao ficam longe de varios exemplos de sistemas fisicos reais.

Vimos no capitulo anterior, que um sistema hierdrquico pode ser facilmente construido a
partir de um processo simples como o processo de Poisson. Um exemplo pratico disto € um
sistema quantico com dupla barreira de potencial. A distribuicao das particulas que pulam
de um canto para outro por efeito tinel estd determinada pelas propriedades da barreira e do
reservatorio considerado. Considerando duas barreiras, o espaco entre as duas vira um reservatorio
efetivo para o destino final. Processos binomiais negativos (BN) e a sua constru¢ao matematica
foram estudados em (KOZUBOWSKI; PODGORSKI, [2009) para diferentes situagdes, das quais

podemos mencionar:

e O tempo de espera até o v-ésimo evento acontecer, medido como fracasso.

e A distribuicdo da mistura de processos de Poisson que tem como distribuicdo de seus

valores médios uma funcdo gamma com parametro 6 > 0.

e A distribuicdo no equilibrio de um processo de Markov com taxa de probabilidades « e /3,

a > [ e com probabilidade de Bernoulli 5/c.

Neste mesmo estudo uma composicdo exata do processo BN com processos de Poisson € consi-

derada.

A abordagem termodinamica para sistemas complexos foi desenvolvida usando o prin-
cipio da entropia maxima em (VASCONCELOS; SALAZAR; MACEDO, 2017), assim como
outras construgdes (TSALLIS; SOUZAL 2003), usualmente aplicando o teorema central do limite
para obter distribuicdes estaciondrias. A teoria H proporciona explicitamente as distribui¢des do
equilibrio local dos subsistemas na forma de uma hierarquia, como especificado anteriormente.
Neste sentido, € valido considerar os processos discretos associados as distribui¢des dos subsiste-

mas e analisa-los termodinamicamente fora do equilibrio com as ferramentas adequadas (TOME,
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2006). Isto permitiria, entre outras coisas, caracterizar os processos de relaxacdo da teoria H
através de expressoes analiticas para as taxas de producao de entropia. Neste capitulo, vamos
mostrar como isto pode ser feito exatamente para os dois primeiros elementos da hierarquia,
que sdo os casos dos processos Poisson (N = 0) e binomial negativo (N = 1) respectivamente.
Finalizaremos com uma proposta de uma abordagem aproximada para o cdlculo da taxa de

producao de entropia dos demais processos da hierarquia (/N > 1).

3.1 PROCESSO DE POISSON

Usando o método de Baez apresentado na segdo [2.1.5] podemos obter o diagrama de
Petri para um processo unidirecional com uma dada taxa de probabilidade de transicdo. A figura

3.1 mostra o diagrama obtido, onde « € a taxa de probabilidade de transi¢do do processo.

Figura 3 — Diagrama de Petri de um processo de Poisson. O bloco T1 representa a transicio e o circulo a
espécie n.

11

87

n

Fonte: O autor(2020)

O diagrama mostra uma fonte inesgotavel da espécie n, e T1 representa a transicao que da lugar
ao processo, o qual € representado pelo Hamiltoniano da equacao mestra do diagrama. Como se
viu na secdo[2.1.5] T1 apresenta apenas uma entrada para uma mesma espécie. Uma representaco
dinamica do processo pode ser vista nas figuras ale #b| com o tempo aumentando do item a)

paraob).

Logo, aplicando as regras do método de Baez, podemos escrever
H=an'-1) (3.1)

Isto implica que a equagdo de evolugdo para a fungdo geradora do processo de Poisson €

dF(z,t)

— ot
praa a(n™ —1)F(z,t). (3.2)
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Figura 4 — Representacdo dinamica do processo de Poisson.
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Fonte: O autor(2020)

Note que por defini¢do F'(z,t) pode ser expandida como

N

F(z,t) =Y Pilt)2, (3.3)
k=0

o que implica que a probabilidade P,(t) pode ser obtida a partir de F'(z,¢) como:

1 d

Para resolver a equagdo diferencial (3.2) precisamos primeiro definir a condi¢io inicial,
ou seja P,(0). Sem perda de geralidade, podemos assumir que no comeco do nosso experimento
estocéstico temos uma quantidade nula da espécie. Isto quer dizer que a probabilidade de achar
n = 0 espécies no instante de tempo ¢ = 0 é exatamente 1, ou seja Py(0) = 1. Logo, a nossa
funcdo geradora terd valor F'(z,0) = 1. Note entdo que n™ F(z,t) = zF(z,t), e portanto a

equagcdo diferencial (3.2)) pode ser facilmente resolvida pelos passos abaixo

ch(;’t) = a(z — 1)F(z,1) (3.5)

dF(z,t)
Pt alz —1)dt (3.6)
InF(z,t) =alz—1)t (3.7)
F(z,t) = explat(z — 1)]. (3.8)
(3.9

Aplicando a férmula (3.4) na equacéo (3.9) obtemos

(at)ne—at

n!

P,(t) = (3.10)

Na figura [5|mostramos a evolugao temporal desta solugdo. Podemos agora escrever uma equagao
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Figura 5 — Evolucdo temporal do processo de Poisson, em unidades arbitrarias de tempo para o = 0.9.
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\®]
>

A
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AAAA

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Unidades de tempo

Fonte: O autor(2020)

mestra para a probabilidade (3.10)). Inicialmente, vamos definir

Pf(n) = f(n+1)

P~ f(n) = f(n -1)
= > g(n)P*f(n Zf )P~g(n
n=0

onde f(n) é uma fung@o arbitrdria. Substituindo (3.3) em (3.2)), obtemos:

; o+ djz,;t(t) _ a;(rﬁ 1)k Ry(0)
N kZ:O kd]:;“t(t) _ akzzo(zkﬂ X0

Usandd'| 3-11)),
; kd]th( ) _ a;Pk(t)(IP’”L l)Zk

1

10

(3.11)
(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

E importante esclarecer que esta soma pode se dividir em duas e a soma total faz sentido apenas para os indices

definidos de Py. Por conveniéncia, vamos fixar os limites k € [0, N] em todas as somas, ver apéndice



e aplicando a propriedade (3.13)) obtemos

Finalmente, a equagdo mestra é dada por

) _ o - 1R

que também pode ser escrita como

dP,(t) _
= = a(Pana(t) = Pa(1))
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

que € a sua forma tradicional. O termo «a(P~ — 1) é o operador Hamiltoniano desta equagio

mestra, o qual denotaremos I, a partir de agora.

3.1.1 Representacao matricial da equacao mestra

A equagdo mestra (3.19) representa um sistema de equacdes diferenciais, que pode ser

escrito explicitamente como

Py(t) = —aPy(1))

Pi(t) = aPy(t) — aPy(t)
Py(t) = aPi(t) — aPy(t)
Ps(t) = aPy(t) — aPy(t)

Py(t) Py
Pi(t) —a 0 P
Py(t) B —a Py
Ps(t) 0 a -« P
Py(t) B
L : 4 nx1 L

(3.20)

(3.21)

- nx1
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de modo que identificamos a matriz hamiltoniana como

(a0 0 ]
—a 0
H,=10 o —-a 0 ..| . (3.22)
0 a -«

Py(t) Py(t)
Py(t) Pi(t)
Po(t)| =My [P2(1) (3.23)
Py(1) Ps(t)

Comparando com a equacdo (3.18) obtemos a representacdo matricial do operador P~ e por

consequéncia o operador conjugado P*:

000 0 0 .. 0100 0 ..
100 0 O 0010

P-=|0 10 0 0 ~ P+=[00 01 (3.24)
001 0 0 000 0

3.2 PROCESSO BINOMIAL NEGATIVO

A distribuicdo binomial negativa é uma distribuicdo discreta de probabilidade obtida
a partir de uma série de experimentos de Bernoulli ﬂ Ela difere da distribuicdo binomial, que
exige um nimero fixo de sucessos ou fracassos (dependendo do escolhido). O nome de “negativa”
vem precisamente da possibilidade de distribuir eventos de “fracasso” ou “sucesso” usando
uma férmula binomial com parametro negativo. Note que “sucesso” ou “fracasso” sdo termos
ambiguos e ndo se referem necessariamente aos conceitos certo ou errado. Doravante eles
serdo referenciados apenas como eventos, ou resultados dos experimentos, A, cujas frequéncias
desejamos comparar uma série de eventos complementares A = A. Usaremos o sinal cldssico .

) da 16gica formal para diferenciar eventos mutuamente excludentes.

1
2

Note que os indices foram colocados apenas para a operagdo matricial.
Um experimento de Bernoulli é aquele que s6 pode ter dois resultados excludentes.
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Definico 3.1. Considere um experimento de Bernoulli com os possiveis resultados A e A. A

probabilidade de acontecer A serd denotada por A e a probabilidade de A serd 1 — A.

A probabilidade de acontecer n eventos A dados v eventos A é fornecida por uma

distribui¢do binomial negativa

P, = CM A1 — A) (3.25)

, onde C] representa a combinatdria sem repeticdo de x em'y, ou seja

(n+v—1)!

Cn+u—1 —
" nl(v —1)!

(3.26)
Outras possibilidades sdo igualmente védlidas. Por exemplo, se quisermos achar a distri-

bui¢do de N experimentos, dados v eventos A, entdo teriamos

Py = Cy_IAN=7(1 — A (3.27)

Note que fazendo a substitui¢do N = n + v recuperamos a expressao (3.25).

Usemos agora o método de Baez para obter a equacdo mestra do processo binomial
negativo. Note que a solugdo estaciondria da equagdo mestra deve coincidir com (3.25]). Vamos
comegar construindo os diagramas de Petri. Como os experimentos de Bernoulli mencionados
anteriormente acontecem até se chegar a um nimero v de eventos A, entdo podemos considerar v
constante para um mesmo diagrama. De fato, esta € uma carateristica importante que a diferencia
de outras distribui¢des, como a binomial por exemplo. Logo, podemos partir desse nimero para

obter a probabilidade de n eventos A que é a variavel estocéstica do processo.

Primeiramente, devemos especificar qual é ou sdo a espécie ou as espécies do problema.
A primeira ideia pode ser, talvez, nomear o evento A como uma espécie e o evento A como outra,
escolha que deixaria um diagrama simples mas com uma equagao de operadores “levantamento”
e “abaixamento” bem mais complicada. Na pratica € bom notar que os eventos de Bernoulli sd@o
excludentes e em uma distribui¢do binomial negativa o nimero de eventos A é dado, ou seja
constante para cada processo. Logo, sabendo o nimero de eventos totais e o niimero de eventos
A dados, € possivel conhecer a frequéncia de eventos A.. Entdo, uma escolha conveniente é tomar
como espécie o resultado do experimento de Bernoulli A, dados v eventos A, sendo A o tltimo

evento observado . De forma mais geral, temos 3 abordagens que levam a diagramas equivalentes:

1. Sao criados v eventos inicialmente, o que garante que a sua quantidade € constante. Para
isto, atribuimos uma taxa de v3. Em seguida € preciso criar mais eventos até chegar a um

total de NV, porém sem mexer na quantidade anteriormente criada. O truque estd em tirar
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um evento dos anteriores e criar dois. Finalmente, coloca-se uma taxa de controle para o
novo evento criado.

2. Se é possivel criar todos os eventos A de uma vez e consecutivamente ir tirando eventos

até se chegar ao nimero v, isto automaticamente distribui os eventos A .
3. Igual que no item anterior mas agora fatorizado em apenas duas transicoes (ver figura 3.3).
Os diagramas correspondentes aos itens e[3] seriam as figuras [6a] [6b] e [6c| respectiva-

mente. Note que tem uma fatoragao na figura [6a]em relagdo a figura [6c/e que todos diagramas

sdo equivalentes, no sentido que produzem a mesma equagcao mestra.

Figura 6 — Diagramas equivalentes de Petri do processo binomial negativo.

T1

Bv

N
B

(n+v)

11| [T2 Tl
2

T 1| [T
8 8 Bn Bv
— —
T3 T3 T

(@ (b) (c)

Fonte: O autor(2020)

Igual que no caso anterior nas figuras[7alaté[7c| no mesmo sentido do incremento temporal,

se pode ver a representacdo dindmica do processo em 3 fases:

e Preenche-se o primeiro espaco com v eventos.
e O segundo espago comega se preencher mantendo constante o valor de v.

e E contabilizado o nimero de particulas(n) que conseguem atravessar todos 0s espagos.
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Figura 7 — Representacdo dindmica do processo Binomial Negativo.

Fonte: O autor(2020)

Tendo o diagrama de Petri, podemos usar o método de Baez para escrever a equagao
diferencial da fungdo geradora do processo binomial negativo. Tomando a figura[6bjcomo exemplo,

obtemos

dF(z,t)
dt

Note que a soma do primeiro com o segundo termo ddao imediatamente o diagrama fatorado da

= Br(nt —1)F(z,t)+ Bn(n™ — 1)F(z,t) + a(n”™ —n"n")F(z,1t) (3.28)

ﬁgura Usando a defini¢do dos operadores de levantamento (n1) e abaixamento (n ™), temos

as equacgoes

ntF(z,t) = 2F(z,1) (3.29)
n F(z,t) = 3ng,t)’

que permitem escrever a equagdo diferencial para a func¢do geradora na forma

D e~ )P0 + (822 + 0~ (o + 8)7 232D 30
ou
aFé? )it B)z—a- BZQ]—(?F(;? V- apren -0 Gan

A solucao analitica desta equagdo serd obtida na proxima secao.

3.2.1 Funcao geradora do processo BN

Um método para encontrar a solucdo analitica de (3.31))(método das curvas caracteristicas)

pode ser achado, por exemplo, em (Vam Kampen, 2007)(SPIEGEL, [1974)(FARLOW, [1993).

Para o nosso caso particular, devemos proceder da seguinte forma. Inicialmente, vamos escrever

a equagdo (3.31)) na forma

OF(z,t)
ot

A + K

aF(,gi’ D o OF () + R =0, (3.32)
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onde

_q (3.33)

Suponha agora que possamos parametrizar t(s) e z(s), tal que F'(z,t) = F(z(s),t(s)). Isto

implica que podemos fazer as seguintes manipulagdes

dF(z,t)  O0F(z,t)dz | OF(z,t)dt

ds 0z ds + ot ds = —QF (1) (-3
dt
:% =1 (3.35)
dz 9
j%:@y—kﬁ),z—a—ﬁz (3.36)
Lt — dz (337)

(a+ p)z —a — 22

Integrando ambos os lados de (3.37]) obtemos

z—1
— (B—a)t
C, = A1 , (3.38)
onde (' é a constante de integragdo, que € diferente para cada par (z,¢). Além disso,

At=2 339
3 (3.39)

Vamos achar agora uma curva caracteristica de C'; ou uma solucao particular de F'(z, t). Tomemos

t = t;, entao

dF(z,t),  dF(z1) B
ds ti dz K|tl - QF(Z7t)|ti (3.40)
iF_ Q
ed(nF) = — PE= 1)

(+B)z —a— P22

integrando, obtemos

Fy = (82— )™ C; (3.41)
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Essa constante C; deve depender de z e do ¢; e dado que se conhece a relagdo de z com ¢ (3.38)),

entdo podemos escrever

-1
O(2,t) = C(Ci(z,1)) = O e (3.42)
Analisemos agora a condi¢@o inicial de P, (t)
P (0) = b (3.43)
=F(2,0) =) 2"B(0) =1 (3.44)
. z—1
=(fz — «a) C(z — A—l) =1 (3.45)
z—1 v —1\v
:>C’(Z_A71):B (z—A") (3.46)
Fazendo agora as mudangas de varidveis
z—1
At —1
L= 2 (3.48)
p—1
g = elfm) (3.49)
e substituindo (3.47) e (3.48)) em (3.46]) obtemos
Al —1
= C(p) = g (" P AT (3.50)
At —1
= C(p) = B( )" (3.51)

p—1
Substituindo agora a equagéo (3.47) vezes a equagio (3.49) no lugar de p, que é a solugio para
todo ¢, obtemos o seguinte produto:

C(z,t) =p"(A = 1)"(z — A1) (3.52)
(2e—1)+ A1 —e)™.
Portanto, ,
F(z,t) =p7"(z—A"1)7"C(z,1) (3.53)
= F(z,t) = (A= 1)"(z2(e = 1)+ A —g) (3.54)
Em suma, ,
F(z,t) = (1= A)(zA(e = 1)+ 1 —eA)™” (3.55)
F(e0) = (5 —A(zl(l_i\s) —5)>V (3-56)

¢ a solugdo analitica final para a func@o geradora F(z, ).
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3.2.1.1 Probabilidade do processo BN

Para achar a distribui¢@o de probabilidades do processo BN, basta aplicar a férmula (3.4))
na equagio (3.56), de onde sai imediatamente:

Pu(t) = %(1 - A)”%[(z/&(e )+ 1—eA) (3.57)
Palt) = (1= AP (A~ D]" [z 41— M)l (3.58)
Defina .

=2 [(z+1-cA), (3.59)

entao
I=(-v)(—v—-1)..(—v—(n—1)[z+1—cA]"™" (3.60)
== (—1)”%[2 +1— A (3.61)

Logo
PO = 1= AV = P AT A G
Pu(t) = %(1 — A)A™(1— ) (1 — eA) (3.63)

Substituindo a equagdo (3.23)), obtemos como solugéo geral:
Pu(t) = P, (1 — &)"(1 —eA) ™" (3.64)

que é mostrada na ﬁgura E importante notar que € uma constante arbitrdria, cujo dominio
até agora nao foi definido, exceto pela condi¢ao de ser maior que 0. Uma forma mais explicita de

escrever a equacao (3.64)) seria:

I'(v+n)
[(v)n!

onde usamos a forma explicita da solu¢do estacionaria:

P.(t) = (1— A)’A™(1 — &)"(1 — eA) ™" (3.65)

I'(v+n)
C(v)n!
Note que a equacao (3.65]) pode ser interpretada como uma distribui¢do binomial com pardmetros

Pt = (1— A)A" (3.66)

dependentes do tempo. Definindo

(3.67)
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obtemos
I(v+n)

PO =T

[1—A@VA@)" (3.68)

Figura 8 — Probabilidades do processo BN em unidades de tempo arbitrdrias para os 4 primeiros valores
de n. Valores do pardmetros escolhidos: a = 0.3, 5 =0.1e v = 3.
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3
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A F++++++++++++
0.2 -
AAAAAA
A
A 1 Il 1 1 Il
0 5 10 15 20 25 30

Unidades de tempo

Fonte: O autor(2020)

3.2.1.2 Analise dos valores limites

A solugdo (3.64) deve satisfazer as condi¢des de contorno impostas. Quando ¢t = oo
deve ser idéntica a equagdo estaciondria (3.23), e quando t = 0 = P,(0) = d,, 0 com se viu ao

comeco dessa se¢do. Note que no primeiro casso, quando fazemos ¢ — co = ¢ — 0 na equagdo

(3.64)) obtemos
P.(t = o00) = B, (1 — (¢ = 0))"(1 — (¢ — 0)A) ™™, (3.69)

como esperado.

Na figura [0} mostramos a distribui¢éo estaciondria [3.25] (linha azul) e a distribuicdo

dindmica[3.64] (circulos vermelhos) para ¢ > 1. A relaxagdo do processo ¢ ilustrada na figura 3.6.

Parat —+ 0 = ¢ — 1, temos

Pt —=0)=P, (1 - (e = 1)"(1— (e —= 1A " (3.70)
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Figura 9 — Comparacio entre as solucdes obtidas do processo BN no equilibrio e a distribui¢cdo dinamica
BN para valores diferentesdenet > 1 (e =0.3,5=0.1ev = 3).
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Fonte: O autor(2020)

Figura 10 — Comparacao entre o processo BN e o valor da distribui¢io estacionaria em n = 0.

1 T T T T T
=In=0 (t
0.9 - -Valor da porbabilidade estacionariaPe%,

o o
N o
Il Il

Probabilidade
o o
on (o]

<
N
L

o
w

0 5 10 15 20 25 30
Unidades de tempo

Fonte: O autor(2020)

o
o

Note que para qualquer valor de n # 0 o valor de P,(0) decresce exponencialmente em dire¢éo

a0, masemn =20

Pyt = 0) = Poeo® (1 — (e = 1)A) ™ (3.71)
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€ portanto

Pyt — 0) = (v = (1 - A)Y(1— (e = DA™ (3.72)
Pyt — 0) = 1, (3.73)

como esperado.

3.2.2 Representacao matricial do processo BN

Tendo em vista possiveis generalizacdes para os processos de ordem superior na hierarquia
da teoria H, vamos obter a representacdo matricial do hamiltoniano no formalismo de Baez. Para
isso é preciso primeiro achar a equacdo mestra. Usando a equagdo (3.28)) e substituindo F'(z,t)

pela sua defini¢do em termos da probabilidade P, (t), obtemos

> L dP(1) al al
2 2F c];t = fv %(Tﬁ — 1)Pu(t)2* + ﬁ%(nﬂf’n_ —nTnT)Py(t)2F
N
+ aZ(n_ —ntn7)P(t)2F (3.74)
k=0
= iz’“—dpk(t) = ﬂuzNj( — 1) P(t)2" + B k(nT —1)Py( — ) Pe(t)z"
dt (1) Z i ( ZJWZ n'n”)P(t)z
k=0 k=0
(3.75)
iizkdi(t) —ﬁuipk(t)(zk“—zk)—i—ﬂikpk(t)( Al _ —|—OszPk — 2"
k=0 di k=0 k=1
(3.76)

Ao substituir (3.3) em (3.28) usamos a versdo menos fatorada dos diagramas de Baez, uma vez
que estamos trabalhando dentro de somas sobre n. Outra forma de ver isso é fazendon = n*n~ de
onde o hamiltoniano da segunda transi¢do fica S(nt — 1)nF(z,t) = f(nt —)ntn" F(z,t) =
B(nTntn~ —ntn")F(z,t). Note que podemos introduzir e tirar estes operadores dentro da
soma sem afetar o resultado, ja que nao operam diretamente sobre a varidvel muda, mas apos
atuar sobre a func@o obtemos fungdes que ndo podemos retirar da soma. Observe também que
nas segunda e terceira somas do membro direito da equacao k comecam no valor um,
porém isso ndo impedird adiciond-la com as outras somas, visto que o primeiro termo (k = 0) é

nulo. Podemos, portanto, considerar que todas as somas comecam em & = (.

Com ajuda dos operadores (3.11) e (3.12), podemos rescrever os termos com z nas somas

acima como
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(P — 29 = (P —1)2" (3.77)
(F1 —2F) = (P~ —1)2* (3.78)

Substituindo (3.77) e (3.78)) na soma (3.76)), obtemos

N L dP(t) N N N
Z P (;Ct = BI/Z Pk(t)(]PH' _ 1)zk + ﬂz kpk(t)(}P)"‘ — 1)Zk + o Z k’Pk(t)(]P)_ . 1)Zk
k=0 k=0 k=1 k=1

(3.79)
Aplicando a propriedade (3.13)) em (3.79) obtemos

N ARt W] N+l N1
> C]Zt =Br Y FPT—1)P(t) +B8) P - DEP(H) + oy FPT - DEP(t)
k=0 k=1 k=1 k=0

(3.80)

= de]z];t(t) = BuF (P~ — 1) Py(t) + B2 (P~ — 1) kP, (t) + az®(PT — 1)kP,(t) 3.81)

d]zl;t(t) = Bu(P™ — 1)Py(t) + B(P™ — D)kPu(t) + a(PT — 1)kPy(t), (3.82)
a qual pode ser escrita compactamente como
dlz}}(t) =B = V(v +n)Bt) + a(PT = )nlu(t) (3.83)

Aplicando as definigoes dos operadores (3.77) e (3.78), obtemos uma equagdo mestra em sua

forma padrao

T = AP (v n) Po(t) = B(v + n) Po(t) + aP T nP(t) — anPy(t) (3.84)
d]?llt(t) =B +n—1)Pa(t) = Bv +n)Pu(t) + a(n + 1) Py (t) — anP,(t)  (3.85)
d%t(t) = a(n+1)Poa(t) + B(v +n = 1)Pia(t) — (B(v + n) + an) Py(t) (3.86)

De forma explicita, o sistema de equagdes diferenciais fica
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Py(t) = —prPy(t) + aPi(t)

Pi(t) = BrPy(t) — (B(v + 1) + )Py (t) + 2aPy(t)

Py(t) = B(v + 1)Pi(t) — (B(v + 2) + 2a) Pa(t) + 3P, 41 (t) (3.87)
Py(t) = B(v +2)Py(t) — (B(v + 3) + 3a) Ps(t) + 4Py (1)

Po(t) = B(v+n—1)P,_i(t) — (B(v +n) + an) Py(t) + a(n 4 1) Py (t)

A representag¢do matricial pode ser escrita resumidamente como

(Po(t)] (Py(1)]
Py(t) Pi(t)
Py(t) Py(t)
Py(t) Ps(t)
Pit)| = Hpnpwn |Pa(t) (3.88)
P5(t) Ps(t)
Py(t) P(t)
Py(t) Pi(t)

Usando a representacdo matricial dos operadores P~ e P* , veja (3.24), em (3.83) obtemos

HBN:5<

HENIO‘<

Portanto

000 0 0 100 0 0 vo0 0 0

100 0 0 010 0 0 0 v+1 0 0

010 0 0 “loo1 0 o0 >00u—|—20

001 0 0 000 1 0 0 0 0 v+3

(3.89)

010 0 0 .. 100 0 0.1 Jooo o o .]
001 0 0 010 0 0 010 0 0
000 1 0 “loo1 0 o0 )oozoo
000 0 1 000 1 0 000 3 0

(3.90)

Hpy = Hzy + HEy (3.91)

Bt) = Hpx P(1), (3.92)

o O O O
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onde
[—Bv o 0 0 0 .|
bv —PBr+1)—a 2a 0 0 0
Hpy=| 0 B(v+1) —B(v+2) -2« 3a 0 0 (3.93)
0 0 B(v+2) —B(r+3)—3a 4a 0 0
A forma explicita da equacio matricial fica
[Po(t)] [Po(t)]
Py(t) Pi(t)
Py(t) [— B o 0 0 0 0 0 ..] Py(t)
Py(t) B —Br+1) -« 20 0 0 0 0 Ps(t)
Py(t) —| 0 Blv+1) —B(v+2) - 2a 3a 0 0 0 Py(t)
Ps(t) 0 0 B(v+2) —B(r+3)—3a 4a 0 0 Ps(t)
Ps(t) B : : . Ccn B
Pr(t) Pr(t)
L J4 %1 - - nx1
(3.94)

A estrutura da matriz hamiltoniana serd muito util na generaliza¢ao do processo BN para processos

mais altos na hierarquia da teoria H.

3.3 ANALISE TERMODINAMICA

Como foi apresentado na se¢do [2.2, com a solugdo analitica de um processo estocdstico
discreto podemos obter ndo apenas a entropia do sistema em cada instante de tempo, mas também
a a taxa variacdo de entropia, S , que inclui a taxa produgdo de entropia, 11(t), e o fluxo de
entropia, ®(t), que sdo definidos a partir da probabilidade dependente do tempo. Existe enorme
interesse tanto tedrico, quanto experimental, em caracterizar processos de relaxamento através
dessas grandezas termodinamicas. Nesta se¢do, vamos usar nossa solu¢do analitica para calcular

explicitamente I1(t) e ®(t).

Primeiramente, vamos introduzir a notac¢do, H j;, para as entradas de [H, de modo que a

equacdo mestra fica:
Pi(t) =Y HyPi(t). (3.95)
k

Note que por conta da forma de H do processo de Poisson vemos que todos os termos de (2.94))
sdo nulos, ou seja ®(t) = 0. Esse é um resultado esperado dado que este tipo de processo é
unidirecional, no sentido que um aumento do tempo implica necessariamente um aumento de

sucessos acontecidos, de modo que o sistema nunca atinge um estado estaciondrio. Pode-se
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entender entdo que qualquer que seja o evento de sucesso A, e chamemos agora de sucesso

apenas por ter maior probabilidade de acontecer que A, devemos tér

e Um processo que tende a aumentar A no tempo estd aumentando a entropia do sistema.
e Se o nimero de sucessos A permanece constante, a entropia é constante.

e Se o ndmero de fracassos A aumenta, entdo podemos interpretar o evento como uma

reducao de entropia, neste instante de tempo.

Concluimos que em um processo de Poisson, a taxa de variagdo de entropia coincide com a taxa

de producao de entropia.

O processo BN, porém, tem duas taxas em sentidos opostos. Isto quer dizer que podemos
achar as duas taxas de entropia, conforme mostrado no gréfico da figura[I 1] onde também pode-se
observar que a producao de entropia é sempre positiva, esta refere-se a entropia de Shannon do

sistema.

Figura 11 — Gréfico das taxas de variagcdo de entropia em um processo BN com parametros
a=0.3, =0.1er = 3. Como prediz a termodindmica estocdstica, temos dois
comportamentos dos termos da taxa de variacdo da entropia total, um sempre maior que zero
(TI(t)) e outro que poderia ter qualquer sinal (®(t)), mas que é sempre menor que zero no
processo BN.
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Fonte: O autor(2020)

Pela termodindmica estocdstica, a taxa de produc¢do de entropia como fun¢do do tempo
deve satisfazer também uma condi¢ao de balango detalhado, que é um tipo de teorema de
flutuacdo-dissipacdao (HARRIS; SCHi'TZ, [2007)(ESPOSITO; SCHALLER, 2012). Uma forma

grafica de visualizar a validez deste teorema € analisar a convergéncia de exp [—S / k). Na figura
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Figura 12 — Se pode apreciar neste grafico como a entropia achada cumpre com o teorema de
flutuacao-dissipacao.

0 10 20 30 40 50
Unidades de tempo

Fonte: O autor(2020)

[12] podemos ver que este valor converge exponencialmente para o seu valor médio, exatamente 1,

que coincide com os dados apresentados na literatura sobre a processos de salto.

Para comparar os dois processos estocdsticos, Poisson e BN, vamos supor um exemplo
puramente hipotético, um sistema no qual uma série de osciladores harmodnicos estao acoplados
a um reservatério de forma tal que a quantidade de osciladores no primeiro estado excitado
corresponde a uma distribuicdo de Poisson no primeiro caso e uma distribui¢do BN no segundo
caso com uma quantidade constante ¥ = 3 no estado base. Calculando a energia média e o
numero médio de estados excitados em fun¢do do tempo, obtemos os gréficos apresentados na
figura[I3] Note a diferenga qualitativa no comportamento das médias, indicando a relevancia do

mecanismo de relaxacgao.

As formas analiticas explicitas de I1(¢) e ®(¢) sdo muito complexas para serem apre-
sentadas aqui. No entanto, fica claro que temos em principio uma previsdo concreta para o
comportamento da taxa de produgdo de entropia da teoria H, no caso de um tinico nivel na hierar-
quia (N = 1). Na préxima secdo, vamos considerar o caso de N > 1 usando uma aproximagao

do tipo Born-Oppenheimer.

3.3.1 Aproximaciao de Born-Oppenheimer

Considere um reservatoério de N particulas acoplado a um sistema de forma tal que o efeito

do sistema sobre o reservatdrio € desprezivel. A equagdo mestra que descreve este reservatorio €
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Figura 13 — Os gréificos mostram a energia e nimero médio de osciladores no primeiro estado excitado
respondendo ao processo de Poisson (primeira coluna) e ao processo BN (segunda coluna).

Energia média distribuicao de Poisson a = 0.4 Energia média distribuicdo BN a = 0.4, 8 = 0.36
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Fonte: O autor(2020)

P.(t) = a(n + 1)Pyyi(t) —anPy(t)  P.(0) = .y (3.96)
Vamos tentar uma solugdo do tipo:

P(t) = CYIAM]" 1 — A@)Y " (3.97)

n

Para obter a fungdo A(t), executemos primeiro a derivada

Palt) = G % [[A(t)]n“ B A(t)]Nin] (3.98)
= (A L - AW ) %(f) = (I(V =A@ = A ) %(f)
(3.99)
n N-—-n OA(t)
o <A(t) 1 A(t)>P”(t)T (3.100)

O segundo lado da equag@o mestra fica

a(n +1) P (1) — anPy (1) = a (N —n) A(”t) ) Pa(t) (3.101)

1— A(

Comparando os dois lados, temos

(AT(Lt) B 1]\17\8)> azgit) = (- n>% ) .
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Multiplicando esta equagdo por A(t)(1 — A(t)), temos

(n(l ~A(D) — (N — n)A(t)) % - a<(N ) A@) - n(l— A(t))A(t)) (3.103)
= 20 _ (3.104)
= A() = e (3.105)

Como o sistema vai ganhar particulas sempre que o reservatorio perder particulas, podemos
dizer que a probabilidade de uma particula chegar ao sistema é 1 — e~ %, Se agora fizermos uma

composi¢do da distribuicao fun¢do gama com esta probabilidade, obtemos

01/—1 ___ 0 .
v(6) = i 6/))@(}/)@ r(1—¢') (3.106)

onde € = e, Note agora que, compondo esta distribuicio gama modificada com a fungio

geradora do processo Poisson, temos

G(z,t) = / v(0)e? =V ag (3.107)
0
1 - v—1 - —0t(z2—1)
= T(l—€)
G(z,1) (T(l—EI))”F(V)/O 9" 1e e o (3.108)
_ 1 o1 0((r(1—¢ )4 (1))
G(z,t) = (T(l_e,)w(y)/o 9" 1e 0 (3.109)
(3.110)

Fazendo a mudanca de varidveis:

0=u(r(l—¢)) = db = (7(1—¢€))du (3.111)
obtemos
_ LT a1 (1= ) (e-1)
G(z,t) = o0 /0 u’" e de (3.112)
Fazendo a substitui¢ao:
c=u(l+(T1—eN(z—-1) = dz =1+ (1(1 —€))(z—1))du (3.113)
obtemos
A+ =E=1)" [
G(z,t) = 0 /0 e dx (3.114)

= Gz,t)=(1+7(1—€)(z—1))" (3.115)



58

Finalmente, tomando o limite 7 — —a obtemos

Gz, t)=(1—a(l—€)(z—1))". (3.116)

Aplicando agora a propriedade (2.69) obtemos:

o= BEOTIES o

Como em geral v # [ — «, esta equagdo € uma boa aproximagao da solugdo exata do processo BN

achada anteriormente. Note, porém, que no equilibrio esta solucdo converge para a distribuicao
estaciondria exata do processo BN.

A justificativa para a substituicio do termo 7(1 — ¢ ) pode ser feita da seguinte forma.
Considere no exemplo anterior a estrutura do modelo hierdrquico, representado na figura[I4] dado
pelaequagdo de taxa (1.1)). Como o sistema dividido desta forma tem apenas dois equilibrios locais,
Figura 14 — Modelo hierdrquico de um sistema com dois subsistemas. A versdo discreta da teoria H leva

a uma distribuicdo BN no equilibrio. Note que enquanto um sistema faz o papel de

reservatério com um fluxo de probabilidade negativo, o subsistema interior percebe fluxo
nos dois sentidos.

&1
& o

Fonte: O autor(2020)

se desprezarmos a acao do sistema mais interior sobre &; teriamos apenas a parte determinista da

equagdo (I.)). Portanto,
& =a(b— &) (3.118)
Esta equacdo € de facil resolucao. Obtemos

& =8&(1—e ) (3.119)

Analisando agora o segundo sistema com &; como reservatdrio temos:

&y = x(&) — &)dt + ko) AW, (1), (3.120)

que tem como solugdo estaciondria a distribuicao gama
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B2
Pl = el = (e (3.121)
onde
% = %(1 —e ) (3.122)

Suponha agora que este sistema hierdrquico controla a evolu¢ao dindmica dos parametros do
processo discreto correspondente, de modo que se admitirmos que localmente na menor escala
temos um processo Poisson, sua média &, seria, no espirito da teoria H, distribuida conforme a

densidade 7(e;). Portanto

G(z,t) = /Oofy(gz)ew—l)dgz (3.123)
0
= G(zt) = (1 + %(1 _ematy(z - 1))52 (3.124)
2
Definindo
&0/ B2
A= U2 3.125
§o/B2—1 ( )
obtemos a fungio com
fo=v (3.126)
€ = et (3.127)

Nesta representacdo fica mais evidente a diferenca entre o processo BN achado pela equagao
mestra € com a aproximacgdo. A diferenca estd no exponente do fator temporal dado que o
representa apenas a taxa com que sao tiradas particulas do reservatorio. As evolugdes temporais
das solugdes exata e aproximada no processo BN estdo mostradas na figura [I5] Note que a

aproximacdo é muito boa e torna-se exata para t — oo, conforme esperado.

Este procedimento aproximado, que denominamos do tipo Born-Oppenheimer por despre-
zar as flutuagdes na varidvel &; do reservatdrio mais interno, poderia em principio ser estendido
para um numero arbitrdrio de niveis na hierarquia. Desta forma, terfamos expressoes analiticas
aproximadas para a taxa de producao de entropia da teoria H para N arbitrario. Este calculo,

porém, estd fora do escopo desta dissertacdo e ficard como perspectiva para um futuro trabalho.



Figura 15 — Comparacao das solucdes exata (em azul, linhas descontinuas) e a aproximacao (em
vermelho, linha continua) em fun¢do do tempo. ParAmetros: « = 0.3, 5 = 0.1.
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4 CONCLUSOES

A teoria H prediz que sistemas hierarquicos fora do equilibrio podem ser estudados através
da solugdo estaciondria de uma hierarquia de processos estocdsticos acoplados. Existem varidveis
aleatdrias, denominadas varidveis de base, que caracterizam o equilibrio local em cada nivel da
hierarquia e uma varidvel fixa que caracteriza o equilibrio global do sistema. Estas varidveis de
base satisfazem uma distribui¢do de probabilidade condicional estaciondria do tipo gamma ou
gamma inversa. Quando se consideram sistemas de muitos graus de liberdade € possivel aplicar o
teorema central do limite nas varidveis que caraterizam os equilibrios locais. Neste ponto, surge
a possibilidade de uma versio discreta da teoria, descrita brevemente na segdo [2.3] Na versdo
discreta, existem processos estocdsticos discretos diferentes dependendo do nimero de niveis na
hierarquia, sendo Poisson para zero niveis (/N = 0), binomial negativo para um nivel (N = 1) e
assim por diante. Uma vantagem da teoria H discreta € que ela apresenta uma equacao mestra
para a dindmica fora do equilibrio, o que torna possivel uma conexdo direta com a abordagem de
termodinamica estocéstica, incluindo versoes das leis da termodindmica para sistemas fora do

equilibrio.

Nesta dissertacdo, estudamos detalhadamente a evolugdo temporal dos dois primeiros
processos da hierarquia da teoria H discreta, correspondentes aos processos de Poisson e bino-
mial negativo. Para isto, utilizamos o método de Baez, que consiste em descrever o problema
através das interagcdes que geram ou destroem as espécies que se querem distribuir. Em analogia
com a dindmica de uma sistema quantico efetivo, sdo definidos operadores de levantamento e
abaixamento de populagcdes para representar os hamiltonianos que descrevem as interagdes. O
procedimento € guiado por diagramas, que com regras simples levam a equagdes de taxas para as
fungdes geradoras dos correspondentes processos estocdsticos. Uma limitagdo do método de Baez
€ que os diagramas devem representar em cada instante de tempo a quantidade de espécies que
vao se distribuir, ou seja ndo € um diagrama explicito da distribuicdo. No entanto, ele serve como
um interessante modelo para a representacdo dos processos estocdsticos nos niveis mais altos da
hierarquia da teoria H. No caso do processo de Poisson, obtemos diretamente a forma classica
reportada na literatura. No caso do processo binomial negativo, propomos um diagrama para
representar a quantidade de especies em uma distribuicdo do mesmo tipo. Com isto obtivemos, a

funcdo geradora do processo e distribui¢do de probabilidade.

Na segunda parte dos resultados principais, obtivemos a equagdo mestra do processo
binomial negativo partindo da equacio da fun¢do geradora obtida anteriormente. Este método
possibilita representar a matriz de intera¢des da equagao mestra. Baseados entdao na definicao
termodinamica de entropia de um sistema com distribui¢do de probabilidade conhecida para
todos os tempos, calculamos as entropias dos processos, assim como as taxas de producao de

entropia.
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Na parte final deste trabalho consideramos a possibilidade de estender o calculo da taxa
de producdo de entropia para niveis mais altos na hierarquia da teoria H usando uma aproximagao
de tipo Born-Oppenheimer. Para isto, consideramos dois subsistemas com o sistema exterior
agindo como um reservatdrio absoluto, isto € ignorando suas flutuagdes. Com esta consideracao,
achamos uma funcdo para a varidvel que carateriza o equilibrio local do sistema em funcao do
tempo, e aplicando a equacao de recorréncia da teoria H, obtivemos o processo binomial negativo
para caraterizar o sistema interior. Este resultado é uma aproximacao do processo obtido com a

equagdo mestra no comego do capitulo como se mostrou na figura[I5] porém € exata no equilibrio.

Como perspectiva para os proximos trabalhos, gostariamos de estender esta aproximagao
para os demais processos na hierarquia da teoria H e tentar achar uma formula recorrente aproxi-
mada. Baseados nos resultados, uma boa suposi¢do seria esperar distribui¢cdes de probabilidade

na forma:

. 1 17N T—ﬁ . —at
A
1A

Os cdlculos de expressdes analiticas para as taxas de produgdo de entropia I1(#) em funcédo de
N seria um resultado muito interessante. Tendo em vista o substancial sucesso da teoria H em
descrever sistemas complexos hierarquicos, como fluidos em turbuléncia e emissao estimulada
de lasers aleatorios, o estudo dos processos de relaxacdo nesses sistemas parece ser a proxima

etapa no refinamento da descri¢do estatistica.
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APENDICE A - LIMITE DAS SOMAS

Considere a soma

N N
sz‘ O‘Z LD,

k=0 k=0

Usando a propriedade (3.11)) e a propriedade (3.13)) obtemos

N+1

Z kPk—ozZPk 12 —ocZPz

k=0
Logo, os elementos da soma sdo

PO = —O[PO k=0
leleéZI(Po—Pl) k=1
ZZPQZOZZQ(Pl—PQ) k=2
ZNPN = OéZN(PN_l - PN) =N
Valor ndo definido para Py, k=N+1

Reconfigurando a soma, podemos dizer que

WE
NN‘

N
=a) HP—PB) VP |icl0,N],ieN
k=0

k=0

No caso Sy, 2P, = a Y on_ (2F7 — 2*)k P, também é valido que

N
=a) (P —P) VP |ic[0,N],ieN
k=0

B
Il

i[~]=
NP?‘
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