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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo analisar o processo de aprendizagem
colaborativa com base nos esquemas de atividades coletivas instrumentadas
com énfase na apropriacdo do artefato simbdlico téxi-distancia por meio de
situacdes problemas. Tomamos como base tedrica a Aprendizagem Colaborativa
com Suporte Computacional (Computer Supported Collaborative Learning - CSCL) e
a Abordagem Instrumental, com énfase nos esquemas de atividades coletivas
instrumentadas. Os participantes da pesquisa foram cinco alunos de uma
Universidade Publica Federal, matriculados em curso de licenciatura que habilita o
profissional ao ensino de Geometria Gréfica, e que participaram de duas sessfes
colaborativas tendo como suporte computacional para a realizacdo das situacdes
problemas, um software de Geometria Dindmica. Para possibilitar a analise da
colaboracdo entre os participantes utilizamos lugares geométricos de equidistancia
de acordo com a Geometria do Taxi. As interacdes no experimento ocorrem
presencial e virtualmente e foram registradas por meio de filmagens e gravacéo de
tela e chat do ambiente virtual utilizado na sessdo 1. Os dados obtidos, registros
das interacbes dos sujeitos e as construcdes realizadas no GeoGebra, foram
analisados com base em trés unidades de andlise: comunicagdo interpessoal,
instrumentalizacdo e instrumentacdo. A analise dos dados apontou que o0s
esquemas de atividades coletivas instrumentados surgiram a partir da evolucéo de
esquemas individuais identificados por meio da sequéncia das interacbes e
estratégias construidas pelos participantes, indicando a apropriacdo colaborativa do
artefato simbdlico. Por meio da anélise dos dados pudemos indicar que em relacéo
ao uso do artefato simbolico taxi-distancia, as tentativas de agéo tiveram como
principal referencial as no¢des euclidianas dos lugares geométricos de equidistancia.
Destacamos também que o uso do artefato na resolucdo das situacbes problemas,
além dos aspectos evidenciados na Abordagem Instrumental, esteve vinculado a
aceitacdo dos objetos graficos na Geometria do Taxi. Por fim, apontamos as
contribuicbes da pesquisa em relacdo ao estudo dos esquemas de atividades
coletivas instrumentadas como unidade de analise da Aprendizagem Colaborativa,
bem como o estudo de artefatos simbodlicos como possibilidade para analisar a
apropriacdo de conceitos matematicos.

Palavras-chave: Aprendizagem Colaborativa com suporte computacional,
Abordagem Instrumental, Taxi-distancia, Geometria Dinamica.



ABSTRACT

This research aims at analyzing the process of collaborative learning based on the
schemes of collective activities instrumented with emphasis on the appropriation of
the symbolic artifact taxi distance through problem situations. The Computer
Supported Collaborative Learning (CSCL) and the Instrumental Approach are taken
as a theoretical basis with emphasis on the instrumented collective activity schemes.
The research participants were five students from a Federal Public University,
enrolled in a degree course that qualifies them to teach Graphic Geometry. They
participated in two collaborative sessions with computer support for the realization of
problem situations, a Dynamic Geometry software. To enable the analysis of the
collaboration between the participants, we use equidistance geometric places
according to the Taxi Geometry. The interactions in the experiment occur in both
face-to-face and virtual modes and were recorded via filming or screen recording and
chat from the virtual environment used in session 1. The data obtained, records of
the subjects' interactions and the constructions performed in GeoGebra, were
analyzed based on three units of analysis: interpersonal communication,
instrumentalization and instrumentation. The data analysis showed that the
instrumented collective activity schemes arose from the evolution of individual
schemes identified through the sequence of interactions and strategies constructed
by the participants, indicating the collaborative appropriation of the symbolic artifact.
Through the analysis of the data we were able to indicate that in relation to the use of
the symbolic artifact taxi distance, the attempts of action had as main reference the
Euclidean notions of the geometric places of equidistance. We also highlight that the
use of the artifact in the resolution of problem situations, in addition to the aspects
evidenced in the Instrumental Approach, was linked to the acceptance of graphic
objects in Taxi Geometry. Finally, we point out the contributions of the research in
relation to the study of collective activity schemes instrumented as a unit of analysis
of Collaborative Learning, as well as the study of symbolic artifacts as a possibility to
analyze the appropriation of mathematical concepts.

Keywords: Computer Supported Collaborative Learning, Instrumental Approach,
Taxi distance, Dynamic Geometry
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1 INTRODUCAO

As mudancas na sociedade, sejam decorrentes das tecnologias ou das
relacbes sociais, tém possibilitado aos sujeitos novas formas de comunicacao,
interacdo e compartilhamento de informacdes por meio de recursos tecnoldgicos e
de recentes praticas sociais. Diante destes cenarios, questiona-se o impacto destas
mudancas no campo educacional e se este vem se adaptando as demandas sociais.

Neste contexto, o processo de aprendizagem esta passando, de maneira
mais evidente, por uma transformacdo no que se refere ao papel dos sujeitos nele
envolvidos. Diferente dos métodos de ensino baseados na transmissdo de
conhecimento, tendéncias educacionais atuais (FILATRO, 2018; BACICH E
MORAN, 2018; SILVA E BARROS, 2019) tém fundamentado suas discussées em
correntes teoricas que colocam o aluno como sendo o centro da aprendizagem.
Diante dessa reconfiguracao, esta pesquisa tem como foco discutir sobre o papel da
interac&o entre sujeitos como central no processo de aprendizagem.

A aprendizagem pode ser entendida como a capacidade de adquirir
conhecimentos a partir de estudos e experiéncias. Este processo possibilita distintos
olhares sobre a aquisicdo de conhecimento e é foco de inUmeras pesquisas no
ambito educacional.

Uma das possibilidades apontadas pelas novas tendéncias educacionais é a
aprendizagem colaborativa, que possibilita que os sujeitos aprendam por meio da
colaboracdo com outros. Desta maneira, nosso interesse € compreender como a
colaboracdo enquanto préatica educacional pode contribuir de maneira efetiva na
aprendizagem dos sujeitos.

A colaboracédo tem sido considerada como uma das habilidades propostas, no
século XXI, como necesséarias para o desenvolvimento dos individuos, seja no
ambito educacional, mercado de trabalho ou na prépria convivéncia em sociedade.
Torres e Irala (2015) apontam que a colaboracao, vista como pratica educacional,
tem potencial de promover aprendizagens mais ativas a partir das interagdes sociais,
conhecimentos individuais dos sujeitos, suas experiéncias e entendimento de
mundo.

Apesar de esta tematica surgir de maneira mais recorrente nas discussdes
atuais, podemos compreender sua importancia desde os estudos do professor e

pesquisador bielorusso Vygotsky (1896 — 1934) que se dedicou a estudar os
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processos psicologicos humanos, a exemplo de esquemas mentais de sujeitos em
interacbes com outros sujeitos. No Brasil, o primeiro contato com suas obras se deu
em 1984, ano da publicacéo da traducéo do livro A Formacé&o Social da Mente. Seus
trabalhos foram amplamente divulgados, traduzidos e utilizados em pesquisas que
estudavam o desenvolvimento cognitivo por meio da interagdo social, ou seja, de
sua interacao com outros individuos e com o meio.

A aprendizagem colaborativa, em uma perspectiva sociointeracionista,
considera que as interagcbes entre sujeitos que buscam aprender algo juntos
contribuem para a construcdo do conhecimento, uma vez que, por meio delas ha
troca de informacdes e confronto de ideias.

A aprendizagem colaborativa envolve sujeitos em torno de uma problematica,
sendo o objetivo comum encontrar solugdes a partir do conhecimento promovido por
meio das interacbes. E valido ressaltar que as interacbes que ddo sentido a
aprendizagem colaborativa podem surgir em diferentes contextos, a exemplo de
atividades em grupo em uma sala de aula presencial ou na educacao a distancia, na
qual sdo integrados recursos tecnoldgicos, a exemplo de software de Geometria
Dinamica como o GeoGebra.

Quando discutimos sobre a aprendizagem colaborativa estamos falando de
construcdo de conhecimento e de significados a partir de interagdes entre sujeitos.
Desta maneira, nesta pesquisa, nos guestionamos inicialmente como 0sS sujeitos
aprendem de maneira colaborativa e como se d& esta aprendizagem em relacéo aos
esquemas mobilizados.

Para compreender como 0s sujeitos aprendem de maneira colaborativa com
auxilio de recursos computacionais tomamos como referencial a nocdo de
Aprendizagem Colaborativa com Suporte Computacional (Computer-supported
collaborative learning - CSCL) discutida em trabalhos de Dillenbourg (1996) e Stahl,
Koschmann e Suthers (2006). A apropriacdo de artefatos simbdlicos pelos sujeitos,
sera analisada a partir da Génese Instrumental de Rabardel (1995) com énfase nos
esquemas de atividades coletivas instrumentadas!. Propomos utilizar elementos
dessas teorias por compreender em que essas se complementam a medida que
discutem a aprendizagem e a apropriagdo de recursos e conceitos quando

envolvidos em atividades em grupo.

1 O sentido dos termos do referencial tedrico utilizado sera discutido adiante no texto.
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Quando nos referimos a apropriacdo de um artefato, nos referimos
inicialmente a propria etimologia da palavra apropriar, tornar proprio. Consideramos
a apropriagdo de um artefato como o processo pelo qual o sujeito desenvolve
esquemas para utiliza-lo.

Nessa pesquisa, nosso interesse se volta para a apropriacdo de artefatos
simbdlicos na resolucdo de problemas acerca da Geometria do Taxi de maneira
colaborativa utilizando o software GeoGebra. Os participantes escolhidos sao
licenciandos de um curso de formacéo inicial de professores para o ensino da
Geometria Grafica.

Com a pesquisa pretendemos promover uma aproximacao entre sujeitos em
formacéo inicial com diferentes praticas de ensino e diferentes olhares sobre o
processo de aprendizagem. Vale ressaltar que estamos considerando o0s
participantes da pesquisa em sua condicdo de estudantes, ndo sendo foco de
interesse da pesquisa discutir sobre a formacdo docente deles. Apesar dessa
escolha de delimitagcdo, pretendemos por meio desse estudo promover uma
aproximagdo dos futuros professores com diferentes conteldos de geometria e
olhares sobre o processo de aprendizagem, o que pode indiretamente trazer algum
enriguecimento para a pratica profissional futura dos participantes.

Considerando a delimitacdo do campo e dos sujeitos, tomamos como objeto
matematico a Geometria do Taxi (GT), uma geometria ndo euclidiana que considera
a nogédo de distdncia a partir uma “cidade ideal” na qual a determinacdo das

distancia sera horizontal e vertical, conforme ilustrado na figura 1.

Figura 1 - Trajetos na Geometria do Taxi
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Para a pesquisa foi dada énfase aos conceitos da GT que se relacionam com
os lugares geométricos de equidistancia na Geometria Euclidiana. O principal
conceito, serd o de taxi-distancia, que sera o artefato simbdlico, e a sua aplicacao
nos conceitos de taxi-circunferéncia, taxi-mediatriz e ponto médio. A escolha do
conteudo considera sua importancia na interpretacdo e representacdo de
localizacbes e deslocamentos no plano, que segundo Leivas (2016) € uma das
necessidades para o desenvolvimento do pensamento geométrico.

Leivas (2016) considera que o estudo da Geometria do Taxi por meio de
atividades com a participacdo dos alunos propicia a interatividade e aprendizagem
colaborativa nas diferentes formas de utilizacdo da GT.

Além dos aspectos relacionados a construcdo de novos conhecimentos por
meio dos conceitos da Geometria do Taxi a escolha desta se justifica, pois, sendo
ela uma geometria pouco estudada na educacéo basica e superior, e, em especifico,
pelos participantes da pesquisa, apresenta situacdes desafiadoras, o que possibilita
maior interacao entre os participantes.

Em relagcdo a proposta de analise dos esquemas desenvolvidos pelos
participantes, destacamos que a Geometria do Taxi apresenta potencial para
explorar conceitos que, embora sejam do conhecimento dos participantes quando
trabalhados na Geometria Euclidiana, como a nocdo de distancia e os lugares
geométricos de equidistancia, sdo considerados “novos” por se tratar de um artefato
simbdlico fundamentado em uma geometria até entdo desconhecida. Mudar o olhar
sobre os conhecimentos envolvidos promove a ressignificacdo destes diante das
representacdes e caracteristicas proprias nessa geometria ndo euclidiana, o que
torna um artefato novo para os participantes.

Entendemos dessa forma, que propor situacbes problemas a serem
resolvidas de maneira colaborativa exige uma atencdo maior aos conceitos
trabalhados, visto que, é necessario que 0s conceitos sejam também um fator que
possibilite a colaboracdo a partir dos esquemas desenvolvido pelos participantes.

Para auxiliar na resolucdo colaborativa dos problemas, utilizamos como
recurso computacional o software de Geometria DinAmica GeoGebra por considerar,
dentre outros fatores, a possibilidade de realizar constru¢cdes geométricas, testar
hipoteses por meio da dinamicidade, bem como validar propriedades e invariantes

das construgdes realizadas. Em Bairral e Marques (2016) encontramos que por meio
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do uso de software de geometria dinamica como o GeoGebra, € possivel expandir
as formas de justificativas e de demonstracdo de um problema.

Diante dos aspectos explicitados, nossa pesquisa tem como objetivo geral
analisar o processo de aprendizagem colaborativa com base nos esquemas de
atividades coletivas instrumentadas de licenciandos de um curso voltado ao estudo
de Geometria Grafica com énfase na apropriacdo do artefato simbdlico taxi-distancia
por meio da resolugéo de situacdes problemas.

A fim de atingir o objetivo geral, organizamos nossos objetivos especificos
considerando os principais aspectos tedricos da pesquisa. Os objetivos séo:

a) ldentificar indicios do desenvolvimento de esquemas de atividades
coletivas instrumentadas a partir das sequéncias de interagbes na realizacdo das
situacdes problemas;

b) Investigar o processo de instrumentalizacdo dos licenciandos em relacéao
ao artefato simbolico taxi-distancia;

c) Investigar o processo de instrumentacdo da taxi-distancia a partir da
resolucao das situacdes problemas;

d) Apontar por meio dos esquemas de atividades coletivas instrumentadas
elementos que indiqguem a apropriacdo colaborativa do artefato simbdlico taxi-
distancia.

Apés ter apresentado 0s principais aspectos e 0s objetivos da pesquisa
organizamos a estrutura do texto de acordo com os fundamentos tedéricos, discussao
sobre a Geometria do Téaxi, procedimentos metodolégicos, analise dos dados e as
consideracdes finais da pesquisa.

No Capitulo 2, dedicado a fundamentacdo tedrica e a construcdo da
problematica da pesquisa sdo apresentados os principais aspectos da CSCL, como
a relacdo entre aprendizagem colaborativa e individual, colaboracdo face-a-face,
roteiro de colaboracédo e andlise da CSCL, bem como a Abordagem Instrumental,
com énfase nos elementos que a compdem, os esquemas de uso, a Génese
Instrumental e o Modelo SAIl. Ainda neste capitulo, enfatizamos os esquemas de
atividades coletivas instrumentadas e o uso de artefatos simbdlicos apontando os
motivos pelos quais estes sao parte central da pesquisa.

No capitulo 3, realizamos um estudo sobre a Geometria do Taxi. Para isso,
sdo apontados aspectos relacionados as geometrias ndo euclidianas, ao ensino da

Geometria do Taxi por meio de uma breve revisdo de trabalhos identificados na
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literatura sobre a temética e as definicbes e relacdes entre a Geometria do Taxi e a
Geometria Euclidiana.

No capitulo seguinte destacamos os procedimentos metodoldgicos: situamos
as escolhas metodoldgicas, como a escolha do campo de pesquisa, trazemos a
escolha dos sujeitos e sua caracterizacdo. Neste capitulo sdo descritas as etapas da
pesquisa, direcionadas a concepcao do experimento e aos critérios de analise.

O resultados obtidos de acordo com os critérios de analise estabelecidos
estdo contemplados no capitulo 5. Por fim, no capitulo 6 apontamos nossas

consideracdes finais e apontamentos para estudos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E PROBLEMATICA DA PESQUISA

Para fundamentar as discussbes sobre o processo de apropriagcdo de
artefatos simbdlicos em uma situacao de colaboracéo, tomamos como base tedrica
a Aprendizagem Colaborativa com Suporte Computacional — CSCL discutida por
Dillenbourg (1998) e Stahl, Koschmann e Suthers (2006) e a Abordagem
Instrumental com énfase nos trabalhos de Rabardel (1995), Trouche (2004) e
Drijvers e Trouche (2008).

2.1 APRENDIZAGEM COLABORATIVA COM SUPORTE COMPUTACIONAL —
CSCL

O conceito de colaboracdo tem sido bastante discutido atualmente em
diferentes setores da sociedade ao descrever atividades em que duas ou mais
pessoas atuam juntas em prol de um objetivo comum.

Novas tendéncias educacionais tém colocado a colaboragdo como uma das
habilidades necessarias para o desenvolvimento dos individuos tanto no que se
refere ao seu processo de aprendizagem quanto a sua formacéao cidada. Sobre isso,
Wagner (2008) aponta a colaboracdo como uma das sete habilidades de
sobrevivéncia para carreiras, faculdade e cidadania.

Segundo Lipponen (2002), a ideia de que a colaboracdo € uma forma basica
de atividade humana, essencial para o desenvolvimento cultural, € intensamente
enfatizada ao longo da histéria da psicologia (WUNDT, 1921; MEAD, 1934,
VYGOTSKY, 1962; 1978; ENGESTROM, 1987; HUTCHINS, 1995; BRUNER; 1996;
TOMASELLO, 1999).

Em Roschelle e Teasley (1995, p.70) encontramos que a aprendizagem
colaborativa € compreendida como sendo “‘uma atividade coordenada e sincrona
que é o resultado de uma tentativa continua de construir e manter uma concepgao
compartilhada de um problema”.

Ao tratarmos nesta pesquisa da colaboracdo no ambito educacional nos
dedicamos a analisar como estas contribuem de fato no processo de aprendizagem

dos sujeitos.
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Inicialmente foi necessario entender a definicho de aprendizagem
colaborativa, as caracteristicas da CSCL e a relacdo entre aprendizagem
colaborativa e individual.

Dentro das discussdes sobre a colaboracdo no meio académico existem
diferentes maneiras de interpreta-la. Alguns autores, como Stahl, Koschmann e
Suthers (2006) e Dillenbourg (1996,1999) consideram a colaboracdo como a co-
construcdo de conhecimento e engajamento mutuo dos participantes o que a
caracteriza como uma forma especial de interacdo. Ha, ainda, outros autores que
consideram a colaboracdo como a participacdo em atividades coletivas, sem
enfatizar a questéo da construcdo de conhecimento coletivo.

Tomaremos como base a primeira interpretacdo sobre a colaboracao,
apoiando nossas discussfes principalmente em trabalhos de Stahl, Koschmann e
Suthers (2006) e de Dillenbourg (1996,1999) buscando combinar as ideias dos
autores para compreender as diferentes variaveis envolvidas em um processo de
colaboracdo e como o0s sujeitos aprendem juntos com auxilio de recursos
tecnoldgicos.

Nessa perspectiva, consideramos o enfoque da CSCL na teoria sOcio —
construtivista de Vygotsky (1998) que defende que a aprendizagem, enquanto
desenvolvimento do pensamento l6gico e cientifico, realiza-se por meio da interacéo
comunicativa, o que possibilita a construcdo social do conhecimento.

De maneira ampla, Dillenbourg (1999) define que a aprendizagem
colaborativa corresponde a uma situacao na qual duas ou mais pessoas aprendem
ou tentam aprender algo juntas. Stahl, Koschmann e Suthers (2006) ao
considerarem a dimenséao tecnolégica ampliam essa definicdo considerando a CSCL
como um ramo emergente das ciéncias da aprendizagem que estuda como as
pessoas podem aprender em grupo com o auxilio do computador.

Apesar das definicbes dadas pelos autores no primeiro momento parecerem
simples, a CSCL apresenta diversas variaveis que tornam por vezes a compreensao
sobre ela complexa.

Quando tratamos da CSCL, é importante compreender aspectos como a
diferenca entre cooperacdo e colaboracdo, a aprendizagem em grupo e
aprendizagem individual, suporte tecnolégico para aprendizagem colaborativa e a
montagem de roteiros de colaboragéo.
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No que se refere a distincdo entre cooperacdo e colaboragdo, Stahl,

Koschmann e Suthers (2006, p.3) argumentam que:

Na cooperacédo, a aprendizagem é realizada por individuos que contribuem
com seus resultados individuais e apresentam a sua agregacdo como o
produto do grupo [...] na colaboragdo os individuos estéo envolvidos como
membros do grupo, mas as atividades nas quais eles estdo engajados néo
sdo atividades de aprendizagem individual, mas sim nas interagBes do
grupo, como negociacdo e compartiihamento. Os participantes ndo se
isolam para realizar atividades individualmente, mas mantém-se engajados
em uma tarefa compartilhada que é construida e mantida pelo e para o
grupo como tal.

No sentido apontado pelos autores, compreendemos que na cooperagao,
mesmo 0s sujeitos estando envolvidos em uma atividade de grupo cada membro
elabora suas ideias individualmente e compartiha com o grupo sem que
necessariamente sejam realizadas discussdes sobre estas ideias, enquanto que na
colaboracédo as ideias se desenvolvem a medida em que os participantes do grupo
interagem, discutem diferentes pontos de vista, negociam, pensam em conjunto e
chegam a um consenso a respeito da solucdo para a atividade que esta sendo
realizada.

Para que seja possivel desenvolver uma situacdo colaborativa em que haja
negociacdo e compartilhamento de ideias, compreendemos ser importante que 0s
sujeitos estejam cientes de como proceder em uma discussado colaborativa para que
nao exista a predominancia do pensamento individual ao invés do desenvolvimento
colaborativo. Neste ponto, € importante compreender aspectos da CSCL que
discutem sobre a aprendizagem individual e a aprendizagem em grupo.

2.1.1 Aprendizagem colaborativa e aprendizagem individual

A CSCL surgiu como reacdo aos software? que levavam os alunos a
trabalharem de maneira individualizada e isolada sem considerar as potencialidades
da internet para conectar pessoas.

Na CSCL, o foco esté direcionado a construcédo de significados, tendo o grupo
como unidade, sem desconsiderar que os grupos sao formados por sujeitos que

pensam e agem de maneiras diferentes. Sobre esta questdo e corroborando com

2 Embora o termo software seja uma palavra estrangeira, o fato de ser amplamente incorporado na
lingua portuguesa leva a que seja utilizado sem itélico ao longo do texto.
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Sfard (2008) reconhecemos que, apesar de 0 pensamento ser uma maneira
individualizada da comunicacéo interpessoal, em uma atividade realizada em grupo
0 que o individuo cria corresponde a um produto de um fazer coletivo.

Anteriormente, tratava-se a aprendizagem em grupo, fundamentalmente,
como um processo individual e considerava-se o fato de os sujeitos trabalharem
juntos como uma variavel contextual que influenciava a aprendizagem individual.
Nesse sentido, € importante apontar que a CSCL propde que a aprendizagem seja
analisada como um processo de grupo, sem desconsiderar a andlise da
aprendizagem individual (STAHL, KOSCHMANN E SUTHERS, 2006).

Araujo Filho (2015, p.20) com base em Dillenbourg et al (1996) afirma que:

O processo de dissociagdo entre o individuo e o grupo é algo complexo,
mas que deve considerar os dois lados, sem necessariamente haver uma
separagdo. Falando em CSCL isto se torna mais complicado, pois em
interagbes colaborativas ndo vemos as acfes dos sujeitos um a um,
consideramos apenas a esséncia do coletivo como unidade.

Ainda que na CSCL a analise individual ndo seja desconsiderada, é
importante evidenciar que, nela, o foco ndo estd no que o sujeito constréi
individualmente, mas no que esti se passando entre e por meio dos sujeitos nas
suas interacdes, uma vez que 0s sujeitos ndo estdo reagindo de maneira isolada e
sim aprendendo “através de suas perguntas, perseguindo conjuntamente linhas de
raciocinio, ensinando um ao outro e vendo como 0S outros estdo aprendendo”
(STAHL, KOSCHMANN E SUTHERS ,20086, p.2).

2.1.2 Colaboracéo face - a -face

A aprendizagem colaborativa pode ocorrer de diferentes modos, sendo eles
remoto, presencial, sincrono ou assincrono.

Na CSCL, embora haja uma énfase maior na colaboracdo remoto/online, esta
também abrange a colaboragéo face-a-face (F2F). Neste modo de colaboracéo, o
suporte computacional pode estar relacionado, por exemplo, com uma simulagéo
computacional de algum modelo cientifico ou a representacées compartilhadas.

Segundo Stahl, Koschmann e Suthers (2006), em situacdes de colaboracdo

face-a-face, o foco € nas construgcbes e exploragbes de simulagbes ou
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representacdes, nas quais os alunos podem usar o recurso tecnoldgico e discutir,
debater e apresentar o que aprenderam colaborativamente.

Dillenbourg (2002) aponta que, em situacdes de colaboracdo face-a-face, as
interagcOes sao ricas. Apoiados nesta afirmacgéo de Dillenbourg, compreendemos que
devido a menor exigéncia de adaptacdo da linguagem necessaria em um ambiente
colaborativo online os sujeitos consigam expor suas opinides de maneira mais
objetiva.

E importante enfatizar que ndo h4 um modo de colaboracdo superior aos
demais, uma vez que o contexto de cada situacao € que ir4 determinar o modo que
melhor se adequa as necessidades do grupo envolvido.

Em nossa pesquisa, consideramos os modos de colaboragéo principalmente
presencial com momentos virtuais e/ou remoto, ambos sincronos, para observar e
analisar o desenvolvimento dos esquemas coletivos dos participantes na

apropriacdo de um artefato simbalico.
2.1.3 Roteiros de Colaboracao

Os scripts ou roteiros de colaboragéo sdo conjuntos de instrucdes relativas a
forma como os membros de um grupo devem interagir, como eles devem colaborar e
como eles devem resolver o problema (DILLENBOURG,2002).

Estes roteiros sdo projetados tanto para apoiar a colaboracdo a distancia
quanto a presencial.

Os scripts, segundo Dillenbourg e Tchounikine (2007, p.1), visam estruturar
processos colaborativos definindo sequéncias de atividades, criando papéis dentro
dos grupos e restringindo o modo de interagdo entre pares ou entre grupos®.

Dillenbourg e Hong (2008) distinguem dois tipos de scripts:

a) Macro-scripts: sdo modelos pedagdgicos, ou seja, modelam uma
sequéncia de atividades a ser realizada por grupos.
b) Micro-scripts: sdo modelos de dialogo, principalmente modelos de

argumentacao, que séo incorporados no ambiente colaborativo.

3 Scripts aim at structuring collaborative processes by defining sequences of activities, by creating
roles within groups and by constraining the mode of interaction among peers or between groups.
Traducgdo nossa
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No sentido apontado pelos autores entendemos que 0S micro-scripts sao
roteiros mais detalhados em que o mediador define o papel dos participantes de
maneira a conduzir a colaboracdo desejada, enquanto 0S macro-scripts sao
definidos como roteiros de atividades mais gerais, nos quais sao descritos o
ambiente e sua estrutura, sem especificar papeis e as situacdes de aprendizagem
que devem ocorrer

E importante que os roteiros apresentem informacdes sobre o ambiente CSCL
em que as atividades irdo se desenvolver para possibilitar maior interacao entre os
sujeitos mediados pelos recursos disponiveis. Os roteiros também precisam ser
planejados considerando o contexto de sua aplicacdo e seus objetivos.

Para nosso trabalho, utilizamos a nocdo de macro- scripts de colaboracgéao,
por ter como objetivo analisar o desenvolvimento e a evolugdo dos esquemas dos

sujeitos ao trabalharem de maneira colaborativa.
2.1.4 Analise da CSCL

As dimensfes que compde a CSCL apontam para uma area de estudo que se
dedica a entender como os sujeitos constroem significados em atividades nas quais
trabalham juntos com auxilio de recursos tecnolégicos.

Para analisar se houve de fato construcdo de significados, ndo é possivel
observar apenas a construcdo individual dos sujeitos, pois a aprendizagem ocorre
durante as interacdes colaborativas. Sobre isso, Stahl, Koschmann e Suthers (2006)
apontam que a construcdo de significado ndo esta atribuida as declaracdes
individuais pois ele, — o significado, depende das referéncias compartilhadas e das
declaracfes dos outros sujeitos.

Dillenbourg (1999) defende, ainda, que existe uma escala para analisar uma
situacao de colaboracdao, visto que cada situacao apresenta configuracdes, objetivos
e sujeitos diferentes. Essa escala considera que o tamanho do grupo e o intervalo de
tempo influenciam na analise dos aspectos envolvidos na situacgéo.

Identificar elementos que déem subsidios para apontar que de fato ocorreu a

aprendizagem colaborativa € um dos desafios da CSCL visto que nem sempre €

possivel dissociar a aprendizagem colaborativa da individual.
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Outro desafio a respeito da analise em ambientes CSCL é que ndo ha um
consenso sobre uma unidade de analise, por considerar que essa analise depende
do contexto teorico e das definicdes de colaboracgéo utilizadas.

Diante disto, propomos uma aproximag&ao com os estudos de Rabardel (1995)
que ao apresentar a nocdo de esquemas de atividades coletivas instrumentadas?
nos traz elementos que julgamos serem adequados para analisar em uma proposta
da CSCL como os sujeitos se apropriam de um conceito e constroem significados a
partir dele.

Trabalhar com um sistema CSCL muitas vezes implica em analisar um
‘sistema de instrumentos’ (RABARDEL; BOURMAUD, 2003), sendo cada um destes
instrumentos associados a alguma atividade ou servico oferecido. Segundo
Rabardel e Bourmaud (2003) a complexidade em analisar este tipo de situagao
decorre ndo apenas do numero de instrumentos considerados, mas também do fato
de cada instrumento pode executar uma ou mais funcbes previstas, bem como
outras desenvolvidas pelos sujeitos.

Autores como Powell, Algahtani e Singh (2018), Lonchamp (2012) e Ritella e
Hakkarainen (2012) propdem analisar a CSCL a partir da Génese Instrumental, por
considerarem que a abordagem de Rabardel pode ser utilizada para analisar
qualquer tipo de situacdo mediada por instrumentos, como também analisar como
sujeitos se apropriam de um determinado artefato com uma finalidade e contexto
especificos.

Apresentamos na se¢ao seguinte 0s principais conceitos relacionados a
proposta de Rabardel (1995) e de seu uso pedagoégico por meio dos trabalhos de
Trouche (2004) e Drijvers e Trouche (2008).

2.2 ABORDAGEM INSTRUMENTAL

A teorizacdo proposta por Pierre Rabardel (1995) baseia-se nas ideias da
Ergonomia Cognitiva que estuda a relacdo entre homens e maquinas com uma
abordagem focada na mediacdo de atividades por meio do uso de artefatos. Neste
contexto, Rabardel (id.) aponta que se trata de uma perspectiva predominantemente

4 Definicdo serd trabalhada no capitulo seguinte.
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antropocéntrica na qual o homem ocupa uma posicao central e a partir da qual
estabelece as rela¢cdes com técnicas, maquinas e sistemas.

Segundo Falzon (2007, p.5), a ergonomia cognitiva “trata dos processos
mentais, tais como a percepc¢do, a memoria, 0 raciocinio e as respostas motoras,
com relacdo as interagdes entre as pessoas e outros componentes de um sistema.”

Rabardel (1995) propde a Abordagem Instrumental para buscar compreender
como 0 sujeito interage com 0s objetos ao seu redor e os modifica de acordo com
seus esquemas pessoais. Segundo o autor, o foco dessa abordagem € a dialética
entre artefato e instrumento, que ocorre a partir do desenvolvimemtno dos
esquemas de utilizacao.

Na discussé@o sobre artefatos e instrumentos € importante distinguir os dois
conceitos e entender os papeis de cada um dentro da proposta de Rabardel (id.).

O artefato corresponde ao objeto por si s6, com caracteristicas proprias e de
carater estatico. Segundo Rabardel (2002) os artefatos sdo considerados objetos
materiais ou simbolicos, podendo ser um meio material como um compasso, um
computador ou um meio simbdlico como uma linguagem, um conceito matematico.

Quanto ao instrumento é importante destacar que ele nao existe por si “s¢”,
uma vez que, depende da acdo do sujeito ao incorporar o artefato as suas
atividades, ou seja, € uma construcdo do sujeito ao longo de um processo de
transformacéao.

Diante disto, € possivel compreender que o instrumento possui um carater
dindmico, uma vez que este se modifica e evolui a partir da acdo do sujeito em
diferentes situacoes.

Segundo Rabardel (1995), no processo de transformacédo do artefato em
instrumento os sujeitos desenvolvem diferentes esquemas de utilizagdo, sendo
estes, parte da no¢ao central desta teoria.

Rabardel (1995) considera a nocdo de esquema proxima a que € descrita por
Vergnaud (1990) que comporta quatro elementos, sendo eles: a) antecipacédo do
objetivo que ele quer atingir; b) regras de acéo, que irdo gerar a acao do sujeito; c)
inferéncias, que permitem que o sujeito avalie suas agbes e, d) invariantes
operatorios. Sendo assim, a nocdo de esquema nha abordagem instrumental
corresponde as acOes dos sujeitos mediadas pelo artefato para atender os objetivos

propostos e que sdo homeados como esquemas de utilizacao.
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Para compreender estes esquemas de utilizacdo, tomemos como exemplo a
situacdo apresentada por Bittar (2011, p. 161), que trata do uso de um software

como o Cabri-Géometre, por um professor para o qual o software é desconhecido.

Ao entrar em contato com este material que ndo conhece, ndo sabe mani-
pular nem mesmo as ferramentas bésicas, este software €, para este
professor, um artefato. A medida que ele comeca a desvendar o material,
descobrir como ele funciona e elaborar situagfes de uso do software, o
professor estd desenvolvendo e agregando ao artefato esquemas de
utilizacdo e, entdo, o artefato é transformado, para este professor, em
instrumento. Quanto mais ele usar este instrumento, mais esquemas podem
ser construidos, agregados ao software e o professor tera, entdo, um novo
instrumento.

Os esquemas de utilizacdo (EU) desenvolvidos pelo professor auxiliam na
transformacao do artefato (Cabri-Géometre) em um instrumento.

Dentro da discussao sobre a elaboracdo de instrumentos pelos sujeitos por
meio dos esquemas de utilizacdo, Rabardel (1995) apresenta a nocdo de Génese
Instrumental, ideia central da abordagem instrumental, que se refere ao processo de

transformacao do artefato em instrumento.

Figura 2 — Representacdo da Génese Instrumental

Artefato lll Esquemas de uso — Instrumento
YN\
Hgm| =
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Fonte: Elaborado pela autora adaptado do esquema de Drijvers e Trouche (2008)

A nocao de Génese instrumental foi integrada na Didatica da Matematica por
meio dos trabalhos de Guin e Trouche (1999; 2002) quando aplicado no uso de
calculadoras graficas.

A Génese Instrumental corresponde a transformagéo gerada pela acdo do
sujeito sobre o artefato, sendo estes utilizados de acordo com a funcao para qual foi
idealizado ou né&o, tornando-o um instrumento na medida em que O sujeito se

apropria dele ao integra-lo a sua pratica.
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As elaboracfes instrumentais dos usuarios sdo, portanto, ao mesmo tempo
direcionadas aos proprios sujeitos e ao artefato. Estes processos foram nomeados
no ambito da Génese Instrumental como instrumentagdo e instrumentalizagéo,
respectivamente.

Rabardel (1995) descreve estes processos da seguinte maneira:

e Instrumentalizacdo: estd relacionada com o enriquecimento de
propriedades, funcionalidades e interface do artefato pelo sujeito. O
artefato € moldado pelo sujeito.

e Instrumentacéo: relacionada ao surgimento e evolucdo dos esquemas
de uso e acdo instrumentadas. O uso do artefato molda o pensamento
do sujeito.

A instrumentalizacdo baseia-se em propriedades e caracteristicas intrinsecas
do artefato, no entanto, ele pode assumir uma funcdo extrinseca atribuida pelo
sujeito para que o artefato seja transformado em um instrumento. Rabardel (1995)
aponta dois niveis considerados na instrumentalizacdo: o primeiro tem uma
caracteristica local, quando vinculada a uma acdo singular, na qual o artefato é
momentaneamente instrumentalizado. J& no segundo nivel, a funcéo se conserva de
maneira duravel como propriedade do artefato, portanto a instrumentalizacdo é
duravel ou permanente.

Neto e Silva (2017, p.123) indicam que o acompanhamento da dimensao da
instrumentalizacdo devera ocorrer “‘mediante analise dos esquemas que sao
mobilizados em cada uma das tentativas de acdo com o artefato”.

A dimensdo da instrumentacdo esta relacionada ao surgimento e evolucao
dos padrdes de uso do artefato. Segundo Rabardel (1995), ela se caracteriza como
a descoberta progressiva do artefato pelos sujeitos acompanhada da acomodacao
de seus esquemas, mas também por mudancgas no significado do instrumento
resultante da associacdo do artefato a novos padroes.

Segundo Hoyles e Noss (2003), a diferenca entre essas duas dimensdes
consiste na interacéo bidirecional, na qual o pensamento do sujeito € moldado pelo
artefato, mas também molda o artefato.

Para Drijvers e Trouche (2008) as dimensdes da instrumentalizacdo e
instrumentacdo envolvem o desenvolvimento de esquemas mentais e que a partir

deles sé@o organizadas as estratégias de solucao de problemas.
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Na busca de compreender os elementos envolvidos na transformacédo do
artefato em um instrumento, Rabardel e Vérillon (1985) propdem o modelo SAl
(SituacOes de Atividades Instrumentais) composto por: a) sujeito: dirige a acao
psiquica sobre o objeto; b) instrumento: é o mediador entre o sujeito e o objeto; e ¢)

objeto: é sobre ele que a acéo é dirigida.

Figura 3 - Modelo SAl

F

5-0

Fonte: Elaborado pela autora (Adaptado de Rabardel,1995)

No modelo SAI, sdo apresentadas as relacbes entre o sujeito e 0 objeto
mediadas pelo instrumento. Para Rabardel (1995), o modelo evidencia a

multiplicidade e complexidade das interacdes entre os varios elementos. Sendo elas:

e Sujeito- objeto [S-O]
e Sujeito-instrumento [S-i]
¢ Instrumento-objeto [i-O]

e Sujeito-objeto mediado pelo instrumento [S(i)-O]

O modelo SAI permite, assim, analisar os processos de instrumentalizacao,
gue ocorre na interagdo sujeito-objeto mediada pelo instrumento [S(i)-O] e entre
Instrumento-objeto [i-O] e 0 processo de instrumentagcéo, na interacao entre sujeito-

instrumento [S-i].
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Considerando 0s aspectos relacionados a abordagem instrumental
concordamos com Bittar (2011) quando aponta que essa abordagem fornece
elementos tedricos apropriados ao estudo da acdo do sujeito, mediada por um
instrumento.

A nocao de Esquemas de utilizacdo (EU) inclui diferentes variantes, como o0s
Esquemas de Uso (EUs), os Esquemas de Acbes Instrumentadas (EAI) e os
Esquemas de Atividades Coletiva Instrumentadas (EACI) e que podem ser
compreendidos por meio de duas dimensdes associados as atividades.

Voltando ao exemplo de Bittar (2011), podemos caracterizar da seguinte
maneira:

e Atividades secundarias: sao relativas a gestdo das caracteristicas e
propriedades particulares do artefato — o software Cabri-Géometre.
Nesta dimensdo, sdo desenvolvidos os EUs, que s&o aqueles
relacionados ao funcionamento e manipulacéo do artefato.

e Atividades primarias: orientadas ao objeto da atividade, e para a qual o
artefato € um meio de realizacdo, por exemplo, se o objetivo é construir
um poligono, ao aprender a usar a ferramenta do Cabri-Géométre para
realizar a tarefa (o objetivo da acdo do sujeito) o sujeito estara
desenvolvendo um EAI. Esses esquemas, EAI vao progressivamente,
constituindo-se em técnicas que permitem resolver eficientemente
certas tarefas (ARTIGUE, 2002).

O mesmo esquema pode, portanto, segundo Rabardel (1995), dependendo
da situacdo assumir o status de EUs ou EAl. E necessario enfatizar que este
processo é ciclico e em dado momento um esquema de acédo instrumentada para

um sujeito pode voltar a ser esquema de uso de acordo com a situagao.
2.2.1 Esquemas de Atividades Coletivas Instrumentadas

Ao analisar os esquemas propostos na teoria, é possivel perceber que eles
estdo relacionados ao trabalho individual dos sujeitos. Rabardel (1995) admite,
porém, que muitas vezes o artefato € utilizado em um contexto coletivo, no qual um
mesmo artefato pode ser usado, simultaneamente ou conjuntamente, por um grupo

para realizar uma tarefa comum ou compartilhada.
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O autor defende que os artefatos cuja utilizacdo € publica e observavel em
detalhe pelos outros membros do coletivo criam boas condi¢cdes para a aquisicdo de
habilidades, mas, também, para a tomada de decisdes confidveis que podem ser
controladas por uma multiplicidade de autores.

Para o autor, parece Obvio que os sujeitos envolvidos em uma atividade
coletiva irdo mobilizar seus EUs e EAI. No entanto, Rabardel (id.) aponta que o
carater coletivo da atividade pede o estabelecimento e implantacdo de esquemas
especificos.

Nesse sentido, surge o terceiro nivel de esquemas que sao 0s esquemas de
atividades coletivas instrumentadas (EACI), que se referem ao trabalho com um
mesmo instrumento ou classes de instrumentos por diferentes sujeitos fazendo com
que os esquemas de utilizacdo possuam uma dimensdo privada e outra social
(ABAR; ALENCAR, 2013).

Em relacdo aos EACI, percebe-se que estes emergem a partir dos EUs e EAI
e por outro lado os EACI sdo uma fonte de EUs e EAI, podendo desenvolver, evoluir
e recompor as acoes dos sujeitos.

Os EACI correspondem ao resultado de interacdes nas quais a construcdo de
significado ocorre mediante o compartilhamento de conhecimentos, hipoteses e por
meio de acdo conjunta dos sujeitos ao trabalharem com um mesmo instrumento.

Ao relacionar os EACI com a abordagem de colaboracdo apresentada na
CSCL, entendemos que a aprendizagem colaborativa ndo se realiza simplesmente
na interacao, visto que € necessario que haja mobilizacdo dos esquemas individuais
dos sujeitos para que ocorra a construcdo de significado, sendo essa construcao
relacionada também a transformacéo do artefato em instrumentos.

Para a andlise dos esquemas elaborados pelos sujeitos, é importante
destacar que ndo podemos observar diretamente 0s seus esquemas mentais.
Drijvers e Trouche (2008) enfatizam que as observacdes sdo limitadas as técnicas
gue os sujeitos utilizam no uso do artefato e a maneira como relatam sobre elas por
meio do registro escrito ou oral e que, a partir destes dados, ha uma tentativa de

reconstrucao dos esquemas.
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2.2.2 Artefatos simbolicos

Os artefatos, como visto anteriormente, podem ser materiais ou simbolicos.
Quando tratamos dos artefatos simbélicos consideramos que estes podem ser uma
figura, um grafico, um método ou até mesmo uma propriedade de determinado
objeto.

Assim como os artefatos materiais, os artefatos simbdlicos precisam estar
associados a esquemas de uso, passando a ser considerados como um meio de
acdo para a construcdo do instrumento. A tese de Jesus (2012) apresenta a
mediatriz de um segmento de reta como um artefato simbdlico e, portanto, buscou
investigar a transformacgéo deste artefato simbdlico em instrumento na resolucéo de
problemas geomeétricos.

Identificamos na literatura um nimero limitado de estudos (seis trabalhos) que
pesquisam sobre este tipo de artefato.

A tese de Jesus (2012), percursora no uso do artefato simbolico, teve como
foco a apropriacdo do artefato simbolico mediatriz por dois professores de
matematica. O autor analisou a transformacdo deste artefato em instrumento na
resolucdo de problemas geométricos e investigar como este processo poderia
contribuir para a aprendizagem de conteddos geométricos por parte dos
professores.

Neto (2015) em sua dissertacdo estudou por meio da génese instrumental da
funcdo de uma variavel real com varias sentencas o processo de desenvolvimento
cognitivo de um grupo de alunos do 2° e 3° ano do ensino médio na realizacdo de
uma sequéncia de atividades. O autor aponta que a apropriacdo do artefato
simbdlico ndo ocorreu de maneira duradoura para todos o0s sujeitos, o que foi
possivel de observar por meio das dimensdes da génese instrumental. A pesquisa
de Neto (id.) adotou ainda como marco tedrico a Teoria dos registros de
representacdo semiotica (DUVAL,1995) e alguns principios da Engenharia didatica
(ARTIGUE,1995).

Identificamos mais quatro pesquisas que trabalharam com artefatos
simbalicos. As referidas pesquisas séo dissertacdes da Pontificia Universidade
Catélica do Peru.

A pesquisa de Chumpitaz (2013) analisa como ocorreu o processo de génese

instrumental, com énfase na instrumentalizacdo, de um grupo de alunos dos cursos
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de engenharia na disciplina de Analise matematica. O estudo teve um carater
hibrido, pois analisou por meio de uma sequéncia de atividades dois artefatos:
funcdo de varias sentencas e o software GeoGebra. Sobre a apropriacdo do artefato
simbdlico funcdo de varias sentencas 0s esquemas desenvolvidos tiveram como
base conceitos pré-existentes como dominio e imagem. Os alunos apresentaram
dificuldades na manipulacdo dos artefatos, porém, alcancaram o nivel de
instrumentalizagao.

O trabalho de Léon (2014) teve como objetivo estudar o processo de
instrumentalizacdo da nocdo de elipse em uma sequéncia de atividades mediada
pelo software GeoGebra. Com relacdo a abordagem instrumental, o trabalho
possibilitou compreender o surgimento e enriquecimento das propriedades da elipse
por parte dos alunos, além de evidenciar que os componentes do artefato simbdlico
elipse foram conservados pelos sujeitos de maneira duravel para certas classes de
acao.

O terceiro trabalho identificado € a dissertacdo de Cuéllar (2014) desenvolvida
com alunos de 12 a 13 anos e que também tem caréater hibrido por analisar artefatos
simbdlicos e materiais. No que se refere ao uso de artefatos simbdlicos, o trabalho
da autora focaliza na dimensédo da instrumentalizacdo do conceito de simetria axial.
As conclusbes apontam que as alunas conseguiram construir uma
instrumentalizagéo local de algumas das ferramentas do GeoGebra que as ajudaram
na apropriacéo do conceito de simetria axial.

O ultimo trabalho identificado foi Silva (2017), que apresenta uma
investigacdo sobre o artefato simbdlico circuncentro, em atividades com alunos da
educacdo secundaria do Per(®. A autora aplicou uma sequéncia de atividades
utilizando o GeoGebra, nas quais pode identificar a mobilizagdo dos esquemas de
uso e de acéo instrumentadas dos alunos ao construir o circuncentro de um triangulo
qualquer e explorar as posicbes e a relagdo com o didmetro da circunferéncia
circunscrita.

Essas pesquisas apresentam contribuicdes para os estudos sobre artefatos
simbdlicos no ambito da Didatica da Matematica, uma vez que, a apropriacdo
desses ira ajudar na elaboracdo de instrumentos para a resolucdo de diferentes

classes de situacoes.

5 Equivalente ao ensino médio no Brasil.



37

O estudo dos artefatos simbdlicos, ainda que pouco explorado, permite
ampliar o olhar sobre o processo de apropriacdo de um conceito matematico por
parte dos sujeitos.

Ao optar pelo trabalho com um artefato simbdlico em um contexto de
colaboracdo entre os pares consideramos a necessidade de situacdes que
promovam a interacdo, a medida que os sujeitos tém a necessidade de discutir
sobre uma definicdo que € fundamental para que ocorra a génese instrumental e
gue evidencie o surgimento dos EACI.

A escolha do artefato simbdlico taxi-distancia considera também o fato de ele
ser um conceito pouco abordado nas licenciaturas, logo, podera gerar “conflito” com

a Geometria Euclidiana e ser um estimulo a colaboracédo entre os sujeitos.
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3 GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS E A GEOMETRIA DO TAXI

Neste capitulo, sdo apresentados alguns elementos sobre o surgimento das
geometrias ndo euclidianas. Em seguida, sédo discutidos conceitos da Geometria do
Taxi considerados no nosso trabalho, relacionando-os com a Geometria Euclidiana.
Por fim, h4 uma breve discussdo sobre aspectos didaticos da Geometria do Taxi, a
partir de trabalhos identificados na literatura sobre a temética.

3.1 Breve histéria das geometrias ndo euclidianas

Durante muito tempo a geometria esteve embasada em axiomas, postulados
e proposi¢cdes atribuidos ao matematico grego Euclides de Alexandria (300 a.C),
considerado o Pai da Geometria. Sua obra, Os Elementos, composto de 13 livros,
apresenta de maneira organizada e aprofundada os conhecimentos mateméaticos da
época, servindo de base para o desenvolvimento dessa ciéncia.

Segundo Eves (2011, p.167) “nenhum trabalho, exceto a Biblia, foi tao
largamente usado ou estudado e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia maior
no pensamento cientifico.”

A geometria de Euclides tem seus alicerces em cinco axiomas® que, ainda
segundo Eves (2011), sdo abstracdes derivadas de experiéncias com régua,
compasso e transferidor:

1° E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto
qualquer.

2° E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em uma linha reta.

3° E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

4° Todos os angulos retos séo iguais entre si.

5° Se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um
mesmo lado menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas
indefinidamente elas se encontrardo no lado em que os dois angulos sdo menores
do que dois angulos retos.

Desde muito cedo, o 5° postulado, também conhecido como Postulado das

Paralelas, foi profundamente estudado pelos mateméaticos que desconfiavam que

6 Ndo fazemos distingdo nesse texto entre os termos axioma e postulado.
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seria possivel demonstra-lo com base nos quatro primeiros postulados, ou seja,
pensavam gue ndo seria um postulado e sim um teorema.

Durante mais de 2000 anos, desde Os Elementos de Euclides, a Geometria
Euclidiana era vista como Unica e varias gera¢cdes de matematicos se dedicaram a
tentar demonstrar o 5° postulado.

A ruptura se deu entre o final do século XVIII e o inicio do século XIX, quando,
a partir da producdo de grandes mateméticos como Lobachevsky (1792 — 1852),
Bolyai (1802 — 1860), Gauss (1777 — 1855) e Riemann (1826 — 1866), emergiram as
primeiras geometrias nao euclidianas.

Segundo Leivas (2013), os matematicos do século XIX mostraram que o 5°
postulado era independente dos quatro primeiros pois era possivel criar sistemas
geométricos tdo consistentes quanto o de Euclides, nos quais 0s quatro primeiros
axiomas se verificavam, mas o 5° postulado néo era respeitado.

Pela importancia historica e epistemoldgica do Postulado das paralelas,
muitas vezes se considera que as geometrias nao euclidianas sao aquelas que
respeitam 0s quatro primeiros axiomas, mas nas quais o Postulado das paralelas
nao se verifica. Entendemos, entretanto que se pode assumir um sentido mais
amplo para a expressao ‘geometria ndo euclidiana’ como um sistema geomeétrico
consistente no qual um ou mais dos cinco axiomas de Euclides nédo é respeitado. E
com esse sentido que utilizamos na nossa pesquisa.

Apesar de as geometrias ndo euclidianas terem sido desenvolvidas desde o
século XIX, e de serem um importante capitulo da historia da matematica, ainda hoje
seu estudo ndo é esta presente na educacdo basica. Essa auséncia no curriculo
pode gerar a ideia de que sé existe uma geometria — a euclidiana. Davis e Hersh

(1985) ja apontavam para este fato, chamando de “Mito de Euclides”:

E a crenca de que os livros de Euclides tém verdades sobre o universo,
claras e indubitaveis. Partindo de verdades evidentes, por si préprias e
procedendo por demonstragdes rigorosas, Euclides chega a conhecimento
certo, objetivo e eterno. Mesmo agora parece que a maior parte das
pessoas com instru¢éo acredita no mito de Euclides. Até o meio ou fim do
século dezenove, o mito reinava sem desafios. Todos acreditavam nele...
(DAVIS; HERSH, 1985, p.366)

O trabalho com as geometrias ndo euclidianas também parece distante da
formacado inicial de professores de Mateméatica, como apontam o0s estudos de

Cavichiolo (2011), Leiva (2013) e Lovis e Franco (2015). Os autores apresentam em
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suas pesquisas dados que indicam que poucos professores de Matematica tiveram
contato e/ou estudaram as geometrias ndo euclidianas na graduacéo.

Concordamos com Lobachevsky quando afirmava que “ndo ha ramo de
matematica, por mais abstrato que seja que nao possa um dia ser aplicado aos
fendmenos do mundo real” (LOBACHEVSKY apud BOYER, 1974, p.386). E o caso
das geometrias ndo euclidianas, que podem ajudar na compreensao de aspectos da
realidade, além de auxiliar no desenvolvimento do pensamento geomeétrico e na
habilidade visual. Por isso, nos alinhamos com 0s autores que pensam que as
geometrias ndo euclidianas poderiam ser mais exploradas no curriculo da educacao
basica e na formacao de professores. Entre elas, escolhemos a Geometria do Taxi,
concebida inicialmente pelo russo Hermann Minkowski (1864 — 1909) e que sera
abordada na proxima secéo.

3.2Geometria do Taxi: nogdes e defini¢bes iniciais

Se imaginarmos uma cidade ideal na qual as ruas séao todas formadas por
trechos horizontais e verticais e suas quadras possuem as mesmas dimensdes,
podemos pensar em uma imagem semelhante a apresentada na Figura 4, da vista

aérea da cidade de Barcelona.

Figura 4 - Vista aérea da cidade de Barcelona

Fonte: The City Fix Brasil (2017) 7

7 Disponivel em: http://thecityfixbrasil.com/2017/02/07/0s-superguarteiroes-de-barcelona-apesar-de-
protestos-cidade-seque-com-estrategia-sustentavel/. Acesso em fev, 2019.



http://thecityfixbrasil.com/2017/02/07/os-superquarteiroes-de-barcelona-apesar-de-protestos-cidade-segue-com-estrategia-sustentavel/
http://thecityfixbrasil.com/2017/02/07/os-superquarteiroes-de-barcelona-apesar-de-protestos-cidade-segue-com-estrategia-sustentavel/
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Tomando dois pontos da cidade, indicados na Figura 5 por C e D, sabemos
que a distancia euclidiana entre esses pontos é determinada pela medida de
comprimento do segmento CD indicado em linhas pontilhadas. Mas se um taxista
precisasse se deslocar do ponto C ao ponto D, é evidente que ele teria que realizar
trajetos horizontais e verticais. Para o taxi, o percurso entre os pontos C e D, tracado
em vermelho, € o menor possivel. Outros caminhos entre C e D, correspondentes a

uma mesma distancia seriam possiveis.

Figura 5 - Trajeto do Taxi na Geometrias Euclidianas e do Taxi

Fonte: The City Fix Brasil (2017) Adaptaces da autora

A definicdo de distancia entre dois pontos dada por Euclides ndo seria a mais
adequada nessa situagcdo. Como apontado por Noronha (2006, p.25) “a fungédo de
distancia euclidiana ndo seria a melhor opgcdo para modelar situacdes de
deslocamento em um espaco urbano onde pessoas, como por exemplo, o taxista, s6
podem percorrer pelas ruas.” Em situa¢des cotidianas como essa a GT traz uma
solucdo melhor que a GE, como veremos a seguir.

Os primeiros registros de uma geometria que se aproxima da ideia
apresentada anteriormente foi a Colecdo de Tratados® do matematico russo

Hermann Minkowsky (1864 — 1909), publicados postumamente no inicio do século

8 Gesammelte Abhandlunge
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XX, nos quais ele definiu um conceito de métrica, ou seja, a ideia geométrica de
distancia, na qual o circulo tem a aparéncia de um quadrado.

Karl Menger foi o responsavel por iniciar a sistematizagéo dos conceitos desta
“distancia geométrica abstrata” (NORONHA, 2006, p.26) e exibiu em 1952, através
de um folheto intitulado You will like Geometry?, o termo Taxicab Geometry
(Geometria do Taxi) pela primeira vez.

Apés este evento, diversos matematicos e fildsofos se dedicaram a estudar a
Geometria do Téxi, também denominada Métrica de Manhatan, Geometria Urbana
(FOSSA,2003), Métrica do quarteirdo, dentre outras denominacoes.

Eugene Krause foi o responsavel por discutir a importancia pedagdégica e
matematica da Geometria do Taxi, enfatizando a proximidade com a Geometria
Euclidiana e sua aplicagdo na realidade de centros urbanos bem planejados
(NORONHA, 2006).

O estudo da Geometria do Taxi (GT) pode ser identificado em trabalhos na
area de Geografia Urbana, a exemplo do trabalho de Abreu e Barroso (1982), o que
demonstra seu carater interdisciplinar®.

Como brevemente apresentado a nocdo de distancia na GT difere do que
comumente é trabalho na GE. Para compreender estas diferencas e relacdes
buscamos nas préximas secbes apresentar os principais conceitos da GT e sua

relacdo com a GE.
3.2.1 Conceito de distancia na Geometria do Taxi

O conceito de distancia corresponde a medida da separacdo entre dois
pontos e a sua funcéo é representada por d (A, B) pela qual sédo expressas nocoes

intuitivas com base nos seguintes axiomas:

a) d(A,B)=20

b) d(A,B)=0, se,esomentese A=B

c) d(A,B)=d(B,A)

d d(A B)<d (A, C)+d(C,B),sendo A, B, C trés pontos quaisquer.
e) d(A,B)=d (A, C)+d(C, B)seesbtseA,B, Cforem colineares.

9 Vocé vai gostar de Geometria (Traducdo nossa)
10 Aquilo que estabelece relagées entre duas ou mais disciplinas ou ramos de conhecimento.
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Estes axiomas expressam respectivamente as seguintes condi¢cdes: a) nao
existe distancia negativa; b) a distancia so sera igual a zero quando os pontos A e B
forem coincidentes; c) a distancia de A para B é igual a distancia de B para A; d) a
distancia de A para C é sempre menor ou igual a soma das distancias de A para B
adicionada a distancia de A para C e, e) a igualdade na condi¢cao anterior s6 ocorre
se 0s trés pontos pertencem a uma mesma reta.

Na GT o plano cartesiano coberto com malhas quadriculadas € utilizado para
calcular a distancia entre dois pontos. Esta malha (Figura 6) d& a ideia de ruas de
uma cidade ideal, na qual s6 se pode deslocar de um ponto ao outro por trajetos que
envolvam trechos horizontais ou verticais, como mencionado anteriormente no

exemplo do trajeto do taxi.

Figura 6 — Malha quadriculada na GT

A

? X
|
|
|
|

————-v—————-o-——-I

Fonte: Elaborado pela autora

Na GE a distancia entre dois pontos € determinada pelo comprimento de um
segmento de reta, que possui 0s dois pontos em suas extremidades, enquanto na
GT a distancia entre dois pontos corresponde a soma dos valores absolutos das
diferencas de suas respectivas coordenadas. (Figura 7).

Na Figura 7, representamos dois pontos arbitrarios, A (xa,ya)e B ( xs, ys8),
e, além disso, o segmento de reta AB, cuja medida de comprimento é a distancia
euclidiana entre os pontos A e B. Representamos, também, os segmentos AC e CB
cujas medidas de comprimento, quando adicionadas, fornecem a distancia entre A e
B na GT.
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Figura 7 - Distancias no plano

y

Fonte: Elaborada pela autora

Considerando as coordenadas indicadas no plano cartesiano para realizar o
calculo da distancia entre o ponto A (x4,y,) € B (xg, yg) tomamos o triangulo
retdngulo ABC e recorremos ao Teorema de Pitagoras (Figura 8) , obtendo a

equagdo  [d (AB)] = Ixs — s + lvs — vaI* (1) . 0 que implica (1)

dg (AB) = /(x5 — xa)? + (V5 — Ya)? (1)

Figura 8 - Distancia na GE

y
B(xg.ye)
¥g Y N SR N N S—
|Ye — yal
Alxa,ya)
Clxg,
L X= = * (xp, ya)
| Xg = XA |
I |
v AV X
Cin) Cib)
XA Xg

Fonte: Elaborado pela autora
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Como respeito a GT, a distancia entre os pontos A (x4, y4) € B (x5, yg) sera

fornecida pela formula (2):

dr (A4, B): |xg — x4l + |yp — Yal (2)

Figura 9 - Métrica na GT

Yy
¥e
X‘ ________________ _x B(XB.yB)
lye — yal
A Xy, V)
ya F 7% X ya)
| | B'VA
I [xg — xa I
I | T
3 *
J(A xB

Fonte: Elaborado pela autora

E conveniente observar que na Geometria Euclidiana plana ha, entre outros,
dois termos primitivos fundamentais que sdo 0s pontos e as retas. No modelo
dessa geometria que consiste nos pontos e nas retas do plano cartesiano ortogonal,
0S pontos sdo os pares ordenados de numeros reais, que representamos por ( X, ).

As retas sdo os conjuntos de pontos (X, y) que satisfazem uma equacédo do
tipo ax + by +c =0, em que a, b e c sdo numeros reais quaisquer coma #0ou b
#0.

= 7

E importante ressaltar que na denominada GT, pontos e retas também sao
termos primitivos fundamentais. Nessa geometria, 0 que é menos evidente é a
afirmacdo de que quando modelizada no plano cartesiano ortogonal, tais termos
primitivos sdo exatamente os mesmos da Geometria Euclidiana. Noutros termos, no
plano cartesiano ortonormal, os pontos sdo os pares ordenados de nlumeros reais
(x,y) e as retas sédo os subconjuntos do plano que consistem nos pares (X, y) que
tornam validas equacdes do tipo ax+by+c=0 , em que a, b e c sdo nimeros
reais quaisquer com a # 0 ou b # 0. O que distingue as duas geometrias em estudo é

o0 conceito de distancia. Com isso, figuras geométricas definidas com apoio do
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conceito de distancia podem ter representacdes grafico-visuais distintas nas duas
geometrias aqui estudadas. Esse fato é central no presente trabalho.

Com o intuito de esclarecer melhor esses aspectos, consideremos o trajeto a
ser realizado entre dois pontos de uma cidade, sendo utilizado como meio de
transporte um baldo e um taxi. Os dois irdo partir do ponto A (-3, 2) e seguir até o
ponto B (4, -1).

Observamos que, dadas as caracteristicas do baléo ele pode seguir segundo
um segmento de reta que liga A a B. J& no caso de um automével, ndo sendo
possivel realizar o trajeto sobre o segmento AB, pode-se escolher um entre varios
caminhos que correspondem a uma mesma distdncia minima percorrida, como

mostra a figura 10.

Figura 10 — Trajeto do Baldo e do Taxi

( s Fm] s
A = (-3.2) o=0la — (-3.2)

x\ 2 *——————:- —————————— 1

Fonte: Elaborado pela autora

A distancia euclidiana é eficiente para modelar a situacdo do baldo, enquanto
no caso do automovel, a distancia definida na Geometria do Taxi é mais adequada.

Aplicando equacdes (1) e (2) apresentadas anteriormente temos:

dp (A,B) = J(xg —x2)2 + (Vg — ya)? = dr (A,B) = |xg — x4l + |yp —yal =
=J@ - (32 +((-D-2)?%= =[4- =3+ I(-D-2|=
=77+ 3% = = 17|+ 13| = |10]
=49 +9 =
=+/58= 7,62

Esse exemplo ilustra outras diferencas entre as duas geometrias:
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a) Na GE (trajeto do baldo) s6 ha uma possibilidade de trajeto de
distancia euclidiana minima entre os pontos, enquanto na GT (trajeto
do automdvel) podem existir diferentes caminhos cuja taxi-distancia
seja minima;

b) Na GT as distancias serdo sempre maiores ou iguais as distancias na

métrica euclidiana.

Espera-se que, com as situagOes problemas a serem resolvidas de maneira
colaborativa, 0s sujeitos cheguem a estas constatacfes em relacdo a GT e a GE. A
apropriacdo da nocdo de taxi-distancia sera fundamental na construcdo do
conhecimento sobre a GT.

Tendo apresentado a nocdo de distncia na GT, ou taxi-distancia,
buscaremos estabelecer as relacdes entre a GT e os Lugares Geométricos (LG)
enfatizando suas principais caracteristicas nas duas geometrias. E importante
perceber que devido a mudanca na métrica utilizada em relagdo a GE, as figuras
que derivam do conceito de distancia passam a ser representadas graficamente de

maneiras distintas.
3.2.2 Lugares Geométricos

Sendo foco das situacBes problemas a serem resolvidas colaborativamente
no experimento, explorar os conceitos de ponto médio, circunferéncia e mediatriz
apresentamos as suas definicdes como lugares geométricos na GE e na GT.

Inicialmente € importante compreender que um lugar geométrico (LG)
consiste em um conjunto de pontos que possuem determinadas propriedades em
comum (COSTA et al, 2009).

Completando a definicdo de LG, Rezende e Queiroz (2000) apontam que para
gue uma figura seja considerada um lugar geométrico dos pontos que possuem uma

determinada propriedade (P), é necessario que:

a) Todos os seus pontos satisfacam a propriedade P;
b) Somente os pontos desta figura satisfacam a propriedade P, isto é, se

0 ponto A possui a propriedade P, ele pertence a figura.
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Estas propriedades estdo exemplificadas para cada lugar geométrico
considerado a seguir.

Tratamos, nesta pesquisa, as definicdes de circunferéncia e mediatriz, que
séo lugares geométricos em que o conceito de equidistancia intervém. Destacamos,
também, as definicdes de ponto médio em ambas as geometrias.

Caracterizamos estes lugares geomeétricos a partir de sua definicdo e

representacdo grafica na GT e na GE.

= Circunferéncia

A circunferéncia é definida como o conjunto dos pontos que estdo a uma
distancia conhecida d de um ponto O. O raio de uma circunferéncia é qualquer
segmento de reta que liga o centro a um ponto da circunferéncia. Dois raios
quaisquer possuem, assim, 0 mesmo comprimento d, que, por vezes, também é

denominado raio da circunferéncia.

Figura 11 - Circunferéncia euclidiana

Fonte: Elaborado pela autora

Diante da sua definicdo, € possivel reconhecer que (i) todo ponto P que
pertence a essa circunferéncia esté a distancia d do ponto O; e que (ii) se um ponto
P’ esta a uma distancia d do ponto O, entédo este ponto pertence a circunferéncia (O,
d).
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Como o conceito de distancia na GT difere da GE, a representacdo da
circunferéncia também difere nas duas geometrias, no entanto, a definicdo é igual
para ambas. Utilizaremos o termo téxi-circunferéncia para se referir & circunferéncia
na GT.

A taxi-circunferéncia consiste em quatro segmentos congruentes que sao
representados como um quadrado, conforme a Figura 12.

Como vimos anteriormente, as retas na GE e na GT sado modelizadas pelos
mesmos subconjuntos do plano cartesiano, ou seja, em termos mais simples,

dizemos que “ as retas sao as mesmas’.

Figura 12 — Taxi-circunferéncia

5

-5

Fonte: Elaborado pela autora.

Sabendo disso, o raio de uma circunferéncia na GT €, igualmente, o
segmento de reta que liga o centro a um ponto da circunferéncia.
Assim como a circunferéncia na GE, dois raios quaisquer na GT, possuem a

mesma medida de comprimento r, chamado de raio.
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O que ha de novo, neste caso ? Apenas que outros caminhos ligando o centro
a um ponto da circunferéncia possuem a mesma medida de comprimento r, como se

mostra na figura 13.

Figura 13 - Raio e Diametro na Taxi — circunferéncia

S

Fonte: Elaborado pela autora

Como esses diferentes caminhos entre o centro e um ponto da taxi-
circunferéncia possuem a mesma medida, r, podemos estender a esses caminhos a
denominacédo de raios da taxi-circunferéncia, sem prejuizo para a aprendizagem do
conceito. No entanto, € importante incluir entre esses caminhos 0 segmento de reta
ligando tais pontos. Certamente, um taxi em uma cidade n&o podera segui-lo, mas

um baldo (ou um drone) podem percorré-lo.

= Ponto médio

Na GE, o ponto médio de um segmento de reta AB corresponde ao ponto,
pertencente ao segmento AB e que o divide em duas partes iguais.

A distancia entre o ponto médio e as extremidades do segmento AB
corresponde a menor distancia entre estes pontos, conforme apresentado na Figura
14.
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Figura 14 - Ponto médio na GE

A = (0,5)

B = (6.1)

Fonte: Elaborado pela autora
Diante da nocao de distancia adotada na GT e das diferentes possibilidades
de caminhos possiveis entre os pontos A e B, a representacdo dos pontos que
correspondem a menor distancia entre eles é dada através de um conjunto de

pontos, conforme ilustrado na figura 15 através do segmento em azul.

Figura 15 - Conjunto de pontos médios entre A e B

A =(0,5)

B = (6.1)

Fonte: Elaborado pela autora
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Esse conjunto de pontos esta a mesma distancia de A e de B e essa taxi-
distancia € minima. Dessa maneira, na GT a ideia de ponto médio como sendo um
ponto Unico, pertencente ao segmento AB ndo se mantém. Em  nosso  trabalho
utilizaremos o termo conjunto de pontos médios para se referir aos pontos que
mantém a distancia entre dois pontos, sendo esta também a menor distancia

possivel.
=  Mediatriz

Dados dois pontos A, B, a mediatriz m do segmento de reta AB é o lugar
geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes de A e de B. E possivel
demonstrar na GE, que a mediatriz de AB ¢ a reta perpendicular ao segmento que
passa por seu ponto médio.

Na demonstracdo dessa propriedade na GE procedemos da seguinte
maneira:

Dados os pontos A e B, consideramos o segmento de reta AB. Com centro
em A e raio r, sendo esse, maior do que a metade do comprimento AB, tracamos a
circunferéncia euclidiana a4, . Com centro em B e raio r a circunferéncia euclidiana

og . Dos axiomas da Geometria Euclidiana resulta que g4, e oy interseptam-se
em dois pontos E e F situados em lados opostos da reta AB. Considerando a reta
EF e utilizando os axiomas de congruéncia de triangulos completamos a prova

desejada de que a reta EF é perpendicular a AB e passa pelo seu ponto médio. A

Figura 16 traz a representacédo gréafica da mediatriz na GE.
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Figura 16 - Mediatriz na GE

mtz

]

LI

Fonte: Elaborado pela autora

Na GT, adotamos a mesma definicdo de mediatriz que a da GE. O que é
importante observar é que nao € mais valida a proposicdo de que a mediatriz de um
segmento AB é, necessariamente, a reta perpendicular pelo seu ponto médio. Tal
fato representa papel importante no presente trabalho.

A taxi-mediatriz pode ter diferentes representacdes graficas a depender da
posicdo dos pontos no plano cartesiano. Destacamos o fato de que o emprego da
taxi-circunferéncia desempenha um papel importante na resolucao de situacdes
problemas, em analogia com o0 que ocorre na demonstracdo da propriedade de
perpendicularidade da mediatriz na GE.

Tomemos, por exemplo, trés casos da taxi-mediatriz:

1° caso: Se o segmento AB estiver na horizontal ou na vertical. Tomemos,
por exemplo A (1, 1) e B (3, 1):
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Figura 17 - Taxi-mediatriz (Vertical)

mtz

Fonte: Elaborado pela autora

E, agora, a exemplo A (1, 2) e B (1, 4):

Figura 18 - Taxi-mediatriz (Horizontal)

mtz

B

|

|

|

|
X

|

|
Fonte: Elaborado pela autora

Nesses dois exemplos, a situagdo é idéntica a que ocorre na mediatriz de AB
na GE.

2° caso: O segmento AB n&o é horizontal nem vertical e A (a, b) e C (c, d).
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Se |a-c |=|b-d|. Nessas condi¢des, a taxi-mediatriz sera determinada

por um segmento e por duas regides.

Figura 19 - Representacéo do taxi-mediatriz 2° caso

-2 o 2 4 5] =]

Fonte: Elaborado pela autora

Neste caso, ha intersecdo das taxi-circunferéncias devido a posicdo dos
pontos, sendo A (4, 8) e B (2, 6). Os pontos estdo alinhados no plano o que faz

surgir na intercessédo uma regiao que pertence também a taxi-mediatriz procurada.

3° caso: O segmento AB n&o é horizontal nem vertical e A (a, b) e C (c, d)
sdo tais que |a-c|# |b-d]|

Nesse caso, a taxi-mediatriz € formada por um segmento de reta a 45° com a
horizontal e duas semi-retas que serdo verticais quando |b - d|<|a - c|ou
horizontais se |b - d|>|a - c|, conforme ilustrado nas figuras 20 e 21

respectivamente.
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Figura 20 - Representacéo grafica da taxi-mediatriz- 3° Caso - Vertical
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Fonte: Elaborado pela autora

Figura 21 - Representacéo grafica da taxi-mediatriz-3° Caso -Horizontal
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Fonte: Elaborado pela autora

Neste caso, a téxi-mediatriz ird surgir pela intersecdo de duas taxis-
circunferéncias que tém raio maior que a menor distancia entre os dois pontos A e B

ou de duas taxis-circunferéncias tangentes. Como 0s pontos néo estao alinhados em
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relacdo ao plano cartesiano, surge uma linha poligonal como resultado para a taxi-
mediatriz procurada.

Os conceitos que apresentamos na GT permitem uma aproximagdo com a
GE, por considerar os mesmos objetos e definicdes, ao mesmo tempo trata-se de
um contetdo desafiador por mudar a nocdo de distancia e consequentemente a
representacdo grafico-visual dos lugares geomeétricos que dependem da distancia.
Entendemos que estes conceitos quando aplicados em situagOes problemas
permitem explorar diferentes conteidos e habilidades que s&do naturalmente
aplicados em situa¢des do cotidiano.

Na proxima sessao apresentamos algumas consideracdes relacionadas ao

ensino da GT identificadas através da literatura sobre a tematica.

3.3 Aspectos didaticos da Geometria do Taxi

As ideias iniciais da GT podem se apoiar em uma contextualizacdo proxima
da realidade cotidiana, sendo interessante sua aplicacdo no estudo de localizacéo e
deslocamento no plano, como previsto em documentos oficiais, a exemplo da BNCC
(BRASIL, 2018), para o ensino da Matematica na educacdo basica, conforme

apresentado no Quadro 1.

Quadro 1 - Contetdos

HABILIDADES ANO
Localizacdo de objetos e pessoas no espaco. 1°
2 Localizacao de objetos e pessoas no espac¢o/ Esboco de roteiros e de plantas simples. 2°
O
Z Localizagdo e movimentagéo. 3°
%)
% Localizacdo e movimentacao/ Paralelismo e Perpendicularismo. 4°
<
Plano Cartesiano: Coordenadas cartesianas e representacdo de deslocamentos no 50
plano.
«n Plano Cartesiano: Poligonos. 6°
<
<
LL
8 Distancia entre pontos no plano cartesiano. 9°
zZ
<

Fonte: Elaborado pela autora com base na BNCC (2018)
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O trabalho com a GT também no ensino médio permite aprofundar aspectos
relacionados ao pensamento geomeétrico, como previsto na BNCC (Brasil, 2018),
uma vez que os alunos retomam o trabalho com a habilidade de interpretar e
representar a localizagéo e o deslocamento no plano cartesiano.

Além disso, o estudo da GT pode ser articulado com outros contetddos dessa
etapa da escolaridade, como exemplo, conceitos da Geometria Analitica, Analise
Combinatéria voltada para o calculo de caminhos possiveis na GT, bem como,
permite um resgate de conceitos da Geometria Euclidiana possibilitando o
desenvolvimento de aspectos argumentativos dessa geometria.

Ja no ensino superior e na formacdo continuada o estudo de Geometrias
nao euclidianas contempla o que determina as Diretrizes Curriculares Nacionais
para os Cursos de Matematica (CNE/CES 1.302/2001), quando prever o estudo
conteudos matematicos presentes na educacdo basica nas areas de Geometria,
bem como competéncias e habilidades, como o estabelecimento de relacdes entre a
Matematica e outras areas do conhecimento e o desenvolvimento de estratégias de
ensino que favorecam a criatividade, a autonomia e a flexibilidade do pensamento
matematico.

Diante dos contetdos previstos, percebe-se que as nocfes relativas a GT
podem ser abordadas desde o ensino fundamental, contribuindo na construcdo do
pensamento geométrico e da nogcdo de espaco por meio de situacdes que sao
facilmente reconhecidas no dia a dia.

Kaleff e Nascimento (2004, p.13) apontam que:

[...] a Geometria do Téxi pode ser apresentada, com a intencdo de se
integrar a Matematica ao cotidiano do aluno, pois essa se apresenta em
todos os lugares, ndo podendo, portanto, deixar de ser encontrada no
espaco das “ruas”. Dessa forma, confrontado com esta nova Geometria, 0
aluno pode ser levado a perceber que existem outras Geometrias, além da
Euclidiana, possibilitando que tenha despertada a sua curiosidade para
novos ambientes matematicos.

Considerando as possibilidades de trabalhar a GT, alguns autores realizaram
trabalhos em diferentes niveis de ensino aplicando as noc¢fes desta geometria ndo
euclidiana.

Por meio de uma revisdo de literatura em teses, dissertacOes, artigos
cientificos e livros, buscamos identificar pesquisas em que o foco central fosse a

Geometria do Taxi.
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Identificamos entre as producdes aquelas que apresentam dados relativos a
aplicacoes de atividades, oficinas, experimentos e as que apresentam estudos
tedricos ou sugestdo de sequéncias de atividades com o conteldo da Geometria do

Taxi.

Quadro 2 - Natureza das producdes

Estudos ) _
. Fuzzo et al (2010); Presmic (2014); Loiola e Costa (2015).
Teoricos

Krause (1986); Fossa (2003); Kaleff e Nascimento (2004); Miranda et al
(2005); Oliveira (2014); Fava Neto (2013); Santos (2016); Fernandes
(2017)

Sequéncia de

atividades

Noronha e Fossa (2010); César, (2010); Sales e Bairral (2012);
Aplicacbes da Ferreira e Barros (2013); Caldato (2013); Nascimento (2013); Bairral e
Geometriado  Powell (2013); Loiola (2014); Leivas (2014); Souza (2015); Leivas e
Taxi Souza (2015); Leivas (2016); Andrade et al (2016); Souza e Leivas
(2016); Gusmao et al (2017); Toledo (2018); Leivas (2019).

Fonte: Dados da pesquisa

Os trabalhos de Fuzzi et al (2010), Presmic (2014) e Loiola e Costa (2015)
apresentam uma introducdo sobre os conceitos iniciais da Geometria do Taxi por
meio de demonstracdes, notas histdricas e aplicacfes. As pesquisas possibilitam
reconhecer as principais diferencas entre a GT e o modelo euclidiano.

Dentre as pesquisas categorizadas como sequéncia de atividades,
destacamos os trabalhos de Krause (1986), que apresentam aplicacfes praticas por
meio de graficos, problemas e exercicios sobre a GT, sendo o primeiro livro sobre a
abordagem pedagodgica desta Geometria, bem como o livro de Fossa (2003),
“Geometria Urbana” que apresenta situagdes problemas que se articulam ao longo
de 15 capitulos.

Kaleff e Nascimento (2004), Miranda et al (2005), Fava Neto (2013) e Oliveira
(2014) fazem um estudo sobre os conceitos da GT e apresentam sequéncias de
atividades e exemplos ilustrativos de propostas de aplicacfes da Geometria do Taxi
com o propésito de trazer uma contribuicdo para se pensar e produzir Matematica de

forma mais flexivel e criativa.
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Os trabalhos de Santos (2016) e Fernandes (2017) apresentam algumas
propostas de trabalhar a GT aproximando-a de definicdes da GE, como exemplo, 0s
lugares geométricos (equidistancia e curvas conicas).

Santos (2016) explora em sua pesquisa o conceito do diagrama de Voronoi'!
com o objetivo de apresentar de forma clara e acessivel as relacbes entre o
diagrama e alguns conceitos da geometria plana como intersecées de semiplanos,
regides conexas, distancia entre pontos e lugares geométricos na métrica euclidiana
e do téxi, destacando o fato de que alguns lugares geométricos tém
comportamentos diferentes em cada uma dessas métricas.

Publicado em 2017, o trabalho de Fernandes apresenta um estudo realizado
sobre os conceitos da GT, em conjunto com uma proposta de sequéncia didatica
destinada a alunos e professores de Matematica da Educacdo basica que buscava
abordar o tema por meio de situacdes problemas com o auxilio do software
GeoGebra. As situacdes propostas apresentavam conexfes com problemas de
localizacdo e movimentacdo no espaco, lugares geométricos e modelagem das
trajetdrias de deslocamentos nas ruas e avenidas de uma cidade.

Ao se aproximarem da nocdo de lugar geométrico, os trabalhos citados
contribuem na compreensédo desses a partir da métrica da GT, além de apontar
elementos necessarios a construgcdo de situacdes que buscam confrontar este
conceito a partir das duas geometrias.

Entre as pesquisas categorizadas como Aplicacdes da Geometria do Taxi,
destacamos aquelas em que os sujeitos envolvidos foram estudantes de licenciatura
em Matematica (FERREIRA; BARROS, 2013) e (NASCIMENTO, 2013) e as que
utiizaram a GT com alunos da poés-graduacdo (LEIVAS, 2014, 2016, 2019)
aproximando assim ao contexto dos sujeitos da nossa pesquisa.

Ferreira e Barros (2013) apresentam resultados parciais de uma aplicacdo de
atividades com estudantes do 4° ano de licenciatura em Matemética de uma
universidade localizada no Parana. O trabalho teve como objetivo detectar possiveis
obstaculos provenientes da constituicdo de conceitos euclidianos na aprendizagem
da Geometria do Taxi. Os resultados apontam que embora 0s estudantes possuam

um conceito de métrica relativamente estruturado, estes ainda se prendem a métrica

11 A nogao intuitiva do diagrama de Voronoi pode ser relacionada a divisdo do plano em um conjunto de regiGes
de influéncia, sendo que cada regido € definida como o conjunto dos pontos que estdo a menor distancia
euclidiana de certo ponto de influéncia, entre um conjunto de pontos dados (BERG, 2008).
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euclidiana, sendo os conceitos euclidianos caracterizados como obstaculos a
construcdo de conceitos ndo euclidianos.

Nascimento (2013) explora a nog¢do da GT como anomalia’? indicando as
suas implicacdes pedagogicas. O trabalho foi realizado com estudantes da
licenciatura em Matematica em uma instituicdo do Rio Grande do Norte no ambito da
disciplina de Didatica da Matematica. Os dados apontam para os conflitos iniciais ao
trabalhar com uma métrica diferente, fato verficado por meio de entrevistas e
respostas nas atividades nas quais 0s participantes ndo acreditavam que, se
mudasse 0 espaco, a caracteristica daquele item também mudaria. Apos a
realizacdo da proposta de atividades e ao identificar a anomalia e aceita-la os
conceitos geométricos foram ampliados e/ou aprofundados.

As dificuldades relacionadas aos conceitos da GT na formacao inicial de
professores de Matematica estdo relacionadas ao contrapor os conceitos da GT com
a GE, que tem seu estudo mais enfatizado desde a educacéo basica até a formacéao
inicial nas licenciaturas.

No seu trabalho de 2014 Leivas apresentou resultados de uma pesquisa
qualitativa realizada com estudantes de um mestrado profissionalizante em ensino
de Fisica e de Matematica que teve por objetivo investigar como esses estudantes
interpretam e representam elipses, parabolas e hipérboles utilizando a Geometria do
Taxi. Os estudantes conseguiram interpretar e representar corretamente os lugares
geometricos propostos na atividade com a métrica do taxista. Leivas (2014) aponta
ainda que os estudantes puderam perceber que h& varias possibilidades de
representacdo de um objeto geométrico além do modelo euclidiano. Além disso,

segundo o autor,

um dos fatores que caracterizam essa geometria € de que ha uma
dependéncia de “medidas” e, assim o sendo, o estudo de métricas é
justificado na formacdo dos professores, seja ela inicial ou continuada, o
gue ir4 proporcionar visdo de outras geometrias, além da euclidiana.
(LEIVAS, 2014, p.208)

A pesquisa de Leivas (2016) buscou compreender também como estudantes

de um mestrado profissionalizante em ensino de Matematica, em uma disciplina de

12 A autora utiliza o conceito de anomalia, como sendo um paradigma que surge para ser quebrado,
questionando as definicdes antes tidas como verdades absolutas, mostrando irregularidades, ndo negando, mas
ampliando e fazendo com que se observe o desvio acentuado do que até o momento tinhamos como padréo
normal. (NASCIMENTO, 2013)
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Geometria, utilizam recursos didaticos e tecnolégicos, a exemplo do software
GeoGebra, para resolver problemas envolvendo Geometria do Taxi. Para isto,
aplicou situagdes problemas que tratavam de aplicagdes reais da GT com base nas
nocodes de taxi-distancia, ponto meédio, circunferéncia e mediatrizes.

Leivas (2019) traz os resultados de uma investigacdo realizada com
estudantes de geometria analitica e algebra linear fundamentada na Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Duval. A pesquisa buscava responder o
seguinte questionamento: Para obter a melhor solugcdo de um problema de
determinacdo de um espaco publico, verifique qual € a Geometria que proporciona
um melhor resultado: a Euclidiana ou a do Taxi? O autor aponta que embora as
dificuldades encontradas pelos estudantes para obter os registros verbais dos
lugares geométricos procurados na GT, eles concluiram que esta oferece melhor
solucéo para o problema.

Os dados apresentados nas pesquisas sinalizam as dificuldades e a
desequilibracdo ao trabalhar a GT e a relacdo com a GE. Estes apontamentos
reforcam nosso interesse de propor situacdes que levem a apropriagdo dos
conceitos desta geometria, uma vez que, ao gerar conflito com a GE possibilita-se a
mobilizacdo de esquemas coletivos.

Sendo o foco do trabalho identificar os EACI dos sujeitos ao se apropriarem
de um artefato simbdlico, consideramos que a escolha do conceito taxi-distancia
possibilita a interagdo entre os sujeitos de maneira a contribuir na construgao de
deduc¢des conjuntas para solucionar as situacées problemas.

Reforcando as palavras de Leiva (2016) quando aponta para a interatividade
e aprendizagem colaborativa que ocorre nas diversas formas de utilizacdo da GT
acreditamos que a tematica ird despertar a curiosidade e interacao entre 0s sujeitos
0 que possibilitard a observacdo das varidveis envolvidas nos esquemas de

atividades coletivas instrumentadas e na apropriacdo com artefato taxi-distancia.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Como ja foi dito, esta pesquisa visou analisar o processo de aprendizagem
colaborativa com base nos esquemas de atividades coletivas instrumentadas no
contexto de apropriacdo do artefato simbdlico taxi-distancia por licenciandos de um
curso que tem como foco o estudo da Geometria Gréafica. Os esquemas foram
identificados nas interagOes presenciais e virtuais entre os participantes por meio de
situacdes problemas sobre conceitos da Geometria do Taxi resolvidas com o auxilio
do software GeoGebra.

Para atender a nossa proposta algumas escolhas metodolégicas foram feitas
de maneira a viabilizar a nossa andlise. Abaixo apresentamos estas escolhas e suas
justificativas. Elas nos permitiram analisar a colaboracdo na apropriacdo do artefato
simbdlico e identificar os esquemas de atividades coletivas instrumentadas
mobilizados pelo grupo.

Este capitulo é composto de 4 tépicos. O primeiro explicita a delimitacdo do
campo e dos sujeitos da pesquisa, além da justificativa da escolha do software
GeoGebra. No segundo topico destacamos como se deu a elaboracéo e refinamento
das situacdes problemas para a Geometria do Taxi, com base no estudo piloto
realizado, por meio do qual foram realizados 0s ajustes necessarios para a
elaboracao do dispositivo central para o experimento, sendo estes apresentados ao
longo do texto. Ainda no segundo topico, tratamos dos elementos que compdem o
roteiro de colaboracéao.

No terceiro tdpico descrevemos a organizacdo do experimento e
apresentamos 0s pseuddnimos dos participantes. Além disso, apontamos como
ocorreram as sessdes colaborativas, que envolveram colaboracdo face-a-face e
virtual através de um ambiente online colaborativo.

No topico quatro explicitamos os critérios de analise adotados e uma breve

descricéo dos elementos que compdem cada unidade de analise.

4.1 Delimitacdo do campo, sujeitos da pesquisa e software de Geometria Dinamica

Escolhemos como campo de pesquisa um curso de licenciatura que objetiva a

formacdo de professores para a Educacdo Basica (ensino fundamental, médio,
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meédio integrado a educacao profissional técnica de nivel médio) nas areas de
Geometria Grafica (eixo central) e aplicacdes.

A escolha por realizar a pesquisa no ambito da formacéo inicial considera
inicialmente a Resolugdo n°® 2 de 1° julho de 2015 do CNE/CP (BRASIL,2015) que
define as diretrizes curriculares nacionais para a formacéo inicial em nivel superior e
para a formacao continuada. Esta resolucao prop&e a articulacao entre graduacéo e
pés-graduacdo como um dos principios pedagdgicos essenciais ao exercicio e
aprimoramento do profissional do magistério e da pratica educativa.

Diante disso, destacamos a importancia de trabalhar nas licenciaturas por
promover reflexdes sobre diferentes abordagens e tendéncias educacionais ainda na
formacdo inicial e desta maneira contribuir ao longo prazo no processo de formagéo
docente.

A decis@o por considerar essa licenciatura como campo de pesquisa diz
respeito a pertinéncia dos conceitos da Geometria do Taxi com conteudos previstos
nos planos de ensino de disciplinas voltadas para o estudo da Geometria Grafica e
Geometria Analitica, conforme apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 - Conteldos previstos nos planos de ensino das disciplinas
Geometria Analitica Geometria Grafica Bidimensional

v' Sistemas de coordenadas; v’ Lugares geométricos (definicdo e conceitos);
v' Ponto Médio, distancia entre dois v “as figuras geométricas como lugares

pontos, comprimentos. geométricos na resolugao de problemas”.

Fonte: Elaborado pela autora com base nos Planos de ensino das disciplinas.

A presenca destes conteudos nos planos de ensino nos possibilitou inferir que
os licenciandos que ja cursaram as disciplinas tém uma base para trabalhar com os
conceitos relacionados a GT e sua relacdo com a GE e os lugares geométricos.

Tendo definido o campo da pesquisa, partimos para a escolha dos sujeitos
considerando aspectos relacionados aos objetivos da pesquisa e sua contribuicdo
no ambito académico.

Inicialmente consideramos a importancia de promover reflexdes por meio do
experimento acerca da colaboracdo enquanto pratica educacional e sua contribuicao
na aprendizagem dos sujeitos, além de analisar de que maneira a colaboracao

contribui na apropriacdo de conceitos pelos alunos.
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Entendemos também que esta discussao é pertinente em diversos espacos
académicos pelo seu carater interdisciplinar, no entanto, nos parece ser adequado
aplicar com licenciandos para promover uma aproximac¢do com diferentes praticas
de ensino e diferentes olhares sobre o processo de aprendizagem.

Diante do quadro tedrico e da escolha do objeto matematico da pesquisa
consideramos pertinente a escolha de licenciandos de um curso cujo foco é o ensino
de Geometria Grafica, considerando principalmente o contexto das disciplinas
apresentados anteriormente.

Foram definidos, enquanto sujeitos, licenciandos que ja haviam cursado as
disciplinas previstas na grade curricular do curso, como Geometria Analitica e
Geometria Gréfica Bidimensional (GGB), disciplinas estas que apresentam
conteldos equivalentes em seus planos de ensino. Consideramos para 0
experimento sujeitos que tivessem familiaridade com o software de Geometria
Dindmica GeoGebra.

O reconhecimento das potencialidades dos recursos computacionais
utilizados torna-se imprescindivel quando se quer propor situacdes de aprendizagem
colaborativa, uma vez que, 0s recursos tecnolégicos devem dar suporte as
interacbfes entre o0s sujeitos, permitindo que estes consigam, de maneira
colaborativa, elaborar deducdes, justificativas e construir o conhecimento a partir
destas interagbes. Diante disto, a escolha do software GeoGebra em nossa
pesquisa se justifica por este software, que embora ndo tenha sido desenvolvido
para trabalhar com geometrias ndo euclidianas, permite modelar a Geometria do
Taxi por meio das suas funcionalidades e ferramentas disponiveis. Esta utilizacdo se
situa na definicdo de catachrése apresentada por Rabardel (1995) que designa
como sendo o uso de uma ferramenta para finalidades para as quais n&o foram
projetadas.

O funcionamento do GeoGebra permite realizar construgbes, elaborar
hipoteses por meio da dinamicidade e observar propriedades e invariantes das
construcbes realizadas, sendo estes elementos importantes para a resolucao

colaborativa das situagdes problemas.
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4.2 Concepcdao do experimento

A concepcéo do experimento consiste nos procedimentos necessarios para a
elaboracdo do dispositivo central da nossa pesquisa, por meio do qual serdo
realizadas as analises a fim de atender aos objetivos previstos.

Dividimos inicialmente estes procedimentos em dois momentos que foram
destinados a elaboracdo e refinamento das situacbes problemas na GT e a
elaboracéo do roteiro de colaboracéo.

Abaixo descrevemos as nossas escolhas para cada momento previsto.
4.2.1 Elaboracao e refinamento das situacdes problemas paraa GT

Ao realizar uma proposta de trabalho que envolve colaboragédo é importante
ter em mente que o cendrio deve apresentar elementos e situacfes que promovam
interacao e colaboracdo entre os sujeitos envolvidos.

Considerando este aspecto, em nossa pesquisa trabalhamos a nocao de
situacOes problemas de acordo com a definicdo apresentada por Camara (2002),
que afirma que as situacdes problemas sao “situacdes geradoras de um problema,
Cujo conceito necessario a sua resolucao seja aquele conceito que queremos gue 0
aluno construa” (p.40) e tem como objetivo levar o aluno a construcdo de um
conhecimento novo.

De acordo com esta definicdo, buscamos identificar e selecionar situacdes
problemas que envolvessem o0s conceitos da GT e pudessem ser consideradas no
contexto da pesquisa.

Um dos primeiros textos voltados para o ensino da GT € o livro Taxicab
Geometry: An Adventure in Non- Euclidean Geometry'® de Eugene Krause (1986).

Inicialmente selecionamos algumas das situagbes apresentadas no livro e
identificamos como elas estariam relacionadas aos objetivos da pesquisa. Para o
nosso estudo iremos considerar as situagdes que tratam das nocgdes iniciais da GT,
a exemplo da nocédo de taxi-distancia, que é o artefato simbolico a ser observado,
ponto médio, taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz.

As situacbes foram adaptadas de acordo com as aplicagbes da GT

apresentadas em Krause (1986) e nos conceitos escolhidos para a pesquisa.

13 Geometria do Téaxi: Uma aventura em uma Geometria ndo euclidiana (Tradugé@o nossa).
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Apoés a selecdo das situacdes e adaptacOes necessarias foi realizada uma
analise com base em um estudo piloto com 2 participantes (Tereza e Tiago)** que
atendem aos mesmos critérios definidos para os sujeitos do experimento da
pesquisa.

Este estudo piloto teve como objetivo refinar as situacdes selecionadas,
sendo observados aspectos como a compreensdo dos enunciados, se as questdes
sdo desafiadoras o suficiente para possibilitar a colaboragdo e o consequente
desenvolvimento dos esquemas de atividades coletivas instrumentadas, bem como
a apropriacdo do artefato simbodlico taxi-distancia com auxilio das ferramentas
disponiveis no software GeoGebra.

Antes de iniciar as situacdes problemas apresentamos no Roteiro de
Colaboragcéo uma breve contextualizacao da Cidade Planejada a ser considerada no
experimento por meio de um exemplo da cidade de Barcelona, como ilustrado
anteriormente.

Abaixo descrevemos as situacdes problemas analisadas, seus objetivos,
possiveis solucdes, 0 que se espera em cada situacdo e 0s principais aspectos
identificados no Estudo Piloto.

Destacamos que, as figuras a serem apresentadas para ilustrar as resolucdes
das situacdes problemas ndo estdo em mesma escala ao longo do texto. Vale
ressaltar que a representacdo dos objetos graficos contidos nelas ndo é foco da

nossa analise.

. SITUACAO PROBLEMA 1

A primeira situacdo propde que os participantes identifiquem qual carro esta a
menor distancia do local da colisdo representado pela coordenada X (-1, 4). Esta
situacdo visa atender a dimenséo da instrumentalizacdo do artefato simbalico, visto
gue os participantes terdo contato inicial com as propriedades e caracteristicas do

artefato.

14 Nomes ficticios
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Figura 22 - Situacéo Problema 1

1 — Aconteceu uma coliséo entre dois veiculos na Cidade Planejada no local indicado em X = (-
1,4). Ha dois carros de socorro na area, o veiculo do médico Carlos em (2,1) e carro da médica
Débora em (-1,-1). Qual veiculo o servico de socorro deve mandar para o local da coliséo?

)
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I 3 2 1 o 1 2 2 £
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[n]
X

Fonte: Elaborada pela autora

Com esta situagcao pretendemos que o0s participantes comecem a entender a
relacdo de distancia na GT. Para isto, as coordenadas dos pontos C e D foram
determinadas de maneira que se resolvida considerando a circunferéncia na GE
(lugar geométrico de equidistancia de um ponto) a resposta obtida serd que a
distancia euclidiana entre X e C (4,24 cm) serd menor que a distancia euclidiana
entre X e D (5 cm). No entanto, se resolvida considerando a configuracao da cidade
planejada representada pelo plano cartesiano a resposta correta sera que o carro D
devera ser enviado ao local da colisdo, pois mesmo tendo uma distancia maior ele
considerara o trajeto permitido na GT.

No estudo piloto, Tereza e Tiago inicialmente refletem sobre a distancia entre

os pontos C (2, 1) e X (-1, -1), conforme transcrigcao abaixo:

Participante Fala

Tiago E facil, tipo, a distancia de C pra X é menor do que de D para X,
mas ele ndo pode andar na diagonal.

Tereza Pode, mas nao conta.

Tiago E
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Mesmo compreendendo facilmente a nocdo de distancia aceita na situacao
problema eles utilizam uma circunferéncia para medir a distancia entre os pontos.
(Figura 23).

Figura 23 - Resolugéo apresentada no Piloto

Fonte: Dados da pesquisa

Os participantes utilizam a circunferéncia centrada em X e passando por C
para comparar as distancias euclidianas de C a X e de D a X. Na resposta registrada
em caixa de texto no proprio Geogebra eles mostram que compreendem que a
resolucdo desse problema néo se da por meio da distancia euclidiana:

Mesmo a distancia de C para X sendo menor que a distancia de D para X, o
veiculo que deve ser mandado para o socorro é o veiculo em D. Pois como

os veiculos ndo podem se deslocar na diagonal, o que estd em C acabaria
fazendo um percurso maior (OC+0OX).

Ao indicar a distancia a ser percorrida pelo carro C como sendo (OC+0OX) os
participantes se aproximam da definicdo do artefato simbdlico taxi-distancia.

Diante da construgdo e resolucdo apresentada pelos participantes
percebemos que nao houve dificuldades no que se refere ao deslocamento do carro
localizado em D ser o mais adequado para ir ao local da coliséo.

A partir do resultado obtido no piloto consideramos como ajuste para o
experimento realizar alguns questionamentos com a finalidade de compreender

melhor o raciocinio utilizado pelos participantes para resolver a situacao:
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a) Qual arelacéo de distancia utilizada?
b) Como calcular a distancia entre os pontos C e D até o local

da colisdo?

Em relacdo aos EACI nesta primeira situacdo percebemos que houve poucas
interacbes entre os participantes ndo sendo possivel identificar muitos elementos

gue explicitem o desenvolvimento dos esquemas.

e SITUACAO PROBLEMA 2

Para a segunda situacdo o foco foi dado aos conceitos de ponto médio,
menor distancia entre dois pontos e taxi-mediatriz e esta dividida em 4 questdes que
trabalham o artefato simbolico taxi-distancia em diferentes contextos.

Na primeira questdo apresentada (Figura 24) apoOs trazer o contexto da
situacdo problema é solicitado que os participantes localizem no plano qual a regiédo
em que o casal Alice e Bruno devem comprar um apartamento.

Esperamos que os participantes associem a nocdo de menor distancia na GE
e cheguem a conclusdo que devido a métrica utilizada na GT ndo existe apenas 1
local possivel, sendo possivel determinar uma regido entre os pontos que atendera a

condicdo indicada na questao.

Figura 24 - Situacéo problema 2 (a)
2 — Onde comprar o apartamento?

a) Alice e Bruno estdo olhando apartamentos na Cidade Planejada. Alice trabalha no parque
de diversdes, localizado em A = (-3, -1), e Bruno, na padania localizada em B = (3,3).
Sendo eles ecologicamente conscientes, caminham até onde trabalham. Decidiram
comprar seu apartamento considerando gue ele deveria ser localizado préximo, de modo
que a distancia gue Alice teria de caminhar para seu trabalho mais a distancia que Bruno
teria de caminhar para o seu, fosse a menor pessivel. Localizem no mapa a area que
atenda a necessidade deles de caminhar a menor distancia possivel enfre o apartamento
e o trabalho de cada um.

=

MR

Fonte: Elaborado pela autora
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No piloto percebemos a necessidade de alterar o questionamento do
enunciado que solicitava “onde eles devem procurar apartamento para atender a
necessidade deles de ser a menor distancia possivel até o trabalho de cada um”,
para localizar a area que atendesse a necessidade deles, pois os participantes se
restringiram apenas a determinar pontos sobre os nds do plano, conforme
apresentado na Figura 25.

Ao considerar a resposta adequada apenas 0s pontos nos ndés do plano (AP1,
AP2, AP3, AP4 e AP5) os participantes encontraram a resposta que satisfaz a
questdo C, que se refere ao conjunto de pontos médios entre Alice e Bruno, ao
mesmo tempo em que ndo consideram outros caminhos em que a soma das

distancias sejam minimas entre os locais de trabalho dos personagens da situacao.

Figura 25 - Solucéo apresentada no Estudo Piloto

°
LS ) L

&

@ 2 @

O lugar geomeétrico de equidistancia entre dois pontos

& uma reta, & considerando que deve sera menor distancia
possivel, 05 pontos séo limitados 8s esquinas que coincidem com
areta e possuem 5 unidades de distincia dos trabalhos

-2 -1 1] 1 2 3 4 5 g8 7 8 £

AP3

Fonte: Dados da pesquisa

Na situacdo apresentada a menor distancia entre os pontos A (-3, -1) e B (3,
3) era de 10 unidades e a solucdo € dada pelo quadrilatero ADBC formado (Figura
26), exceto os pontos A e B, logo, quaisquer outros pontos do quadrilatero atendem

a condicao estabelecida pelo casal.
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Figura 26 - Resolucédo Situacao 1

a

Fonte: Elaborado pela autora

bY

Na alternativa B o procedimento serd o mesmo aplicado & anterior e tem
como obijetivo identificar e localizar pontos no espaco, comparando distancias a dois

pontos dados.
Figura 27 - Situagéo problema 2 (b)

b) Em um momento de cavalheirismo Bruno decide que a soma das disténcias ainda deve
ser a menor, mas Alice ndo deve ter que andar mais do que ele. Agora, onde eles
poderiam procurar um apartamento?

Fonte: Elaborado pela autora

Nesta situacdo os participantes deverdo utilizar a nocdo de menor distancia
para definir uma regido para que o local do apartamento atenda a condicdo que
Alice néo teria de caminhar mais do que Bruno.

No estudo piloto, Tiago e Tereza definiram os pontos no plano cartesiano nos
nds para indicar os locais nos quais Alice andaria menos ou tanto quanto Bruno
(Figura 28). Vale ressaltar que a questdo tem apenas como objetivo identificar locais
nos quais Alice ndo ande mais que Bruno, sem especificar que pode andar a mesma
distancia, no entanto, como apontado por Leivas (2016) os alunos fazem esta

relacdo, considerando uma nova hipétese para o problema.
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Figura 28 - Solucdo dada para a alternativa B

-2
Fonte: Dados da pesquisa

A solucdo € dada por meio da determinacdo da area formada pelo
quadrilatero (CPQA), conforme ilustrado na figura 29.
Os participantes podem utilizar a nocdo de equidistancia de um ponto para

determinar a regido na qual podem comprar 0 apartamento.

Figura 29 — Possivel solucéao

M -B
Fonte: Elaborado pela autora
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Para a questéo de letra C o objetivo é a obtencédo de pontos equidistantes de
dois pontos dados, além de reconhecer a diferenca em termos da unicidade desses
na GE.

Figura 30 - Situacéo Problema 2 (C)

c) Diante da atitude de Bruno, Alice concorda que a soma das distancias deve ser minima,
mas ela acredita que o correto € que ambos tenham exatamente a mesma distancia para
caminhar até o trabalho. Agora, onde eles poderiam escolher o apartamento?

Fonte: Elaborado pela autora

Esperamos que seja determinado os “pontos médios™® entre eles, usando a

nocéao de equidistancia de um ponto fixo.

Figura 31- Conjunto de pontos médios na GT

M -6
Fonte: Elaborado pela autora

O apartamento pode estar localizado em qualquer ponto sobre o segmento
tracejado.

No estudo Piloto Tiago e Tereza consideraram esta condi¢cao na resolucao da
letra A, sendo assim, apenas reforcaram que se tratava da mesma solucdo ja

apresentada.

15 Considerados aqui 0 conjunto de pontos que estdo a uma mesma distancia de dois pontos dados e
gue distancia é a menor possivel.
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Na ultima questdo a condicdo de menor distancia para a determinacdo do
apartamento ndo serd mais considerada, porém ainda precisam manter a distancia

igual para os locais de trabalho de Alice e Bruno.

Figura 32 - Situacéo problema 2 (D)

d) Depois de um dia sem sucesso na busca do apartamento eles decidem ampliar a area de
pesquisa. O Unico requisito que eles mantém é que ambos estejam a mesma distancia de
seus trabalhos. Agora, onde eles deveriam olhar?

Fonte: Elaborado pela autora

Esperamos nesta questdo que o0s participantes reconhegcam que por nao
haver a exigéncia de manter a menor distancia (10 unidades) eles poderéo escolher
outros locais para o apartamento, no entanto, precisam identificar os locais que
atendem a exigéncia do casal de andarem a mesma distancia, além dos pontos
determinados anteriormente pelos pontos médios.

N&o havendo mais a condicdo de manter a menor distancia, Tiago e Tereza
constroem uma reta mediatriz entre A e B, desconsiderando que a nocdo de taxi-
distancia faz com que mesmo os pontos estando sobre a reta mediatriz (euclidiana)
ndo se mantém a propriedade de equidistancia entre os locais de trabalho de Alice e
Bruno, que esta sendo solicitada de acordo com a métrica do taxi, pois devido a
métrica utilizada ndo ser a mesma da euclidiana, apenas os pontos sobre a reta
mediatriz ndo garantem a equidistancia na GT.

Diante da solucdo apresentada por Tiago e Tereza consideramos questionar
0s participantes do experimento final sobre o que confirma que todos os pontos
encontrados mantém a equidistancia entre A e B.

Leivas (2016) ao realizar a analise desta questdo apresenta que a partir do
segmento de reta PQ surge uma infinidade de possibilidades em que as distancias
entre os pontos A e B irdo aumentando (Figura 33).
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Figura 33- Mediatriz na GT
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Fonte: Elaborado pela autora adaptada de Leivas (2016)

A condi¢ao de que Alice e Bruno continuem percorrendo a mesma distancia
aos seus locais de trabalho se mantém ao longo das semirretas PH e Ql. No
segmento PQ estdo os pontos que déo a distancia minima. Assim, de acordo com o
conceito de mediatriz: conjunto de pontos equidistantes de dois pontos dados
obtemos o lugar geométrico mediatriz na Geometria do Taxi.

Nesta questado optamos por considerar apenas o 3° caso da taxi-mediatriz que
ocorre quando os pontos ndo estdo alinhados em relacéo ao plano cartesiano e sua
representacdo corresponde a um segmento de reta a 45° com a horizontal e duas
semirretas. Esta escolha foi feita por entender que por meio deste caso € possivel
evidenciar mais a propriedade da téaxi-mediatriz como lugar geométrico sem se
distanciar muito da noc¢éo euclidiana, como seria 0 2° caso da mediatriz, no qual ela
é formada por uma regido do plano.

Apesar da escolha da representacdo da taxi-mediatriz no terceiro caso,
notamos na resolucdo dos participantes uma dificuldade em associar a nogcéo de
mediatriz enquanto conjunto de pontos equidistantes de outros dois pontos. Esta
dificuldade pode estar relacionada as diferentes leituras sobre a mediatriz euclidiana,
muitas vezes vinculada ao tracado de uma reta perpendicular que passa pelo ponto

meédio de um segmento.
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e SITUACAO PROBLEMA 3

A situacéo problema 3 propde que os participantes representem pontos na GT
gue estejam a mesma distancia de um ponto fixo considerando ainda as condicdes

da cidade planejada.
Figura 34 - Situacéo problema 3

3 — Mo Pamue da Cidade Planejada sera instalada uma fonte de agua em F = (1,1) que devera
estar a uma mesma distincia de diferentes espagos do pargue. Estes espagos esto localizados
em:

E1=(-31);, E2=(-2,2); E3=(-13); E4=(04); E5=(15); E6=(2.4); E7=(33); EB=(4.2); E%=(51);
E10=(4,0). E11=(3-1); E12=(2,-2); E13=(1-3); E14= (0,-2); E15= (-1-1); E16= (-2,0).

Localizem estes pontos e discutam se todos eles estio a mesma disténcia da fonte. Se todos
estiverem a uma mesma distancia discutam sobre como & possivel confirmar isso.

Fonte: Elaborado pela autora

Para a resolucdo desta situacdo 0s participantes apOs representarem 0S
pontos indicados pelas coordenadas precisardo discutir sobre a relagéo de distancia
destes para a fonte.

Tendo marcado os pontos no plano Tiago e Tereza comecaram a se
questionar sobre a relacdo de distancia entre a fonte e os pontos dados.

Inicialmente Tereza conta as unidades e identifica que alguns pontos estéo a
4 unidades da fonte, no entanto, Tiago afirma que ndo estdo a mesma distancia e

Tereza a partir da nocao de taxi-distancia explica o porqué de os pontos estarem a
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mesma distancia. Este trecho evidencia a dimensédo da instrumentalizagdo como

pode ser observado por meio do recorte extraido da transcricao:

Participante Fala Registro e Comentarios
Tiago E ai, td ou ndo ta?
Tereza 1,2,3,4..
Tiago Té néo.
Tereza Té ndo? Por qué?
Tiago Porque ndotd. S601,09,0 O participante se refere aos pontos das
13 e aquele 14 de cima tédo extremidades, conforme indicado pelas setas.
Tereza Por que nao tao?
Tiago Ndo, porque é lugar s 5 =
geomeétrico L .
Tereza N&o, eles ndo estdo a : i
mesma distancia, mas e -
depende se for considerar a
distancia que ele vai J= . J& l
percorrer para chegar.
é o , )(F iz
Tiago [...] tem as esquinas. Meu e .
Deus, s6 quero imaginar Y 1 2 -
como se fosse um plano. JCEN JEI
Tereza Se fosse era um circulo. Se Gk JGE
fosse um plano realmente
nao tava nio < o

I

Ao observarem que na representacdo obtida da taxi-circunferéncia todos os
pontos estdo equidistantes da fonte localizada em F (1, 1) a questao solicita que o0s
participantes discutam de que maneira é possivel confirmar esta relacdo de
equidistancia encontrada. Tiago e Tereza concluem que podem representar 0s
caminhos entre os pontos e a fonte de maneira a garantir que todos estdo a 4

unidades de distancia, conforme figura 35.
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Figura 35 - Solucéo apresentada para Situacéo 3

3

-3

Fonte: Dados da pesquisa

Como se trata de uma taxi-circunferéncia todos os pontos estdo a distancia de
4 unidades (raio da taxi-circunferéncia), no entanto, para chegar a esta conclusdo os
participantes precisam considerar que, diante do artefato simbdlico taxi-distancia a
representacdo da circunferéncia sera diferente na GT, sendo este um fator que
possibilita o levantamento de hipdteses entre os participantes para tentar
confirmarem a solucéo encontrada.

Diante da solucdo apresentada por Tiago e Tereza consideramos para o
experimento final questionar sobre a relagdo de distancia entre os pontos E9 e E3
para observar de que maneira os participantes estdo mobilizando a nocéo de taxi-

distancia em diferentes situacdes.
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e SITUACAO PROBLEMA 4

Para a ultima situacdo problema a construcdo envolvida é de intersecdo de

taxi-circunferéncias no contexto de distancia entre dois pontos.

Figura 36 - Situacéo Problema 4

4 — Lucas é um dos moradores da Cidade Plangjada. A distincia da sua casa até o shopping da
cidade localizado em S (-3,0) € de 6 quadras e denfro de 5 quadras da Praga da adade, P (2 2).
Onde esta localizada a casa de Lucas?

2 x
'_
e ks
1
g | =
>
-4 -3 -2 -1 o | Z 3 £

Fonte: Elaborado pela autora

Para encontrar os possiveis locais para a casa de Lucas esperamos que 0S
participantes determinem o0s pontos por meio da intersecdo de duas taxis
circunferéncias, logo precisardo ter compreendido a nocdo de taxi-distancia para
calcular a distancia de 6 quadras do shopping e da praca que fica a 5 quadras.

Nesta situacao, Tiago e Tereza demonstram facilidade na determinacao das
taxis circunferéncias. Tiago gesticulou indicando que a construcdo poderia ser
resolvida usando compassos para construir circunferéncias, mas como a distancia
considerada é outra € necessario marcar 0s pontos equidistantes e assim identificar

os locais que estédo localizados na intersecao das duas taxi-circunferéncias.



81

Figura 37 - Solucdo apresentada para a Situacao 4
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Fonte: Dados da pesquisa

A resolucéo das situacdes problemas apresentadas nos permitiu observar de
gue maneira 0s participantes conseguiram se apropriar do artefato simbdlico taxi-
distancia, uma vez que, todas elas exigiam que esta nocéo fosse considerada na
elaboracao dos seus esquemas e principalmente nos EACI.

No que se refere a associagdo com o0s lugares geométricos na GE,
concordamos com Leivas (2016) quando este afirma que ha uma dificuldade em sair
do espaco perceptivo proposto por Euclides para aceitar novos espagcos mesmo a
GT sendo bastante concreta.

Em relacdo aos esquemas desenvolvidos, o estudo piloto demonstrou que as
discussdes nado foram suficientes para observar os indicios do surgimento dos EACI,
visto que, neste primeiro momento as estratégias e consequentemente os esquemas
foram expressos de maneira implicita as discussdes e as respostas registradas no
proprio GeoGebra. Diante disto, identificamos a necessidade da elaboracdo de
guestionamentos ao longo de cada situacéo problema proposta aos participantes do

experimento final com a intencao de evidenciar as respostas apresentadas.
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4.2.2 Roteiro de colaboracéo

Como apresentado anteriormente um roteiro de colaborag&o consiste em um
conjunto de instrucbes relativas a maneira como 0s sujeitos deverdo interagir,
colaborar e resolver problemas.

Para apoiar nossa pesquisa utilizamos a no¢ao de macro-scripts, por meio
dos quais serdo apresentadas informacdes sobre a dinamica do experimento, a
organizacdo do grupo, o trabalho no software GeoGebra e a proposta de
colaboracéo que se espera.

As informacdes que compdem o roteiro de colaboragédo foram organizadas em
trés topicos: a) Apresentacdo do experimento; b) Resolucdo Colaborativa e c)

Situacdes Problemas.

Figura 38 — Recorte do Roteiro de Colaboragao?®
Resolugio Golaborativa das Atividades

Em mosza pesquisa iremos consierar a constregdo dars situacdo
proklemas.

LT 1.
Tan

Diante desta definicio sobre colaboragdo enfafizames gue as afiidades deverdo
ser resoividas com a participagdo de fodos os participantes de mansira colefva
durarie todo o experimento.

SMUACGES PROBLEMAS

Ao acessar a pasta Situagdes Problemas vocss encontrarde 5 arquives no formato.
gak. para ser acessado pelo Geolebra abas, sendo 4 delas a serem wiizadas
para a resolucdo e discussdo das sifuagdes problemas e o arquivo Discussies o
espago para realizar possiveis construgdes duranie as discussoes.

\oods terdo acesso as ferramentas do disponiveis na bara de ferramentas do
Geolbebra.

Fonte: Elaborado pela autora

Estas informacdes serdo apresentadas em um arquivo em formato PDF e

ficara disponivel online para os participantes.

16 O roteiro de colaboragdo completo pode ser consultado no Apéndice A deste trabalho
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4.3 Descricao do experimento

Para atender o objetivo geral da pesquisa de analisar o processo de
colaboracdo a partir do desenvolvimento de esquemas de atividades coletivas
instrumentadas (EACI) de licenciandos com énfase na apropriacdo do artefato
simbdlico taxi-distancia por meio de situacdes problemas organizamos o
experimento de maneira a contemplar as diversas dimensdes envolvidas neste
processo.

Foi formado um grupo com 5 licenciandos que atendiam aos critérios
estabelecidos.

Como o objetivo foi acompanhar os esquemas que 0s sujeitos desenvolvem
ao trabalhar de maneira colaborativa com o auxilio do software GeoGebra
realizamos uma atividade presencial em que foi considerada tanto a colaboracdo
face-a-face como a colaboragéo virtual.

Foram realizadas duas sessbes colaborativas para que fosse possivel
observar as interacdes, o surgimento dos EACI e analisar se houve a apropriacdo do
artefato taxi-distancia.

Os participantes do experimento foram identificados a partir de pseuddnimos

criados por eles conforme indicado abaixo:

Anastacia Jupiter Maria Filha do Rio Nielir Tasilver
(AN) (M) (FR) (NI) (TA)

O experimento se dividiu conforme apresentado no quadro abaixo, que ilustra

como se deram as interacdes e o tempo de cada sessao colaborativa.
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Quadro 4 — Organizacéo do Experimento
- Tempo
. Atividade _ .
Sesséo Data _ Conceitos explorados Interacéo da
realizada .
sessao
29 de Situagéo )
o . Presencial _
12 outubro de | problema | Distancia entre pontos - taxi- _ 50 min
_ _ e virtual
2019 1 distancia
_ . Menor distancia, Taxi-
05 de Situacao _ . o lhe 30
circunferéncia, Ponto médio, ) )
22 novembro problema . o Presencial min
Taxi-mediatriz, intersecéo
de 2019 2,3e4 o o
entre taxi-circunferéncias.

Fonte: Elaborado pela autora

A primeira sessao foi planejada para acontecer utilizando uma sala virtual no
ambiente online colaborativo VMT?Y? (Virtual Math Teams) que disp6e de ferramenta
de chat e construcdes compartilhadas (Figura 39).

[

Exper

mento 2

ke

Ao b lara s

ELEASE CO

Referencing

erosende24 swtiched to Situagdo

Fonte: Printscreen da tela do ambiente VMT

O ambiente VMT foi desenvolvido com a proposta de ser um espaco para

resolucdo de atividades mateméticas de maneira colaborativa com base na CSCL

por Stahl e colaboradores. O ambiente articula recursos para comunicagao sincrona,

17 Site do Virtual Math Teams : https://vmt.mathematicalthinking.org/



https://vmt.mathematicalthinking.org/
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como chat e software de Geometria Dinamica entre outros recursos que favorecem a
realizacdo de atividades colaborativas.

A proposta inicial para o experimento era observar tanto a colaboracéo face-
a-face quanto a colaboracdo via interagdo no VMT. Os participantes seriam
organizados em dois grupos que trabalhariam presencialmente e se comunicariam
com o0 outro grupo por meio do chat do ambiente e utilizariam de maneira
compartilhada o software GeoGebra na resolucéo das situacdes problemas.

Devido a questdes externas ao experimento as participantes Anastacia e Filha
do Rio ndo conseguiram estar presentes no horario previsto para o experimento,
impossibilitando a formacao dos grupos. Desta maneira, 0 experimento precisou ser
reconfigurado para atender aos objetivos da pesquisa.

Diante desta reconfiguracdo a participante Anasticia participou do
experimento por meio do VMT, ja a participante Filha do Rio teve problemas de
acesso remoto e ndo pode interagir com os demais participantes pelo chat do VMT.

Os participantes Jupiter Maria, Tasilver e Nielir trabalharam presencialmente e
se comunicaram com Anastacia por meio do chat do VMT.

Para a primeira sessao colaborativa estabeleceu-se que a colaboracdo se
manteria presencial e virtual e ambas de modo sincrono, sendo apenas um grupo
presencial.

A sesséo durou aproximadamente 50 minutos e se dividiu conforme Quadro

5.
Quadro 5 - Organizacédo da sesséo 1
Tempo Aproximado Atividade realizada
15 minutos Familiarizacdo com o VMT e ferramenta Take control
5 minutos Leitura do Roteiro de Colaboracéo
30 minutos Realizag&o da situagéo 1

Fonte: Dados da pesquisa

O roteiro de colaboracéo foi enviado para todos os participantes via endereco
eletrdbnico momentos antes do inicio da sessé@o, bem como as informacdes de uso
do ambiente VMT18 como login, instrucdes de acesso a sala virtual e uma breve
descricdo das ferramentas disponiveis a exemplo do chat, GeoGebra e a funcdo

Take control.

18 Disponiveis no Apéndice B.
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Inicialmente foi solicitado que os participantes acessassem a sala virtual e
testassem o chat entre eles. Neste momento, os participantes também comecaram a
testar a ferramenta Take control e entender o funcionamento do chat e do uso do
GeoGebra.

Durante a sessdo o0s participantes que trabalharam presencialmente
interagiram sobre o uso do VMT e sobre as possiveis solu¢des da situacdo problema
1. No entanto, a comunicagdo a respeito da situacdo ocorreu principalmente por
meio do chat do ambiente.

Para esta sessdo foram considerados como instrumentos de coleta de dados
a gravacao em video, o historico do chat fornecido pelo ambiente e as construcdes
realizadas no GeoGebra integrado ao VMT.

Para a segunda sessédo colaborativa, que aconteceu no dia 05 de novembro
de 2019, o modo de colaboracdo considerado foi face-a-face, visto que os cinco
participantes puderam estar presentes para a realizacdo das demais situacdes
problemas do experimento.

Os participantes tiveram novamente acesso ao roteiro de colaboragao
disponibilizado em PDF com os demais enunciados das situacdes problemas.

A organizacao da sessao colaborativa 2 difere da primeira sessao pois nesta
0S sujeitos trabalharam utilizando apenas o software GeoGebra em um mesmo
computador, no qual realizaram as constru¢des e manipulagdes para testar e validar
as solucoes para as situacdes problemas.

Inicialmente foi solicitado aos participantes que retomassem a situacao
problema 1 visto que a participante Filha do Rio ndo péde interagir com os demais a
respeito da solucdo encontrada.

Apés uma breve discussdao sobre a primeira situagdo problema os
participantes concordaram e reforcaram a solucdo apresentada e deram
continuidade ao experimento realizando as demais situagdes problemas propostas.

Apoés a conclusdo das situacdes problemas foi realizado um momento de
Oficializagdo, no qual foram explicitados os principais aspectos da Geometria do
Téxi, da nogdo de taxi-distancia e a sua relacdo com os lugares geométricos de
equidistancia.

Para coleta dos dados consideramos a gravacao em video, a captura de tela

e audio do computador e as construcdes realizadas no software GeoGebra.
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Os dados foram organizados para permitir realizar a analise de acordo com o0s

critérios estabelecidos e que seréo apresentados na sec¢ao seguinte.
4.4 Critérios de analise

Para analisar os dados obtidos por meio do experimento e considerando o
quadro tedrico da nossa pesquisa definimos trés unidades de analise. A partir destas
unidades definimos quais elementos serédo contemplados na analise do experimento.

E importante reforcar, como apontado por Drijvers e Trouche (2008), que em
relacdo aos esquemas desenvolvidos pelos sujeitos os dados permitem que
tentemos reconstruir os esquemas pois, ndo € possivel acessar 0s esquemas
mentais dos individuos. Desta maneira, os resultados obtidos por meio dos dados
sao baseados na reconstrucdo dos esquemas desenvolvidos.

O diagrama abaixo apresenta as varidveis a serem observadas em cada

unidade de analise dos dados (Figura 40).

Figura 40 - Unidades de andlise

Comunicacao sincrona entre 0s

Comunicacio Interpessoal  m——p participantes

/V Tentativas de a¢do com o artefato

Instrumentalizacéo
T Articulac&o com os lugares

geométricos de equidistancia

Uso do artefato simbolico

/

. Surgimento de esquemas individuais

\ Evolucéo dos esquemas em EACI

Instrumentacao

Fonte: Elaborado pela autora
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A primeira unidade busca analisar a comunicacéao interpessoal, que se refere
a troca de informacéo entre um ou mais sujeitos. Acreditamos que para que haja
uma boa comunicagdo entre os participantes é importante que todos consigam
receber e interpretar o que sera transmitido entre eles.

Retomando as ideias de Sfard (2008) concordamos que a comunicacdo é um
processo no qual qualquer acdo especifica tem como proposito abordar alguém ou
reagir as declaracdes anteriores de alguém, ou ambos.

Para observar as interacbes que ocorreram durante a realizagcdo das
situacdes problemas apresentamos por meio de um fluxograma a sequéncia de falas
dos participantes, evidenciando a participacdo de cada um deles ao longo de cada
situacao problema. Para auxiliar na compreensao das interagdes utilizamos alguns

icones na representacéo do fluxograma, conforme apresentando no Quadro 6.

Quadro 6 - Legenda do fluxograma das interag6es?®

Representag¢é&o no

Descricéo
fluxograma
T l As setas cinzas indicam a sequéncia de falas dos participantes.
As setas pretas, representadas no fluxograma de acordo com as interacdes,
T indicam a retomada da fala de um participante.

Os retangulos preenchidos destacam os momentos em que a fala do

participante apresenta um esquema individual.

Os retangulos com bordas duplas indicam o participante que retoma uma

estratégia apresentada anteriormente, com a inten¢cdo de questionar ou

contribuir.

oES Os retangulos com a abreviatura PES indicam os momentos de fala da

pesquisadora.

Os reténgulos simples indicam falas incompletas ou que n&o estdo

diretamente relacionadas ao esquema em desenvolvimento.

Fonte: Elaborado pela autora

19 E importante destacar que ndo é nossa intencdo analisar todas as interacdes apresentadas no
fluxograma e sim apresentar aos leitores por meio de uma representacdo a sequéncia delas.
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Além de indicar a sequéncia de falas destacamos por meio das
representacbes no fluxograma principalmente os momentos em que foram
apresentados os esquemas individuais, a retomada deles por outros participantes e
as falas da pesquisadora. Entendemos que apontar estes momentos nos possibilita
compreender como 0s participantes interagiram de maneira a resolver coletivamente
as situacoes apresentadas.

Apesar da comunicacdo interpessoal por si s6 ndo garantir a colaboracao
entre os participantes consideramos uma variavel importante de ser analisada, visto
que a partir dela podemos observar as interacdes e reconstruir os esqguemas
desenvolvidos.

Como apontado por Rabardel (1995), os esquemas de atividades coletivas
instrumentadas emergem dos esquemas individuais dos sujeitos. Logo,
correspondem ao resultado das interacbes nas quais ha uma construcao
compartilhada do conhecimento entre os sujeitos que trabalham com um mesmo
instrumento.

Diante disso, as unidades de andlise Instrumentalizacdo e Instrumentacao
possibilitam observar o surgimento dos esquemas individuais dos participantes e de
gue maneira as interacées contribuem para a evolu¢cdo em EACI. Estas categorias
serdo observadas de acordo com a identificacdo e reconstrucdo das estratégias
indicadas pelos participantes e de que maneira 0s demais participantes se
apropriam dela e a utilizam em suas hip6teses e na prépria compreensdo do
conceito trabalhado.

A Instrumentalizacdo sera observada por meio das tentativas de agcdo com o
artefato simbolico taxi-distancia. Estas acdes dizem respeito as possiveis estratégias
a serem utilizadas pelos participantes ao realizarem as situagdes problemas que
envolvem a taxi-distancia.

Ainda na segunda unidade de andlise consideramos observar a articulagcdo
com os lugares geométricos de equidistancia na Geometria Euclidiana. Essa
observacdo se deu por meio das falas e constru¢cdes que demonstrem relagcdo com
os conceitos na GE, em especifico, as falas que apontem o conflito com a nocéo de
distancia nas duas geometrias.

Para a dltima unidade de analise, voltada para a dimensdo da
Instrumentacdo, serdo considerados o uso do artefato simbdlico (implicito e

explicito) na resolucdo das situacdes problemas. Ainda nessa unidade sera possivel
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identificar e analisar de que maneira o surgimento dos esquemas individuais dos
participantes contribui para a construcdo coletiva e da apropriacdo do artefato e de
gue maneira estes esquemas evoluem para EACI na construgcdo compartilhada de
uma solugéo para a situacao proposta.

Por meio dos critérios estabelecidos em cada unidade de analise buscamos
identificar nas situacdes problemas de que maneira os EACI surgiram durante a

apropriacdo do artefato simbdlico.
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5 RESULTADOS

Trazemos, neste capitulo, a analise dos dados de cada situacdo problema por
meio dos critérios das unidades de andlise, embasando os resultados de acordo
com a fundamentacéo tedrica apresentada anteriormente.

Para realizar a analise, inicialmente foi necessério transcrever as interacdes
(mantida a fala oralizada??), obtidas por meio de videos e das gravacdes de tela,
bem como analisar as construcfes realizadas no GeoGebra pelos participantes. A
partir da organizacdo dos dados, foi possivel analisar as situacdes problemas com
base nas unidades de analise estabelecidas.

A comunicacédo interpessoal, que corresponde a nossa primeira unidade de
analise, teve como critério identificar a comunicag¢ado sincrona entre os participantes
ao longo das sessfes colaborativas. Por meio de um fluxograma de cada situacéo
problema, destacamos a interacao entre os participantes, enfatizando com base em
setas indicativas os momentos em que 0S participantes reagiram, de maneira a
guestionar ou contribuir nas falas de outro participante, com o objetivo de chegarem
a uma resolucédo compartilhada da situacao posta.

Em nossa primeira unidade de analise, destacamos, ainda, o surgimento dos
esquemas individuais e o desencadeamento das interacdes a partir deles. Neste
sentido, apontamos 0s momentos em que as representacbes dos esquemas
individuais se conectam, evidenciando a evolucédo deles em EACI.

A leitura dos fluxogramas esta de acordo com a legenda apresentada no
capitulo anterior e segue a direcao indicada pelas setas cinzas.

Em nossa segunda unidade de analise, Instrumentalizagdo, destacamos as
tentativas de acdo com o artefato simbodlico taxi-distancia, identificadas nas
interacbes e que evidenciam o enriquecimento das propriedades e caracteristicas
intrinsecas do artefato. Ainda consideramos como critério da Instrumentalizacao as
falas dos participantes em que havia rastros da articulagdo com os lugares
geométricos de equidistancia.

A dimensédo da Instrumentacado, que corresponde a nossa terceira unidade de
analise, esta direcionada ao uso do artefato simbdlico taxi-distancia na resolucéo
das situacdes problemas. Por meio do registro das interacoes, foi possivel destacar

elementos que indicam a apropriagdo do mesmo pelos participantes, a partir do seu

20 Nas transcrig8es também foram mantidas as marcas de oralidade.
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uso em diferentes condicbes. Para analisar de que maneira a apropriacao
compartilhada deste artefato ocorreu, analisamos o0 surgimento dos esquemas
individuais dos participantes e o desenvolvimento e evolugdo em esquemas de
atividades coletivas instrumentadas.

Estruturamos os dados que compdem a primeira e a segunda unidades de
analise, com base em trés elementos: a) identificacdo do participante; b) fala e, c)
registro e comentarios. Com essa estrutura, conseguimos apresentar aos leitores
uma visdo mais detalhada do que os participantes expressaram nas falas e as
construcbes as quais se referem, bem como apresentar, quando necessario,
comentarios da pesquisadora.

Apbs a discussdo dos dados de cada situacdo problema apresentamos uma
sintese dos resultados obtidos considerando os principais aspectos identificados em

relacdo as unidades de anélise.

5.1 Situacao Problema 1

A situacao problema 1 enfatizou a relagdo de menor distancia entre pontos,
buscando aproximar os participantes da nocao de distancia na Geometria do Taxi.

Na primeira sessdo, a comunica¢do aconteceu tanto virtual como presencial.
Os participantes Nielir, Jupiter Maria e Tasilver trabalharam em um mesmo espaco
fisico e acessaram individualmente o ambiente VMT para se comunicarem com
Anastécia, que, na primeira sessao, participou virtualmente.

Na resolucdo da primeira situacdo problema, a comunicacao interpessoal foi
analisada tanto virtual quanto presencialmente. Na interacdo virtual (Figura 41),
destacamos que houve poucas interacdes (indicadas pelas setas pretas), bem como
poucos momentos em que os esquemas individuais elaborados foram discutidos de
maneira direta pelos participantes.

Os retangulos simples destacam as interagbes que ndo foram direcionadas
aos esquemas desenvolvidos. Destacamos que, na situacdo problema 1, as
interacOes virtuais apresentam muitos desses retangulos, sendo elas, voltadas
principalmente para a familiarizacdo da ferramenta Take control disponivel no
ambiente VMT.



Figura 41 - Fluxograma das interac¢des via chat do VMT

[AN] [ NI|
NI TA
|AN| [ JM|
NI AN
[UM|  [UM]
AN TA
JM AN
INI| |[TA|
JM AN
AN JM
JM NI
[NI| — [UM]

[AN|  [JM]
AN AN
(M| [IM]
TA TA
[AN]|  |Pes]
TA AN
AN| 7 [JM
[Pes| || [TA]
TA JM
NI |7 || AN
TA PES
T —_
JM JM

[AN]  [AN]
JM NI
[AN]  [JUM]
JM AN
|AN| | TA]
JM AN
AN PES
lJM] | TA]
AN JM
JM TA
TA AN
JM

Fonte: Dados da pesquisa
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No que se refere a comunicacdo presencial entre Jupiter Maria, Nielir e

Tasilver, notamos que as interagdes presenciais focaram mais nas dificuldades

relacionadas ao uso do VMT. Quando surgiam hipéteses através das interacdes

presenciais, 0s proprios participantes enfatizavam a necessidade de compartilhar

por meio do chat, como evidenciado neste recorte da transcricdo da fala de Jupiter

Maria “Escreve, escreve que lembra que Anastacia ta la sem saber o que a gente ta

fazendo.”
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O fluxograma apresentado na Figura 42 ilustra a sequéncia de interacfes

presenciais:
Figura 42 - Fluxograma das interacdes presenciais
| Ta| |PES| | m | NI 1A | [T1A]| | N |
lum| [TA] [TA]| [TA] [NI] [Jm]| [TA]
[N [um| (NI NI Tl lTA| | Jm]|
lTa| [TA| |LT7A] |[LTA] [ NL] [JM]| [ NI |
[JM| [ NI | NI NI | TA| [ N[ [JM]
|Ta| [pes| |{Ta] |[TA] [N | [Jm]| | NI|
lum| | TA | JM | | PES | JM | NI | [ JMm]
[ta] [um] | m W—IINTIII [um]| [TA]
[Jm] [N} IIT_I—lI [om] | 'om [ NI] [ NI]
TA JM |TA | | [ M| |[Jm]| |PES|
lom| ||PEs| ||{TAa]| |[um]| || TA| |TA| | NI|
[N [om]| |[om| [TA] [[oMm]| [N | [TA]
| TA| [ N1 | ||PES]| M < [TA| [TA| |JIm|
In| [TA| || TA| NI |PES| [ Jm|
TA I[N [[om]| |[um| [ TA| |PES|
NT_ |um| ||pEs| |TA| |[PES| | TA]
JM |PES| | NI [um] [TA| |JM]
TA*'-||JM| lom | | TA| |PES] TA
lum| | T1A] [TA] < |um]| [TA| | JM]

Fonte: Dados da pesquisa
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A partir da quantidade de células no fluxograma notamos que as interacfes
presenciais foram mais intensas e evidenciaram o surgimento de um numero maior
de esquemas individuais se comparado ao fluxograma das interacdes virtuais.

Considerando que esta situagdo problema € o primeiro contato dos
participantes com uma nocdo de distancia diferente da utilizada na Geometria
Euclidiana, notamos que as tentativas de acdo ou estratégias apresentadas pelos
participantes expressam o0 que Rabardel (1995) considera como a descoberta
progressiva do artefato que € acompanhada da acomodacdo dos esquemas e nas
modifica¢des no seu significado.

Como o foco de nossa pesquisa € observar o surgimento e evolucdo destes
esquemas no contexto da aprendizagem colaborativa, reconstruimos por meio das
interagcbes no ambiente VMT e presencialmente as tentativas de acdo dos
participantes para solucionar a situagao.

As tentativas de acdo e articulacdo com a Geometria Euclidiana, em
especifico os conceitos que envolvem lugares geométricos de equidistancia,
correspondem desta maneira & dimenséo da Instrumentalizacao.

Para resolver a situacdo 1, notamos que as tentativas de acdo com o artefato
ficaram evidentes em pelo menos trés diferentes estratégias, sendo elas: a) usar o
lugar geométrico circunferéncia para identificar a menor distancia; b) calcular através
das coordenadas dos pontos e; ¢) considerar a soma das unidades dos quarteirdes.

Inicialmente Anastacia aponta que basta “abrir o compasso” para conferir a
menor distancia entre os pontos, sendo o ponto fixo X (-1, 4) o centro de uma

circunferéncia e as distancias medidas pelo raio formado entre XC e XD.

Participante Fala Registro e Comentarios
Anastécia Mas é sO abrir 0 compasso e ver a
menor distancia. Que obviamente é de .
B para A g
Jupiter Maria Nao
Tasilver No .

. . ~ 1 oo
Nielir N30 x4
Tasilver Essa ideia ai de Anastacia do [

compasso eu descarto. Leve em b A
consideragdo o que é uma cidade
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Se refere ao ponto A sendo X,
local da colisédo e B o carro de
Carlos indicado pela coordenada
do ponto C.

Esta primeira tentativa mostra que assim como evidenciado no estudo piloto
0s participantes buscam como primeira referéncia a distancia euclidiana.

Ao notar que as configuracdes da Cidade Planejada ndo permitem que a
distancia seja calculada desta maneira, a participante enfatiza que “s6 que tem que
considerar as ruas paralelas”.

A segunda tentativa de acdo desenvolvida pelos participantes considerou que

utilizando a hipotenusa de um triangulo retangulo poderiam achar as distancias entre

0S pontos.
Participante Fala Registro e Comentarios
Nielir [...] se a gente fosse olhar por um

tridangulo retdngulo aqui dava para
fazer uma hipotenusa e achar.

Tasilver Mas s6 que esse nao vai voar por \
cima das casas? Uma 3
ambulancia do futuro

Japiter Maria A distancia de Carlos para X sera
a hipotenusa do tridngulo formado
pelas coordenadas... pela
diferenca das coordenadas.

Anastacia A menor distancia seria uma linha
reta, mas ndo podemos porque
precisamos considerar 0s
quarteirdes e as ruas.

A seta indica a hipotenusa que os participantes
Nielir e Jdpiter Maria consideram como
estratégia para determinar a distadncia de
Carlos até o local da colisdo em X.

Como visto anteriormente, na GT, a estratégia defendida por Nielir e Jupiter
Maria ndo pode ser considerada, pois, a taxi-distancia entre dois pontos A (x4, y,) €
B (xp,vz) Ndo é determinada pelo comprimento do segmento AB e sim pela soma
dos valores absolutos das diferencas de suas coordenadas |x, — xg| + |v4 — V5l

Outra tentativa de acdo com o artefato € apresentada por Tasilver e se
aproxima da noc¢éo de distancia como sendo a soma das unidades que representam

0s quarteirdes:



Participante

Tasilver
Nielir
Tasilver
Nielir
Tasilver
Nielir

Japiter Maria

Tasilver

Nielir

Tasilver

Nielir
Tasilver

Japiter Maria

Fala

No meu ver pode ser o carro D.

Por que tu acha que é o carro D?

Por que é

Sim

A distancia, chega mais rapido

Mas ele s6 pode andar na horizontal?
Assim, o B ta mais perto

Se lembra da cidade, entdo o carro D
vai andar 5 quarteirdes e o carro C no
minimo 6. Tu seguiu esse raciocinio?
Mas é esse raciocinio?

Num tem outro. A menos que Débora
esteja no meio de uma rua, ai ja é

outra historia.

As malhas ai € como se fosse as ruas
e a parte que

Os quadradinhos sdo as casas

Exato

Mas se seguir esse raciocinio seria o
de Débora mesmo. Porque o de

Carlos vai precisar fazer mais
manobras.
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Registro e Comentarios

-
@ +Q
’ F
Q @
2
m
CARLOS
1 @
- 1 0 1 2 3
DEBORA
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Os participantes discutem sobre a relagéo de
distancia entre o carro de Carlos e Débora ao
local da colisdo e esbocam tracados dos
caminhos possiveis para contar as unidades
(quarteirbes) que cada um devera percorrer.

Os participantes comecam a se apropriar da configuracéo do plano da Cidade

Planejada e a considerar a no¢ao de distancia a partir desta configuracao, o que nos

possibilita apontar o enriquecimento de propriedades, funcionalidades e interface do

artefato.

Ao serem questionados sobre como calcular a distancia entre os pontos, 0s

participantes apontam duas possibilidades, sendo a primeira apresentada por Nielir

na qual ele propbe “fazer a soma dos lados” e a proposta de Jupiter Maria que

retoma a segunda tentativa de agcdo com o objeto e relaciona com a construcao de

um triangulo retadngulo no qual a hipotenusa determinaria a distancia, conforme

recorte abaixo:



98

Participante Fala Comentérios
Pesquisadora Como vocés calculariam a Questionamento previsto
distancia entre os pontos? para evidenciar a

compreensédo de distancia na
Geometria do Téxi pelos
participantes.

Nielir Fazer a soma dos lados
Tasilver Oi?
Nielir O carro de Débora para chegar

em X tem que andar 5 quadras,
qual o tamanho do lado da
guadra? Né 1 s6?

Tasilver Como é menino?

Nielir O carro de Débora para chegar
aqui ele vai andar

Tasilver Cinco quarteirbes

Nielir E o de Carlos vai andar
quantos?

Tasilver No minimo 6

Nielir Se a gente for contando aqui
vai...

Japiter Maria A distancia entre eles é uma Retoma a estratégia
hipotenusa das coordenadas apresentada antes

juntamente com Nielir, no

Nielir E ndo, a hipotenusa vai dar entanto, o participante ja

menor havia mudado sua

compreensdo em relagdo a
utilizacé@o da hipotenusa.

Pudemos observar que a proposta de Jupiter Maria ja havia sido apresentada
por Nielir, no entanto, a partir das interacdes e estratégias apontadas pelos demais
participantes notamos que ele ndo mais considera a tentativa de acdo no qual
utilizariam a hipotenusa pois reconhece que a medida da hipotenusa sera menor por
nao seguir as condicdes da Cidade Planejada. Consideramos esta mudanca na
compreensao do artefato simbolico taxi-distancia como resultante da associagéo do
artefato a novos padrées (RABARDEL,1995), sendo possivel por meio da
reconstrucdo das interacdes apontar como resultado da construcdo de um

conhecimento de maneira colaborativa.
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Ainda foi possivel identificar nas interacbes elementos que apontam para a
apropriacao do artefato simbdlico, como os caminhos na GT e a relacéo de distancia
entre a GE e GT, como podemos observar nos trechos a seguir.

Em relacdo a identificacdo dos caminhos na GT os participantes inicialmente
constroem apenas uma possibilidade de caminho para o carro de Carlos,

representado pelos segmentos indicados na Figura 43.

Figura 43 - Possibilidade de caminho para Carlos

Situago problema Experimento 2 Re p la yver

Fonte: Dados da pesquisa

ApOs a construcao do caminho os participantes conversam entre si e apontam

que:

Participante Fala Registro e Comentarios

Tasilver O percurso que foi colocado no
carro de Carlos pode ser '
modificado, n&o necessariamente
tenha que ser esse que foi "
desenhado

Japiter Maria Isso...por isso mesmo acredito que
deveriamos escolher com base na )
menor distancia ‘ *

Tasilver Acho que seria interessante colocar

todos os percursos possiveis de

DEBORA
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Carlos
Japiter Maria Sao muitos
] ] o Os participantes entendem que
Tasilver Continuando a menor distancia de existem diferentes possibilidades
6 de caminhos para Carlos e usam
L . . . ) a ferramenta poligono do
Japiter Maria Infinitas possibilidades Tasilver GeoGebra para representar a
, 5 , regido na qual Carlos ira fazer o
Tasilver Entdo poderia colocar pelo menos menor percurso até o local da
a area nao? colis3o.
Anastacia Sim

Diante deste trecho consideramos que os participantes compreenderam que
na GT existem diferentes possibilidades de caminhos correspondentes a menor
distancia, enquanto na GE s6 ha uma possibilidade de caminho para indicar a menor
distancia entre dois pontos. Desta maneira, além do caminho representado, 0s
participantes concluem que em toda a regido representada pelo quadrado em laranja
existem possibilidades de caminho para Carlos.

A partir da nocéo de taxi-distancia entre os carros de Carlos e Débora até a
colisdo, o participante Tasilver conclui a atividade enfatizando que as distancias

serdo sempre maiores para Carlos devido ao trajeto permitido na Cidade Ideal.

Participante Fala

Tasilver Ah sim, porque tipo [...] sdo varios caminhos que podem ser feitos,
mas no caso do... E Carlos né? No caso do Carlos também tem vérias
possibilidades, mas a menor, de todas as possibilidades sempre vai
ser maior do que a de Débora, sempre, mesmo tendo varios outros
percursos que ele percorre sempre vai ser maior, € isso.

Desta maneira, 0 participante evidencia o enriquecimento das propriedades
do artefato taxi-distancia no que se refere aos diversos caminhos possiveis com
menor distancia entre os pontos.

Os dados da situacao problema 1 nos permitem apontar que a comunicagao
entre os participantes, embora nao tenha sido muito intensa, contribuiu na resolucao
compartiihada da situacdo. Os participantes interagiram de maneira que
conseguiram apresentar 0s seus esquemas individuais e a partir da discussdo deles
foi possivel apontar o surgimento de elementos que caracterizam 0s esquemas de

atividades coletivas instrumentadas desenvolvidos.
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5.2 Situacao Problema 2

Para a situacdo problema 2 a noc¢éo de téaxi-distancia foi explorada utilizando
conceitos como menor distancia, ponto médio, taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz
distribuidos em quatro questodes.

A respeito da comunicacdo entre 0s participantes nesta situagdo, por ser
presencial notamos que houve mais interacbes e estas aconteceram de maneira
mais rapida por meio das construcbes e desenvolvimento das estratégias
elaboradas, como apresentadas no fluxograma das interacdes de cada questao.

Analisamos cada uma das questbes para identificar o uso do artefato
simbdlico taxi-distancia nas diferentes situacoes.

5.2.1 Questao A

Na questédo A, foi solicitado que os participantes localizassem no plano a regido
na qual o casal Alice e Bruno devem comprar um apartamento considerando a
menor distancia entre eles.

A resolucdo da questdo A nos possibilitou organizar as interacdes de maneira
gue conseguimos apontar maior interacdo entre os participantes e a retomada das
estratégias e esquemas individuais em diversos momentos.

Destacamos por meio do fluxograma momentos importantes para evidenciar o
surgimento dos EACI. Foi possivel identificar em alguns momentos retangulos
preenchidos conectados entre si pelas setas pretas (representam a retomada da fala
para reagir e/ou contribuir). A partir desta representacao entendemos que a partir de
um esquema individual elaborado, outro participante reagiu e/ou contribuiu e como
resultado surgiram novos esquemas resultantes das interagdes, caracterizando

assim os EACI.
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Figura 44 - Fluxograma das interac8es durante Questdo A

— FR «— [FR] TA + _ FR
~ JT [TA] | F;II [FR]5| AN —
[TA] |[Ni]5 [PEs] | AN F?
M [[TA] | [FR]— IIJTII m] | [TA]

[AN| |[[AN] | [AN] AN ~ |[FR] FR

M |[FR]S [N IIFTII [TA]  [UM]

[FR] |[[AN] | [AN] AN PES

— AN [7A]< [TA] [um] [ees] r[FR]

1 1
[NI] —~ AN FR
1 1

AN [TA] | (FR] [uwMm] [UM] | [um]

JM AN TA ~ TA

L [Ni]  [TA] | [N [FR]  [FR] [AN]

TA < [N] =[TA] ~[AN] [UM] — [TA]

Fonte: Dados da pesquisa

Apbs a andlise da comunicacéo interpessoal, identificamos quais as tentativas
de acdo que consideram o artefato taxi-distancia e de que maneira 0s esquemas
desenvolvidos pelos participantes apontam para a apropriacdo do artefato e sua
transformacao em instrumento para resolver a questao.

Ao ler a questdo, a participante Filha do Rio relaciona rapidamente a
propriedade de equidistancia, sendo possivel apontar que ela busca uma relacao
com os lugares geométricos de equidistancia entre dois pontos.

Na primeira estratégia desenvolvida pelos participantes, observamos que eles
relacionam os dois pontos (A e B) e a nog¢do de equidistancia para indicar que o
ponto médio entre o trabalho de Alice e Bruno é a solucdo para localizar o
apartamento no mapa. Jupiter Maria aponta que o ponto de coordenadas (0, 1) € o
local onde o apartamento deve estar localizado conforme recorte da transcricao das

interacdes:



103

Participante Fala Registro e Comentarios
Jupiter Maria Quando a gente fez [...] :
achou (0, 1). Porque seria . e IE
0 ponto em que os dois Al
iram caminhar a mesma : X

distancia e seria 0 mesmo .
trajeto assim.
3L

A seta indica o ponto de coordenadas (O,
1) que representa 0 ponto médio
euclidiano entre A e B sugerido pela
participante.

Tasilver E o menor

Japiter Maria E o menor trajeto. E na
verdade das duas formas
gue a gente fez sempre...

Anastacia Sempre dava 5 Discutem sobre a relacdo de equidistancia
entre o ponto de coordenadas (0, 1) e 0s
Japiter Maria 0, 1) pontos que representam os locais de

; trabalho de Alice e Bruno.
Filha do Rio E vai ser sempre 5 né?

Os participantes localizam desta maneira o ponto médio euclidiano entre A e
B, no entanto, o ponto de coordenadas (0, 1) é apenas uma das possibilidades que

atende a condicao de menor taxi-distancia entre os trabalhos de Alice e Bruno.

Figura 45 - Determinacao do ponto (0, 1)%*

N A . . [ ~n oM g
R A2 B O e

M

Fonte: Dados da pesquisa

21 Destacamos que as figuras ndo utilizam as mesmas escalas e que o objeto grafico néo é foco de andlise.
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Através da construcdo do caminho feita para determinar o ponto (0, 1)
Anastacia aponta que existem outros pontos possiveis e hdo apenas o que havia
sido representado, no entanto, 0s outros participantes continuam compreendendo

gue apenas o ponto de coordenadas (0, 1) garante a menor distancia.

Participante Fala Registro e Comentarios

Anastacia [...] sempre 5 quadradinhos, mas
assim, tinha varios pontos que C
dava 5 quadradinhos para os dois. [ - I,:;
Esse de Japiter Maria visualmente y o ||
assim, quando a gente vé de cima.

Filha do Rio  Traga uma reta né?

Anastécia Traca uma reta e € aquele ponto 4%

que vai dar...

Tasilver E que é assim...
Anastacia representa o ponto indicado pela
seta para argumentar com o0s demais
Nielir Equidistante participantes que existem outros pontos
que estdo a 5 unidades de distancia dos
locais de trabalho de Alice e Bruno além do
Tasilver Se for levar em consideracdo a gue foi representado em (0, 1) por Japiter
equidistancia vao ter varios pontos Maria.
verdadeiros. Agora se for a menor,
exatamente um unico ponto, tipo...

Nielir Eéé

Tasilver Tipo, vao ter varios pontos que tem
a mesma distancia tanto para um
como para outro, mas s6 que O
menor vai ser esse

A estratégia apresentada por Tasilver, Nielir, Filha do Rio e Jupiter Maria
evidencia uma associagdo com o lugar geométrico de equidistancia mediatriz, no

entanto, considerando suas caracteristicas na Geometria Euclidiana.
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Participante Fala Registro e Comentarios
Jupiter Maria Eu vi dois, tipo, caminhos s
diferentes, [...] considerando L |

IS

os quarteirdes da no (0, 1) e
guando Anastacia tragou
acho que uma linha reta do A
ao B também passa em cima
do (0, 1)

Tasilver Exato, e ai se colocasse uma ) ol
perpendicular passando por
esse ponto médio ai que a :

gente veria 0s outros pontos T
Nielir Os outros pontos de...
Tasilver Equidistancia S .

Os participantes atribuem a reta
perpendicular construida as propriedades da
mediatriz euclidiana e esperam que por meio
dela seja possivel identificar os outros
pontos que ficam a menor distancia do
trabalho de Alice e Bruno.

Estes recortes das interacfes nos permitem apontar que 0s participantes se
apoiam nas definicbes dos objetos graficos da Geometria Euclidiana, sendo por
vezes dificil aceitar outras possibilidades considerando a configuracdo da Cidade
Planejada.

Anastacia retoma a discussao sobre a possibilidade de outros caminhos nos
qguais a distancia permanecera igual para Alice e Bruno indicando que os outros

pontos também garantem a menor distancia:

Participantes Fala Registro e Comentarios

Anastécia Mas veja [...] tem como por exemplo Os participantes continuam discutindo em
... quatro. Ai tipo, pode vim pra ca ai relacdo ao percurso a ser feito pelo casal
ela vai andar 4 pracae 1 pracae tomando como referéncia o0s pontos

ele 5, sempre eles vao andar 5 se for indicados anteriormente.



Filha do Rio

Anastacia
Nielir

Tasilver

Anastacia

Filha do Rio

Anastacia

Filha do Rio

Anastacia

Filha do Rio

Anastacia

igual entendesse?

Mas é pra pegar um que seja mais
ou menos igual né?

Entdo, aqui oh.
O menor percurso

O menor percurso, a somatdria dos
dois seja a menor

Mas vai dar igual

Mas vai dar o que ela ta dizendo,
mas...

O que eu to dizendo oh, porque Vvé,
vamo. O 1 de Jupiter é 3, 4, 5.

E o caminho que ela vai fazer. Né?
Né aqui nesse ponto?

Ela vai andar esse caminho aqui, ou
ndo, vai andar esse caminho, sim,
vai chegar nesse caminho aqui... ai
ela vai chegar

E ele vai ter que fazer a mesma
coisa

Vai ter que andar 5 de todo jeito,
entéo veja, esse ponto aqui... E cinco
[...] né aqui (0, 1)?

Olhe, 1, 2, 3, 4, 5. O caminho é igual
€ 0 mesmo, tanto € menor quanto é
0 mesmo

5 pra ela, 5 pra ele aqui, onde for,
aqui é 5. Eles sempre vao andar 5
entdo assim, esse aqui ndo é melhor,
€ melhor visualmente falando, mas
eles vao andar 5 pra cd e 5 pra ca do
mesmo jeito se for aqui por exemplo.
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]

Anastéacia constr6i no GeoGebra um
segmento de A até o ponto (0, 1) e conta
as unidades até o ponto A.

Apesar da estratégia elaborada ndo atender as condicdes especificas desta

questao, percebemos que o esquema apresentado por Anastacia comeca a ser

compreendido pelos demais participantes e que esta considera a nocédo de taxi-

distancia. Diante deste recorte podemos apontar um indicio da apropriacdo do

artefato simbolico e seu processo de transformacdo em instrumento que ocorre

quando o artefato molda o pensamento dos participantes.

Os participantes retornam ao enunciado da questdo para conferir o que foi

solicitado e percebem que a solucdo nédo precisa ser dada apenas por meio de
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pontos, visto que a questdo solicita a determinacdo da regido que possua menor

distancia entre os trabalhos de Alice e Bruno.

Participantes

Filha do Rio

Japiter Maria

Tasilver

Filha do Rio
Japiter Maria
Tasilver
Anastacia

Tasilver

Japiter Maria

Tasilver

Filha do Rio

Fala

Entdo seria esse retangulo
né?

Esse retangulo entéo.

E é... sdo os varios caminhos
possiveis.

Entendi

O retangulo de diagonal AB
Entdo seria

Isso

Sao os caminhos possiveis, a
area

Beleza

Entdo a questdo pede que o
qué? Localizem no mapa a
area que ... entdo, ai ta certo,
a area que atenda a
necessidade deles
caminharem a menor distancia
possivel...

Entdo qualquer espacgo que
eles andarem nesta area eles
estdo percorrendo a menor.

Registro e Comentarios

Os participantes constroem o retangulo que
representa a regido na qual o casal Alice e
Bruno irdo percorrer a menor distancia até
os locais de trabalho indicados pelos
pontos A e B.

-

p
—

Ao chegarem a esta conclusado para a questdo 1, os participantes evidenciam

a compreensao da propriedade do artefato simbdlico taxi-distancia a respeito dos

diversos caminhos possiveis que estdo a menor distancia entre os dois pontos.

5.2.2 Questdo B

Na segunda questdo apresentada, o objetivo & definir uma regido em que o

local do apartamento atenda a condicdo que Alice ndo teria de caminhar mais do

gue Bruno.

A comunicacdo sincrona entre o0s participantes durante a realizacdo da

segunda questao pode ser observada no fluxograma das interacdes abaixo:
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Figura 46 - Fluxograma das interacdes durante Questédo B

AN UM = [FR]4 [pes]— [UM]

1 1 1
M [FR] [M] [N] [N W\W
T ! 1 l

TA  [Pes JM

1

NI M
M [FR] [AN] IPEls| WT%I [AN]  [NI]
NI TA [N JM 4
[FR]| [um] [FR] [Pes] WTJI [AN]
- NI AN <
[AN]J |[FR]  [FR] [[lees| | [TA] ] FT |
JM TA AN [NI]
[TA] | [IM}—[TA]-|[TA]+ [FR] !TI
M+ |[FR]q [[FR] [[ER]| NI —
TAN] | | TAN] | [omM]— Nll JM .mln
+Ti + 1 AN NI

1 1
TA —[AN] [N[J] ~ AN [FR] —[NI]

Fonte: Dados da pesquisa

Podemos observar diversos momentos em que as falas foram retomadas
como reacao ao surgimento dos esquemas individuais, além de notar a conexao
entre os retangulos preenchidos evidenciando a contribuicdo dos participantes nos
esquemas individuais e o surgimento de novos esquemas a partir deles.

Para a nossa segunda unidade de analise, identificamos que a primeira
tentativa de resolucdo, apresentada por Jupiter Maria, considera que o conjunto de
pontos médio na GT, que corresponde ao segmento destacado em verde, € a
solucéo procurada (Figura 47).
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Figura 47 - Uso do ponto médio como estratégia
7 Situagio problema 2 (letra A).ggb = X
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Fonte: Dados da pesquisa
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O dialogo entre os participantes evidencia como a primeira estratégia se

desenvolveu:

Participante

Japiter Maria

Fala

E aquela, aqueles pontos que
td na reta que da cinco pros
dois, que € aquela reta daqui
pra ca

Registro e Comentarios

A participante aponta na tela do software
que a solucdo se refere ao segmento de
reta, indicado pelo segmento tracejado,
correspondente aos locais em que Alice ira

andar a mesma distancia que Bruno.

Tasilver Qual foi a légica que tu usou?

Eu n&o entendi néo.
Filha do Rio Eu néo entendi néo. o i
Japiter Maria Esses pontos ai, qualquer um al] |

Filha do Rio

Japiter Maria

Tasilver

Japiter Maria

desses pontos vai dar, uma
distancia de 5 para os dois.

Mas por qué?

Porque ele ndo quer que Alice
ande mais que ele

Certo
Mas também ndo disse que

ele quer que ela ande menos
que ele.




Filha do Rio

Ah, eu entendi que era menos.
Entendi
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Esta estratégia considera apenas os pontos que formam o ponto médio na GT

no qual ficam determinados os locais em que Alice e Bruno irdo caminhar a mesma

distancia entre seus trabalhos e o apartamento e desconsiderando ainda os locais

em que Alice ird caminhar menos que Bruno.

A segunda estratégia elaborada pelos participantes busca identificar a regiao

em que Alice caminhe menos ou tanto quanto Bruno. Como uma das condi¢des para

a questdo € que a menor area seja considerada os participantes compreendem que

as distancias determinadas no retangulo encontrado na questdo anterior deve se

manter.

Participantes

Tasilver

Anastéacia
Filha do Rio
Japiter Maria
Tasilver
Filha do Rio
Nielir

Japiter Maria
Tasilver
Filha do Rio
Nielir

Japiter Maria

Filha do Rio

Fala
A soma das distancias deve ser a menor, continuar a menor, mas, Alice
ndo deve ter que andar mais que ele. Agora onde eles poderiam
procurar...entdo, ela tem que andar menos que ele. Permanece nesse
retangulo
N&o
S6 ndo tem que andar mais que ele, ela ndo ...
Mas néo diz que ela tem que andar menos
N&o, assim, a soma. Vai permanecer neste retangulo
N&o ok. Ela s6 ndo tem que andar mais que ele.

A soma vai ter que permanecer a mesma, da pra entender que ele ...

A distancia ainda tem que ser a menor, quer dizer continua dentro dessa
area, s6 que Alice ndo pode andar mais

E isso que t6 dizendo...
N&o pode andar mais, entendeu?
Ele que anda mais

N&o, ele ndo ta dizendo que ele tem que andar mais do que ela, ele s6 ta
dizendo que ela ndo deve andar mais do que ele.

Ou seja, ela pode andar igual.

Neste recorte notamos que a interpretacdo do enunciado da questao pelos

participantes gerou diferentes compreensdes sobre a solucdo do problema.
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Conforme ja anunciado por Leivas (2016) os sujeitos tendem a atribuir uma nova
hipétese ao problema. Desta maneira, analisamos o uso do artefato simbdlico
considerando tanto o objetivo da questédo, localizar regido em que Alice caminhe
menos que Bruno, quanto os locais em que Alice e Bruno caminhardo a mesma
distancia até seus trabalhos.

Tendo determinado os locais em que Alice e Bruno irdo caminhar a mesma
distancia, os participantes comecam a identificar quais os locais em que Alice ir4
caminhar menos que Bruno. A estratégia apontada por eles considera a divisdo do

retangulo, que determina a menor area, em um triangulo retangulo (Figura 48).

Figura 48 - Determinag&o da regido por meio de um tridngulo retangulo

VO

=

Entrada

Fonte: Dados da pesquisa

A estratégia de determinar a regido que Alice ird caminhar menos por meio do
triangulo retangulo considera o raciocinio que se o retangulo determinado
anteriormente mantém a menor distancia entre os pontos, a divisdo dele na metade,
gue resulta no triangulo, deve ser a regido a ser considerada, como fica evidente no

recorte da transcricao:



Participante

Anastacia

Japiter Maria

Anastacia

Filha do Rio
Anastacia
Tasilver
Japiter Maria

Anastacia

Nielir

Anastacia

Filha do Rio

Nielir

Japiter Maria

Tasilver

Anastacia

Fala

Ou anda igual ou ele anda
mais, entdo reduz essa area
pra essa metade daqui, né
iss0?

Exatamente

E mais pra ca... que ai ele
anda mais, ai a é&rea fica
metade pra ela.

ou eles andam igual

E ai t4 contido ali... eu acho né
Eu ndo entendi

Eu ndo entendi esse tridngulo

Porque tem que ficar perto pra
ela

Que ela num trabalha no
parque, a area desse tridngulo
fica mais perto pra ela.

Aquele ponto seu, ali do meio,
esta contido nessa area ai
entendesse?

Pronto

E porque a area que ele anda
vai ser igual ou menor

Mas eu td falando de qualquer
ponto daquela reta ali que
Filha do Rio ta fazendo agora.

Ah, entendi agora. Entdo, o
local do apartamento pode ser
nessa area agora, porque ai
vai ser ou igual, ou vai ser
igual 0 percurso ou vai ser
menor

Ou é igual ou é menor pra ela
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Registro e Comentarios

Se referem a construgdo no GeoGebra de
um tridngulo que divide a regido do retédngulo
determinada antes em duas partes.

5

ES

%)
o

A seta indica a reta que Jupiter Maria se
refere.

o

Fica evidente que a estratégia de dividir o retangulo na metade nado garante

gue os pontos localizados sob a hipotenusa do triangulo representado mantém a

distancia entre A e B. Diante disso, foi feito um questionamento para provocar 0s
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participantes sobre como eles poderiam garantir que todos os pontos do triangulo
atendam a condicao apresentada na questao.

O questionamento levou os participantes a testarem na construcdo se as
distancias estdo sendo mantidas. Inicialmente Jupiter aponta que o segmento que
representa o conjunto de pontos médios entre A e B, destacado em azul na figura
49, é que garante a mesma distancia entre ambos.

A partir das interagfes foi possivel perceber como se deu a evolugédo deste
esquema individual de Jupiter até se tornar um esquema compartilhado entre todos,
caracterizando um EACI. A figura 49 ilustra o didlogo entre os participantes na

construcdo colaborativa da solucdo para a questao B.

Figura 49 - Representacdo da estratégia desenvolvida

7 Situagio problema 2 (letra A).ggb - X

rquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

NRENNCZEER

B

—

/|

- i . o 12:08
E O Digite aqui para pesquisar é AN E G e B

Fonte: Dados da pesquisa

Os participantes discutem a estratégia apresentada por Jupiter considerando

a hipotenusa do triangulo e o ponto médio entre A e B:

Participante Fala Registro e Comentarios
Filha do Rio Neste caso eu acho que A participante aponta que na hipotenusa do
gualguer ponto que esteja triangulo (indicado pela seta) estdo os

nessa linha aqui eles véo dar a pontos que vao garantir a mesma distancia



Pesquisadora

Japiter Maria

Filha do Rio

Nielir

Tasilver

Japiter Maria

Filha do Rio

Japiter Maria

Anastacia

Filha do Rio

Nielir / Tasilver

Filha do Rio

Nielir

Japiter Maria

Nielir

Filha do Rio

mesma coisa.

Certo, como é que garante isso
por exemplo?

O que vai andar igual é na reta
que é daqui a reta que passa
daqui pra cé ai qualquer ponto
daqui vai ser igual.

Por qué? eu num tb

entendendo.

Porque estd na encruzilhada
dos caminhos

Porque a linha é perpendicular

N&o, ndo é perpendicular nao,
porque se vocé olhar qualquer
ponto daqui, veja, ela anda 5 ele
também anda 5. Esse ponto ele
anda 3, 4, 5 ela também 4, 5.
Todos o0s pontos daqui esse,
esse, esse...

Mas nesse aqui, ndo vai andar a
mesma coisa nessa reta aqui.
Oh ela vai andar

E porque essa area aqui
determina uma area em que
qualquer ponto vai garantir que
ela ndo ande mais que ele

Nao ande mais

Sim, mas ela pode andar igual
se tiver em cima dessa linha
eles vao andar a mesma coisa.
Nao

Por qué?

linha ndo ta
esquinas dos

essa linha vai
no meio das

Porque essa
pegando as
guarteirdes,
sempre pegar
casas

Essa linha ndo garante a menor,
a distancia igual pra eles

Porque se vocé ver ta pegando
sempre na encruzilhada das
pistas, dos pontos, entdo esses
pontos sempre vai ser igual.

Mas aqui oh, digamos, ela vai
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entre os pontos A e B devido ao segmento
passar por um dos pontos médios
identificados anteriormente.

o

Jupiter discorda e indica que a condigdo sé
sera atendida se o0s pontos estiverem
localizados no segmento que corresponde
ao conjunto de pontos médios (seta em
vermelho).
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andar 1, 2, 3, 4 e meio, certo?
Ele vai andar 1, 2, 3, 4, 5 e

meio...
Nielir cinco e meio
Tasilver Aaaaah

As interacdes demonstram que a estratégia apresentada por Jupiter comeca a
ser considerada pelos demais participantes. Além disso, 0s registros nos possibilitam
apontar para o uso do artefato simbdlico taxi-distancia, mesmo que de maneira
implicita, nos esquemas desenvolvidos pelos participantes de maneira coletiva.

Os participantes chegam a conclusédo que a regido em que Alice ird caminhar

menos do que Bruno pode ser representada por um trapézio (Figura 50).

Figura 50 - Solugcdo apresentada para questéo B
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Fonte: Dados da pesquisa

ApOs a construcdo do trapézio os participantes interagem de maneira a

validar a construcao realizada por eles:



Participantes

Japiter Maria

Tasilver
Anastacia

Japiter Maria

Filha do Rio
Japiter Maria
Filha do Rio

Anastacia
Filha do Rio
Japiter Maria
Filha do Rio

Pesquisadora

Japiter Maria

Nielir

Fala

Agora se for aqui nessa regido
ele anda menos que ela visse,
se for nessa regido aqui 6

Entéo é menor isso aqui

E, claro

Entdo a gente tem que pegar a
partir desse, essa area aqui
mesmo

Eé
Dessa linha aqui pra ca

N&o é aquela metade néo.

Eé. Entdo é aquela mesmo.
Entendi, agora eu entendi
Agora sim

Porque néo tava fazendo
sentido na minha cabeca sabe,
porque pra mim tipo tinha que
bater na reta e eles tinham que
ta igual

E no caso o raciocinio de vocés
é qualquer lugar dai...

Garante que ela ndo ande mais
que ele.

Ou anda igual ou anda mais

Registro e Comentarios
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A participante se refere a regido que
complBe o trapézio apresentado como
solucdo a partir do segmento composto

pelos pontos médios entre A e B.

|—
-
-

A fala de Filha do Rio neste trecho
evidencia que a partir das estratégias
elaboradas e das interacdes ela conseguiu

compreender a  construcao
propriedades relacionadas a

e

as

taxi-distancia que foram aplicadas para a

resolucéo.

O recorte da transcricdo aponta para a compreensao final dos participantes

em relacdo a esta questdo, além disso, com base no fluxograma das interacdes

notamos que houve uma construgédo colaborativa da resolugéo que se desenvolveu

a partir da evolucéo de esquemas individuais em esquemas coletivos.

5.2.3 Questdo C

Na questdo C, o foco € dado nos “pontos médios” na Geometria do Taxi. O

objetivo é identificar os locais possiveis para comprar o apartamento que fiquem a

mesma distancia do trabalho de Alice e Bruno.
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A construcdo dos “pontos médios” ja havia sido considerada pelos
participantes como uma das estratégias para resolver a questdo A. Logo, apés a
leitura do enunciado os participantes reconhecem rapidamente que se trata da
mesma nocgao utilizada antes.

A compreensao da questdo anteriormente pelos participantes fica evidente no
fluxograma de interacbes, no qual notamos um numero reduzido de falas e
desenvolvimento de poucas estratégias, sendo elas, apenas resgate das estratégias

utilizadas inicialmente na questéao A.

Figura 51 - Fluxograma das intera¢des durante Questéo C
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Fonte: Dados da pesquisa

Por meio do recorte da transcricdo fica mais evidente qual foi a compreensao

dos participantes sobre a questéo C:

Participante Fala Comentéarios
Filha do Rio No caso era aquela linha Os participantes se referem ao
segmento formado pelos “pontos
Tasilver Ta& vendo que naquele caso ela andaria médios” utilizado como tentativa de
menos? acao na questao A.
Filha do Rio Pronto. Agora, é aquela linha, s6 aquela

linha... deixa a linha vermelhinha, sei la

Tasilver De onde?
Filha do Rio Al
Japiter Maria E os pontos que da igual pra eles

Filha do Rio Ai qualquer canto dessa reta vai andar a



Japiter Maria

Tasilver

Anastacia
Filha do Rio

Tasilver

Filha do Rio

Tasilver

mesma coisa

Da igual. Ele quer saber os pontos que
da a distancia igual para os dois

Ent&o volta pra primeira questdo

Eé... exatamente. SO que a primeira
guestao queria a area toda

A area, agora sO quer 0s pontos

Que no caso os pontos...huum... os
pontos vao ser apenas onde a linha ta
tocando, nas esquinas?

Isso

Entdo, as possibilidades sédo essas,
essa, essa, essa e essa
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O participante se refere aos pontos
na intersecdo entre o segmento
construido e os nés do plano
(Figura 52)

Nesta questdo vemos que o esquema desenvolvido pelos participantes como

uma das estratégias para a questdo A voltou a ser aplicado, como representado na

figura 52.

Figura 52 - Solu¢édo dada para a questao C
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A solucdo apresentada indica a apropriacdo dos “pontos meédios” na
Geometria do Taxi, ao reconhecer que no contexto da Cidade Planejada a distancia
entre o segmento que representa os “pontos médios” e as extremidades do
segmento AB corresponde a menor e mesma distancia entre estes pontos. Isto fica
mais evidente na fala de Jupiter “ai qualquer canto dessa reta vai andar a mesma

coisa’.
5.2.4 Questdo D

Para a questdo D foi escolhido o conceito de taxi-mediatriz para observar de
gue maneira os esquemas desenvolvidos pelos participantes permitiriam utilizar a
nocao de taxi-distancia.

Nesta questdo pudemos observar por meio das interacbes o surgimento de
diversos esquemas e estratégias, bem como a evolucdo desses em esquemas

coletivos.

Figura 53 - Fluxograma das intera¢des durante a questédo D
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A comunicacdo entre os participantes evidencia que assim como Vvisto nas
interacOes anteriores muitos esquemas se desenvolvem com base em um esquema
ja apresentado por outro participante, o que nos permite indicar que houve a
construcdo colaborativa das estratégias utilizadas nesta questéo.

Para analisar as unidades de Instrumentalizacdo e Instrumentacéo
observamos os extratos das transcricdes que contemplam os critérios estabelecidos
para cada uma delas.

Inicialmente os participantes leem o enunciado da questdo e observam que
ndo ha a exigéncia de menor distancia entre os pontos A e B. Diante disso, os
participantes apontam que qualquer lugar em uma reta construida por meio do
prolongamento do segmento que representa os “pontos médios” na GT determinara

os locais para comprar o apartamento.

Participante Fala Registro e Comentarios
Filha do Rio a area nao vai ser aquela Os participantes entendem que devido ao
né? Meu Deus a &rea nédo segmento formado pelos “pontos médios”
vai ser aquela. garantirem a mesma distancia aos pontos
A e B o seu prolongamento ird manter a
Japiter Maria mas vai ser na mesma linha propriedade de equidistancia.
s6 que expandida
Filha do Rio é a area ndo vai ser o \\h a
retangulo. Qualquer lugar, v IH
numa linha infinita 1 : =)
[
Japiter Maria vai ser aquela reta infinita,
aquela reta que ja existe sé
que infinita X
Filha do Rio é. entenderam? 4%/ T ING
Tasilver Sim, porque eles n&o N
encontraram na  menor

distdncia entdo agora vai
ser..

Nielir menciona a necessidade de f“ver a equidistancia” entre a reta
representada e os pontos A e B, uma vez que, na reta representada nem todos os
pontos estdo a mesma distancia. Desta maneira, eles escolnem um ponto na

construcéo para testar o questionamento feito por Nielir.
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Participante Fala Registro e Comentarios
Nielir Vai ter lugares que ndo vai ser Os participantes representam o ponto
equidistante, ndo vai dar pra ser indicado pela seta e contam as unidades
a mesma distancia. até os pontos A e B para verificar o que
disse Nielir.
Jupiter Maria Vai néo _
Nielir Vaai e P
bt o Ig
N s
Japiter Maria Por que Nielir? \\ ol
%
Nielir Porque se vocé colocar aqui oh \\ :
neste ponto aqui, ela vai ta bem Nk
mais perto que ele. 4% i Y
Filha do Rio N&o vai ndo, t& na mesma linha : ,/ i
Tasilver Diga Nielir, qual ponto. ’ \
Nielir esse, mais pra cima, ai ai
Tasilver Ta
Filha do Rio Aqui
Japiter Maria Faz o tracado dela ai
Filha do Rio 1,2,3,4,56,7...e1,2, 3,4,
56,7,8,9
Anastacia Obaaa

Ao notarem que de fato a reta representada nao garante que todos os pontos
estardo a mesma distancia, a estratégia que passa a ser considerada é a construcao
de uma perpendicular ao segmento AB (Figura 54). A tentativa de acéo parte de
nocdes euclidianas, em especifico, a nocao de mediatriz como o lugar geométrico de

equidistancia entre dois pontos.

Figura 54 - Construcéo da perpendicular a AB
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Fonte: Dados da pesquisa
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O recorte da interacéo permite entender como a estratégia se desenvolveu:

Participante

Nielir

Tasilver
Japiter Maria
Nielir

Tasilver

Japiter

Fala

Ndo vai ser a mesma, por isso eu falei que tem que ser

perpendicular...

E perpendicular mesmo, exato

Mas perali, perpendicular néo vai bater nos pontinhos

Sim, mas vai bater nas ruas, vai bater nas ruas

Vai bater nas ruas onde bater é onde pode ser

identifica entdo que esta estratégia também ndo garante a

equidistancia entre os pontos A e B, visto que havera locais na perpendicular em

que a reta ira passar dentro dos “quarteirdes”.

Mesmo sabendo que havera pontos na reta que ndo mantém a distancia até

os locais de trabalho de Alice e Bruno, os participantes continuam utilizando a

mesma estratégia, conforme transcricdo abaixo:

Participante

Nielir

Tasilver
Japiter Maria

Tasilver
Japiter Maria
Nielir

Japiter Maria
Nielir
Tasilver
Nielir

Tasilver

Fala
Testa ai num ponto da
encruzilhada, testa, pra ver se da
a mesma distancia
E, é porque ta exatamente

Bora la pra ver se a gente sai

1, 2, 3, 4 e um pouquinho 1, 2, 3,
4, 5.... e um pouquinho

Nao é

Se vocé for por esse caminho
aqui

1,2,3,4..

Olhe os pontos de encruzilhada
pra ver... olha esse ponto de cima

Qual ponto?
O da encruzilhada
Mas a gente ja viu que nao é isso.

Porque por exemplo daqui ja da
pra saber que néo é

Registro e Comentarios

Tasilver conta as unidades do trajeto de
Alice e Bruno.

(risos)
O participante propde testar se o ponto

sobre a perpendicular e que est4d em dos

nés do plano garante a mesma distancia.

e




Japiter Maria
Tasilver
Japiter Maria
Tasilver

Nielir

Tasilver

Anastacia
Tasilver

Filha do Rio

Tasilver

Japiter Maria

Tasilver

Vé se o da encruzilhada bate
Bate

1,2,3,4,5,6... 3,6 bate

S6 nas encruzilhadas

Bota os pontos nas encruzilhadas
s6 pra gente ver

Mas é meu filho. Vai dar no
mesmo

Vai dar no mesmo
Entao

Bota um texto pra gente escrever:
S6 os pontos das encruzilhadas.

Sim, mas ai, entdo nado vai dizer
que, ndo vai ser exatamente as
retas, seriam apenas esse ponto

3 pontos

Esse, esse, esse. Nao, mas ainda
tem mais.
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Os participantes denominaram de encruzilhada os nés da malha que forma o

plano que esta sendo utilizado e passam a considerar que apenas 0s pontos sobre

0s nés garantem a condi¢céo de equidistancia entre A e B.

56 0s pontos das encruzilhadas!

Figura 55 - Resolugdo apresentada para a questdo D

Fonte: Dados da pesquisa




124

Eles identificam ainda que existem mais pontos e caminhos equidistantes sob
a reta que passa pelas “encruzilhadas”, porém, desconsideram que a solugao para a
qguestao deveria considerar todos os pontos equidistantes aos locais de trabalho.

As estratégias desenvolvidas pelos participantes ndo consideraram todas as
propriedades e caracteristica do artefato taxi-distancia e desta maneira néo foi
possivel chegar a construcéo da taxi-mediatriz.

E possivel concluir que as estratégias elaboradas apresentavam elementos
que consideravam a propriedade de equidistancia da téxi-mediatriz, no entanto,
notamos que o objeto grafico prevaleceu sobre a propria definicao.

Na primeira estratégia, por meio do ponto médio era possivel identificar todos
os pontos de menor distancia entre A e B e na segunda estratégia através de uma
perpendicular e utilizando a no¢gdo de mediatriz ficariam determinados os pontos que
mantém a distancia. Ocorre que o0s esquemas desenvolvidos por eles relacionados
ao artefato simbolico taxi-distancia ndo foram suficientes para associar as duas
estratégias na Geometria do Téaxi e reconhecer por meio das propriedades do
artefato que a unido do conjunto de pontos médios, representados por um
segmento, com semirretas perpendiculares iria garantir a condicdo de mesma
distancia.

A dificuldade em desenvolver um esquema que considere 0s aspectos
apontados também foi observada no estudo piloto e pode estar relacionada a
compreensao das diferentes nocdes da mediatriz na Geometria Euclidiana. Os
participantes evidenciam por meio das constru¢cdes que compreendem a mediatriz
apenas como uma reta perpendicular entre os dois pontos (toma como base o
tracado) e ndo como um conjunto de pontos que mantém distancias iguais entre 0s

pontos.

5.3 Situacao Problema 3

Na situacdo problema 3, a proposta era representar pontos que estejam a
mesma distancia de um ponto fixo, determinando uma taxi-circunferéncia. Além de
representar foi solicitado que os participantes confirmassem a relacdo de
equidistancia entre a fonte e os pontos.

As interacfes nessa questdo ocorreram conforme a sequéncia apresentada

na Figura 56.



Figura 56 - Fluxograma das intera¢des durante Situagéo Problema 3
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Mediante o fluxograma notamos inicialmente o surgimento de diversos

esquemas e/ou estratégias individuais que ao longo das interacdes foram sendo

consideradas até reconhecerem como adequado 0 esquema apresentado por

Jupiter Maria. Nesta sequéncia de interacdes destacamos também a maior

ocorréncia de intervencdes da pesquisadora.

Observamos o uso do artefato simbolico taxi-distancia para a determinar a

relacdo de distancia na taxi-circunferéncia.
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A medida que os pontos determinados na questio vdo sendo marcados no

plano cartesiano os participantes tentam identificar qual forma sera gerada.

Participante
Japiter Maria
Nielir

Filha do Rio

Nielir
Filha do Rio
Tasilver

Filha do Rio

Fala

Ah é um retangulo minha gente

Pode ser um triangulo

Paralelogramo. E um retangulo mesmo. E um paralelogramo ou
um retangulo? E um quadrado.

Pode ser um trapézio
Um trapézio?

E um quadrado

N&o pode ser um trapézio

Apos concluir a marcacdo dos pontos os participantes comecam a discutir

sobre a relacdo de distancia entre a fonte e os pontos. Inicialmente Jupiter e Tasilver

indicam que o0s pontos ndo estdo a mesma distancia da fonte, indicando que o

artefato simbdlico taxi-distancia ndo estd sendo considerado e que estdo

mobilizando os conhecimentos sobre a circunferéncia euclidiana.

Participante
Japiter Maria
Anastacia/ Nielir

Japiter Maria

Tasilver

Fala
Nao estdo a mesma distancia
Por que ndo?

Porque as diagonais estdo mais
distantes que as laterais

Porque num t4 ndo minha gente
0, 6... pega daqui pra ca.

Registro e Comentario

Juapiter e Tasilver entendem que os
pontos de coordenadas (-3, 1), (1, 5), (5,
1) e (1, -3) destacados abaixo estédo
mais distantes que os demais.

(0
I'\_\____.-"l
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A primeira estratégia utilizada para estabelecer a relacédo de equidistancia é a

construcdo de uma circunferéncia com centro em F, conforme recorte da transcricéo

a sequir:
Participante Fala Registro e Comentarios
Filha do Rio Faz uma circunferéncia Fazem a construcdo no GeoGebra para
comparar as distancias dos pontos até a
Jupiter Maria Centro em F fonte localizada em F (1, 1)
Filha do Rio Ai, na mais... pronto ai tem 4
pontos
Japiter Maria Sao 3 circunferéncias pra fazer
Anastacia Eu acho, isso mesmo, eu pensei
igual Jupiter.

Por meio da construgdo da circunferéncia euclidiana ndo € possivel
determinar que todos os pontos estdo a mesma distancia. Desta maneira, Jupiter e
Anastacia apontam ser necessario construir trés circunferéncias diferentes para

“bater” em todos os pontos (Figura 57).

Figura 57 - Construcdo de trés circunferéncias euclidianas
oA 2 el @07 ec] b,

Entrada:

Fonte: Dados da pesquisa
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Os participantes sdo questionados (recorte na transcricdo) de que maneira €
possivel confirmar se ha uma relacdo de equidistancia entre os pontos nas

circunferéncias e se elas estéo de acordo com a configuracéo da Cidade Planejada.

Participante Fala
Tasilver Eeeeeita
Anastacia A circunferéncia € pra mostrar que esses pontos sdo equidistantes a fonte,

esses 4, esses outros que tdo nessa e esses outros que tdo nessa

Pesquisadora Na Cidade Planejada a relacdo de distancia é assim na circunferéncia ou
horizontal e vertical?

Japiter Maria E que na Cidade Planejada tem os quarteirdes

Tasilver E, entdo vamos voltar

Filha do Rio Mas deixa as circunferéncias

Anastécia Faz um quadrado entéo

Japiter Maria Os pontos da diagonal estdo a 4 quarteirdes

Tasilver Todos estdo agora que percebi. 1, 2, 3, 4

Japiter Maria 1,2, 3,4, ¢éé

Tasilver Todos estéo se for levar em consideracgéo os quarteirbes
Japiter Maria Considerando os quarteirfes a fonte esta a mesma distancia
Filha do Rio Ou seja, pra gente fazer isso a gente tem que criar um quadrado né?
Japiter Maria Que bizarro

Neste extrato da transcricdo, é possivel apontar o uso do artefato simbdlico
taxi-distancia ap6s o questionamento e da identificacdo da medida dos raios na taxi-
circunferéncia.

Para confirmar que todos os pontos estdo a mesma distancia da fonte os
participantes contam as unidades da fonte até pontos aleatérios. E feito um novo
guestionamento sobre a distancia da fonte até o ponto E3 e até o ponto E9 para

confirmar a compreenséo dos participantes sobre o raio na taxi-circunferéncia.



Participante

Pesquisadora

Japiter Maria

Filha do Rio

Japiter Maria

Filha do Rio
Japiter Maria

Tasilver

Fala
Por exemplo, esse ponto daqui (E3) e
esse ponto daqui (E9) estd a mesma
distancia da fonte?

Andam a mesma quantidade de
guadras

SO que a facilidade de um é maior do
gque a do outro de chegar, mas a
guantidade é a mesma.

Engracado que aquele que fica mais
distante tem o caminho mais tranquilo

Mais facil
Mais facil de quem ta mais perto

Exato
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Registro e Comentarios

Os pontos E3 (a esquerda) e E9 (a
direita) estdo destacados na
construgéo realizada pelos
participantes.

A resolucéo apresentada pelos participantes para esta questdo pode ser vista

na Figura 58.

Figura 58 - Solugdo para a questdo D

=ntrada:

Fonte: Dados da pesquisa

Nesta questdo notamos que o0s esquemas elaborados pelos participantes

inicialmente ndo consideraram o artefato simbdlico, logo, a transformacéo dele em
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instrumento so foi possivel apds os questionamentos da pesquisadora. Esta situacao
nos permitiu observar, com base em Rabardel (1995), que em dado momento um
esquema ja elaborado pelos sujeitos pode voltar a ser um esquema de uso, pois ele

— 0 esquema elaborado, ndo é suficiente para resolver determinada situacao.

5.4 Situacao Problema 4

A situacdo 4 foca em um problema envolvendo intersecdo de duas taxi-
circunferéncias.

Em relacdo a comunicacdo entre os participantes destacamos uma
guantidade maior de interagcbes que estdo diretamente relacionadas ao
desenvolvimento de esquemas adequados para a resolucdo da situacao problema.

Dividimos as sequéncias de interacbes em dois fluxogramas para possibilitar
uma leitura mais clara do desencadeamento da comunicagao entre os participantes.

No primeiro fluxograma (Figura 59), é possivel notar a indicacdo do
surgimento e desenvolvimento de diversos esquemas e/ou estratégias individuais,

bem como a conexao entre eles.



Figura 59 - Fluxograma das interacdes durante situacdo problema 4 (1)
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No fluxograma das interacbes da Figura 60, notamos que existem diversas

conexdes entre as falas dos participantes, indicando que a comunicacédo sincrona

entre eles ocorreu de maneira acentuada.
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Figura 60 - Fluxograma das interacdes durante situacdo problema 4 (2)
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Fonte: Dados da pesquisa

Apbés observar o desencadeamento das interacdes analisamos as tentativas
de acao e esquemas elaboradas durante a resolucéo da situacéo problema 4.

Para determinar os possiveis locais para a casa de Lucas, que sera o
resultado das intersecbes entre as taxi-circunferéncias, observamos que o0s

participantes apontaram diferentes tentativas de agdo como por exemplo, contagem
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das unidades, divisdo do segmento SP, determinacdo da regido de menor distancia
e mediatriz.

As participantes Anasticia e Jupiter Maria apresentam como primeira
tentativa de acdo contar as unidades localizadas as distancias indicadas (6 e 5
unidades) dos pontos fixos S e P, considerando os caminhos possiveis na taxi-
distancia para encontrar 0os pontos que poderiam representar a casa de Lucas. Com
essa tentativa de acdo as participantes ndo utilizam a nocao de interse¢céo entre taxi-

circunferéncias.

Participantes Fala Registro e Comentarios
Anastacia Aqui O ponto indicado pela seta corresponde ao
ponto de coordenadas (-1, 4) que

Tasilver Oxente, ndo é a Unica Anastécia e Jupiter Maria identificaram ao
possibilidade ndo, tem contar as unidades até o shopping e a
varias praca.

Anastécia Mas ja € uma possibilidade a . .

Japiter Maria -le4d

Anastacia Vai marca AUEN

Japiter Maria -1 e 4 antes que a gente
esqueca

Tasilver Sim, mas se a gente for

fazendo assim de ir
encontrando pontinho ta
errado, a gente tem que
encontrar uma légica pra
iSso

Ao ser questionada por Tasilver a respeito de uma logica para a tentativa de
acdo apresentada, Jupiter demonstra compreender que a légica da Geometria
Euclidiana ndo € suficiente para resolver as questdes, uma vez que a configuracao
da Cidade Planejada ndo permite utilizar os objetos graficos como na geometria

utilizada por eles.

Participante Fala
Japiter Maria A gente ja viu que a légica de geometria que a gente usa nao
funciona, porque ai tem as quadras, a gente precisa considerar as
guadras esse caso da...

Tasilver Mas tem uma logica ai

Japiter Maria A geometria ai meu filho voou, porque € s6 essas quadras a
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A fala de Jupiter, ao enfatizar a questdo das quadras, evidencia que as
propriedades e caracteristicas do artefato simbdlico estdo moldando as tentativas de
acao dos participantes.

As estratégias relacionadas a determinacdo de menor area, divisdo do
segmento SP e mediatriz ndo foram desenvolvidas pelos participantes.

Para tentar desenvolver uma ldgica na estratégia apresentada por Jupiter e
Anasticia, Nielir propde “fazer um quadrado” associando a representacdo da
circunferéncia na GT. Jupiter completa a proposta de Nielir, enfatizando que devera

ser construida uma circunferéncia de centro P com raio 5 e outra com centro em S

de raio 6.
Participante Fala
Nielir Fazer um quadrado de ...
Japiter Maria Faz um circulo de 5 ao redor de P e um circulo de 6 ao redor de S.
Nielir Onde pegar nas encruzilhadas vai dar o quadrado
Tasilver E?
Anastécia Toda vez que a gente faz o circulo dar errado
Tasilver N&o mais ai a gente vai encontrar 0s pontos
Nielir Vai achar os 4
Japiter Maria A reta onde eles se cruzarem
Tasilver De quanto?

Nielir Ai acha 2 quadrados
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_ Figura 61 - Tentativa de acao utilizando circunferéncias
m AL e

v Arw

Fonte: Dados da pesquisa

Como na construcdo da circunferéncia os pontos determinados anteriormente
nao coincidem com a intersecdo das circunferéncias, os participantes apagam a
construcdo e nao determinam os quatro pontos sugeridos por Nielir, como pode ser
confirmado na frase de Tasilver “se o ponto certo é esse, ja ignora”. Mais uma vez,
notamos que os esquemas ja desenvolvidos nao foram suficientes para a resolucao
da situacéo problema.

Segundo Jupiter “pela geometria seria esses pontos onde se encontram”,
sinalizando que pela geometria que eles conhecem, ou seja, a Geometria
Euclidiana, os pontos seriam aqueles determinados pela intersecdo das
circunferéncias. No entanto, para aguela situacdo em que é considerada a noc¢éo de
taxi-distancia, a geometria que eles conhecem “néo funciona’.

Tasilver complementa o raciocinio de Jupiter enfatizando que “é porque é
distdncia por quadra e ndo distancia”, evidenciando a apropriacéo de propriedades e
caracteristicas do artefato simbdlico taxi-distancia. Ao atribuir um nome a essa
‘nova” distancia, Tasilver apresenta elementos que indicam a apropriagdo do
artefato simbalico, aléem da compreenséao das caracteristicas da Geometria do Taxi.

Tasilver retoma a proposta de Nielir de construir um quadrado, que seria a
taxi-circunferéncia, agora marcando todos os pontos que estédo a distancia de 5 e 6

unidades dos pontos fixos considerando a distancia do taxi
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Participante Fala Registro e Comentarios
Tasilver A gente vé todos os pontos possiveis A partir da proposta de Tasilver
que sao distantes é...de 5 quarteirGes 0S participantes marcam 0S
do parque pontos equidistantes 5 unidades
do Parque.
Japiter Maria Sim
L J
Nielir Da of e o
[ ]
Tasilver E a mesma coisa pra ca, entenderam? 3 5
Jupiter Maria E... coloca ai ! ( 1
° 2 X °
Tasilver Ai a gente vai ver quais coincidem se y/ |
coincidem sé&o os pontos BT, : o
[ ]
° L ]
[ ]

Ao discutirem sobre como garantir que esta seria a estratégia correta, outras
estratégias surgem nas interacdes, como exemplo, a constru¢do de um retangulo
gue determina a menor area. Estas estratégias ndo evoluem visto que ao testar os
pontos 0s participantes ndo conseguem garantir a condicdo da situacao problema.

Neste momento, os participantes sdo questionados (recorte na transcri¢céo)
sobre como eles conseguiriam garantir todos os pontos de mesma distancia do
shopping (6 unidades) e da praca (5 unidades). Duas estratégias sdo consideradas
ao mesmo tempo entre 0s participantes, evidenciando que neste momento 0s
esquemas individuais prevaleceram e eles ndo desenvolvem de maneira
colaborativa a resolugéo da situacdo problema. O recorte das interacdes permite
observar as diferentes estratégias sendo discutidas.

Participante Fala

Pesquisadora Posso fazer um questionamento? Quando a gente tem um ponto fixo e a
gente quer todos os lugares que estdo a mesma distancia dele.

Japiter Maria Circulo

Tasilver Circunferéncia

Pesquisadora Certo. Vocés podem usar essa mesma l6gica nessa questao?
Japiter Maria Nao. A gente ja tentou e ndo deu certo

Nielir So fazendo perpendicular

Tasilver Pode



Nielir

Filha do Rio

Tasilver

Filha do Rio
Japiter Maria
Tasilver
Japiter Maria

Tasilver
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[...] ai ndo ta perpendicular. E a mesma coisa da primeira questéo, faz uma
perpendicular a essa reta

Entao, eu ja fiz quando eu criei aquele outro poligono e ndo tem nada a ver

E a mesma ldgica da fonte mesmo [...] ao invés de circulo, circunferéncia,
entdo seria o quadrado

Nao, ndo é

N&o. O ponto médio entre P e S.
Os pontos equidistantes

Coloca mediatriz ai, ai vai ser

Ao invés do circulo, vai ser um quadrado

Ao mesmo tempo, os participantes consideram como possibilidade as nocdes

de ponto médio e téxi-circunferéncia. Tasilver, entdo, enfatiza a estratégia que ira4

possibilitar determinar duas taxi-circunferéncias. Neste momento, notamos que o

esquema desenvolvido por Tasilver é compreendido pelos demais participantes.

Participante

Tasilver

Filha do Rio

Anastacia

Tasilver

Nielir

Anastacia

Tasilver

Anastacia

Fala Registro e Comentarios
Olha, presta atencdo, vé so, cés O patrticipante Tasilver tenta argumentar
lembram que na questdo da fonte a com os demais participantes sobre a
gente tinha Varios pontos resolucdo da situacdo utilizando a
equidistantes e ndo eram marcados nogao de taxi-circunferéncia.

por uma circunferéncia era marcado
por um quadrado? entdo da pra usar
essa mesma légica aqui

Eu tracei o paralelogramo

A figura ilustra a fala de Anastacia sobre
Olha ai o paralelogramo que Filha do 0 paralelograma construido como uma
Rio fez das tentativas de Filha do Rio.

N&o gente os pontos formando um
quadrado tipo distantes da praca

E a gente vai fazer um quadrado ‘ oY

perpendicular 2 X
" . /

Mas ai ndo é equidistante ai, porque ‘
tem que ser um pra cinco e outro pra s :

6

Sim, mas ai... Equidistancia de cada
ponto, vai contar os pontos

®

Entdo faca que eu ndo sei fazer ndo



Tasilver

Anastacia

Japiter Maria

Tasilver

Japiter Maria
Tasilver

Anastacia

Vamos la

Eu achei os pontos, na minha
cabeca

Ah, eu entendi, vai fazer um
quadrado de 5 entre o ponto P e um
de 6 onde se encontrar

Um aqui e outro 14, onde se
encontrar vai ser a resposta

Tu é inteligente boy
Entendesse?

Ah, agora ja sei como €, vai. Agora
eu ja entendi tudo.
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Apéds terem considerado a estratégia de Tasilver como adequada para

resolver a situacdo, os participantes iniciam a construcdo no GeoGebra. Japiter

retoma a estratégia de Nielir de determinar uma circunferéncia e encontrar os quatro

pontos na intersecdo dos diametros e a malha, conforme trecho “tem que achar as

diagonais né? As diagonais tdo nas linhas retas”. Filha do Rio confirma a estratégia

apresentada inicialmente por Nielir ao mencionar que “as circunferéncias do inicio

faziam exatamente isso, elas batiam nos pontos extremos, né?”

A construcdo que os participantes apresentaram como solucédo corresponde

ao conjunto de pontos equidistantes 5 unidades da Praca e 6 unidades do shopping

que determinam duas taxi-circunferéncias, sendo os pontos da intersecéo os locais

possiveis para a casa de Lucas (Figura 62).
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Figura 62 - Solucéo apresentacao para a situacéo problema 4

-G

Fonte: Dados da pesquisa

ApoOs a construcdo, Tasilver conclui apontando que foi possivel perceber “que
em uma cidade planejada os pontos equidistantes ndo estdo sobre uma
circunferéncia e sim sobre um quadrado.”

Esta questéo exigiu dos participantes a apropriacdo do artefato simbdlico taxi-
distancia e do seu uso na constru¢do de taxi-circunferéncias. Notamos que o0s
esquemas desenvolvidos para as outras questdes nao foram suficientes para
associar diretamente a construcdo da circunferéncia mesmo conhecendo a
propriedade de equidistancia de um ponto fixo, indicando mais uma vez a dificuldade
em desvincular o objeto grafico na Geometria Euclidiana. Nesta situacdo as
dimensdes da instrumentalizacdo e instrumentagcdo ocorreram quase que
simultaneamente ao resolverem a questao.

Quanto aos esquemas desenvolvidos de maneira colaborativa nesta questao,
observamos que eles foram expressos por meio da retomada dos esquemas

individuais, no entanto, em poucos momentos percebemos a evolugdo em EACI, que
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acontece quando um esquema individual passa a ser considerado pelo grupo na

construcdo sincrona do conhecimento.

5.5 Sintese dos Resultados

Nesta secdo apresentaremos uma sintese dos resultados obtidos nas
situacdes problemas de acordo com as unidades de analise, a fim de situar os
principais aspectos identificados em relacdo a apropriacdo colaborativa do artefato
simbdlico taxi-distancia.

Em relacdo a comunicacao interpessoal, que corresponde a primeira unidade
de analise, foi possivel observar que o fato de os participantes serem todos de uma
mesma turma e ja se conhecerem antes do experimento fez com que a comunicacao
entre eles fluisse de maneira bastante perceptivel.

A partir da andlise dos fluxogramas das intera¢des, pudemos destacar alguns
aspectos relacionados aos modos de comunicacdo considerados no experimento,
virtual e presencial. Notamos que, na sessao 2 na qual os participantes trabalharam
presencialmente, houve maior envolvimento na resolucao das situacdes problemas e
que as interacdes foram mais rapidas e eficientes, considerando que as estratégias
elaboradas eram facilmente compreendidas pelos demais participantes sem que
houvesse a necessidade de elaboracdo muito detalhada das hipoteses e sugestdes.
Entendemos que na sessdo 1 por estarem trabalhando no ambiente VMT, que até
entdo era desconhecido para todos haveria a necessidade de mais tempo de
familiarizacdo com as ferramentas disponiveis. Diante disso, destacamos a
importancia do processo de génese instrumental do artefato tecnolégico utilizado e
conseqguentemente o desenvolvimento de outros esquemas relacionados ao VMT,
que nao foram discutidos por ndo ser o foco da pesquisa.

Consideramos a comunicacéo interpessoal como nossa principal fonte de
dados, visto que por meio dela foi possivel registrar as estratégias dos participantes
e, assim, identificar indicios da apropriacéo colaborativa do artefato simbalico.

Os fluxogramas de interacdo de cada situacdo deram uma visdo mais objetiva
do desencadeamento da comunicacao sincrona dos participantes e nos auxiliou a
analisar, a partir da sequéncia das falas, as trocas e constru¢bes compartilhadas

entre eles.
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Em nossa segunda unidade de analise, pudemos observar as tentativas de
acao com o artefato simbdlico taxi-distancia, ou seja, a descoberta progressiva do
artefato simbdlico taxi-distancia em instrumento.

Ficou evidente na resolucdo das situacbes problemas que as primeiras
tentativas de acdo com o artefato taxi-distancia tinham como principal referencial as
nocodes euclidianas que ja sdo do conhecimento dos participantes. Esta relacdo com
os lugares geométricos de equidistancia ja era esperada, pois, se tratando de
situacbes problemas, era necessério que os participantes tivessem condi¢bes de
iniciar a resolucao a partir de conhecimentos prévios e de esquemas desenvolvidos
anteriormente.

Para a resolucéo das situacdes problemas envolvendo os conceitos de menor
distancia, ponto médio, circunferéncia e mediatriz na Geometria do Taxi notamos
gue os conhecimentos prévios dos participantes sobre lugares geométricos de
equidistancia ndo foram suficientes quando eles precisaram utilizar a nocdo de
distancia na Geometria do Taxi.

O conflito entre os objetos graficos na Geometria Euclidiana e a “nova” nogéao
de distancia a ser considerada por eles nos possibilitou observar elementos da
Instrumentalizacdo, quando a partir deste conflito os participantes comecam a
moldar o artefato considerando as suas caracteristicas.

Ainda sobre a articulacdo com os lugares geométricos de equidistancia, ficou
evidente ao longo da analise das situacBes problemas que as representacdes
graficas na Geometria Euclidiana, que j4 era do conhecimento dos participantes,
prevaleceram sobre as definicdes formalizadas destes mesmos lugares geométricos
na Geometria do Taxi. Um exemplo disso pode ser visto na Situacdo Problema 4,
guando questionados sobre a equidistancia de um ponto fixo, conforme recorte da

transcricao:

Participante Fala

Pesquisadora Posso fazer um questionamento? Quando a gente tem um ponto fixo e a
gente quer todos os lugares que estdo a mesma distancia dele...

Japiter Maria Circulo
Tasilver Circunferéncia
Pesquisadora Certo, vocés podem usar essa mesma l4gica nessa questao?

Japiter Maria N&o, a gente ja tentou e ndo deu certo
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Nesta situacdo, os participantes haviam feito apenas a construcdo da
circunferéncia euclidiana, e como esta ndo atendeu ao que era solicitado, a
estratégia foi desconsiderada, ficando evidente, nesse momento, que, no conflito
entre objeto gréfico e definicdes, os participantes se apoiaram na representacdo da
circunferéncia euclidiana.

Estas observacdes em relacdo as tentativas de acdo com o artefato e sua
articulacdo com nocdes da Geometria Euclidiana nos direcionam a nossa ultima
unidade de analise referente a Instrumentacéao.

Nesta unidade, consideramos para a analise o uso do artefato simbdlico, o
surgimento dos esquemas individuais e a evolucdo dos esquemas em esquemas de
atividades coletivas instrumentadas (EACI). A partir da observacao e andlise desses
aspectos sera possivel apontar elementos sobre o processo de aprendizagem
colaborativa na apropriacéo do artefato simbdélico.

Diante da observacdo das tentativas de acdo com o artefato e a articulagéao
com as definicbes e representacdes na Geometria Euclidiana, que, como visto
anteriormente, prevaleceram sobre a definicdo de lugar geométrico formalizada,
compreendemos que, em nossa pesquisa, o uso do artefato simbolico em dados
momentos esteve condicionado a aceitacdo dos objetos graficos na Geometria do
Taxi. Dessa maneira, o uso do artefato simbolico taxi-distancia na resolucdo das
situacdes ndo dependeu apenas da sua apropriacdo e, sim, pela aceitacdo, por
parte dos participantes, dos objetos que tém suas representacdes modificadas
diante da nocao de distancia utilizada. Como exemplo, o reconhecimento da taxi-
circunferéncia, como um lugar geométrico de equidistancia, visto que sua
representacéo se assemelha a um quadrado.

Em relac@o ao surgimento dos EACI nas interacdes, as andlises confirmaram
gue, assim como apontado por Rabardel (1995), eles evoluem a partir dos
esquemas individuais, o que pode ser constatado a partir das conexdes nos
fluxogramas de interagoes.

Ficou evidente durante toda a analise que, inicialmente, as estratégias eram
apresentadas por um ou dois participantes e que, a partir das discussodes, os demais
participantes passavam a compreendé-las e a considerar na constru¢do colaborativa
das resolucdes.

Vale ressaltar que, em algumas situacdes, essa compreensao das estratégias

nao se deu de maneira rapida, sendo necessarias discussfes para testar e validar
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diferentes hipoteses e, s6 assim, ser compreendida e considerada para a resolucao
da situacéo problema.

Mediante a reconstrucdo das estratégias e interacdes dos participantes
pudemos identificar dois elementos centrais presentes nas definicdes e fen6menos
da aprendizagem colaborativa, sendo eles: a) uso implicito ou explicito dos
esquemas individuais como esquema coletivo e b) argumentacdo e negociacdo na
resolucao das situacdes problemas.

Estes dois elementos indicam que houve a coordenagdo das acdes
individuais e a evolugcdo de esquemas compartilhados como contribuicdo para
alcancar um objetivo comum (RABARDEL,1995).

Dessa maneira, podemos notar na analise das situacdes problemas que para
0s participantes colaborarem por meio do artefato simbolico téxi-distancia foi
necessario chegarem a um acordo compartiihado do seu uso, sendo estes,

evidenciados a partir dos EACI.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve como objetivo analisar o processo de aprendizagem
colaborativa com base nos esquemas de atividades coletivas instrumentadas de
licenciandos de um curso direcionado ao estudo da Geometria Grafica, com énfase
na apropriagdo do artefato simbolico téxi-distdncia por meio da resolugdo de
situacgdes problemas.

Para fundamentacdo tedrica de nossa pesquisa, propusemos uma
aproximacdo entre a Aprendizagem Colaborativa com Suporte Computacional
(Computer-supported collaborative learning — CSCL), com base nos trabalhos de
Stahl, Koschmann e Suthers (2006) e Dillenbourg (1996), e a Abordagem
Instrumental discutida principalmente no texto de Rabardel (1995) e integrada na
Didatica da Matematica por meio dos trabalhos de Guin e Trouche (1999; 2002).

Em relacdo a colaboracao, discutimos, inicialmente, os aspectos relacionados
a seu uso no ambito educacional, a partir da sua definicdo, caracteristicas e a
relacdo entre aprendizagem colaborativa e individual. Dessa maneira, tomando
como base Vygotsky (1998) compreendemos que cada sujeito tem capacidade de
desenvolvimento diferente quando envolvido em uma situagao de colaboracao.

Considerando o0 objetivo de analisar o processo de aprendizagem
colaborativa dos participantes da pesquisa utilizamos a Abordagem Instrumental
(RABARDEL, 1995), com énfase na nocdo de esquemas de atividades coletivas
instrumentadas (EACI) como uma proposta para identificar e analisar elementos que
apontem para a construcao colaborativa de conhecimento.

Para possibilitar a andlise do processo de aprendizagem colaborativa a partir
dos EACI, adotamos conceitos da Geometria do Taxi, uma geometria nédo
euclidiana, que como apontado na revisdo da literatura e andlise dos aspectos
didaticos tem aplicacbes na educacédo basica e superior, no entanto, € pouco
explorada nos curriculos. Nesse sentido, justifica-se a escolha de conceitos dessa
geometria, pois entre outros fatores, 0s conceitos possuem um carater desafiador
que permite confrontar as definicbes da Geometria Euclidiana gerando conflitos
cognitivos e ao serem propostas em uma situacdo de colaboracdo possibilitam a
mobilizagédo dos esquemas de atividades coletivas instrumentadas.

Caracterizamos o0 conceito de distancia na Geometria do Taxi buscando

relacionar com conceitos da Geometria Euclidiana, com foco nos lugares
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geomeétricos de equidistancia, considerando que a partir da nocédo de distancia nas
duas geometrias, ocorrem modificacbes nas representacdes graficas dos objetos
matematicos. Por isso, evidencia-se como fundamental a apropriacdo da noc¢édo de
distdncia na Geometria do Taxi para compreensdo dos objetos representados
segundo tal nocéo.

Ao compreender a importancia da nocéo de taxi-distancia para a construcao
de conhecimento sobre a Geometria do Téxi, tomamos 0 conceito como Nnosso
artefato. Dessa maneira, nossa pesquisa se situa no ambito das discussdes e
desenvolvimento de estudos sobre artefatos simbalicos.

Ainda sobre a Geometria do Taxi e com base no estudo realizado,
concordamos com Krause (1986) quando aponta que ela possui uma importancia
pedagdgica e matematica muito significativa, a medida que possibilita uma
proximidade com a Geometria Euclidiana e modela a realidade de centros urbanos
bem planejados, facilitando, assim, sua aplicacdo em sala de aula.

Nos procedimentos metodoldgicos discutimos sobre as escolhas necessarias
para a analise do processo de aprendizagem colaborativa com base nos EACI.
Organizamos a pesquisa em duas partes, sendo a primeira destinada a concepcéo
do experimento e a segunda a sua aplicacao.

As escolhas metodoldgicas contemplaram a delimitacdo do campo, sujeitos
da pesquisa e do software GeoGebra, bem como, a concepcdo do experimento a
partir da selecédo, estudo e refinamento das situacdes problemas por meio de um
estudo piloto realizado com dois participantes no qual pudemos observar as
dificuldades na resolucédo das situacdes e realizar ajustes para o experimento final.
Na segunda parte da pesquisa, direcionada a aplicacdo do experimento, foram
apresentados o roteiro de colaboracdo, a descricdo das sessdes colaborativas e
definidas as unidades de analise.

Com base nas unidades de andlise (comunicacdo interpessoal,
instrumentalizacéo e instrumentacao), realizamos a andlise dos resultados obtidos
na resolucédo de cada uma das situacdes problemas de acordo com seus objetivos e
conceito envolvido. A sintese dos resultados apresenta o0s principais aspectos
identificados na realizagéo das situagdes problemas e nos permitiram observar se 0s
objetivos foram atendidos.

Vale aqui, retomar os objetivos especificos da pesquisa:
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a) ldentificar indicios do desenvolvimento de esquemas de atividades
coletivas instrumentadas a partir das sequéncias de interacdes na realizacdo das
situagcdes problemas;

b) Investigar o processo de instrumentalizacdo dos licenciandos em relagao
ao artefato simbolico taxi-distancia;

c) Investigar o processo de instrumentacdo da taxi-distancia a partir da
resolucao das situacdes problemas;

d) Apontar por meio dos esquemas de atividades coletivas instrumentadas
elementos que indiqguem a apropriagcdo colaborativa do artefato simbdlico taxi-

distancia.

Diante dos resultados obtidos apresentamos as conclusdes da pesquisa,
destacando se esses objetivos foram atendidos, bem como uma discussdo acerca
das contribuicdes da dissertacdo e as limitacGes identificadas e que podem servir
como norteadoras para outras pesquisas.

A andlise do processo de aprendizagem colaborativa foi possivel por meio da
reconstrucdo de sequéncias de interacbes, nas quais pudemos identificar o
surgimento dos EACI e, assim, apontar a apropriacdo colaborativa do artefato
simbdlico taxi-distancia. Desta maneira, concluimos que a aproximacao da CSCL e
da Abordagem Instrumental a partir das unidades de analise permitiu atender o
objetivo da pesquisa, que visava identificar indicios do desenvolvimento desses
esquemas.

As tentativas de acdo com o artefato simbdlico taxi-distancia nos propiciaram
observar um aspecto bastante pertinente quando consideramos 0os mesmos objetos
matematicos sendo trabalhados em duas geometrias distintas. O conflito entre a
compreensao dos participantes sobre objeto grafico e sua definicdo formalizada
evidenciou que h& uma dificuldade na aceitacdo por parte dos participantes das
representacbes graficas que ndo sejam de acordo com a nocdo de distancia
euclidiana. Assim como Leivas (2016) a nossa pesquisa permitiu observar que 0s
sujeitos se apoiam principalmente nas representacbes graficas e confirmam a
dificuldade em sair do espaco euclidiano e aceitar outros espagos.

Diante desta dificuldade, conforme apresentado na sintese dos resultados,
notamos que a apropriacdo do artefato simbolico em nossa pesquisa esteve ligada

nao apenas ao surgimento e evolucdo dos padrbes de uso do artefato, mas,
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principalmente, a aceitacdo das propriedades do artefato taxi-distancia como
verdadeiras.

Ao escolher utilizar a nogdo de taxi-distancia, nossa pesquisa propde-se,
também, a contribuir nas discussfes sobre a utilizacdo de artefatos simbdlicos, pois
como pudemos identificar em nossos estudos, ainda sdo poucos os trabalhos que
utilizam a Abordagem Instrumental para entender a apropriagdo de conceitos e
propriedades de objetos mateméticos. Entendemos que no caso dos artefatos
simbdlicos os esquemas desenvolvidos tém a fungéo de orientar os participantes no
sentido de encontrar soluces de tarefas especificas inerentes do artefato (NETO;
SILVA, 2017) sendo este um importante campo de discussdo na educacao
matematica.

Ao analisar o experimento, além dos dados direcionados a apropriacdo do
artefato simbdlico, é importante destacar aspectos relativos a aprendizagem
colaborativa.

A construgcdo das sequéncias de interacdes sé foi possivel pois os
participantes diante das situagdes problemas sentiram a necessidade de
compartilhar suas estratégias e hipoteses. Segundo Stahl, Koschmann e Suthers
(2006, p. 9) “isto se deve a necessidade que os participantes tém na colaboracéo de
mostrarem uns aos outros o seu entendimento do significado que esta sendo
construido na interagéo”.

Ainda segundo os autores, as declaracbes e construgdes produzidas durante
a colaboracdo sao feitas pelos participantes para expressar sua compreensao,
sendo esta a base para a colaboracdo bem-sucedida.

Ao relacionar a afirmacao dos autores acerca das constru¢cées compartilhadas
e o texto de Lonchamp (2012), destacamos que o trabalho com instrumentos
representacionais permitiu que o0s alunos exteriorizassem seus proprios
conhecimentos, tornando-os disponiveis para 0s outros de maneira a conectar,
reinterpretar e expandir o conhecimento desenvolvindo, que em nossa pesquisa, se
deu por meio da apropriacdo do artefato taxi-distancia.

As interacOes e construgado colaborativa de conhecimento permitiram, entéo,
reconstruir o processo colaborativo com base nos esquemas de atividades coletivas
instrumentadas com énfase no processo de apropriacdo do artefato taxi-distancia.

Diante disso, foi possivel atender aos objetivos da pesquisa, tanto quanto as
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dimensdes da instrumentalizacdo e instrumentacdo, quanto a a apropriacao

colaborativa do artefato simbodlico taxi-distancia.

A andlise do processo de aprendizagem colaborativa também oportunizou a
observacdo de diferentes aspectos a serem considerados em situagbes que
envolvam a construcdo compartilhada de conhecimentos, como exemplo, o tempo
de observacado, as formas de comunicacdo e a escolha das atividades a serem
realizadas.

O tempo de observacédo das sessOes colaborativas nos permitiu analisar as
interacbes e a colaboracdo enquanto os participantes resolviam as situacfes
problemas. No entanto, considerando que o apropriagcdo do artefato pode ser
duravel ou permanente, apontamos que acompanhar por um periodo maior 0s
participantes trabalhando juntos possibilita analisar se os esquemas desenvolvidos
de maneira colaborativa se mantém a partir da exploracdo das construcfes e de
novas hipéteses atribuidas as situacdes problemas.

Concordamos, dessa maneira, com Drijvers e Trouche (2008) quando
enfatizam que a transformagcdo de um artefato — particularmente se for um
instrumento complexo do ponto de vista matematico — requer tempo.

Em relacdo a comunicacao interpessoal, assim como destacado na sintese
dos resultados, esta possibilitou o registro dos esquemas desenvolvidos pelos
participantes por meio das interacdes, com destaque para o desencadeamento das
interacdes apresentado nos fluxogramas. A partir da representacdo grafica das
sequéncias de interacdes, pudemos observar a participacdo de todos e a
comunicacdo constante entre eles, evidenciando que as situacdes problemas néo
foram resolvidas de maneira isolada e, sim, compartilhadas entre todos os
participantes.

Sobre a comunicagao presencial, esta se mostrou mais eficiente em nossa
pesquisa, no entanto, destacamos que compreender e analisar 0s aspectos
direcionados a colaboracéo virtual, como ocorreu na 12 sessao colaborativa, se faz
necessario no ambito das discussfes da CSCL, visto que, um dos seus desafios &
garantir a interacdo e colaboragdo por meio de diferentes recursos tecnolégicos que
devem dar suporte a todo processo de colaboracao online.

Outro ponto relacionado a analise dos dados, diz respeito a escolha das

atividades a serem realizadas em uma situacédo de colaboracdo. Como apontado
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anteriormente, a escolha do artefato simbdlico taxi-distancia, considerou o fato que
em uma situacdo na qual se pretende observar as interagcbes e construcao
colaborativa entre sujeitos, as atividades precisam ser pensadas de maneira a dar
suporte a colaboracao, visto que, questbes consideradas faceis demais ou dificeis
demais poderiam ser um entrave a colaboracdo. Nesse sentido, reforcamos que a
escolha da Geometria do Taxi em nossa pesquisa foi adequada para observar o
processo colaborativo entre os participantes.

A andlise do processo de aprendizagem colaborativa por meio dos esquemas
de atividades coletivas instrumentadas se mostrou adequada para nossa pesquisa e
nos permitiu atingir nossos objetivos, no entanto, é importante destacar alguns
pontos relacionados a dificuldades e possibilidades desta articulagéo entre as duas
teorias.

Do ponto de vista tedrico, a analise dos esquemas € algo complexo, uma vez
gue, ao pesquisador cabe apenas reconstruir os esquemas a partir da sua
interpretagcdo e embasamento tedrico diante da impossibilidade de acesso aos
esquemas mentais. Em se tratando da reconstru¢cdo de esquemas coletivos, a
dificuldade reside na reconstrucdo das sequéncias de interacdo que apresentem a
construcdo colaborativa de um conhecimento.

Em nossa pesquisa, 0 registro das interacbes foi possivel diante dos
instrumentos de coleta de dados e a posterior transcricdo fonética, no entanto, a
reconstrucdo das sequéncias que indicavam a construcdo colaborativa, a
apropriacdo do artefato, as tentativas de acdo e estratégias apontadas pelos
participantes exigiu uma analise detalhada de acordo com 0s aspectos tedricos
expressos a partir das unidades de andlise.

Entendemos que na reconstrugcdo das sequéncias e identificagdo do
surgimento e evolucdo dos esquemas colaborativos reside a principal contribuicdo
da articulagdo entre a CSCL e a Abordagem Instrumental, pois é por meio desta
reconstrucdo que os esquemas de atividades coletivas instrumentadas e a
colaboracéo entre os participantes foram expressas.

Além de evidenciar as conclusdes relacionadas aos objetivos e contribui¢cdes
da pesquisa compreendemos ser pertinente apresentar a visdo dos participantes
sobre a experiéncia de trabalhar de maneira colaborativa.

ApOs a conclusdo das situagdes problemas, houve um momento de

oficializacdo dos conceitos que haviam sido considerados para as situagbes
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problemas, bem como o resgate do objetivo do experimento de propor que 0S
participantes trabalhassem de maneira colaborativa na resolucdo das questdes.
Diante do recorte da transcricdo das interacbes, foi possivel apontar o
reconhecimento por parte dos participantes da importancia de trabalharem de
maneira colaborativa como uma das variaveis que possibilitou a resolucdo das

situacdes problemas. Isto pdde ser confirmado na fala da participante Filha do Rio:

Participante Fala

Filha do Rio E acho que a gente vai sair daqui tipo, a gente conseguiu ser mais
rapido, porque trabalhou junto

Tasilver Verdade
Filha do Rio E eu pelo menos ndo vou esquecer nunca mais desse negoécio, porque

fica na cabega como a gente discutiu, se tivesse feito sozinho acho
que num teria sido t&o...

Tasilver Exato
Jupiter Maria E
Filha do Rio Na&o teria sido a mesma coisa. Porque sdo varias mentes diferentes

Diante deste recorte, no qual os participantes apontam o trabalho em grupo
como necessario para a resolucdo das situacdes problemas propostas a eles, é
possivel confirmar as contribuicbes da colaboracdo no processo de aprendizagem
dos participantes, pois ao terem contato com diferentes estratégias eles puderam
refletir sobre o seu proprio conhecimento e assim desenvolver esquemas
compartilhados.

Outro ponto a ser destacado a partir do feedback dos participantes refere-se a
construcdo de um novo conhecimento, como expresso na fala de Jupiter “e agora a
gente sai daqui sabendo que existe uma Geometria do Taxi, que eu ndo sabia
disso”.

A importancia da construgdo de um novo conhecimento pelos participantes
significa para além da aplicacdo deles, uma possibilidade de enxergar novas
estratégias didaticas que aproximem o estudo da Geometria Euclidiana e da
Geometria do Taxi com o cotidiano das pessoas, tornando o ensino da Matematica e
da Geometria Gréafica menos abstrato e facilmente reconhecido em suas aplicacbes

diarias.
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Considerando as questfes apresentadas em nossa pesquisa, podemos
apontar tematicas relevantes a serem exploradas em pesquisas futuras sobre a
CSCL e a Abordagem Instrumental. Os esquemas de atividades coletivas
instrumentadas se mostraram adequados para analisar a aprendizagem do ponto de
vista da colaboracdo. Sendo este um conceito da Abordagem Instrumental pouco
explorado cabe ressaltar a importancia de aprofundar os estudos sobre as suas
caracteristicas e sobre 0 seu uso como unidade de analise.

Percebemos, também, que o trabalho com o artefato simbdlico foi bastante
significativo do ponto de vista da descoberta progressiva das suas propriedades e da
atribuicdo de condicbes ao seu uso. Estudar o uso dos artefatos simbdlicos na
educacdo matemética podera contribuir nas pesquisas relacionadas ao processo de
aprendizagem de diferentes conceitos e propriedades matematicas.

Consideramos também pertinente investigar o uso do artefato simbdélico taxi-
distancia com diferentes grupos de sujeitos, como exemplo, licenciandos em
Matemética, de maneira a identificar como este ser4 moldado de acordo com as
particularidades proprias da area de formacao destes sujeitos.

Acreditamos que essa pesquisa apresenta contribuicdes importantes para o
estudo e a andlise da aprendizagem colaborativa com base nos esquemas de
atividades coletivas instrumentadas, além de apresentar diferentes possibilidades de
uso de conceitos pouco explorados dentro da Abordagem Instrumental, como o
artefato simbdlico e o0s esquemas de atividades coletivas instrumentadas.
Esperamos que a partir das limitacdes, possibilidades e apontamentos aqui
evidenciados outras pesquisas busquem solucbes e aplicacdo em diferentes
contextos.

Para além das expectativas académicas da pesquisa, esperamos por meio
dela apresentar a colaboracdo como uma habilidade necesséaria a formacdo dos
sujeitos e que deve ser valorizada por nés, educadores, como uma abordagem que

envolve diferentes sujeitos trabalhando em prol de um objetivo comum.
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Antes de comegar as afividades algumas informacdes sobre a realizagao
da $essa0 colaborativa.

9

Apresentagédo do experimento

Este experimento faz parte de uma pesquisa em nivel de mestrado realizada no
Programa de Poés-Graduagdo em Educagdo Matematica e Tecnolédgica
(EDUMATEC- UFPE) pela mestranda Elizabeth Cristina Rosendo Tomé da Silva.

Os participantes ficam cientes de que € compromisso dos pesquisadores preservar
o sigilo e a privacidade dos participantes cujos dados serao estudados e
divulgados apenas em eventos ou publicagoes cientificas, de forma anénima,
nao sendo usadas iniciais ou quaisquer outras indicagbes que possam
identifica-los.

Para esta sesséo colaborativa serdo propostas quatro situagdes problemas que
deverdao ser realizadas colaborativamente e de maneira sincrona
(simultaneamente) atraves das hipoteses, conhecimentos, ideias e sugestdes
construidas nas interagdes entre os participantes.

Serdo 5 participantes realizando a atividade presencialmente com o auxilio
de um software para as construgdes.

As construgdes graficas poderdo ser realizadas através do software de
Geometria Dinamica GeoGebra.
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Resolugao Colaborativa das Atividades

Em nossa pesquisa iremos considerar a construgdo das situagéo
problemas.

0e®
oW

Diante desta definicao sobre colaboragéo enfatizamos que as atividades deverédo
ser resolvidas com a participagéo de todos os participantes de maneira coletiva
durante todo o experimento.

SITUAGOES PROBLEMAS

Ao acessar a pasta Situagdes Problemas vocés encontrardo 5 arquivos no formato.
ggb. para ser acessado pelo GeoGebra abas, sendo 4 delas a serem utilizadas
para a resolugéo e discusséo das situagdes problemas e o arquivo Discussdes o
espago para realizar possiveis construgdes durante as discussdes.

Vocés terdo acesso as ferramentas do disponiveis na barra de ferramentas do
GeoGebra.



Antes de iniciar as situagdes imaginem uma cidade na qual todas as ruas séo paralelas entre
si e 0s quarteirdes se organizam de maneira equidistante. Essa Cidade Planejada pode ser

comparada com esta imagem aérea da cidade de Barcelona.

Fonte: The City Fix Brasil (2017)

As situagdes a serem resolvidas consideram esta configuragdo de cidade (ruas paralelas
e equidistantes).

Agora é com voces!

Como resolver estas situacoes em uma Cidade Planejada?
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1 — Aconteceu uma coliséo entre dois veiculos na Cidade Planejada no local indicado em X = (-
1,4). Ha dois carros de socorro na area, o veiculo do médico Carlos em (2,1) e carro da médica
Débora em (-1,-1). Qual veiculo o servigo de socorro deve mandar para o local da coliséao?

+
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2 - Onde comprar o apartamento?

a) Alice e Bruno estdo olhando apartamentos na Cidade Planejada. Alice trabalha no parque
de diversdes, localizado em A = (-3, -1), e Bruno, na padaria localizada em B = (3,3).
Sendo eles ecologicamente conscientes, caminham até onde trabalham. Decidiram
comprar seu apartamento considerando que ele deveria ser localizado préximo, de modo
que a distancia que Alice teria de caminhar para seu trabalho mais a distancia que Bruno
teria de caminhar para o seu, fosse a menor possivel. Localizem no mapa a area que
atenda a necessidade deles de caminhar a menor distancia possivel entre o apartamento
e o trabalho de cada um.

+




b) Em um momento de cavalheirismo Bruno decide que a soma das distancias ainda deve
ser a menor, mas Alice ndo deve ter que andar mais do que ele. Agora, onde eles
poderiam procurar um apartamento?

c) Diante da atitude de Bruno, Alice concorda que a soma das distancias deve ser minima,
mas ela acredita que o correto € que ambos tenham exatamente a mesma distancia para
caminhar até o trabalho. Agora, onde eles poderiam escolher o apartamento?

d) Depois de um dia sem sucesso na busca do apartamento eles decidem ampliar a &rea de
pesquisa. O Unico requisito que eles mantém é que ambos estejam a mesma distancia de
seus trabalhos. Agora, onde eles deveriam olhar?

3 — No Parque da Cidade Planejada seré instalada uma fonte de agua em F = (1,1) que devera
estar a uma mesma distancia de diferentes espagos do parque. Estes espagos estéo localizados
em:

E1=(-31);, E2=(-2,2); E3=(-1,3); E4=(0,4); E5=(1,5); E6=(24); E7=(3,3); E8=(4,2); E9=(5,1);
E10=(4,0); E11=(3-1); E12=(2-2); E13=(1,-3); E14= (0,-2); E15= (-1,-1); E16= (-2,0).

Localizem estes pontos e discutam se todos eles estdo a mesma distancia da fonte. Se todos
estiverem a uma mesma distancia discutam sobre como é possivel confirmar isso.

n
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4 — Lucas é um dos moradores da Cidade Planejada. A distancia da sua casa até o shopping da
cidade localizado em S (-3,0) é de 6 quadras e dentro de 5 quadras da Praga da cidade, P (2,2).
Onde esté localizada a casa de Lucas?

oy

o 4

As solugdes deverao ser apresentadas no GeoGebra e as discussoes das
resolucoes apresentada oralmente durante o experimento.
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APENDICE B

Instrugbes ambiente VMT

Ambiente Virtual — Virtual Math Teams (VMT)

O VMT é um ambiente online desenvolvido para ser um espago de resolugéo
de atividades matematicas de maneira colaborativa;

Fornece uma infraestrutura de colaboragdo para ferramentas visuais de
matemaética como o software GeoGebra;

Tela inicial do VMT

Virtual Math Teams

Collaborative Workspaces for Exploring the World of Math

Try out a Workspace

Sera acessado através do link: https://vmt.mathematicalthinking.org/




Na tela inicial vocés irdo acessar o VMT através dos logins indicados abaixo e a
senha ja disponibilizada;

anastacia01

tasiver01

nielir01

jupitermaria1

filhadorio01

e [ Do Do [o

Apos realizar o login sera indicada a sala virtual que vocés fazem parte, conforme
exemplo abaixo:

Rooms I'm a member of

Ao clicar na sala virtual o sistema ira apresentar a seguinte mensagem:

Vocé foi convidado para Experimento 2. Se vocé acha que foi adicionado a
este curso por engano, pode clicar em "sair" e sera removido.
(TRADUGAO)
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EEE
Experimento 2
Due Date 10/28/2019
Type GeoGebra
Privacy private
Facilitators erosendo25

ENTER §

Ao acessar 0 ambiente do VMT é
necessario clicar na opgéo ENTER que
estara no canto inferior esquerdo da
tela para entrar na Sala Virtual, como
exemplo ao lado.

TELA DA SALA VRTUAL

A sala virtual dispde do software GeoGebra e de uma janela de Chat (indicada
na imagem acima) que sera utilizada para comunicagéo dos participantes.

A fungdo Take control / Release control possibilita que os participantes
utilizem a tela do GeoGebra um de cada vez.

virtual Ma eams

Situacdo problema

N ENCIEIPANE

My VM Communi a  erosendoZ

Experimento 2

Chat

el
il

VMTbot

kym

13r3n nrahlama

erosendo24 swtiched to Situagao

VMThbot: erosendo24 took control

VMTbot: erosendo24 swtiched to 2

RELEASE CONTROL
e
Referencing
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APENDICE C

QrCode — Arquivo com as transcrigdes




