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RESUMO

Esta pesquisa debruca-se sobre os elementos que possibilitam o desenvolvimento
de uma prototipacdo de um micromundo matematico, para a abordagem da
manipulacéo das representacdes grafica e algébrica das solu¢des de um Sistema de
Equacao Linear. Como aporte tedrico-metodoldgico, evidenciamos alguns principios
da Engenharia Didético-Informatica, a qual, em uma perspectiva transdisciplinar, € o
resultado da integracdo dos principios da Engenharia Didatica e os da Engenharia
de Software, com vista a fornecer encaminhamentos tedrico-metodologicos para a
identificacdo das necessidades do dominio, mais especificamente, do nosso objeto
de estudo. Dessa forma, desenvolvemos uma ampla abordagem dos Sistemas
Linearespor meio da analise preliminar de suas dimensfes epistemoldgica,
cognitiva, didatica e informética. A guisa de comentério, vale destacar que toda essa
andlise subsidia o processo de elaboracédo dos requisitos a serem contemplados na
prototipacdo. Um segundo elemento que pomos em evidéncia se refere a analise
dos software existentes que tratam do nosso objeto de estudo, uma vez que, em
nossa pesquisa, mostrou-se deveras pertinente, pois nos possibilitou um panorama
das atividades que ja eram contempladas e das lacunas que eles apresentavam.
Desse modo, propusemos uma proposta viavel de um futuro software a luz dos
elementos trazidos pelas quatro dimensdes supracitadas, por meio da qual

esperamos responder de uma certa forma as especificidades que esse tema exige.

Palavras-Chave: Matemética- Estudo e Ensino. Sistemas de Equac&o Linear.

Engenharia de Software. Engenharia.



ABSTRACT

This research focuses on the elements that allow the development of a prototype of a
mathematical microworld. It is related to the manipulation of graphical and algebraic
representations of solutions in a Linear Equation System. As theoretical and
methodological support, we focus on some principles of Didactic and Informatics
Engineering, which, as a transdisciplinary perspective, is the result of the integration
between Engineering Pedagogy and Software Engineering principles. Based on that,
we developed a broad approach to Linear Systems from a preliminary analysis of its
epistemological, cognitive, didactic, and informatics dimensions. It is important to
note that this analysis subsidizes the process of elaboration of requirements to a
prototype. The second element in this research is the analysis of software that deals
with our object of study, which, in turn, allowed us an overview of the activities that it
already contemplated and possible gaps. Thus, we proposed a future software from
the elements of the four dimensions above, hoping to respond to the specifics

features that this theme requires.

Key-words: Mathematical- Study and Teaching. Linear equation systems. Software

Engineering. Engineering.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho, damos evidéncia a um conteddo matematico cuja
abordagem se inicia no 8° ano (antiga 72 série) do Ensino Fundamental, estende-se
ao Ensino Médio, chegando ao Ensino Superior em alguns cursos, mais
especificamente na Licenciatura em Matematica, em disciplinas obrigatorias como:
Algebra Linear e Calculo Numérico - os sistemas de Equagdes Lineares. Esse
conteudo tem grande aplicabilidade em contexto matematico e em situacbes

aplicadas. Segundo Leon (2011):

Provavelmente o problema mais importante da matematica € o da resolugao
de um sistema de equag0es lineares. Mais de 75% de todos os problemas
matematicos encontrados em aplicagdes cientificas e industriais envolvem a
resolucdo de um sistema linear em algum estagio. Usando métodos
modernos da matemética, é frequentemente possivel reduzir um problema
sofisticado a um simples sistema de equacdes lineares (...) (LEON, 2011, p.
01).

E, ainda, segundo o Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino
Médio (PNLD), “A abordagem dos sistemas de equagbes lineares tem um papel
importante ndo sé para a formacdo matematica como na modelizacao algébrica de

muitas situacdes das ciéncias e da Tecnologia” (BRASIL, 2005, p. 73).

O desejo em pesquisar sobre 0 objeto matematico, sistemas de equacdes
lineares, surgiu na minha graduacdo em Licenciatura em Matematica, estendendo-
se na Pos-Graduacao (lato sensu) e culminando agora com esta dissertacdo. Sou
professor de Mateméatica da Educacédo Bésica (Ensino Fundamental anos finais e
Ensino Médio) e, movido pelas inquietacdes suscitadas pelos alunos, haja vista a
dificuldade que eles apresentam frente a esse objeto matematico, o que fez com que
eu me debrucasse na busca da compreensdo de tais questdes. A titulo
exemplificativo, menciono algumas recorréncias que tenho verificado ao longo de
minha pratica docente, entre 0s alunos, quanto ao nosso objeto. Ei-las: alto indice de
erros, em avaliagles interna e externa, de questbes que abordam, por exemplo, a
solucdo de um sistema de equacdes lineares formado por trés equacdes e trés
incognitas; de reconhecer o ponto de intersecdo da representacdo grafica do
sistema linear como sua solucdo. Essas constatacbes nos forneceram
encaminhamentos iniciais a identificagcdo e a compreensdo das necessidades do

dominio.
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Ao realizar uma busca na literatura, constatamos que, no Brasil, espera-se

gue o ensino de Sistemas Lineares se inicie no 4° ciclo do Ensino Fundamental (8° e

9° anos), segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN). A proposta para

esse ciclo é que sejam trabalhados sistemas com duas equacdes e duas incognitas,
abordados tanto no registro algébrico quanto no geomeétrico.

Resolucéo de situagBes-problema por meio de um sistema de equacdes do

primeiro grau, construindo diferentes procedimentos para resolvé-lo,

inclusive o da representacdo das equacfes no plano cartesiano, discutindo

o significado das raizes encontradas em confronto com a situagéo proposta
(BRASIL, 1998, p. 88).

Essa ideia foi amplamente corroborada pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), propondo o inicio do ensino de Sistemas Lineares, também, no
8° ano do Ensino Fundamental e, para esse fim, é apontado como habilidade a ser
desenvolvida nesse ano de escolarizacdo. Dessa forma: “Resolver e elaborar
problemas relacionados ao seu contexto proximo, que possam ser representados
por sistemas de equacdes de 1° grau com duas incégnitas e interpreta-los,

utilizando, inclusive, o plano cartesiano como recurso” (BRASIL, 2018, p. 311).

Ainda no Ensino Fundamental, os documentos oficiais, como os PCN,
apontam para a necessidade de se trabalhar o significado das solu¢cdes encontradas

em face do sistema linear proposto.

Esse enfoque também é preconizado em documentos que se debrucam na
etapa do Ensino Médio, como as Orientacbes Curriculares para o Ensino Médio
(BRASIL, 2006), quando € proposto que os sistemas lineares sejam trabalhados
algebricamente e geometricamente nessa etapa de escolarizacdo. Assim, “No
estudo de sistemas de equacbes, além de trabalhar a técnica de resolucdo de

sistemas, é recomendavel colocar a algebra sob o olhar da geometria” (ibid., p. 77).

Tomando por base a abordagem evidenciada pelos curriculos e documentos
oficiais, de se trabalhar os Sistemas Lineares nos registros algébrico e grafico,
percebe-se, por meio dessa, uma clara sinalizacdo a uma das caracteristicas
importantes da Matematica e, por consequéncia, do seu ensino, que Sao 0s Varios
sistemas de representacdo dos seus objetos de estudo. Disso, percebe-se que a
Matematica apresenta uma particularidade que a torna bastante especifica, a qual,

por sua vez, se verifica pelo carater abstrato de seus objetos de estudo, sendo essa
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constatacdo corroborada pelo fato de ndo termos um acesso direto a eles. Dessa
forma, percebe-se a necessidade de representa-los tomando, para isso, 0s varios
registros de representacdo. Dentre eles, chamamos atencdo ao registro algébrico,

ao gréfico e, também, ao registro por meio da lingua natural.

Em sua teoria dos Registros das Representacdes Semioticas (TRRS), Duval

(2004) propbe que todas essas representacdes possam ser evidenciadas por meio

de sistemas semioticos. Propor-nos-emos, nesta pesquisa, a realizar uma

abordagem para o ensino dos Sistemas Lineares nos registros grafico e algébrico.

Dessa forma, precisamos de uma teoria que fundamente e ajude-nos a entender a

complexidade desses registros e, mormente, suas articulagdes. E, assim, a escolha

da TRRS como nosso quadro tedrico, nos parece bastante pertinente, pois ela nos

fornece o0s elementos necessarios para essa compreensdo. A respeito da

complexidade dos registros de representacédo e de suas articulagdes, encontramos
em Freitas (1999):

Observo que as razbes das dificuldades dos alunos na interpretacdo dos

resultados obtidos apds a aplicacdo de um método de resolugdo a um

sistema linear podem estar ligadas ao fato de que, métodos de resolugéo se

reduzem a um algoritmo, enquanto que a interpretacdo dos resultados

obtidos exige articulagdo entre diversos conceitos, que podem envolver

diferentes quadros e registros de representagcdo. Assim, as solucdes de um

sistema linear podem ser relacionadas, por exemplo, a pontos, retas e

planos, o que permite se passar de uma manipulagdo algébrica a uma
ilustracé@o grafica em dimenséo 2 ou 3 (FREITAS, 1999, p. 24).

Eis que, neste momento, se faz proficua a evidenciacdo de nossa hipétese
de pesquisa, a qual levou em consideracdo o0 que se espera, segundo o0s
documentos oficiais, do ensino dos Sistemas Lineares no Ensino Fundamental anos
finais e no Ensino Médio. Dai, a nosso ver, deve-se dar devida atencdo aos varios
registros de representacdo e a suas correspondentes articulacdes frente ao nosso
objeto de pesquisa; e, igualmente, consideramos que sua inobservancia podera
recrudescer um ensino que néo explora todas as potencialidades de abordagem
para um mesmo objeto matematico, redundando-o, muitas vezes, em um ensino
limitado a abordagem de apenas um dos registros. Isso nao favorece, a nosso ver,
uma compreensao ampla do objeto em estudo. A titulo de ilustracdo, podemos citar
a “mecanicidade” de como s&o trabalhados, reiteradamente, nessas etapas de
ensino, os métodos de resolucdo dos sistemas de equacdes lineares. Isto €, da-se

uma énfase muito grande aos algoritmos de resolucédo e as operacdes envolvidas,
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frequentemente, limitados ao campo algébrico. Disso, infere-se que a nao
abordagem dos varios registros de representacdo e suas articulacdes, como propde
Duval (2004), seja, de fato, uma das grandes causas para a ndo compreensao e a
nao interpretagéo dos resultados encontrados pelos alunos em face desse mesmo

objeto.

Nesse sentido, uma proposta que gostariamos de p6r em evidéncia, neste
momento, faz referéncia a utilizacdo de tecnologias digitais em contextos de Ensino-
Aprendizagem. O levantamento dessa questdo nos parece central, haja vista que os
software educativos tém favorecido os professores e os alunos a “pensarem sobre
os elementos da matematica”, conforme Gitirana (2009, p. 239). Estamos deveras
interessados em analisar, mais especificamente, alguns software que se inserem
como um suporte a interpretacdo da solucdo e a articulacdo dos registros de
representacdo concernentes a abordagem dos Sistemas Lineares. Dessa forma,
pretendemos evidenciar as potencialidades e as lacunas encontradas nesses
software, em face dos objetos supracitados, ancoradas em nossa base teérica, a

qual sera elucidada no paragrafo seguinte.

A Engenharia Didatica (ED) de Artigue (1990) trata-se de um modelo tedrico-
metodoldgico que se propbde a fornecer elementos que subsidiem a atividade do
pesquisador na identificacdo das necessidades de um determinado dominio. Assim
como a ED, a Engenharia de Software Educativo (ESE), semelhantemente, fornece-
nos um caminho metodologico a identificacdo das necessidades do nosso objeto de
estudo. Faz-se necessario ressaltar que os elementos, advindos desta Ultima,
enriguecem um trabalho em um ambiente computacional. Nesse sentido, Tibarcio
(2016) sugere articular as engenharias didatica e de software educativo. Dessa
forma, um resultado importante da articulacdo entre essas duas engenharias é a
Engenharia Didatico-Informéatica (EDI), a qual pode ser vista como uma metodologia,
gue busca agregar elementos da Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996) a
Engenharia de Software Educativo, com a finalidade de fornecer, inicialmente, os
encaminhamentos para a analise de atuais software. Essa, por sua vez, fornece os
elementos necessarios que justificam a criacdo de novos software, além do
delineamento para a concepcao e o desenvolvimento de software educativos. Disso,

a escolha da EDI como nosso referencial te6rico-metodolégico mostrou-se bastante



17

pertinente, pois ela possibilitou-nos uma analise pormenorizada das necessidades

do nosso objeto de estudo.

Com esse eshoco tedrico-metodoldgico em mente, procuramos identificar as
necessidades do nosso objeto de estudo, e, dessa forma, encontramos, na EDI, os
principios que dao suporte a essa identificacdo. Para tanto, fizemos um
levantamento das dimensfes didatica, cognitiva, epistemoldgica e informatica do
Nnosso objeto - essa Ultima dimensao foi acrescentada por Tiburcio (2016), como

resultado da articulacéo entre a ED e a ESE.

Uma observacdo que vale a pena destacar, neste momento, refere-se ao
olhar critico que devemos ter para com os software. Antes de qualquer analise,
precisamos saber o0 objetivo para o qual ele foi desenvolvido e, assim, nao
dificilmente encontraremos software que se limitam a dualidade entre corresponder
as necessidades didaticas e as informaticas de um determinado objeto de estudo
conforme Tiburcio (2016), sem levar em consideragcdo suas necessidades cognitiva
e epistemologica. Dessa forma, observa-se que alguns pontos e/ou teméaticas de um
determinado objeto de pesquisa acabam por ndo serem contemplados por eles.

Disso, justifica-se a criacdo permanente de novos software.

ApoOs elucidar os elementos que contornam 0 nosso objeto de estudo por
meio da andlise das quatro dimensfes, nds nos debrucamos acerca desses
elementos e evidenciamo-los por meio de requisitos, os quais forneceram todo o
suporte para o desenvolvimento de nossa prototipacédo, a qual consistiu em uma
esquematizacdo dos recursos (ainda ndo apresentados pelos atuais software) a

serem implementados em um novo software.
Assim, nossa pesquisa teve como objetivo geral:

-Desenvolver uma prototipagdo com o auxilio do software GeoGebra, a luz

da Engenharia Didatico-Informatica frente ao nosso objeto de estudo.
E tivemos 0s seguintes objetivos especificos:

-Explorar as potencialidades do software GeoGebra quanto a interpretacéo
da solucdo e a articulacdo dos registros algébrico e grafico concernentes aos

Sistemas Lineares;
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-Elicitar os requisitos, os quais serdo evidenciados por meio da analise
preliminar das dimensfes (cognitiva, didatica, informatica e epistemoldgica) de

Nnosso objeto de estudo;

-Confrontar os requisitos oriundos da andlise preliminar com a andlise feita
no software GeoGebra, verificando, especificamente, as convergéncias e 0s
distanciamentos que entre eles se estabelecem, sendo essa atividade evidenciada

pela prototipacéo.

No capitulo seguinte, abordamos o quadro teorico-metodoldgico da
pesquisa, constituido da Engenharia Didatico-Informética e alguns principios da

Engenharia de Software Educativo.

No 3° capitulo, tratamos das analises preliminares, acerca do nosso objeto
de estudo, considerando seus aspectos nas dimensfes didatica, cognitiva,
epistemoldgica e informatica; finalizando com a elicitacdo dos requisitos identificados

na analise preliminar.

No capitulo 4°, dedicamo-nos a prototipacdo com o auxilio do software
GeoGebra. Vale aqui destacar que todo o desenvolvimento esta justificado nos

principios da EDI.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICO- METODOLOGICA

Neste capitulo, debrugcamo-nos sobre o quadro tedrico-metodoldgico que
adotamos para a realizacdo desta pesquisa: a Engenharia de Software Educativo e
a Engenharia Didatico-Informética, que tomamos por base para a prototipacdo de

um software educativo.

2.1 A ENGENHARIA DE SOFTWARE EDUCATIVO

Tendo em vista nosso objetivo de prototipar um software educativo, fez-se
necessario o levantamento de alguns principios da Engenharia de Software
Educativo (ESE). Com esse cognito propdsito, consideramos proficiente
abordarmos, em linhas gerais, a Engenharia de Software (ES), a qual se propde a
desenvolver principios teérico-metodoldgicos para a concepgcdo e desenvolvimento
de Configuracdes Pedagdgicas baseadas em computador (CBPS '), software
educativo e software de suporte a ambientes pedagogicos (TCHOUNIKINE, 2011).
Esses principios, por sua vez, fornecem o0s elementos necessarios quanto as

guestdes de organizagdo, manutencao e qualidade do software.

Uma das questdes, evidenciada no paragrafo anterior, faz referéncia a
qualidade do software. Essa, vale aqui destacar, configura todo o processo de
desenvolvimento do software. Equivale ao cumprimento dos objetivos iniciais do
software, de seu desempenho ou até mesmo se ele esta sendo Util para o usuario.
Nesse sentido:

A qualidade do software pode ser vista como um conjunto de caracteristicas

gue devem ser alcancadas em um determinado grau para que o produto
atenda as necessidades de seus usuarios (AMARAL e GUEDES, 2005,

p.2).

Quanto a avaliacdo dos software educativos, alguns pontos devem ser
considerados para esse fim. Ei-los: articulacdo entre teoria e prética, formalizacdo da
compreensao do fendmeno Ensino-Aprendizagem, multiplicidade de abordagens e
tratamento das especificidades dos objetos por eles evidenciados etc. Disso, a
qualidade dos software educativos é verificada por meio da abordagem de trés
dimensdes e da relagdo que se estabelece entre elas: Tecnoldgica, Educativa e do

Contexto de uso.

1 Computer Based Pedagogical System
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N&o sdo raras as vezes que nos deparamos com um software cuja
concepcao/desenvolvimento foi pensada com o objetivo de responder a um aspecto
informatico de um determinado dominio, em detrimento dos demais aspectos. Dessa
forma, configura-se uma abordagem tecnocentrada da ES, que trata de
concepcao/desenvolvimento de software que, inicialmente, ndo sdo pensados com
finalidades educativas explicitas. A titulo de ilustracdo, podemos citar o Windows.
Desse modo, a ESE surge exatamente no sentido de agregar aos aspectos
informaticos, ja considerados na ES, o0s aspectos cognitivos, didaticos,
epistemoldgicos etc. de um determinado objeto de estudo, de modo a torna-los um
suporte ao processo de ensino-aprendizagem. Uma observacdo proficua, quando
tratamos de software atrelado ao contexto de ensino-aprendizagem, diz respeito a
utilizagdo daqueles (softwares com uma abordagem tecnocentrada) neste contexto
(de ensino-aprendizagem), mesmo que inicialmente ndo fora proposto a esse fim,
torna-se um software educativo. Nesse sentido:

O software educativo €, primeiramente, um espago para proporcionar a
construcdo de conhecimentos. Nesse sentido, qualquer software pode ser
considerado educativo, como um software aplicativo (um tratamento de
textos ou uma planilha de calculos), um software ladico (um jogo, um
simulador) ou um software de autoria (uma meta-linguagem de
programacdo). Até um software basico (como o Windows ou o DOS ou,
ainda, o Linux) pode ser utilizado com finalidades educativas. Entretanto, o
software educativo propriamente dito é aquele desenvolvido com finalidades
educativas explicitas demandando, para subsidiar sua producéo,
procedimentos especificos, relacionados a um conhecimento aprofundado
dos processos cognitivos humanos, seja ele de natureza ladica (um jogo
educativo) ou de contelido escolar (um software para o ensino de quimica,

por exemplo), seja ele estatico (em CD-ROM) ou distribuido (para a Internet)
(SANTOS, 2009, p.21).

Contudo, as concepc¢des/desenvolvimentos que se limitam a unicidade de se
trabalharem os aspectos informaticos ou a dualidade dos aspectos didatico e
informatico de um determinado objeto, mais especificamente, matematico,
dificilmente conseguirdo abordar, de maneira adequada, as especificidades exigidas
por ele. Uma abordagem de concepcéo/desenvolvimento que néo leva em
consideracdo os aspectos cognitivos e epistemologicos dos objetos, particularmente
matematicos, dificimente subsidiara a superacdo de algumas dificuldades
recorrentes apresentadas pelos alunos frente a esses. Conquanto que, vale aqui a
ressalva, o advento de novas tecnologias em contextos de Ensino-Aprendizagem
gue ndo se debrucam nas principais reflexdes oportunizadas pelas pesquisas, para

a producao dos seus aportes efetivos, pode mostrar-se suficiente para a elaboracéo
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de situacdes interessantes e inovadoras. Ou de forma equivalente, também pode-se
constatar que levar em consideracdo os principais resultados que sédo elaborados
pela comunidade cientifica ndo lhes garantem qualidade e adequacdo do que é
produzido. Dessa forma, um caminho, que nos parece imprescindivel quanto a
concepcao/desenvolvimento de software educativos, € estabelecer uma
correspondéncia dialética entre os principios didaticos, cognitivos etc. e 0s principios
informaticos vinculados a um determinado objeto de estudo. Essa correspondéncia
trata-se de uma conexao entre os principios supracitados. Em Bellemain (2000, p.4),
encontramos uma sinalizacdo que corrobora as ideias defendidas neste paragrafo,
que diz: “as maiores contribuicbes do computador, na educacéo, aparecem quando
0 processo de transposicao didatica considera a introdu¢édo do computador desde o
seu inicio”, isto é, o computador ndo deve ser entendido como um mero instrumento
que € aplicado para resolver e auxiliar na compreensédo de certas questdes ja bem
definidas, mas como um instrumento que estabelece uma relacdo dialética com os
objetos de saber a ensinar, de modo que, por meio dessa relacdo, se estabelecam

novas questdes e situagdes de uso.

Isso, tendo em vista a relacdo dialdgica estabelecida entre os principios
introduzidos pela ESE a ES e aqueles ja considerados pela ES, caracterizada como
um processo de desenvolvimento que possibilita a integracdo e o “dialogo” entre
eles, considerando as especificidades de cada um. De modo que 0s principios se
complementam e formam um arcabouco tedrico-metodolégico de desenvolvimento
de software, que se propde considerar os diferentes aspectos de um determinado
dominio. Posto isto, infere-se que essa relacdo proporcionou a ESE, como
engenharia, se debrucar na concepc¢ao/desenvolvimento de software educativos.
Isso é claro, mas o principal contributo dessa relagdo, no qual reside a novidade, é
oportunizar o aprimoramento da concepcdo e do desenvolvimento de software

educativos.

Diante disso, percebemos que a ESE complementa, traz novos elementos
gue enriquecem a concepgao e a realizagcdo de software na ES. Esses elementos,
por sua vez, sao fundamentados em andlises cognitivas, didaticas, pedagdgicas etc.
acerca de um determinado objeto de estudo, como ja foi citado. E por meio dessa
configuracdo que a ESE faz emergir um arcabouco tedrico-metodoldgico para a

concepgao e desenvolvimento de software educativos, tornando-se, assim, “[...] a
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maneira mais eficaz de produzir software de alta qualidade” (Sommerville, 2007,
p.5).

Vale aqui destacar que, como todo processo de engenharia, a ESE é
desenvolvida considerando-se um percurso tedrico-metodologico em vista de um
produto de software educativo. Nesse sentido:

Um processo de software é um conjunto de atividades e resultados
associados que geram um produto de software. Essas atividades sdo, em
sua maioria, executadas por engenheiros de software. Ha4 quatro atividades
de processos fundamentais comuns a todos os processos de software.
Essas atividades sdo: 1. Especificacdo do software. A funcionalidade do
software e as restricbes em sua operacdo devem ser definidas. 2.
Desenvolvimento do software. O software deve ser produzido de modo que
atenda a suas especificac6es. 3. Validacdo do software. O software tem de
ser validado para garantir que ele faz o que o cliente deseja. 4. Evolucéo do

software. O software deve evoluir para atender as necessidades mutaveis
do cliente (SOMMERVILLE, 2003, p. 7).

Retomaremos tais atividades, com mais detalhes, quando abordarmos a
articulacdo entre a ES e a ED, nas proximas secdes. Destacamos que nossa
proposta € integrar alguns elementos da ESE a Engenharia Didética, isso por meio
da Engenharia Didético-Informatica, a fim de prototipar um software educativo.
Disso, vale aqui destacar que a utilizacdo da EDI nesses contextos se mostra
bastante pertinente, com real destaque aos que se debrugcam no desenvolvimento
de micromundo. Nesse sentido, faz-se proficua uma abordagem mais detalhada

sobre micromundo, assunto tratado na préxima sec¢éao.

2.2 O PARADIGMA MICROMUNDO
Tomando por base nossa proposta de prototipar um software educativo, faz-

se bastante pertinente situarmos as relacbes de ensino-aprendizagem que se
configuram atualmente, por meio de um breve apanhado histérico. Na década de
1970, as relagcdes de ensino eram fortemente marcadas pela unilateralidade:
Professor — Aluno, ou seja, os professores eram vistos, naquele momento, como
agueles que transmitiam conhecimento. J4 na década de 1980, vemos que o papel
do professo, no processo ensino-aprendizagem, muda, visto que ele passa a
assumir a tarefa de criar o conflito cognitivo e, dessa forma, favorecer o desequilibrio
cognitivo em seus alunos. Essa acao pode ser esquematicamente representada por:
P — conflito cognitivo — desequilibrio. Essas ideias foram fortemente influenciadas
por Piaget, que vé o sujeito (S) como um sujeito epistémico. Esse, por sua vez,

constroi seu conhecimento na interagdo com o objeto (O) e, por meio dessa
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interacdo, constr6i um conhecimento representacional da realidade (O’),
esquematizando-a temos: S — O — O’. A década de 1980 também € caracterizada
por se configurar uma nova compreensdo do processo Ensino — Aprendizagem,
visto, agora, como uma acéao intencional que pode dar certo ou ndo, de modo a
considerar que o0 ensino pode nao implicar em aprendizagem, pelo fato de serem
processos distintos com especificidades proprias. Para finalizarmos esse contexto
histérico, vemos, na década de 1990, que a sala de aula se transforma em um palco
de negociacdo, sendo essa ideia fortemente influenciada pelas concepgbes de
Vygostsky. O peso fundamental agora € dado a cultura e a histéria, o conhecimento
€ visto agora como algo historicamente construido e culturalmente organizado. A
cultura € um palco de construcdo de significado, sendo o conhecimento internalizado
e apropriado pelo sujeito. A op¢do da Didatica, vale aqui destacar, € pelo
construtivismo, tendo em vista que o “pai” da Didatica da Matematica, Guy

Brousseau, “bebeu” da fonte piagetiana.

Quando nos debrucamos sobre um contexto de Ensino-Aprendizagem, nao
sdo raras as vezes em que estamos interessados em estudar um ou mais
elemento(s) que o integra(m) e as relacdes que eles estabelecem. N&o por acaso
que tomamos essas decisfes, pois, segundo Brousseau (1986), € justamente pelo
estabelecimento das relacdes que se configuram entre professor, aluno e saber que
se espera adquirir uma compreensdo mais sélida das relacfes didaticas que lhes
concernem. Uma situacdo didatica, como a propria expressao faz referéncia, tem na
criacdo de situacbes de aprendizagem a sua principal especificidade e €
caracterizada por uma acdo intencional ancorada em um sistema didatico
constituido por: S (X, Y, Z); tomando S como o meio onde ocorre o sistema didatico,
oportunamente podemos vé-lo, por exemplo, como o0 meio escolar. Dessa forma, X
pode ser configurado como o estudante, Y como o professor, e Z o saber a ensinar.
Posto isso, percebe-se que a relagdo de ensino, nessa perspectiva, € uma relagédo
triangular de natureza didatica. Dessa relacdo decorrem, segundo Brousseau
(1986), trés polos, a saber: pedagodgico, epistemolégico e psicolégico. Sem a
pretensdo de desenvolvé-los em meio a uma ampla abordagem, apresenta-los-emos
de forma sucinta como se segue: no polo pedagogico, estruturam-se as situagdes de

ensino; no polo epistemoldgico, desenvolvem-se processos para a resolucédo de
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problemas praticos e elaboram-se solu¢des tedricas validas; no polo psicoldgico,

oportuniza-se uma reflexdo de como os alunos aprendem.

Tomando por base as diversas relagcdes que os elementos constituintes do
sistema didatico supracitados estabelecem, focaremos na analise da possibilidade
de integracdo do computador na relacdo que se efetiva entre o aluno e o saber,
denominada por Bellemain (1992) como meio. Neste momento, faz-se proficuo
evidenciar nossa pretensdo de inserir o computador, em nossa abordagem, como
elemento do meio. Vale aqui destacar que o computador permite, através de uma
interacdo, que se configurem relacbes e situacbes de uso, de forma que nos

interessamos pelas que séo efetivadas pelos alunos.

A titulo de ilustracdo, ressaltamos que é da relacdo aluno < saber e da
insercdo de um ambiente nessa relacdo que surgem o interesse das pesquisas e até

mesmo a concepcado de alguns software como elemento do meio. E, nesse sentido:

“E pelo meio que se mediatiza a relacdo ao saber e, [...] é 0 meio que o
professor configura, condiciona na sua encenacéo do saber. Por isso existe
esse interesse em analisar a acdo de tal ou tal ambiente sobre o meio”
(ARTIGUE, 1991 apud RAMOS, 2014, p.37).

Assim, para ilustrar esquematicamente essa situacdo, tomemos a Figura

abaixo:

Figura 1: Integracdo do Computador no Sistema Didatico

Eléeve 9P Savoir

\ milieu \

\\T-@h@li\ ordinateur

Enseignant

@: O computador como elemento do meio

@: O computador participa a organizagdo do meio

@.‘ O computador participa a avaliagdo das aprendizagens ou &
institucionalizag&o dos conhecimentos.

Fonte: Bellemain (1992, p.75)
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Um ponto importante, evidenciado no paragrafo anterior, diz respeito as
interacOes oportunizadas pelo computador, visto como um ambiente do meio. Dessa
forma, se pensarmos nos software educativos, verifica-se que a interagdo dos
usuarios com eles é possibilitada, por exemplo, por meio de um micromundo. Posto
isso, faz-se necessario afirmar que o concebemos como um sistema que permite as
situacdes de uso do software, mais especificamente, as que se configuram entre
seus objetos, entre o usuario e 0s objetos etc. Nesse sentido, percebe-se facilmente
a peculiaridade que o micromundo assume de possibilitar a interagdo entre o
software e o usuario, com real destague aos que serdo inseridos em uma situacao
didatica como elemento do meio, além de fornecer condicbes para o
desenvolvimento de situacdes-problema, pelos alunos, acerca de um determinado
objeto de estudo. Ainda segundo Bellemain (2002), o termo micromundo foi
inicialmente usado para definir um sistema que permite simular e/ou reproduzir um
dominio do mundo real, e que tem como objetivo abordar e resolver uma classe de

problemas.
Segundo Noss e Holyes (1996), a origem do termo micromundo remonta ao
inicio dos anos 70, na comunidade de Inteligéncia Artificial, tendo como
forte referéncia os trabalhos de Minsky e Papert. Nessa comunidade, o
termo micromundo foi inicialmente usado para definir um sistema que
permite simular e/ou reproduzir, um dominio do mundo real, e que tem

como objetivo abordar e resolver uma classe de problemas (BELLEMAIN,
2002, p. 54).

Dessa forma, percebe-se que o objetivo do micromundo € criar condi¢cbes
para que o aluno possa desenvolver uma atividade em um ambiente computacional.
Dentre as atividades possibilitadas pelo micromundo, chamamos atencédo para as
atividades matematicas. Essas, por sua vez, sdo disponibilizadas pelo micromundo

matematico. Assunto tratado na subsecao seguinte.

2.2.1 Micromundo Matemético
O micromundo matemaéatico visa favorecer a atividade matemaéatica em um

ambiente computacional. Dessa forma, como ja evidenciado na introducdo dessa
pesquisa, a importancia das representacbes para a atividade matematica. E
exatamente nesse contexto que o micromundo matematico intervém, possibilitando
novos sistemas de representacdo dos objetos mateméaticos. Nesse sentido, 0s
software de geometria dindmica sdo exemplos classicos de suporte a essas

atividades.
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Como ja introduzido no inicio desta secdo, a opcado da Didéatica é pelo
construtivismo, opcédo essa fortemente influenciada pela ideia piagetiana. Dessa
forma, o micromundo matematico assume uma abordagem construtivista ao
possibilitar a participacdo ativa do aluno na sua propria aprendizagem, sendo essa
participacdo oportunizada por intermédio da resolucdo de problemas. Essa, por sua
vez, pode ser vista como a atividade norteadora da interacdo entre os alunos e o
ambiente computacional, permitindo, assim, o desenvolvimento conceitual dos

objetos matematicos representados.

Tendo em vista a particularidade que o micromundo matemético apresenta de
trazer o aluno para a situacéo, de forma ativa, de proporcionar-lhe que lance méo de
estratégias e situacfes de uso em face de uma situacdo proposta, permitindo-lhe a
representacdo e a manipulacdo dos objetos representados, infere-se que toda essa
abordagem favorece a construcado de conhecimento acerca desses mesmos objetos
e relacdes. Toda essa abordagem é defendida por Papert (1980) quando prop&e que
o aluno tenha papel ativo em sua aprendizagem frente a utilizacdo dos

micromundos.

Posto isto, vale aqui destacar que, ao passo que 0 micromundo matematico
possibilita ao aluno sua interacdo de forma ativa, permite-lhe a tomada de decisfes
no ambiente computacional na resolucao de situacdes-problema. Verifica-se que lhe
€ oportunizado, por intermédio dessa relacdo, o estabelecimento de novas
conjecturas, novas estratégias e situacdes de uso, novas relacdes entre 0s objetos
etc. Dessa forma, o micromundo se apresenta como um campo fértil para a
remodelagem das estratégias de resolucdo em face das que anteriormente haviam
sido consideradas, configurando, assim, uma permanente atualizacdo das formas de
se resolver problemas. Ao realizarmos uma busca na literatura, encontramos 0s
trabalhos de Thompson (1987) e o de Laborde e Laborde (1991), que tratam de
micromundo matematico e que, de uma certa forma, serviram de aporte para a
justificacdo das ideias aqui levantadas. Respectivamente, assim o definiram: “Eu
usaria “micromundo matematico” para significar um composto sistema de objetos,
relacbes entre objetos, e operacdes que transformam objetos e relagbes — um
ambiente de objetos e relagdes” (THOMPSON, 1987 apud BELLEMAIN, 2002, p.55,

traducdo nossa); “Um conjunto de operadores suscetiveis a operar sobre esses
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objetos criando novos, apresentando algumas novas relagdes” (LABORDE E
LABORDE, 1991 apud BELLEMAIN,2002, p.55, tradugcéo nossa).

Terminado o levantamento da concepcdo de micromundo matematico,

tratamos, na proxima sec¢éo, das interacdes que se configuram nesses ambientes.

2.2.2 Interacdo com o Micromundo
Um dos pontos levantados na sec¢do anterior faz referéncia a possibilidade

de interacdo entre o usuario e o ambiente computacional. Possibilidade que, de
forma ativa, permite ao usuario a tomada de decisbes. Dessa forma, faz-se
pertinente, em nossa pesquisa, a indicacdo de como ela é possibilitada. Diante
desse coOgnito propdsito, propusemo-nos a evidencia-la de forma sucinta, como se
segue. A interacdo configura-se de duas formas: com o micromundo e com o
computador. Com o micromundo, essa relacdo efetiva-se quando o usuario da
indicacbes da atividade que ele se propb6s a realizar nesse ambiente. Essas
indicacdes sao verificadas através dos elementos que ele aciona para iniciar sua
construcdo e que, de uma certa forma, se estende durante todo o processo de
desenvolvimento da atividade. Exemplificando, podemos tomar um caso particular,
guando ele aciona os operadores que permitem a manipulacdo de objetos e
relacbes. Um ponto importante a ser considerado nessa abordagem, refere-se aos
resultados dessas ac¢fes, que, no caso do exemplo supracitado, o usuario recebe
diversas respostas, entre as quais podemos destacar: a representacdo e o
movimento. Esse exemplo notoriamente mostra a interacdo que se estabelece entre
0 usuario e o computador, a qual se configura como uma rela¢do dual: acdo-reacao,
isto €, a cada tomada de decisdo que o usuario configura no campo de entrada,
corresponde a uma ou mais reacdes (respostas) no campo de saida. Segundo

Bellemain (2002, p. 57), o par acao-reacao favorece:

@® A construcdo de conhecimentos sobre os objetos e relacbes, em funcédo das
suas reag0Oes (respostas) a acoes e,
® A construcdo de conhecimentos, permitindo antecipacdes e a determinagéo

das acdes necessarias a uma resposta esperada.

Dessa forma, a relacdo dual acdo-reacdo configura-se como um importante
instrumento para o aprimoramento das concepgbes que o0 aluno porta consigo

acerca de um determinado objeto de conhecimento, haja vista sua especificidade em
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Ihe proporcionar a possibilidade de participar ativamente do seu processo de
aprendizagem. Para uma melhor evidenciacdo, tomemos a seguinte situacdo: ao
tomar uma decisdo no campo de entrada, o aluno ter4 a chance de verificar como
essa acao se efetiva no computador, a qual, por sua vez, Ihe da a oportunidade de
rever e/ou adaptar a decisdo tomada, se assim |lhe for necessario. lgualmente,
chamamos atencdo para a tomada de decisbes que, por alguma razdo, estejam
ancoradas em concepgdes preliminares ndo satisfatorias acerca do objeto em
questdao, semelhantemente, a relagdo dual acéo-reagcdo oportuniza-lhe o

aprimoramento dessas concepcoes.

Um aspecto importante levantado no paragrafo anterior diz respeito a
importancia que a relacdo dual acdo-reacdo assume no processo de aprendizagem
dos alunos. Essa, por sua vez, é possibilitada, por exemplo, através da interacao
entre o micromundo mateméatico e o usuario, a qual pertinentemente pode ser
reconfigurada como: simbolismo mateméatico e comando. Dessa relacao configura-se
a relacdo dual: comando simbdlico-visualizaggo (THOMPSON, 1987 apud
BELLEMAIN, 2002 p.57), na qual se espera uma adequacao dos comandos em face
ao formalismo matemético implementado pelo micromundo matematico. Posto isso,
verifica-se a relevancia da relacdo dual para a significacdo de todo o processo de
construcdo que os alunos desenvolvem no ambiente micromundo, além de constituir

um elemento chave para o favorecimento de sua propria aprendizagem.

7

Pelo exposto, um questionamento pertinente que surge é: como se da a
interacdo com o micromundo? Bem, a resposta € pela interface a qual pode ser
caracterizada como um produto de todo um trabalho de programacao, é nela que os
usuarios realizardo as interaces com o micromundo. Ela oportuniza a comunicacgao
entre o0 universo interno e o universo externo, sendo essa atividade de interagéo

possibilitada pelo micromundo.

Uma importante configuracdo que pode ser tomada, na elaboracéo da
interface a fim de favorecer a interacdo com o micromundo, diz respeito a
manipulacdo direta. Quanto a essa tematica, destacamos a pesquisa de Laborde e
Laborde (1991). O ponto chave da manipulacdo direta é a adequacdo da acdo a
reacdo e da reacdo a acdo, que vemos como um ponto crucial para a evolugédo da

atividade do sujeito. Nesse sentido, “uma interface esta em manipulacéo direta se o
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usuario tem a impressdo de agir diretamente sobre os objetos, sendo ator e
regulador do movimento, manipulando os objetos do sistema” (NANARD, 1990 apud
GAULIN et al. 1994, p. 64, tradugéo nossa).

Uma importante contribuicdo desse tipo de abordagem pode ser verificada,
por exemplo, em software de geometria dindmica, quando através da manipulagcéo
direta permitem a construcdo de figuras geométricas sem a necessidade de

explicitar por via de comandos, por exemplo, suas propriedades.

E nesse contexto que situamos nossa pesquisa, haja vista nossa proposta
de prototipacdo de um micromundo matematico cuja interacdo é dada pelo principio
da manipulacdo direta. Concluida a exposi¢cdo de alguns principios da Engenharia
de Software Educativo, abordamos, na se¢édo seguinte, alguns elementos das
Engenharias Didatica e Didatico-Informatica, pois elas fornecem o arcabouco

tedrico-metodoldgico desta pesquisa.

2.3 A ENGENHARIA DIDATICO-INFORMATICA

Iniciamos esta secdo com uma abordagem sobre a Engenharia Didatica, a
qual pode ser considerada como um modelo tedrico-metodol6gico que se propde a
fornecer elementos tedrico-metodolégicos que subsidiem a atividade do pesquisador

na identificacdo das necessidades de um determinado dominio.

Tiburcio (2016) acrescenta que esse modelo tedrico-metodoldgico se torna de
grande importancia para o desenvolvimento de software educativos, por considerar
“a pluralidade de usuarios, as finalidades, os conhecimentos envolvidos, entre outros
fatores” (TIBURCIO, 2016, p.43). Nesse sentido, ao considerarmos, por exemplo, o
processo de concepcdo e desenvolvimento de um micromundo matematico, o qual,
por suas especificidades, o diferencia do desenvolvimento de software de outra
natureza, constataremos a necessidade de um modelo especifico, mais
precisamente, de principios tedrico-metodologicos especificos, e esse modelo é
dado pela ED. Assim:

A Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1990, 2011), que trata da constru¢cdo de
sequéncias de ensino-aprendizagem a partir da utilizacdo de conceitos e
resultados de pesquisa, € objeto de reflexdo de inimeros estudos em
didatica da matemética. Nossa posicdo epistemoldgica é considerar que a
concepcdo e o desenvolvimento de softwares educativos exigem a

mobilizacdo de uma engenharia didatica especifica que deve integrar
conceitos e métodos da informatica. Esta engenharia também faz parte do
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dominio da engenharia de software, mas o desenvolvimento de um software
educativo tem especificidades que o diferenciam de outros softwares
(BELLEMAIN et al., 2014, p. 6).

Um ponto que se mostra bastante significativo, quanto & concepcao e
desenvolvimento de software educativos, diz respeito a articulacdo das Engenharias
Didatica e a de Software. Conforme Tiburcio (2016), essa articulacdo pode ser
caracterizada como um modelo que leva em consideracdo o0s principios das
engenharias supracitadas, de forma a atender as especificidades de um

determinado dominio matematico em um contexto de ensino-aprendizagem.

Em uma perspectiva transdisciplinar, a Engenharia Didatico-Informética
(EDI) é o resultado da integracdo dos principios da Engenharia Didatica (ARTIGUE,
1996) e os da Engenharia de Software, com a finalidade de conceber e desenvolver

software educativos.

b

A EDI fornece elementos que dao suporte a atividade de concepcao e
desenvolvimento de softwares educativos. Uma importante consideracao € que todo
0 processo de concepcdo e desenvolvimento ancorado nos principios do EDI leva
em consideracao as especificidades do ensino e da aprendizagem que cada objeto

de saber exige.

Em sua pesquisa, Tiburcio (2016) constatou, apds uma analise em algumas
pesquisas, que ha uma lacuna quanto ao desenvolvimento de software educativos,
mais especificamente, no que concerne aos processos de concepcado e
desenvolvimento que considerem, concomitantemente, as dimensfes Didatica,
Cognitiva, Epistemolégica e Informatica de um determinado objeto de estudo.
Segundo o autor, o desenvolvimento dos software analisados ora se baseia na
dimenséo informatica, em detrimento das demais, ora se baseia nas dimensfes
Didéatica, Cognitiva e Epistemoldgica; porém, sem levar em consideracdo as
potencialidades da dimensdo informatica. A partir dessas reflexdes, sentimo-nos
motivados a abordar, ao longo desta pesquisa, a luz dos principios tedrico-
metodologicos da EDI, um modelo de desenvolvimento de software que contemple
todas as dimensdes supracitadas. Dessa forma, a principio, expomos alguns

elementos que possibilitam a integracéo entre a ED e a ESE.
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Pelo exposto, um questionamento pertinente que surge é: como se da essa
integracdo? Bem, Tiburcio (2016) aponta a Engenharia de Requisitos (ER) como um
dos caminhos para a integracdo entre a ED e a ESE. Por ser uma proposta valida,
dentro da Engenharia de Software, a ER fornece requisitos para a especificacéo,
desenvolvimento e validacdo de um software educacional. Ao debrucarmo-nos sobre
a ER percebemos que, assim como a ED, a ER fornece um percurso metodolégico
para o controle das varidveis em estudo. Como metodologia, a ER fornece-nos os
“feedbacks” do processo de desenvolvimento que foi atingido em um software
educativo, por exemplo, em face do que inicialmente tinha se proposto realizar,
levando em consideracao, para isso, as exigéncias do usuario e as possibilidades de
criacdo do software. Toda essa abordagem, vale aqui destacar, é muito bem
delineada e justificada. Nesse sentido, conforme Nuseibeh e Easterbrook (2000):

A principal medida de sucesso de um sistema de software é o grau em que
se encontra com o propésito para o qual foi concebido. Em termos gerais, a
engenharia de requisitos para sistemas de softwares - ER é o processo de
descobrir a finalidade, através da identificagdo das partes interessadas e
suas necessidades, e documenta-las de uma forma passivel de analise,
comunicacdo e posterior implementacdo (NUSEIBEH & EASTERBROOK,
2000 apud TIBURCIO, 2016, p.40).

Como visto, o paragrafo precedente oferece-nos fortes indicios de que a ER
se dedica ao levantamento de requisitos que subsidiam o processo de

desenvolvimento de software educativos.

Pelo exposto, infere-se que a ER enriquece a ESE, fornecendo elementos
que lhe dao suporte na identificacdo das necessidades de um determinado dominio,
por meio da elicitagdo de requisitos. Dessa forma, uma questao que ainda persiste
em nossa abordagem refere-se a como se efetiva a integracdo entre a ED e a ESE
suportada pela ER. A resposta a essa questdo comeca a ser evidenciada por meio
de uma figura apresentada por Tiburcio (2016), na qual sdo feitas as
correspondéncias entre os principais elementos da ED e da ESE, que de uma certa

forma mostra o quanto estdo imbricados. Ei-la:
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Figura 2: Comparativo entre as engenharias

Eng. de Software Eng. Didatica

Especificacao | .

: y Concepcao e Analise a
Desenvolvimento ¢ ~ P&

| ' priori

Validagao -i“. Experimentacdo

p

Analises prévias

& Analise a posteriorie

Manutencéo/Evolugdo Validagdo

Fonte: (TIBURCIO, 2016, p. 46)

O autor ressalta que apesar dos processos das engenharias ndo serem

equivalentes, elas se articulam e se complementam.

Eis uma breve explicacdo sobre as relacdes evidenciadas acima: a
especificacdo consiste em determinar a tipologia do software. A Engenharia de
Requisitos tem um papel muito importante nessa fase, pois fornece elementos que
subsidiam essa escolha. A especificacdo (ES) € articulada com as analises prévias
(ED), a qual, por sua vez, consiste em uma ampla abordagem para a identificagao
dos aspectos cognitivo, epistemolégico e didatico deum determinado objeto de
estudo. Quanto a etapa de desenvolvimento (ES), essa consiste na elaboracdo de
um prototipo. Essa, por sua vez, toma por base os dados coletados na fase da
especificacdo, a qual, por conseguinte, se articula com a Concepcédo e Analise a
Priori (ED), que sdo etapas simultaneas.

A Validacao do software (ES) consiste, segundo Tiburcio (2016, p.47), em
“... verificar se ele realiza o que se propds a fazer. Fazem parte dessa fase os testes,
a criacao de situacOes de utilizagdo, bem como a aplicagdo do software nas
situagbes de wuso.” O autor articula a validagdo (ES) com as fases da

experimentacéo e da Analise a posteriori e Validagdo da Engenharia Didatica.
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Por fim, Tibuarcio (2016) propde a articulacao entre a ultima fase da ES, que
€ definida como Manutencéo/Evolucdo do software, com a Analise a posteriori e
Validagdo da ED. Aquela (Manutencdo/Evolugdo) consiste no constante
aperfeicoamento do software para que ele se adeque cada vez mais a proposta
inicial. Esta (Andlise a priori e validacdo) fornece os elementos que subsidiam o

aprimoramento do software.

2.3.1 O Modelo de Software baseado na Engenharia Didatico-
Informatica

Como ja foi afirmado em secbes anteriores, estamos interessados na
prototipacdo de um software educativo sob a otica de um modelo que esteja
ancorado nas noc¢Oes basilares das Engenharias Didéatica e de Software e que
atenda as necessidades de ensino-aprendizagem das representacfes das solucées
do sistema de equacdes lineares nos campos algébrico e gréfico, as quais seréo
evidenciadas em nossa analise preliminar, mais precisamente, na elicitacdo dos
requisitos. Encontramos, na pesquisa de Tibuarcio (2016), esse modelo, que, por sua

vez, busca articular os elementos essenciais dessas duas engenharias.

Além das dimensdes didatica, cognitiva e epistemoldgica que integram a
Engenharia Didatica, Tiburcio (2016) acrescenta, a esse caminho metodoldgico, a
dimenséao informatica. A insercdo da informatica toma um lugar de destaque nesse
processo, pois a mesma, quando situada em um contexto integrado as dimensfes
supracitadas, pode favorecer significativamente a atividade matematica e levar-nos a

pensar sobre os objetos de estudo da Matematica.

Fazemos referéncia a todas as dimensdes que permearam O
desenvolvimento do modelo de software tratado por Tibarcio (2016), como ilustrado

na Figura 3:
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Figura 3: Verséo final do Modelo de Processo de SE

DELIMITAGAOD DO CAMPO

DIMENSQES

COGMNITIVA DDA TIC A EFISTEMOLOGICA INFORMATICA

AMNALISE A POSTERIORI E VALIDACAD

AMALISES
PRELIMINARES

AMALISE DE
REQUISITOS

PASE TEORICA

AMALISE A PRIORI +
PROTOTPACAD

PILOTO

FROFESSORES

PASE EXPERIMENTAL

ALUNGS

Fonte: Tibuarcio (2016, p. 56)

Como exemplificado no modelo acima, temos que a primeira coisa a ser feita
€ a delimitacdo do campo matematico. Faz-se necessaria, neste primeiro momento,

a definicdo do tema que se pretende abordar com o software.

Logo em seguida, o autor apresenta-nos as fases que norteardo a
concepcao e o desenvolvimento do software, que sdo: a fase tedrica e a fase
experimental. A fase teodrica, por sua vez, subdivide-se em: Analises preliminares -
nessa etapa € realizado um amplo estudo sobre o tema pretendido, levando em
consideracdo 0s aspectos cognitivos, didaticos, epistemoldgicos e informaticos em
torno dele; Analise de requisitos - nessa fase é feito um estudo detalhado nos
resultados encontrados nas analises preliminares, a fim de estabelecer o que ja é
feito e quais sdo as lacunas que ainda permeiam o tema em estudo; Analise a priori
+ prototipacéo - neste momento, sdo colocados em cena os requisitos levantados na
fase anterior, por meio do desenvolvimento do modelo preliminar do software, e sua
interface comecga nesse momento a ser criada para que sejam explorados seus
recursos. Ao mesmo tempo, “sdo pensadas situacdes de uso, problemas que podem

surgir com sua utilizacdo, hipéteses de respostas dos usuarios finais e (...) verifica-
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se o funcionamento do protétipo para que eventuais erros sejam
corrigidos...”(TIBURCIO, 2016, p. 58).

Ja a fase experimental, como o proprio nome faz alusdo, corresponde a
experimentacédo do software por meio de testes. O autor faz referéncia ao primeiro
teste como piloto, que corresponde a um teste inicial e, em seguida, o propde aos
professores e, por fim, aos alunos. Essa configuracdo toma um lugar de destaque na
verificacdo das possiveis adequacdes e/ou inadequacdes dos recursos do software
com o0s objetivos iniciais, coeréncia com o proprio objeto de conhecimento

(matematico) abordado, entre outros.

Concluindo a explanacéo sobre esse modelo, vamos a ultima etapa, que é a
andlise a posteriori e validacdo. Neste momento, sdo confrontados os resultados
obtidos na etapa anterior com o que foi produzido na andlise a priori + prototipacéo.
Por meio dessa comparacéao, o pesquisador tem condicfes de verificar se o software
atende ao que foi proposto inicialmente, no que se refere ao ensino e a

aprendizagem do seu objeto de estudo.

Finalizado o levantamento do quadro tedrico-metodoldégico da nossa
pesquisa, iniciamos, no proximo capitulo, a abordagem das analises preliminares do

nosso objeto de estudo.
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3. ANALISES PRELIMINARES
Neste capitulo, abordamos as analises preliminares do objeto de
conhecimento matematico em que se propfe investigar seus aspectos nas
dimensbes didaticas, cognitiva, epistemoldgica e informética, a fim de obter

requisitos para a prototipacdo de um software educativo.

3.1 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
Entre as aplicacbes mais basicas da Matematica estd a resolucdo de
equacOes algébricas. Nesse contexto, destacamos as equacdes lineares em n

variaveis; isto €, equacdes do tipo
a;x; + ax, + ...+ ayx, = b (2)

Nessa equacéao, a,, a,, ...,a,, b sdo elementos de um Corpo k, usualmente

k € {R, C}, enquanto que x4, x5, ..., X, SA0 as variaveis ou incégnitas da equacao.

Uma solucdo da equacdo (1) consiste em uma n -upla s = (s,

Sy, .., Sp) € k™que satisfaz a equacao; isto é
a;s; + azs, + ... + a,s, = b.

Um sistema de m equacdes lineares em n varidveis tem a forma genérica

(2):
aney + a2+ + Ty = b
21T + Q2T2 + - - + A2, Ty . bz
AniTy + 2T+ - - + ATy, = hm

Em quea;jeb;;, coml<i<mel<j<n, sdo elementos de k. Como no
caso de uma equacgéao linear, solugcdes para esse sistema sao dadas por n-uplas

s € k™ que precisam satisfazer todas as equacdes simultaneamente.

Seja S ¢ k™ o conjunto formado pelas solugbes do sistema (2). Certamente,
podemos ter S = @, quando o sistema nao possui solucdo ou, mais usualmente, que
0 sistema é impossivel. Podemos ainda ter S = {s}, no caso em que 0 sistema

possui solucdo Unica ou, mais usualmente, que o sistema é possivel e determinado.
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Finalmente, S pode ainda ser um conjunto infinito, o qual se configura como possivel

e indeterminado.

Considerando a forma matricial do sistema (2). Como usual, as matrizes

apy a2 ... dayq Iy by

Az Qo a2y To by
{ = (a;) = ™LX = () e B=(b) =

Al QA2 ... Qgn Iy bm

chamadas respectivamente de matriz dos coeficientes, matriz das variaveis
e matriz dos termos independentes. Usando o produto usual de matrizes, podemos

escrever o sistema (2) na chamada forma matricial (3):
AX=B

Disso, temos que a matriz ampliada do sistema (2) é dada por:

a Q2 ... a1 b

an @2 ... Qo b'z
AlB =

Amy Q2 ... Qmp bm

A guisa de comentario, vale aqui evidenciar que os sistemas de computacdo

algébrica séo bastante eficientes em manipular matrizes.

Considerando a representacao matricial do sistema linear dada em (3), uma

solucéo S ¢ k™ para o sistema agora sera vista como uma matriz coluna

de forma que
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@, Q12 ... Qin 51

a9 a2 ... Qg 82

r?.-?.

Ampl G2 ... Qupn Sn brn

3.2 DEPENDECIA E INDEPENDENCIA LINEAR
Neste momento, faz-se bastante pertinente a introducdo do conceito de

dependéncia e de independéncia linear, que sdo de extrema importancia para a

aprendizagem de Algebra Linear. Em Boldrini et al. (1980, p.114), encontramos:

Sejam V espaco vetorial e vy, v,,...,v, EV . Dizemos que o0 conjunto
{vi,v,,...,v,} é linearmente independente (LI), ou que os vetores v,, v,,..., v, sao LI
se a equacédo a,v; + a,v, + .. + a,v, =0, isso implica que a; = a, =...=a, =
0. No caso em que exista algum ai # 0, dizemos que {vy,v,,...,v,} € linearmente

dependente (LD) ou que os vetores vy, vy,..., v, Sao LD.

Percebemos que a essa definicdo associa-se a definicdo de combinacéo
linear. Dessa forma, um dos resultados principais € concebermos uma equacgao
como uma combinacédo linear de vetores. Nesse sentido, encontramos 0 seguinte

teorema em Anton e Rorres (2001), o qual mostra que:

Um conjunto S de dois ou mais vetores é:

(@) Linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos
vetores de S pode ser escrito como combinacéo linear dos outros vetores de
S.

(b) Linearmente independente se, e somente se, nenhum vetor em
S pode ser escrito como uma combinacgéo linear de outros vetores de S.
(p.170)

Além da abordagem algébrica, os autores supracitados trazem em suas
referidas obras uma abordagem geométrica dos conceitos de dependéncia e

independéncia linear, como podemos verificar abaixo.
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Nesse sentido, um conjunto com dois vetores v, e v,, no R?, séo ditos LI se,
e somente se, 0s vetores ndo estdo contidos em uma mesma reta suporte, isto é,
nao existe um k € R tal que v, = k. v, (caso exista, sdo ditos LD). Como podemos

verificar na figura a seqguir.

Figura 4: Representacdo Geométrica de vetores LI

Fonte: (ANDRADE, 2010, p. 21)

Para o espaco tridimensional, o R3, a interpretacdo geométrica é analoga,
isto €, um conjunto com trés vetores sao ditos LI se, e somente se, 0s vetores nao

estdo contidos em um mesmo plano suporte. Esquematicamente, temos:

Figura 5: Representacdo Geométrica de vetores LI

u=(0D [

-

Fonte: (ANDRADE, 2010, p. 21)
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Um importante resultado que se pode verificar com essa abordagem refere-
se a obtencdo, tanto no R? quanto no R3, de vetores que sdo escritos como uma
combinacao linear de outros vetores de um conjunto dado. Quanto as equacdes de
um sistema linear, elas também podem ser escritas como uma combinacéo linear de
uma outra equacao do sistema? E as solu¢cbes, se manterdo, quando substituirmos,
por exemplo, as equagdes originais pelas equacdes equivalentes? Bem, a resposta
é dada nas proximas secoes.

3.3 METODOS DIRETOS
Um método direto para a resolu¢cdo de um sistema linear consiste em um

procedimento que fornece as solucdes exatas, dentre eles destacamos a Regra de

Cramer e 0os Métodos de escalonamento.

A regra de Cramer € um resultado tedrico preciso que tem sua utilidade
limitada pelo alto custo computacional. Além do mais, ela s6 se aplica aos chamados
sistemas lineares quadrados (m=n). Apesar disso, ela € usualmente abordada no

Ensino Médio e, por essa razdo, apresenta-la-emos na proxima secao.

Os métodos de escalonamento, por sua vez, correspondem a uma
alternativa computacional viavel para sistemas lineares com um grande nimero de
equacdes e de variaveis. Funcionam tanto para sistemas quadrados quanto para

sistemas retangulares (m # n), os quais serdo abordados nas proximas secoes.

3.3.1 A Regra de Cramer
O matematico escocés Maclaurin escreveu um livro chamado Um tratado

sobre a Algebra. Nele, o autor apresenta o que chamou de “teoria geral’, para a
eliminacdo de incégnitas de um sistema linear, fazendo a demonstracdo para as
matrizes de ordem 2 e 3 e explica como fazé-la para as matrizes de ordem 4. Porém,
nao comenta se o resultado pode ser generalizado para matrizes de ordem n = 4,
segundo Sa (2004).

O “teorema geral de Maclaurin”, hoje conhecido como regra de Cramer, pois
foi o matematico suico Cramer quem publicou o resultado para as matrizes de ordem
n, no apéndice de seu livro Introdugéo a Analise de Curvas Algébricas, de 1750. Na
publicacdo, ele determinava que o valor das incégnitas encontradas eram fracdes,

onde no numerador e no denominador apareciam certas combinacdes dos
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coeficientes do sistema linear. Hoje sabemos que essas combinacfes s&o

chamadas de determinantes, conforme Sa (2004).

A regra de Cramer nos fornece a base teodrica para determinar as solucdes
de um determinado sistema quadrado. Vale aqui ressaltar que um sistema admite
solugdo unica se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes,
associada ao sistema, € diferente de zero. Em Leon (1998, p.75), encontramos que

as solucdes desses sistemas podem ser obtidas pela formula:
det (. 1’, )
Ir; = ———f =l n
det(A)
Em que det(A) corresponde ao determinante da matriz A, enquanto A;

corresponde a matriz obtida de A substituindo a i-ésima coluna pela matriz B dos

termos independentes.

O método usualmente empregado para resolver sistemas formados por m
equacdes em n varidveis € conhecido como Método do Escalonamento ou Método

de Eliminacéo Gaussiana.

A ideia béasica desse procedimento € realizar operaces sobre as equacdes
do sistema, até que ele ganhe uma forma em que as solucbes possam ser

“facilmente” obtidas. Com isso em mente, duas perguntas surgem naturalmente:

(a) Qual é a forma em que se deseja que as equacdes do sistema estejam?
(b) Uma vez essas na forma esperada, como se obtém “facilmente” as

solucgdes do sistema?

As respostas séo inspiradas nos sistemas quadrados, mais especificamente

os triangulares, os quais seréo evidenciados na proxima secao.

3.3.2 Sistemas triangulares e os métodos das substituicdes regressivas
e progressivas
Um sistema triangular superior de ordem 4 tem a forma:
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U1y + U229 -+ U133 - U14L4 = hl
ULy + UgzTy + ULy = by
U33 T3 + UzqLy = by

UgqTy = by

Em condi¢Bes adequadas um sistema desse tipo é resolvido facilmente. Da

altima equacgéao encontramos:

[).;
.J'_I — .
U.,;A‘

Substituindo esse valor na terceira equagao, obtemos:

(bg — ugqxy)

Uszs
De maneira geral, conhecendo-se os valores das variaveis “i+1 Fit2: - L,
o valor da variavel x; é obtido a partir da formula:
r h, }:;:1«] “U'"‘_I . hl — (U4 1Li41 T Ui 42T540 + 7 + Ui Ty,)
Uy, Uy 7 .

Esse € o chamado Método das Substituicbes Regressivas.

De maneira analoga, um sistema triangular inferior de ordem 4 tem a forma:

hizy by
lg1xy + lpozp = b2
laizy + l3axa + l3gxs = by

1“.1‘| -+ [_;-‘5J'-J + /43‘1'3 + I,H.I'_; /)»l
Como antes, em condicbes adequadas um sistema desse tipo € resolvido
facilmente. Da primeira equagéo, encontramos:

h]
]ll-

Iy =

Substituindo esse valor na segunda equagéo, obtemos:
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(by — l3yy)
Lo = —

” 1,2

2

De maneira geral, conhecendo-se os valores das i — 1 variaveis anteriores, 0
valor da variavel i € obtido a partir da formula:

o=l . } . -4 .
h" ) l/"l'l,' 04 _![1'1-1.'—'—/.‘_’12_’_"'_('” 1L5—-1)

Li = = — o

' Li ' B B

Esse € o chamado Método das Substituicbes Progressivas.

Uma vez que o sistema pode ser “facilmente” resolvido se ele estiver na
forma triangular, como modifica-lo a fim de obté-la, de modo que ele possua as

mesmas soluc¢des do sistema original?

Bem, a resposta € pelas Operacbes Elementares, assunto tratado na
proxima secgao.

3.3.3 Operacdes elementares em linhas

Em Boldrini (1986, p.5), dois sistemas lineares s&o ditos Sistemas
Equivalentes se eles possuem as mesmas solucdes. Para tais sistemas € possivel
passar de um para 0 outro, executando um numero finito de operacdes nas
equacOes do sistema, chamadas Operacdes Elementares. Assim, ao resolver um
sistema linear, estamos, na verdade, transformando uma situacado inicial em outra
gue lhe é equivalente, ou seja, com as mesmas solucdes. Disso, faz-se necessario
compreender as operacles realizadas a cada etapa e o significado da solucéo final

do problema.

Em Robbiano (2011, p. 52), uma operacdo elementar corresponde a uma

operacéo do seguinte tipo:

() Permuta de linhas; ou seja, trocar a linha i pela linha s da matriz.

Representamos esta operacdo na forma Li © s.

(i) Multiplicagdo de uma linha por um numero £ diferente de zero.

Representamos esta operacédo na forma Li —» k - i.

(iii) Substituicdo de uma linha por sua soma com um multiplo ndo nulo de

outra linha. Representamos esta operacao naforma Li - i+ k -s.



44

Pelo exposto, infere-se que essa abordagem favorece a compreensao de
dependéncia linear, a qual consequentemente oportuniza uma compreensao mais
ampla dos objetos da Algebra Linear, mais especificamente, dos sistemas de
equacdes lineares. Quanto a essa abordagem, o que € preconizado nos

Documentos Oficiais?

3.4 DOCUMENTOS OFICIAIS
Como foi afirmado na introducéo desta pesquisa, no Brasil € esperado que o
ensino de Sistemas Lineares se inicie no 4° ciclo do Ensino Fundamental (8° e 9°
anos), segundo os PCN e a BNCC. Neste momento, chamamos atencao para o que
€ preconizado nos documentos do estado de Pernambuco quanto ao ensino de
Sistemas Lineares. Dentre eles, fazemos referéncia aos Parametros para a
Educacao Basica do Estado de Pernambuco (PCPE), no qual é dito que, para essa
etapa de ensino (Ensino Fundamental anos finais, mais especificamente, 8° e 9°
anos), é esperado que os alunos consigam:
Resolver problemas envolvendo sistemas de equacdes de primeiro grau
com duas incégnitas pelos métodos da adicdo, substituicdo e comparacéo,
e representar sua solucdo no plano cartesiano, fazendo uso das
representacdes simbolicas; associar a regido do plano cartesiano a solugéo

de um sistema de duas equacdes de primeiro grau e duas incégnitas.
(PERNAMBUCO, 2012, p.105-106).

J4 no Ensino Médio, os documentos oficiais como os PCN, PCPE e as
OrientagBes Curriculares para o Ensino Médio trazem a necessidade de se
debrucar, nessa etapa de ensino, sobre os Sistemas Lineares quanto a sua
ampliacdo (para sistemas de 3 equacbes e trés incognitas), resolucdo e
representacdo das solucdes encontradas em face ao sistema linear proposto. Nessa
etapa de ensino, ainda segundo os PCN, € necessario um resgate aos
conhecimentos anteriores sobre os sistemas de equacgdes lineares 2 por 2, para
assim introduzir os sistemas 3 por 3, como explicitado a seguir.

Com relacdo a Algebra, ha ainda o estudo de equacbes polinomiais e de
sistemas lineares. Esses dois conteldos devem receber um tratamento que
enfatize sua importancia cultural, isto é, estender os conhecimentos que os
alunos possuem sobre a resolucdo de equacdes de primeiro e segundo
graus e sobre a resolucdo de sistemas de duas equacdes e duas incAgnitas

para sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucdo de
problemas simples de outras areas do conhecimento(BRASIL, 2002, p.122).

No PCPE, sao tratadas como habilidades para essa etapa de ensino no que

se refere ao estudo dos sistemas de equagdes: “resolver sistema de duas (ou trés)
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equacdes de primeiro grau e duas (ou trés) incognitas por escalonamento (método
da adicéo); associar duas retas no plano cartesiano a representacdo de um sistema
de duas equacgdes de primeiro grau e duas incognitas” (PERNAMBUCO, 2012, p.
130-131).

Quanto ao que é preconizado pelos documentos oficiais, no que se refere ao
tratamento da resolucdo dos Sistemas Lineares, encontramos, nas Orientacdes

Curriculares para o Ensino Médio (OCEM), o seguinte extrato:

[...] A resolucdo de sistemas 2X3 ou 3X3 também deve ser feita via
operac¢Bes elementares (0 processo de escalonamento), com discusséo das
diferentes situagcfes (sistemas com uma Unica solucdo, com infinitas
solugbes e sem solugdo). Quanto a resolugdo de sistemas de equacgbes
3X3, a regra de Cramer deve ser abandonada, pois € um procedimento
custoso (no geral, apresentado sem demonstracédo, e, portanto, de pouco
significado para o aluno), que s6 permite resolver os sistemas quadrados
com solugao unica (BRASIL, 2006, p. 77-78).

E, dessa forma, corroborando o que fora discutido, no que se refere ao
significado e a representacao das solucdes do sistema de equacdes, tomamos, mais
uma vez, uma significativa contribuicdo das OCEM, em que € preconizado:

O entendimento do significado de uma equag¢do e de seu conjunto de
solucdes ndo é imediato, e isso é natural, pois esse significado ndo é
explicito quando simplesmente se escreve uma equac¢do (BRASIL, 2006, p.
77-78).

Sendo esse um ponto extensivel aos sistemas lineares. Dessa forma,
inferimos que os documentos oficiais propéem um trabalho, frente aos sistemas de
equacdes lineares, que colabore para um entendimento mais amplo da Algebra

Linear, como o conceito de dependéncia linear.

Terminada essa exposi¢do, uma pergunta surge naturalmente: Por que 0s
alunos tém dificuldades em dar significado e representar as solu¢des do sistema?

Abordaremos essa tematica na proxima secao.

3.5 DIFICULDADES DOS ESTUDANTES EM DAR SIGNIFICDOS E
REPRESENTAR AS SOLUCOES DO SISTEMA

Na busca de encontrar alguns elementos que nos possibilitem uma melhor
compreensao das limitacdes mais recorrentes apresentadas pelos alunos frente ao
objeto de estudo desta pesquisa, foram verificados em Herrero apud Pantoja (2008,
p. 19) trés pontos. Eles nos ajudam a entendé-las, ao apresentar algumas

reincidéncias de respostas quando se trabalham os Sistemas Lineares:
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1. dificuldade em usar operacfes aritméticas elementares para resolver

problemas verbais envolvendo Equacdes e Sistemas de Equacoes;

2. dificuldade em converter a linguagem escrita para uma linguagem

matematica;

3. falta de costume de verificar as respostas encontradas durante o processo

de resolucéo dos Sistemas e, com isso, ndo tém clareza do que elas representam.

Reforcando essa ideia, Almouloud e Bianchini (1996) apresentam uma
andlise dos erros mais frequentes entre os alunos, quando se trata da resolucéo de
Sistemas Lineares. Assim o0s elencamos: de calculo numérico e algébrico; de
método de resolucdo; de representacdo gréafica; ignoram que a solucdo de um

sistema linear deve satisfazer todas as suas equacoes.

Dando continuidade a tematica dos erros mais frequentes entre os alunos,
guanto ao nosso objeto de estudo, citamos os resultados da pesquisa de Souza
(2014), os quais séo frutos de uma atividade aplicada em duas turmas do 8° ano do
Ensino Fundamental. Eles sdo organizados por meio de um quadro, no qual se
percebe que, quanto ao objetivo - Representar equacdes graficamente e analisar o
seu comportamento, 53% dos alunos alcancaram esse objetivo, 13% apresentaram
dificuldade e 34% né&o alcangcaram; quanto a - Encontrar a solugdo do sistema de
equacdes dando o seu significado, 53% dos alunos alcancaram esse objetivo, 6%
apresentaram dificuldade e 41% né&o alcancaram; no que concerne a - Analisar o
comportamento das retas pelo gréafico, 47% dos alunos alcancaram esse objetivo,
6% apresentaram dificuldade e 47% n&o alcangaram.

Com o intuito de evidenciar ainda mais essa tematica, Freitas (1999), em
sua pesquisa constata, por meio de um teste diagnéstico com alunos do Ensino
Médio, que 86% dos alunos néo relacionam a solugédo de um sistema linear com o0s

pontos comuns entre as retas que o representam.

Ainda, debrucando-se sobre essa tematica, Barros et al. (2012) realizam
uma pesquisa com 239 alunos do Ensino Superior Politécnico matriculados nas
disciplinas de Algebra Linear e de Geometria Analitica. A metodologia utilizada pelos
autores da pesquisa, para obter os dados, deu-se por meio de resolucdo de

situacdes-problema e, essas, por sua vez, consolidavam-se através de
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apresentacoes orais. Essa dinamica foi favorecida, pois uma das autoras lecionava
as referidas disciplinas. Dos 239 alunos, 127 apresentaram raciocinios de resolucéo
ndo validos e 46 alunos ndo apresentaram justificativas ou ndo responderam. Apos
uma analise nas 127 respostas que apresentavam raciocinios de resolucdo nao

validos, os autores categorizaram-nos por meio de uma tabela, como podemos

conferir:
Tabela 1- Categorizacéo dos raciocinios nao validos
Raciocinios ndo validos VA VB VC VD Total
anomprccnséo do significado de sistema 4 10 6 1 31
omogéneo
Interpretagdo incorreta da resolucdo efetuada 4 1 11 2 18
Comparacdo do nimero de incognitas com o B - 1 5 13
namero de equagdes
Solugdo dada como vetor dos termos independentes 9 - 4 - 13
Concegbcs que envolvem o conceito de > 5 5 2 1
determinante
Incorre¢des na resolucdo pelo método de eliminagdo
i = 8 = 7
de Gauss
Enunciado de conceitos ou procedimentos sem os B B 4 3 6

aplicar a situagdo

Fonte: Barros et al. (2012, p.340)

Chamamos atencdo para os 2° 3° e 4° raciocinios nao validos. Quanto a
interpretacdo incorreta da resolucdo efetuada, os autores percebem que os alunos
resolvem parcialmente os sistemas dados, aplicando, para esse fim, o0 método de
eliminacdo Gaussiana ou 0 método da substituicdo ou, simplesmente, substituindo
as incognitas pela solucdo apresentada na questdo, porém nao interpretam

corretamente o resultado obtido.

Quanto a comparacdo do numero de incégnitas com o nimero de equagoes,
0s autores percebem que ha uma forte tendéncia, entre os alunos, em considerar
que para o conjunto solucdo ser, de fato, a solucdo do sistema dado e/ou para
‘resolver” o sistema, € necessario que o numero de incégnitas seja igual ao numero

de equacodes.
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No que concerne a solucdo dada como vetor dos termos independentes,
verifica-se uma recorréncia, entre os alunos, que é o fato de considerar o sistema,
em sua forma matricial, como Ax = vetor solugdo, e, sendo a sua resolucao
ancorada nessa representacdo. Dessa forma, os autores inferem que ha uma

incompreensao do significado de solucéo por parte dos alunos pesquisados.

Nossa hipotese, como ja foi abordada na introducéo desta pesquisa, € que
essas dificuldades sdo advindas do fato de que ndo se exploram atividades que
favorecem os varios registros de representacdo dos sistemas de equacdes lineares
(lingua natural, algébrico, gréfico etc.) e muitos menos a conexao entre eles, como
propde Duval (2004). Segundo Machado (1996), elas seriam minimizadas se 0s
alunos conseguissem converter as solucdes do registro algébrico para o grafico e
vice-versa. Seguindo esse entendimento, trazemos mais uma pesquisa que
evidencia a coordenacdo satisfatéria dos diversos registros de representacao
semidtica como um caminho para enfrentar essas questdes.

As pesquisas de Pavlopoulou (1993) [...] estabeleceram a relagédo entre as
dificuldades dos alunos na aprendizagem de conceitos de &lgebra Linear e

a deficiéncia na coordenagéo satisfatéria dos diversos registros de
representacdo semidtica (Karrer, 2006, p. 59).

Haja vista que um dos caminhos para superar as dificuldades supracitadas é
trabalhar os varios registros de representacdo e a conexao entre eles, uma pergunta
que nos parece ser bem pertinente, neste momento, é: a utlizacdo de um

micromundo favorece esse trabalho?

36 O USO DAS TECNOLOGIAS NO TRATAMENTO DA
REPRESENTACAO DAS SOLUCOES DO SISTEMA

As tecnologias digitais possuem um papel fundamental em contextos de
ensino e aprendizagem, como preconiza a BNCC (2018) em uma de suas
competéncias gerais, mais precisamente a quinta, a qual é indicada no extrato a

sequir:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e
comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagfes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (BRASIL, 2018,

p.9).
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Um aspecto muito importante do pensamento matematico é a abstracdo da
invariancia. Isso, de uma certa forma, justifica a concepcao/desenvolvimento de
software dinamicos. Mas claro, para reconhecer invariancia — para ver o que
permanece o mesmo — € preciso haver variagdo. Midias dindmicas facilitam o
alcance da variacao inerentemente (KAPUT, 1992 apud SILVA, 2016, p.28).

Quanto as representacdes conectadas em midias dinamicas e interativas,
ainda pode inferir-se que:
Considerando dois sistemas, A e B, definimos “conexdo a quente” a
capacidade automatica ou através de um comando, de refletir uma agdo
tomada em um sistema A no sistema conectado B (note a direcionalidade).

E aqui onde a contribuicio computacional se torna mais aparente em um
meio dinamico e interativo (KAPUT, 1992 apud SILVA, 2016, p. 28).

Dessa forma, acreditamos que a utilizacdo de um micromundo que favoreca
a coordenacdo dos diferentes registros de representacdo, de forma dinamica e
articulada, possa ser um suporte bastante significativo as representacdes e
manipulagdes das solu¢des do sistema de equacgdao linear, como pode ser observado
no trabalho de Silva (2016).

A fim de enriquecer ainda mais nossa analise preliminar, debrucamo-nos
sobre a analise das dimensdes (cognitiva, didatica, epistemoldgica e informatica) do

nosso objeto de estudo, que sera evidenciada na préxima secao.

3.7 ANALISE DAS DIMENSOES

Tentamos, ao longo das subsecfes subsequentes, responder o0s
guestionamentos levantados na andlise preliminar da pesquisa de Tiburcio (2016),
0s quais podem ser checados no quadro abaixo. Objetiva-se, por meio desse
levantamento, estabelecer requisitos que subsidiem o processo de prototipacdo de

um software.

Quadro 1- Reformulacdo da andlise preliminar.

QUESTIONAMENTOS INICIAIS | QUESTIONAMENTOS REFORMULADOS

DIMENSAO COGNITIVA

1. Qual/quais teoria(s) cognitivas estdo | 1. Existem indicacfes na literatura de como o




envolvidas com a aprendizagem do

dominio?

estudante aprende o conhecimento especifico?

D

IMENSAO DIDATICA

2. Qual é o estado atual do ensino do
dominio? Quais sédo as contribuicdes e
as principais dificuldades geradas pelo

ensino atual?

2. Qual é o estado atual do ensino do dominio?

Quais sao as consequéncias desse ensino?

DIMENSAO EPISTEMOLOGICA

3. Quais sao as caracteristicas do

conhecimento  que  dificultam a

aprendizagem e o ensino?

3. Quais sdo os aspectos do conhecimento que

podem dificultar a aprendizagem?

DIMENSAO INFORMATICA

4. Como o0s recursos tecnolégicos
podem contribuir para o ensino e a

aprendizagem do dominio?

4. Quais as caracteristicas fundamentais que o

ambiente deve conter para atender as

necessidades/caracteristicas que contribuam para o

ensino e a aprendizagem do dominio?

Fonte: Tibarcio (2016, p.67)

3.7.1 Aspectos Epistemolbgicos

Objetivavamos levantar
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alguns dados que nos dessem suporte a

identificacdo dos aspectos epistemologicos que podem dificultar a aprendizagem

dos Sistemas Lineares. Dessa forma, apresentamos, nesta subsecdo, alguns

resultados importantes para nossa

pesquisa.

Em sua pesquisa, Dias (1998) introduz uma divisdo dos objetos de estudo

do dominio da Algebra Linear. Para esse fim, ela prop6e a seguinte classificaco: os

arcaboucos de algebra linear, geometria afim euclidiana, sistemas lineares, matrizes

e determinantes. Quanto aos registros de representacdo desses mesmos objetos, a

autora indica:

e quatro registros de representacdo semidtica: a representacao

simbdlica intrinseca, a representacdo pelas coordenadas, a representacao

por equacdes e a representacao matricial.

e dois pontos de vista: cartesiano e parameétrico. A flexibilidade
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entre esses dois pontos de vista opera tanto no registro algébrico quanto no
registro geométrico, além das articulacdes possibilitadas entreos proprios

registros.

Um dos primeiros a estudar a fundo as equacdes lineares, de forma
qualitativa e bastante descritiva que se tem datado, foi Leonhard Euler. O termo:
dependéncia linear aparece em um dos seus textos, uns dos primeiros a tratar do
tema, e tem suas origens no estudo de sistemas de equacdes lineares e intitula-se:
Em uma contradicdo aparente na doutrina das linhas curvadas, data de 1750. Euler
trata do assim chamado paradoxo de Cramer. Nesse texto, ele aborda o fato de que
um sistema de n equacdes lineares com n incoégnitas determina sempre uma
solucdo unica, fato que, ao que parece, era no momento implicitamente aceito por
todos. Ele comecga examinando essa questdo para n = 2; para isso, ele propde,

como exemplo, as seguintes equacdes:
3x-2y =5 e 4y = 6x-10;

Eis o que ele diz: “WVeremos que nao € possivel determinar as duas
incognitas x e y, pois eliminando o X, a outra desaparece de si mesma e obtemos
uma equacgao idéntica, da qual estamos em posicdo de nao determinar nada”.
(EULER, 1750, p.226, tradug&o nossa).

A razéo para isso vem do fato da segunda equacado mudar para 6x-4y = 10,
gue pode ser vista como a primeira equacdo multiplicada pelo escalar 2. Dessa
forma, néo diferem entre si. Esse fato ndo era uma revelacdo para os matematicos
da época, mas essa abordagem de que duas equacdes podiam ser idénticas ndo
era um objeto de discussédo. Até aquela época, ndo haviam desenvolvido uma teoria

de equacdes lineares, mas apenas implementacao de técnicas resolutivas.

Ao exemplificar para o caso n = 3, ele tomou um sistema que continha duas
equacodes idénticas (chamaremos de i e k), e uma outra equacao (que chamaremos
de 0) que era resultado da seguinte operacao elementar: Lo — 2 - (i + k). Disso, ele
concluiu que: “Assim, quando dizemos que para determinar trés incognitas, basta ter
trés equacgdes, devemos acrescentar esta restricdo, que as equagdes diferenciem-se
entre si, de tal modo, que nenhuma delas esteja incluida nas outras” (ibid., 226,

traducdo nossa).
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Para os dias atuais, o "ser incluido em" configura-se como uma relacdo de
dependéncia linear. No entanto, tomando por base o que foi concluido por Euler, que
se encontra supracitado, corremos um grande risco ao resolvermos um sistema de
equacdes lineares pelos métodos de eliminacdo e/ou substituicdo, de transformar a
resolucdo em um “acidente”, o que significa que algumas incognitas continuam
indeterminadas. Com esse entendimento, o autor prop6s a diferenciacdo entre: as
propriedades de "dependéncia linear" e "ser incluido (fechado) em", que teve
implicaces significativas. De fato, seu ponto de vista estava inteiramente ligado a
estrutura das equacdes, enquanto a dependéncia linear € um conceito mais amplo.
Dessa forma, para dar significado ao que foi proposto pelo autor, ou seja, a
propriedade que uma equacao tem de estar “incluida em” ficou conhecida como

dependéncia inclusiva.

O conceito de dependéncia inclusiva perdurou até a segunda metade do
século XIX, sendo essa concep¢do matematicamente equivalente a dependéncia
linear; além disso, era bastante significativa e adequada para o pensamento da
época. Porém, foi percebido que essa concepcéo trazia uma limitacdo, pois ela nédo
permitia fazer uma conexéo entre as equagdes e as n-uplas de solucdes e vice-
versa, ou seja, ndo permitia conectar todos os sistemas equivalentes com o mesmo
conjunto de solugBes. Dessa forma, o modelo agora exige um raciocinio dual, ou
seja, requerer a habilidade de transformar uma equacdo em n-upla e vice-versa, ou
seja, unificar esses dois objetos sob um mesmo conceito linear. Esse passo foi dado
em 1875, por Frobenius.

Em seu trabalho, Ousman (1996) mostrou que os estudantes universitarios
em seus primeiros anos, antes de cursarem Algebra Linear, tém concepcdes
semelhantes a dependéncia inclusiva de equacdes lineares. Nesse trabalho, ele
percebeu que a resisténcia a concepcao de dependéncia inclusiva ndo impede um
bom uso da definicdo formal. Diante disso, constatou-se, do ponto de vista logico,
uma equivaléncia de concepc¢des primitivas ao conceito formal, em cada um dos
seus campos de aplicacdo. Dessa forma, o obstaculo, na verdade, esta na natureza
da generalizacdo, e varios autores que se debrucaram sobre esse tema o
classificaram como “o obstaculo do formalismo”. Pelo exposto, percebe-se que a
dificuldade esta em acessar o conceito formal por meio de um processo que leva em

conta as concepcdes primitivas e as caracteristicas epistemoldgicas desse tipo de
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generalizacdo unificadora. Exemplificando o caso das equacdes, trata-se, portanto,
de passar do conceito de dependéncia inclusiva para o conceito de dependéncia
linear em um problema que mostra, de um lado, a interdependéncia entre as duas
concepgoOes e, de outro, a supremacia do conceito de dependéncia linear. Vale aqui
destacar que essa passagem pode ser feita pelo método de Eliminacdo Gaussiana,
o qual, no Ensino Médio, é conhecido como método do Escalonamento. Ele favorece
a transicéo do conceito de dependéncia inclusiva para a definicdo formal do conceito
de dependéncia linear. O algoritmo consiste em aplicagbes das operacoes
elementares sobre as equacfes do sistema, ou, pertinentemente, podemos Vvé-lo
como combinacdes lineares sucessivas sobre as linhas (equacdes), o qual se
percebe a relacédo linear existente entre as equagdes do sistema. Portanto, uma
andlise mais aprofundada do algoritmo favorece a interpretacdo da dependéncia

inclusiva em termos da dependéncia linear.

Por todo esse apanhado epistemoldgico, mais uma vez, chamamos atencao
ao papel das operacdes elementares para a efetivacdo de uma abordagem que
favoreca a conexdo entre as equacgdes e as n-uplas de solucbes e vice-versa, de
forma que essa abordagem proporciona a visualizagcdo da interdependéncia da
solugdo com as equacOes do sistema e com as equacbes obtidas por meio de
operacdes elementares, além de permitir a visualizacédo da interdependéncia que se
estabelece entre as proprias equacoes. Dessa forma, faz-se necesséario um trabalho
gue cologue em evidéncia o papel que as operacdes elementares exercem sobre a
solucdo, as equaclGes e o préprio sistema, para que, assim, se configure uma

abordagem necesséria para a apropriacdo do conceito de dependéncia linear.

3.7.2 Aspectos Cognitivos

Nesta subsecdo, tentamos responder a pergunta da analise preliminar no
que se refere a dimensdo cognitiva. Vemos, na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (TRRS) de Raymond Duval (2004), elementos que
subsidiam e favorecem a compreensdo das dificuldades cognitivas quanto as
representacdes e manipulacdes das solugbes do sistema de equacao linear. Os
diferentes tipos de representacdo de um determinado objeto matemético s&o
designados por Duval como “registros de representagdo semiética’. Esses, por sua

vez, sao preconizados nos Documentos Oficiais, como se pode verificar a seguir.
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Podem ser utilizadas diferentes linguagens para representar os conteldos
simbolos: matematicos, lingua natural, desenhos, graficos, icones etc. Esse
tratamento diversificado é apontado, atualmente, como um fator muito
importante para a compreensdo dos conceitos e dos procedimentos
matematicos (BRASIL, 2005, p. 75).

Haja vista que ndo temos um acesso direto aos objetos de estudo da
Matematica e que a compreensdo deles se da pela mobilizacdo de diferentes
registros de representacdo. Percebemos, assim, que a Matematica, mais que

qualquer outra ciéncia, faz uso desse simbolismo.

Segundo Duval (2003, p.13), had duas especificidades no processo de
compreensao dos conceitos mateméaticos que, de uma certa forma, os diferenciam
dos demais processos de compreensao das demais areas do conhecimento, a

saber:

. Importancia primordial das representagfes semiéticas: ao se
observar a histéria do desenvolvimento da matematica, verifica-se que ela
estd intimamente ligada as representacdes semidticas escolhidas. Nesse
sentido, foi preciso levar em consideragdo as especificidades que cada
representacdo semiotica colocaria em evidéncia ao representar um mesmo
objeto matemaético, pois apesar de elas apresentarem varias facetas de um
mesmo objeto matematico, suas compreensdes, muitas vezes, podem nao
ser tdo simples. Vale aqui destacar que os objetos, numeros, conceitos e
resultados da matematica ndo sao diretamente perceptiveis, passam a existir

por meio de suas representacdes semibticas.

. A grande variedade de representacfes utilizadas em
matematica: existem diferentes tipos de registros de representacbes na
matematica como, por exemplo, 0s nimeros, a escrita algébrica, os desenhos
geométricos, os graficos, a linguagem natural (que é diferente da linguagem

corrente).

Um ponto a ser destacado, refere-se a ideia que Duval desenvolve quando
diferencia os sistemas semidticos utilizados na Matematica dos demais sistemas
semiodticos. Para isso, usa o termo “registro”, que categoriza as representacoes

matematicas. A titulo de ilustracdo, tomemos duas possiveis representacbes do
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nosso objeto de estudo, evidenciando o sistema semidtico e o registro de

representacdo que abarcam cada uma dessas duas representacoes.

Quadro 2- Exemplificacdo da representacédo semiética segundo Duval

Representagdo algébrica de um | Representagdo geométrica de um

Sistema de Equacdao Linear Sistema de Equacéo Linear
Objeto Matematico Sistema de Equacéo Linear Sistema de Equacéo Linear
Sistema Semiético Simbdlico Figural
Registro de Algébrico Geomeétrico

Representacéo

Fonte: produzido pelo autor

Na tentativa de desenvolver uma abordagem que caracterizasse a atividade
Matematica, Duval prop6e que um dos principais desdobramentos desse tipo de
atividade sao as transformagdes sobre seus objetos de estudo, que, por sua vez,
podem ser divididas em: tratamento e conversdo. A transformagao tratamento
consiste em uma atividade de determinacédo das varias representacdes de um objeto
matematico, dentro de um mesmo registro de representacdo. A titulo de
exemplificacdo, tomemos o caso de resolucdo de um sistema linear quando, para
esse fim, séo utilizados apenas procedimentos algébricos, como pode ser verificado

na Figura 6:

Figura 6: Tratamento de uma resolugao de um Sistema Linear

S5x—15=2x+45

H TRATAMENTO

Fonte: Lourenco et al. (2018, p. 86, adaptado)
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Ja a transformacao conversdo consiste em uma atividade de determinacao
dos varios registros de representacdo, por meio de suas correspondentes
articulagdes, sendo toda essa atividade configurada sobre um mesmo objeto
matematico. Quanto as articulacdes supracitadas, trata-se da passagem de um
registro de representacdo para outro(s). Segundo Duval, € na mobilizacdo dos
diferentes registros que se encontra a chave para a aprendizagem matematica. Ele
ainda enfatiza a importancia dessa atividade como uma atividade necessaria para
permitir a compreensao das diferentes propriedades ligadas ao mesmo conceito.
Para fins de esclarecimentos, exemplificamos essa atividade levando em
consideracdo 0 nosso objeto de estudo e os campos algébrico e grafico, como pode

ser verificado na Figura 7:

Figura 7: Conversao dos registros algébrico e grafico de um Sistema Linear

passagem da representacao algebrica para a representacéo grafica. ou passagem da representacao grafica para a representacéo algébrica.

Fonte: produzida pelo autor

Um fato bastante pertinente que merece ser destacado frente a abordagem
das conversdes é o seguinte: qual é a atencédo dada as conversdes? E vista apenas

COmo um suporte aos tratamentos realizados em um determinado registro?

A conversao nao deve ser concebida como uma simples passagem de um
registro a outro. Para isso, faz-se necessario p6-la em evidéncia por meio de uma
abordagem que permita explorar as especificidades de cada registro, além de
favorecer a percepcéo da articulagdo entre eles, ou seja, ao mobilizar um registro,

possa-se compreender as relacdes, nele, que nos aportam a outro. Disso, infere-se
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que toda a atividade descrita neste paragrafo se situa como facilitadora dos

processos cognitivos para a compreensao dos objetos de estudo da matematica.
Ha, por tras da aplicacdo de uma regra de codificacdo para passar de uma
equacao a um grafico cartesiano, a necessaria articulagdo entre as variaveis
cognitivas que sao especificas do funcionamento de cada um dos dois
registros, pois sdo essas varidveis que permitem determinar quais as
unidades de significado pertinentes, que devem ser levadas em
consideragcdo, em cada um dos registros de representacdo. A conversao

das representacdes, quaisquer que sejam o0s registros considerados, €
irredutivel a um tratamento (DUVAL 2003, p. 17)

7

Ao nos debrucarmos sobre essa teoria, percebemos que nela nos é
mostrada a necessidade de reconhecermos os diferentes registros de representacao
de um mesmo objeto matematico e a conversao entre eles, para uma compreensao
integrativa do objeto matematico representado. E importante ressaltar que cada
representacdo carrega sua especificidade e seu significado, isto €, diferentes
representacdes portam consigo diferentes significados de um mesmo objeto.

O contetdo de uma representacdo depende mais do registro de
representacdo do que o objeto representado. Porque passar de um registro
de representagdo a outro ndo € somente mudar de modo de tratamento, é

também explicar as propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo
objeto. (DUVAL, 2003, p. 22).

A fim de exemplificar essa questdo, tomamos 0s registros de representacao
grafico e algébrico de dois Sistemas Equivalentes, como mostrados na Figura 8.
Apds uma andlise neles, fica facil perceber que cada registro evidencia propriedades
diferentes do objeto representado. No registro gréafico, por exemplo, é perceptivel
gue o ponto (4,0) satisfaz os dois sistemas. Logo, pode-se concluir que eles séo
equivalentes. J4 no registro algébrico, nos é fornecida a oportunidade de
verificarmos que a propriedade de uma equacdo esta “incluida” em outra, o que

justifica a equivaléncia dos sistemas.



58

Figura 8: Registros algébrico e grafico de dois Sistemas Equivalentes

Registro Algébrico Registro Grafico

X+y=4
X-y=4

X+y=4

33x+09y=132

Fonte: produzida pelo autor

E da mobilizacdo de diferentes registros de representacio de um mesmo
objeto matematico que surge o que Duval chama de “originalidade da atividade
matematica”, que consiste exatamente na mobilizacdo de, no minimo, dois
diferentes registros de representacdo de um mesmo objeto matematico, sendo
trabalhados simultaneamente. Essa abordagem fornece suporte a atividade
matematica, na medida em que a proporciona uma maior compreensdo dos seus
objetos de estudo, de forma a evitar uma confusé@o entre os objetos matematicos e

sua(s) representacdo(des).

Duval (apud Machado, 2003) ainda afirma que, para analisar as dificuldades
de aprendizagem de um determinado objeto matematico, € necesséario analisar a
atividade de conversédo dos registros que lhes concernem. Dessa forma, para isso,
deve-se, inicialmente, por em evidéncia o registro de saida e o de chegada. De
forma que, quando o registro de chegada reflete o registro de partida, dizemos que
ha uma congruéncia. Porém, se o registro de chegada nédo reflete o de partida,
dizemos que ha uma néo congruéncia. Duval (apud Karrer, 2006) afirma que é um

grande equivoco achar que um estudante que estabeleceu uma conversdo em um
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sentido, conseguira rapidamente estabelecé-la no sentido contrario. O autor indica
gue existem conversdes que sdo congruentes em um sentido, sendo a reciproca
falsa. Para exemplificar essa questdo, Duval (2003) apresenta um quadro que
evidencia trés fatores que indicam o grau de congruéncia ou ndo congruéncia em
uma conversdo da linguagem natural para uma representacdo algébrica. Nesse

sentido, o adaptamos frente ao nosso objeto de estudo, como podemos verificar no

quadro 3:
Quadro 3- Exemplos de congruéncia e ndo congruéncia
Correspondéncia A unidade seméntica | Conservagéo da ordem
semantica das unidades terminal das unidades
de significado
Permuta das linhas Sim Sim N&o

(equacgbes) do sistema.

O produto de uma Sim Sim Nao
linha por um

escalarazO0.

A soma de uma linha Sim Sim N&o

com um multiplo ndo

nulo de outra linha.

Fonte: Duval (2003, p.19, adaptado)

A correspondéncia semantica das unidades de significado corresponde a
conexao entre uma unidade significante simples de uma representacdo e uma
unidade significante elementar de uma outra representacdo. Segundo Duval (2009,
p.68), uma unidade significante é vista como “toda unidade que se destaca do
1éxico’ de um registro”. Nos trés casos do nosso exemplo, foi verificada essa
correspondéncia. No 2° caso, mais especificamente, percebe-se a correspondéncia

de unidades significantes: produto e x; linha e equacgéo; escalar e nimero.

O segundo ponto refere-se a unidade semantica terminal, que corresponde a
verificacdo de que, se a cada unidade significante do registro de partida corresponde
a uma e, somente uma, unidade significante no registro de chegada. Nos trés casos
e verificada essa condicdo. No 2° caso, mais especificamente, percebe-se a
univocidade de interpretacdo para cada unidade significante do registro de partida,

sendo esse um enunciado em lingua natural.
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O terceiro ponto faz referéncia a conservacdo da ordem das unidades, que
diz respeito a verificacdo se a ordem das unidades significantes do registro de
partida é conservada no registro de chegada. Nos trés casos do nosso exemplo,
essa condicao nao é satisfeita. No 2° caso, mais especificamente, verifica-se que na
lingua natural a unidade produto € situada antes das unidades linha e escalar,
enquanto na representacdo algébrica a unidade produto é resultado dessas duas

unidades.

Pelo exposto, percebe-se, em muitos casos, que a conversao entre registros
ndo € uma tarefa tdo simples. Nesse sentido, Duval (2003, p.20) afirma que
“Geralmente, no ensino, um sentido de conversao € privilegiado, pela ideia de que o
treinamento efetuado em um sentido estaria automaticamente treinando a converséo
no outro sentido”. O que leva, muitas vezes, a opcao pela conversdo de maior
congruéncia. Porém, segundo Duval, é na mobilizacéo de atividades que privilegiam
as conversdes menos congruentes que reside a oportunidade de reconhecer um
mesmo objeto matematico em suas diferentes representacdes semidticas,

configurando-se, assim, uma compreensao do objeto matematico representado.

Um outro ponto bastante pertinente a ser destacado, neste momento, refere-
se a face oculta da Matematica, que se caracteriza como sendo uma das formas que
essa ciéncia se apresenta. E, assim, uma pergunta parece surgir naturalmente: Qual
a importancia de conhecé-la? A resposta € que ela nos leva a entender o processo
gue se da na aprendizagem da Matematica. Dessa forma, ela pode ser vista como
os “gestos intelectuais que constituem o carater cognitivo e epistemolégico
especificos da matematica” (DUVAL, 2013, p. 9). Por sua vez, os gestos intelectuais
mencionados por Duval, podem ser vistos como acdes que estdo intimamente
relacionadas com a natureza do préprio conhecimento matematico. Nesse contexto,
a guisa de sugestéo, poderiamos destacar os obstaculos de aprendizagem que sao

advindos da natureza do proprio objeto de conhecimento da Matematica.

Ao estabelecer uma relacao de todo o levantamento tedrico desenvolvido até
aqui, frente ao nosso objeto de estudo, percebe-se que ha uma corroboracdo do que
€ preconizado por essas bases tedricas, com nossa ideia de trabalhar os diferentes
registros de representacdo do sistema de equacOes lineares e as diferentes

representacdes de suas solugbes, como um caminho para se atingir, no campo
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cognitivo, a compreensao desses objetos matematicos. Nesse sentido, Hillel e
Sierpinska (1995) defendem que os alunos sejam capazes nao apenas de encontrar
uma representagcdo de um dado operador linear ou vetor em relagdo a uma base
dada, mas também de pensar sobre essas representacdes deles mesmos como

objetos de pesquisa.

Interessados em identificar quais séo as dificuldades de aprendizagem mais
recorrentes entre os alunos, frente ao nosso objeto de estudo, encontramos em
algumas pesquisas, que se debrucam sobre a observacdo do ensino, algumas
limitagcOes apresentadas pelos alunos que néo favorecem, no campo cognitivo, uma
compreensao do objeto de estudo em questdo. Entre eles, podemos destacar: a
incapacidade de conversdo de um registro em outro, confusdo implicita entre o
objeto e sua representacdo. Dentre esses, a confusdo entre um objeto e suas
representacfes é identificada como a principal fonte de problemas. Dessa forma,
ressalta-se a importancia de um trabalho que leve em consideracdo os varios
registros de representacdo para um mesmo objeto matematico, atividades essas,
como ja foram mostradas, necessarias para atingirmos, no campo cognitivo, a

compreensao do objeto representado.

3.7.3 Aspectos Didéticos

Tendo em vista nosso objetivo de levantar alguns dados, que nos dessem
suporte a identificacdo dos aspectos didaticos que configuram o estado atual do
ensino dos Sistemas de Equacdes Lineares, apresentamos, nesta subsecado, os
resultados da pesquisa de Battaglioli (2008), na qual a autora se propds a analisar
trés livros didaticos de Matematica do Ensino Médio aprovados pelo Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD). Categorizamos os livros analisados em: L1 -
Volume 2 da colecdo Matematica, Contexto e Aplica¢cBes, cujo autor € Luiz Roberto
Dante, 42 edicéo; L2 - Volume 2 da colecdo Matematica Ensino Médio, cujas autoras
sdo Katia Smole e Maria Diniz, sendo editado em 2003 pela editora Saraiva, 32
edicdo; L3 - Matematica Completa, cujos autores sdo José Giovanni, José Bonjorno

e José Giovanni Juanior, editado em 2002 pela editora FTD.

Em um primeiro momento, nossa opgdo em trazer a luz essas andlises é
ancorada no papel que o livro didatico exerce no ensino brasileiro, como ressaltam

as Orienta¢Oes Curriculares para o Ensino Médio, indicado no extrato a seguir:



62

[...] o livro didatico vem assumindo, ha algum tempo, o papel de Unica
referéncia sobre o saber a ser ensinado, gerando, muitas vezes, a
concepcéo de que “o mais importante no ensino da matematica na escola &
trabalhar o livro de capa a capa’. [...] E importante, pois, que o livro didatico
de Matematica seja visto ndo como um substituto de orientagbes
curriculares, mas como um recurso a mais (BRASIL, 2006, p. 86).

No Brasil, percebe-se que uma boa parte dos professores, sobretudo das
escolas publicas, faz uso, quase que exclusivamente, do livro didatico como um
elemento norteador de sua atividade docente. A guisa de ilustracdo, citamos um
extrato da pesquisa de Thomaz (2013), que evidencia o papel que os livros didaticos
tém assumido no ensino brasileiro.

[...] neste caso, o livro didatico é o ‘carro chefe’, pois 0 mesmo € o principal,
e as vezes, 0 Unico instrumento utilizado pelos professores em suas

praticas de sala de aula, e eles ‘ditam’ os conteudos e as metodologias a
serem utilizadas (THOMAZ, 2013, p. 52).

Dessa forma, faz-se necessario um estudo mais aprofundado, a partir de
analises, por exemplo, dos livros didaticos aprovados pelo PNLD, para entendermos
quais sao as vivéncias oportunizadas por eles a um determinado contetdo de
interesse; qual é o enfoque mais propagado pelos autores (tratamento ou conversao
dos registros de representacao?). Além disso, é importante evidenciar os avancos e
as limitagdes que sdo apresentadas frente ao conteddo de interesse. Um outro ponto
a ser considerado € que toda essa andlise ndo deve ser aleatéria, deve ser
respaldada por uma teoria, que, no nosso caso, esta alicercada nos principios da
Educacdo Matematica e, por esse fato, nos fornece requisitos que nos auxiliardo na

prototipacao do software.

A luz dos resultados evidenciados na pesquisa de Battaglioli (2008),
consideramos pertinente listar, dentre eles, a proposta de apresentacéo do contetdo
de Sistemas de Equacdes Lineares nos livros analisados, o que, segundo a autora,
assim se deram: os livros L1 e L3 apresentam-no em um Unico capitulo, intitulado
Sistemas Lineares; o Livro L2 aborda o conteddo em espiral, e, mais
especificamente no capitulo intitulado Sistemas Lineares, foi encontrada uma

proposta de revisédo das representacdes grafica e algébrica dos sistemas 2 por 2.

Quanto as atividades que inserem o computador em contextos de ensino e
aprendizagem, foi constatado que nenhum dos livros analisados apresenta alguma

atividade que o utiliza, frente a esses contextos, abordando nosso objeto de estudo.
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No que se refere as transformacdes apresentadas pelos livros supracitados,
frente a nosso objeto de estudo, verificou-se uma énfase a transformacéo
tratamento, que consideravelmente se consolidou por meio do tratamento algébrico
dos Sistemas Lineares. Quanto a esse aspecto, foi evidenciado que o L1 apresenta
dois métodos para a resolucdo de sistemas com trés equacles e trés incognitas:
método de Gauss e a regra de Cramer. O L2, além dos métodos ja citados,
apresenta a resolucao dos sistemas pelo método da adi¢éo e da substituicdo. O L3,
por sua vez, aborda apenas a regra de Cramer.

Tendo em vista uma analise mais robusta da forma como nosso objeto de
estudo é colocado pelos livros supracitados, faz-se necesséario a evidenciacado se
eles tratam de outros registros de representacdo quanto a transformacéao tratamento.
Nesse sentido, eis os resultados: quanto a abordagem dos sistemas de equacdes
lineares no registro lingua natural, foi verificado que os livros L1 e L2 utilizam-se
desse registro. No livro L3, ndo foi constatada essa abordagem. Quanto a
abordagem pelo registro grafico, percebeu-se que os livros L1 e L2 utilizam-se desse
registro de representacdo. No livro L3, novamente, ndo foi constatada essa

abordagem.

Um outro elemento, bastante pertinente a ser real¢cado, coloca em evidéncia
como a transformacéo conversdo, frente a nosso objeto de estudo, € tratada por
esses autores em suas respectivas obras. Dessa forma, verificou-se que as
conversdes foram apresentadas, por meio de exercicios, nos livros L1 e L2, todavia
de “forma timida”, predominando a conversdo da lingua natural para o registro
algébrico. Foi encontrado apenas um exercicio que apresentava o registro grafico de
um sistema de equacdo linear 3 por 3, como registro de chegada, e nenhum
exercicio foi encontrado quando se tomava o registro grafico como registro de

partida. No livro L3, néo foi verificada essa abordagem.

Concomitantemente a todo o levantamento realizado até aqui, gostariamos
de complementa-lo chamando atencéo para as potencialidades que os software de
geometria dindmica apresentam para abordar esse tema. Dessa forma, focaremos
sobretudo nas que sdo oportunizadas pelo software GeoGebra. Essa preferéncia
decorre da constatagdo feita por Tendrio et. al (2016) em um grupo de 62

professores de Matematica da Educacao Basica do Rio de Janeiro, dos quais 48, ou
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77,4% dessa amostra afirmaram que, dentre os software educativos de geometria
dindmica, o GeoGebra era o mais conhecido por eles, e sendo aquele que,
possivelmente, nortearia suas atividades frente a utilizacdo de um software como
elemento do meio, em contextos de ensino e aprendizagem. Sua abordagem dar-se-

a na proxima secao.

3.7.4 Dimenséo Informatica

Para a analise da Dimensdo Informatica do nosso objeto de estudo,
pensamos em realizar um estado da arte em alguns software, com o intuito de
percebermos o que eles ja fazem e quais as lacunas ainda sdo encontradas no que
se refere a uma compreensao satisfatéria dos conceitos de dependéncia linear. Por
compreensao satisfatoria dos conceitos de dependéncia linear, sob a abordagem de
um software, entendemos como todo o “trabalho” por ele possibilitado, que se
propde a fornecer significado ao processo de obtencdo de sistemas equivalentes,
com énfase ao da obtencdo da solucdo do sistema. O filtro que usamos para
selecionar os software condiz com a adequacao deles a Teoria dos Registros de
Representacdo de Duval. Dessa forma, o software teria que satisfazer as seguintes
condicdes, quanto a abordagem dos sistemas de equacdes lineares: realizar mais
de um registro de representacdo (algébrico, grafico etc.) e a conversdao de pelo
menos um registro de representacado (algébrico—grafico, por exemplo). Desse
modo, foram escolhidos dois software: GeoGebra e Maple, sobre 0s quais nos

debrucaremos a partir deste momento.

O GeoGebra é um software de geometria dindmica de acesso livre (isto €,
oferece uma distribuicdo livre do programa, porém ndo nos da a possibilidade de
alteré-lo ou cria-lo em uma versdo pessoal) que pretende articular Algebra e
Geometria, fazendo essa articulacdo por meio de varias representacées conectadas
dinamicamente. Por ser um software gratuito, e com grandes potencialidades,
encontramo-lo em varios estudos, sendo sua utilizagcdo configurada, na grande
maioria das pesquisas, como um recurso didatico. Segundo Hohenwarter et al.
(2011), esse software tem foco na articulacdo algebra-geometria dindmica. Dessa
forma, o software esboca graficamente as equacdes do sistema, nos espacos bi e

tridimensionais, como ilustrado nas Figuras 9 e 10:



Figura 9: Sistema linear bidimensional sem solucéo
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Determina a solucdo do sistema por meio da ferramenta intersecdo de

objetos disponibilizados na barra de ferramentas, como mostra a Figura 11:

Figura 11: Solucdo de um sistema dado como intersecao entre retas
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Fonte: produzida pelo autor

Tendo em vista nossa pretensdo de conhecer a abordagem dada pelo
Software GeoGebra as solu¢bes do sistema e a obtencéo de sistemas equivalentes,
realizamos um amplo estudo sobre ele, o qual serd evidenciado ao longo desta

secdo. Inicialmente, foi percebido que ele permite:

. As representacfes algébrica e grafica das equacdes do sistema

e suas conexodes;

o A multiplicacdo das equagbes do sistema por um escalar inteiro
a, sendo essa atividade disponibilizada, dentre os meios, por um controle
deslizante que de forma dinamica, permite-nos multiplicar, por exemplo, os
dois membros da equagao por a (nesse caso, obtinhamos a propria equagao),

uma ou, até mesmo, as duas variaveis por a.

Como objetivavamos determinar sistemas equivalentes, isto €, sistemas que

possuem o0 mesmo conjunto solugdo de um sistema inicial dado, langamos méao de
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algumas estratégias. Dentre elas, tomamos, inicialmente, o feixe de retas
determinado por meio de operacdes elementares sobre as equacdes do sistema, de
modo que o ponto que representava a solucao do sistema (formado pelas equacdes
iniciais) pertencia a todas as retas do feixe. Disso, decorre que todas as retas do
feixe, por sua vez, satisfaziam a condicdo de passar por esse ponto. Isso significa
gue, ao tomarmos duas retas quaisquer do feixe, obteremos um sistema equivalente
ao inicial. Dessa forma, pretendiamos analisar como toda essa abordagem se

configurava no software, para isso:

De inicio, tomamos um sistema de equacdo linear 2X2, expresso pelas retas
r- x+y-2=0 e s: x-y-4=0. Em seguida, determinamos dois controles deslizantes
caracterizados pora e A. Apos evidenciarmos os elementos constitutivos da nossa

exemplificacado, realizamos as seguintes operacoes:

o multiplicamos a reta r por a e a reta s por A; e,
concomitantemente, realizamos a soma desses resultados igualando a zero.
Esquematicamente, podemos representar essas operacfes da seguinte

forma: a(x+y-2) + A(x-y-4) = 0.
Dessa forma, obtivemos o seguinte resultado:

Figura 12: Construgdes com o GeoGebra

27 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

BllALA ] olo] <N

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizacdo
® a=-04

a=2

@ o]

Entrada: a(r)+A(s)=0

Fonte: produzida pelo autor
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Conforme pode ser observado na Figura 12, o software apresenta, como
resultado da operagao supracitada, uma reta que satisfaz a condicdo de passar pelo
ponto solucdo do sistema formado pelas retas r e s; e, a medida que alteravamos o
valor de a e/ou A (por meio dos controles deslizantes), obtinhamos o feixe de retas
que satisfazia a condicdo acima mencionada, frente ao sistema inicialmente
considerado, esse é o primeiro ponto a ser destacado. Dessa forma, com a
pretensdo de conhecer todas as potencialidades que o software nos oferecia frente a
essa abordagem, verificamos que, na medida em que alteravamos os valores de a
e/lou A, os registros grafico e algébrico anteriores a modificacdo ndo se
conservavam, ou seja, ndo hd um armazenamento das respostas dadas. Na
tentativa de suprir essa limitacdo, constatamos que o software disponibiliza a
ferramenta habilitar rastro. Porém, para nossa abordagem, pareceu-nos
insuficiente. A Figura 13 nos d& indicios de como essa operacdo é processada no

software:

Figura 13: Construc6es com o GeoGebra

€7 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Ll Al polo)<N]

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagdo
® a=-5 [ 6
® A=1

® rx+y=2

® s:x-y=4

® f:-2x-3y=-3

=2]) =

Entrada: a(r)+A(s)=0

Fonte: produzida pelo autor

Como ja foi mencionado nesta pesquisa, por meio dessa Figura fica claro

perceber que o software ndo evidencia a sequéncia de decisdes que vao sendo
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tomadas pelo usuario, em ambos o0s campos, algébrico e grafico. Disso,
constatamos que a ferramenta, habilitar rastro, faz uma ilustragcdo do “caminho”
percorrido pelo feixe de retas, mas sem nenhuma indicacdo das decisbes tomadas.
Essa abordagem, vale aqui destacar, se configura, no software, quando realizamos
operacdes sobre as equacgbes do sistema de forma dinamica, que no NOSSO caso se
deu por meio dos controles deslizantes. No entanto, ressaltamos que ele
disponibiliza a opgao de inserir as operacdes uma a uma, sem fazer uso dos
controles deslizantes e, dessa forma, as representacdes gréfica e algébrica se
conservam. Porém, ndo temos a possibilidade de altera-las em ambos os registros,
pois a medida que as alterarmos no campo algébrico, por exemplo, chegaremos ao
mesmo dilema, ou seja, as representacbes (algébrica e grafica) anteriores a

modificacdo ndo serdo conservadas e dardo lugar a novas representacgoes.

Outro ponto bastante pertinente, que foi percebido ao longo desse estudo,
refere-se ao fato de o software ndo possibilitar uma conexao direta em ambos 0s
campos algébrico e gréfico, entre as equacdes r e s do sistema com a equacao que
€ resultante da determinacdo do feixe de retas, que para fins ilustrativos, como
explicitada no inicio dessa exposi¢do, essa equacao € dada por: a(x+y-2) + A(x-y-4)
= 0. Preconizando um melhor entendimento de como essa questéo se configura no
software, enumeraremos 0s resultados encontrados, por meio de trés constatacdes

gue explicitaremos a seguir:

o 12 constatacdo: Apés inserirmos as retas r e s, tentamos
proceder a seguinte operacdo: a(r) = 0 e, em seguida, a operagao:
a(r)+A(s)=0. Porém, em ambas as situacfes,as operacdes ndo nos foram

possibilitadas e obtivemos como resposta:
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Figura 14: Construc6es com o GeoGebra

3 GeoGebra Classic 5|
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DNDREENEENER -
» Janelade Algebra X |» Janela de Visualizagdo
® a=-14 § 6
® A=-21 A=-21
® rnx+y=2 e O . T O e e = =
® s:x-y=4
itx+y=2
jix-y=4 i
k:-3x-2y=-1

f: -3.5x+0.7y =-12.6 3

GeoGebra - Erro

i Multiplicacéo invalida
a=-14"rx+y=2

= X

Entrada: a(r)+A(s)=0

Fonte: produzida pelo autor

. 22 constatacao: Ao realizarmos a operacgao: a(x+y-2) + A(x-y-4) =
0, obtivemos, como ja mencionado, uma reta que, de maneira bem peculiar
frente ao nosso exemplo, ficou caracterizada como f. Apéds algumas
simulagdes, pudemos facilmente verificar que a reta f ndo estabelece uma
conexdo direta com as retas r e s propriamente ditas e, dai, decorre que
qualquer alteracéo feita, no campo algébrico, naestrutura das retas r e/ou s,
n&o repercute na reta f. A guisa de ilustracéo, salientamos que a reciproca é
verdadeira, fato esse constatado tanto no campo algébrico, quanto no campo
grafico, causando assim um certo descompasso entre o pretendido e o

representado.

o 32 constatagdo: Um dltimo elemento a ser destacado, faz
referéncia a duas situacdes. A primeira, como ja foi observada, reside no fato
de o software permitir a criagdo de sistemas por meio de multiplicacdo nas
equacdes por escalares, 0s quais designamos por a e A, esses, por sua vez,
eram manipulaveis, de forma dinamica, por meio de controles deslizantes. A

situacdo seguinte e, dai vem a novidade desta 32 constatagdo, consiste na
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verificacdo que o GeoGebra ndo permite a manipulacdo direta, no registro

gréafico, das representacoes das equacdes do sistema.

Mais um ponto a ser considerado, neste momento, frente aos resultados
encontrados em nosso estudo, diz respeito as operacdes realizadas pelo software
no campo algébrico. Percebemos que, ao realizar a operagao: a(x+y-2) + A(x-y-4) =
0, ele nos apresenta, no campo algébrico, uma Unica equacao, que, de forma mais
especifica, se refere a resposta final dessa operacdo e, disso, decorre uma nao
evidéncia das equacbes que vado sendo obtidas no desenrolar da resolucéo.
Contudo, caso queiramos explicita-las, ressaltamos que o software disponibiliza a
opcao de inseri-las uma a uma. A titulo de exemplificagcdo, tomamos a operacao
supracitada e, dessa forma, inicialmente, inserimos a operagéo a(x+y-2), em
seguida, a operagao A(x-y-4), e concluimos com a operagao a(x+y-2) + A(x-y-4) = 0.
Disso, infere-se que essa abordagem se mostra muito mais eficiente na medida que
possibilita a evidenciacdo das decisbes tomadas pelo usuario, ao longo da
resolucédo, tanto no campo algébrico quanto no grafico. Esse fato sera justificado no
proximo paragrafo.

Ap6bs inseri-las uma a uma como proposto acima, motivados por uma certa
inquietude, desejavamos saber quais 0s recursos a mais que o software nos
disponibilizava. Percebemos que ele apresentava a mesma limitacdo que ja foi
evidenciada nesta pesquisa, isto é, a falta de uma conexdao direta entre as equacdes
do sistema e as operagbes que as colocam em evidéncia, sendo mais preciso
indicarmos como isso é processado no software. ApOs inseridas as operacoes:
a(x+y-2); A(x-y-4) e a(x+y-2) + A(x-y-4) = 0; contatamos que, se quiséssemos alterar
uma das equacles, seria necessario revisitarmos todas as demais equacoes,
procedendo assim suas adequacdes, pois ndo ha uma alteracdo automatica nas
demais equacbes. Dessa forma, percebe-se que a forma como o software
desenvolve essa abordagem a configura em uma operacdo custosa e nao tao

imediata.

SO a titulo ilustrativo, ressaltamos que a compreensdo e a verificacdo de
todo o procedimento desenvolvido até se chegar a resolugcdo, no nosso caso, se faz

bastante pertinente, pois ele oportuniza uma maior clareza das operacbes
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envolvidas e essas, por sua vez, vao dando claras sinalizacbes de como vamos

chegando a equacao resultante.

Até o momento, como pode ser observado, fizemos a abordagem dos
sistemas 2X2 possiveis e determinados. Enfatizamos que todos os pontos
levantados com base nesse amplo estudo sobre as potencialidades do software
GeoGebra frente ao nosso objeto de estudo, mais especificamente para os sistemas
possiveis e determinados, sdo aplicaveis aos sistemas possiveis e indeterminados e
sistemas impossiveis. Além disso, destacamos que as mesmas constatacdes

supracitadas feitas aos sistemas 2X2 sao verificadas nos sistemas 3X3.

A preferéncia pela determinacéo do feixe de retas das equagdes do sistema
frente & compreensdo das solucdes e dos sistemas equivalentes decorre do fato
desse procedimento ser eficiente, tanto do ponto de vista das aplicacbes das
operacdes elementares sobre as equacfes do sistema, assunto tratado em secdes
anteriores, quanto de uma compreensao mais ampla de sistemas equivalentes e,
consequentemente, de suas solucdes. Esse método se justifica pela 22 e pela 32
operacfes elementares, pois dado um sistema de equacdo linear, como

exemplificado abaixo:
a11%; + A%, = by
az1X1 + AxX; = by

Se, sobre as equacdes do sistema, aplicarmos a 2° operacao elementar que
corresponde a multiplicacdo de uma linha (equacdo) por um nuimero # diferente de
zero, dada por: Li - k -i; em um contexto aplicado, essa operacao pode ser vista
como: #(a;;x; + a;,x, — by), @ qual resulta em um novo sistema, equivalente ao

inicial.

Contudo, se optarmos pela 32 operacdo elementar, que corresponde a
substituicdo de uma linha (equacé&o), por sua soma com um multiplo ndo nulo de
outra linha, sendo essa operacao representada por: Li —» i + k -s; em um contexto
aplicado, essa operacao pode ser vista como: (a;1x; + 12X, — by) + a1 xy +
a,,x, — b,) e, dessa forma, mais uma vez, resulta em um novo sistema, equivalente

ao inicial.
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Levando em consideracdo o0s elementos evidenciados acima, fica faclil
verificar que a equagao resultante da operagéo: a(a;1x; + ag2x; — by) + NMay1x; +
a,,x, — by) =0 é resultado das aplicacfes das 22 e 32 operagles elementares sobre
as equacOes do sistema, o que justifica a obtencdo de sistemas equivalentes por
meio dessa operacdo. Disso, inferimos que, se a essa abordagem, o software
disponibilizar um numero razoavel de equacdes obtidas por meio da operacéo:
a( a;qxqy + agpx;— by ) + N azixy + azyx, — by) = 0, armazenando suas
representacbes em ambos o0s registros grafico e algébrico, oportunizard& um
entendimento mais amplo do significado da interdependéncia da solucéo do sistema
com as equacOes obtidas por meio dessa operacdo e entre as proprias equacoes.
Além dos pontos ja citados, poderiamos, ainda, destacar o fato de essa abordagem
favorecer uma ideia mais sélida do papel que as operacdes elementares exercem

sobre a solucao, nas equacdes e no proprio sistema.

Pelo exposto, percebemos que o software GeoGebra favorece atividades
que envolvem as representacdes algébrica e geométrica das equacdes do sistema e
as suas conversoes, sendo esse 0 primeiro ponto a ser considerado; um segundo
elemento percebido refere-se a compreensdo mais ampla da estrutura das
equacbes, das operacdes que as envolvem e de suas solucdes e,
concomitantemente, suas conexdes. Quanto a essa abordagem (que se deu por
meio da determinacdo do feixe de retas), foi percebido que o software apresenta
algumas limitacfes, tanto na transformacdo tratamento, quanto na transformacéao
conversdo; atividades essas indispensaveis para a compreensdo de um objeto

matematico, mais especificamente, do nosso objeto de estudo.

O Maple é um software de computacédo algébrica de codigo fechado (isto &,
ndo oferece uma distribuicdo livre do programa) que realiza calculos mateméticos,
numericos e simbadlicos, manipula expressdes algébricas, deriva e integra funcdes e
esboca gréfico de qualquer funcdo dada, faz representacdo de objetos nos espacos
bi e tridimensionais. Esta Ultima opcdo € disponibilizada por meio do: Pacote
Student[LinearAlgebra], o qual apresenta o comando LinearSystemPlot(), cujo
objetivo € representar graficamente sistemas bi e tridimensionais. Para exemplificar,
vamos considerar o sistema formado pelas equagbes 2x + y =3 e 2x —y = 3.
Chamaremos as retas representadas algebricamente por essas equacdes de r e s,

respectivamente. Criamos essas equac¢des no Maple com os comandos:
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r=2*x+y=3:
S:=2*%-y=3:
r,s,

gue retorna:
2x+y=3,2x-y=3.

O comando LinearSystemPlot() espera, como argumento obrigatério, um
sistema linear, o qual pode ser informado de diversas formas. A mais béasica é
usando uma lista (uma sequéncia de expressfes separadas por virgulas e envoltas

por colchetes). Criamos o sistema com o0 comando:

sistema:= [r,s];
que retorna:
[2x+y=3,2x -y =3].

Percebemos que um comando de um pacote especifico pode ser utilizado de
duas formas. Uma delas é incluir o pacote junto ao nome do comando. A outra forma
€ carregar o pacote inteiro com o comando with(nomedopacote). Com isso, todos
os comandos do pacote ficam disponiveis durante a secdo em uso. Vejamos um

exemplo:

with(Student[LinearAlgebral):
LinearSystemPlot(sistema);

Independentemente da forma escolhida, o resultado é a exibicdo de cada

uma das retas que compdem o sistema, como mostra a Figura 15:

Figura 15: Construcdo de um Sistema bidimensional no Maple

t Tools wWindow Help

> Ml fE - = L N R E R EER

71: - B ¥ U =] Oh Cly = i=

swsth ( Stedent| Lineardlgebral ) :
ErrearSystemPlor] sistenia ) ;

-0

Fonte: produzida pelo autor
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Para os sistemas tridimensionais, o procedimento é analogo. Dessa forma,
tomando um sistema formado pelas equacbes: x+y+z=1,x+y—-z=2e-x+y+2z

= 2, temos que suas representacdes sao obtidas, no software, por meio dos

comandos:

r=x+y+z=1.
S=X+y—-z=2:

t=-x+y+z=2:

with(Student[LinearAlgebral):

LinearSystemPlot([r, s, t], [X, Y, z], colors= [cyan, yellow, green]);

que resulta na Figura 16:

Figura 16: Constru¢ao de um Sistema tridimensional no Maple

File Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help

D2BSS XB® S<¢ TP @& M1 OFHe ¢ Bk 2 B

*Untitled (1) €3 paldllid:
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Text Math Drawing

9 7 [Bele BV s |f W B~ 1] &2 @L.

;> r=x+y+z=1:

|> t=-x+y+z=2:

| > with(Student| Lineardigebral) :
> LinearSystemPlot([r. s, 1], [x ¥, 2], colors = [ cyan, yellow, green]):

2
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2.6
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A system of linear ecuations

Fonte: produzida pelo autor

Nos paragrafos anteriores, discutimos a representagdo grafica de sistemas
bi e tridimensionais, a partir da linha de comandos do Maple, com a utilizagcdo do
comando LinearSystemPlot() do pacote Student[LinearAlgebra]. Para sistemas

com, no maximo, quatro equacgfes e quatro incognitas, o Maple disponibiliza um
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tutorial que pode ser utilizado a partir de uma interface gréfica, sem a necessidade
de digitar comandos. O tutorial pode ser acessado a partir da barra de menus do

sistema que, apos selecionado, apresenta-se como na Figura 17:

Figura 17: Janela do tutorial grafico para a resolugéo de sistemas bi e

tridimensionais

Lol

Linear Algebra - Linear System Plot @
File Help

Plot of the system

Displaying the system of equations:

20-

10

| EditSystem | [ Plot Options ] [ Close ]

Fonte: produzida pelo autor

O botdo <Edit System> abre o editor de equacdes, chamado Matrix
Builder, o qual permite a inser¢cdo do sistema por meio de sua matriz ampliada,

como mostra a Figura 18:
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Figura 18: Janela do Editor de Matrizes

Matrix Builder Ig‘
Lz ey
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Fonte: produzida pelo autor

ApOGs a insercdo da matriz ampliada, pressionamos o botdo <close>, de
forma que as retas correspondentes a cada equacao sao exibidas, como mostra a

Figura 19:

Figura 19: Janela de exibi¢gGes grafica e algébrica das equacdes do sistema

Linear Algebra - Linear System Plot &
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Fonte: produzida pelo autor
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Situacdo analoga ocorre com o0s sistemas tridimensionais. Dessa forma, sua

abordagem sera omitida.

Quanto a resolucao dos sistemas lineares, o Maple disponibiliza, no pacote
Student[LinearAlgebra], comandos especificos para resolvé-lo via operacdes

elementares.

Alternativamente, o Maple disponibiliza um tutorial para a resolucdo de
sistemas lineares que tem como base a transformagdo da matriz ampliada do
sistema em uma matriz triangular, em um processo de “eliminagdo de variaveis”
conhecido na Educacdo Béasica como O Método do Escalonamento. No Ensino

Superior, é chamado de Método de Eliminacdo Gaussiana.

Ele é semelhante ao tutorial grafico de sistemas bi e tridimensionais
evidenciado. Consiste em uma interface gréfica que é utilizada sem a necessidade
de digitar qualquer comando. Sua utilizac¢éo limita-se aos sistemas com, ho maximo,
cinco equacdes e cinco incognitas. Podemos acessa-lo a partir da barra de menus.
Ao selecionarmos a opcédo: Resolucao de Sistemas Lineares, nos € fornecida uma
caixa de dialogo, a qual pergunta se queremos utilizar o Método de Eliminacdo

Gaussiana ou o Método de Gauss- Jordan, como mostra a Figura 20:

Figura 20: Caixa de dialogo do tutorial

& N
@ Linear Algebra - Linear System Solving L\‘?—J

£ Gaussian Elimination H Gauss Jordan Elimination J

=0

Fonte: produzida pelo autor

Selecionando a opcao Eliminacdo Gaussiana, é aberta uma janela com um
tutorial onde a matriz possa ser criada e as operagOes elementares realizadas. A

Figura 21 nos da indicagéo dessa interface:



79

Figura 21: Janela do tutorial para a resolucao de sistemas no Maple
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Fonte: produzida pelo autor

A primeira coisa a fazer € entrar com a matriz. Essa acédo é possibilitada pelo
botdo <Edit Matrix>. Ao clica-lo, a janela do construtor de matrizes é exibida, como

mostra a Figura 22:

Figura 22: Janela do editor de matriz do tutorial
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Fonte: produzida pelo autor
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Apos inserir os dados, pressionamos o botdo <close> e voltamos ao tutorial
para iniciarmos o procedimento de resolucdo do sistema. A interface é
autoexplicativa. Existe uma area que mostra (em inglés) a operacdo elementar

aplicada.

No primeiro elemento da interface, digitamos o numero real ndo nulo k.
Depois, selecionamos a linha s que serd multiplicada por esse numero K.
Finalmente, selecionamos a linha i que sera adicionada a operacdo anterior. O
segundo elemento da interface permite-nos executar a segunda operacao
elementar, isto €, a multiplicagdo de uma linha por um ndmero real ndo nulo. Ja o

terceiro elemento da interface executa a permuta de linhas.
Na parte inferior da interface existem os seguintes botdes:

0] <Edit Matrix> para voltar ao construtor de matrizes;

(i) <Solve System> para resolver o sistema linear, que so funciona se a
matriz ja estiver na forma triangular;

(i)  <Undo> para desfazer uma operagdo elementar que tenha sido
aplicada, caso algum erro tenha sido cometido;

(iv)  <Next Step> para pedir ao Maple para executar a proxima operacao
elementar automaticamente. Nesse caso, a indicacdo da operacao aplicada é
exibida na area correspondente;

(v)  <All Steps> para pedir ao Maple para triangularizar a matriz
automaticamente;

(vi) <Close> para finalizar o tutorial.

Com a matriz triangularizada passamos a resolucao do sistema. Pressionar
0 botdo <Solve> leva a janela de resolucdo do sistema pelo Método das
Substituicbes. Apos determinarmos os valores das incognitas, o botdo <Solution>
sera habilitado. Pressiona-lo consiste na exibicdo do sistema na sua formulacéo

matricial e sua solugdo, como mostra a Figura 23:
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Figura 23: Janela da forma matricial do sistema e de sua solucao
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Fonte: produzida pelo autor

Tomando por base todo o estudo desenvolvido, inferimos que o software
Maple ndo fornece uma abordagem concomitante das representacdes algébrica e
grafica, sendo verificado que elas sao feitas separadamente. Outro elemento
percebido € que ele ndo permite uma manipulacdo direta entre as representacdes
(grafica e algébrica) do sistema, ou entre os elementos constituintes de cada campo
de representacdo (pontos, retas, planos etc.), ou seja, pode ser caracterizado como
um ambiente estatico. Dessa forma, o software Maple satisfaz parcialmente os
pontos levantados nas analises cognitiva e epistemolégica e ndo atende

especificamente nossos objetivos.

Por todo o exposto, fica claro a necessidade de nos debrucar sobre esta
guestdo e apresentar um prototipo de software que atenda especificamente os
Nossos objetivos, que promova uma dinamicidade e interatividade entre as equacdes
do sistema e a representacao das solucdes, que se proponha articular as equacdes
do sistema linear com sua solugéo, de forma a perceber que a solugao corresponde
a sistemas equivalentes ao sistema original, obtidas pela aplicacdo das operacdes
elementares. Todas essas proposi¢coes favorecem uma significacdo ao processo de

obtencdo de sistemas equivalentes, o qual vemos como o ponto central de nossa



pesquisa.

Concomitantemente,

mostra-se,

por

esses encaminhamentos,
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a

dependéncia linear das solugcbes as equacbes do Sistema Linear (e vice-versa), e

entre as proprias equacgdes do sistema.

3.8 ELICITACAO DOS REQUISITOS

Nesta secéo, apresentamos, resumidamente, por meio de um quadro, 0s

requisitos que foram identificados na analise preliminar das quatro dimensoes.

Quadro 4-Resumo dos requisitos

COGNITIVOS

DIDATICOS

EPISTEMOLOGICOS

INFORMATICOS

Abordagem multi-

representacional,

Articulacdo entre as
representacoes

grafica e algébrica;

Manipulacéo e
conexao entre os
registros de

representacao.

Criacdo de situacdes
que favorecam a
conversao entre as
representacdes

gréfica e algébrica;

Criagdo de situagbes

para a utilizacdo das

tecnologias em sala
de aula.

Articulacdo entre as equagbes
do sistema e o feixe de retas

por elas determinado;

Abordagem da dependéncia
linear das equacdes, por meio

das operacgdes elementares.

Interatividade;

Dinamicidade;

Conexoes.

Fonte: produzido pelo autor
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4. PROTOTIPACAO COM O USO DO SOFTWARE GeoGebra

Neste capitulo, fazemos a prototipacdo de um software a luz da Engenharia
Didatico-Informéatica e para isso faz-se necessario debrucarmo-nos nas evidéncias
que foram levantadas no decorrer de toda a andlise preliminar, frente ao nosso
objeto de estudo. Ressaltamos a importancia desta etapa para o entendimento da
funcionalidade do software a ser concebido. E neste momento que nds
respondemos a perguntas do tipo: Como as necessidades do nosso objeto de
estudo serdo implementadas? Dentre as lacunas encontradas, nos atuais software,
quais e como 0s recursos serao disponibilizados pelo software, a fim de supera-las?
Dessa forma, € bastante pertinente a escolha de um atual software para a
elaboracdo de um esboco do software idealizado. Diante desse fato, encontramos
no GeoGebra aquele que melhor evidenciaria nossa prototipacdo, pois ele se situa

em um contexto muito proximo de nossa abordagem e, dessa forma, o escolhemos.

Com o propésito de facilitar a compreensdo de toda a exposicdo que sera
desenvolvida nesta secéo, daremos destaque aos esbocos realizados com o auxilio
do GeoGebra, os quais objetivam a construcdo de situacdes que trazem a tona os
recursos a serem implementados em um novo software. Diante disso, seguem as

situagOes simuladas:

. Manipulacdo direta no registro grafico: esse recurso reside no
fato de o software permitir a criacdo de sistemas manipulaveis, de forma
dindmica, por meio de controles deslizantes e pela manipulacdo direta, nas
representacdes graficas das equacdes do sistema.

Figura 24: Simulacdo da manipulacéo direta no registro grafico

Reta s

Fonte: produzida pelo autor
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As duas opcdes, tratadas na Figura 24, serdo exemplificadas nas

construcdes a seguir:

Figura 25: continuacéo da simulacdo da manipulacéo direta no registro grafico

12 opgéo:
-Movimentar a reta em torno do ponto solucéo reperesentado,
nesta construgéo, por A.

Fonte: produzida pelo autor

Figura 26: continuacéo da simulacédo da manipulagéo direta no registro

gréfico

22 opgéo:
-Movimentar as retas por meio de translacdes
sobre o ponto solugéo.

Fonte: produzida pelo autor
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o Preservacao dos registros grafico e algébrico das equacdes: por
meio desse recurso evidenciamos a sequéncia de decisdes que vao sendo
tomadas pelo usuario em ambos os campos algébrico e gréafico, desde que o
USUArio permaneca N0 mesmo sistema e, consequentemente, com 0 mesmo
conjunto solucao caracterizado na Figura abaixo por A, pois, na medida em
que ele alterar o sistema ou o0 conjunto solucéo, as representacdes anteriores
serdo descartadas. Esse recurso caracteriza-se como uma ilustragcdo do
“‘caminho” percorrido pelo feixe de retas, no campo grafico, com as
respectivas indicacbes das decisdes tomadas, no campo algébrico. Sendo
essa abordagem satisfeita tanto pelos controles deslizantes, quanto pela
manipulacdo direta sobre as representacdes graficas das equacgbes do

sistema:

Figura 27: Simulac&o da preservacao dos registros grafico e algébrico das

equacdes

3. =500 u H ! G -Preservacao:
-Permitir, em ambos os campos algébrico e grafico, a conservacéo das decisées
tomadas pelo usuario, armazenando um numero razoavel de representagdes

Paralelo ao campo grafico, teremos o campo algébrico,
nele seréo fornecidos os registros algébricos de toda a
atividade feita pelo usuério no campo grafico.

o

Fonte: produzida pelo autor

o Implementacdo das operacdes elementares: O recurso da
implementagcdo das operagbes elementares visa favorecer uma ideia mais
sélida do papel que as operacdes elementares exercem sobre a solugéo, as
equacdes e no proprio sistema. Essa abordagem, por sua vez, feita nos

campos algébrico e grafico.
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Figura 28: Simulacédo da implementacéo das operacdes elementares

n

a=03

A=-03 R

*® 7
-Implementacéo das operagées elementares: Sera oportunizado uma caixa de dialogo,
-Permitir a mobilizacéo das operacées elementares sobre as equacées do sistema, na ferramenta opracées elementares,
sendo esse recurso efetivado por uma conexéo direta com as equacées do sistema. nela teremos as trés operacées elemen-
O exemplo a seguir esclarece essa abordagem: tares implementadas e o usuario apenas
- Sobre uma equacéo inicial é aplicada uma operacéo elementar, disso, apds a efeti- ¢y com um clique escolhera a operacéo que
vacéo dessa operacéo é percebida a necessidade de alterar algo na estrutura da for pertinente. Cabendo-lhe, apenas, a ta-
equacao inicial. Dessa forma, se tivermos uma conex&o direta entre a operacéo e refa de indicar qual a equacéo ele deseja
a equacéo do sistema, consequentemente o resultado que anteriormente foi-nos for- operar. Sendo o resultado dessa operagéo,
necido se adequa as mudancas feitas na equacao inicial, e fornence, assim, um re- desenvolvido em ambos os campos

h sultado que atende especificamente a essa negessidade do usuario. C f5

Apos a escolha da operacéo elementar, o usuario contara
com a possibilidade de ter os escalares, designados no nos-
so trabalhado por a e y, manipulaveis por meio de controles
deslizantes.

Fonte: produzida pelo autor.

. Evidenciacdo das equacdes constituintes da segunda e terceira
operacfes elementares: essa funcionalidade exerce um papel
importantissimo para uma maior clareza das operacdes que estdo sendo
aplicadas sobre as equacgdes do sistema. Tal recurso permite visualizar todo o

processo, desde a escolha da operacdo até a equacdo resultante dessa
operacao.

Figura 29: Simulag&o da evidenciacéo das operacfes elementares

-Evidenciacao das equacdes constituintes da segunda e terceira operacdes elementares:
-Dado o sistema: ax+by=c e cx+dy=e, ao aplicar a 22 e 32 operacdes elementares sobre
esse sistema, obtemos: a(ax+by-c) + A(cx+dy-e), disso

t
1

Por meio de uma ferramenta implementada, intitulada evidenciacao das
operacdées elementares, que ao ser requisitada pelo usuario disponibili-
Zara um quadro, nele estara implementado a operacao acima supracita-
da, dispondo de espacos a serem preenchidos pelo usuario, na qual de
forma bem esmiucada assim se procedera:

1° passo: o usuario preenchera o 1° espaco com a seguinte operagao
a(ax+by-c)=0; indicando o valor de a, que pode ser determinado por meio
de controles deslizantes, e a equac&o que pode ser determinada apenas "
com um clique sobre sua representacéao no campo grafico, e, dessa forma,
sera obtido o resultado da operacao: a(ax+by-c)=0;

2° passo: mesmo procedimento do 1° passo, neste passo, sera apresenta-
da o resultado da operagéao: A(cx+dy-e)=0;

3° passo: e, finalmente, sera exibido a equacao resultante da operacao da-
da por: a(ax+by-c) +A(cx+dy-e)=0 (caso o usuario ndo queira a operacao de
soma entre os 2 primeiros passos, sera dada a possibilidade de altera-la).

bk
Esquematicamente, podemos ver toda essa abordagem se configurando, no software, da seguinte forma:

Campo grafico < Campo algébrico <= Quadro da evidenciacdo das equacdes constituintes da 22 e 32 operacdes elementares

Fonte: produzida pelo autor
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o Calculadora: esse recurso se faz bastante pertinente para a
implementagéo das operagdes elementares, sendo essa ferramenta inserida
no quadro da evidenciacao das operacdes elementares, explicitado na Figura
anterior e, também, sendo disponibilizada como uma ferramenta a parte,
fornecendo um suporte para a verificacdo de que o ponto solucdo do sistema
satisfaz as equacdes do sistema e as que sao obtidas pelas operacoes
elementares e, por consequéncia, a constatacdo do seu ndo pertencimento as

gue nédo sao obtidas por esse procedimento.

Figura 30: Simulac&o da calculadora

- Por meio da ferramenta calculadora, possibilitar que o usuario verifique se o ponto solugéo do sistema satisfaz as equag6es de modo que:

-Ao ativar essa ferramenta com apenas um clique na representacéo grafica ou algébrica da equacéo desejada e no ponto solugéo, sera forne-
ido a igualdade ou a desigualdade otida pela ferramenta, e ao se configurar como uma igualdade, ou seja, o ponto solu¢éo satisfaz a equacéo
estqlhida, dessa forma, a ferramenta dispora de um sinal positivo (%), verde, por exemplo, ao lado do resultado, sinalizando a igualdade que se

configia nessa situagéo.

Fonte: produzida pelo autor

o Conexao entre os registros grafico e algébrico das equacgdes: o
recurso conexao, entre os registros grafico e algébrico das equacbes do
sistema, reveste-se de um carater imprescindivel para a nossa abordagem,
pois, como preconizado na Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica, e evidenciado na nossa andlise preliminar, a originalidade da
atividade matematica esta na manipulacéo de diferentes representacdes para

um mesmo objeto matematico, sendo esses trabalhados simultaneamente:
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Figura 31: Simulac&o da conexao entre os registros grafico e algébrico das

equacoes

- Este recurso conexao direta entre os registros grafico e algébrico possibilitara que todas as agdes tomadas pelo usuario, no campo grafico, sejam reper-
cutidas no campo algébrico, e vice-versa; caracterizando-se, assim, como uma correspondéncia biunivoca entre essas representagdes.

-Esse recurso sera configurado de modo que:

-0 usuario perceba as varias representacdes para um mesmo objeto, de maneira que a alteragéo que se configurar em um registro seja automaticamente
transparecida no outro; além disso, facilitar a compreenséo, do usuario, quanto a proporcéo e a correspondéncia entre as alteracdes feitas em ambos os
registros, no caso, por exemplo, de uma aplicagdo de uma operagéo néo elementar sobre a(s) equagéo(ées) do sistema, no campo algébrico, permitir que
essa acao seja consolidada em ambos os registros; para que o usuario tenha uma dimenséo do papel da operacéo que efetuou sobre o sistema, entenden-
dendo o que ela representa tanto no campo algébrico quanto no campo grafico e, além do mais, perceber como um mesmo objeto, no nosso caso mais
especificamente a mesma operacéo efetuada se comporta em registros diferentes. O recurso também abrange a mesma abordagem se, o usuario, alterar

as representagées graficas das equagdes. Esquematicamente, esse recurso pode ser visto como:

I X+y=2

S:2ex+y=2=
S 2x+y =2

rx+y=2
S: 2x+y=2
X

Fonte: produzida pelo autor

o Representar a solugdo do sistema: amplamente discutido ao
longo desta pesquisa, esse recurso toma um lugar de destaque em nossa
abordagem, por permitir uma compreensao mais ampla do significado das
solucbes, de perceber que um mesmo conjunto solucédo satisfaz a infinitos
sistemas equivalentes ao sistema original e que ele pode ser visto como um
desses sistemas. E nesse sentido que sua abordagem se efetiva em nossa
prototipacdo, a fim de lhe possibilitar as representacdes das solucdes e sua

significacdo, especialmente no campo grafico:

Figura 32: Simulag&o da representacéo da solucdo do sistema

-Esse recurso sera configurado de modo que

O usuario perceba que uMm MesMmo conjunto solugé&o satisfaz a infintos sistemas, esses, por sua vez, obtidos por meio de aplicacdes elementares
sobre as equacées do sistema inicial; e verifique que o conjunto soluc&o do sistema inicial, corresponde a um desses sisternas equivalentes, tam-
bém, determinado por meio de operacées elementares sobre as equacées do sistema

-No campo grafico, nossa proposta & que apos o usuario determinar pelo menos um par do feixe de retas equivalentes a solug@o do sistermna, quer
seja por meio de controles deslizantes, quer seja pela manipulacao direta sobre as representacées graficas das equacdes, sejam permitidas, por
meio de uma ferramenta intitulada “representacéoc da solucao”, as seguintes acses

Ao acionar a ferramenta acima supracitada,

o usuario consigar obter a representacéo
grafica da solucao do sistema

Resultando em algo do tipo

Fonte: produzida pelo autor
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Figura 33: Continuacao da simulacdo da representacao da solucéo do

sistema

- Além de possibilitar a representacéo da solu¢éo como mostrado na figura anterior, a ferramenta possibilitara as seguintes acées:

-A ferramenta, também, permitira que o usuario

por meio de uma animacéo, sobre as representa- A sequéncia de figuras, abaixo, exemplificam
coes gréficas das equacdes, promova uma intera- como essa ferramenta evidencia a inter-rela-
¢éo dinamica entre a representacéo da solucéo cdo da solugao com as equagbes obidas e a
com as demais retas do feixe, essas, por sua vez, inter-relacéo entre as proprias equacées.

como ja foi lembrado, obtidas por meio de equa-
cOes elementares.

Fonte: produzida pelo autor

Uma importante observacdo a ser levantada, neste momento, corresponde
ao fato de que todas as acfes evidenciadas nas Figuras 32 e 33 no campo grafico,

serdo igualmente tratadas no campo algébrico.
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4.1 CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa ora finalizada p6e em evidéncia uma andlise pormenorizada do
objeto de estudo que nos impulsionava conhecer, certamente motivados por
experiéncias profissionais. Desejavamos entender quais eram os impedimentos que
0 circundavam e quais eram 0s meios de supera-los em contextos de ensino e
aprendizagem. Dessa forma, debrucamo-nos sobre um modelo tedrico-metodoldgico
gque nos possibilitasse uma maior riqueza de detalhes dos elementos que o

integravam.

A guisa de comentario, vale aqui reforcar que a escolha da Engenharia
Didético-Informatica como nosso referencial tedrico-metodoldégico se mostrou
bastante pertinente, pois ela nos forneceu os encaminhamentos necessarios para a
identificacdo das necessidades do nosso objeto, mais especificamente, por meio das
andlises preliminares, dentre as quais chamamos atencdo para as analises

epistemoldgica, cognitiva, didatica e informatica.

Da analise epistemolégica adveio um resultado muito importante, que € o
conceito de dependéncia linear, o qual coloca em evidéncia o papel das operagdes
elementares como um meio eficaz para a obtencdo de sistemas equivalentes ao
sistema original. Dentre eles cabe aqui exemplificar o caso da solucédo do sistema.

Para esse tipo de procedimento, é recomendavel a utilizacdo do Método do
Escalonamento ou Método de Eliminacdo Gaussiana.

A andlise cognitiva nos indicou um caminho para alcancarmos a
originalidade da atividade matematica que se da por meio da mobilizacdo de varios
registros de representacdo de um mesmo objeto matematico e suas respectivas
conversdes. Toda essa abordagem se justifica pelo fato de ndo termos um acesso
direto a esses objetos.

Quanto a analise didatica, que se consolidou por meio dos resultados das
analise dos livros didaticos, se mostrou proficua na medida em que nos fez perceber
a existéncia de uma abordagem extremamente propensa para o tratamento
algébrico dos Sistemas Lineares, o qual frequentemente se reduz a uma aplicacédo
de algoritmos para “resolver’” o sistema. As conversbes, por sua vez, Sao

minimamente abordadas, quando ndo completamente suprimidas.
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A meticulosa analise informatica desenvolvida nos software GeoGebra e
Maple mostrou-se bastante enriquecedora por nos possibilitar um panorama do que
eles ja faziam e quais eram as lacunas que apresentavam, frente a obtencédo de
Sistemas Equivalentes (com real destaque a solucdo do sistema). Sendo essa
abordagem configurada nos campos algébrico e gréafico, com énfase na manipulacéo
direta entre essas representacfes. Ao levar em consideracdo todos os pontos aqui
elucidados, foi percebido que os softwares analisados apresentavam algumas
limitagbes, as quais, de uma certa forma, justificaram a elaboracdo de uma

prototipacdo de software que atendesse especificamente nossos objetivos.

Como ja mencionado no paragrafo anterior, sentimos a necessidade de
apresentar uma prototipacdo de um software para a abordagem dos Sistemas
Lineares pautada nos principios da EDI, haja vista as lacunas, quanto a esse tema,

evidenciadas a luz de toda a analise preliminar.

Dessa forma, pretendemos que esta pesquisa alcance principalmente os
contextos de ensino e aprendizagem, fornecendo-lhes esta ampla abordagem do
nosso objeto de estudo. Além disso, esperamos contribuir com o desenvolvimento
dos software educativos, e, para isso, apresentamos uma proposta viavel de um
futuro software, a qual pde em evidéncia elementos das quatro dimensdes que o
integram. Também gostariamos de expressar nosso desejo de continuar com esta
pesquisa e, dessa forma, em pesquisas futuras, esperamos conclui-la com a
concepcao/desenvolvimento/validacdo do software evidenciado na nossa

prototipacgao.
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