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RESUMO

Este trabalho estuda a versdo Semi-Riemanniana do celebrado Teorema do Indice de
Morse. O método para desenvolver este trabalho foi abrir as contas e os argumentos do artigo
The Morse Index Theorem in Semi-Riemannian Geometry [1] do professor Paolo Piccione.
A chave para essa teoria é a nocao do Indice de Maslov de uma geodésica. Tal indice é um
invariante homologico que substitui a no¢ao do indice geométrico da geometria Riemanniana.
Em situacdes bastante genéricas, o Indice de Maslov pode ser calculada como uma contdgem
algébrica de pontos conjugados ao longo da geodésica. O Teorema do Indice de Morse para
Geometria Semi-Riemanniana estabelece que ¢é possivel decompor o espago das variagoes de
uma geodésica em dois subespacos, de dimensao infinita, tais que a Forma Indice tenha fndice
finito em um desses subespagos, coindice finito no outro subespaco e o Indice de Maslov da

geodésica coincide com a diferenca entre esses dois niimeros inteiros.

Palavras-chave: Semi-Riemanniana. Geodésica. Indice de Morse. Indice de Maslov.



ABSTRACT

The aim of this appresentation is to study the Semi-Riemannian version of the celebrated
Morse Index Theorem. The method for developing this work was to open the accounts and
arguments of the article The Morse Index Theorem in Semi-Riemannian Geometry [1] of
the teacher Paolo Piccione. The key to this theory is the Maslov Index of geodesic. Such
index is a homological invariant that replaces the notion of geometric index from Riemennian
Geometry. In general terms, the Maslov Index can be computed as an algebraic counting of
conjugate points along a geodesic. The Morse Index Theorem in Semi-Riemannian Geometry
establishes that it is possible to decompose the space of the variations into two subspaces
of infinite dimension such that the Index Form has finite index in one of these subspaces,
finite coefficient in the other subspaceand the Maslov Index of the geodesic coincides with the

difference between these two integers.

Keywords: Semi-Riemannian. Geodesic. Maslov index. Morse index.
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1 INTRODUCAO

Afim de motivar a teoria apresentada nessa dissertacao, iremos apresentar um breve

relato do histérico matematico do problema.

A origem da teoria do Indice pode ser encontrada na teoria de Sturm para equagoes
diferenciais ordinarias (ver por exemplo [6]). O teorema de Oscilagdo de Sturm trata de
equagao diferencial de segunda ordem da forma —(pz') 4+ rxz = Az, onde p e r sdo fungoes reais
ep>0,e \éum parametro real. Este teorema afirma que o ntimero de zeros no intervalo
[a, b] das solugbes nao nulas desta equagao, satisfazendo z(a) = 0, é igual ao indice da Forma

Indice I(zy,x5) = [*[px! 2 + rx125)dt no espaco Hi ([a,b]; R).

A extensao deste resultado para o caso de sistemas de equagoes é devido a Morse,
obtendo o classico teorema do Indice de Morse para a geometria Riemanniana (ver [5, 7]).
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e v: [a,b] — M uma geodésica. O clédssico teorema
do Indice de Morse afirma que o niimero de pontos conjugados, que também sao chamados de
pontos focais e que sdo sempre discretos, contados com multiplicidade (indice geométrico de
7) é igual ao indice da segunda variacao da acao Riemanniana E(z) = 1 J2g(2', 2")dt sobre
o ponto critico v considerando apenas variacao proépria, denotada por I,. A forma bilinear
simétrica I, também chamada de Forma Indice, é dada por L(V,W) = 1%19(D,V, DW) +
g(R(v,V)y',W)]dt. No ponto de vista do célculo variacional, o indice de I, é o nimero
de diregoes essencialmente distintas nas quais 7 pode ser deformada para obter uma curva
de menor comprimento. O teorema foi depois estendido por Beem e Ehrlich (ver [8, 9])
para variedade Lorentzianas (M, g) no caso em que v é causal (isto é, g(7/,7') < 0). Mais
precisamente, basta considerar a restricao de I, ao espago dos campos ao longo de v que sao
sempre ortogonais a . Porém, quando consideramos geodésicas Lorentziana tipo espago ou
variedades Semi-Riemannianas mais gerais, nao se tem esperanca de estender a formulagao

original por dois principais motivos:

e O conjunto dos pontos conjugados ao longo da geodésica pode nao ser discreto;

e O indice de I, ¢ sempre infinito, mesmo restrito aos campos que sao sempre ortogonais

a 7. Por isso é necessario trabalhar com Analise Funcional.

O caso das geodésicas Lorentzianas tipo-espago foi estudado em [2], onde os autores consideram
uma métrica estacionaria, isto é, a métrica admite um campo de Killing Y. Este campo da

uma lei de conservagao para as geodésicas: g(7',Y’) = constante. O principal resultado de
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[2] é que, se restringirmos a Forma Indice ao espaco dos campos variacionais ao longo de ~
correspondentes a variagao por curvas satisfazendo a lei de conservagao, entao o indice de
tal restricdo ¢ igual a um invariante homolégico da geodésica chamado de Indice de Maslov.
A nocéo de Indice de Maslov associado a curvas de subespagcos lagrangianos de um espacgo
simplético apareceu originalmente na literatura Russa (ver por exemplo [10]). Existe hoje
em dia uma extensa literatura sobre aplicacdes do Indice de Maslov & teoria dos sistemas
Hamiltoniano (ver por exemplo [12, 13, 15]). No contexto das geodésicas Semi-Riemannianas,
o Indice de Maslov foi introduzido por Helfer em [11]. De modo geral, o Indice de Maslov
¢ definido como o nimero de intersecao de uma curva ¢ na Grassmanniana Lagrangiana
com uma certa subvariedade de codimensao 1. A curva ¢ é obtida do fluxo da equagao de
Jacobi ao longo de . No capitulo 1 desta dissertacao estudamos a estrutura diferenciavel
da Granssmanniana Lagrangiana e da subvariedade A;(LLy) que tem codimensao 1. Também
calculamos o grupo de homologia relativa da Granssmanniana Lagrangiana a um certo aberto.
A partir daf definimos o Indice de Maslov de um curva de lagrangianos e sobre certas condigoes
podemos fazer seu célculo direto. No capitulo 2 desta dissertacio definimos o Indice de Maslov

de uma geodésica Semi-Riemanniana e mostramos um resultado sobre a sua estabilidade.

O artigo The Morse Index Theorem in Semi-Riemnnian Geometry, de Piccione e Tausk
[1], tem como objetivo determinar a relagdo entre o Indice de Maslov de uma geodésica e o
indice da Forma Indice I, obtendo assim uma versao geral para o Teorema do Indice de Morse
para Geometria Semi-Riemanniana. O objetivo desta dissertacao é apresentar e demonstrar
os resultado do artigo [1], bem como a construgao do Indice de Maslov e de alguns resultados

necessarios para este teorema.

A demonstracao apresentada neste trabalho para o caso classico é diferente da en-
contrada em [5]. Apresentamos a demonstracdo encontrada em [2] coroldrio 3.7. A ideia
¢ considerar uma curva de formas bilineares I;, obtidas por tomar a restri¢ao do sistema
Morse-Sturm ao intervalo [a, ], t < b, e assim estudar a evolugao da funcao n_(1;,) que é
constante por partes e seus saltos ocorrem nos instantes conjugado. As ferramentas abstratas

para essa construcao estao expostas no capitulo 4 deste trabalho.

Para o caso geral, uma geodésica v é ponto critico da acio E(z) = [’ g(#/,2)dt. A
segunda variacao desta agao sobre 7, considerando o espago Hf dos campos variacionais ao
longo de v que no instante ¢ = a sao tangentes a uma subvariedade P fixada e que no instante
t = b sio nulas, é Lp(V,W) = [P[g(D,V, DW) + g(R(y, V), W)]dt — SToy(V(a), W(a)). A
tese é que existe uma decomposicao ”Hf = IC$73 b QE , que depende de uma escolha de uma

distribuicao negativa maximal D ao longo de v, tal que n_(I,p[c> ), ni(I,plgr) < oo eo
s
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Indice de Maslov da geodésica vale

2.Maslov<’)/) =n_ ([’ypllC?’,P) - nJr(I’YP‘gWD) - n*(g‘Tw(a)P>'

Transformamos este problema na variedade para um Sistema de Morse-Sturm no R". Para
calcular a primeira parcela consideramos uma curvas de restricoes de formas bilineares a
subespacos fechados obtidas por considerar a restricao dos sistemas Morse-Sturm ao intervalo
la, t]. Para calcular a segunda parcela, mostramos que a restrigao —Iﬁ,p\gg coincide, atravéz
de isomorfismo entre espacgos de Hilbert, com a forma indice de um Sistemas Simplético
Associado na qual podemos aplicar o caso classico. Para tal, no capitulo 3 estudamos alguns

aspectos dos Sistemas Simpléticos.

Os pré-requisitos para a leitura desta dissertacao sao: Geometria Semi-Riemannia-na
(tensor curvatura e campos de Jacobi i, ver [7] e [22]), conceitos basicos em Anélise Funcional
(ver [14]), Ac@o de Grupo de Lie (conhecer a agao dos grupos lineares classicos, ver [20]),
Grupo Fundamental (conhecer o grupo fundamental dos grupos lineares classicos, ver [17]) e
Homologia Relativa (ver [18]).
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2 A GRASSMANNIANA LAGRANGIANA E O
INDICE DE MASLOV

2.1 A Grassmanniana Lagrangiana

Nesta se¢ao definimos a Grassmanniana Lagrangiana A e tratamos de sua estrutura
diferenciavel, deixando explicito as expressoes de algumas aplicagdes pertinentes. Também
estudamos a subvariedade A;(Lg) de codimensdo 1 que é de suma importancia para a teoria
do Indice de Maslov.

A principal referéncia para este capitulo é [4] segbes 3 e 4.

Seja V um R-espaco vetorial de dimensao 2n. Uma forma simplética w em V é uma
forma bilinear, anti-simétrica e ndo-degenerada (se dim(V) for impar, entdo uma forma bilinear
anti-simétrica é necessariamente degenerada). Um subespago W C V é dito ser isotrépico
se wlwxw = 0. Uma subespago L. C V é dito ser Lagrangiano se for isotrépico maximal.
E bem conhecido na literatura que se L for Lagrangiano entdo dim(L) = n e existe outro
Lagrangiano L' tal que L & " = V(ou equivalentemente L N L' = {0}). Mais ainda, dados
dois Lagrangiano L, I’ tais que L N L' = {0}, entao existe base {e1,...,ea,} de V tal que
{e1,...,e,} é base para L, {e,11,...,€2,} é base para L’ e w(e;, e,4) = 67, Tal base é dita
base simplética. Denotaremos por A(V,w) (ou apenas A se ndo houver ambiguidade) a colegao
de todos os subespagos lagrangianos de V e chamaremos essa colecao de a Grassmanniana

Lagrangiana de V.

Sejam (V1,wy) e (Va, ws) espagos vetoriais simpléticos (espagos vetoriais munidos de
uma forma simplética) de mesma dimensao 2n. Uma transformagao linear T: Vi — V5 é um

simplectomorfismo se vale, para todos u,v € Vy,
wo(Tu, Tv) = wy(u,v)

Note que um simplectomorfismo é necessariamente um isomorfismo, uma vez que a injetividade
fica evidente na igualdade anterior. O conjunto de todos os simplectomorfismos, denotado
por Sp(V,w) (ou s6 Sp(V) se ndo houver ambiguidade), é o subgrupo de Lie do GI(V)
chamado de grupo simplético de V. Note também que se . é Lagrangiano, entao para um
simplectomorfismo 7' temos que 7'(L) é também Lagrangiano. Assim temos uma acao de
grupo Lie
Sp(V) x A — A
(T,L) — T(L)
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Agora iremos dar a A uma estrutura de variedade diferenciavel.

Denotaremos por B(V;R) o espaco vetorial das formas bilineares a valores reais, e
por L(V, W) o espago vetorial das transformagoes lineares V. — W. Temos uma natural

identificacao B(V;R) = L(V,V*), que usaremos recorrentemente, dada por

L(V,V*) — B(V,R)
T = 0 VXV — R
(u,v) = T(u)(v).

Também denotaremos por By, (V;R) o espago das formas bilineares simétricas de V a valores

reais.

Definicao 2.1.1. Fizado uma decomposicio lagrangiana V = Lo & Ly, para cada W C 'V,
com dim(W) =n e WN1L; = {0}, nos definimos

¢]L0JLl (W) = DLO,M oT € B<L0; R)v

onde T: Lo — 1Ly € a unica aplicagao linear tal que Grafr,p,(T) == {u+T(u) € Lo ® L;|u €
Lo} =W e Dy, : Ly — L§ € o isomorfismo dado por

IDLOJM (U) - UJ(U, ')|]L07 Vv € I[41'
Observacao 2.1.1. Dy, 1, = —(Dy,1,)*. De fato, dados u € Ly e v € Ly,
Dy, 1o (w)(v) = [wlu, )|, ](v) = w(u,v).

Por outro lado,
(DLO>L1>*: (LS)* =Ly — ]LT
(D]LOLI)*(U)I Ll — R
v o Dion(0)(w) = wlv,u)

Note que W (como na Definigao 2.1.1) é lagrangiano se, e somente se, ¢, 1, (W) é

uma forma bilinear simétrica. De fato,

W = {u+T(u)|u € Ly} é lagrangiano <=
w(z+T(x),y+T(y
w(z, T(y)) +wly, T(x
w(T(z),y) =w(T(y),x), Vr,ye Lo

)=0, Vex,yel, <=

~—  —

)=0, Vex,yel, <

Portanto, para cada par de lagrangiano Lo, L; € A tais que Lo N1L; = {0}, temos uma
bijecao
¢]L0,L1: Ao(]L1> = {]L - A| LN ]Ll = {O}} — Bsym(]Lg,R)



Capitulo 2. A GRASSMANNIANA LAGRANGIANA E O INDICE DE MASLOV 14

Teorema 2.1.1. A coleg¢io {(¢r,1,, Ao(L1))} € uma atlas analitico para A. Em particular
dim(A) = §(n +1). Além disso, o isomorfismo Ty,A = Byyp(Lo; R) € candnico no sentido
de que o isomorfismo dado pela diferencial de ¢r, 1, ndo depende do complemento L;, e é
natural no sentido de que, dado um simplectomorfismo ¥ de (V,w), temos o sequinte diagrama

comutativo:

iy
T]LOA —]LO> Tw(]LO)A

| |

Baym(Lo; R) —% By (4(Lo); R),

onde as setas verticais sao 0s isomorfismos canonicos, VA= Aéo difeomorfismo dado por
L+ (L), e . € o operador de push-forward dado por B — B ~1(-),%~1(+)).

Demonstragao: A demonstragao de que {(¢r,1,, Ao(L1))} é um atlas para A é igual
a demonstracdo de que a Grassmanniana G, (V) = {W C V|dim(W) = n} é variedade

diferenciavel (ver [19]).

Mostraremos que a diferencial d¢y, 1, (Lo) nao depende da escolha do complemento

L;. Sejam L; e Ly lagrangianos transversais a L, isto é, L1 N1Ly = {0} = Ly NLg. Temos que

¢L07L1 (LO) =0, ¢]LO7]L2 (L0> = 0.

Portanto basta mostrar que a diferencial do mapa de transigao de ¢, 1, para ¢, 1, na origem
é a aplicacao identidade de By (Lo;R). Sejam m: Lo &Ly — Lg e p: Lo @& Ly — Ly projecoes.
Se B € Bgym(Lo,R), com

B = D]Lo,]]-d ¢} T, GT’CLf]LO)]Ll (T) = ]I: € Ao(Lo),

tome
=:9

E = D]LOJLQO p o (id]Lo + T) o (7T 9] (id]Lo + T))ilz D]LO,JLQ oS € BsymLm]R-

Note que satisfaz
GT@fL07L1 (T) = GTCLfLO,LQ (S)

Como p oidy,, = 0 podemos escrever
B= Dry,0opoTo (7T ° (idlo + T))il = Dry, © S.
Portanto o mapa de transicao é

n:Bsym(LO;R) — Bsym<L0;R>

B — B.
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Dai,

(O)[B] = TeontB) = Jim 1(Diyr, 0 po (i) o (o (ids, +17))7)
= lim Dy, p, 0 po (T)o (mo (idy, + tT))
= Dy, 0po(T)o(mo (idy,))™"
= Dry,opo(T)=Dryp, o(T)
= B.

Para ver que Dy, 1,0p|L, = DL, L,, observe que dado x € LL; e escrevendo x = x¢+x € LB Lo,

para todo y € Ly, vale

(DL07L2 © p(x))(y) = DL07L2 (x2)(y) = w(xg,y) =
W(CEO + X2, y) = W(CC, y) = DLOJLI (fL')(y)

Resta verificar a comutatividade do diagrama do enunciado. Dado L. € Ay(LL;), se
Grafi,1,(T) =L, entdao S := o T otp~t: ¢h(ILy) — ¥(L;) satisfaz

Gmfw(u)ea«p(m)@) = (L)
De fato, Vz € Ly,
Y(z) + S(W(z)) =v(z) +P(T(x) = ¢(x + T(x)).

Entao:

o by ww) V(L)) = duwo ey (PIL)) = Dywowwy © S =w(S(),).
o Yu(ProL, (L) = u(w(T(),)) = w(T o™ (-),7"())
=w@oT o (), oy !(-) =w(S(),).

Isto nos déa o seguinte diagrama comutativo:

A Ao(Li) — Ao(¥(La)) € A
J%’Ll J%(Lo),wm
P
Bsym (]L’Oa R) — Bsym (¢<L0)’ R)
Passando o diagrama anterior para o diferencial em Ly (lembre que ), é linear) concluimos o

resultado.

Q.E.D.
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O fato de que a agao

Sp(R*™ wy) x A(R*™, wy) — A(R*™, wy)
(¢, L) — (L)

¢é suave segue da seguinte proposicao:
Proposicao 2.1.1. Fize Ly € A e defina o mapa

RLy: Sp(V,w) — A
W — Y(Lo)

A diferencial dky,(id) de kL, no elemento neutro de Sp(V,w) mapeia cada H € sp(V,w)
na forma bilinear simétrica dky,(id)[H]| € Bgym(Lo; R) dada pela restri¢io de w(H(-),-) ao
subespaco L.

Lembre que a Algebra de Lie de Sp(V,w) é sp(V,w) = {H € L(V)|w(H(-),") +
w(-, H(-)) = 0}.

Demonstragao: Escolha qualquer complemento lagrangiano LL; para Lg. Sejam
mo: Lo ® Ly — Lo, mi: Lo @ Ly — Ly as projegoes. Em termos da carta ¢r,r,, o mapa

KL, € escrito como

Sp<V>w) = @/J — ¢L0,L1 © H]Lo(réb) =
D]LQ,ILl o ¢10 o Q/)(i)l € Bsym(]LO; R)?

onde gy = m o (Y|,) € Y10 = m o (¥|,), e ¥ é tomado préximo de id € Sp(V,w) o
suficiente para que 1y seja inversivel. Agora fixe H € sp(V,w). Dai, usando que exp(tH) =
1d+tH + %HZ + ..., temos o seguinte limite

t—o00

1 : . _
lim — [Py, 0 w10 ((id + tH)|ey) o (mo 0 ((id + tH)[,) '] =

=0
.1 — , 1
Hm =+ [Py, 0 m o (idley) o(mo o ((id + tH)|L,) ™ +

tD]LoJld ©m 0 (HllLo) © (7T0 © ((Zd—i_ tH)hLo)_l] -
DLOJLI om0 <H|Lo) = w(ﬂ-l © H()v ')|]L0><L0 = W(H()? ')|L0><ILO

Q.E.D.

Observacgao 2.1.2. Para o estudo do Indice de Maslov de uma geodésica serd necessdrio calcu-

lar a forma bilinear dry,(¢)[H], para um ¢ € Sp(V,w) qualquer. Como dRy(id): sp(V,w) —
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Ty, Sp(V,w) € um isomorfismo, onde Ry, € o difeomorfismo de Sp(V,w) dado pela multiplicacio
a direita por 1, entdo H = dRy(id) [fﬂ, para algum H € sp(V,w) e dai temos que
driv, () [dRy (id)[H]] = d(kv, o Ry)(id)[H] =

ko) (id)[H] = w(H(),")|pwo)- (2.1)

Proposicao 2.1.2. A ¢ difeomorfo a U(n)/O(n). Em particular, A é compacto e conezo.

Aqui U(n) denota o grupo unitario de C* = R" + iR = R*" ¢ O(n) denota o
grupo ortogonal de R™, como o produto Hermitiano (-, ) e o produto interno (-, -) canénicos,

respectivamente.

Demonstracao: Escolhendo uma base simplética, podemos reduzir para o caso

0 I
V=R" w=uwy:= / ] , onde I é a matriz identidade n x n. Como (+,-) = (-, -) + iwo,
temos que se T': R?" — R?" é unitéria, entdo também é simplectomorfismo por preservar a

parte imagindria do produto hermitiano. Isto é, U(n) C Sp(R*", wy).

Mostraremos agora que U(n) age transitivamente em A. Fixe L, " € A. Escolha bases
B,p" de LI, respectivamente, de modo que sejam (-, -)-ortonormais. Desde que wy é nula
em L e L e que wy é parte imaginaria de (-,-), segue que ( e 3’ sao bases (-, -)-ortonormais
de C". Dai existe transformacao unitdria 7' € U(n) tal que T(8) = /¢, isto é, T'(L) = T'(L').
Como o grupo de isotropia de R* @ {0} € A é O(n) = {T: R*"®R" = R" @ R"| T'|gnao} €
OR" @ {0}) e T|oyor» = id|{oyarr} C U(n), temos o resultado.

Q.E.D.

Definicao 2.1.2. Sejam Ly e k =1,2,...,n fixados. Definimos

° Agk = Uf:o Ak(LO);

[} AZk = U?:k Ak(Lo)

Dado Ly € A, denotaremos por Sp(V,w,Ly) o subgrupo de Sp(V,w) formado pelos

simplectomorfismos que preservam g, isto é,

Sp(V,w, o) = {¢ € Sp(V,w)|[¥(LLo) = Lo}

Denotaremos por Sp,(V,w,Ly) o subgrupo de Sp(V,w,Lg) que preserva a orientagdo de
Lo. A élgebra de Lie sp(V,w,Ly) de ambos Sp(V,w,Ly) e Sp+(V,w,Ly) é a subélgebra de
sp(V,w) formado pelos H tais que H(LLg) C Lo.
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Sejam ¢ € Sp(V,w,Lg) e L € Ag(LLy). Como 1) é isomorfismo temos que

e LoNy(L) = (L) NY(L) = (Lo NL);

o dim(¥(LoNL)) = dim(LoNL) = k.

Portanto Sp(V,w,Ly) age em Ag(Ly).

Proposigao 2.1.3. Sp,(V,w,Ly) age transitivamente em Ay(Lo), VE =0,1,...n.

Demonstragao: Por escolher uma base simplética de (V,w), podemos reduzir ao caso
V=R*" w=uwyelLy=R"®{0}. Seja {ey,...,ea,} base canonica do R*". Fixe L € Ay(Lo) e
seja ¥y € SO(n) (grupo especial ortogonal do R™) tal que 1(IL NLgy) = R* @ {0}. Agora seja
¥ a extensdo complexa de ¥ & R?" = C". Temos que ¥ € Sp(R*™, wy, L), pois ¥(LLgy) = Lg
por construgao, e para ver que 1 preserva a forma simplética wq basta fazer um céalculo direto:

dados ! v } , v [ Yol(@)
y y Yo(y)

[wom 0 f] Vo(z)] [ ) ]T' [wx)]
U(y) =1 0] ] ¥ | Y(a) ¥(y)
= —<@/Jo(y)7¢0(x/)> + (%(@Wo(yl» = —<y,113/> + <$,y,>

S HEFHIH

Agora seja Ly = span{ey, ..., ex, nikit,-- - e} Note que Ly NLy = R¥ @ {0}, isto

€ R” & R", umas vez que ! v ] = ] , temos
Y

Também, (L) N 1Ly = R* & {0}.

6, Ly € Ag(ILp). Iremos mostrar que se I é um lagrangiano tal que L N 1Ly = R* & {0}, entdo
Tp € Spi (R wy, L) tal que (L) = LL;. Observe que isto concluird a demonstragio. Sejam

Vi = span{ey, ..., €k €nity- s Enik}
‘/2 == Span{ek+17 ey By Eng k1 - - - eQn}v
W = span{ei, ..., en, €nikil,---, €}

Observe que W = (RF & {0})1«0 e R?™ =V} @ V5. Além disso,(V1, wolvixvy) € (Va, wolvyxvs)
sao espagos simpléticos e V; = (V)*«0. Como L ¢é lagrangiano e L O R* ¢ {0}, entdo
L =LY C (R* @ {0})*»0 = W. Seja m: W — V, a restri¢io da projegdao Vi & Vo — V5 ao
subespaco W. Entao, dados x,y € W, temos que

wo(z,y) = wo(m(x) + (x — 7(x)), 7(y) + (y-7(y))) =
wo(m(2), 7(y)) + wolr — m(x),y —7(y) = ww(x),n(y)),
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pois z — w(z),y — 7(y) € R* @ {0} e este tltimo é subespaco lagrangiano de V;. Disto
segue que m(IL) é subespago lagrangiano de V5. Note que, em V, = R"* @ R"* vale que
7(L) N (R"* & {0}) = {0}, pois dado z € L. C W e escrevendo

n 2n
z=Y Neit Y ey,
i=1

j=n+k+1
temos . o
()= > Nei+ > Nej,
i=k+1 j=ntk+1
e como LN (R" @ {0}) = R¥@ {0} temos que A\py1 = ... = A, = 0. Portanto podemos escolher

um simplectomorfismo ¢: V, — V5 tal que é a identidade em R"* @ {0} e mapeia 7(L) em
{0} ® R"*. Seja ¢: R?™ — R?" dada por

¢‘V1 = Z.dVU ¢|V2 = ¢

Note que 1 € Spy(R?",wq, L), uma vez que |, = idy,. Além disso, (L) = L.
Q.E.D.

O corolario a seguir sera usado em grande parte das demonstragoes.

Corolario 2.1.1. Dados quaisquer dois lagrangianos Ly, € A, existe outro lagrangiano
L que € transversal a ambos Ly e L. Em particular, o dominio da carta coordenada ¢, 1.

contém ambos Ly e L.

Demonstracao: Por escolha de base simplética, podemos reduzir ao caso V = R??,
w=uwp e Ly =R"® {0}. Seja {e1,...,e,} base candnica e seja Ly = span{ey, ..., ey,
€nikils---,€m}, onde k = dim(ILy N1L;). Desde que Ly, Ly € Ag(Ly), a proposi¢ao anterior
nos déd um simplectomorfismo v tal que ¥(Lg) = Lo e ¥(ILs) = LL;. Note que o lagrangiano
A = {(v,v) € R*|v € R"} é transversal a ambos Ly e LLy. Portanto, basta tomar L = 1 (A).

Q.E.D.

Lema 2.1.1. A<;(Ly) C A € aberto.

Demonstragao: Fixe L € A< (LLy) e escolha LL; transversal a ambos L, e L. Por-
tanto L pertence ao domfnio Ag(IL;) da carta coordenada ¢, 1,. Daf, L := Grafi, ., (T) €
A< (Ly) <= dim(ker(T')) < k. Fixado bases de L, e L;, podemos pensar 7': R” — R™.

Afirmagao: {T: R" — R"|dim(ker(T)) < k} C Muxn(R) é aberto.
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Demonstracao da Afirmacao: dim(ker(T')) < k <= dim(Im(T')) > n — k <= existe
submatriz 7" de ordem (n — k) x (n — k) tal que det(T") # 0. Para cada par de subconjuntos

a,f C{1,...,n}, com k elementos cada um, temos uma fungio continua

Nap: Mpsn(R) — R
T —  det(Th,p)

onde a matriz T}, 3 ¢ a matriz obtida de T" por excluir as linhas indicadas por a e as colunas

indicadas por g. Portanto

{T: R" — R"|dim(ker(T)) < k} = U Nas(R\{0})
é um conjunto aberto.

Q.E.D.

Portanto {T: R — R"|dim(ker(T)) < k} N By, (R™;R) é um aberto relativo a
Bgym(R™; R).

Q.E.D.

Corolério 2.1.2. As.(Ly) € fechado.
Demonstragao: Uma vez que Asi(Lo) = A\A<x—1(LLo).

Q.E.D.

Proposig¢ao 2.1.4. Para cada k = 0,...,n e cada Ly € A, Ap(Lg) é uma subvariedade
conexa e analitica de A de codimensao (k +1). Para cada L. € Agx(Ly), o espago tangente

TiAk(Lo) C Bsym(L;R) € formado pelas formas bilineares simétricas que se anulam em L NLy.

A subvariedade A (L), que tem codimensdo 1, tem uma orientagio transversal. De
fato, para L € Ay(Ly) o vetor B € Byy,,(L;R) = T A € positivo se B for positivo definido no
subespago unidimensional L. N Ly. Mais ainda, a orientagao transversal de Ai(Lg) em A é
natural, no sentido de que, dado 1 € Sp(V,w,Ly), o difeomorfismo L — ¢ (LL) de A preserva

a orientacao.

Demonstragao: Da proposi¢ao anterior temos que Ag(LLy) = Sp4(V,w,Ly) - L, onde
L € Ax(Ly) é qualquer, porém fixado. Por [20] teorema 2.9.7, uma orbita de uma agao de

um grupo de Lie é subvariedade mergulhada se e somente se é localmente fechada. Como



Capitulo 2. A GRASSMANNIANA LAGRANGIANA E O INDICE DE MASLOV 21

Ap(Lo) = A<i(Lo) N Asi(Lo), A<k(Lo) é aberto e Asi(Lg) é fechado, seque que Ag(Lg) é

subvariedade mergulhada de A.
Fixe L; qualquer complemento de L.

Afirmacao: Temos um difeomorfismo

F: GZ(LO) X Bsym(LlyR) — Sp(V,w,LO)
(@. 5) s Fla,f) =

onde Y|, = aely, =ao (D) 0B+ (Dror,) ' o(a*) oDy,

9

Demonstracao da Afirmagao:

1) ¢ é um simplectomorfismo: Fixe v; € L;. A primeira parcela de ¥y, (v1) é

Qo (Dll,Lo)_l © 5(1}1) =a0 (Dll,llo)_l(ﬁ(vlu )) =

@0 (Do) (W@ ),) = @)
para um unico v; € Lg tal que B(vy,-) = w(vy, -)|L,. A segunda parcela de |, (vy) é

(DLO,Ll)_l © (a*)_l © DLO,Ll (Ul) = (DLO,L1>_1 © (a*)_l(w(vla ')|ILO)
(,DlLo,Ll)_l(w(,Ul?O‘_l('))) = (,D]Lm]Ll)_l(w(ﬁl? M, = o
para um tnico 0; € L; tal que w(vy, o '(+)) = w(71, -)|1,. Estamos usando o fato de que w

¢ nao degenerada para representar elementos de LL{ utilizando vetores em L;, uma vez que
V =1Ly & L. Para vy,vs € Ly,

w((v1),¥(v2)) = w(a(v1) + 01, (V) +T2) = w(a(v1),V2) + w(v1, a(vz)) =
—w(vy, a Ha(®)))) +w(v, a Ha(Ty) = w(@,v) — w(Ty,v) =

B(vr,v2) — B(va,v1) = 0.

Parau ey e v € Ly,

w(¥(u), (v)) = wla(u), (V) +0) =

w(a(u),d) = —w(v,a Ha(u)) = —wv,u) = w(u,v)

Para uy,uy € Ly, é claro que w(y(uq), ¥ (uz)) = 0.

2) F é injetivo: Se F(a, 5) = F(d/,3'), entdo a = F(a, )|, = F(/, 5')|L, = ¢. Dali,
F(a, B)l, = F(/, B)l, = aoDpjj,0f=a0D of = =4

3) F' é sobrejetivo: Seja 1 € Sp(V,w,Ly). Como, em particular,y) € GI(V) e ¥(Lg) =
Lo, segue que a := 9|, € GI(LLy). Usando a decomposi¢do V = Ly & L; obtemos tnicas
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aplicagoes ¥g: L1 — Lg e ¥: Ly — Ly tais que ¢, = 1o + ¥1. Iremos mostrar agora que
1 = (Dry,) o (af) ' oDy, 1, Para quaisquer u € Ly e v € Ly,

w(v,u) = w(p(v),P(u)) = w1 (v), a(u)).

Podemos escrever

o w(v,u) =Dy, (v)(u)
o w(¥1(v), a(u)) = Dror, (¥1(v))(a(u)) = a” 0 Dryr, o Y1 (v)(u).
Como u, v sao arbitrarios, temos que

*
D]LO,JL1 = o DLO,L1 o 1.

Dai podemos tomar 3 := Dy, 1, 0 @~ ! o ¢g. Iremos mostrar agora que (3 é simétrica.

Para quaisquer vy, vy € Ly,

(DL, o 0 ot oho(vr))(v2) = (D, Lo (Yl (Yo(v1))) (v2) =
w(th™ (tho(v1)), v2) = w(tho(v1),1h(v2)) = w(tho(v1), v (v2)).

Por outro lado,
0 = w(v1,v2) = w(@(v1), Y(v2)) = w(@o(v1), Y1(v2)) + w(@i(v1), Yo(v2)).

Portanto, w(vo(v1), ¥1(v2)) = w(tbo(va), 11 (v1)).
4) A diferenciabilidade de F e F~! sdo dbvias.

Q.E.D.

Portanto dim(Sp(V,w,Lg)) = n?+ %(n +1). Também Sp,(V,w,Lg) = F(Gl(ILg) x

Bgym(L1;R)), que é conexo, e portanto Ag(Lg) é conexo.

Calculo do grupo de Isotropia: Sejam {ey,...,e,} base de Ly e {ef,..., e’} base
dual para Lj. Considere f; = D][Ol’Ll(ef), i = 1,...,n. Note que {ey,...,en, f1,..., fn} €
base simplética para V = Ly ® LL;. Desta forma podemos pensar V = R" @& R", w = wy,
Lo =R"® {0} e L; = {0} & R™. Calcularemos o grupo de isotropia (C Spy(V,w,Ly)) de

L = span{ei, ..., e fitt,---, fo} = R¥ @ {0} @ R"*,

Agora fixe 1 = F(«, 8) e suponha que ¢ (L) = L. Entao:
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a)¥(Lo NL) = ¥(Lo) N (L) = Ly NL = R* & {0}. Isto 6, a(RF & {0}) = R* & {0}.

Em termos de matriz temos

[a] e,y =

Apxk  Brx(n-r)
0 Clbyxnt) |

com det(A) # 0 # det(C).
b) Note que, em termos de matriz,
[DLOJLJ =-1= [D]LL]LO]‘

De fato, Dpyp,: L1 = {0} @ R* - L =R™ & {0} e

@mha@m.ﬁié]:@%m?

Analogamente para Dy, 1. Portanto

FT' Glaeiyx(n—k)

Bk F ]

com F e G matrizes simétricas. Iremos mostrar que

(L) =L =G =0.

Mais precisamente, iremos mostrar que ¥ ({0} & R**) C L = G = 0 usando a expressio

matricial de a. Para cada j =n+k+1,...,2n,
]
0
Qg
0 0
[a] —[a][A]
ej) = 1 | =
w( .7) [ 0 [O[:IiT J
0 0
: (ntk+1
0 :
L a/2n -
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(o indice no 1 indica a posi¢ao). Dal,

0 _ }
a1
—[O!] [6} 1j—n
. Qg
(') 0
L 0 - — :
0
Ap+tk
[Oz]fT 1]_n +k+1
6 L Q2n, ]

Dal, se (H); denota a i-ésima coluna de uma matriz H, analisando a parte inferior da igualdade

matricial anterior temos que

A2p,

—[a] (F)jmn—te | _ | —AWE)jnr = B(G)jn-t | o
(G)j-n—t ~C(G)j-ns 0
0

Como C' é uma matriz inversivel, segue que (G);_,— = 0, . Portanto G = 0.

Por outro lado, usando a expressao matricial de ™ temos que G = 0 = ({0} &
R"*) C L. Basta analisar o cdlculo anterior. Portanto a dimensao do grupo de isotropia é
(n? — k(n —k)) + (k(n — k) + £(k + 1)) = n? + 5(k + 1). Dai, como Ax(Lo) é difeomorfo ao
quociente de Spy(V,w,Ly) pelo grupo de isotropia, segue que

k).

k(k+1)):n(n—|—1)—2

dim(An(Lo)) = (n% + S(n + 1)) — (n? + : 5

2

Logo codimy (Ay(LLo)) = %(k +1).
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Agora iremos calcular o espago tangente 71, Ax(ILy) em um ponto L € Ag(Ly). Tal espago
é dado pela imagem de sp(V,w, L) pela diferencial dky(id), como definido na proposi¢ao
2.1.1:

T A (Lo) = {w(H(), )| H € sp(V,w, Lo)}. (2.2)

Como H € sp(V,w,Ly) é tal que H(Ly) C Ly, em particular se u,v € Ly N L, entdo
w(H (u),v) = 0. Sabemos que dim(TiAx(Lo)) = 2(n+1) — £(k + 1) e que T Ay(ILy) C TLA =
Bgym(L;R). Se b € By (LL; R) é identicamente nulo num subespaco de dimensao k, para uma

base adequada de L, temos que

0 Nisc(n—
N(n—k)xk Mn—kyx (n—k)

Dal, a colecao das formas bilineares simétricas que se anulam num mesmo espaco de dim = k,

é uma subespaco de dimensédo 2(n + 1) — £(k 4 1). Consequentemente
TLAL(Lo) = {b € Baym(L; R)| blraryxLaw, = 0}

Para ver a naturalidade da orientacao transversal, basta ver que a diferencial do mapa

L — (L) no ponto L. é o mapa linear
Bsym(L;R) > B— B(¢_1(')7¢_1(')) € Bsym(¢(L)aR)

Dai, B é positiva definida em L. N Lg se e somente se B()71(+),%71(+)) é positiva definida em
(L) NLy . Também, como o isomorfismo T, A = By, (L; R) nao depende da carta segue que

a orientagao transversal de A;(ILy) em A estd bem definida.

Q.E.D.

Observagao 2.1.3. No capitulo do Indice de Maslov iremos considerar curvas de lagrangianos
((t) e estudar o espaco Typ(A) = Bgym(L(t);R). Serd muito conveniente considerar um
identificacao Ty (A) = Bgym(Lo;R), para um Ly € A fizado. Tal identificacao é dada da
sequinte maneira:

Seja Ly transversal a ambos Ly e L := ((t) e sejan: Ly — L a restrigio da projecio LdL; — L

ao subespago LLy. O mapa de transigio de ¢y, 1, para ¢, €
Baym(Lo;R) 3 B+ ¢ 1, (o) + n.(B),

onde n, é dado por n.(B) = B(n~',n™"). De fato, seja B = GLL, © PLoL,- Suponha que
B=uw(u(-),") e B=w(),-), comu: Ly — Ly, u: L — L, satisfazendo

{z+ule)lr €lo} = {y +uly)|y € L}
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(lembre da defini¢io 2.1.1 das cartas coordenas). Mais precisamente,

2 = o (idy, + u) o (7o (idy, +u))~",
ondem: LolL; — L,m: L&L; — Ly sdo projegoes. Observe que n = woidy, = mo (idy, + u)
e asstm

ﬂzmoidLoonfl—l—mouonflzﬂloidﬂdoonfl—kuon*l.

Observe também que

w(m oidL, o' (+), ) |Lxe = érr, (Lo)
e que
wuon™ (), )exw = wluwon™ (),n7 () lxe = 7:(B).
Note que este mapa de transicao é uma translacao de um mapa linear, portanto seu diferencial

em qualquer ponto € n, e como n € a identidade em Ly N 1L temos que B = n,.(B) em Ly NL.
Também (lembre da equagio 2.2)

Aoy, (L)[T1LAK(Lo)] = {B € Bsym(Lo;R)| B se anula em Lo N L}.

2.2 O grupo fundamental de A

Usaremos o seguinte Lema para calcular o grupo fundamental 71 (A) da Granssmanniana

Lagrangiana, cuja demonstragao serda omitida e pode ser encontrada [4] Lema 4.1.2.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo de Lie conexo e K um subgrupo fechado de G. Seja p: G —
G/K o mapa quociente. Sejam q: G — G o grupo de recobrimento universal de G, K =
g HK) e fo a componente conexa do elemento neutro em K. Entdo o grupo fundamental
m(G/K) € isomorfo ao grupo quociente E/%O. O isomorfismo &: K/Kg — m(G/K) €
definido como seque:

Se g[N(O ¢ qualquer elemento de f(//ﬁo, seja c: [0,1] — G qualquer curva continua tal que
¢(0) =1 ec(l) =gt Entio £(gKy) € a classe de homotopia do loop pogoc: [0,1] — G/K

com ponto base p(1).

Corolério 2.2.1. Seja {ey, ..., ea,} base simplética de (V,w) e seja Ly = span{ey,...e,} € A.
Entao m(A) = Z. Um gerador de w1 (A) € a classe de homotopia do loop 6[0,1]: — A dada

por

d(t) = span{cos(mt)e; — sen(mt)e,i1,€2,...,€n}. (2.3)
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Demonstragao: Iremos assumir que V = R*" w = wy, com {ey, ..., es,} base cano-
nica e portanto Lo = R™ & {0}. Vamos aplicar o lema anterior para A = U(n)/O(n), onde

iremos considerar a aplicagao quociente

p: Un) — A
v ()

Seja SU(n) o grupo de Lie das matrizes unitérias n x n cujo determinante é 1. O recobrimento

universal de U(n) é SU(n) x R com mapa de recobrimento

p: SU(n) xR — U(n)
(At) — A

O grupo K é facilmente calculado como

R = Ule Foum] < (°0),
kez n
onde Ok (n) é SO(n) se k for par ou é O(n)\SO(n) se k for impar. De fato, dado O € O(n)
podemos escrever O = ¢'e™"0, daf det(e™"0) =1 <t =" ¢ O € SO(n) se k for par ou
O € O(n)\SO(n) se k for impar. (Para saber mais sobre espago de recobrimento no geral e o
grupo fundamental de SU(n) ver [17]) A componente de K que contém o elemento neutro é
Ky = S0(n) x {0}. O quociente K /K, é isomorfo a Z, e o isomorfismo é dado por gKo — k
se g € [e"% Ok(n)] % {*7}. Um gerador para K /K, é gKo, onde g = (e7'4, %) e

(15 0

0 s

A= "
0 0 T

De fato, iA € su(n) = {E € My,x,(C)|E + E* =0 e tr(E) = 0}, e portanto e~*4 € SU(n).

Também
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Seja c(t) = (4, —tT), t € [0,1], entao pelo lema a classe do loop p o qo c é gerador de

m1(A, Lg). Mas precisamente

(eitA _tf) 9y it E GitA _ Lit(A=Z) _
T on
cos(tm) —isen(tmr) 0 ... 0 cos(tm) —isen(tr) 0 ... 0
0 1.0/, 0 1 ... 0
— (Lo) =
0 0 ... 1 0 0 ... 1
span{cos(mt)e; — sen(mt)e, 1, €2,...,6€,}.

Q.E.D.

2.3 O Indice de Maslov

Nesta secao trataremos da Boa Definicdo do Indice de Maslov de certas curvas de
Lagrangianos. Para que tal indice seja um invariante topoldgico, definiremos a partir do grupo
de homologia relativa Hy (A, Ag(Ly)).

Do homomorfismo de Hurewicz
7T1(A, ]Lo) — Hl(A),

que é sobrejetivo e cujo nicleo é o comutador de (A, Ly), segue que Hi(A) = Z. Porém este
isomorfismo nao é unicamente determinado, depende de uma escolha de orientacao. Assim
cada loop em A com ponto base Ly tem um nimero inteiro associado bem definido. Tal
numero deve ser interpretado como o tipo de enlagamento do loop. Usando homologia relativa,
iremos estender a construgao anterior para certas curvas nao necessariamente fechadas. Fixe
L; € A. Toda curva continua [: [0,1] — L com pontos extremos (isto é, os pontos final e
inicial) em Ag(L;) define uma classe em H;(IL, Ag(L;)). Desde que temos um difeomorfismo
¢, No(Ly) — Bgym(L; R), segue que Ag(L;) é contractivel, isto é, homotépico a um ponto.
Em particular Hy(Ag(L1)) = 0. Da sequéncia longa exata do par (A, Ag(IL;)) (ver [18] pg 154)

o= 0= Hy(Ao(ILy)) = Hi(A) = Hi(A, Ap(ILy)) = 0

temos que Hq(A, Ag(ILy)) = Z. Se L for transversal a Ly, entao um gerador para Hy (A, Ag(Ly))

¢ a classe de homologia do loop dado no coroléario 2.2.1.

A seguir, algumas observagoes que decorrem diretamente das propriedades elementares

da Teoria de Homologia: Seja ¢: [a,b] — A continua com ¢(a), ((b) € A¢(Lq)
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1) Seo: [¢,d] — [a,b] é continua tao que o(c) = a,o(d) = b, entdo £ e £ oo sao homologos
e1m Hl(A, A0<L1))7

2) Se o: [¢,d] — a,b] é continua tao que o(c) = b,0(d) = a, entdo £ e —{ o o sao
homélogos em Hq (A, Ag(LLy));

3) Se, para u € (a,b), £(u) € Ay(Ly), entao £ é homdlogo a i) + £|ju);
4) Se l(u) € Ao(Ly),Vu € [a, b], entdo ¢ é homodlogo a 1-cadeia nula;

5) Se {1,03: [a,b] — A sdo continuas e homotdpicas com extremos em Ag(LL;), entdo

definem a mesma classe de homologia em H;(A, Ag(LLy)).

Agora daremos uma condic¢ao suficiente para que duas curvas sejam homoélogas em

Hi (A, Ag(Ly)).

No que segue n(B),n_(B),dgn(B) denota, respectivamente, a dimensao de de um

subespago maximal para o qual a forma bilinear B é positiva definida, negativa definida, nula.

Lema 2.3.1. Seja (1,0s: [a,b] — A curvas continuas com pontos extremos em Ag(Ly).
Suponha que exista complemento lagrangiano Ly para g tal que a imagem de ambas £, ls
estejam no dominio Ao(Ly) da carta coordenada ¢, 1,. Sejam B; := ¢ropn, © ;i ¢ [a,b] —
Bgym(Lo;R), i = 1,2. Entao

ny(B1(t)) =ny(Ba(t)),t = a,b = {1 e ly sao homdlogas em Hy(A, Ag(Ly)).

Demonstracao: Definimos o espago

Bz! (o) = {B € Byym(Lo;R)|dgn(B) > 1}.

sym

Sejam L € Ag(LLy) e T': Ly — Ly tais que Grafy,1,(T) = L. Entao

Ker(Dryp, oT) = Ker(w(T'(),-)|Ly) = {u € Lo| T(u) = 0} =
{uelglu=u+T(u)} = LNLy. (2.4)

Portanto
By (Lo) = ¢y, (Ao(LLr) N As1(L)).

Denotaremos por BY,,, (ILg) o complemento de Bz,

sym

(Lo) em Bgym(Lo). Note que BY

sym

(Lo) €

aberto (uma vez que As;(LLy) é fechado). Além disso,

By, (Lo) = UOBS%(LOL
j=
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onde B% (LLy) = {B € B% (Lo, R)|n,(B) = j}. Pelo Teorema de Sylvester, temos que

sym sym

Gl (Ly) age transitivamente por conjugagio em cada BY%/ (Lg). Como G, (LLy) é conexo por

sym

arcos, temos que By (L) sdo as componentes conexas por arcos de B, (ILg). Sejam

i=ny(fi(a)) =ni(B2(a)) e j=ny(Bi(b) =n(B2(b))

= 0,i 0,i : :
Entao podemos encontrar curvas s, 5 em By (ILo) e By (ILo), respectivamente, tais que

liguem Bs(a) & f1(a) e 51(b) a Pa(b), respectivamente. Defina
51@ = (Z)i()l’Ll o Bk, k= 3,4

Note que as imagens de /3, {4 estao inteiramente em Ag(IL;) N Ag(Lg), portanto £ = l3+ €1 + {4
¢ homologa a €1 em Hy(A, Ag(Ly)). Seja

5:¢L0,Llogzﬁ3+ﬁl+ﬁ4>

onde a soma no ultimo termo da equagao anterior significa a concatenacao das curvas (33, 81, B4
nesta ordem. Desde que 3 e 3 sdo curvas continuas em By, (Lo; R) com os mesmos pontos
extremos, entao existe uma homotopia de extremos fixados que deforma [ em 3. Compondo
essa homotopia com (bﬂj(ih obtemos uma homotopia em A de pontos extremos em Ag(Lg) que

deforma ¢y em ¢. Portanto ¢ e {5 definem a mesma classe de homologia em H; (A, Ay(Ly)).

Q.E.D.

Observagao 2.3.1. Dado ¢ € Sp(V,wg) considere o difeomorfismo 12: AN — A dado por
L +— ¥(L). Como Sp(V,w) ~ Sp(R?",wy) € conexo por arcos, entdo ¢ pode ser continuamente
conectado ao elemento neutro de Sp(V,w) e isto dd uma homotopia entre TZ e a identidade de
A. Portanto ¢ e idy definem o mesmo mapa na homologia Hi(A). Sep € Sp(V,w,Ly), entdo

o~

P(Ao(Lo)) C Ao(ILo) e do segquinte diagrama comutativo temos que o homomorfismo induzido
(1)s: Hi(A, Ao(Lg)) — Hy(A, Ao(Lo)) € a identidade:

H1<A) (w)*:(ZdA)* Hl(A>

e
()«
)

Hl(A,AO(LO HHl(A,Ao(L()))

Lema 2.3.2. Sejam Z uma espago vetorial real de dimensao finita e A: [0,7] — Bgym(Z; R)
uma curva de classe C*. Suponha que a restricio A da derivada A'(0) ao nicleo Ker(A(0)) é

ndo degenerada. Entao, ¥t € (0,r) suficientemente pequeno, A(t) é nao degenerado e temos

n(A() = na(A0) + ni(A), n_(A(1)) = n_(A(0)) +n_(A).
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Demonstragao: Sera demonstrado no caso geral em que dim(Z) pode ser infinito

(ver proposi¢ao 5.1.1) .
Q.E.D.

A escolha de um isomorfismo H; (A, Ag(LLy)) ~ Z é equivalente a escolha um dos dois

geradores. Faremos tal escolha usando a orientagao transversal de A(Ly).

Definicao 2.3.1. Seja (: [a,b] — A uma curva suave com L(tg) € As1(Lo) para algum
to € [a,b]. Dizemos que € intersecta A>1(ILy) transvesalmente no instante ty se {(to) € Ay (Lo)
e U'(to) & Tyuy)A1(ILo). Dizemos que esta interseccio € positiva (negativa) se U'(ty) € positivo

(negativo) no sentido da orientacao transversal de Ai(ILg) definida na proposi¢io 2.1.4.

Proposicao 2.3.1. Sejam (1,0 duas curvas suaves em A, ambas com pontos extremos
em No(Lo). Suponha que ambas intersectam As1(Lo) uma unica vez e tais intersecgoes sao
transversais e positivas (ou negativas). Entdo as curvas {1 e ly definem a mesma classe de

homologia em Hy(A, Ao(Ly)). Além disso, esta classe de homologia é um gerador do grupo.

Demonstragao: Podemos supor que ¢;(ty) = l2(to). De fato, por uma reparametriza-
¢ao das curvas, podemos supor que a intersecgdo de ambas as curvas com Asq(Lg) correm
num mesmo instante t,. Também existe 1 € Sp(V,w, L) tal que (¢1(to)) = l2(to), e pela
Observacao 2.3.1 segue que v o £; é homologo a ¢;. Seja IL.; € A complementar a ambos ILg
e l1(ty) = ly(tp). Como ¢; tem uma tnica interseccao com Asq(Lg), entao a restrigdo de ¢;
a qualquer intervalo [a, b] contendo tg no interior é homologo a ¢;. Portanto podemos supor
que as imagens de ambas as curvas estao inteiramente contidas no dominio Ag(IL;) da carta
coordenada ¢r, 1,,. Sejam 3; = ¢, 1, © 4;. i = 1,2. Temos que Ker(f5;(ty)) = £i(to) N Lo e que
Bi(t) é nao degenerado Vt # to. Entao, pelo lema anterior, temos que n(5;(t)) é constante em
la, to) e (to,b]. Pela hipdtese de intersecgao transversal positiva, temos que [3/(ty) é positiva

definida no espago unidimensional ¢;(to) N Ly. Pelo lema anterior temos que

ny(Bi(b)) = ny(Bi(to)) + 1.

Fazendo (3;(t) = B(b+ t(b— a)),t € [0,1] (isto é, estamos percorrendo a curva §; no sentido
contrario), e para sy = (to — b)/(b — a) vale E/(So) = —(b—a)p.(to), que é negativa definida

em ¢;(ty) N Ly. Novamente pelo lema anterior
n4(Bi(a)) = ni(Bi(s0)) = ns(Bilto))-

Como fi(to) = Pa(to), segue que ni(Bi(a)) = ny(B2(a)) e ni(Bi(b)) = ni(B2(b)), dai pelo

Lema 2.3.1 temos que ¢; e {5 sdo homologas em H;(A, Ag(LLy)). Isto conclui a primeira parte.
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Sejam {eq, ..., e9,} base simplética de V e Ly = span{e,.1,...,ea,}. Considere a
curva ¢: [0,1] — A dada no corolario 2.2.1,

0(t) = span{cos(tm)e; — sen(tm)eni1, ..., en}.

Note que £(3) = span{e,1,€2,...,€,}, assim £(3) N Lo = span{e,41} e £(t) N Lo = {0} se

t# % Resta ver que esta intersecgao ¢é transversal. Seja
L, = span{e; + enq1, ..., 60 + €2} €A

que ¢ transversal a ambos E(%) e Ly. Vamos trabalhar com a carta coordenada ¢r 1,:

Para cada t € [0,1] seja T;: Lo — L, tal que Grafr,r,(7;) = ¢(t). Mais precisamente

f(t) 0
[T]{61+6n+1 ----- enten} _ —1
{en+1 ----- €2n} _ .. . 9
—1
onde f(t) = ——2Um__ Ppoig:
cos(tm)+sen(tm)
1) Tiy(ent1) = #%(61 + ent1) © eny1 + Ti(engr) = WM(—COS@W)Q +
sen(tm)e,i1),
2) sei=2,...,n, entdo Ti(enti) = —(€; + enyi) & enyi + Ti(enyi) = —e;.

Dal, se 5(t) = ¢r,1, © £(t), na base {€,41,...,€2,} temos

Logo 5/(%)(6n+17€n+1) = —f/(%) = -1 <0
Q.E.D.

Seja pr, : Hi(A, Ao(ILy)) — Z o tnico isomorfismo tal que pr, (k) = 1, onde & é a classe
de homologia de qualquer curva £ em A com pontos extremos em Ag(Lg) que intersecta uma

tnica vez Asq(Lo), e tal interseccdo ¢é transversal e positiva.
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Definicao 2.3.2. Seja ¢ qualquer curva continua em A cujos extremos estao em No(Lg). O
Indice de Maslov de { relativo a Lg € o valor de pr, na classe de homologia de ¢, que serd

denotado por ur,(f).

Se (: [a,b] — A é qualquer curva continua tal que o conjunto {t € (a,b)|L(t) €
Asi1(ILo)} estd contido em algum intervalo fechado [c,d] C (a,b), entio o Indice de Maslov

tir, (0) de € é definido com o Indice de Maslov da restrigio {|..q.

E facil de ver que o Indice de Maslov é aditivo por concatenagao. Além disso, a
proposicao anterior nos da uma interpretacao geométrica do Indice de Maslov. Se ¢ é uma
curva suave que tem apenas intersecgoes transversais com Asq(Lo), entdo up,(¢) é o nimero

de intersecgoes positivas menos o nimero de intersecgoes negativas.

2.4 Célculo do Indice de Maslov

Proposigao 2.4.1. Seja ¢: [a,b] — A qualquer curva continua com pontos extremos fora de
As1(Ly). Se existe um subespago lagrangiano Ly complementar a Ly e tal que a imagem de ¢

estd inteiramente contida no dominio Ao(Ly) da carta ¢y, 1,. Entao:

po (€) = ny(B(b)) — ni(B(a)), (2.5)
onde = ¢, 1, oXL.

Demonstracio: Pelo Lema 2.3.1, o Indice de Maslov p, (¢) depende apenas dos
niameros n(f(a)) e ny(B(D)).

Para provar o resultado basta exibir para cada par i, j = 0,...,n umacurva 3, ;: [a, b] —
Biym(Lo; R) tal que ny(B;;(a)) = i,n4(8;,;(b)) = j e tal que a curva £ = ¢ o f3;; tenha
Indice de Maslov igual a j — i. Como podemos reparametrizar a curva no sentido contrério
para trocar o sinal do Indice de Maslov, basta olhar para o caso i < j. Para o caso i = j, uma
curva constante com coindice n, igual a i resolve. Para o caso j = ¢ + 1, escolhendo uma base
qualquer de L e, em termos desta base, tomando

i vezes

[Biiv1(t)] = diag(1,...,1,¢t,—1,...,—1),
com t € [—1,1], teremos o desejado. De fato, pela equagao 2.4 temos que
Ut) = ¢ryn, © Biini(t) € Ar(Lo) & dim(ker(5(t))) = k,

dai ¢ intersecta A>i(ILy) uma tnica vez e £(0) € Ay(Ly). Além disso,

i-ésimo

£'(0) = diag(0,..., 1 ,...,0)
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é positivo definido em £(0) N L. Pela proposicao 2.3.1 temos que ur,(¢) = 1. Para o caso
¢+ 1 < j basta considerar 3;; como a concatenacao das curvas i1, Bit1,i42:---,Bj—15

obtidas anteriormente.

Q.E.D.

Corolério 2.4.1. Seja (: [a,b] — A continua com pontos extremos em No(LLy). Entdo

Lo (0] < 37 dim(6(t) N Lo).

te(a,b)

Demonstragio: Se existe um nimero infinito de valores ¢ € (a,b) tais que £(t) €
As1(Ly), entdo o lado direito da desigualdade ¢ infinito, e portanto nao ha o que demostrar.
Por outro lado, suponha que € (a, b) satisfaz £(ty) € A>1(ILy) e seja LL; transversal a ambos

((ty) e Ly. Considere f = ¢r, 1, © ¢ definido numa vizinhanca de .

Afirmagao: n. (B(to)) < n(B(2)) < ny (A(to)) + dgn(Blto)).
Demonstragao da afirmagdo: Seja k = ny (B(to)). Se k = 0, a primeira desigualdade é trivial.
Existe um subespago W C Ly de dimensao k na qual 5(ty) é positivo definido. Seja {ey, ..., ex}
uma base qualquer de W. Pela continuidade da curva [ temos que, para uma vizinhanga
suficientemente pequena de to, 5(t)(e;,e;) > 0,4 =1,..., k. Portanto n(8(t)) > k, para t
suficientemente préximo de tg. O mesmo argumento mostrar que n_(3(tg)) < n_(B(t)), para t

suficientemente préximo de ty. Com isso temos que n (3(t)) < n—n_(5(to)) = k+dgn(B(to)).
Q.E.D.

Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno,

In4 (Bt — €)) = n (Blto + 2))| < dgn(B(to)) = dim(£(to) N L).

Agora sejam a < t; <ty < ... <t, <btais que £(t;) € A>1(Lo) e suponha que estes sejam
todos com esta propriedade. Pela proposicao 2.4.1 temos que, para € > 0 suficientemente

pequeno, -
o) = Yo Btk + €)= a0t = )
Dai,
[ () E_: Bt +¢€)) —n(B(t: —€)) SE_: (6(t;) N Lo).

Q.E.D.
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Corolario 2.4.2. Seja (: [a,b] — A uma curva de classe C' com pontos extremos em Ag(ILy).
Se para todo t € (a,b) tal que ((t) € As1(ILy) nos tivermos que U'(t) é nao degenerada em
((t) N Ly, entao o nimero de intersecgio de € com Asq1(Lg) € finito e

po(0) = > sgn(l'()laonLo)-

te(a,b)

Demonstragao: Por um argumento andlogo ao corolario anterior juntamente com o
lema 2.3.2 temos que: Se ty € (a,b) é tal que £(ty) € A>1(LLy), entao para ¢ > 0 suficientemente

pequeno nos temos que 3(t) é ndo degenerado para t € [tg — &,t9) U (to, to + €] €

ni(B(to +€)) = n(B(to)) + 1+ (6 (to) |ker(s(to)))
ny(B(to —€)) = ny(B(to)) +n-(8'(to) rer(s(t0)))s

onde 8 = ¢r, 1, o definida no intervalo [ty —¢,ty + €] e Ly é qualquer lagrangiano transversal

a ambos ((ty) e Ly. Em particular as intersecgoes sao isoladas. Pela observagao 2.1.3 temos
que ¢'(to) = B'(to) em £(t) N Lo = ker(B(to)), logo

po(0) = D np(Bti+e) —ne(Bti —e)) = Y sng(l'(t)).

te(ab) t€(a,b)
Q.E.D.
Lema 2.4.1. Sejam L, 1L, 1Ly, 1L quatro subespacos lagrangianos de V tais que:
o LoNnL; ={0};
e LNLy={0};
e L.NLy=L,NnL ={0}.
Entao
OLy Lo (L) — b1y 10 (L) = (Do) 0 dron. (L)™' o Dy, (2.6)

Demonstracgao: Sejam 7T, 5: L; — Ly, U: Ly — L, mapas lineares tais que
GrathLO (T) = ]L*, GTCLf]le]LO (S) = L, GT’CLf]LO’]L* (U) =L.
Observe que U é inversivel, pois ker(U) = Lo NL = {0}.Dai, Vv € L,

S(w) —T(v) =U v+ T()),
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€Lo €L,
pois L 3 v + S(v) =S(v) = T(v) + v+ T(v), e também existe um tnico =z € L, tal que
v+ S) = x+ U(z), portanto z = S(v) — T(v) e v+ T(v) = U(S(v) — T(v)). Também,
Yv € Ll,

€lg
~

D]LOJL* (U + T(“)) = w(“"’ T(U)a ')‘Lo = w(v, ')‘Lo = DLO,Ll (U)

Portanto

ALy Lo (L) — ¢r, Lo (Ls) = Dr, 1o (S) — DLy Lo (T) = Dr, (S —T) =
Dry (U o (ide, +T)) = Dryg © ¢ron. (L) oDy, o (idy, +T) =
,D]LL]LO © gb]Lo,lL* (]L)il © D]LOJLl‘

Como Dy, 1, = —(Dyr,1,)* concluimos a demostragao.

Q.E.D.

Corolario 2.4.3. Nas mesma condicoes do lama anterior, temos

M4 (L Lo (L) — Oy 10 (L)) = ny (¢ L. (L))

Demonstragéo: n+<¢]L1,JLo (]L*) - ¢]L1JL0 (L» = n+((D]LoJL1>* © ¢]L0JL* (H-")_l © DLO,Ll) =
n(dror. (L)1) = ny(¢dryr. (L)). Lembre que ¢p, ., (L) é simétrica e portanto a tltima
igualdade segue da Lei de Inercia de Sylvester (ver em qualquer livro de dlgebra linear).

Q.E.D.

Observacgao 2.4.1. Diretamente da definicao 2.1.1 seque que

LNL, ={0} = ¢r,1L,(Ls) — ¢, 1, (L) € nio degenerada.

O resultado a seguir serd usado diretamente na demonstracao do resultado principal.

Proposigao 2.4.2. Sejam Lo,y € A com LoNLy = {0}, e seja £: [a,b] — A curva continua
tal que ((t) € Ao(Lo) exceto possivelmente para t =ty € (a,b). Seja L, € A transversal a

ambos U(ty) e Lg. Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, nos temos
piLo (€) = (L, Lo (L(to + €)) — PLy Lo (L)) = 1 (L, 1o (U(to — €)) — Ly Lo(L)).  (2.7)

Demonstragao: Seja € > 0 tal que £(t) € Ag(L.),Vt € [tg — &,t9 + €]. Desde que t, é
o tinico instante no qual ¢ intersecta (possivelmente) A (L), entao g, (€) = py(£ljo—c to+e])-

Usando a proposicao 2.4.1 temos que

Lo (Ul ito—z.to+e]) = M (Do L. (Lo + €))) — ny (P, L. (E(to — €))).
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A conclusao segue por aplicar o corolario anterior duas vezes, uma para IL = {(ty + €) e outra
para L = {(ty — ).

Q.E.D.
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3 O INDICE DE MASLOV DE UMA GEODE-
SICA SEMI-RIEMANNIANA

Reservamos este capitulo para estudar os campos P-Jacobi ao longo de uma geodésica
e, a partir deles, definir os Indices Focal (que depende da geometria) e de Maslov (que depende
da topologia) de uma geodésica semi-Riemanniana. Em certas condigoes, esses dois indices

coincidem. As referéncias para este capitulo sao [4] se¢oes 2 e 5, e [1] segoes 2 e 3.2.

Seja (M, g) uma variedade Semi-Riemanniana de dimensao n com o tensor métrico g
de indice k, isto é,
n-(g) =k.

Denotaremos por V a conexao de Levi-Civita de g e por R o correspondente tensor curvatura

com a seguinte escolha de sinal:

R(X,Y) = VxVy — VyVx — Vixy).

3.1 O Indice Focal

Sejam P C M uma subvariedade e 7: [a,b] — M uma geodésica com y(a) € P e
v'(a) € TP+, onde L denota ortogonalidade com respeito a g. Assumiremos que P é nao
degenerada em 7(a), isto ¢, a restri¢ao da forma bilinear g(y(a)) ao subespaco Ty )P C T’y M
é nio degenerada. Para p € P e n € T,P*, a Sequnda Forma Fundamental ST é a forma
bilinear em 7,,P definido por
Sy (v1,09) = g(Vo, Vo, ),

onde V3 é qualquer campo suave em P tal que Vo(p) = vy. Desde que P é nao degenerado em
v(a), entdo S7’ pode ser pensada como um endomorfismo g-simétrico em 7,y P. Mais preci-
samente, dado vy € T,P, 87 (v;) é o tnico vetor de TP tal que S7 (vy,v2) = g(p)(ST (v1),v2),
Vv, € T,P. Um Campo de Jacobi ao longo de v é um campo vetorial suave J ao longo de v

satisfazendo a equacao diferencial linear de segunda ordem
DiJ =R(%, J)¥,

onde D, denota a derivada covariante ao logo de v. Um Campo P-Jacobi é uma Campo de

Jacobi que satisfaz a seguinte condicao inicial

J(a) € TywP, e DiJ(a)+ S8k, (J(a) € Ty P
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Relembre que campos P-Jacobi sao campos variacionais correspondente a variagao de v por

geodésicas que comecam ortogonal a P.

Definicao 3.1.1. Denotaremos por S o espago vetorial dos campos P-Jacobi ao longo de .
Das condigoes iniciais de um campo P-Jacobi temos que dim () = n. Para todo t € [a,b]

definimos o conjunto

S(t) ={J(@)|J €3} C T, yM.

Um ponto y(t), com t € (a,b], é dito P-focal se existe um campo nao nulo J € I tal que
J(t) = 0, equivalentemente, se J(t) # TyyM. A multiplicidade mul(t) de wma ponto P-focal
Y(t) € a dimensdo do espago dos J € I tais que J(t) = 0. Note que a multiplicidade de ~(t)
coincide com a codimensdo de 3(t) em Tymm. Definimos o Indice Geométrico ize,(7y) de 7

por

Z.geo(/}/) = Z mul(t)
te(a,b]
A assinatura sng(t) de um ponto P-focal y(t) é a assinatura da restricio de g a (t)*:

sng(t) = sng(glswL).

Um ponto P-focal (t) € dito ndo degenerada se tal restrigio for nio degenerada. Se existem
apenas um nidmero finito de pontos P-focais ao longo de ~, definimos o Indice Focal i foc(7Y)

de v como a soma das assinaturas de todos os pontos P-focais ao longo de ~y:

ifoc(7) = Y sng(t).

te(a,b)

Se (M, g) for Riemanniana (k = 0), é claro que todo ponto P-focal (se existir) é
nao degenerado e sua multiplicidade coincide com sua assinatura. Se (M, g) for Lorentziana
(k=1) e 7 for uma curva causal, isto é, g(§(t),5(t)) < 0 para todo t, entdao todos os pontos
P-focais sao nao degenerados e sua multiplicidade coincide com sua assinatura. De fato, como
5 € S e d(t) #0 (supondo v ndo constante), entdo g é positiva definida em J(¢)*. Portanto,
tanto no caso Riemanniano quando no caso Lorenziado causal, o Indice Geométrico conincide

com o Indice focal.

Lema 3.1.1. Dados Ji,J; € S, entao

g(Ji(t), Diea(t)) = g(Dei(t), J2(1)), ¥t € [a,b]. (3.1)

Demonstragao: Segue do fato de que f(t) = g(Ji(t), DiJo(t)) — g(DiJi(t), Ja(t)) é

constante e que f(a) = 0.
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o ['(t) = g(D{Ai(t), Ja(t) + g(DrJi(t), DyJa(t)) — g(Dii(E), DiJo(t)) — g(i(t), D7 Ja(t))
= 9(R(3, 1)), J2(t)) — g(Ji(£), R, J2(t))7) = 0.

o Sejam Vi := DiJi(a) + SF, (Ni(a)),Va := Dis(a) + S, (Ja(a)) € TyayP*, entdo
fla) = g(Ji(a), DeJa(a)) — g(Dri(a), Jo(a)) = g(i(a), Va — 85, (Ja(a)))—
9(Vi — ST (h(@), Jo(@)) = —g(h (@), STy (1o(@) + 9(ST)(1(0)), Jo(a)) = O, pois

SZ;(Q) é simétrico com relagao a g.

Q.E.D.

Escolhendo uma trivializacao paralela para T'M ao longo de v, podemos identificar
campos ao longo de 7 com curvas no R", g com uma forma bilinear simétrica (constante)
em R™ (também denotaremos por g), T} )P com um subespaco P C R", a segunda forma
fundamental Sf@ com uma forma bilinear simétrica S em P e o tensor curvatura R(¥, )7 ao
longo de v com uma curva de endomorfismos simétricos (com relacao a g) R: [a,b] — L(R").
Também, & tem o seu correspondente espaco de curvas suaves J em R™. Desde que a derivagao

covariante ao longo de 7 é levada na derivacao usual no R", entao J € J se e somente se

J'(t) = R(t)(J(1)) (3.2)
J(a) € P, J'(a)+ S(J(a)) € P-. (3.3)

Observagao 3.1.1. Escrevendo a equagdio (3.2) como uma EDO de primeira ordem (Sistema

de Morse-Sturm,),
x’ 0 I x
MR (3‘4)

IOEP, y0+5(x0)€PL.

Da teoria das EDO’s Lineares (ver [21]) existe uma curva de matrizes inversiveis t — &(t),

chamada de Matriz fundamental do sistema, tal que as solugoes de (3.4) sao da forma
z(t T
D= | ™| (35
y(t) Yo

0 I
R(t) 0

Além disso, & satisfaz

¢'(t) =

] ' f(t), f(a) = lonxon

Portanto serda conveniente pensar J como o conjunto das curvas
(J(2),J'(t)) = &(t) - (J(a), J'(a)) € R* ®R" (3.6)

que satisfazem (3.2) e (3.3), pois, para cada t € [a,b] fizado, dim({(J(t),J'(t))|J € J}) = n.
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Observacgao 3.1.2. Dizemos que t € (a,b] é um instante (P, S)-focal se existir J € J nao
identicamente nulo tal que J(t) = 0. Entdo t é um instante (P, S)-focal se e somente se 7(t)
for ponto P-focal. Definimos J(t) = {J(t) € R"|J € J}. Claramente as multiplicidades de

assinaturas de pontos P-focais podem ser calculadas via J(t).

Proposigao 3.1.1. Nao ezxiste instante (P, S)-focal t prozimo de a. Pontos (P, S)-focais ndio

degenerados sao isolados.

Demonstragao: Seja ty € (a, b] um instante (P, S)-focal ndo degenerado com mul(t) =
n—k > 0. Seja {J1,...,J,} base de J tal que {Ji(to),..., Ji(to)} é base para J(ty) e
Jet1(to) = 0,..., Ju(to) = 0. Os vetores J; (%), - ., J)(to) formam uma base para J(to)*.
Para ver isso, observe primeiro que Ji,(to), ..., J,(to) C J(to)*", pois se i = 1,....k e

j=k+1,...,n temos pela equagao (3.1) que

9(Ji(to), Jilto)) = g(Jj(to), Ji(to)) = 9(0, Ji(to)) = 0.

Também, pela observacao 3.1.1, temos que {(0, J; (o)), ..., (0,J}(to))} C R* @R" é um
conjunto linearmente independente. Como dim(J(ty)*) = mul(ty) = n — k, segue que
Jii1(to), ..., J!(to) € base para J(to)*.

Agora definimos os campos continuos Jq, ..., J, por:

jj:Jj, sej=1,...,k

)

1) = { o tFh

Jl(ty) set=ty
parai=k+1,...,n. Como g é ndo degenerada em J(ty), entdo R™ = J(to) ®J(tg)* e portanto
Ji(to), .., Ju(ty) forma uma base para R™. Da continuidade segue que {J;(t),...,J,(t)}
também ¢é base para R™ (em particular {Ji(¢),...,J,(t)} é base), para t suficientemente

proximo de tq. Isto significa que se t esté suficientemente proximo de ¢y, entao ¢ nao é instante

(P, S)-focal.
O caso ty = a é andlogo, uma vez que P = J(a) e g é ndo degenerada em P.
Q.E.D.

Observagao 3.1.3. O conjunto dos instantes (P, S)-focais € precisamente o conjuntos dos
zeros da fungao r(t) = det(Ji(t), ..., Jn(t)).

Corolario 3.1.1. Nao existe ponto P-focal y(t) prozimo de y(a). Pontos P-focais nio dege-
nerados sdo isolados. Além disso, se (M, g) for analitica real, entdo o conjunto dos pontos
P-focais € finito.
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Demonstracao: A primeira parte segue diretamente da proposicdo anterior e da
observagao 3.1.2. Agora, se (M, g) for analitica real, a fungao r(¢) como na observagao 3.1.3
serd também analitica real e definida no intervalo compacto [a, b]. Portanto seu conjunto de

zeros ¢ finito.

Q.E.D.

3.2 O Indice de Maslov de uma Geodésica Semi-Riemanniana

Iremos considerar a estrutura simplética canonica w do espago vetorial V = R" @ (R")*

dada por

w((vy, 1), (va, a2)) = aa(vy) — ai(ve). (3.7)

Observagao 3.2.1. Identificando R™ = (R™)* de maneira candnica, a forma w fica determi-

nada pela matriz

0 I
J = . 3.8
I o] (3:8)
Dai para que ¢ = G oH seja um simplectomorfismo, isto €,
ET @GT 0 I EF| o1
FT HT ~7 0 G H| | -1 0]’

é necessdrio e suficiente que GTE = ETG, H'F = FTH ¢ EHT —GTF = 1.

Para cada t € [a, b] nos definimos o espago n-dimensional ¢(¢) C V por

() = {(J(®), 9(J'(1))] J € I}, (3.9)
onde g é pensado como um isomorfismo linear R" — (R™)*. Pelo lema 3.1.1 temos que ¢ é uma
curva de subespagos lagrangianos de (V,w). Considere Ly = {0} & (R™)*. Note que ¢, é um
instante (P, S)-focal se, e somente se, £(tg) "Ly # {0}. Também mul(ty) = dim(£(ty) NLg). Se
b nao for um instante (P, S)-focal, entdao pela proposigao 3.1.1 e pela definigao 2.3.2 podemos
definir o Indice de Maslov da geodésica v usando a restrigao £|jg4p com € > 0 suficientemente

pequeno.

Defini¢ao 3.2.1. Suponha que v(b) ndo é um ponto P-focal. O Indice de Maslov i Mastov(Y)

da geodésica v € definido como

Z-Maslm)('Y) = HL, (€|[a+5,b])7 (310)

onde € > 0 € escolhido de modo que v(t) ndo seja ponto P-focal, para todo t € (a,a + €.
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E claro que esta definicdo nao depende do e escolhido. Para torna-la mais precisa

precisamos da seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.1. O termo do lado direito da equagio 3.10 nao depende da escolha de

trivializagao paralela de T M ao longo de .

Demonstracao: Seja : [a,b] — A(R"@ (R")*,w) outra curva de lagrangianos obtidos
por outra escolha de trivializacao paralela de M ao longo de v. Seja s: R* — R" o
isomorfismo linear que relaciona essas duas trivializagoes paralelas. Entao a relagdo entre (e
lé
(=00l,

onde o: V — V é o simplectomorfismo dado por o (v, a) = (s(v), (s*)"*(«)). Note que o fixa
o lagrangiano LLy. Portanto, pela observagao 2.3.1 temos que ambas as curvas (e ¢ definem a

mesma classe de homologia em H;(A, Ag(Ly)).

Q.E.D.

Proposigao 3.2.2. Suponha que v(b) ndao € ponto P-focal e que todo ponto P-focal é nao

degenerado. Entao

iMaslov (’7) = Z.foc(f)/) .

Demonstragao: Primeiro, o conjunto dos instantes (P, S)-focais é um subconjunto
finito de [a, b] e nenhum deles é igual a a ou a b. De fato, suponha por absurdo que existam
tn € [a,b],n € N instantes (P, S)-focais. A menos de tomar uma subsequéncia, podemos
supor que t, — t € [a,b]. Seja r(t) como na observagao 3.1.3. entao r(t,) = 0,Vn, e pela
continuidade temos que 7(t) = 0 e isto implica que ¢ é ponto (P, S)-focal. Porém, como todo
instante (P, S)-focal é nao degenerado, pela proposicao 3.1.1 temos que ¢ é isolado, o que é

uma contradigdo. Portanto if..(7y) estd bem definido.

Agora, pelo corolario 2.4.2, resta ver que sng(¢'(to)|eto)rL,) = sng(glyr) sempre que

to € (a,b) for um instante (P, S)-focal. Temos que
U(to) N Lo = {(0, g(J'(t)))| J € T, (to) = 0} = {0} @ g(I(to)™),

onde a ultima igualdade segue do que foi visto na demonstracao da proposicao 3.1.1. Pela

observacao 3.1.1 temos que

((t) = GE(H)G ({(a)), (3.11)
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I 0
onde a matriz G = 0 ¢é pensado como um mapa R" @ R" — R" @ (R")* e l(a) =
g
{(z0, 9(0))| 20 € P,yo + S(z0) € P}

Afirmagio: GE(t)G™ € Sp(V,w), Vt € [a, b].

Demonstragao da Afirmagao: Seja {(L1, L)), .. ., (Lan, L},,) } base para o espago das so-
lugbes do problema de Cauchy (3.4) com condigoes iniciais livres. Por analogia a demonstragao
do lema 3.1.1, temos que f(t) = w((Li(t), g(Li(t))), (L;(t), g(L;(t)))) é constante para quais-
quer i,7 = 1,..., 2n. Também GE(1)G(Li(a), g(Li(a))) = (Li(t), g(Li(t))) para qualquer
1=1,..., 2n. Como

{(L1(a), g(Li(a))), .-, (Lan(a), g(Lo,(a)))}
é base de R" @ (R™)* temos que G¢(t)G™! € Sp(V,w), pois

w(GE()G (Li(a), g(Li(a))), GE(H)G ™ (Lj(a), g(L}(a)

Q.E.D.
Seja U(t) = GE(t)G~' e H € sp(V,w) tal que 4 (¥(t)) = dRy(y(id)[H]. Mais precisamente,

0 gt
P ] (3.12)

H =

Usando a formula (2.1) temos que, para (0, g(x)), (0, g(y)) € {0} & g(J*),

C(£)((0, g(x)), (0, 9(y))) = dt(ﬁaa)( (£))((0, 9(x)), (0, 9(y))) =
drig(a) (W (1) [d Ry (id) [H]]((0, 9(2)), (0, 9(y))) =
w(H(0,9(2)), (0,9(y))) = w((z,0),(0,9(y))) = 9(y, x) = g(z,y).

Q.E.D.
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4 SISTEMAS SIMPLETICOS

4.1 Sistemas Simpléticos

Relembre que um elemento X € sp(R™ & (R™)*,w) ¢ um endomorfismo de R" & (R™)*

tal que w(X(+),-) é simétrica. Na forma de matriz em bloco, X ¢é da forma

A B
C A"

X = , (4.1)

onde A: R" — R"™ é um mapa linear arbitrario e B: (R")* — R™",C: R" — (R™)* sao
simétricos vistos como formas bilineares.

Definigao 4.1.1. Um Sistema diferencial Simplético (ou apenas Sistema Simplético) em R"
¢ um sistema diferencial linear de primeira ordem em R™ & (R™)* cuja matriz dos coeficientes

X(t) € uma curva continua, definida num intervalo [a,b], em sp(R" & (R™)*,w), onde os

blocos A(t), B(t) sio de classe C* e B(t) é invertivel para todo t € [a,b]:
A(t)u(t) + B(t)a(t)

[ v'(t) ] X [ v(t) ] _
o/(t) a(t) C(t)o(t) — A*(t)a(t)
t € la,bl,v(t) € R" at) € (R™)".

(4.2)

Dizemos que uma curva v: [a,b] — R™ de classe C* é uma X-solugio se existir uma curva

a: [a,b] = (R™)* de classe C' tal que o par (v,«) € solugio do sistema (4.2).

Uma vez que A e B sio de classe C!, a igualdade v'(t) = A(t)v(t) + B(t)a(t) nos da
que se v ¢ uma X-solucdo, entao é de classe C? e a tinica «,, tal que o par (v, ) é solu¢io do

sistema (4.2) é dada por
a, = B71(v — Av). (4.3)
Denotaremos por Vx o conjunto das X-solugoes que se anulam em t = a:
Vx = {v|v é X-solugao e v(a) = 0}.
Em particular, dim(Vx) = n.
Lema 4.1.1. Dados v,w € Vx, vale

(W) = ().
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Demonstragao: Em t = a temos que v(a) = 0 = w(a), assim a,(a)(w(a)) =0 =

w(t)(v(t)))' isto &, (o (t)(w(t)))'

ay(a)(v(a)). Para concluir, basta ver que (a,(t)(w(t))) = («
e t. No que segue omitiremos a variavel

¢é simétrico com relagao a v e w independentemente d

de derivacao t para simplificar:

o (a,(w)) =al(w)+ a,(w) = (Cv — A*a,)(w) + B~ (v — Av)(w') =

simétrico
C(v,w) + B~ (v, w') —[A*(ew)(w) + B~ (Av, w')];

o A*(a,)(w) + B~ (Av,w') = a,(Aw) + B~ (Av, Aw + B(au‘,))/t:‘
o (Aw) + B7H(Av, Aw) + B~ Av, B(aw,)) =ay,(Aw) + B~ (Av, Aw) + ay,(Av) .

Q.E.D.

Para cada t € [a,b] definimos o subespago
Vx(t) = {v(t)|v e Vx}.

Pelo lema 4.1.1, se v(t) = 0 entdo a,(t) € Vx(t)?, e como dim(Vx(t)?) = n — dim(Vx(t))

segue que
Vi (£)° = {a,(t)|v € Vyx,v(t) = 0} (4.4)

Definicao 4.1.2. Um instante t € [a,b] é dito ser focal se ezistir v € Vx nao nulo tal que
v(t) =0, isto €, Vx(t) # R™. A multiplicidade mul(t) do instante focal t é definido como sendo
a dimensao do espaco dos v € Vx que se anulam em t, ou equivalentemente, a codimensao de
Vx(t) em R". A assinatura sng(t) do instante focal t € a assinatura da restrigio de B(t) ao
espago Vx (t)°, ou equivalentemente, a restricio de B(t)™* ao complemento B(t)~!-ortogonal
Vx(t)t de Vx(t). O instante focal t é dito ndo degenerado se tal restrigio é ndo degenerada.
Se existem apenas um nimero finito de instantes focais em (a,b], definimos o Indice Focal

ifoc = Tfoc(X) como a soma
ol X) = Y sng(t).
te(a,b)
Definicdo 4.1.3. A Forma Indice Iy associado ao sistema simplético (4.2) € a forma bilinear
simétrica limitada definida no espago Hj([a,b]; R™) dado por
b
Ix(v,w) = / B(aw, ) + Cv,w)dt =

a

b
/ B (v — Av,w' — Aw)) + C(v, w)dt.
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Do estudo das variagoes segue que, como B(t)™! é ndo degenerada para todo t € [a, D],

ker(Ix) C C*([a,b]) (ver Apéndice observagao A.0.1). Mais precisamente
ker(Ix) ={v € Vx|v(b) = 0}. (4.5)
De fato: v, w € Hj([a, b]; R™),
/ab B(at, ) + C(w,v)dt = /ab a,(w' — Aw) + (al, + A%a,) (w)dt +
[ Ctw,) — (o) + A (w)it =
[ aulw!) = @A) + alw) + Aa(widt + [ (Co— o, — Aa)(w)dt =

/ab i(au(w))dt + /a"<(]y o, — A)(w)dt = /ab(C’v — ol — Atay)(w)dt.

Dai, se v € ker(Ix), entdo 0 = [*(Cv — o/, — A*a,)(w)dt para todo w € H}([a,b];R") e
portanto Cv = a) + A*q,.

Observagao 4.1.1. Se B ¢ positivo definido e C € positivo semi-definido, para todo t € [a,b],

entdo o sistema simplético (4.2) nao possui instantes focais.

De fato: Para t € (a,b], seja It (v,w) = [! B(ay, ) + Clv,w)dt. Como antes,
ker(I%) = {v € Vx|v(t) = 0}. Dai B > 0 e C > 0 implica que It (v,v) > 0 para todo
v € H'([a,b];R™) ndo nulo, portanto ker(I) = {0}.

Existe uma natural nogao de isomorfismo entre sistemas diferenciais simpléticos. A
seguir enunciaremos esta nog¢ao e apresentaremos alguns resultados importante e que serao

necessarios.

Considere o lagrangiano Ly = {0}&(R")*. Qualquer elemento ¢ € Sp(R"&(R"™)*, w, L)
¢ da forma
Z 0

, 4.6
Z*—1W Z*—l ( )

¢ =

onde Z: R™ — R™ é um isomorfismo e W é uma forma bilinear simétrica no R". Pois, pela
Observagio 3.2.1, ¢(Lg) = Ly = F = 0 e com isto temos que H = (ET)~!. Também,
G = (ET)"YGTE).

Definicao 4.1.4. Dois sistemas diferenciais simpléticos com coeficientes X e X sdo ditos
isomorfos se existe uma curva ¢: [a,b] — Sp(R™ @ (R™)*,w,Ly) de classe C*, cujo bloco

superior ndo nulo é de classe C?, tal que
X=¢'¢ ' +0Xo. (4.7)

Chamamos a curva ¢ de isomorfismo entre X e X.



Capitulo 4. SISTEMAS SIMPLETICOS 48

O lado direito da equacao (4.7) sempre define um Sistema Simplético. Calculando ¢,
o7t e pX ¢ obtemos:

—1
‘o A 0 |

Wzt g7

1 r7—1
. 7'7 0 |
ZfTwlzfl (ZfT)lzT

[ ZAZ ' — ZBWZ! ZBZ1 ]

o $Xb = (ZTWA+ 2 TC)Z

- (Z-TWB — z-TAT) 77T
(ZTWB — Z2-TATYW 7!

Dai os blocos Zl, E, C de X sio:

e A=7'7"14+ZAZ ' — ZBWZ! de classe C1,
e B=27BZ! de classe C",

¢ C=ZTW + WA+ ATW + C — WBW)Z~" de classe C°.

Resta verificar que o bloco inferior direito é igual a —A*. Derivando a igualdade ZZ ! = I
obtemos que (Z71) = —Z71Z'Z7' e assim (Z71)ZT = (Zz7))'ZT = —Z71(Z2")T =

—(Z'Z71T. As demais parcelas sio 6bvias (lembre que B e W sdo simétricas).

Proposicao 4.1.1. Sejam X e X matrizes de coeficientes de sistemas simpléticos isomorfos e
seja ¢ um isomorfismo entre X e X. Entdo os instantes focais correspondentes aos sistemas X
e X sdo os mesmos e eles tém a mesma multiplicidade e assinatura. Mais ainda, o isomorfismo

v Zv de Hi([a,b];R™) leva a forma Indice Ix na forma Indice I.

Em particular, sendo finito os instantes focais, iroc(X) = i foc(X).

Demonstracao: Seja v uma X-solucao. Iremos mostrar que Zv é uma X -solugao.
Como Z ¢é de classe C?, entdo Zv ¢ também de classe C? e podemos definir a curva de classe
Cl
az, = B7H(Zv) — AZv).
Utilizando as expressoes obtidas para A e B obtemos & 70 =2 To, + Z T"Ww. Para veri-ficar

se (agzy) = C (Zv) — fl*&ZU basta desenvolver ambos os membros utilizando as igualdades

obtidas anteriormente.
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Uma vez que Z é uma curva de isomorfismos de R™ a primeira parte esta concluida.

O seguinte célculo verifica a segunda parte:

B(az,, azy) + C(Zv, Zv) =

((Zv) — AZv)'B~Y((Zv) — AZv) + vT (W' + WA+ ATW + C — WBW v =
(v — Av+ BWo)"' B~ (v — Av+ BWv) + v W + "W Av

+ol ATWo + 0" Cv — " WBWov =

(v — Av)T BT (v — Av) + vTCv + (v W) = B(aw, ) + C(v,v) + (W (v,v))

Q.E.D.

4.2 Sistemas de Morse-Sturm

Uma classe especial de Sistemas Simpléticos s@o os Sistemas de Morse-Sturm que
sao equagoes diferenciais de segunda ordem no R™ do tipo g~ (gv’) = Rv, onde g(t) é uma
Cl-curva de formas bilineares simétricas nio degeneradas em R™ e R(¢) é uma curva continua
de operadores no R" tal que g(t)(R(t)-,-) é simétrico para todo ¢t. Considerando o = gv’ temos

o Sistema Simplético, também chamado de Sistema Morse-Sturm

(1o "

o =gRv
Compare com o sistema (3.4), no qual g é constante com respeito a t.

Proposigao 4.2.1. Todo Sistema Simplético (4.2) € isomorfo a um Sistema de Morse-Sturm,
0 B
c o

isto €, um Sistema simplético cuja matriz de coeficientes é da forma X =

Se B for de classe C2, entdo B pode ser escolhido constante e igual a matriz

onde k =n_(B).

Demonstracao: Usando a notagdo da definicao 4.1.4, para a primeira parte da

proposicao basta considerar W = 0 e Z satisfazendo Z' = —Z A, Z(a) = id.

Agora suponha que B(t) é de classe C?. Como B(t) é nao degenerada para todo

t, podemos usar teorema da Inércia de Sysvester e o teorema da aplicacao implicita para
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garantir que existem campos de vetores e;(),...,e,(t) no R" de classe C? tais que, para
0
L
a matriz de mudanca de base (em particular é de classe C?) e W = 0. Com isso B é como
-1, 0
0 I,k
O(k,n — k) o subgrupo do Gl(n,R) consistindo dos mapas que preservam a forma simétrica

-1
cada t, formam uma base do R™ e B(t) nessa base é da forma [ r

] . Sejam Z(t)

queriamos, porem A é nao nulo. Entao vamos supor que B = . Denote por

B e por o(k,n — k) sua algebra de Lie. Mais precisamente
o(k,n—k)={H € L(R")|BH = —(BH)"}.

Agora considere W = $(BA + A*B) e Z satisfazendo Z' = Z(BW — A), Z(a) = id. Observe
que BW — A € o(k,n — k), pois

1
(B(BW — A)T = (W - BA)T = -ATB+W = 5(BA —ATB) =
1
—§(BA +ATB)+ BA = —B(BW — A).
Portanto Z é uma curva em O(k,n — k) e, em particular, B=ZBZ'=B. Logo A=o.

Q.E.D.

Vale comentar que os Sistemas simpléticos aparecem naturalmente como linearizagoes
de sistemas Hamiltonianos e também como equagbes de Jacobi (ver cap. 3) quando uma
trivializagdo nao paralela do fibrado tangente é escolhida. Além disso, a classe dos Sistemas
Diferenciais Simpléticos é a classe mais natural para o qual é possivel definir uma nocao de

Indice de Maslov.

4.3 Estabilidade do Indice de Maslov

Nesta secdo iremos mostrar um resultado sobre a estabilidade do Indice de Maslov.

Para cada quadrupla (g, R, P, S), onde

g € Bgym(R™; R) nao degenerada;

R € C%Ja, b]; L(R™)), R(t) g-simétrico para todo t € [a, b];

P C R™ tal que g|p é ndo degenerada;

S € Byym(P;R);
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definimos um sistema como em (3.4) que também sera denotado pela quadrupla (g, R, P, S),
obtemos um curva de lagrangianos como em (3.9) e assim podemos definir o indice de Maslov
da quédrupla (g, R, P, .S) como na definigao 3.10, sempre que ¢t = b nao for instante (P, S)-focal
do sistema (g, R, P, S).

O teorema a seguir admite uma versao mais geral, porém iremos apenas enunciar e

demonstrar o caso no qual iremos usar para a conclusao do teorema 6.2.2.

Teorema 4.3.1. Sejam (g, R, P, S) uma quddrupla satisfazendo as condigoes anteriores e
{R,}nen C C%[a,b]; L(R™)) uma sequéncia tal que R,,(t) é g-simétrico, para todos m €
N,t € [a,b], e R,, — R uniformemente no intervalo |a,b]. Se t = b ndo for um instante
(P, S)-focal para o sistema (g, R, P, S), entao t = b também nao € instante (P, S)-focal para o
sistema (g, Ry, P, S) e

Z.Maslov(g)-Rm)-Pa S) = Z'Maslov(ga R, P’ 5)7

para todo m suficientemente grande.

Demonstragio: Sejam £, ¢ e G como nas se¢des anteriores ((3.5), (3.9), (3.11)) e
defina analogamente &, e (,, relativos a (g, R,,, P, S). Observe que /,,(a) = ¢(a). Uma vez
que a matriz fundamental de um sistema depende continuamente das informagcoes do sistema
temos que &, — £ uniformemente no intervalo [a, b] e também existe ¢ > 0 tal que ¢, nao
intercepta As1(Lg) no intervalo (a,a + €] (ver Observagao 3.1.3)

Afirmagao 1: £,, — ¢ na topologia compacto aberta de C°([a, b]; A).

Demonstragao da Afirmagao: Sejam ¢ C [a,b] compacto e A C A aberto e suponha
que £(§) C A, temos que mostrar que para m suficientemente grande ¢,,(0) C A. Como
Sp(R™ @ (R™)*,w) age continuamente em A, existe aberto B C Sp(R™ & (R")*,w) tal que
T(¢(a)) € Asempre que T' € B e {GE(t)G ™ ey € B. Uma vez que &, — £ uniformemente,
existe mg tal que &, (t) € B, para todo, t € § e m > my.

Q.E.D.

A convergéncia compacto aberta implica na convergéncia pontual de ¢,, — ¢, e portanto, para
m suficientemente grande, £,,(b) € Ag(LLy) uma vez que Ag(Lo) C A é aberto.

Afirmagdo 2: Para m suficientemente grande, ¢, ¢ homotdpica a ¢ no intervalo [a + £, b].

Demonstragio da Afirmagio: Como {{(t)}icjates) C A é compacto podemos supor que

{0(t) efares € U Ao(Ly),

i=1
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para certos lagrangianos IL;, = 1,...,h esejam to =a+¢ec < t; < ... <t, = b tais que
0t) € Ao(Ly), tig <t <t
Da Afirmacao 1 segue que existe mg tal que
ln(t) € Ao(Ly), tioy <t <t; m >my.

Como Ag(L;) é simplesmente conexo, segue que £, é homotdpico a ¢ no intervalo [t;_1, ],

sempre que m > Mmy.

Q.E.D.

Portanto i, ({imlfater)) = Mo (€][a+ep)) Para m suficientemente grande.

Q.E.D.
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5 ANALISE FUNCIONAL

5.1 Alguns resultados em Analise Funcional

Nesta secao iremos expor um método de calcular a evolu¢do do indice n_ de uma

familia suave de formas bilineares simétricas limitadas num espacgo de Hilbert real.

Seja B € Bgym(H,R) fixado. Pelo teorema da representagao de Riesz, existe um
tnico operador limitado (necessariamente autoadjunto) Tp € L(H) tal que B(z,y) =
(Tp(z),y), Yo,y € H. Também, B é nao degenerada se, e somente se, Tz é injetivo. Di-

zemos que B é Fortemente nao Degenerada se, e somente se, Tz é isomorfismo.

Iremos considerar familias a 1-parametro de formas bilineares definidas em dominio
variavel, e nds precisaremos da seguinte nocao de uma C'-familia de subespacos fechados de

um espaco de Hilbert.

Definicao 5.1.1. Sejam H espago de Hilbert, I C R um intervalo e {D;}icr uma familia de
subespacos fechados de H. Dizemos que {D;}er € uma C-familia de subespagos fechados se
para cada to € I existe uma curva «: (tg — e,tg +¢) — L(H) de classe C* e um subespago

fechado D C H tais que a(t) é isomorfismo e
at)(Dy) =D, Vte (ty—e,ty+e).

Lema 5.1.1. Sejam I C R um intervalo, H, H; espagos de Hilbert e F': I — L(H,H;) uma
aplicagio C' tal que cada F(t) é sobrejetivo para todo t. Entao a familia D, = ker(F(t)) é

uma C*-familia de subespacos fechados de H.

Demonstragao: Fixe t, € I. O mapa F(ty) mapeia o complemento ortogonal ]Dfo
isomorficamente em H;. Como ID)tLO é fechado, em particular é espaco de Hilbert, temos
que F' (to)]D# : D — H; ¢ uma bije¢ao continua entre espagos de Hilbert. Como a curva

0
F: I — L(H, H;) é continua, o mapa F|D1LO : [ — L(Di:, H;), dado por F|D#0 (t) = F(t)|Dt¢O, é

também uma curva continua. Considere
G(t) = (F(to)lp,) "o F(t)lpy € L(Dy;), t€ [a,b].

Temos que G ¢ continua e G(to) = idp.
0
Afirmagdo: Dado espago de Hilbert H', o subconjunto de £(H') formado pelos isomorfismos é

aberto.
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Demostragao da Afirmagio: Primeiro, se A € L(H') é tal que ||A]] < 1, entdo (I —A)~!

existe e ¢é limitado. De fato, (Séries de Neuman)

(idg — AP =3 A
n=0

IGids — A)~H < 3 [|A]I" < oo,

n=0
Agora fixe T' € L(H') invertivel e seja A € L(H') com ||A]| < HT71*1|| Dai, T+ A = (idw +
AT YT e ||AT7|| < 1. Portanto T + A ¢ invertivel.

Q.E.D.

A Afirmagao implica que, para t suficientemente préximo de ty, G(t) é isomorfismo e portanto

F(t)|ps ¢ também isomorfismo. Daf temos a seguinte sequéncia exata
0

f(®)

0 D, H D 0,

onde f(t) = (F(t)[ps)" o F(t). Consequentemente temos a seguinte soma direta (ndo
0

necessariamente ortogonal) H = D, © ]D)tL0 e a projecao m;: Dy @ D#} — Dy C H é dada por
my = ids — (F(t)] )™ 0 F(1).

E facil de ver que 7: (tg—4, tg+06) — L£(H) é uma curva de classe C'. Dai, para t suficientemente

proximo de tp, nos definimos

o)™t i= (m + i) Dy, @ D, — D, & Dy

to?

onde Tpk ! Dy, ® DtLO — Di é a projecdo. A aplicagao a(t)~! é sobrejetiva por construgio. Se

a(t)™1(€) = 0, entdo ok (¢€) = 0 o que implica que £ € Dy,. Por outro lado,

m(§) =0= &= (F(t)lp.) ™" o F(t)(¢) € Dj,.
Portanto & = 0.

Claramente «a(t)(D;) = Dy,.

Q.E.D.

Proposicao 5.1.1. Sejam H um espago de Hilbert real com um produto interno (-,-) e
B: [to,to + 1] = Beym(H,R), com r > 0, wma curva de clase C*. Seja {Dy}iejtg to+r] uma
Cl-familia de subespagos fechados de H e denote por B(t) a restrigio de B(t) a Dy x Dy.

Assuma que as sequintes trés hipdteses sao satisfeitas:
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1) B(tg) € representado por um operador da forma L + K, com L: Dy, — Dy, um isomor-

fismo (autoadjunto) positivo e K : Dy, — Dy, um operador compacto auto-adjunto;
2) A restricio B de B'(ty) a ker(B(ty)) x ker(B(ty)) ¢ ndo degenerada;

3) ker(B(ty)) C ker(B(ty)).

Entao, para t >ty suficientemente prozimo de ty, B(t) é ndo degenerada e vale

n_(B(t)) = n-(B(ty)) + n—(B),
e todos os termos da igualdade anterior sao finitos.

Demonstracao: Apenas diminuindo um pouco mais o valor de » podemos assumir
que existe uma curva a: [tg,to + r] — L(H) de isomorfismos tal que «(t)(D;) = D, onde
D é um subespaco fechado fixado de H. Entdo podemos trocar B(t) pelo seu push-forward
B(t)(a(t)~'(-),a(t)1(})) e cada D, por D. E facil ver que isto ndo muda as hipGteses 1) e 3).
Para a hipdtese 2), observe que, dados V, W € ker(B(to)(a(to) ' (+), a(to) ' (+)))|5«5 temos

que

o B @) (V),a(t) (W) = B (o) (ato) V), alt)™ (W) +
Bl (V). alto) (W) + Bt (alto) (V). Fleal®) W) = (51)
B(to)(a(to) (V). a(to) (W),

~+

uma vez que |, a(t) 71 (V), 4]_y a(t) "1 (W) € H ndo necessariamente pertencem a D e
temos a hipétese 3). Portanto a hip6tese 2) nao é modificada. Como queremos olhar para
um subespaco fechado de H, podemos supor, sem perca de generalidade, que D = H e que
B(t) = B(t). Observe também que as propriedades dos objetos mencionados até agora nao
dependem do produto interno do espago H, portanto podemos trocar o produto interno de
modo que (hipdtese 1)) B(ty) seja representada por uma pertubagao compacta do operador
identidade. De fato,

Bto) = (L + K)(),-) = (L(), ) + (L(LTK)(), )

e como L e um operador positivo a forma bilinear (L(-),-) define um produto interno e,
como L é um homeomorfismo, ndo muda a topologia de H. O subespago N := ker(B(ty)) é
autoespago de K associado ao autovalor —1 e pelas alternativas de FredHolm ([14], Teorema
6.6) temos que dim(N) < co. Seja S qualquer complemento de N. Em particular B(ty) é

positiva definida em S.
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Vamos comecar com o caso em que B(ty) é positiva semi-definida e B é positiva
definida em N. Para este caso, a tese significa que B(t) é positiva definida para t > t
suficientemente proximo de t3. Sendo K compacto e autoadjunto, o espaco H admite uma
base {e, }nen formada por autovetores de K associados ao autovalores {\, }nen. Podemos
supor que

N = span{ey,...,ex}, S =span{e b= e A\ > —1,Vl > k.

Também,
B(to)(el, 6[) = (1 + /\l)<€l, €l> > 0,

o que implica que (1 4+ \) > 0, VI > k. Como 0 é o tnico possivel ponto de acumulagao de

{A\n}, segue que cq ;= inf{1 + N[l > k} > 0. Dai, para v = Y-, me; € S,m € R, temos que

B(to)(v,v) = (14 N)mer,v) = D> (14 N)(me, v) > oy {mer, v) = co(v,v).

1>k >k >k

A continuidade da curva B(t) no instante ¢, significa que para cada ¢ > 0 existe > 0 tal que

to <t <to+d = sup{|B(t)(& &) — Bto)(&,&)] : [[€]l =1,§ € H} <e.

Escolhendo ¢g < ¢ temos

B(t)(&,€) > B(to)(&,€) — €ll€]”> = (co — €0)I€]|*, V& € S,V <t < to+ do. (5.2)

Isto é, B(t) é positivo definido em S para ty < t < to+ do. Seja ¢; = inf{B'(t0)(&, )| €
N, ||&]] = 1} > 0 (pois dim(N) < oo). A diferenciabilidade da curva B(t) no instante t,

significa que

B<t)(§7 5,) = B(tO)(§7 fl) + (t - tO)B/<tO)(€7 gl) + O<t - t0)<t - t0><€7 £/>7 véa 5/ € Ha

onde o(t — ty) — 0 quando t — ty. Em particular, para £ € N,

B(t)(€,€) = (t —to)(cr + o(t — to))I&]*.

Para d; > 0 tal que |o(t —to)| < & sempre que t —ty < d1, temos que

B()(€) = 5t~ )P, VE € NVt <t <to+3d. (5.3)

Isto é, B(t) é positivo definido em N para t > t, suficientemente préximo de ;. Agora fixe

x € S ey € N. Resta mostrar que, para t > t; suficientemente proximo de ¢y, temos
B(t)(zx —y,x —y) >0, VxeS VyeN.
Basta mostrar que

B(t)(x,y)* < B(t)(z,2)B(t)(y,y), Yz € S,Vy € N. (5.4)
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Pois, sendo isto verdade,
B(t)(x -y, —y) = B#t)(z.7) + B(t)(y.y) — 2B(t) (. y

)
B(t)(x,x) + B(t)(y,y) — 2/ B(t)(z,2)B(t)(y.y)
(VB(t)(x, JB ()(y,y)? > 0.

>

Para mostrar (5.4) podemos supor que ||z|| = |ly|| = 1. Novamente pela diferenciabilidade da

curva B(t) no instante ¢, temos que
B(t)(z,y) = (t — to) B'(to) (z, y) + o(t — o) (t — to){x,y).
Escolhendo 6o > 0 tal que |o(t — to)| < || B'(to)|| sempre que ty <t < to + 2, temos
|B(t)(x, y)| < (t = to) [ B'(to) | + lo(t — to)[(t — to) < 2||B'(to) | (t — to). (5.5)

Dal, se t — to < min{dy, 91, d2, éﬁ‘g,?)f”g} as desigualdades (5.2),(5.3) e (5.5) nos d&

B(t)(z,y)* < 4l|B'(to)lI(t — t0)* < %(t — to)(co — &0) < B(t)(z,2)B(t)(y,y).

Agora iremos mostrar o caso geral. Usando a decomposicao espectral de K, temos
H=S5_&S5, @ N, onde S_ é soma dos autoespagos associados aos autovalores A < —1, .5, é
a soma dos autoespagos associados ao autovalores A > —1 e N é o autoespaco associado ao
autovalor A = —1. Observe que dim(S_) < oo, pois como 0 é o0 tinico ponto de acumulacao dos
autovalores de K existem apenas um nimero finito de autovalos A < —1, e cada autoespago tem
dimensao finita. Consequentemente, n_(B(ty)) = dim(S_) < oco. Considere uma decomposigao
N = N_@ Ny tal que B'(ty) é negativo definido em N_ e positivo definido em N,. Aplicando
o caso anterior para B(t) restrito a S @ N, obtemos que B(t) ¢é positiva definida em S, @& N, .
Aplicando o caso anterior para —B(t) restrita a S_ @ N_, obtemos que B(t) é negativa definida

em S_ @ N_. Portanto, para t > t; suficientemente proximo de t,
n_(B(t)) = dim(S_) +dim(N_) = n_(B(ty)) + n_(B'(to)|n)-

Q.E.D.

Proposicao 5.1.2. Suponha B,, — B em By, (H;R) e D, — I no sentido de que existem
mapas F,: H — H; sobrejetivos tais que D,, = ker(F,) e F,, = F em L(H;H,), e além disso
suponha que Blp € nao degenerada e é representada por uma pertubagao compacta de um

isomorfismo positivo. Entdo, para n suficientemente grande

n—(Bulp,) = n—(Blp)-
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Demonstracao: Segue de pequenas adaptacdes na demonstracao da proposicao

anterior (até a equacao (5.2)).

Q.E.D.

Defini¢ao 5.1.2. Sejam B: [to,to + 1] = Bgym(H,R), 7 > 0, um mapa de classe C* e
{D:}eftoto+r] wma C'-familia de subespagos fechado de H e denote B(t) := B(t)|p,xm,. Defi-

nimos a forma bilinear simétrica B'(to) (abuso de notagdo) em ker(B(ty)) por

B(10) o, 10) = e BO(H), (1)) =

B'(to)(vo, wo) + B(V'(to), wo) + B(to)(vo, w'(to)),

onde v,w: [tg, to + ] — H sdo quaisquer curvas tais que v(ty) = vo, w(te) = wo € ker(B(ty))
e v(t),w(t) € Dy.

Boa Definicio: Fixe vy € ker(B(ty)) e sejam vy, va: [to, to+r]| — H tais que v1(ty) = v2(to) = vo

(B
evi(t),v2(t) € Dy. Sejam «v: [tg, to+7] — L(H) uma curva de isomorfismos e D C H subespago
fechado tais que a(t)(D;) = D. Considere v;(t) := a(t)(vs(t)),i = 1,2. Assim,
D > 7y (to) — Dy(to) = [a(t)(v1(t)) — a(t) (v2(t))]|e=to
o (to) (vi(to) — v2(to)) + ato) (vy(to) — v5(to)) = alto)(v)(to) — vy(t))-
Portanto 0 := v} (tg) — vh(to) € Dy,. Dai, para todo w € ker(B(t)),
B(to)(v1(to), w) = Blto) (vy(to) +0,w) =
B(to)(v(to), w) + Bto)(0,w) = B(to)(v3(to), w)

Proposigao 5.1.3. Com a defini¢io 5.1.2, a proposi¢ao 5.1.1 é vdlida sem a hipdtese 3).

Demonstragao: Sejam a(t) e D como antes. Considere o push-forward C(t) :=
B(t)(a(t)™ (), a(t)71(+))|5. Observe que a restrigio C’(ty) ao subespago ker(C(ty)) é o push-
forward de B’(ty). Para ver isto, basta lembrar da (5.1) e da boa definicio de B'(ty). Agora

basta aplicar a proposi¢ao 5.1.1 a curva C(t).

Q.E.D.

Corolario 5.1.1. Sejam B: [ty — r,tg + 1] = Bgym(H,R) e {D; }reto—r.to4r Salisfazendo as
mesmas hipoteses da proposicao anterior. Entao, nas notagoes da proposicao anterior e para

e > 0 suficientemente pequeno, temos que

n_(B(ty — ) — n_(B(ty + 2)) = sng(B'(ty)). (5.6)
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Demonstragao: Basta aplicar a proposicao anterior duas vezes, uma para B|, 1,1+ €
outro para a reparametrizagdo no sentido contrario de B|[t0,r7t0] (observe que repara-metrizar

no sentido contrario muda apenas o sinal da forma bilinear B’(ty)).
Q.E.D.

Agora apresentaremos um critério para diferenciabilidade de curvas num espago de

Banach.

Lema 5.1.2. Sejam E, Ey espagos de Banach e F,G: [a,b] — E continuas. Seja ® C L(E, Ey)
uma separagio de E, isto é,Vr,y € E,x # y,3¢ € ® tal que p(x) # ¢(y). Se para todo ¢ € ®
a composicio ¢po F é de classe C' e vale (¢po F)'(t) = o G(t),Vt € [a,b], entdo F ¢é de classe
C! e vale F'(t) = G(t),Vt € [a,].

Demonstracgao: Primeiro vamos verificar que, para cada t,
t+e
F(t+e)— F(t) = / G(s)ds. (5.7)
t

Se fossem diferentes, haveria um ¢ € ® tal que a suas imagens por ¢ também seriam deferentes.

Portanto vamos verificar que, Vo € P,

S(F( )~ FO) = o( [ Gls)ds).

Por um lado,

t+e

S(F(t+e) — F(t)) = do F(t +¢)—po Ft) = / (6 0 G)(s)ds.

t

Por outro lado, pela linearidade e continuidade de ¢ temos

t+e t+e
/t (poG)(s)ds = ¢(/t G(s)ds).
Dai, pela continuidade de G e usando a equacgao (5.7),

F(t+¢)— F(t)

1 t+e
| -G < EH/t G(s) — G(t)ds|| <
sup{||G(s) — G(t)|||t <s<t+e} — 0, quando € — 0.

Q.E.D.

Observacgao 5.1.1. Dizemos que um operador linear limitado F entre espacos de Banach €
Fredholm se sua imagem ¢ fechada e seu nicleo e contcleo tém dimensao finita. E definimos
o seu indice de Fredholm por indice(F) = dim(ker(F')) — dim(coker(F)).
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Além disse, ¢ sabido que o indice de Fredholm é estdvel para pertubacoes compactas,
isto €, se K é um operador compacto entao F + K ¢é também de Fredholm e indice(F + K) =
indice(F'). Em particular, uma pertubag¢do compacta de um isomorfismo é sempre Fredholm

de indice zero. (Para mais detalhes ver [14] comentdrios do capitulo 6)

Observacao 5.1.2. Um critério para saber se um forma bilinear B continua definida num
subespaco fechado E C H'([a,b]); R"™) € representado por um operador compacto € o sequinte:
Sabemos que a inclusao H'([a,b]; R™) < C%([a, b]; R™) é compacta e denote por Ey o espago
E munido da topologia de C°. Se B é continua em Ey x E, entio o operador T € L(E) ¢

compacto uma vez que T' =T oi|g e que T: Eyg — E é também continuo.
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6 O TEOREMA DO INDICE DE MORSE

Neste capitulo iremos enunciar e demonstrar o Teorema do Indice de Morse para
geometria Semi-Riemanniana. Primeiro para o caso classico e depois para o caso geral, uma

vez que o caso geral faz uso do caso classico numa versao para Sistemas Simpléticos.

6.1 O caso classico

Seja v: [a,b] - M uma geodésica numa variedade Riemanniana (M, g). A esta
geodésica associamos a Forma Indice I definida no espaco H dos campos vetorias de M
definidos ao longo de 7, com regularidade H!'-sobolev que sido nulos nos intantes t = a e t = b,

dada por
b
IV, W) = [ g(DiV, D) + g(R(Y, V), W)t

Teorema 6.1.1. Se y(b) ndo for ponto focal entio o indice da forma I é finito e é igual ao

nidmero de pontos conjugados a y(a) ao longo de 7y, contando com multiplicidade.

Como comentado no capitulo 2, uma escolha de trivializagao paralela ao longo de ~
leva a equagao de Jacobi num sistema Morse-Sturm, e consequentemente leva a forma I na
forma Indice associada ao sistema Morse-Sturm estudado no capitulo 3. Reciprocamente, é
possivel mostrar que todo Sistema Morse-Sturm com coeficientes suaves é oriundo de uma
equagao de Jacobi ao longo de uma geodésica numa variedade semi-Riemanniana (ver [4]

proposicao 2.3.1). Entao basta demonstrar a seguinte versao:

Teorema 6.1.2. Considere um Sistema Morse-Sturm com matriz de coeficientes X, com R

de classe C* e g positiva definida. Entdo o indice de Ix € finito e

n_(Ix)= Y mulx(t).

te(a,b)

Demonstracao: A demonstracao é feita através do colario 5.1.1, mas para isso
precisamos criar as condi¢oes da proposigao 5.1.3. Vamos considerar o intervalo [0, 1] ao
inver de [a,b] por simplicidade. Para cada t € (0,1] seja H; = H}([0,t]; R™) e considere o
isomorfismo ¢, : H; — H; dado por

w(V)(s)=V(s)=V(7), selo],

~+ | »



Capitulo 6. O TEOREMA DO INDICE DE MORSE 62

e também definimos a Forma Indice I, em H, por
13
LVW) = [ g(V!(),W/(s)) + g(R(S)V (s), WV (s))ds.

Observacgao 6.1.1. Sendo g positiva definida, podemos considerar o sequinte produto interno

em H,

VW), = [ g(V'(), W (3))ds.

A sequnda parte de I, é continua com relagio a topologia C° e usando a observacio 5.1.2,

obtemos que I, ¢ representado por uma pertubacio compacta da identidade de H.

Defina a curva de formas bilineares simétricas I; no espaco H; dada, em cada instante

t € (0, 1], pelo pull-back de I; através de ;. Mais explicitamente,

A

[0V ) 4 gV (s 6.1)

Proposicao 6.1.1. O mapa (0,1] 5t — I, € Byym(Hy,R) € de classe C*. Mais ainda, o
mapa
(0,1] 3t + C; = tl; € Byym(H,;,R)

admite uma extensdio de classe C* em t = 0 dada por

A 1 . ~ ~ A
Co(V, W) = /O g(V'(w), W' (u))du, V,W € H,.

Demonstracao: Iremos utilizar o lema 5.1.

Substituindo u = § em (6.1) obtemos a seguinte expressao para I,:

A, A A

LV, W) = /0 1 19(V’(u), W' (w)) + tg(R(tw)V (u), W (u))du. (6.2)

Derivando com relagao a t obtemos

d ~ ~
| 7)) =
[ [ 00 7)) (R0 ), W () + g RV (), W )] . (63

Com relacao a notacao do lema, 5.1 sejam

E = Bsym(H17R)7 EO = ]R, @ = {¢V’W| V,W 6 H1}7
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onde ¢y 43 (B) = B(V, W) para B € By, (H;,R). Também considere F(t) = I, e Oy w0 G(t)
igual ao lado direito da igualdade (6.2). Claramente ¢ é uma separagao para By, (H;,R) e

F, G sao continuas. Isto conclui a primeira parte.

Para a segunda parte basta notar que a seguinte expressao de C;
~a . o N o
C(V, W) = / g(V'(w), W' () + 2 g(R(tu)V (u), W (u))du
0

estd definida para t € [0, 1] e sua diferenciabilidade com relacio a t é estabelecida analogamente

a primeira parte.
Q.E.D.

Observe que Cy = I, = I 1(¢1, 1) = 11, como queremos calcular n_(Ix) basta calcular
a evolucao da fungao [0,1] 3 t — i(t) = n_(C;) € N que sera feito através do colario 5.1.1
cuja familia de subespacos fechados serd constante e igual a Hy = Hj ([0, 1];R"). E para isto
resta saber n_(C}) parat = 0 e t > 0 suficientemente préximo de 0, e conhecer a forma
bilinear (C})" definida em ker(C;) C H; (ver definicao 5.1.2). Da observacao 6.1.1 temos que
Co = (-, )m, e portanto Cj é fortemente nao degenerada e positiva. Pela continuidade segue

que o mesmo ¢ verdade para C; com t > 0 suficientemente pequeno. Portanto

n_(C)) =0, Vtelo,el. (6.4)

Pelas igualdades (4.4) e (4.5) temos, para cada t € (0,1], um isomorfismo

Ve ker(l) —  J(t)*
Vo= V().

Defina também, para cada t € (0,1], N; = ker(I;) C H,. Obviamente ¢, determina um

isomorfismo entre N; e ker(I;). Logo ¢y o ¢; define um isomorfismo N; — J(¢)* | mais

precisamente ¢ o (V) = %V’ (1). Observe também que a forma bilinear (C})" coindice com a

restricao de f; ao subespaco N;, pois dados V, W e N,
€y () = L, ) + oLy, wy + e, L
t 9 - dt t ) t dt 9 t ) dt
d 7Y 13 77 1% Y 1% Y 11
= %(tlt(va W)) = ]t(vv W) + It(V7 W) = It<va W)

A

(W)

Proposigao 6.1.2. Para cada t € (0,1] o isomorfismo 1, o ¢, leva a restrigao de IALf ao

subespago N; na restricio de —g ao subespago J(t)*.

Demonstragao: Sejam t € (0,1] e V., W € N, fixados. Observe que V, W sdo de

classe C?, pois sdo reparametrizagao suave de elementos de ker(I;) = {solucio do sistema X
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restrita ao intervalo [0, ] e que é nula no instante ¢} (em particular N; # {0} se, e somente

se, t é um instante conjugado). Dai, se f/(f) — V(s), temos que V(1) =0 e

d2
152

TN = V() = REVE), s el (65

O mesmo vale para W. Derivando a equagao (6.1) com relagao a t obtemos

L0 = L0, ) + [ 20 W s +
[ (o0 0 + o0, G s +
5 [oB 7 L) + 9ROV ), WG] ds

S0, = g7 0) + [ Zg0 ), Cds +
[ 22 [ G + g0 (), WG] ds =
o) + [ T2 )] ds =

1 N ~

I
|
K
—
N
—
—_
~—
=
—
—_
~—
~—

Como ¢y 0 ¢y (V) = %‘A/’ (1) concluimos a demonstracao.
Q.E.D.

Sendo ¢ positiva definida temos que se t € (0, 1] é um instante focal, entdo é neces-sariamente
isolado (ver proposigao 3.1.1). Deste modo existem apenas um nimero finito de instantes focais
no intervalo [0,1]. A proposicdo anterior nos da que sng(I/|x.) = n_(Il|y,) = dim(J(t)*) =
mulx(t). Se t = 1 nao for instante focal, por (6.4), o corolario 5.1.1 aplicado a curva de
formas bilineares C; nos da que que a funcao i(t) = n_(C}) é constante nos intervalos abertos
entre instantes focais consecutivos e os saltos, que ocorrem nos instantes focais, é igual a
mulx(t). Se t = 1 for instante focal, a proposi¢ao 5.1.3 também diz que a funcao i é continua a
esquerda no instante t = 1, isto é, i(1) = i(1 — &) para qualquer € > 0 suficientemente pequeno,
uma vez que reparametrizando a curva C; no sentido contrario, isto é, considerando a curva

D(t) = C1_4, temos que D'(0) restrita a N7 é positiva definida pela proposi¢ao anterior.

Q.E.D.
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Corolario 6.1.1. Para um Sistema simplético (4.2) com B de classe C* e positiva definida
existem apenas um nidmero finito de instantes focais, o indice da Forma Indice Iy ¢é finito e é

igual a soma das multiplicidades dos instantes focais em (a,b).

Demonstracgao: Segue diretamente do teorema anterior com as proposigoes 4.1.1 e
4.2.1

Q.E.D.

6.2 O Caso Geral

Sejam (M, g) uma variedade Semi-Riemanniana, 7: [a,b] — M uma geodésica e P C
M uma subvariedade tais que P é ndo degenerada no ponto y(a) € P, isto ¢, g(v(a))|r|,,,»
é nao degenerado e 7/(a) € (T|,P)* (ver cap. 2). A essa geodésica e a esse subespaco
associamos uma Forma Indice
b
1PW) = [ oDV D) + (R V) W)t — ST (V(a). W ()

a

definida no espaco de Hilbert ?—[f dos campos vetoriais V' ao longo de v com regularidade
H'-sobolev tais que V(a) € T(o)P e V(b) = 0. A forma I é bilinear, simétrica e continua no

espago Hf

A principal obstrugao para uma generalizacao direta do caso cldssico é a seguinte

proposicao.

Proposigao 6.2.1. Sen_(g) <1, entao o indice de I7 ¢ infinito. Se n_(g) > 2 oun_(g) = 1
e g(v',v') > 0, entao If tem indice infinito no subespago fechado de "Hf formados pelos

campos vetorial que sdo sempre (isto €, para todo instante) ortogonais a 7y'.

Demonstragao: Sejam Y uma campo de Jacobi ao longo de vy e f: [a,b] — R uma

funcdo suave que se anula nos extremos. Entdo
Y 0Y) = [y + FDY. Y + FDY) 4 Po(R, Y. Yt =

[ TP00Y) + 209D, V) + (DY, DY) + Fo(DR, Y e
[0 y) + S (rny vyl = [ (7200t

Seja ty € (a,b) fixado. Se n_(g) > 1 existe um campo de Jacobi Y tal que ¢g(Y,Y) < 0
numa vizinhanga de to. Se n_(g) > 2 oun_(g) =1 e g(7',7") > 0 entdo existe um campo de

Jacobi Y sempre ortogonal a 7' tal que ¢(Y,Y) < 0 numa vizinhanga de t,. Como o conjunto
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das fungao suaves suportadas numa vizinhanca de t5 tem dimensao infinita, concluimos a

demonstragao.
Q.E.D.

Outra obstrugao é que instantes P-focais podem ser degenerados e portanto o conjunto
dos instantes P-focais pode ser infinito, porém no caso em que a variedade e a métrica forem

analiticas esse conjunto é sempre finito, como visto no corolatio 3.1.1.

Mostraremos que é possivel decompor o espago Hf em dois subespagos fechados nos
quais I]YD tem indice finito num e coindice finito noutro. A definicdo desses subespacos depende

de uma escolha de distribuicdo do fibrado tangente de M ao longo de ~.

Defini¢ao 6.2.1. Dizemos que uma familia D de subespagos Dy C TyyM, t € [a,b], ao
longo da geodésica v € suave se existe uma familia Y1, ...,Y, de campos vetoriais suaves ao
longo de v que pontualmente foram uma base para D. Tal familia é dita um referencial para
D. Dizemos que D € negativa mazimal se dim(Dy) =n_(g) e g(v(t))|p, € negativa definida,
vt € [a, b].

Obviamente tais distribui¢oes sempre existem, basta considerar o transporte paralelo
ao longo de v de um subespaco de T’y(,)M de dimensao n_(g) no qual g(a) é negativa definida

nesse subespago.

Dado uma distribuicdo negativa maximal D ao longo de 7, com um referencial
{Y1,..., Yy}, definimos os seguintes subespagos fechados de ’Hf:
o KPp ={V € H7| g(D,V,Y;) tem regularidade H'-Sobolev e

7>

(9(DV,Y;)) = g(D,V, DyY;) + g(R(Y, V)Y, Ya), (6.6)

) g,ﬁp ={Ve Hf| V(a) =0,V (t) € Dy, Vt € [a.b]}.

A definicao do espaco ICZY)’P nao depende da escolha do referencial de D. De fato, seja

{Z,, ..., Z}} outro referencial de D e escreva Z; = 3, ozg Y, sev € Hf satisfaz a equacao
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(6.6) entao
(9(D:V, Z)) = [} odg(DV.Y))) =
J
> (o) g(DV.Y)) + 3 ad[(DV, DY) + g(R(Y, V)Y, V)] =
J J
9(DV. Y- oY+ ol DY;) + g(R(Y. V)Y, 3 alYy) =
J 9(D.V, D Z;) + g(RW’j, V), Zy).

Grosseiramente falando, o espaco IC,%; ¢ descrito como o espagos dos campos ao longo de
que sao “Jacobi na direcao de D”. O que sustenta essa ideia é o fato de que se V' € 7—[5 for de

classe C?, entdao V € KPp se, e somente se, D}V —R(y,V)y' € D*.

Teorema 6.2.1. [Teorema do Indice de Morse para geometria Semi-Riemanniana/ Se ~(b)

nao for P-focal entao

7:Maslov(’y) = n*(lf‘lCﬁp) - n+(I'7y)|g$P) —n- (g’Tv(a)P)’

onde todos 0s termos sao numeros inteiros.

Como no caso classico, iremos tratar desse problema numa versao para o R"™. Escolhendo
uma trivializacao paralela do fibrado tangente de M ao longo de v, além das identificacoes ja

comentadas na se¢ao 2.1, podemos identificar:

e a distribui¢do negativa maximal D com curva suave [a,b] > t — D, € Gr(R"; k), onde ¢
é negativa definida em cada D; e {Y7,...,Y,} um conjunto de curvas suaves no R" tais
que {Yi(t),...,Yx(t)} é base para Dy;

® 0 espago /Hf com

H={V e H(a,b];R")|V(a) € P,V(b) = 0}; 6.7)

® 0 espaco IC?P com o seguinte subespaco fechado de ‘H

K={VeHg(V'Y;) € H([a,b];R),
(g(V',Y3)) =gV, Y)) +g(RV,Yi),i = 1,...,k}; (6.8)

® 0 espaco pr com o seguinte subespaco fechado de ‘H

G={VeH|V(a)=0,V(t) € Dyt |a,b]}; (6.9)
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e ¢ a Forma Indice definida em Hp([a,b]; R") é
b
1V, W) = [Ta(V', W) + g(RV, W)ldt = S(V (a), W (a)), (6.10)

a

cujo nucleo é ker(l) =HNJ.

Entao, nosso objetivo é mostrar que

Teorema 6.2.2. Num sistema Morse-Sturm para o qual R é de classe C° et = b ndo é

instante focal temos a sequinte igualdade

po (Ciate ) = n-(Ilxc) = ni(Ilg) — n(glp), (6.11)

onde € > 0 € suficientemente pequeno para que ndao exista instantes P-focais no intervalo

(a,a+ €] e todos os termos sao nimeros inteiros.

6.2.1 O Sistema Simplético Reduzido Associado

A demonstragao desse caso, em linhas gerais, é o mesmo do caso classico. Iremos

considerar uma certa curva de formas bilineares e calcular a sua evolug¢ao no intervalo [a, b].

A partir de agora iremos construir os objetos e resultados necessario para a demonstra-
¢ao. Comegaremos por determinar a intersecao KNG como o conjunto solugdo de um sistema

simplético.

Lema 6.2.1. Seja V € G e escreva V = 32, [iYi. Entao V € K se, e somente se, [ =

(f1,---, fx) € nula nos extremos e é solugao do sequinte Sistema Simplético:

fl= —L'Mf L'k

(6.12)
W= (M*L7'M — N)f +M*L7'h,

onde L, N sdo curvas de formas bilineares simétricas no R¥ e M é uma curva de mapas

lineares de R¥ para (R*)*, cujas matrizes na base candnica sio

Lij = g(Y3,Y;), My =g9(Y.,Y)), Ny=g(Y],Y))+g(RY,Y)). (6.13)

)T g ]
Demonstracgao: Defina h = —Lf' — M f, isto é,

hi ==Y [9(Yi,Y)) [+ g(Yi, Y)) f] =

g0 S, + £Y)) = g% V).
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Dai, V € K se e somente se para cada 2 =1,...,k vale
Ko = (o0 V)Y = =0l ¥0) = (V. Y) =
=2 9(Y5. YY) + fi9(Y], Z)+f]g(RYJ7YZ)]
—Zg ’ jf+Z YL YY) + g(RY;, V)l

Essa equacao pode ser escrita matrlclalmente como
W=-Mf~-Nf=-M(-L*'Mf—-L"'h)-Nf=
(M*L‘lM —N)f— +M*L 7 h.

Q.E.D.

Corolario 6.2.1. A dimensao de KNG ¢ igual a multiplicidade de t = b como instante focal
do Sistema Simplético Reduzido Associado(6.12).

Definigao 6.2.2. O sistema (6.12) é chamado de Simplético reduzido associado ao sistema

Morse-Sturm, a distribuicio negativa maximal D e ao referencial Yi,...,Y}.

Observacio 6.2.1. E possivel mostrar que outra escolha de referencial para D daria um
sistema simplético isomorfo a (6.12), portanto sempre que necessdrio podemos supor este

referencial € g-ortogonal.

A forma Indice do sistema simplético reduzido corresponde a restricdo de —I ao espaco

g.
Proposicao 6.2.2. O isomorfismo entre espagos de Hilbert

®: Hy(la,0;R) > f = (fi,..o, i) = D fiYi €6

leva a Forma Indice do sistema simplético reduzido (6.12) na restricio da forma —I ao espago

g.

Demonstragio: Denote por Iy a Forma Indice do sistema (6.12) e sejam u,v €
H¢([a, b]; R¥). Entao

Ix(u,v) = /ab[—Ll(hu, hy) + (M*L™'M — N)(u,v)]dt.

Manipulando matricialmente o integrando obtemos
—hI L hy 0T (MTLTIM — N)u =
(L + Mv)' L™ hy + 0" (MTL™*M)u — v Nu =
(V) hy + 0" MT L™ (L — Mu) + o' (MTL™*M)u — v Nu =
(V) ' hy — 0T MTu' — v" Nu.



Capitulo 6. O TEOREMA DO INDICE DE MORSE 70

Por outro lado, o integrando de I(®(u), P(v)) é

g(>_(u}Y; —l—u,-Y;’),Z(v Y +vY])+g Zu RYZ,ZUJ f
STl (Ve ;) + alga(Ye ¥)) + gV V) 4wy (Vs ¥) + wnyg(RY: )] =

(3] J 77 7
4,J
j-ésima coordenada de Nu j-ésima coordenada de —h,,
/
ZU] Zuz RYMYJ +g i ] +ZU Zuzg i ] —|—u,—g<Yl,Y})]

j-ésima coordenada de M 7T’

/—/\—
> v; Zu 9(Y;,Y]) = v Nu — (V) hy + 0" M.

Q.E.D.

Corolério 6.2.2. O coindice ny(I|g) € finito e é igual a soma das multiplicidades dos instantes

focais do sistema simplético reduzido (6.12) no intervalo (a,b).

Demonstragao: Pela proposicao anterior temos que ny(I|g) =n_(Ix). Como —L é

positivo definido, o resultado segue do corolario 6.1.1.

Q.E.D.

Corolario 6.2.3. A restricio de I a G ¢ representada por um operador autoadjunto de G que

¢ uma pertubagdo compacta de um isomorfismo negativo.

Demonstracio: A forma Indice de qualquer Sistema Diferencial simplético com
coeficientes B positivo definido é representada por uma pertubacao compacta de um isomor-
fismo positivo de H}([a, b]; R¥), e a demonstracio desse fato é andloga & proposi¢io 6.2.7. A

conclusao segue da proposicao 6.2.2.

Q.E.D.

6.2.2 Uma extensao necessaria

A estratégia para demonstrar o Teorema 6.2.2 é aplicar a proposi¢ao 5.1.3 numa familia
I; de formas bilineares simétricas no espaco de Hilbert K; obtido por considerar a restrigao
do sistema Morse-Sturm ao intervalo [a, t]. Infelizmente, esta familia falha em ser de classe C*
préximo de instantes focais do sistema simplético reduzido associado. Para contornar este
problema, consideraremos uma extenséo artificial I* da forma Indice I ao espaco K* que nos

dard uma familia IC% de classe C*.

Definiremos as versoes “sustenida” dos objetos dessa teoria:
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Definigdo 6.2.3. o H'={V € H'([a,b];R")|V (a) € P};

o KF = {V € Hg(V'.Yi) € H'([a,b;R),(9(V".Y))) = g(V'.Y]) + g(RV.Y)),i =
1,...,k}. O fato de que K* é fechado (o mesmo para K C H) ficard evidente mais

adiante;

e G' = {V € H¥V(a) = 0,V(t) € Dyt € [a,b]}, que é (sequencialmente) fechado
uma vez que, a inclusio H'([a,b];R™) < C°([a,b]; R™) € continua e podemos usar a
convergéncia uniforme, se V,, € G* é uma sequéncia convergente para V € HF, entdio
Vin(t) = V(t) € Dy para todo t € [a,b] ;

e Para uma fixada forma bilinear simétrica © definida no R™ definimos
b
BV, W) = [ gV, W)+ g(RV, W)dt + O(V (8), W (8)) = S(V (a), W (a)),

a

V.W € HE, cujo miicleo é ker(I*) = {J € J| g(J(b)) + O(J(b)) = 0}.

Observe que K =K NH e G =G*NH e que I é a restricio de I* ao subespaco H.
Considere o seguinte mapa linear F': H¥ — L%([a, b]; (R¥)*), no qual para cada V € H*

a i-ésima fungao coordenada de F'(V), i =1,...,k, é dada por

FOV)0) = o(V'(0), Yi(0) ~ [ oV, Y0) + g(RV ¥ )ds. (614

a

Proposicao 6.2.3. O mapa F ¢ limitado.

Demonstragao: Seja || - || a norma candénica do R” e || - ||oc a norma do supremo.
Temos que F(V) € L%([a,b]; (R¥)*) se, e somente se, cada uma de suas funcdes coordenadas

pertence a L?([a, b]; R). Tremos mostrar que o quadrado da norma L? de cada uma das parcela
de de [F(V)]; é limitada:

o o g(V'(),Yi(t)2dt < |g[[|Yilloo J; V' (8)]%dt;

o Lo Uag(V'(s),Y/(s))ds)*dt < [[(t —a) [; g(V'(5),Y](s)) dsdt <
(b—a) J3 Jo g(V'(s),Y{(s))?dsdt < (b—a)|gllIY oo Jo IV (®)|IPdt;

o [z g(R(s)V(s),Yi(s))ds)*dt < [, (t —a) [; g(R(s)V (5),Yi(s)) dsdt <
(b—a) J; JJ g(R()V (s), Yi(s))*dsdt < (b — a)’|gl[[Rllool[Y7 oo Jy [V (£)]*dt.

Usamos que, para toda fungdo integréavel f no dominio [a, ],

(/at fds)? < (t —a) /: F2ds. (6.15)
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Q.E.D.

Seja C C L*([a,b]; (R*)*) o subespaco das constantes. Segue direto da definicio de K* que
F~1(C) = K* (aqui fica claro o fato de que K é fechado).

Lema 6.2.2. A restricio de F ao subespaco G* € um isomorfismo.

Demonstragdo: Iremos identificar o espaco G* com o seguinte espaco x = {f €
H([a,b]; R*)| f(a) = 0} através do mapa

k
Usando (6.13) o mapa F' pode ser escrito como

F)) = L)) + (M0 — [[1r()(6) + N (s)lds) (617

Note que a expressao que estd dentro do parénteses na igualdade anterior determina um
funcio de ¢ de regularidade H'-sobolev. Usando o fato de que a inclusdo de H([a, b]; (R*)*)
em L?([a, b]; (R¥)*) é compacta, é facil ver que a restrigdo Flg: é uma pertubagio compacta
do isomorfismo x > f +— L(f’) € L?(|a, b]; (R*)*). Portanto F|g: é Fredholm de indice zero, e

para provar o lema basta verificar que F|g: é injetivo.

Seja f € ker(F|g:), por (6.17) temos que L(f’) € H'([a,b]; (R¥)*) e assim f satisfaz

uma equacao homogénica de segunda ordem

L(f1)' (1) + (M(f) (@) = M*(f) () + N(f)(t) = 0,

com condigdo inicial f(a) =0, f'(a) = 0. Logo, Pela unicidade de solugao, temos que f = 0.

Q.E.D.

Corolario 6.2.4. O mapa F ¢ sobrejetivo, Hf = KC! + G¥ e dim(lCti N gﬁ) = k.

Demonstragao: O lema anterior implica que F' ¢ sobrejetivo. Note que ker(F) = F~1({0}) C
F~1(C) = K*, portanto H* = K* + G*. Como F determina um isomorfismo de Xf N G* para C,
segue que dim(K* N G¥) = k.

Q.E.D.

Lema 6.2.3. Seja q: L*([a,b]; (R™")*) — L*([a,b]; (R™)*)/C a aplicagio quociente. Su-ponha
que KNG = {0}, entdo qo F mapeia G isomorficamente a L*([a, b]; (R™)*)/C.
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Demonstragao: Via a identificagao (6.16), o mapa
G > f— [L(f)] € L*([a,]; (R")")/C

¢ um isomorfismo. De fato: Para sobrejetividade, dado [u] € L*([a, b]; (R™)*)/C tome f(t) =
[ L uds — (Z%“ff L~'uds; Para a injetividade, se [L(f")] = 0, entdo L(f') = c € (R*)* ¢

a

constante. Se ¢ = 0 entdo f = 0. Se ¢ # 0, entdo f' = L~ 'c e assim
(Tfy =cf =L e<0.

Isto é, a funcdo t — ¢ f(t) é estritamente decrescente. Porém f(a) = 0 = f(b), o que é

absurdo.

Novamente pela igualdade (6.17) temos que g o F'|g é uma pertubagao compacta de

um isomorfismo, portanto é Fredholm de indice zero. Observe que
ker(qo Flg) = F ' (C)NG=K*NnG=KnG={0}.

Portanto q o F|g é isomorfismo.

Q.E.D.
Corolario 6.2.5. Se KNG = {0}, entdo qo F|y € sobrejetiva e H =K & G.

Lema 6.2.4. O espaco K* + G € fechado em H* e sua codimensdo ¢ igual a dim(K N G).

Demonstragdo: Para mostrar que K4 G é fechado utilizaremos o seguinte proposicio
sobre subespagos fechado num espago de Banach (ver [14] proposigao 11.7) cuja demonstragao

serd omitida.

Proposicao 6.2.4. Sejam E uma espag¢o de Banach e K,G C E subespagos fechado. Se
dim(K NG) < o e codimp(K + G) < oo, entao K + G ¢é fechado em E.

Pelo coroldrio 6.2.1 temos que dim(K* N G) = dim(K N G) < oo. Também codimg: (G)
= k, uma vez que os elementos de G sdo os elementos de G* com a condicdo de que sdo nulos
no instante ¢ = b. Considerando o mapa sobrejetivo j: G*/G — (K* 4+ G*)/(K* + G), definido

de maneira canonica, temos que
ker(j) = (GF N (KF +G))/G = (FNKF) + G)/G
(pelo 2° teorema do isomorfismo, A/(ANB) = (A+ B)/B)

> (GFNKH/(G N (GFNKF)) = (GFNKF)/(GNK).



Capitulo 6. O TEOREMA DO INDICE DE MORSE 74

Logo,
codima: (KF + G) = dim(Im(35)) = dim(G*/G) — dim(ker(J))
=k—(k—dim(GNK))=dim(GNK).
Q.E.D.
Lema 6.2.5. Os espacos K* e G sdo I*-ortogonais, isto é, I*(V,W) =0, VV € K¥ VW € G.
Demonstracdo: Escrevendo W = Y°F £;Y;, com f; € H}([a,b]; R), temos
FEW) =X [ oV Yt YD) + LRV V)t =

, =(g(V',v3))’
S [ g Y + Rlg(VY]) + g(RV. Yt =

> [ v v = 0

Q.E.D.

Proposicao 6.2.5. Se X NG = {0}, entdo o nicleo da restricao de I a K € igual ao nicleo
de I em H.

Demonstragao: Do corolario 6.2.5 ja temos H = IC & G e, pelo lema anterior, esta
decomposigao é ortogonal. Dai como ker(I) = HNJ C K temos que ker(I) C ker(I|x).
Portanto ker(I) = ker(I|x) .

Q.E.D.

Proposicao 6.2.6. Suponha que I* seja nio degenerado em H*. Entdo o nicleo da restricio
[”;@1 e KNg.

Demonstracgao: Afirmacio: I* é representado por uma pertubacio compacta de um

isomorfismo.

Demonstragio da Afirmacao: Como g é nao degenerada em P temos a soma direta
g-ortogonal R" = P @ P, e assim se g: R* — R"” é o mapa linear que representa a forma
bilinear g, isto é g(-,-) = (g(*),-), entdo g(P) = P. Dai temos um isomorfismo g: H* — H?
dado por gV (t) = g(V (t)). Logo, para V, W &€ H?,

b b b b
| ovwhat = [v' . what+ [Cgv.wyde - [ g(v.iw)d =

(V. W — [ gV, W)

a
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Agora considere a forma bilinear
b
Bo(V.W) = [ =g(V.W) + g(RV.W)dt + OV (1), W (5)) = S(V (a), W (@)

definido em H*. Pela observacao 5.1.2 temos que By é representado por um operador compacto.

Como I* = (g-,-) i1 + By segue a afirmacdo.
Q.E.D.

O fato de que I* é ndo degenerada significa que é representada por operador injetivo. Dai esta

afirmacdo junto com a observacdo 5.1.1 implica que I* é representado por um isomorfismo.

Se V € KNG, pelo lema 6.2.5 vale que V € ker(I*|x:). Por outro lado se V' € ker(I*|xx)
também pelo lema 6.2.5 vale I*(V,K* 4+ G) = 0. Portanto

KNG Cker(I*:) c {VeH|I*V,K +G) = 0}.

Uma vez que I* é presentado por um isomorfismo e que K +G é fechado (ver lema 6.2.4) segue

dim({V € H}| I*(V,K* + G) = 0}) = codim(K* + G) = dim(K N G). Logo KNG = ker(I*|,c:).

Q.E.D.

Proposigdo 6.2.7. A restricio de I* a K* (e também a restricio de I a K) é representado

por uma pertubacao compacta de um isomorfismo positivo.

Demonstragao: Pela observagao 5.1.2 basta mostrar que forma bilinear
b
L(V,W) = / gV, W")dt, YV, W € K,

é representada por uma pertubacdo compacta de um isomorfismo positivo.

Para cada t sejam 7(t): R™ — D, a projecao g-ortogonal no subespago D; e r(t) o

produto interno no R™ dado por

r(t)(z,y) = glz,y) — 2g(7(t)z, 7(t)y), x,y€R™
Obviamente t — r(t) é continua. Note que, para todos t € [a,b] e x,y € R™,
r(t)(z,y) — 2r(t)(7(t)z, 7(t)y) =
9(@,y) = 2g(r )z, w(t)y) — 2[g(7 )z, 7(t)y) — 29(7 () (7 (t)x), 7 (t)(7(1)y))] =
g(x,y) —4g(n(t)x, m(t)y) + 4g(n(t)z, 7(t)y) = g(z,y).

Portanto

b
L(V,W) = / r(V! W'Y = 20(xV', 7 W) dt.
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Como ,
J(V, W) = / r(V, W) + r(V, W)dt

define um produto interno em K* C H!([a,b]; R"), entdo J é representado por um isomorfismo

positivo. Para concluir a demonstragao, resta mostrar que o mapa

m: K* — L*([a,b];R")
Vi = V!

é continua quando consideramos K* munido da topologia de C°. Suponha que o referencial

Yi,..., Y, da familia D = {D,}sc[e 4 serja g-ortogonal (ver observacao 6.2.1), assim

Logo basta mostrar que, para cada i = k, 0o mapa KfF 5V = g(V')Y;) € L*([a,b];R) é
continuo na topologia de C°. Con51dere a aphcagao F como definida na equagao (6.14). Se

Ve ICg entao temos um funcgdo constante
[E(V)]i = 9(V'(a), Yi(a)).

Note que a integral na definicdo de F' depende C°-continuamente de V € KF, pois

[ V(). V) + 9BV (5), ils))ds =
A j[ V(). Y/(5))) = 9V (), Y/'(5)) + g(R(5)V (5), V() ds =
gV (). Y/(1)) — g(V( D+ [ =gV(s), Y )+ g(RE)V (), Yils)ds.

Também o mapa K! > V = [F(v)]; € L*([a,b];R) é C°-continuo. Para ver isto primeiro

reescrevernos seu expresséo como

d

FV)E) = 5

[g(V (1), Yi(1)] — 29(V (1), Y/ (1)) + g(V (), Y} (a)) +
[ V() Y1) — g(R(5)V (5), V()i

Sendo [F(V)]; constante em ¢ entao

IFVUE = [ PO @Pd = 2 (R

e assim fica facil ver que a C%-continuidade com relagdo a V' € KF. Isto mostra que g(V,Y;) é

CY-continua em V € KF.

Q.E.D.
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Proposicao 6.2.8. Suponha que t = b nao é um instante P-focal do sistema Morse-Sturm.
Entao

n-(Iflgs) = n-(Ilc) +n-( = ¢, 1, (€(0))),
onde Lo = {0} & (R")*,L; = R" & {0}, ér,1, € wuma carta coordenada na Granssmaniana

Lagrangiana A e €: [a,b] — A € a curva Lagrangianos dada pela igualdade (3.9).

Demonstragao: Iremos denotar por § a forma bilinear em L; dada por g =
¢, (((b)), também iremos pensar § como um mapa linear R — (R™)* por identificar

L, = R". Por definicao da carta ¢r, 1, temos que
U(b) ={(v,a) e R* ® (R")"| a + B(v) = 0},

pois se Grafr,p,(T) = £(b), entdo (v,a) € {(b) & a = T'(v), e por outro lado f(v)(x) =
w((0, T'(v)), (x,0))

—T'(v)(z) (ver equagao (3.7)). Dai, para cada J € J temos

B (b)) = —gJ'(b).

Uma vez que t = b ndo é instante P-focal nos temos que X NJ = {0}, além disse se V € K*
podemos escolher J € J tal que J(b) = V(b) e assim V — J € K. Portanto K* = K @ J.
Uma simples verificagdo usando que J” = RJ, para J € J, mostra que esta soma direta é
I*-ortogonal. Portanto

n_(Flgs) = n-(I) +n_ ().

Afirmagdo: A aplicagdo J > J — J(b) € R™ é um isomorfismo e leva a restri¢do I*|; na forma
bilinear © — f3.

Demonstracao da Afirmacao: A injetividade da aplicagao segue do fato de que t = b
nao um instante P-focal e sobrejetividade segue do fato de que dim(J) = n. Agora sejam
Ji, Jo € J. Entao,

I}(J1, J2) = g(J{(b), J2(b)) + ©(J1(b), Jo(b)) =
—B(J1(b), Ja(b)) + O(J1(b), J2(D)).

Q.E.D.

Q.E.D.

6.2.3 A Funcio Indice i(t)

Para cada t € (a,b] podemos considerar o sistema Morse-Sturm restrito ao intervalo
la, t] e assim podemos definir os objetos H,, ML IF K, KL Gy, G Fy, como em (6.7), (6.8),
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(6.9), (6.10), (6.14) e na definiciio 6.2.3, por trocar b por t. A definicao de I? depende da escolha
da forma bilinear simétrica © no R", no qual sera feita apropriadamente quando necessario.
Obviamente, todos os resultados anteriores sobre o sistema Morse-Sturm continuam validos

quando restrito ao intervalo [a, t].

Iremos estudar a evolucio da Funcao Indice
i(t) =n_(I|g,), tE€(a,b]. (6.18)

Para trazer esta conta para um tnico espago ambiante, iremos considerar, para cada t €

(a,b], o isomorfismo ®;: H* — "Hf (que também pode ser pensando como um isomorfismo
L?([a, b]; (R¥)*) — L*([a, t]; (R¥)*)) definido por

a(s —a), s€a,t],u € a,b. (6.19)

(IDt(V) =V, V(s)= V(u), U= Us = a+t
—a

Obviamente que ®;|y,: H — H; é um isomorfismo.

Considere agora as familias de subespacos fechados de H* dados por

Ki= o7 (K, Ki=o7'(K)),

N A 6.20
G =2.1(G), G =290, (0:20)

e também as curvas de I: (a,b] — Byym(H;R), I*: (a,b] = Beym(HLER), F: (a,b] —
L(H¥; L*([a, b]; (R¥)*)) dadas por

L= L(®(), (), I} = I (®4(-), Bu(-))

N 6.21
thét_lOFtO(I)t. ( )

Obviamente os indices e coindices de Itﬂ e de suas restricoes coindice com os indices e coindices
de Itti e com suas correspondentes restrigoes. Usando (6.19) obtemos uma formula explicita

para ff :

OV (b), W (b)) — S(V(a), W(a)). (6.22)

Podemos definir um valor inicial i(a) para a funcao indice (6.18) considerando adequa-

das extensoes dos objetos I,, Ky, F) para o instante ¢ = a. Sejam Z, = (t —a)l,, F, = (t — a)]:},
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para t € (a,b]. Dados V,W € H! e tomando a mudanca de varidvel s = s, = a + =4y —a)

na integral da equacao (6.22) obtemos que

L0 W) = [1(6 - a)a(V ). W) + =g (R(s)0 (), W ) +

(t = a)[O(V(b), W(b) = S(V(a), W(a))].

Fazendo t = a na igualdade anterior, podemos definir

TV, W) = (b—a) / " (0 (), W () ). (6.23)

Uma expressao explicita para F; é dada por

F W) (@) = [t = ) EB(V) (W) = [(t = )@ 0 F o @, (V)(w)); =
[(t = a)F 0 @,(V)(su)]i = [(t — a) F(@o(V)(5.)]: =

b—a
v—a

onde na integracao a relacdo entre v e x é v = v, = a + (x — a) e dai, com a seguinte

mudanca na variavel de integracao x = x, = a + z:—g(v — a), temos que
F(V) ()]s = (b= a)g(V'(u), Yi(su)) —

[ = a0 @), Yitw) + E= g0 ), Yitw)o (6.24)

Portanto, fazendo t = a na igualdade anterior, podemos definir

Fa: M — L2([a,0]; (RF)")
por
[Fo(V)(@)]i = (b= a)g(V'(u), Yi(a), i=0,....k. (6.25)
Como, para todo ¢ € (a, b],
Ki = ker(qo Fy|y) = ker(q o Filn),

onde o mapa q: L?([a, t]; (R¥)*) — L%([a, t]; (R*)*)/C é a aplicagdo quociente e C C L?([a, t]; (R*)*)

é o subespaco das constantes, podemos definir o seguinte subespagco fechado de H
Ko = ker(qo Faly) ={V € H|g(V'(-),Yi(a)) = const.,i =1,...,k}. (6.26)

Para os resultados que seguem iremos supor que a curva de endomorfismos R ¢ de classe C* e

assim temos a seguinte proposicao sobre a regularidade das familias {Z; };cjap) € {I@t}te[aﬂ.
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Proposigao 6.2.9. o As curvas I': (a,0] — Byym(H;R) € T: [a,b] = Byym(H;R) sio de

classe C*;
o A familia {l@ﬁ}te(a,b] ¢ uma C'-familia de subespacos fechados de H*;

e Se nao existir instantes focais do Sistema Simplético Reduzido Associado no no intervalo

le,d] C [a,b], entao {l@t}te[qd] ¢ uma C-familia de subespagos fechado de H.

Demonstragao: A primeira parte é analoga a proposicao 6.1.1.

A segunda parte, usando a equacdo (6.24) e o lema 5.1.2 fica facil de ver que F': (a,b] —
L(H!; L2([a, b]; (R¥)*)) é de classe C'. Pelo coroldrio 6.2.4 temos que F; é sobrejetivo para

todo t € (a, b]. Portanto, com o lema 5.1.1, concluimos a segunda parte.

Para a terceira parte primeiro observe que K; = ker(q o Fi|y), para todo ¢ € [a, b].
O corolério 6.2.5 junto com o coroldrio 6.2.1 implica que g o F;|y é sobrejetivo sempre que
t € (a,b] nao for instante focal do Sistema Simplético Reduzido Associado.
Afirmacgdo: F, é sobrejetiva.

Demonstragao da Afirmacao: Podemos supor que {Yi(a),...,Yx(a)} é uma base or-

togonal para D, (lembre da observagao 6.2.1). Dado f = (fi,...,fr) € L*([a,b]; (R™)*)

tome
k

fidv)Y; —
; b— a) /
(“_“i /fd € [a, ) (6.27)
dv u € |a,b|. .
b = (b—a)g(
Claramente V(a) =0e V(b) =0, o que 1mphca que Ve H, e F (V)= f+c,onde ¢ é uma
constante.
Q.E.D.
Isto conclui a terceira parte.
Q.E.D.

Corolério 6.2.6. Considere um subintervalo [c,d] C (a,b]. Se nesse subintervalo nao existe
instante (P, S)-focal do Sistema Morse-Sturm e nem instante focal do Sistema Simplético

Reduzido Associado, entao a fungdo indice (6.18) € constante nesse subintervalo.

Demonstragio: Seja t € [c, d] fixado. Pelo corolario 6.2.5 temos que I, N G, = {0} e

assim a proposicao 6.2.5 nos da que

ker([tUCt) = kzer(]t) = Ht N v]]|[a,t] = {O}, (628)



Capitulo 6. O TEOREMA DO INDICE DE MORSE 81

onde J|jo.0 = {J|jaq| J € J}, e a tltima igualdade segue do fato de que t nao ¢ instante P-focal
do sistema Morse-Sturm. Em particular [;|x, é ndo degenerado. Iremos aplicar o lema 5.1.1.
A proposigao 6.2.7 verifica 1) do lema 5.1.1. Como ker(Ii|x,) = {0} as hipéteses 2) e 3) sdo
verificadas, e também nos da que n_(B(t)) = 0, onde B(t) é a restricio da derivada de I; no
instante ¢ ao nicleo ker(I¢|x,) = {0}. Portanto a funcao indice é constante numa vizinhanga
de t. Como I;|x, é ndo degenerado para todo t € [c,d], entdo o corolario 5.1.1 implica que a

fun¢ao indice nao tem saltos.
Q.E.D.

Relembre da defini¢dao 5.1.2 para o seguinte lema.

Lema 6.2.6. Suponha que ty € (a,b] é instante focal do Sistema Simplético Reduzido As-
sociado, em particular Ky, N Gy, # {0V e fize Vo, Wy € Kyy NGy, C ker(ff()]@ ). Sejam
V. W: (a,b] — H* curvas de classe C* tais que Vi, W, € Ki vt e (a,b], e Sa(z)fisfazendo
‘720 = VO,Wt = WO. Entao

d J
%‘tm‘/o (If(vta Wt)) = g(%(to)v Wo/(to))a (629)
onde Vo = Oy, (Vo), Wy = &y, (Wh).

Demonstragao: Como o lado esquerdo nao depende das curvas V, W considere a

seguinte escolha:

Pelo lema 6.2.1 podemos escrever

Vo(s) =D ui(s)Yi(s), Wols) =D wi(s)Yi(s), s€ la,to], (6.30)

=1 =1

onde v = (vy,...,U0), w = (wy, ..., wy) sdo solugdes do Sistema Simplético Reduzido Associado
definidas no intervalo [a, to], em particular sao de classe C%. Como o sistema estd definido em
todo o intervalo [a, b], entdo podemos estender v e w ao intervalo [a, b] e definir, para cada
t € [a,b],

k
Tis) = S ui()Yils),  Wils) = S wils)¥ils), s € [a, 1.

; i=1
Em outras palavras, V; é a restricdo, ou extensao, de Vj ao intervalo [a,t]. O mesmo para W,

Claramente V;, W, € K?. Entdao considere V; = (1)), W, = ®~1(W,) € H* e obviamente sio

de classe C! na varidvel ¢t. Assim podemos calcular:
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Do (B0 ) = oy (V) =
o ([ 976), W) + (R Tils), Wil +
QA1) Wi(t)) - S(Vi(a). 7@) -

9(Vo(to), Wy (t ))+9(R(to)%(t0),wo(t0))+
[ 0S8 T (5) + 0R) L o). Wy ) s+

/tog dt't Wi (s ))+9(R(5>%0(S)7%h:tth(S))ds_‘_

=0 =0

@(iltm%(t), Wo(to)) + ©(Vo(to), jtlttoV_Vt(t)).

A conclusao segue do fato de que os valores de Vi(s), Vi (s), Wi(s), W/(s) ndo depende de ¢

(sempre que estiverem definidos, isto é, s < t).

Q.E.D.

Corolario 6.2.7. Seja ty € (a,b] e suponha que Itﬁo ¢ nao degenerado em H?O. Tomando
B(t)=1I! eD, = K:, entdo a forma bilinear B'(ty), introduzida na definigio 5.1.2 é negativa
definida.

Demonstracio: Pela proposicao 6.2.6 temos que ker(B(ty)) = Ky, N Gy, Dados
Vo, Wo € K, NGy, € escrevendo como em (6.30) fica facil de ver que Vy(tg) = 0 = Wy(ty) =
Vi (to), W(to) € Dy,. Dai, como g é negativo definido em Dy, o lema anterior nos dé que
B'(ty) é negativo semi-definido. Para verificar que B'(ty) é nao degenerada basta observar
que, como V ¢ de classe C? e é solucao do Sistema Simplético Reduzido Associado (que é
homogéneo) tal que se anula em ty, se V € ker(B'(ty)) o lema anterior nos da que V'(ty) =0

e entdo V é identicamente nula.

Q.E.D.

Agora iremos determinar o valor inicial da fungdo indice.

Lema 6.2.7. A restricio da forma bilinear I, ao subespaco K, é representado por uma
pertubacdo compacta de um isomorfismo positivo de K,. Tal restricao € nao degenerada e seu

indice € igual ao indice de g|p.
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Demonstragao: A representacao de Z,| %, ¢ similar a proposicdo 6.2.7.

Escreva P = P, ¢ P_, onde g ¢é positiva definida em P, e negativa definida em P_.

Agora considere os seguinte subespacos de K,:

€ ’ V(CL) € P+}>
€ Ko|V(a) € P_,V(b) =0,V & funcao afim }.

Afirmagio 1: K, = l€+ ®K_.

Demonstracio da Afirmacio: Se V € I€+ NK_, entdo V é uma funcao afim tal que
V(a) = 0 = V(b) e portanto é identicamente nula. Agora suponha que V € K, ¢ escreva
V(a) = Vi(a) + V_(a), onde V. (a) € Py e V_(a) € P_. Defina W [a,b] — R™ por

S —an~

b— aV_(a)

A

W(s)=V_(a) —

(em particular dim(K,) = dim(P_)). Obviamente que W € K, e que V — W € K.

Q.E.D.

Para préxima Afirmagao precisaremos o seguinte lema de carater geral.

Lema 6.2.8. Seja r um produto interno no R" e z: [a,b] — R™ uma funcdo integravel. entdo
b b b
(2[00 [ rz2),
a a a
e a igualdade ocorre se, e somente se, z for constante q.t.p.

Demonstracao: Escrevendo a integral de z como uma limite de somas, ff z =

lim,, Y iep, 2n,iln,i, onde Ycp A, ; = (b—a), temos que

IN

/ / = hm ( Y DA (2m g, 2ni)

JEPy, i€P,

hIIl ( Z A A \/ ij>Zm] \/T(Zn,ia Zn,i) =

JEP i€Py
hm Z T (Zmjs Zmj) A hm Z VT (Znis 2ni) i | =
]er i€EPy,

(/ \/7) (b—a /abr(z,z),

onde a primeira desigualdade seque da desigualdade de Cauchy-Schwarz e a tiltima desigualdade

segue de (6.15).



Capitulo 6. O TEOREMA DO INDICE DE MORSE 84

Q.E.D.

Afirmagio 2: T, é positivo definido em K, e negativo definido em K_.

Demonstragio da Afirmacao: Dados Vo, Wy € P_, sejam V. W € K, definidos por
V(s) = Vo — =2V e W(s) = Wy — :=2W,. Dal,
PN b .
LV.W) = (b—a) [ g0, W)ds =
b —1 -1 PN
(b— a)/ 9G—Vo, T —Wo)ds = g(Vo, o).
Esta igualdade mostra que Z, é negativa definida em K_.

Agora suponha que Ve I€+. Seja m,: R — D, a projecao g-ortogonal sobre D, e

defina a forma bilinear r, definida em R™ dada por

Ta(7,y) = g(2,y) — 29(7a (), Ta(y))-

Observe que 7, é positiva definida e que g(z,y) = ro(z, y)—2r4(7.(z), 74 (y)) (ver demonstragao
da proposicao 6.2.7). Assim,
NN b A N
LV, V) = (b—a) (/ V', V")ds — 2 "ra To(V a(v’))d5>.

A primeira integral serd estimada pelo lema anterior, a segunda integral pode ser calculada
como se segue. Como D, C R"™ é negativa maximal, g é ndo degenerada e {Yi(a),...,Ys(a)} é
base ortogonal para D,, podemos completar esta ultima a uma base ortogonal do R", digamos
{Zy =Yi(a),..., Zx = Yi(a), Zks1, ..., Zy}. Com isso, escrevendo V= >, v;Z;, obtemos

que
k

k
77@(‘7) = ZviZi; WG(V/) = ZU;ZZ
i=1 i

Também
k
TFo(Ta(V'), (V') = —g(ma(V"), ma (V")) Zvlg V'), Zi) = =Y vig(V', Z

Como, para cada i = 1,....k, g(V', Z;) = (g(V, Z;))" é constante (ver (6.26)), entdo podemos
escreve-la como

(V/ 7. ) (V(b) Z{)) — z(v(a)> Zz) _ _g(z/iazla Zz) _ _g(ﬂ-ab(‘i(Z))a Zz) )

Portanto, a segunda integral vale

[ a0 (05 = 3 LT OLZD g,

S gl V@). Z) o om0, 7V (@)
b—a ‘ '

.
[y

=1
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Portanto

[T+ 29V (@) V(@) =
ra(V(a), V() = 2ra(ma(V (@), 7V () = 9(V(a), V(@) 2 0.

cuja a igualdade entre o primeiro e o ultimo termo ocorre se, e somente se, V' for uma funcao

afim com V(a) = 0 = V(b), e consequentemente V ¢ identicamente nula.
Q.E.D.
As afirmacoes 1 e 2 mostram o lema.

Q.E.D.

Corolério 6.2.8. Parat € (a,b] suficientemente prézimo de a, vale que i(t) = n_(g|p).
Demonstragao: Segue diretamente dos lemas 6.2.7 e 5.1.1.

Q.E.D.

6.2.4 Demonstraciao do Teorema 6.2.2

Primeiro vamos considerar o caso em que R é de classe C! e existem apenas um
numero finito de instantes P-focais do sistema Morse-Sturm e que ¢ = b nao é instante focal
do Sistema Simplético Reduzido Associado. Pelo corolario 6.1.1 o nimero de instantes focais
do Sistema Simplético Reduzido Associado. Do coroléario 6.2.6, a fungao i(t) é constante
por partes com saltos nos instantes focais do Sistema Simplético Reduzido Associado ou do

sistema Morse-Sturm.

Seja ty € (a,b) um instante focal do Sistema Simplético Reduzido Associado ou do
sistema Morse-Sturm. Escolha um Lagrangiano L, de (R” & (R")*;w) que seja transversal
a ambos ((t) e Ly = {0} @ (R™)* e considere a forma Indice estendida I}, para t numa
vizinhanca de tg, definida em 6.2.3 correspondente a escolha da forma bilinear simétrica
© = ¢r, 1L,(L*), onde Ly = R" & {0}.

Afirmagdo: Com tal escolha, If ¢ nao degenerada em H?, para todo ¢ numa vizinhanga de .

Demonstragdo da afirmagao: Temos que

O(J(t)) = —g(J'(t), VYJe Ker(I}).
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Lembrando que © = ¢r,, 1, (L) = w(T(+),-), onde T': Ly — Ly é tal que Grafy,,(T) = L.,

temos que para w = (w,0) € Ly,
O(J(t), w) = w((0,T(J(1)), (w,0)) = =T(J(t))(w).
Portanto,
J € ker(If) < T(J(t)) = g(J'(t)).

Dai se existe J € ker(If)) C |, ndo nulo, em particular J(ty) # 0, teremos que
((to) 3 (J(to), g7 (to)) = (J(to), T(J(to))) € L,

o que contraria a escolha de L,. Portanto k:er(]fo) = {0}. Por continuidade, para t suficiente-

mente proximo de to,
T(®) #9(J'(1), VJ € |,

o que implica que ker(I7) = {0}.
Q.E.D.

Da proposicao 6.2.8 temos que, para t # t, suficientemente proximo ¢y,

i(t) = n-(Llx,) = n-(I|s) = n (o (L) = P e (€(1))- (6.31)

Para conhecer o salto da funcao indice através t; basta conhecer o salto de cada parcela
do lado direito da igualdade anterior. Pela proposicao 6.2.7 e pelo corolario 6.2.7 podemos
aplicar o corolario 5.1.1, e assim temos temos que o salta da func¢ao n_ (If\ IC§> através de
ty é dim(Ky, N Gy, ). Ja& a proposicao 2.4.2 e observacao 2.4.1 nos dizem que o salto de
(L, Lo (L) — dr, 1, (€(2))) através de to é —pry(l]fo—c tote]), Para € > 0 suficientemente

pequeno.

Portanto

i(b) =n_(Ilx) =n_(glp)+ > dim(Ks N Gy) + pir,(£).

to€(a,b)
O coroldrio 6.2.2 nos da que Yy ¢ (qp) dim(Kiy, N Gyy) = ny(I]g).

Agora considere o caso no qual R é de classe C° e que t = b nao ¢ instante focal do
Sistema Simplético Reduzido Associado. Considere uma sequéncia R,,: [a,b] — L(R"), m € N,
de curvas analiticas a valores nos endomorfismos g-simétricos tal que R,, — R uniformemente
no intervalo [a, b]. Seja I,,, a Forma Indice e K,, como em 6.8 para o Sistema Morse-Sturm
relativo a R,,. Pela igualdade em (6.10) é facil ver que I,,, — I em Byy,,,(H;R).

Afirmacao 2: IC,, — K no sentido da proposicao 5.1.2
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Demonstragio da Afirmagdo: Da proposi¢ao 4.3.1 temos que t = b nao é instante
(P, S)-focal do Sistema Simplético Reduzido Associado a quadrupla (g, R, P, S), para m
suficientemente grande, uma vez que a matriz dos coeficientes do Sistema Simplético Reduzido
Associado a quadrupla (g, R,,, P, S) converge uniformemente para a matriz dos coeficientes
do Sistema Simplético Reduzido Associado a quadrupla (g, R, P, S) (ver equagao (6.12)). Dali,
pelos coroléario 6.2.1 e 6.2.5 segue que g o F;,, é sobrejetiva, para m suficientemente grande.
Também, pela formula (6.14), segue que Fy, — F em L(H*; L?([a, b]; R¥)).

Q.E.D.

A Afirmagao 2 junto coma proposicao 6.2.7 nos permite aplicar a proposicao 5.1.2 e assim
n_(Inlk,) = n_(I|x), para m suficientemente grande. Da mesma forma, temos que para
m suficientemente grande vale n (I,,|g) = n4(I|g) (ver coroldrio 6.2.3). A proposicao 4.3.1

conclui a demonstragao desse caso.

O caso geral no qual t = b pode ser instante focal do Sistema Simplético Reduzido
Associado segue do fato de que n_(1;|g,) e i(t) sdo continua a esquerda de t = b. A continuidade
a esquerda de n_(I;|g,) segue do corolario 6.1.1. Para i(t) segue da formula (6.31), uma vez
que t = b nao ¢ instante (P, S)-focal do sistema Morse-Sturm e para n_([tﬁw) segue da

proposicao 5.1.3 junto com o corolario 6.2.7.

Q.E.D.

6.2.5 Mais uma generalizacao

O teorema 6.2.1 pode ser generalizado para o caso em que se permite variagao por

geodésicas com o ponto final variando numa subvariedade.

Suponha que exista uma subvariedade N' C M tal que v(b) € N e +/(b) € T, i,y N*.

Definimos a Forma Indice

b
1PNV, W) = [ g(DV, D) + g(R(Y, V)Y, Wt +

a

Sy (V(0), W (b)) = 85y (V(a), W (a)),

~

no espago 7—[7;’/\/ dos campos vetorias ao longo de 7, de regularidade H!-sobolev, que comecam

tangentes a P e terminam tangentes a A'. Em analogia a ICEP defina

Klpn ={V e H N g(V'. ;) € H'(la, B R),
gV Y) = g(V.Y]) + g(R(Y, V)Y, Yi),i=1,... . k}.
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Se y(b) nao por P-focal podemos definir o seguinte endomorfismo de 7'M dado por
G(IB) = DJIB), TeS

Note que pelo lema 3.1.1, ¢, é g-simétrica e também denotaremos por ¢, a seguinte forma

bilinear simétrica
G (J1(D), J2(b)) = g(J1(b), Dy Ja(D)),
definida em T’ ) M.

Teorema 6.2.3. Sobre as hipéteses do teorema 6.2.1, supondo também que exite uma subva-
riedade N tal que v(b) € N e v'(b) € T,y N*. Entao

iMaleU<’7) = n—<If’N’IC$7,Y ) - n+< ’9D> —n- <Q|T (a)P) - n—(SwA[(b) + C7|T7(b)/\f)

Demonstracao: Defina Sy = {J € S| J(b) € T,,»N'}. Lembre que v(b) néo ser
ponto P-focal significa que I(b) = T M.
Afirmagdo: Vale a decomposigdo I7*V-ortogonal KPp v = K2 @ Sy

Demonstragao da Afirmagdao: Dado V € ICQP,N, existe J € Sy tal que J(b) = V(D). E
obvioque W =V — J € /CD77 Como 7(b) ndo um ponto P-focal, temos que IC?73 NSy = {0}.

Também,

b
PN = [ g(Du DIW) + 9RO, ) Wt +

Sy (J(0), W (b)) = 8D, (J (a), W(a)) =
[ S g(peswn - Ma)(J(a),W(a)):
(J(a), W(a)) =

d
—g(DyJ(a), W(a)) — a) J(a
9(S)y(J(a), W(a)) — SP (@(J(@),W(a)) =0,

pois DyJ(a) + 8%y (J(a)) € Ty P
Q.E.D.

PN — PN PN o ; PN —

Portanto n_ (I} |’C~17,79,N) =n_(I] "Cﬁp) +n_(I7"|gy). E obvio que I] ],C%) =

If | kP, © assim podemos aplicar o teorema 6.2.1 para esse indice. Para o outro indice, sejam
v

J1, Jo € Sy e por integracao por partes

IZ,D’N(Jl,Jﬁ = g(DiJi(b), (b)) + S (b)(J (b), J2(b)) =

!

G (1(0), o (D)) + S (J1.(B), o (D)

Logo n_(I7"Ns,) = n-(Glrym+ 8 (b)) uma vez que Sy 3 J — J(b) € Typ»N é um

isomorfismo.
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Q.E.D.
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APENDICE A - REGULARIDADE NO
CALCULO VARIACIONAL

Neste Apéndice iremos tratar da regularidade de minimos de funcionais sobre o espaco
das fungoes Absolutamente Continuas. As referénces para este apendice sao [16], capitulo 1

seccao 3, e [24], capitulo 1.

Lembre que o conjunto das fungoes f: [a, b] — R™ Absolutamente Continuas, denotado
por AC([a,b]; R™), é formado pelas fungdes continuas tais que f’(t) existe q.t.p t € [a,b] e é

um numero real. Tais funcoes satisfazem
to
f(t2) = f(t) = A fi(t)dt, Yty ts € [a,b].
1

Dado uma fungao F': [a, b] x R" xR™ (F(t, u, p)) continua, podemos definir um funcional
(ndo necessariamente linear) A: AC([a,b];R") — R dado por

Ay = [ G 50), £t

Afim de encontrar os extremos locais de A, no caso em que F ¢ de classe C!' com respeito a u
e p, definimos a Primeira Variagdo A em f € AC([a, b]; R™) na diregao de n € ACy([a, b]; R™)

por

TlomoA(f 1) = [ Bt S0, £O)00) + B, S0, 50 (.

dA =—
(fim) = |
Se f € AC([a,b]; R™) é um extremo de A, entao

0A(f.n) =0, Vn € ACy([a,b];R"). (A.1)

Definicdo A.0.1. e Dizemos que f € C'([a,b];R") é um Cl-extremo fraco de A se
satisfaz (A.1).

e Dizemos que uma fungdo de Lipschitz f € AC([a,b]; R™) é um L-extremo fraco de A se
satisfaz (A.1).

E bem conhecido o seguinte fato sobre extremos de funcionais, cuja demonstracao sera

omitida.
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Teorema A.0.1. (Equacdio de Euler-Lagrange) Suponha que F(t,u,p) é de classe C' com
respeito a u e p, e seja f um AC-extremo fraco de A. Entdo, para quase todo ponto t € [a,b]

vale
in(t, f(@), /(1) = Fu(t, f(1), (1)) (A.2)

Proposic¢ao A.0.1. Suponha que F, € de classe C* em [a,b] x R" xR™. Seja f um C*-extremo
fraco de A e suponha que a matriz Hessiana F,,(t, f(t), f'(t)) € inversivel para todo t € [a,b].
Entdo f € de classe C* em [a,b].

Demonstragao: Segue de (A.2) que, para todo ¢ € [a, b],

Fyft £, £1(0) =+ [ Fils, £(5). £/(5))ds (A3)

para alguma constante ¢ € R™. A principio temos que f’ é apenas continua e isto implica que
alt) =+ /at Fu(s, f(s), f'(s))ds (A4)

é de classe C*. Em particular
Fo(t, f(t), f'(t)) —a(t) =0, Vte [a,b] (A.5)

Defina G(t,p) = F,(t, f(t),p) — a(t), para (¢,p) € [a,b] x R™. Observe que G é de classe C* e
além disso, como G,(t,p) = F,(t, f(t),p), satistaz

det(Gy(t, f'(t))) #0, Vt € [a,b]

. Portanto podemos aplicar o Teorema da Fungao Implicita que nos dé que, para cada ty € [a, b]

podemos definir p(t), para ¢t numa vizinhanga suficientemente pequena de ¢, de modo que

G(t,p(t)) = 07 p<t0) - f/(tO)'

Além disso, p é tnica e é de classe C'. Por unicidade, p = f’ nessa vizinhanca, e portanto f é

de classe C?.

Q.E.D.

Proposi¢ao A.0.2. Suponha que F, é de classe C' em [a,b] x R" x R™ e que a matriz
Hessiana F,,(t,u,p) € inversivel para todo (t,u,p) € [a,b] x R" x R™. Seja f um L-extremo
fraco de A. Entdo f é de classe C? em [a,b].
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Demonstragao: Considere o mapa ¢: [a,b] x R™ x R" — [a,b] x R™ x R™, dado por

¢(t,u,p) = (t,u, Fy(t, z,p)).

Denotaremos o(t) = (¢, f(t), f'(t)) e B(t) = Fy(o(t)), Vt € [a, b]. Pela equagao (A.3) temos

que

o(a(t)) = (t, f(t),a(t)), para q.t.p.t€ [a,bl, (A.6)

onde a(t) é como definida em (A.4) e nesse caso é apenas continua. O mapa ¢ ¢ um

difeomorfismo local uma vez que

Fo

10
00 F

pp
Agora fixe ty € (a,b) e seja U C [a,b] x R™ x R" um fechado tal que (to, f(to), f'(to)) € int(U)
et :=¢ly: U— ¢(U) é um difeomorfismo. Podemos supor que U = [ay, by] X €1 x sy, com
1, Qy C R™ fechados. Sendo f uma func¢ao de Lipschitz, existem N C [a1,b1] de medida nula

tal que e um numero real k > 0 tais que
If'(t)] <k, te(a,b)\N. (A7)

Seja K = {¢(t,u,p)| (t,u,p) € U,||p|| < k}. De (A.6) e (A.7) temos que (¢, f(t),a(t)) €
K, V¥t € [a1,b;]\N. Sendo K fechado e « continua, temos que (¢, f(t), a(t)) € K,Vt € [a1, by].
Portanto ¢~ *((¢, f(¢),a(t))) € U,Vt € [a1,b] e também é continua em t € [ay,b]. Mais
precisamente,

T (1), at) = (¢, f(1), 9(1)),
para alguma fungao continua ¢ definida em [a, b1]. Dai, novamente por (A.6), temos que f'(t)
coindice, para q.t.p. t € [a, b], com a fung¢do continua g. Sendo f absolutamente continua,

temos que
t t
1t = fla) + [ s)ds = fla) + [ gls)ds.
Logo, pela arbitrariedade de tg, f é na verdade de classe C'. Aplicando a proposicao A.0.1

segue que f é de classe 2.
Q.E.D.

Agora suponha que F é de classe C? com respeito a u e p e suponha que exista

f € AC([a, b]; R™) um C'-extremo fraco de A. Definimos a Segunda Variacdo de A em f na
diregao de n € ACy([a, b]; R™) por

P2

PA(fm) = S5 ls=0A(f + sn). (A8)
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Mais precisamente (e omitindo os argumentos ébvios das fungoes)

b
SA(f,m) = / 0" Epn + 20" Fpun + 0" Fundt.

Considere o seguinte funcional auxiliar

onde

G<tv uap) = pTFPP(tv f(t)a f/(t))p + QUTFpu(t7 f(t)7 f/<t))p +
u" Fu(t, f@), f()u

e n € AC([a,b];R™). Observe que Q(n) = §?A(f,n) > 0 (o lado direito de (A.8) continua
fazendo sentido quando n € AC([a, b]; R™)).

Proposigdo A.0.3. Suponha que F,, e F,, sejam de classe C*, e também suponha que
F,u(t, f(t), f'(t)) € invertivel para todo t € [a,b], onde f é um C'-extremo fraco de A. Seja n

um L-extremo fraco de Q. Entdo n de classe C?.

Demonstragao: Observe que Gy, (t,u,p) = F,,(t, f(t), f'(t)) é inversivel para todo
(t,u,p) € [a,b] x R™ x R™. Portanto estamos nas hipdteses da proposigao A.0.2 para @ e 7.
Logo n é de classe C?.

Q.E.D.
Observagao A.0.1. Observe que 0Q(n,§) = HessA(f)(n,€), assim dizer que 6Q(n,&) =
0,V¢ € ACy([a,b]; R™) significa que n € ker(HessA(f)).

A Forma Indice de um Sistema Simplético (ver definicio 4.1.3) pode ser visto como a

Hessitana de wm problema variacional. Para ver isto basta considerar
F(t,u,p) = p'B(t)™'p

1 _ _

Sut (AW B() ™ + B(t) " A(t)p

TAWTB@)TAt) + C(t))u.

+ +
IS )

(A.9)

E facil ver que f(t) =0 é um C'-extremo frico para este problema variacional e sua Hessiana

sobre f conincide com a Forma Incide Ix



