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RESUMO

Estudamos o problema de Cauchy para o sistema de equacdes que modelam o movimento
de um fluido magneto-micropolar incompressivel 3D. Tais equacdes representam uma gene-
ralizacdo do cldsico modelo de Navier-Stokes e descrevem o comportamento de fluidos com
microparticulas levando-se em consideracao a presenga de um campo magnético. Elas descre-
vem fendmenos vindo de vérios fluidos, tais como sangue humano e de animais, suspensaoes
poleméricas, cristais liquidos, librificantes, ferrofluidos, entre outros. Neste trabalho, em um
primeiro momento, através de estimativas de energia, obtivemos a existéncia e unicidade de uma
solugdo forte local do problema em questdo. Em seguida, impondo uma condi¢do de pequenez
sobre os dados iniciais, mostramos que a solugdo forte existe globalmente. Em um segundo
momento, obtivemos, via o0 método de decomposicao de Fourier (Fourier splitting method), taxas
de decaimento temporal para as solucdes fracas deste sistema. Por fim, através de um argumento
mais direto (método da representacao integral ou principio de Duhamel), melhoramos a taxa de

decaimento para a velocidade micro-rotacional.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais parciais. Fluidos magneto-micropolares. Método de

decomposicdo de Fourier. Solugdo forte. Solucao fraca. Taxas de decaimento.



ABSTRACT

We study the Cauchy problem for the system of equations that model the motion of a
3D incompressible magneto-micropolar fluid. Such equations represent a generalization of the
classic Navier-Stokes model and describe the behavior of fluids with microparticles taking into
account the presence of a magnetic field. They describe phenomena coming from various fluids,
such as human and animal blood, polymeric suspensions, liquid crystals, lubricants, ferrofluids,
among others. In this work, initially, using energy estimates, we obtained the existence and
uniqueness of a local strong solution of the problem in question. Next, by imposing a smallness
condition on the initial data, we prove that the strong solution exists globally. In a second moment,
using the Fourier splitting method, we obtained temporal decay rates for weak solutions of this
system. Finally, using a more direct argument (integral representation method or Duhamel’s

principle), we improved the decay rate to the micro-rotational velocity.

Keywords: Partial differential equations. Magneto-micropolar fluids. Fourier splitting method.

Strong solution. Weak solution. Decay rates.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos fluidos micropolares (também conhecidos como fluidos assimétricos) foi
estudada primeiramente pelo engenheiro turco-estadunidense Ahmed C. Eringen em 1966 no
seu trabalho intitulado Theory of Micropolar Fluids (veja [1]). As equacgdes destes fluidos
representam uma generalizacdo bem fundamentada das cldssicas equacoes de Navier-Stokes para
fluidos newtonianos, levando-se em consideragdo a presenca de microparticulas imersas no fluido.
Elas descrevem o comportamento de alguns fluidos complexos, tais como o sangue (humano e
animal), cristais liquidos, lubrificantes, entre outros. Se, além da micro-rotacio, considerarmos o
efeito do campo magnético induzido no movimento do fluido, obtemos o sistema de equagdes

denominado de fluidos magneto-micropolares, a saber

;

w+ (u-V)u— (n+ x)Au+ Vp = yrotw +rotb x b+ f,
w; + (v - V)w — yAw — kV(divw) + 2yw = xrotu + g,
b, — vAb =rot (u x b),

divu =divb = 0.

(MMP)

\

Este sistema descreve o movimento de um fluido magneto-micropolar incompressivel em todo o
espago R? durante um intervalo de tempo [0, T), com 0 < T' < oo. Aqui, u(x,t) € R? denota
o campo de velocidade incompressivel, p(x,t) € R € a pressdo hidrostética, w(x,t) € R?
descreve a velocidade micro-rotacional e b(x,t) € R?® é o campo magnético. As constantes
positivas u, X, v, k € v estdo associadas a propriedades do fluido. Mais especificamente, p € a
viscosidade cinemitica, x € a viscosidade do vortice, v e k sdo as viscosidades de rotagdo e 1/v
¢ o nimero magnético de Reynolds (v também € conhecida como difusividade magnética). Além
disso, f(x,t), g(x,t) € R3 sdo forcas externas dadas. Como o produto vetorial da densidade de

corrente rot b pelo campo magnético b é dado por

rotb x b= (b-V)b— V(|b]?/2)

rot(u xb) = (b-V)u — (u-V)b+div(b)u — div(u)b,

reescrevemos o sistema (MMP) da seguinte maneira:

( 1

u + (u- V)u — (u+x)Au+V<p+§|bl2) = (b-V)b+ xrotw + f,

w; + (v V)w — yAw — kV(divw) + 2yw = xrotu + g, (1.1)
bi+ (u-V)b—vAb=(b-V)u,

divu =divb = 0.
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A fungio |b|?/2 é chamada de pressdo magnética. Assim, denotamos por P := p + |b|*/2 a
pressdo total do fluido. Complementamos o sistema (1.1) com condi¢des de Dirichlet homogéneas
no infinito, i.e.,

lim (u(x,t),w(x,t),b(x,t)) =(0,0,0), Vit>0,

|| =00

e com condig¢des iniciais dadas ug, wy € by, ou seja,
u(@,0) = up(x), w(@,0)=w(@), blx,0)=by(z), « ek

Os dados iniciais para os campos velocidade e magnético satisfazem div uy = divby = 0.

Observe que o sistema (1.1) inclui, como caso particular, as cldssicas equagdes de
Navier-Stokes (w = b = g = 0 e x = 0), as equagdes da magneto-hidrodindmica (MHD, i.e.,

w =g = 0e x = 0) e as equacdes micropolares (b = 0).

Os simbolos A, V, rot e div denotam, respectivamente, os operadores laplaciano, gra-
diente, rotacional e divergente; u;, w; e b, sdo as derivadas com rela¢do ao tempo de w, w e b,
respectivamente. A i-esima componente de (u - V)v e (b - V)wv, sdo dadas, respectivamente, por
3 3
8% 81]1'

(- V)v]; = Z“ja_xj e [(b-V)vli= ija_a;j'

J=1 Jj=1

Existem muitos resultados de existéncia, unicidade e regularidade de solucdo para

problemas relacionados a fluidos micropolares (veja, por exemplo, as referéncias [1-20]).

Com respeito as equagdes da magneto-hidrodinamica, vale ressaltar que no artigo [21],
J. Wu estabeleceu critérios de regularidade globais para as solu¢des das equacdoes MHD 3D.
Um dos critérios foi o seguinte: se a solu¢do (u, b) das equagdes MHD com dados iniciais

(ug, by) € H® x H®, com s > 3, satisfaz a condi¢@o
Vu, Vb e L* (0,T; L*(R?))

entdo a solugdo (u, b) permanece suave sobre [0, 7']. No Capitulo 3, nos inspiramos nesse critério

a fim de estudar as solugdes globais do problema (1.1).

A seguir, faremos uma breve exposi¢ao de alguns trabalhos conhecidos sobre o sistema

magneto-micropolar.

Com relacdo ao problema (1.1), no artigo [22], Ahmadi e Shahinpoor estudaram a
estabilidade das solu¢des. Em 1998, Rojas-Medar e Boldrini [23] estudaram a existéncia de
solugdes fracas para o sistema (1.1) considerando dominios limitados em R? e R3. Ademais,
no caso 2D, eles provaram a unicidade da solucao fraca. Em [24], Guterres et. al. provaram,
para as solugdes globais de Leray, que ||(u, w, b)(-, )| L2(rn) — 0 com dados iniciais em
LQ(]R"), onde n = 2 ou 3. Eles mostraram, também, um decaimento mais rdpido para a

velocidade micro-rotacional. A saber, [|w(-,t)||f2@n = o(t™'/?). No trabalho [25], Braz e
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Silva et. al obtiveram um resultado de decaimento exponencial em um dominio limitado com
fronteira C* compacta. Em [26], Ortega-Torres e Rojas-Medar, utilizando argumentos de Serrin,
demonstraram a unicidade da solucdo fraca. No artigo [27], usando o método espectral de
Galerkin, Rojas-Medar provou a existéncia e a unicidade local de solugdes fortes. Em 1999,
Ortega-Torres e Rojas-Medar [28] provaram, em um dominio limitado tridimensional, um
resultado sobre existéncia global no tempo de solucdes fortes assumindo que os dados iniciais
sdo pequenos e que as forcas externas decaem com o tempo. Por sua vez, no artigo [29], Ortega-
Torres e colaboradores obtiveram estimativas de erro, uniformes no tempo, 6timas nas normas

H"' e L? para a velocidade, a micro-rotacio e o campo magnético.

Nesta tese estudamos, primeiramente, a existéncia e unicidade de soluc¢do forte global
para o sistema de equagdes (1.1). Tais resultados foram basedos nos trabalhos de Cruz [16], para
as equacdes dos fluidos micropolares 3D, e Zhong [30], para as equagdes de Navier-Stokes com

amortecimento (damping).

Em um segundo momento, estabelecemos uma taxa de decaimento algébrica na norma
L? para as solugdes fracas do problema (1.1). Para este fim, comegamos aplicando o método de
decomposi¢do de Fourier (“Fourier splitting method”), e, em seguida, através de um argumento
direto usando o principio de Duhamel, provamos que a velocidade micro-rotacional decai mais
rapidamente. Neste caso, obtivemos os mesmos resultados de [15], onde os autores consideraram
as equagdes micropolares. A motivacdo para este estudo data de 1934 quando Jean Leray propds
o problema de provar que as solugdes fracas das equacdes de Navier-Stokes decaem para zero,
em L?, quando o tempo ¢ tende ao infinito (veja [31]), ou seja, provar que

lim (-, 1) 2y = 0.
Em 1984, [32] provou o problema de Leray usando estimativas de semigrupo. Tosio Kato em [32]
provou que
lim #37a(-, £) — ]| 2gus) = 0.

para cada € > 0. Michael Wiegner [33] provou esse problema em 1987, para e = 0. Em 1984,
Kyuya Masuda [34] introduziu de forma rudimentar a técnica agora conhecida como método de
decomposicao de Fourier. Em 1985, Maria Schonbek em [35] aperfeicoou essa técnica na qual
foi aplicada pela primeira vez no contexto das leis de conservagdo parabdlica [36]. Tal técnica
consiste em dividir a regido de integracdo sobre o espaco em dois dominios dependentes do
tempo. Vale ressaltar que no artigo [37], utilizando o método de decomposi¢ao de Fourier, os
autores obtiveram taxas de decaimento para a solugao fraca do problema (1.1) quando f = g = 0.
Aqui no nosso trabalho, além de considerarmos os casos em que as forcas externas ndo sao
necessariamente nulas, também provamos que a velocidade angular w decai mais rapidamente

que os campos u € b.

Neste trabalho, os resultados estdo organizados do seguinte modo. No Capitulo 2, apre-

sentamos alguns conceitos importantes de espaco de funcdes, em particular, os espacos de
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Lebesgue LP e os espacos de Sobolev W"™P bem como algumas desigualdades nesses espacos.

Em seguida, apresentamos alguns resultados importantes utilizados no decorrer da tese.

No Capitulo 3 estudamos a existéncia e unicidade de solucao forte global do sistema
(1.1),considerando as for¢as externas nulas. Primeiramente, baseado em estimativas de energia,
mostramos a existéncia e unicidade de solucdo forte local para o problema em questdao. Apds

isso, provamos que de fato a solucdo € global.

No Capitulo 4 estabelecemos formalmente as taxas de decaimento temporal para as

solucdes fracas do sistema (1.1).

Por fim, no Capitulo 5 obtivemos os mesmos resultados do Capitulo 4, entretanto,

utilizamos argumentos rigorosos através de funcdes regularizantes (mollifiers).
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2 PRELIMINARES

Iniciamos nosso trabalho introduzindo alguns conceitos e resultados auxiliares usados
nesta tese. Para mais informacdes, veja [38], [39], [40], [41], [42] e [43]. Fun¢des com valores
em R™, bem como seus espagos e pontos, sdo representados com letras em negrito. No que

segue, denotaremos por 2 um subconjunto aberto do R”.

2.1 Espacos funcionais

Definicio 2.1. Seja o = (v, -+ , ) € N™ um multi-indice. Denotamos por D o operador

diferencial de ordem
lal = a3+ + ap,
isto é,

olal

T 920 - Ogon

Definicao 2.2. Seja u : 2 — R uma fungdo continua. O suporte de u é o conjunto

DOC

suppu = {x € Q; u(x) # 0}.

Definicao 2.3. O espaco vetorial C§°(SY) consiste em todas as fun¢oes em C>()) que tem

suporte compacto em €.

Definicao 2.4. A sequéncia {¢,,}5°_, C C§°(Q2) se diz convergente para zero se as seguintes

condigoes sdo satisfeitas:
i. Existe um conjunto compacto K tal que supp ¢,, C K, para todo m € N;
ii. Para cada oo € N", a sequéncia {D“(bm}:::l converge para zero uniformemente em K.

Para um dado ¢ € C§°(Q), dizemos que a sequéncia {¢,, }°_; C C° (L) converge para ¢ em

C(Q) se {dm — ¢}2°_, converge para zero no sentido acima.

Definicao 2.5. O espago vetorial C§°(S2) equipado com essa nogdo de convergéncia é denotado

por D(Q) e é conhecido como espago das fungdes testes em Q.

Definicao 2.6. Uma distribuicdao em $) é um funcional linear continuo T : D(2) — R.
2.1.1 Os espagos LP

Definicao 2.7. Seja u : 2 — R uma fungdo mensurdvel e 1 < p < co. Denotamos por LP(€)) o

espaco de Banach

LP(Q) = {u: Q — R;ué mensurdvel e ||ul|, < oo},
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onde

1/p
el ey = llully = ( [t da:) .

Observacio 2.8. Se p = 2, 0 espaco L*(Q0) é um espago de Hilbert com produto interno

(U, V) 12(0) = / u(x)v(x)de, u,v:Q— R
Q

Definicao 2.9. Uma fungdo u : 2 — R que é mensurdvel em () é dita essencialmente limitada

em ) se existe uma constante C' € R" tal que |u(x)| < C quase sempre (q.s.) em Q.

Observacao 2.10. Usamos a notagdo q.s. em ) para indicar que determinada propriedade é
vdlida para todo x € (), exceto, possivelmente, para algum x pertencente a algum subconjunto

de Q) com medida nula.

Definicao 2.11. Chama-se supremo essencial de u ao infimo do conjunto
{C eRY; |u(x)| < C gsem Q}
e denotamos por

sup ess |u(x)].
e

Definicio 2.12. Para uma fungdo mensurdvel u : Q) — R, denotamos por L>(2) o espago de

Banach
L®(Q) ={u:Q — R; uémensurdvel e ||u]| < 00},
onde

|ul| o) = ||ulle = Inf{C € RT; Ju(z)| < C g.s. em Q} = sup gss lu(x)].
xe

Definicdo 2.13. Seja 1 < p < oo. Dizemos que a fun¢do u : Q — R pertence a LY () se

loc

u|g € LP(QY) para todo compacto K C .

Lema 2.14 (Desigualdade generalizada de Young, [43]). Sejam a, b dois niimeros reais positivos.
Considere 1 < p,q < oo tais que p~' + g~ = 1 (ou seja, q é o expoente conjugado de p). Entdo,

para todo € > 0, temos

ab < eal + Cb?,
P 161_‘1.
pq
Lema 2.15 (Desigualdade de Young para convolug@o, [44]). Sejam u € LP(R™) e v € L1(R™).
Entdo [ vll, < llul, o]l onde 1 < p,g.r <ooep™ +qt=rt 1

onde C, =
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Lema 2.16 (Desigualdade generalizada de Holder, [45]). Sejam 1 < py,--- , pr < co. Assuma

que uy, - -+ ,uy Sao fungoes tais que, parai = 1,--- | k, tem-se

1. U; € Lpl(Q),

Dbi

k
Entaou = [ [us € L") e Jull, < T ] llw
i=1 =1

Em particular, temos o seguinte Lema

Lema 2.17 (Desigualdade de Holder, [45]). Sejam 1 < p,q < oo tais que p~* + ¢~ = 1. Se
u€ LP(Q) ev e LYQ), entdo uv € L' (Q) e

fwolls < fullpllvll,

Como consequencia da desigualdade de Holder, obtemos a desigualdade de interpolacao.

Lema 2.18 (Desigualdade de interpolagdo, [45]). Seja v € LP(Q)N L) com1 < p < q < 0.
Entdo, v € L"(Q) para todo r € [p,q| e

lull < Hlullpllellg™,

o 16 1-0
—=—+——, feo1]
r p q

Usando a desigualdade de Holder € possivel mostrar a desigualdade de Minkowski.
Lema 2.19 (Desigualdade de Minkowski, [45]). Sejam u,v € LP(S2) com 1 < p < oco. Entdo
lu +vllp < flullp + (o]l
2.1.2 Espacos de Bochner

Definicdo 2.20. Sejam 1 < p < 0o e X um espago de Banach com norma || - || x. Denotamos

por LP(0,T; X)) o conjunto das aplicagdes u : [0,T] — X fortemente mensurdveis com norma

T 1/p
fulworso = [ [uttffdr) - <oc

Definicdo 2.21. O espago L*>°(0,T'; X)) é definido como o conjunto das aplicagoes u : [0,T] —

X fortemente mensurdveis com norma

||| Lo (0,75 x) = supess ||u(t)||x < oo.
te[0,7
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Observacao 2.22. O espaco LP(0,T; X) é um espago de Banach com norma ||u||r»o,r,x),
paratodo1 < p < .

A seguir, enunciaremos dois resultados muito importantes.

Lema 2.23 (Lema 1.2, cap 3, [42]). Sejam V e H dois espagos de Hilbert e V' ¢ H' seus
respectivos duais, com'V.— H = H' — V', onde as injecées sdo continuas. Se a fungdo
u étal queuw € L*(0,T; V) e w; € L*(0,T; V'), entdo u é quase sempre igual a uma funcdo

continua de [0,T] em H e a igualdade

d
EHUIH2 = 2{uy, u)yr v

vale no sentido das distribui¢coes sobre (0,T).

Lema 2.24 (Aubin-Lions, Teorema 1.2, capitulo 3, [42]). Sejam Xy, X, X espacos de Banach
com X e X reflexivos. Suponha que as injecoes Xy — X — X sejam continuas, e que a

injecdo X o — X seja compacta. ParaT > 0 e ag, aq € [1, 0], seja
YV:i={ve L*"0,T;X,) tal que v, € L**(0,T; X 1)},
com norma definida por
[vlly == lvllLeoorixe) + 1Veller0.1:x0)-

Entdo, Y é um espaco de Banach e a inje¢do Y — L*(0,T; X ) é compacta.

2.1.3 Espacos de Sobolev

Definicdo 2.25. Sejam u,v € L} (Q) e a = (ay, - ,a,) € N* um milti-indice de ordem
la| = ay + - -+ + a,. Dizemos que v é uma derivada parcial fraca de u de ordem «, denotada
por

D% =,
se

w(x ) D (x) de = (—1) v(x)o(x) do
/Q<>D¢<>d (1) /<>¢<>d,

Q
para toda fungdo teste ¢ € C3°(2).

Definicio 2.26. Sejam 1 < p < 0o e m um niimero natural. O espaco de Sobolev WP ()
consiste em todas as distribuicdes u € D(Q) tal que u € LP(QY) e para cada multi-indice o
com |a| < m, a derivada D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(Q2). Se u € W™P(1Q),

definimos sua norma por

1/p

s i= | 32 [1Dmupdz| L 1<p<s,
Q

laf<m
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l|u||pmee = Z su%ess]Dau\.

laj<m

Observacdo 2.27. Sep = 2 e m € N, o espaco de Sobolev W™?(Q) é usualmente denotado
por H™(Q). Pode-se provar que H™()) é um espago de Hilbert com a norma associada ao

produto interno

(u,v) = Z (D" u, D*v),

|o|<m
onde (-,-) é o produto interno em L*(12).

Defini¢iio 2.28. Sejam 1 < p < co e m um inteiro positivo. O espago Wi () é o fecho de
Cs°(Q) em W™P(Q). Se p = 2, escrevemos HI"(Q) = W™2(Q).

Definicao 2.29. Sejam 1 < p < oo, 1 < q < oo tais que p' + ¢~ =1 em € N. O espaco

W="4(Q) é o dual topolégico de WP (Q). Se ¢ = 2, escrevemos H~™(Q) = W~"™2(Q).

Lema 2.30 (Lema 6.7, Cap. 6, [40]). Se Q é um subconjunto aberto e limitado de R3 e u €
L*(0,T; H}(Q)) N L>®(0,T, L*(Q)), entdo u € L*(0,T; L*(2)).

2.2 Resultados técnicos

Defini¢iio 2.31. Se u € L'(R"), definimos sua transformada de Fourier por
Flu}©) =1 = [ e ul@)de,  EeR
onde i* = —1.
Teorema 2.32 (Teorema de Plancherel). Se v € L'(R") N L*(R"), entdo u € L*(R") e

lll: = (27)"2 [[ullo. 2.1
Demonstragdo. Observe que se v € L'(R"), entdo v € L>°(R™). Com efeito,

/ e 8%y(x) dae

< e 8%y (x)| de
R”

(€] =

= lv(x)| de < oo.
Rn

Logo, se v, w € L'(R"), entdo v, w € L>(R"). Ademais, temos que

[ @) d@yde = [ o€ ule) e 2.2)



Capitulo 2. PRELIMINARES 18

Um cdlculo direto nos leva a seguinte identidade:

2
€]

n/2
/ pi&r—tlzl® g _ (%) / e ar Vit >0.

Logo, por (2.2), temos, para cada € > 0, que

/ (g)e dg = (f)m / ) w(@)e " da. 2.3)

€

Agora, sejau € L'(R") N L*(R") e considere a fun¢io v(x) := u(—x), onde u é o conjugado

complexo de u. Defina w € L'(R™) N C'(R™) da seguinte maneira:

w(y) = (2m)" (uxv)(y) = (270"/ u(z) v(y — x) de.

n

Temos, entdo, que

—

"(u*v)

w(g) = (2m) €3]
= (2n)" /n eit® /n u(y)v(x —y) dy de

— @20 / ) ( / Vg ) dw) dy
= ey [ )iy
= (2m)" u(&)v(€).
Assim, w € L>°(R™). Note que,
€)= [ e evul-a)do =T(e)

Logo, w = (2m)"[u|*. Como w €é continua, entdo

lim (z>n/2 /n w(m)e‘% dx = (2m)"w(0).

e—=0 \ ¢

Pela identidade (2.3), concluimos que

/ (€)d€ = (2m)"w(0).

Portanto,

N 1 N

P dg = s [ @€ de = w(0) = 20" [ ul@(-a)dw= 20" [ JuPde,
obtendo, assim, o resultado desejado. L]

Observacao 2.33. A identidade (2.1) também é conhecida como identidade de Parseval.
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Lema 2.34 (Desigualdade de Hausdorff-Young, Cap.V, [41]). Se ¢ € LI(R™), com 1 < ¢ < 2,

entdo
121l < Cllellg,

1 =1, para alguma constante C = C(q,r) € R™.

onde g~ +1r~
Lema 2.35 (Desigualdades de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo). Para todo v € H?*(R3), temos

1/2 1/2
Vol < ol *[I1D? )3 (2.4)

1/4 3/4
[0]loo < [Jv]l3™ ]| D v[[3*, (2.5)

Demonstragdo. A seguir, demonstraremos apenas a desigualdade (2.4). Usando a defini¢ao de

transformada de Fourier, o teorema de Plancherel e a desigualdade de Holder, obtemos
[Voll5 = (27T)3H@H3=(27T)3/ Vo (€)* de
R?)
_ -3 €12 dE = (27)3 215(6)2 d
) [ lierde = en [ IEREe)R de
= n) [ e leP E©ldg = n)° [ @) Do)l de
R3 R3
— [ (o i) (e 107ue)) &
RB

([ ireri)

< ([ )

= (e 4El) (@) 21D,

= [[vll2 [I1D* v]l2.

A demonstracao da desigualdade (2.5) pode ser encontrada em [46], pag. 51, Teorema 4.5.1 (veja
também o artigo [47]). O

Observacao 2.36. Como observado em [48], se uma desigualdade for satisfeita para fungoes
escalares u com uma constante K > 0, entdo ela também é vdlida para fungdes vetoriais u com

a mesma constante K do caso escalar.
Definicao 2.37. Uma funcdo K : R" X R™ — R é denominada um niicleo de Calderon-Zygmund
se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) |[K(z, y)| < (@ Fy)

_c
[l =yl

(i) 1K () — K (@,9)] + |K(@,y) - K(@,5)| <

|l — g+t

(x # y),

(iii) K(z,y) = —K(y, ),
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para alguma constante C € R,

Lema 2.38 (Teorema de Calder6n-Zygmund, [41]). Sejam u : R" — R uma fungdo e T um
operador integral singular, i.e.,
T(u)(x)= | K(z,y)u(y)dy,
]Rn
onde K é um niicleo de Calderon-Zygmund. Se u € LP(R™), com 1 < p < oo, entdo T (u) €
LP(R™) e
1T (W)l < Cllullp,
onde C = C(p,n) > 0.

Lema 2.39 (Proposicdo 3.2, pag. 1431, [17]). Seja M uma matriz Hermitiana com todos os

autovalores {\;}"_, positivos. Entdo,

He_MtH < 6_(mmj)‘j)t, Vit Z 0.

Demonstracdo. Temos que M € uma matriz diagonalizavel, j4 que M € Hermitiana. Consi-
dere, entdo, J = {vy,--- ,v,} uma base de autovetores para M com respectivos autovalores

M

{\1,---, A\, }. Logo, B é também uma base de autovetores para e~ ' com respectivos autovalores

{e=Mt ... e At} Sejaw € C" tal que
w:Oé1U1+"'+anvn7

onde a; € Cparatodo j = 1,--- ,n. Como todas as normas em C" sdo equivalentes, considere

a norma do maximo com relacdo a base 3, i.e.,

Logo, para todo ¢t > 0, temos que

n
le= ]l = || 2 aze™ v < (jﬂfff‘?in Ie‘“t\) = [Jwlf e=mna X,
j=1
ou seja,
e M| < e mmdidt Y>>0 e j=1,---,n,
que € a desigualdade desejada. [

Definicao 2.40. O semigrupo do calor em R" é a familia de operadores (em) definidos da

>0
seguinte maneira:

eAv(x) =v(x), = cR"

1 _Iw—y\2

At _ P n
e v(m)——<47rt)n/2/we w v(y)dy, z=eR" t>0.
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A

Teorema 2.41. Seja u(x,t) = e“'ug(x) a solucdo do PVI

=A R™ t>0
(" u, T < s N (26)
u(x,0) = up(x), «eR",
com uy € L"(R™). Entdo
n(l_1 af
| w12 < Clluslpr 7207075, w0, @)

para quaisquer 1 <r < q < oo e a € N, A constante C € R depende somente de r, q, n e

|-

Demonstracdo. Nesta tese, utilizaremos o resultado acima apenas nos casos em que |a| =0 e
|a| = 1. Portanto, demonstraremos apenas esses dois casos. O caso geral pode ser encontrado,

por exemplo, em [49], Teorema 3.4, pag. 28.

Primeiro provaremos o caso em que |«| = 0, isto &,
leA atgl| e < Cllugllzr t7 3577, Vi > 0. (2.8)

Seja ¢(x,t) o nicleo do calor, ou seja,

1 _le? n
o(x, ) G o ®ERY >0
Segue, entdo, que u(x,t) = o(x — y,t) ug(y) dy é solugdo do PVI (2.6). Uma vez que,
Rn
paracadat > 0,
oz, t)de =1, (2.9)
Rn

- 2
obtemos, em particular, que / 6_% dr = (47Tt)"/ 2 para todo ¢ > (. Assim, da identidade

n

(2.9) e da desigualdade de Young para convolucao, temos, para 1 < r < oo, que
lw(-t)||zr < [luollr, VE>0. (2.10)
De fato,
[u(- )l = [lo(, ) * uollLr < [|o(, )l lwollr = lluollzr.
Afirmaciao: Para 1 < r < oo, temos
l(-, )]z < (4mt) ™% [lag| - (2.11)

Com efeito, para todo ¢t > 0, temos que

(@, t)] < [ oz —y,t)|uo(y)| dy < (4mt)™"||uol 1,
R”
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pois ¢(x,t) < (4mwt)~™2, para todo (x,t) € R® x R*. Isto prova a desigualdade (2.11) para
r=1.Se1l < r < oo, defina p como o expoente conjugado de r, isto € p~! + r~! = 1. Assim,
da desigualdade de Holder e de (2.9), temos

u@ )l < | 0@ =y 0luy)l dy
— | dl@—y.t)rdlx—y,t) [uo(y)| dy

Rn

< (@dmt) ™ [ gl — y, 1) P |uo(y)| dy
Rn

ey ([ otw—0an) ([ pwor o)

— (47Tt)_”/27||u0||y,

IA

provando, assim, a Afirmacao.

Agora, usando (2.10) e (2.11), para 1 < r < g < o0, temos

[, DIz = : (e, t)|" da = A (@, t)|"" u (e, t)]" da

<l Ol e lJul D)z
(dmt) =270 ||| 7"

(47t) 72 ) |||

IN

o[-

O caso em que ¢ = oo, segue diretamente de (2.11). Isto prova a estimativa (2.8).

Agora, demonstraremos, o caso em que |o| = 1, i.e.,
At —2(i-1)-1
€2 Vugl[re < Cllugllprt™2' 7472, Vi >0.
Inicialmente, provaremos que

/ |Dp(x,t)| de = Ct~1°/2, (2.12)
RTL

onde C' = C(«, n) > 0. Considere a fungio g : R — R* dada por g(z) := ¢~ 1=*/4, Note que
D®g(x) = pjo(z)g(x), onde pjo () é um polindmio de grau |a| > 0. Como 0 < g(x) < 1,

para todo « € R", segue que D*g(x) é uma funcéo limitada e

|D%(x)| dx =: K(a,n) < co.
R

Como
o, t) = (4nt) " g(t™ ),
segue, pela regra da cadeia, que

Dp(x,t) = (4mt) /2712 Dog (171 %),
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Assim,

/ |DYp(x,t)|de = (4nt) "> t‘O‘VZ/ |DYg(t™ )| da
= (mt)"2erlel2gn2 [ Do (y)] dy
Rn
= (4m)2 2K (0, n) = Cla,n) t71912,
onde C(a,n) = (47) 2K (v, n). Isto prova (2.12).

Fazendo uso da identidade (2.12) e da desigualdade de Young para convolucao, temos,

paral <r < oo, que
| Du(-,t)||r < Ct712 g, ViE>0, (2.13)
onde C' = C(a,n) > 0. De fato,

[ID%u(-, t)[[r = [[D"6(t) * wollr
< D6 )l uollzr = C 2 wg| 2,

para todo ¢ > 0, onde C' = C(ar,n) > 0. Como

1 _Iw—y\2
u(x,t) = W/Rn e 3 wu(y) dy,

para todo (x,t) € R™ x R™, segue, derivando u em relagdo a «; paral = 1,--- ,n, que

| 1\ o -
= —_— E— —_— —_ - at d
Dl’u’(m7t) (47Tt)n/2 /R" ( 4t) aml(|m y| )6 U()(’y) Y
1 1 le—yl?

— W/R" (_47) 20 —y) e uo(y)dy

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1 1 lx —y| _lz—w?
| Diu(z,t)] < WW/RH e € ¢ luo(y)ldy

t_1/2 |w _ y‘ \mfy\z \mfy\z
= TUst e st d
2(4mt)n/? /R,L e ¢ © |uo(y)| dy

Ct=1/2 la—yl?
W/]R"e st |uo(y)| dy,

IA
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onde C' := max{)\e‘AQ/S; A > 0} = 2¢7Y/2. Portanto, se p~' + r~! = 1, entiio

Ct1/2 Clemul?jeyl?
Vule.t)] < G [ R () dy
R”

Ct1/2 oyl > oyl . G
S (47Tt)n/2 (\/Rne dy) (/ne 8t (y)| dy)
Ct1/2 N ES L\
2n/2pc¢t 1/2 /r
< “(Arty |U0 )" dy
on/2 (1 4-1/2
W“UOHLN

para todo (x,t) € R” x RT. Assim,

/2 () n
£33 V> 0. (2.14)

V(- 8)] L= < WII upllpr 7,

Além disso,

. 2nr/2 cr /2 o yl . . N
|V’U;($,t)’ SW Rn@ |U0( )’ d’y, V(w,t)E]R X RT.

Dai, pelo teorema de Fubini, temos, para todo ¢ > 0, que

. 2nr/2 6r t—T/2 -2 .
/n|Vu(:v,t)| do < / (/e 5 |uo(y)] dy) da
21r/2 Cr /2 le—yl? ,
= W/(/e " dw) [uoly)l" dy

2nr/2 ér t_T/Q n T n nr N’I" -Tr T
= S O ol = 272 O

Assim,
IVu(, )l < 2"Clluolle-t7?, V> 0. (2.15)

Portanto, por (2.14), (2.15) e pela desigualdade de interpolacdo (veja o Lema 2.18), temos, para
1<r<q< o0, que

IVu(,t)oe < [Vl OVl )| g~

IN

" 2(1,£) ~1—T . . )
(20774 G/ o7 47721 b )q ol # ¢~ (5+3)(-5)

220
= uglle R s,

(4m) 3G

Desta forma, concluimos a demonstra¢do do teorema para os casos em que || € {0,1}. O
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Lema 2.42. Seja u,v € LZ(R?’). Entdo vale as seguintes propriedades:

i) rot (rotv) = V(divv) — Av;

ii) (rotwu,v) = (u,rotwv).

Demonstragdo. 1)

rot (rotv) = rot Ovs B dvy Ovy B vz Ovs B ovy
N 81'2 61’37 (91‘3 8901’ 6131 8[E2

B 0 [0vy 0Ouy 0 [(0vy 0Ouvs
B (81’2 (8:51 a 81:2) s (@xg a 81:1) ’
0 (0vy Ouvg 0 [(Ovy Ovg
0xs (8:162 B 8353) Oy (8:1:1 B 83:2) ’
0 (0v; Ouvs 0 (0vy Ouvg
0x4 (8:1;3 a 81‘1)  Oxy (8x2 a 8:1:3))
B ( 0 (81&) B 0 (8U1> B 0 (81}1) N 0 (avg)
0xy \ 011 0x9 \ 01y Oxs \ Oxs Oxs \Ox1 )’
0 (8vg> 0 <8v2) 0 <8v2) N 0 (8vl>
Ox3 \ 0Ty Oxs \ Oz3 0z, \ 011 Oxy \ Oz )’
0 (8vl> 0 (803) 0 <0v3) N 0 (81)2>)
Oz \ O0x3 Oxry; \ 0xy 0xy \ 0xs Oxy \ 013
B 0 [ 0vy 0 [ 0vs g [ 0uv ad [ 0u
B (8901 (6@) * 0z ((9:703) Oy ((%2)  Oxs (8x3) ’
0 ([ Ouvs 0 [0y 0 [ 0vy 0 [ Ouvs
014 (83:3) * &EQ <6:E1) a (8:53) O (8:1:1> ’
0 [ 0v Ovy Ovs 0 [ 0vs
Oxs (89&1) <8a:2) (83:1)  Oxy (81'2))
B ( 0 (6’1}1 Ovy ) 8 ((91)1 Ovy N 81)3)
Ory \O0r1 Oxs 03:3 "Oxy \Ox1 Oxy O3/’
0 (0vy 0Ovs
Oxs (8x1 8x3>)
0 [ 0un ouy 0vy
a (8x1 (8x1> (8:}02) T 8x3 (8x3) ’
0 [ 0vy 8 0vsy Ovs
011 (8:101) + 0o (8@) * 015 (8903) ’
0 ([ Ous 0 [ 0vs 0 [ Ous
Oxy (axl) * 0o <0$2) * O (8:@))

= Vdivv — Aw.
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ii)
(rotu,v) = / rotu - vdex
R3
_ / Qus _ Quzy, oy (0w Ous)
N R3 8x2 81‘3 8303 81:1
_ / Oug _Ova, o (O _Ovsy
N R3 81’2 61'3 61’3 8!E1

= / rotv - udx = (u,rotv).
R3

ﬁuQ 6u1
2 + (8_1’1 - (9_.1}2) Ug} dx

8112 01}1

Lema 2.43. Seja u,v € L*(R?), com divv = 0. Entdo vale as seguintes propriedades:

i) (v-V)u,u)=0;

i) (v-V)v,u)+ ((v-V)u,v) =0.

Demonstragdo. 1)

3
(v-V)u,u) = /('v V)u - udaz—/ Z( UJZUk uk) dx
R3
Jj=
Z/jovjax cupde = — Z/Rsukax] k) dx

J:k=1 j.k=1
— —Z Uk - Uk Uj dx
k=1 R3 I] 8xj
= — Up - Vs =—((v-V)u,u).
Z/ g de = (0 V)

(v-V)v,u) = /(v Vv - udw—/Rsi<Zvjavk )

Ji:k=1 7,k=1
3
/ ) (avju ) 8uk) dx
= - E k| 3 Uk i
Jh=1 R3 (9.1'3‘ 0 j
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3 SOLUCAO FORTE GLOBAL NO TEMPO

Neste capitulo, estudamos o problema de valor inicial (PVI) para as equagdes de um
fluido magneto-micropolar incompresivel em todo o espaco R?. Para tanto, assumimos que
p=x=1/2,y=rk=v=1,f=g=0eP =p+ 3|b’ no sistema de equacdes (1.1). Ou
seja, consideramos em R3 x (0,7), com 0 < T < oo, 0 PVI
( 1
u+ (u-V)u—Au+ VP = §rot'w + (b- V)b,

1
w; + (u - V)w — Aw — V(divw) + w = ot
b+ (u-V)b—Ab= (b-V)u,
divu = divb = 0,
\ (u, w,b)(+,0) = (uo, wo, bo)(-),

complementado com condi¢des de Dirichlet no infinito, i.e.,

(3.1)

(u(x,t),w(x,t),b(x,t)) — (0,0,0), Vit >0.

|| —o00

Mostraremos a existéncia global e a unicidade de solu¢des fortes do PVI (3.1) para dados

iniciais wug, wy, by € H'(R?) tal que o produto
(llwoll3 + llwoll3 + 11bolI3) (I[Vaol 5 + [ Vawoll3 + Vo3 + [[rotug — 2w |3)

¢ suficientemente pequeno.

3.1 Conceitos fundamentais e resultado principal
Definicdo 3.1 (Solucdo forte). Sejam ug, wy, by € H'(R?), com divuy = divby = 0. Uma
solugdo forte do problema (3.1) é uma tripla de fungées (u, w, b) tal que

u,w,be L*(0,T; H'(R®)) N L*(0, T; H*(R?)),

com u, w, b satisfazendo as equagdes (3.1);—(3.1)4 q.s. em R3 x (0,T), e as condi¢des iniciais
(3.1)s em H'(R?) x H'(R?) x H'(R?).

Definicao 3.2. (Tempo maximal finito) Um niimero positivo finito T é chamado de tempo de

existéncia maximal finito (ou tempo de explosdo finito) para a solugdo forte do problema (3.1) se

te[0,7]

fim sup(|[Vau(-, )3 + [Vw(-, t)[15 + [IVb(-,1)3) = oo

Neste caso, dizemos que (u,w, b) explode em tempo finito.
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O principal resultado deste capitulo é o seguinte

Teorema 3.3. Suponha que os dados iniciais (ug, wo, by) satisfazem ug, wo, by € H 1(1&3),
com divuy = div by = 0. Entdo, existe uma constante absoluta €y > 0 independente de u, w
e by tal que se

(llolI3 + llwoll3 + l1bol13) (IVuoll3 + [IVwoll3 + | Vbo||3 + [[rotug — 2wo|[3) <o,  (32)

o problema (3.1) tem uma tinica solugdo forte global.

Antes de encerrarmos essa se¢do, enunciaremos um lema que serd bastante util neste

capitulo.

Lema 3.4 (Lema 6, pag. 1098 [50]). Suponha que g € W' (0,T) e k € L (0,T) satisfazem

d
GEF@+k em 0,71, 9(0) <o

onde F' é uma funcdo limitada sobre conjuntos limitados de R em R, i.e.,
Va>0 JA>0 tdque |z|<a = |F(z)|<A.
Entdo, para todo £ > 0, existe T. > 0 independente de g tal que

g(t) <go+e Vt<T..

3.2 Existéncia e unicidade de solucoes fortes locais no tempo

Nesta secdo, provaremos o seguinte resultado de existéncia local e unicidade para

solucdes fortes.

Teorema 3.5. Suponha que ug, wy, by € H'(R?) com divug = divby = 0. Entdo, existe
To € (0, T tal que o problema (3.1) possui exatamente uma solucdo forte (u, w, b) definida em
R3 x [O, T()]

3.2.1 Estimativas a priori

Nesta subseg¢io, obteremos estimativas a priori para as solugdes do PVI (3.1) em R? x
(0,7T). Assuma que (u,w, b) é uma solugdo suficientemente suave. Temos, entdo, a seguinte

estimativa na norma H'.

Proposicio 3.6. Suponha que wy, wy, by € H'(R?) com divu, = divb, = 0. Entdo, existe
Ty € (0,T] tal que

el 0 [+ 160 31 < € (Jsoll 3+ lowo 3 + [l ) 41, ¥t € [0.73]

onde C' > 0 € independente de ug, wy, by e Tj,.
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Demonstracdo. Multiplicando, em L?, as equagdes (3.1)1, (3.1)2 e (3.1)5 por u, w e b, respecti-

vamente, obtemos, apds integrarmos por partes € usarmos o Lema 2.43 item ¢, que

1
Sl [ Vul = 5 (otaw, w) + (b~ V)b,u).

1d

1
2dtHwH2 + |[Vw|3 + [[divew|3 + lw]3 = B — (rotu, w),

Bl + VB2 = (b~ V), )

Somando essas identidades e usando o Lema 2.43 item 77, obtemos

d
7 Ulellz + llwllz + [15]3) + 1 Vull; + [ Vell; + V13

N | —

) 1
+diveo]3 + llwllf = 5 [(rotw, w) + (rotw, w)] (3.3)
Agora, utilizando o Lema 2.42, concluimos que

[rotw||3 = (rotw,rotu) = (u,rot (rotw))

= (u,—Au) = ||Vul;.

Portanto, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

1 1 1
Fl(rotw, ) + (rotw, w)] = (rotw, w) < [[rotulls|[wls < Z[|Vel; + Fllwls.

Aplicando as estimativas acima em (3.3) e usando a notagdo z := (u, w, b), obtemos
d 2 2
Szl + V2] < 0.

Finalmente, integrando a desigualdade acima com relacio ao tempo, obtemos
t
2 2 2
HZ(-J)Her/O V20, 7)lz dr < [|zoll2. (3.4)

Agora, fazendo o produto escalar da primeira, da segunda e da terceira equacdes em (3.1)

por u;, w; e b, respectivamente, somando e integrando o resultado em R?, obtemos

1d /3 . 1
|umf+aﬂ(gWuﬁ+HVwM+uvw3+wwwM+ZWMu—2w@)

((w- V)u, —w) + ((w - V)w, —wy) + ((w- V)b, =b;) + ((b- V)b, w,) + ((b- V)u, by)

1
< Ll o Pl + o V3 + - VB + b VIS + (b e
0 que nos da
2 d 2
Izl + 5 (S0l + 19wl + 17018 -+ vl + § ot - 2w]?)

2 ([I(w - V)ull3 + [(w - V)wlls + [[(w- V)bl5 + (|- V)bll3 + [|(b- V)ul3). (3.5)
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A seguir, tomaremos o produto interno L? das Egs. (3.1)1, (3.1)3 e (3.1)3 com —Aw,
—Aw e —Ab, respectivamente. Como (rot u, —Aw) = (rotw, —Awu), obtemos, apos somar as

identidades resultantes, que
1d

S IV 2B+ 1A2]3 + 9 (divew) 3 + |Vl

= (rotw, —Au) + ((b- V)b, —Au) + ((u - V)u, Au) + ((u - V)w, Aw)
(b V)u, —Ab) + ((u- V)b, Ab)
< [[Vwlf; + gHAZHg + 5 (I(w- V)ulls + /(b V)b])3)

W =

2 Dyl + 5 (I VB + b~ Vul?)

ou seja,
d 2, 3 2 - 2
S IVZlz + ZlAz]z + 2V (diva)|;
<3 (I(w - V)ullz + [[(w- V)wl3 +[[(w- V)] + [[(b- V)b]z + [[(b- V)ull2). (3.6)
Adicionando (3.5) e (3.6), obtemos

d (7 - 1
- (ZHW!@ + 2| Vw3 + 2[| Vb3 + |div w3 + 7 [Irotu — 2w\|§)

3 .
1213+ 1Az + 21V (divew) I3
<5 (I(u- V)ul3 + l[(w- V)wlf + [[(w- V)blZ + [[(b- V)b + (b V)ull). (3.7)

Por outro lado, pelas desigualdades de Gagliardo-Nirenberg e Sobolev, temos que

3
Sll(w- V)ull; < CVulsAul, < ZllAul;+C[Vall,

Sll(w-V)wly < CfVulz][Vwllzl|Aw], < gIIAwH%+CIIVUI|§|IV’LUII§,
Sll(w-V)bll; < ClIVull3]|Vb]2[|Abll, < %I\AbH%+CHVUH3HVbH§,
Sll(b- V)bl < ClIVb]3[Abl|, < %HAbH%JrCHVng,

sll(b-Viulz < ClIVull3]| Vbl Abll; < %IIAbIIS+CIIVUII3||Vb||§-

Substituindo as estimativas acima na desigualdade (3.7), obtemos

d (7 - 1
& (Sl + 219wl + 207818 + faivwlf +  lrotu — 203 )

3 .
+lzell3 + gllAZE + 2]V (dive)];
< C|Vuls[IVzl; + C ([Vull; + Vb]3) [ Vo]
< C(IVully + [Vol3) V23 (3.8)
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Portanto, pelo Lema 3.4 e pela desigualdade (3.8), concluimos que existe 7y € (0, 7] tal que,

para todo t < Tj, temos
2 p 12 2 8 2 1 2
V2012 < IVuollz + —[IVawollz + =[[Vbollz + = lrot ao — 2ewo]l; + 1.
Combinando a estimativa acima com a desigualdade de energia (3.4), obtemos
2 2
=l < Clzollly +1, Vi<

Isto finaliza a demonstra¢do da Proposicdo 3.6. [
Demonstracao do Teorema 3.5

Etapa 1: Existéncia.

A existéncia local de solucgdes fortes para o problema (3.1) pode ser estabelecida pelo
método espectral de Galerkin (veja, por exemplo, [27]) baseada nas estimativas apresentadas na

Proposi¢do 3.6. Omitiremos, aqui, os detalhes.
Etapa 2: Unicidade.

Sejam (w1, w1, by) e (ug, wa, by) duas solugdes fortes do sistema (3.1) com os mesmos
dados iniciais (g, wo, by). Seja (w, P,w, b), onde W := u; —uy, P := P, — P, W := w; —w;
e b:= b, — b,. Entilo, (u, P,w, b) satisfazem o seguinte problema:

(

_ - 1
U+ (uy-V)u+ (w-V)uy — Au+ VP = (b - V)b+ (b- V)by + 5 ToLw,

1
Wi+ (uy - V)w+ (u- V)wy — Aw — V(divw) +w = 5rotﬂ,

b+ (wr - V)b + (@ V)by — Ab = (by - V)@ + (b- V)us, (3.9)
diva = divb = 0,
\ (u,'w,b)!t , = (0,0,0) em R’
Multiplicando, em L?, a Eq. (3.9), por @, a Eq. (3.9), por w e a Eq. (3.9), por b, obtemos,
respectivamente
1d 1 — —
5[l + V@l = 2 (rotw, @) — (@ V), @)+ (b - V)b, @) + (B V)b, @), (3.10)
1d 1, _ _
5 77 1@z + [IV®l; + [|divaw]; + [[wl]f; = 5 (rot@, w) — (@ - V)w,, w) (3.11)
© 1d
§d—|| blf> +[[VB]3 = ((by - V)@, b) + ((b- V)uz, b) — (@ V)by, b). (3.12)

t
Seja z := (w,w, b). Somando as identidades (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos

1d _ _ —
5121+ V2l + divall; + [@l]l; = (rotw, 'w) — ((w- V)uy,u)
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Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Holder, Sobolev e Young, obtemos

o _ 1,
(rotw,w)| < |[wl3 + ;[ Vals,
(@ VYug,@)| < |allal|Vas|s|@s
< O] Vsl || Auslly | VE] o
1 o _
< ZIVals + Ol Vus|lo]| Aus o [a]5,
— . 1., —
(B-V)by, @) < [V} + Cl[Vby]| Abslo[[B]3.

— _ 3o _
(@ V)ws, )| < [IV@]5 + Cl[Vews||a|| Aws | @,

_ _ 3 _
(b V)us, b)| < gHVbH%+CHVU2H2HAU2H2HbH%7

_ 3 _
(@ - V)by,b)| < §||Vb\|§ + C||Vbal2|| Abs |2 ||lf3-
Assim, temos que
d. 1, .
EHzﬂg + §||VZ||§ + 2||diva|f;
< C (Va2 |Auz 2 + [[Vwsllz [[Aws |2 + | Vbal|2 [ Abs ) |1Z]]5.

Integrando a desigualdade acima de 0 até ¢, obtemos

_ S T N
B0k + [ (31956 + 2laivt. o)1) dr

t
<z, 0)lIz + 0/ (IVuz]l2 [|Ausll2 + [[Vaws|lz [[Awsl2 +[[Vbs |2 [Abe])2) |23 dr.
0
Logo, por uma uma desigualdade do tipo Gronwall, obtemos
IZ(. )13

t
< |Z(-,0)I[3 x exp {C/O (Va2 [[Auslls + [[Vws |2 [| Aws |l + [[Vba|s [ Abs 1) dT} :

Uma vez que uy, wo, by € L=(0,T; H'(R3)) N L?(0, T; H*(R?)), a integral no lado direito da
desigualdade acima é finita. Ademais, como z(-,0) = (@, w, b)(-,0) = (0,0, 0), concluimos

que
(- 113 + @ (-, O3 + 5, 1)]3 = 0,

ou seja, (ug, wy, by) = (ug, we, by). Isto conclui a prova da unicidade.

3.3 Solucoes globais

Ao longo desta secdo, Cy e K denotardo as seguintes constantes:
Co = |luoll3 + l[woll3 + [boll3,
Ko = 2([[Vuoll; + [[Vwol5 + [ Vbo||* + [[rotug — 2wol;).

Ademais, denotaremos por (u, w, b) a solugdo forte do problema (3.1) em R? x (0, 7).
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Lema 3.7. A desigualdade de energia

t
lu(, 02+ lw(- Ol + 16( I + /(\|Vu(~,f)||§ +[IVw(, 7)[5 + [IVb(-, 7)|I3) dr < Co
0

é satisfeita para todo t € [0,T).

Demonstragdo. Esta estimativa segue diretamente de (3.4). [l

Lema 3.8. Existe uma constante C' € R" independente de T, ugy, wy e by, tal que a desigualdade

sup ([[Vau(:, s)|z+[[Vw(-, )[3+IVb(-, 5)[13) < Ko+CCy S (Ve s)ll2+1VB(-, 5)ll2)

0<s<t
(3.13)
é vdlida para todo t € [0,T).
Demonstragdo. Integrando a desigualdade (3.8) de 0 até ¢, obtemos
2 4 ! 2 3 ‘ 2
V2Ol + 7 [ st olRds+ 5 [ 182(,9)3ds
7/, 14 J,
2 12 2 8 2 1 2
< [Vaollz + = IVawollz + = [Vboll; + = [lrotuo — 2wol;
t
O [ IVl + V06 ) 1) V2,9l ds. (.14

Disto segue que
2 4 ' 2 3 ! 2
V20845 [ s)Bds + 5 [ a2 [3ds
0 0

t
< Ko+ C sup (\|VU('7S)H§+HVb('aS)H%)/O IV2(:,5)|I2 ds

0<s<t

< Ko+ CCo sup ([Vul, s)llz + [ Vb(, s)ll2),

0<s<t

onde, na ultima desigualdade, usamos a estimativa de energia dada no Lema 3.7. Isto conclui a

demonstragdo do lema. [

Lema 3.9. Existe uma constante positiva €, independente de T, ug, wy e by, tal que se
C()K(] < 260, (315)

entdo

sup ([|Vu(- )3 + [[Vw(, )5 + IVb(-, 1)|3) < 2Ko.
0<t<T
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Demonstragdo. Inicialmente, definimos a fun¢do E(t) por

E(t) = sup ([Vu(, )z +[[Vw(- s)lz + [Vb(:, 5)I[2)-

0<s<t

Observe que
E(0) = [[Vuoll3 + [[Vawoll3 + | Vb3 < Ko < 4K,. (3.16)

Pelo Lema 3.8, existe uma constante /M > 0 independente de 71", ug, wy € by, tal que

E(t) < Ko+ MCyE(t)*. (3.17)
Assuma, agora, que
MCyKy < % (3.18)
e defina o tempo 7, como sendo
T, :=sup{t € [0,T] : E(s) < 4K,, Vs € [0,t]}. (3.19)

Como E/(t) é uma fungdo continua sobre [0, 7], o mdximo é atingido.
Afirmacao: Temos que 7, =T

De fato, para efeito de contradi¢do, suponha que 7, # 7. Por (3.16), temos que T}, €
(0,T). Segue, de (3.17)—(3.19), que

E(T)

IN

Ko+ MCyE(T,)?
< Ko+ 4MCy Ky E(Ty)

1
< Ko+ 5E(T*).

Isto implica que E(7}) < 2K, < 4K, o que contradiz (3.19). Portanto 7, = 7.

1
Escolhendo ¢ := 60T conclui-se que

E(t) < 2K, ¥te[0,T),
desde que a condi¢do (3.15) seja satisfeita. Isto prova o resultado desejado. [

Lema 3.10 (Critério de explosdo). Suponha que ug, wy, by € H 1(R?’) com divug = divby = 0.
Entdo T € o tempo de explosao finito da solugcdo (u, w, b) se, e somente se, T* é o menor tempo

tal que
T*
/O (Ve DI + [Vb(- 0)[|2)dt = oo.

Demonstragdo. Primeiramente, note, por um argumento tipo Gronwall, que, a partir da desigual-
dade (3.14), temos

E(T) < Koexp {C/O ([IVu(-, t)]|5 + [[Vb(-, 1) ]|3) dt} : (3.20)
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para todo T € [0,T™).

Agora, suponha que 7™ é o tempo de explosdo finito de (u, w, b). Entéo, por defini¢do,
E(T) <oo,VT €0, T*) e tl%rjg E(t) = oo. Note que, por (3.20), temos

t
; . 4 . 4 > i =
tl%% Kyexp {C/o (IIVu(-, s)l3 + [[Vb(-, 5)[|3) ds} > tl%rjI}* E(t) = oc.
Logo,
t
tl%l%l Ko exp {C/ (IVu(-, s)l|5 + [Vb(-, ) |I3) ds} = 00,
* 0

Desta forma,

/0 (HVU(-,t)H‘l + HVb(-,t)H;‘) dt = oo,

Reciprocamente, se 7% € R é tal que l%rzr} E(t) < oo, entdo
t *

lim sup (||Vu(-,s)||2+ ||Vb(-, s)||?) < oc.

T o<s<t
Logo, lim sup (|Vau(-,s)|[* + |[Vb(-, s)||2) =: k < co. Portanto,
T g<s<t

t

T* »
/0 (IVu(, s)llz + 1VB(:, 5)ll2) ds = Hm i (IVu(, s)llz + V(. 5)ll2) ds < kT* < o0,

concluindo, entdo, a demonstra¢io do lema. O]
Demonstracao do Teorema 3.3

Assuma que ug, wo, by € H*(R?), com divug = divby = 0 em R?, e que
(llwoll3 + [lwoll + [[Boll3) (IIVaoll3 + [Vwollz + Vb3 + [[rotue — 2wol|2) < eo,

onde €5 > 0 é a constante que aparece no Lema 3.9. Seja (u, w, b) a tnica solugéo forte local do
sistema (3.1) dada pelo Teorema 3.5. Além disso, seja [0, 7*) o intervalo maximal de existéncia
para a solucdo forte do problema (3.1). A seguir, provaremos que 7™ = oo. Por contradi¢ao,

suponha 7™ < oco. Entdo, pelo Lema 3.10, temos que

T*
| (vl + Vet ol1) de = . (321)
0
Por outro lado, pelo Lema 3.9, temos que

sup ([Vu(, )3 + [[Vw(, O3 + IVb(-, )]3) < 2K,

0<t<T
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paratodo 0 < 7T' < T™. Assim,
T 4 4 T 2 2\ 2
/0 (IVu(, )15 + V(- )]3) dt < /0 (IVu(-, 0)]5 + [Vw(-, t)[5 + [|[Vb(-, t)[13)" dt

/0 T(2K0)2 dt

= 4K(T.

IN

Dai, temos que

/0 (IVu(, )3+ [Vb(-, t)||l3) dt = lim ([[Vu(-, t)|l5 + [[Vb(-, t)||3) dt

717+ [y

< lim 4K3T
THT*

= 4KJT* < oo,

contradizendo o critério de explosao (3.21). Portanto, 7™ = oo e a solugdo € global no tempo.
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4 DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO
FORMAL

Neste capitulo, assumindo hip6teses adequadas para as forcas externas f e g, provaremos

a seguinte estimativa
lu, Oz + lw (-, B)llz + 1BC, O]l < O+ )7, V>0,

para a solu¢do do problema de Cauchy em R? x (0, c0)
(

1
ut+(u~V)u—Au—l—VP:(b-V)b+§rotw—|—f,

w; + (u-V)w — Aw — V(divw) + w = %rotqug,
4.1
bi+ (u-V)b—Ab= (b-V)u, “-1)

divu = divb = 0,
u('70) = Uo, w('a O) = Wy, b(,O) = b07

\

complementado com condig¢des de Dirichlet homogéas no infinito, ou seja,

lim (u(x,t),w(x,t),b(x,t)) =(0,0,0), v it>0.

|| =00

A Sec@o 4.1 é dedicada ao caso em que f = g = 0. Na Subsec¢do 4.1.2, obtemos uma

taxa de decaimento melhorada para a velocidade angular. A saber

|w(-,t)]l; < C(t+ 1) Vit>0.

Na Secdo 4.2, obtemos as mesmas estimativas considerando hipé6teses adequadas sobre

as forcas externas.

4.1 Forcas externas nulas
4.1.1 Taxa de decaimento através do método de decomposi¢ao de Fourier

Lema 4.1. Seja (u, P, w,b) uma solugdo suave do problema de Cauchy (4.1) com f = g = 0.
Se ug, wo, by € L'(R?) N L*(R?), com divuy = div by = 0 entdo, para todot > 0 e & € R?,

temos
[Filu- V)up(&,t)] + | F{(uw- V)wi(& )| + | F{(u- V)b}(&,1)]

+ |F{(b- V)u(& )| F{(b- V)b}E )] + [F{VPE, 1)]
<l Dllz lluC Ol + llw Ol + 16C Dll2 llul, )2 + 216, )|2)] €]
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Em particular,

[F{lw- V)u}(& )] + | F{(u- V)w}( )| + | F{(w- V)b}(E, 1) + [F{(b- V)u}(&, 1)l
+HF{ (- V)b}E )| + [ F{VP}E )| < ClE],

onde C € RY depende somente de ||ug||2, ||wol|2 € ||bo]|2-

Demonstracdo. Multiplicando em L? as Equagdes (4.1), por u, (4.1), por w e (4.1); por b,

obtemos
-l + 193 = (rotw, w) + ((b- V)b w)
2 dt 2 2 2 ’ ) )
1d 2 2 2 : 2 1
5 7 lwlls + [[Vwlfz + [Jwl]z + [[divw(); = 5 (rotw, w),
2dt 2
1d, . o 9
5 g1tz + [Vl = (b V)u,b).
Usando as desigualdades de Cauchy-Shwartz e de Young e somando as trés identidades acima,
obtemos
1d .
57 Ulelz +llwls +16l3) + (IVuls + [Vewlls + [Vo]s) + [wl + [ldivew];

1 1
< (rotu, w) < g llwl + 5[ Vul,

0 que implica

1d 1 1 )
3 (l + Fwll + 1012) + (GIVal? + [Vl + V013 ) + Sl + vl <.

Assim, multiplicando por 2 e manipulando os termos do lado esquerdo, obtemos a seguinte

desigualdade de energia.
d
= (lells + llwls + [16]35) < = (IVuls + [Vwls + [V]3) . (4.2)
Integrando a desigualdade (4.2) em relacdo ao tempo, obtemos
lu( )15 + w115 + B¢, )15 < lluoll3 + llwoll5 + [1Boll5, ¥t > 0. 4.3)

Temos, de (4.3), que u(-, 1), w(-,t), b(-,t) € L*(R?) paratodo ¢ > 0. Portanto, as transformadas

@(-,t), W(-,t) e b(-,t) estdo bem definidas. A seguir, estimaremos a k-ésima coordenada de
F{(u-V)u}(&,t). Como

[F{(u-V)u}(& ), = /Rs ei&w (Z u@—i’j) dz,
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segue, integrando por partes, que

[(F{u-V)up(& ) = _Zg wu]> dx

s
/ { (7€ )u, + (eiﬁ-w)g—;ﬂ dx
A

> ou;
Zl [ <—i§juj + 3_xj>] de.

Como divu = 0, temos
Pl T D= [ D€ i
j=1
Assim,
P Tk n < Y [ il
kj=1
Analogamente, temos
[F{(u- V)w}(&, 1) < Z/ [ujwil|] e |F{(u- V)bHE1)] < Z/ ;b€ daz-
kj=1 kj=1
Como div b = 0, também temos
F{(b- V)uh(e.1)] < Z/ bunllgslde e [ F{(b- V)BHE D) 2/ IbjbilIE5|

k,j=1 k,j=1
Usando a desigualdade Holder e a estimativa (4.3), obtemos
w01 < [l )llalle G 1)1z < Tlul D11 < Jluollz + llwolls + [bollz < C.
Analogamente,
lujwi (01 < flug (5 Ol w5 Oz < lul Ollllw(, B2 < fluoll3 + llwoll3 + [lboll3 < C
lujbr (- )l < g ) ll2llbr 5 Oll2 < u )l2lb(, )ll2 < [luoll3 + [lwoll3 + [[bol3 < C,

)
bk (- )11 < 1163 G Ozl )12 < 1B, O)ll2llw(-, t)ll2 < [luoll3 + [[woll3 + [Ibol3 < C,
168, D)l < 1105 G O ll2llbx (- £)ll2 < ()13 < [luol3 + [lwoll3 + [[bo]l3 < C.

Assim,

[F{(u- V)u}(E )] < [lullz[€] < Cle],

(u-V)w}(€, 1) < [[ullflwll: €] < CIE],

[F{(w-V)b}(& )| < [ull2|b]2 €] < C[£], (4.4)
(b- V)u}(&, )] < [[bllaflwl2 [£] < C[£],

(b-V)

b-V)b}(& 1) < [[bll3 €] < C'1g].
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onde C' > 0 depende apenas da norma de wg, wo, by em L. Agora, mostraremos que | F{V P} (§)| <
(|lull3 + ||B]|2) |€] < C'|€|. Tomando o divergente da Eq. (4.1);, obtemos

AP =div(VP) = div(b-V)b—div(u-V)u
3 82 3 82

(ujug). 4.5)

Jk=1 Jk=

Observe que a transformada de Fourier de AP é dada por

3
F{AP}E 1) Z/ —2590— de=-Y" [ e €"Pdx = —|¢P(€,1).

k=1 v R?

Portanto, tomando a transformada de Fourier de (4.5), obtemos

—|€2P( Z §i&uF{bibr} (&, 1) Z §i&eF{ujun ().

7,k=1 7,k=1

Como

(F{ujurt (€ O] < Nujur( 1)l < [lu( )5 < lluollz + lwoll; + [lboll; < C,
[F {00 € )] < (b3, D)l < 1BC I3 < Nwolls + [[woll3 + [[boll5 < €,

temos que
EPIPE 0] < (lul-t)]l5+ 16(,)I3)IE < Cl&*.
Portanto,
P&, < ([l )15+ B £)[13) < C. paratodo & € R*\{0}.
Além disso, temos que F{V P}(¢&,t) = i€ P(£, t). Consequentemente,
IF{AVPHE D < (lu( )5+ [Ib(1)]3) €] < ClE]. (4.6)
Portanto, das estimativas (4.4) e (4.6), obtemos

|F{(u- V)ul(& t)| + [F{(u- V)w}E )]+ |F{(u- V)b}(&,1)|

+F{(b- V)u& )| + |[F{(b- V)b}(E 1) + [F{VP}( 1)

< [l + [lullzllwllz + lullafbll2 + [1bllo]leell2 + [B]5] 1] + [l + [[B]3]€]
= [2[lwll3 + [Jull2lwllz + 211B]13 + 2[lu[l2[bll] [£]

< [l O)ll2 2l D)2 + [l B)ll2) + [, O)ll2 (2wl D)2 + 2[[b(, )[I2)] [€]
< Clg,

onde C' > 0 depende apenas das normas de g, wg, by em L?(R?). Isto conclui a demonstracio
do lema. [
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Proposicao 4.2. Seja K C R? um conjunto compacto. Assumindo as mesmas hipéteses do Lema

4.1, temos

@€, )]+ |[w(E, )]+ [blE. )] < Cle[ T,

paratodot > 0e & € K, com € # 0, onde a constante C' > 0 depende somente do conjunto K

e das normas em L' e L? dos dados iniciais.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos aplicar a transformada de Fourier nas Egs. (4.1),, (4.1), €
(4.1)5.

i. Transformada de Fourier para u;, w; e b;.
Sejam w = (uy, ug, u3) , w = (wy, wa, w3) € b = (by, b, bg). Assim,
Uy = (atula Orus, atu?)); Wy = (atwh Oyws, atw?;) e b= (atbla O¢ba, atbs)‘

Entao,

Fluip(€,1) = (F{Our} (€, 1), F{Owu2} (&, 1), F{Ous}(§, 1))
]:{wt}<€7t) = (]:{atwl}(svt)?‘F{atw?}(gvt>7f{atw3}(£7t))
F{b:} (€, 1) = (F{ab1}(&, 1), F{Ob2} (&, 1), F{Oibs} (&, 1)).

Sejam [F{u;}(&,1)];, [F{w:} (&, t)];e [F{b:}(§,1)]; a j-ésima coordenada de F{u,}(&,1),
F{w,;}(&,t) e F{b:}(&,1), respectivamente. Observe que

Flu,} (€, 1)), = / e €2y, d = % [ /R 3 ei&my, dw] — O,i(&, 1),

RS
Flwde ) = [ e Eowde = 3| [ iz —amien.
: 0 . ~
Flb €] = [ Smande = o | [ o] ~aben.

Desta forma,
F{ut}(év t) - ﬁt<£7t)7 F{“’t}(ﬁvt) = 'l/b\t(fv t)? f{bt}(ga t) = I;\t(ga t)' (47)

ii. Transformada de Fourier de Au, Aw e Ab.

Note que Au = (Aul, AU,Q, AUg), Aw = (Awl, Awg, Awg) e Ab = (Abl, Abg, Abg)

Entao,

F{Au}(€, 1) = (F{Au} (&, 1), F{Auz}(§, 1), F{Aus} (€, 1)),
F{Aw}(§,1) = (F{Awi}(€, 1), F{Aws} (&, 1), F{Aws} (&, 1)),
F{Ab} (&, 1) = (F{Ab}(E, 1), F{Ab} (&, 1), F{Abs} (&, 1))-
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Sejam [F{Au}(&,t)];, [F{Aw} (&, t)]; e [F{Ab}(&,1)]; a j-ésima coordenada de F{Au} (&, 1),
F{Aw} (&, t) e F{Ab}(&, 1), respectivamente. Como visto no Lema 4.1,

[F{Au}(£,1)] Z/ —“'5“’8 “J d Z {’ke i€y dy = —|€[2T;(€, 1),

(F{Aw} (£, 1)]; / _ngawjd Z ske" Pw; de = —|§|*w; (&, 1),
k=
3
FLAbNE ) = S / _@abj dz = - Z e €, du — — €25, (€, 1),
k=
Consequentemente,

F{Au}(E 1) = —|€]*u(€, 1), F{Aw} (€, t) = — | w(€, 1), F{Ab}(E, 1) = —|¢[°b(€, ).
4.8)

iii. Transformada de Fourier de rot u e rot w.

Sejam rot w e rot w dados, respectivamente, por
811,3 8uQ 8U1 8’&3 811,2 8u1
rotu = — , — , —
8:702 81'3 8$3 8x1 81‘1 8952
(aw3 Oowy Ow, Ows Owy Owy )

Ory  Oxs’ Ors Ox, 011  Oo

tw =

Entdo, calculando a transformada de Fourier e integrando por partes, obtemos

[F{rotu}(&, 1), = /1R3 emie (gii—g—;ﬁ) dx

_ ia (OUs / ~ifa (U2
/]Rse (8;1:2) da R3€ 8953 dw

= / nge_ié.mltg dx — / nge_is'mUQ dx = Z(ggl/t\g — 5311\2),
R3 R3

ou, 0
Flrotul(&, 0], — /R 36—25 (az;_a_ﬁ) "

S 4l / ~ige (DU
/]Rse (61’3) da Rse 8:751 dw

= / Zf:sefis'wul dx — / Zfl@*i&muzz dx = i(§3u — §1u3);
R3

R3

T e N e T

_ —igw Oz / ifa (Ow
/st c ((%1) dz — R3 31’2 dw

/ ifleﬂ'é“uQ dx — / ifge*’é'mul dx = Z(fll/b\g — 6211\1)
R3

R?)
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Similarmente, temos, para rot w, que

8w3 8w2

R (a——a_) iz

iba (W3 4o / ifa ((OW2
/Rge (8.132) dz R3e 8%3 dx

= / ifge_ié.wwg dac — / ifge_ié.wwg diB = Z(fg@ — 53@);
R3

RS

awl 8’(1]3

Flrotw} (€, )] — / ot (a—-a_) iz

ke (OO0 g / ~iba (O
/Rse (8x3> dw R3e axl dw

= / i€36_i€.ww1 dx — / Zfl@_ig.ww;z, dx = Z(ggﬁ — 511/05),
R3 R3

; 0 0
Flrow)e ol = [ e (5200 i

_ iba (OW2) / ~ia QWL
/Rse 0z, dx Rge 5 dx

= / ifle_ig'“’wg dx — / i§2€_i€.mw1 dr = Z(fll/l)\g — §2w/\1)
R3

]R3

Desta forma, concluimos que

0 —&3 S W
Flrotu}(§,t) =i &3 0 —& Uy (4.9)
—&2 &1 0 u3
e
0 —&3 & wy
Flrotw}(§,t) =i | & (- w |- (4.10)
—&o &1 0 w3

iv. Transformada de Fourier de V (div w).

Um cdlculo direto nos mostra que V(div w) é dado por

82w1 82w2 82w3 821111 (92102 82w3 82101 6211)2 6211)3
-+ - : + 5+ , - +
Ox1 0x10xy  0x10x3 0901 Oxs 0x90x3 O0x30xr; 030X Oxs

Assim,

. _ —isqn 82w1 82'UJQ 62“)3
[F{V(divew)} (&, t)h /R ¢ < 07 + omow, T 0nrdr;)

- —gfﬂ/)\l - 5152?/0\2 - 5153@7
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. — —i€-x 0*un 0w, 0wy
[F{V(divw)} (&, )] /}R ,© <8:p28x1 " 03 T nyms o

= —66W) — Wy — &3

, _ i 0%wn 0%w,y 0%ws
F{V(dive)} (€. 0)]; @e (%@{%mm+&%dm

= —&4WT — L&HW; — ;.

Assim,

& SIS wy
F{V(divw)}(&,t) = — | && fg §26s3 wy |- 4.11)
SIS RIS & w3

Agora, tomando as transformadas de Fourier das Egs. (4.1),,(4.1), e (4.1); e usando as
identidades (4.7)—(4.11), obtemos

6P~ LLOD = Gi(E1), ECE 10,
@+ (6 + D@ — SLE)T - PO@ = Gol&,t), R t>0, 1D
b+ 6P = Gu(&,1), E€RY >0,

onde
Gi(&,t) == F{(b- V)b}(&,t) — F{(u- V)u}(, t) - F{VP}{, 1),
Gs(&,t) .= —F{(u-V)w} (&), (4.13)
G3(&.1) == F{(b- V)u}(&.t) — F{(u- V)b}(&,1)
e
0 —& & & L& L&
L&) = | & 0 —& | e P& =—| && & & |- 414
—&o &1 0 &8s &8s £

Agora, sejam z := (u,w,b)’ e G := (G1, G, G3)T. Entdo, podemos reescrever o sistema

(4.12) como segue:

zi+ A6z = G(&,1), (4.15)
onde A(&) é a matriz Hermitiana
€121 B(€) o
Alg)=| B REO+EP+HI O |, (4.16)
0 0 .

com B(§) := —%L(f), R(&) := —P(&), I é aidentidade 3 x 3 e O é a matriz nula 3 x 3. Entdo,

pelo Lema 2.39, existe uma constante o > 0 independente de & e t, tal que

e 4@ < e vi>0e ¢ € R, (4.17)



Capitulo 4. DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO FORMAL 45

onde || - || denota a norma euclidiana da matriz. Multiplicando a equagdo (4.15) pelo fator
integrante A& obtemos
d
dt

Integrando com relacdo ao tempo, obtemos

(1 ®z(e.) = 1 OG(E 1),

/z\(ﬁ,t) _ e—tA(f)zAO(E) + /t 6—(15—5)14(5)(;(57 s) ds,

0

onde 2y := 2(-,0) = (U, Wo, bo)?. Usando (4.17), temos:
t
B < 1 ONEE1+ [ e aE ) ds

t

< P58 +/ elEP =9 |G (¢, 5)| ds. (4.18)
0

Pelo Lema 4.1, |G(&,t)| < C [€],Vt > 0e & € R?, onde C' > 0 depende somente das normas

de ug, wy e by em L. Da desigualdade (4.18), concluimos que

t
2(&,0)] < P20 + © / €9 g gs. (4.19)
0
Note que,
2(6)] < (&) + 1To(€)] + 15s(&)] < lluolls + lewolls + [Bols < C.

para todo £ € R? e alguma constante positiva C' dependendo das normas de g, wo, by em L.

Observe ainda que

/Ot e‘”‘a%_s)\f’ ds = e_algl%\ﬂ /Ot e7l€Ps gs = e_U‘€|2t|€| ! [e“'g‘%r:t = 1’ [1 — e‘”'azt] .

olé[? s=0 0|

Portanto, da desigualdade (4.19), obtemos, para todos ¢t > 0 e £ # 0, que

2 ol G () _ ol
2(6,6)| < Ce o (1 e )

C 1
= eolél (1 _ _) 7
= gt G

onde C' € R* dependendo somente das normas de ug, wy, by em L'e L?. Uma vez que K € R3

¢ compacto, encontramos, para todos t > 0e & € K \{0}, que
2(¢,1)| < CleI
onde C' > 0 depende somente do compacto X e das normas de ug, wq, by em L'eL? O

Teorema 4.3. Seja (u, P, w, b) uma solugcdo suave do problema de Cauchy (4.1) com f = g =
0. Se up, wpy, by € LI(R?’) N L2(R3), com divuy = divby = 0, entdo existe uma constante
C > 0 tal que

)l + lw (-, )]l + B¢, 6)lls < C(E+1)7%, Vi >0.

A constante C' > 0 depende somente das normas em L' e L? de ug, wy e by.
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Demonstragdo. Relembremos que, da desigualdade (4.3), u, w e b € L*(R?) para todo ¢ > 0.
Logo, as transformadas u, w e b estdo bem definidas. Aplicando a transformada de Fourier em

(4.2) e usando o teorema de Plancherel, obtemos

d ~ ~ ) —_— —_— —~
= (1@l + @13+ 1813) < = (IIVall3 + | Vwl3 + |Vb]3)
=~ [ (IFaP + [Fwp + ) d
R3

Note que ﬂ(é t) =i&u(, t). Assim, |%|2 = |€]*|u|?. Analogamente, temos |§’L\U|2 -
&1 |wl* e |Vb!2 €| |b|2 Portanto,

d [ . ~ ~ Tt
& (1B + @13 + 1BI3) < = [ 16Far + @ + B)de
R3
Agora, defina
St):={€ R |¢] <r(t)}, (4.20)

onde r(t) := \/t+71 Note que S(t)° = {& € R? : [¢] > r(t)} = {5 eR3:|¢] > \/;}
Como R? = S(t) U S(t)¢, temos que

d (i~ N ~ . . =~
S+ ol 1) < — [l (1@l + af + B2) a
dt
S(t)e
- [, e (1 v ) e
5(t)

< - e (b e
S(t)e

3 ~ N
< - (1@l + @+ [B2) d
t + ]. S(t)c
Logo,
< (il + @i+ 1818) < —— [ (@ + 1@ + 6?) d
dt - t+1 Jps
3 2 2
o bf) e
ey, (6 1+ B
Isto é,
d (1o P 2 3
o (Il + 103+ 1813) -+ = (1@l + @03 + 1B13)
3
< 2 21 1b )
< i, (@ 1r e

Multiplicando a desigualdade acima pelo fator integrante (t + 1)3, obtemos
(¢4 1 (1l + 03 + 1BI2) + 3+ 1) (Il + a3+ 1513)

< 3(t+1)2/ (1P + @ + B d
S(t)



Capitulo 4. DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO FORMAL 47

concluindo, assim, que

d 3 ~112 ~ 112 02 2
— <
di [(t"’l) <Hu||2+||w||2—|— ||b||2>] <3(t+1)

(1@l + @2 + [b?) de. @21)
S(t)

Da Proposi¢do 4.2, temos
@D + [@E ) + b t)* < ClE]*, VEESH\{0} e Vi=0,  (422)

onde a constante C' > (0 depende somente das normas de ug, wy € by em L'eL*>. De(d21)e
(4.22), obtemos

d —~
— 1 3 =112 ~ 112 2 < 1 2 _92 '
=+ 17 (a3 + @3 + 1813) | < C@+1) /  lele

Usando coordenadas esféricas, € facil obter que
[ el e = amr(t) = 4V3r(e+ 1)
S(t)

onde (t) é o raio da bola S(t). Segue, entdo, que
d

|+ 0 (1@l + 113+ 1B13) | < ct+1)¥2

Integrando com respeito ao tempo, obtemos
A~ A~ - —_ — - §
(t+ 1)* (I )13 + 1@, D3+ 1B, DI) < Idall3 + ol + lboll3 + Cl + 1)F - 1],

(,0) e by = B(-,O). Usando o teorema de

£

para todo t > 0, onde uy = u(-,0),wy =
Plancherel, encontramos

(t+ 1% (Ol + w05+ B¢, 115) < lluoll3 + lwoll3 + llboll3 + C[(t + 1) — 1]
< Jluwoll3 + [lwoll3 + [|boll3 + C(t + 1)°/2
< C(t+1)77
ou seja,
(- )3 + w05 + [1b(-, )3 < Ct+1)7%, Vi >0, (4.23)

onde a constante C' > 0 depende das normas de u, wq e by em L' e L?. Esta estimativa pode
ser melhorada como segue. Pelo Lema 4.1 e pelas estimativas (4.19) e (4.23), temos, para alguma
constante positiva o (independente ¢, £, ug, wy, by) e C' (dependendo somente das normas em
L' e L? de ug, wy, by) que

(e, )| + [w(E, )| + [b(E, 1)
t
C 4 llwollr + [[woll1 + ||bol|1 + /0 e P g (fu(-, 5)|3 + (-, 5)]3 + (- 5)[13) ds}

{
{
{
{

t
L Jfuolly + wolls + [1boll: + / <t—s>—1/2<s+1>—1/2ds},
0

IA

IN

t
C 9 llwolly + [lwollx + [[boll1 +/ el (t=9)|¢|(s 4 1)71/2 ds}
0

IN

t
¢ IIUO||1+||wo||1+||bo||1+/[260(t—8)]_1/2(8+1)_1/2d8}
0

IN
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onde, na terceira desigualdade acima, usamos o fato que e~ g < (267’)_1/ 2, para todo

t
a>0,7>0. Como/ (t —s)7V/*(s +1)""2ds < 7 para todo t > 0, obtemos
0

G )2+ D&+ [bEHP <C, VECR, >0

(compare com a estimativa (4.22)), onde a constante C' > 0 depende somentes das normas em
L' e L? de ug, wy e by. Da desigualdade (4.21), obtemos, para todo ¢ > 0, que

d N R ~
Z @+ 07 (JaC D13+ 1BC, O3+ BCDIB) | < Ct+ 1)y
< Ct+1)"2
pois r(t) = /3 (t+1)~/2. Itegrando em relagio a ¢ e usando novamente o teorema de Plancherel,
obtemos
(t+ 17 (luC )3 + w0l + 15C,0)l12) < lluoll3 + [lwoll2 + 15oll3
+CO[(t+1)2 —1]
< COt+1)%2
Portanto,

lu(-, )13 + lw( Ol + [1B(, O3 < Ot + 1), V=0,

onde a constante C' > ( depende apenas das normas em L' e L? de uy, wy e by. Isto finaliza a

demonstragdo do teorema. [

4.1.2 Taxa de decaimento melhorada para a velocidade angular

Vamos mostrar agora que a taxa de decaimento para ||w(-, t)||2 apresentada no Teorema

4.3 pode ser melhorada. Para isso, defina o tempo ¢, por
2

to 1= 2% (14 [y + o 3+ [| o[} (424)

Primeiro, provaremos o seguinte Lema.

Lema 4.4. Seja ty dado por (4.24). Assumindo as mesmas hipoteses do Teorema 4.3, temos
2720

Hg S 1+|| 2 2 b 27
uol|3 + [[wol|3 + [|bol[3

Demonstragdo. Integrando a desigualdade de energia (4.2) com respeito a varidvel temporal,

obtemos

t
/0(IIVU(-,T)II§+IIVw(-,T)II§+IIVb(-J)II%)dTSIIUOII§+IIwo|I3+IIbo|I§, (4.25)
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para todo ¢t > 0. Entdo, tomando ¢ = ¢, em (4.25), do teorema do valor médio para integrais de

Lebesgue, concluimos que existe um conjunto £ C (0, ty) com medida positiva tal que

to (IVu, Dl + IVw(, )l + V(- 1)[3)

to
< / (1Y, ) + [V, )3 + Vb 7)|3) dr, Vi€ E.

Logo, por (4.25), temos

|woll3 + [Jwoll3 + [|boll3
to ’

IVul, )5 + IV, )5 + Vb )]l < Vi€ E. (4.26)

A seguir, usaremos as seguintes notagdes:

z(- 1) = (u(-, 1), w(-, 1), b(-, 1)),

2o := (o, wo, bo)

1Z0ll3 := llwoll2 + [l2woll3 + [|oll2,

1ZC. 015 = llu( Oz + w2 + 15¢, 1),

IVz(, )z = Vul, )z + [Vw(- )z + 1Vb(, 1)]3,
ID*2 (-, )3 = [D*u(-, 1)z + [D*w (- )z + 1 D*6(-, )]z,

onde ;
ID*v(- t)[|3 = Y [ID;Dyv(- t)[|3, com Dy = 9/,
k=1

Derivando as equagdes (4.1),, (4.1), e (4.1); em relacdo a x;, obtemos

( 0:Dyu+ (Dyu - V)u + (u - V)Diu — ADyu + VD, P
1
= —rot Djw + (le . V)b + (b : V)le,
2 ) (4.27)
ODw + (Diu - V)w + (u - V)Djw — ADjw — V(div Djw) + Dyw = §r0t Dyu,

\ atle + (Dlu : V)b + (u . V)le — Ale = (le . V)’U, + (b . V)Dlu.

Multiplicando as equacdes (4.27), por Dyu, (4.27), por Dyw e (4.27)5 por D;b em L?, obtemos:

(1d 1
§EHDZUH% -+ HVD[’U/H% = §(rotDlw, Dlu) + ((le . V)b, Dl’U,)
—|—((b . V)le, Dlu) — ((DZ’U, : V)’U,, Dlu)
1d

. 1
1Dy |3+ |V Dyawll3 + ldiv Dyol3 + | Do = 5 (rot Dyas, Dyw)

2dt (4.28)
—((Dyu - V)w, Dw)

1d

§£||le||§ +[[VDb|j3 = —((Dyu - V)b, Dib) + ((Dib - V)u, D;b)

\ +((b V)Dl'u,, le)
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Como divb = 0 entdo ((b- V)D;b, Diu) + ((b - V)Dyu, D;b) = 0. Portanto, somando as
equacdes de (4.28), obtemos

1d
577 LIPwllz + [ Diwll5 + [[Did]l5] + [D(V)llz + [ Di(Vew) 5 + [D(V D)3

+|| Dy(divw)||3 + || Dyw||5 = (rot Dyu, Dyw) + (Db - V)b, Dyu)
—((Dyu - V)u, Diu) — ((Dyu - V)w, Dyiw) — ((Dyu - V)b, D;b)

Agora, multiplicando por 2 e somando a equacdo (4.29) sobre [ = 1,2, 3, obtemos:

3 3 3 3 3

d

p E | Dyul)3 + E | Dywl|3 + E | Dibl|3 | + 2 E | Dy(Vu)l|3 + 2 E |1 Dy(Vw) |3
-1 =1 =1 -1

3 3 3 3
+2 " IDy(VB)|5 + 2 I Dy(divw)|5 + 2 | Diw|3 = 22 rot Dyu, Dyw)
=1 =1 =1 =1
3

+2Z (Dyb - V)b, Dyu) —22 (D - V)u, D) — 2 ((Diu - V)w, Djw)

=1 = =1
—2 Z((Dlu . V)b, D;b) + 22((le - V)u, D;b). (4.30)
=1 =1

Observe que pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos

3 3 3
2 (rot Dyu, Diw) < 2 |(rot Dyw, Diw)| < 2 || Diw||a[|V D2
=1 =1 =1

3 3
1 1
2 IDwl3+ 5 D IV (D)3 = 2 Vel + 51 D>ull.
=1 =1

IN

Note ainda que

3 3
-2 Z((Dlu -V)u, Dju) = 22((Dlu V) Dy, u) < 2||u)|oo|| Vae||2|| D? w2
=1 =1

Analogamente,

3 3
-2 (D Vyw, Dw) = 2) ((Diu-V)Diw,w) < 2|w||oo || Vuull2|| D*w] |2,
=1 =1

3 3
23 (Dru- V)b, Dib) = 23 (D~ V)Dib,b) < 2[blloc [Vull2| DB,

=1 =1

3 3
2> ((Dib-V)b, D) = —2) ((Dib-V)Dyu,b) < 2[[b]loo || VO] 2] D?ul2,
=1 =1

3 3
2> (Dib-V)u,Dib) = 23 ((Dib-V)Dib,u) < 2|[ullso||Vbl|2||D?b||2,
=1 =1

onde ||v(-,7)||oo = sup{|v(z,7)| : € R3}. Assim, pela identidade (4.30) e pelas estimativas acima,

obtemos

d
%HVZH% + 10?23 < 10]|2lo0 [ V2|2l D? 2|2
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Usando as desigualdades de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (2.4)—(2.5) (veja o Lema 2.35), obtemos
[ollocllVoll < ol Vol % D*olls, Vo e HA(R). (431)
Portanto
L9213+ 107215 < 10]121 219212 D213 (4.32)

Escolha t; € F (fixo, porém arbitrdrio). Integrando a desigualdade (4.32) sobre o intervalo (¢1,t),
obtemos

IV 6)3 + / |D22(,7) |3 dr
2 1/2
< |IVz(t)[3+ 10 / 1zC, )5 21V 2 )Y 21 D22(, )3 dr
< |IVz(, 0)[13 + 10]|zo]5 / IV2(, )5 21D (-, 7) |3 dr, (4.33)

paratodot > t1, onde a segunda desigualdade vem de (4.3). Da definicdo de ¢ty em (4.24) e da desigualdade
(4.26), temos que

lz0]l3” 10202
10]|20[15 [V 2(- t1) 15> < 10]|z0]l3 -~
2 AT (1t [[z0]B)12
1/2
. 5< 203 >/
— 2
16 1+||20H2
< 1
3

Entdo, por continuidade, existe um § > 0 tal que 10||20H§/2HVz(-, t)Hé/2 < 1paratodot € [t1,t; + d].
Logo, paratodo t € [t1,t1 + 6], temos que

1/2 1/2
10]1z0lly %V 2(, )lly % D*=(-, )13 < ID?=(-, )3
Portanto, da desigualdade (4.33), segue que
Hvz(vt)”% < Hvz('ﬂtl)H%? Vi e [t17t1+5]‘

Isto prova que [t1,t1 + 0] C E, de modo que o argumento pode ser repetido escolhendo ¢ + ¢ como
“ponto de partida”. Prosseguindo assim, concluiremos que ¢ € E para todo ¢ > 1. Uma vez que ¢y > t1,

temos que ||Vz(+, )13 < ||20/|3/to para todo ¢ > t,. Portanto, da defini¢do de ¢, temos

T - SO 1 A SO 1 B
) —

to 22001+ [|z0l3)*  220(1+[lzo0ll3) 1+ llz0ll3 1+ [l2oll3

para todo t > tg, concluindo, assim, a demonstragdo do lema. O

Observacio 4.5. A demonstragdo apresentada acima mostra também que |Vu(-, t)||5+||Vw(-, t)||3+
|[Vb(-,t)||3 é decrescente para todo t € [ty,00), onde tq é o tempo definido em (4.24).
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Proposicao 4.6. Seja ty > 0 definido em (4.24). Assumindo as mesmas hipoteses do Teorema

4.3, temos que
[Vl 013+ IVw (- 1)[I5 + Vb, 1)])3 < C(t+ 1), Vi >t

para alguma constante C' > 0 dependendo apenas das normas de uo, wo e by em L' e L*.

Demonstragdo. Multiplicando a equagdo (4.2) por (¢ + 1)2, obtemos
d
(t+ 12 lzC Dl + (E+ 1D V2( 0] < 0.
Assim,

% [+ D22 0l5] + ¢+ D2V 0)5 < 20+ D= 1)]3

Integrando de 0 até ¢, obtemos

t

t
(4 12 =( 013+ / (r + 12|V, DB dr < [lzof2 +2 / (r + l|=(, )2 dr,

para todo ¢ > 0. Em particular,

t

t
[ 1P1vs B dr <zl +2 [ (4 Dl Edr, Yezo.
0 0
Sabemos do Teorema 4.3 que ||z(-,#)||2 < C(t + 1)~%/2, para todo t > 0. Portanto,

/Ot(r + 1D3|Vz(-,7)|2dr < lzo|2 +2C /Ot(r +1)"Y24dr
=zl +4C[(E + 1) ~ 1]
< Ct+1)Y2, (4.34)
para todo ¢t > 0 e alguma constante C' > 0 que depende somente das normas de ug, wq € by em
L' e L*. Agora, multiplicando a equacio (4.32) por (¢ + 1)3, obtemos
(t+ 1)3%IIVZ(-J)H§ +(t+ 17 D%2(, )3
<100t + D20, 011V 2C, Dl 102 D),
isto é,
% [(t+ 1PV, )I3] + (t+ 1) D%2(, )3
<3(t+ 1)?[Vz( )5+ 100+ 17 2(, 0151V 2(, 0157 D2, 1)1
Integrando em (%, t), onde ¢, € dado por (4.24), obtemos

t
(t+1°IV=(, )5+ / (T + 12D (- 7)I5 < (to + 1)°[|V2(- to) 13
to
t

t
3 / (r + 12| V2(-, 7|2 dr + 10 / (r + VPl 2( Y2V 2 ) Y2 D22 1) 2 dr

to to
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para todo t > ty. Agora estimaremos os dois primeiros termos do lado direito da desigualdade

acima. Utilizando o Lema 4.4 e a defini¢cdo de ¢, em (4.24), obtemos

—20
(to + 1*V2(, to)llz < (to +1)°

9

— o S
1+ [[zoll3

onde a constante C' > 0 depende somente das normas em L? de Uy, Wy € by. Além disso, da
equacao (4.34), temos

t
3/ (1 +1)?|Vz(,1)|3dr < C(t + 1)1/2.
to
Assim, pelas estiamtivas acima e por (4.3) temos
t
¢+ DIV + [ (4 DD dr
to

t
< e+ 0+ 200zl [+ DTG 7

to

para alguma constante C' € R* dependendo apenas da norma de 2, em L' e L*. Pelo Lema 4.4,

temos

95 5 7 llzol2 \Y* 1
1 1/2 SO <1 ve 2 _ 2 (__1=0lf2 - > .
Ollzolly “[IV2(-; 7)™ < 10[| 20| 1+ 2072~ 16 \1+ 20| <3 V7 >t
Portanto,

1 /[t .
(t+1)3HVz(-,t>H§+§/(T+1)3HD2z(-,7)H§dT§C<t+1)2, Vit > to,
to

o que implica,
IV2(, )3 < Ct+1)7°7,

para todo ¢ > t, e para alguma constante C' > 0 dependendo somente das normas em L' ¢ L?

de Uy, Wo € b(). O

Obteremos, a seguir, a taxa de decaimento algébrica melhorada para a velocidade micro-

rotacional w.

Teorema 4.7. Assumindo as mesmas hipoteses do Teorema 4.3, temos
lw(-, ). <CE+1)75, ¥t>0,
onde a constante C' > 0 depende somente das normas de ugy, wq e by em L'eL?

Demonstragdo. Sejaty dado por (4.24). Observe que t; € uma constante que depende apenas da

norma de z, em L?. Assim, por (4.3), temos que

(to + )Y w(-,1)ll2 < (to +1)* 20l < C,
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onde C' > 0 depende somente da norma de z, em L% Logo, se 0 < t < t;, entdo
lw(-, )]z < Cto + 1)’5/4 < C(t+ 1)’5/4.
Basta portanto, provar o mesmo resultado para t > .

Reescrevendo a equacdo (4.1), como
wt('a t) + ’UJ(', t) = A’lU(, t) + Q(a t)a

1
onde Q(-,t) := érotu + V(divw) — (u - V)w e multiplicando a equacdo acima pelo fator
integrante e, obtemos
0
a[etw(., t)] = etAw('v t) + etQ('v t)

Fazendo a mudanca de varidvel
W(vt) = etw(',t) € Q(?t) = etQ('>t>7

obtemos

Pelo principio de Duhamel aplicado a W (-, t) a partir de ¢, obtemos

t ~
W(-,t) = eA(t_tO)W(-,to) +/ eA(t_S)Q(-, s)ds,

to

onde (eAt) £0 € o semigrupo do calor (veja a Defini¢do 2.40). Portanto,
w(-,t) = e Ay (. 1)

t 1
+ / e~ (=9 A=) {Erotu + V(divw) — (u - V)w} (-,s)ds, (4.36)
to
Tomando a norma L? de (4.36) e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

1 t
[w(-, )]s < e A (- to) [, + 5/ eI eA ot ul-, 5)|| ds

to

t
n / ef(tfs)HeA(t*S)V(din)(US)HZdS

to

t
N / e_(t_s)HeA(t—s)(u -V)w(-, s)||2ds.

to

Assim, pelo Teorema 2.41, pela estimativa (4.3) e pela desigualdade de Holder, temos
1
Slett™rotul,s)lla < Clirotu(-,s)ll2 = C[[Vau(- )],

e3¢ Vdivaw (-, 5)|2 Ot — ) 2ldiva(-, s)l|l2 < C(t — 5)7 || Vaw(-, )],

IN

IN

(t =) (u- V)w(, )]
C(t =) ul, )|V (- 5)l2
Ot = )/ V(- 5)]l2,

162 (w - V)w (-, 5)]|2

IN

IN
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onde a constante C' > 0 da udltima estimativa depende somente das normas de ug, wq € by em
L’

Por outro lado, sabemos que v(x,t) = e2~%)w(x, 1) é solugio do PVI

4.37
v(-,tg) = w(-, ty) € L*(R3). (437)

{ v,=Av, xR t>t,
Assim, aplicando a transformada de Fourier ao PVI (4.37), obtemos o problema de Cauchy
o= €T, O(t) = (- to),
cuja solucdo é v(&,t) = 1§ (t=to) w (&, to). Logo, pelo teorema de Plancherel, segue que
(.l = @m)~ o, 1)l = (2m)~° /RS (&, 1)]” dg
= (2m)7 / e 2R G (€, 10) | d
RS
< ()7 / (& o) de = 2m) @ to) 3 = (-, 1)} < 120,
onde, na ultima estimativa, usamos a desigualdade (4.3). Portanto,
le2E 0w (- o)l = lo(-, t)ll2 < llzoll2s  VE > to.

Desta forma,

t
lw( )l < e zoll2 + C/ e |V, s)|l2 ds

to
t
b0 [ ) Tl ) ds
1
Ot
+ C | eIt =) Vw(., s)||» ds.
to
Da Proposi¢ao 4.6, temos
t
lw( )l < e |zoll2 + C/ e~ (=5 (5 1+ 1)73/1 ds
to
t
-+ C/ e*(t—s)<t_s)71/2<s+1)75/4d8
to
t

+ 0/ et —s) s+ 1) s, (4.38)

to

para todo ¢ > t,, onde a constante C' > 0 depende apenas das normas de wg, wg, by em L' e L.

A seguir, estimaremos os quatro termos do lado direito da desigualdade (4.38).

A) Seja h(t) := (t+1)**e~t, parat > —1. Entdo, h(t) < h(1/4) < 1.03, paratodo t > —1.

Assim,

(t+ 1) e zgly = (t+ 1) e |20l < Ke®|lzoll2 < C,
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onde C' > 0 depende somente da norma de z, em L?. Portanto,

e )| zglls < Ot +1)7%/4, (4.39)

t
B) Considere/ e =) (s +1)"4ds =: I,(t) + L,(t), onde

to
(t+t0)/2 .
L(t) = / e—(t—s)<8 + 1)—5/4 ds e Iy(t) ::/ e—(t—s)(s + 1)—5/4 ds.
to (t+t0)/2

i. Estimativa para [;(t).

Note que
to+ 1 to+ 1t t—1 t—1
s < 0; St oo 0§t—3:>—(t—s)§—< 2°>
Logo,
t+tg .
L(t) < e(t;O)/ ’ (s+1)_5/4ds§e(t2to)/ (s+1)/*ds
to 0

= 4o~ (T2°) = 4(t + 1)t 2et0/2( 4 1)/ < Keto/2(¢ 4 1)/
< Ct+1),
onde C' > 0 depende somente da norma de z, em L? e a terceira desigualdade se
justifica pelo fato de (t + 1)>/4e~*/2 < 1.49,
ii. Estimativa para I5(t).

Observe que

—5/4

t+t t+t
—;0§S:>(8+1)_5/4§ (%+1)

Assim,

—5/4 t
t+1
L(t) < (ﬂ + 1) / e~ %) ds.
2 trig

2

Comot+ 1 <t +ty+ 2, segue que
(t+to+2)72* < (t+1)7%/4

Logo,

t+t —5/4
(TO + 1) = 24t 4 1o +2)7* < 25/t + 1)/,

Assim,

t
L(t) < 25/4(t+1)_5/4/ e =9 ds
0
t
25/4(t+1)_5/4/ e Tdr
0

< 224t + 1)5/4/ e Tdr < 224t 4+ 1)7%/4,
0
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Portanto,

t
C/ eI (s 4+ 1) ds < Ot + 1), (4.40)

to

onde C' > 0 depende apenas das normas em L' e L? de z.

t
C) Considere / e ) (s +1)74(t — 5) V2 ds =: I,(t) + I,(t), onde

to

~ (t+t0)/2
Il(t) ::/ 6_(t_5)(3 + 1)_5/4(t _ S)_1/2 ds
t

¢
12<t) = / e_(t_s)(s + 1)_5/4(t _ S)_1/2 ds.
(
i. Estimativa para 1:1(15)

L(t) < e (=) /t(s + 1)t — 5)7 V2 ds.

—1/2
Observeque s < i = —s>-L=t—s>L=(t—s5)712< (%) /2 Portanto,

t/2 " -1/2  ,t/2
/ (s+1)75(t — 5)2ds < (2) / (s +1)"5ds
0 0
V2 /°° 44/2
— s+ 1) s = 2 < 44/2,
Vi) 6T Vi

poist > 1,jaquet > ty.
Note tambémque £ < s =L 4+1<s+1= (s+1)/1 < (L+ 1)75/4. Portanto,

t " —5/4 st
/ (s+ 1)/t — )" ds < (5“) / (t — 5)"2 ds
t t

/2 /2
t _
_ s/ (t+2)‘5/4t‘1/2/ (1_§> 1/2 o
t t
1
25/4(t+2)5/4t1/2/ (1—7')*1/2d7
1
2
1/2 3/4
Ly IR
t+2 t+2
Segue que

t—t

fl(t) < Ke (5%) = K(t+ 1)5/4 o t/2 et0/2(t + 1)—5/4.
Como (t + 1)4e742 < 1.49, entdo
L) < C(t+ 1)/,

onde C' > 0 depende apenas da norma de z, em L?.
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ii. Estimativa para I, (t).

+1
Como 0

< s, entao

—5/4 t+1o e 5/4 —5/4 5/4 —5/4
(s+1) < ?—i—l =22 (t+ 1t +2) <2t 4+ 1),

poist + 1 <t +ty + 2. Logo,

t
L(t) < 25/4(t+1)_5/4/ e (t — 5)71V2ds

t
Otft()
25/4 (t+ 1)*5/4 / e T Y2 dr
0
< 24t + 1)_5/4/ e T V2 dr
0
1
= 2°4T1 (5) (t+ 1) =25 /m(t+ 1)1,

onde I' é a funcdo gama de Euler. Portanto,

t
C/ eI (s 4+ 1)t —5) V2 ds < Ot +1)74,

to

onde C' > 0 depende somente das normas em L' e L? de z,.

t
D) Considere / e (s 4+ 1)74(t — 5) 4 ds =: Jy(t) + Jo(t), onde

to

(t+t0)/2
Ji(t) = / e ) (s 4+ 1)t — 5)73/* ds

to

t
Jg(t) = / ef(tfs)(s + 1)*5/4(15 _ S>73/4 ds.
(t+to)/2

i. Estimativa para .J; ().

Observe que,

t/2 " —3/4 /2
/ (s+1)7%4t —s5)3ds < (—) / (s41)"%ds
0 0

poist > 1,jaque t > .

(4.41)
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Observe ainda que

t t 75/4 t
/ (s+ 1)t —s)%ds < <§+1) / (t —s)3/*ds
t ¢

/2 /2
1

294 (1 4 2) /4 ¢4 / (1—7)"*dr
1/2

t N/ 1
- 8(— — ) <s.
() ()
t—tg

Jl(t) < Kei( 2 ) = K(t+ 1)5/46_t/26t0/2(t+ 1)—5/4.

A

Portanto,

Ou seja,
Ji(t) < Ot +1)75/4,

onde C' > 0 depende somente da norma de z, em L.

ii. Estimativa para J,(t).

Jo(t)

IN

¢
2°/4(t + 1)_5/4/ eIt — )73 ds

tot—to
= 24t + 1)_5/4/0 e "3 dr
< Py [Ceriar
0
= 2T (i) (t+1)7 < K(t+1)7
Portanto,

t
0/ e (s + 1)t —5) ¥ ds < Ot +1)7%4, (4.42)

to

onde C' > 0 depende apenas das normas em L' e L? de z.

Utilizando as estimativas (4.39), (4.40), (4.41) e (4.42) na desigualdade (4.38), conclui-

mos que
lw(- )l < CE+1)71, Vit

onde C' € R* depende apenas das normas em L' e L? dos dados inciais. Isto completa a

demonstracdo do Teorema 4.7. [
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4.2 Forcas externas nao nulas

Agora, examinaremos o caso em que as forcas externas f e g estdo presentes. Para

obtermos os mesmo resultados anteriores, assumiremos que f e g satisfazem:

div f(-,t) =0, Yt>0, (4.43)
E+DY2FC D+ gt o)l < Kt +1)74, V>0, (4.44)
FE0)]+1G(&,6)] < Ko(t+1)72(€], VE>0e €< 1, (4.45)

para algumas constantes positivas K; e Ks.

Lema 4.8. Seja (u, P,w,b) uma solu¢do suave do problema de Cauchy (4.1) com f e g
satisfazendo (4.43)—(4.45). Se ug, wy, by € L*(R?) N L*(R?) com div uy = div by = 0, entdo,
paratodot > 0 e & € R3, temos
[F{(w - V)u}(&, )| + [F{(u - V)w}(& )| + [F{(u- V)b}(&,1)]
+ [F{b-V)ul(& 1)+ [F{(b- V)b}(&, 1) + [F{VP}(§, 1)
< [l Ol llul, Ol 4+ l[w(- D)) + 160 1) ll2 (2llwl- 1)z + 2[[b(, £)]]2)] [€]-

Em particular,

[F{lw- V)u}(& t)] + | F{(u- V)w}( )| + | F{(w- V)b}(E, 1) + [F{(b- V)u}(&, 1)
+HF{ (B V)b}E 1) + [F{VPHE )| < ClE],

onde C' > () depende somente de K , ||ug||2, ||wo|2 € ||bol|2-

Demonstracdo. Multiplicando as Eqs. (4.1), por u, (4.1), por w e (4.1); por b em L?, obtemos

1d

Sl 4 |Vl = (rotw, w) + (b V)b, w) + (£, ),

1d i 1

S ol + V] + divew 3 + w]f = S(rotu,w) + (g, w),
1d

S ZIBIE + VB3 = (b V), ).

Somando as trés identidades acima e usando o fato que ((b- V)b, u) + ((b- V)u, b) = 0, pois

divb = 0, temos, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, que

1d .
Sq (lll3 + [lewl3 + 10]13) + [Vl + [[Vwl]5 + | VB3 + |[divaw|3 + [|w]]3
= (rotu, w) + (f,u) + (g, w)

3 7
< JIVuls + lwls + 1 fll2lull: + gl (4.46)
Multiplicando por 2 e manipulando os termos adequadamente, obtemos

d 1 1
= (ull3 + 1wl + [618) + 5 (Il + V] + [Vbl3) + 5 el

< 2| fllzllull2 + 2|\gl3 = H(t). (4.47)
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A seguir, usando um argumento tipo Gronwall, provaremos que
lu Ol + lw( Ol + [bC Ol <, V>0, (4.48)
onde C' > 0 depende apenas de K e das normas em L* de ug, wy e by. Para isto, seja

J() = llu(, Ol + w5 + 16 1)]5.

De (4.47), temos

—J(6) <H(@) = 20fC Ollllu, )2+ 2lgC, )12
< 20FC )l ()2 + 2] )13

Agora, seja J(t) := 1+ J(t). Note que .J(¢) > 1, para todo ¢ > 0, pois J(¢) > 0. Segue que

d ~ d ~
) = I <2070 + 2lg (1)1 (4.49)

Dividindo (4.49) por 2J(t)"/2, obtemos

1~ 1/2d

—J(t) i

5 J(t) < 1Dl + g DIT @72 < Dl + g3,

pois J(¢) > 1. Ou seja,

d

L (F02) < 1560l + a0l V0.

Integrando a desigualdade acima no intervalo [0, ¢], resulta

Jvr < Jopt+ /nf Mw+/Hg )2 ds
:<H4wﬁ+ww%wwmm+lnﬂwmw+AWmsmw
< 1A luglle + [Jwoll2 + [[boll2 + /000 NF(t)||2dt + /Ooo g (-, t)[|3 dt.

Como J(t)/2 < J(t)Y/2, para todo t > 0, entdo

J@“£®W%MHWW+MW+A|WﬁWﬁ+A|Mﬁmﬁ7(Mm

para todo ¢t > 0. Observe, ainda, que da desigualdade (4.44), temos

(0.9} 00 4
[Tisenta < g [Caen et
0 0

(e o] 00 B 2
[Clgtola < K [Casnora=n
0 0

Portanto, de (4.50), concluimos que J(t) < C', onde a constante C' > 0 depende apenas de K7 e

das normas de u, wg e by em L2, provando, assim, a estimativa (4.48).
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Note que de (4.48), temos u(-, 1), w(-,t), b(-,t) € L*(R?) para todo ¢t > 0. Logo, as

transformadas w (-, t), w(-, t), B(, t) estdo bem definidas. Repetindo os argumentos do Lema 4.1

e usando (4.48), obtemos

5

{(w- V)u}(& 1) < [ul3lé] < ClEL,

{(w- V)wi(&,1)| < ull2]|wllf€] < C[€],

{(w-V)b}(&, 1)] < [lul2]lbll2[€] < ClE], (4.51)
{(6-V)u}(&, 1) < [|bll2]|ull2[€] < ClE],

{(b- V)b}(E )| < [IbI31€] < CIE],

onde C' > 0 depende somente de K; das normas de ug, wg e by em L.

g

9 W

(€
£,
3

5

b-V

5

Ademais, aplicando o operador divergente na Eq. (4.1); e usando que div f = 0 (vejaa
hipétese (4.43)), obtemos

AP = div (VP) = div (b- V)b — div (u - V)u. (4.52)

Portanto, tomando a tranformada de Fourier de (4.52) e usando (4.48), concluimos, como em
(4.6), que

IFAVPHE )] < (lu(, )z + 160, 1)I2) €] < CIE], (4.53)

onde C' > 0 depende somente de K; e das normas de ug, wy € by em L. Portanto, das

estimativas (4.51) e (4.53), obtemos o resultado desejado. [

Proposicao 4.9. Assumindo as mesmas hipoteses do Lema 4.8, temos

@€, )]+ |[w(E, 1) + [blE. )] < Cle| T,

paratodot > 0e 0 < || < 1, onde a constante C' € RT depende somente de Ky, K, e das

normas em L' e L? dos dados iniciais.

Demonstragdo. Da desigualdade (4.48), concluimos que u(-, ), w(-,t), b(-,t) € L*(R?) para
todo ¢ > 0. Portanto, as transformadas u(-,t), w(-, 1), g(, t) estdao bem definidas. Tomando a
transformada de Fourier das Eqgs. (4.1),,(4.1), e (4.1); e usando as identidades (4.7)—(4.11),

obtemos »
i, + €@ - §L<£>fu —Gi(&t)+ T,
w, + (|€* + Dw - §L(£) — P(&)w = Go(&,t) + g(&. 1), (4.54)
b, + |5’2b = G3(§.1),

onde G, G, e G estdo definidas em (4.13) e L(&) e P(€) sdo as matrizes dadas em (4.14).
Agora, sejam z := (u,w,b)T e G := (G1,G4,G3) e F := (f.9. 0)7. Temos, entio,

que

24+ A€)Z = G(&1) + FE.1), (4.55)
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onde A(&) é a matriz Hermitiana definida em (4.16). Multiplicando (4.55) pelo fator integrante

etA(g), obtemos

d

- (etA(ﬁ)g(s’t» _ A& GE) + F(E.1)].

Integrando com relacdo ao tempo, temos

Be0) =05 + [ O G(En + e

0
onde zj := 2(-,0) = (ug, Wy, bAO)T. Usando (4.17), temos

(&, 1) < !\6_tA(£)\!\Z7)(£)\+/O le=4@|| [|G(¢, 5)| + |F (€, 5)]) ds

< Pz 0)| + / P (|G (E, 5)| + [F(E )| ds.  (4.56)
0

Pelo Lema 4.8, temos que |G(&,t)| < C|€|, paratodot > 0 e & € R3, onde C' > 0
depende somente de K; e das normas de ug, w, e by em L?. Observe também que de (4.45),
|F(&,t)] < C €|, paratodot > 0e|€| < 1,onde C' € RT depende apenas de K. Assim,

Be.0) < €M) + 0 [ g as
0

paratodot > 0 e |€| < 1,onde C' > 0 depende somente de K, K5 e das normas de wug, wy e by
em L*. Uma vez que z, € L'(R?) x L'(R?) x L'(R?), segue que 2y € L™ (R?) x L™(R?) x
L>(R3) e

120(&)] < [@o(&)] + [@o(€)] + Bo(€)] < [[asoll + [|wolls + [bolx < C,

para todo £ € R? e alguma constante positiva C' dependendo das normas de ug, wg e by em L.

t
—ol€Pt-s) g _ 1 ( . —a|€\2t>
e ds = 1—e ,
| e

paratodot > 0 e & # 0, temos

Como

2 C 2 C 2 1 C
2(6,1)| < Ceol8Pt 4 = (1 — eIl :—+C"5't<1——)<—, 4.57
= ce ) =g e i) =e
pois 0 < |£| < 1. Logo,
2(&.4)| <ClETL, VE>0 e 0< g <1, (4.58)

onde C' > 0 depende apenas das constantes K, K5 e das normas de ug, wo, € by em L' e L.

Isto finaliza a demonstracio da proposi¢ao. 0
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Teorema 4.10. Seja (u, P, w, b) uma solugdo suave do problema de Cauchy (4.1). Se wgy, wy, by €
L'(R®) N L*(R?), com divug = divby = 0 e f, g satisfazem (4.43)—(4.45), entdo

w02+ [w(, )]l + 16(- D)2 < Ct+1)"%, V>0,

onde C' > 0 depende somente de K1, K5 e das normas de ug, wq e by em L'eL”

Demonstragdo. Pela desigualdade de energia (4.47) e pelo teorema de Plancherel, obtemos

< (10113 + @013+ B¢ 1) < — [ 16 (1ate 0 + @60 + bie. ) de

+(2m)*H(t), (4.59)
para todo t > 0.

Agora, seja B(t) ;= {€ € R : |¢| < R(t)}, onde R(t) := v/6(t + 1)~'/2. Observe que
B(t)¢ = {€ € R?: [¢] > V6 (t+1)"/?}. Como R® = B(t)° U B(t) entio, de (4.59), obtemos

< (1C,013 + 1@ 013 + 15, 0)13)
1 2 (1~ 2 ~ 2 n 2
<3 [, € (1 00 + fite 0 + e ) ag
1

- 5 /B(t) |€|2 <‘a<€’t)‘2 + |ﬁ\](€a t)|2 + ’/I;(E,t)P) ds + (27T)3H(t)
1

-5 /B(t)C |€|2 <|’i\l,(€,t)|2 + |’(/I)(€,t)|2 + |B(€7t)|2) de¢ + (271')3]'](15)

IN

)

3 . , - ,
] e (! (& D+ |w(&,1))* + b, 1)] >d£+(27r)3H(t).

Disto segue que
d ~ ~ 3
= (1@C 1B+ 1B D13 + 186 DI3) + = (lac

b

+
3 2
<1 ), (BEOF + @EOF + |

DI + Il (-, )13 + B¢, D113

(&.1) >d€+(27r) H(t).

Q)

Multiplicando a desigualdade acima pelo fator integrante (¢ + 1)3, obtemos
d R =R ~
2+ 07 (16 D3+ ()13 + 1B 1)1 ) |

<3+ 1P [ (J@(E 0P +@ENF + e de +87°(t+ 1P H (D). (460)
B(t)
Observe que de (4.44) e (4.48), temos

H{(t) 201G Ollllul, )2+ 2llg (- 1)13

2C1F ()2 +2[lg( )13
20K, (t+1)""* 4 2K%(t +1)7°/
Clt+1)7",

INIA

IN
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para todo t > 0, onde C' > 0 depende somente de K e das normas de wug, w, e by em L.

Assim,
02 (101 + 180,013+ 1BC, D))

§3(t+1)2/

(1ae, 0 + (. O + [B(E,OF ) & + C(¢ + 1), (461)
B(t)
para todo ¢ > 0, onde C' € R* depende apenas de K e das normas de ug, wy e by em L.

Pela Proposicao 4.9, sabemos que
(&, 0 + [w(&, O +[b&, )] < Cle[~?,

paratodo 0 < |£| < 1et > 0, onde a constante C' depende somente de K, K5 e das normas de

ug, w e by em L' e L*. Note que parat > 5, temos que \/‘t/% < 1.Isto é, R(t) < 1. Logo, para

t > 5,se & € B(t)entdo 0 < || < 1. Portanto, de (4.61), segue que

d N N ~ _
G e (1 + 1913+ 1) | < o1 [ jertag s o
B(t)
= Ct+1)?[4Ven(t+ 1)+ Ot +1)"*
< Ct+1*24C@t+1)%1
< <O@t+1)*2
1.e.,
d 3 (s 2 ~ 2 7 2 3/2
@+ 07 (IBC D13+ 1B, 013 + IBC.DIBI) | < C+ 12, we=s,

Integrando esta desigualdade com respeito ao tempo no intervalo [5, t|, obtemos
(t+ 0 (@G, 013+ 1@ O3+ 156, 018) < 6 (1@, 5)I3 + @, 5)13 + 15, 5)3)

t
+C/ (s 4 1)32ds
5

IN

6" (Il 5)I3 + (- 5)13 + 5, 5)I13)
+CO(t+ 1)

Usando o teorema de Plancherel, temos

(t+1)° (lul Ol + lwC Ol + 16C,D)3) < 6% (lul- 52 + w52 + 5, 5)]3)
+ Ot + 1),

Portanto,

lu( D5 + w5+ 116Gl < O +1)7 (Ju.5)15 + lw(-. 5[5 + [[b(- 5)]3)
+C(t+ 1)1
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Pela desigualdade (4.48), temos que

lu( )5 + w5+ [6C. 03 < Ct+1)7°+C(t+1)7"7
< Cit+17

para todo t > 5 e para alguma constante C' > 0 dependendo somente de K; e K5 e das normas
de uy, wy e by em L' e L.

Por outro lado, para 0 < ¢t < 5, temos que 1 < ¢+ 1 < 6 0 que implica 1 < (¢t +1)1/2 <
V6. Logo, por (4.48), temos

(t+DY2 (Jul, 13 + w13+ 16, 0)13) < V6 ([lul )13+ [w(- )13 + [Ib(-, t)[13) < C
Ou seja,
[ 113 + lw( Ol + [b(, )5 < Ct+1)72, Vi € [0,5),

para alguma constante C' > 0 dependendo apenas de K e das normas de ug, wq e by em L2

Portanto,
u(-, )13+ [[w(-, )3 + | D)3 < Co(t+ 1), Vit >0, (4.62)

com a constante Cjy > 0 dependendo somente de K; e K, e das normas de ug, wg € by em L'e
L2
Como antes, a proxima etapa € melhorar as estimativas (4.58) e (4.62), que podem ser fei-

tas como segue. Pelo Lema 4.8 e pela desigualdade (4.45), temos que |G(-,t)| < C [€]]|z(-, 1) ||
e |F(-,t)] < C|&|, paratodo t > 0. Segue, de (4.56) e (4.62), que

2,0 < e8P 59 +C / " -al(s) €] (s + 1)"2ds,
0

paratodo ¢t > O e |£] < 1, onde a constante C' > 0 depende somente de K7, K5 e das normas de

1/2

Uy, Wy € by em L' e L?. Portanto, usando o fato de que e~ q < (2er)" % paratodoa > Oe

7 > 0, temos

(€.1)] + [b(€, 1)

[u(€,t)] + |
t
< llwoll1 + [lwollr + [|boll1 +/ 2e0(t — s)]7%(s + 1)_1/2d8}

|w
C

C%WNVHWMM+Mmrﬁ/@—Q*”@+n”ﬂ@}

0

IN
Q

t
pois / (t —s)"Y?(s +1)""%ds < 7 para todo t > 0. Logo,
0

(&, 1) + |, 1))+ [b(E, 1))? < C, Vi>0, ¢ <1, (4.63)

(compare com (4.58)), onde a cosntante C' > 0 depende somente de K, K> e das normas de

ug, wy e byem L' e L2
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Das desigualdades (4.60) e (4.63) e observando que, parat > 5, se £ € B(t) entdo
|€] < 1, obtemos

d

S0 (a3 + w3+ 1813) | < ce+ 12 /B , e+ @ H

< CO(t+1)*4n/3R(t) + (2m)*(t + 1)°H(t)
< CH+DYV24@2m)3t+1)>2H(t),

para todo t > 5, onde R(t) = v/6(t + 1)~/? é o raio da bola fechada B(t). Portanto, usando o

teorema de Plancherel, obtemos, para todo ¢ > 5, que

jt [+ 1% (luC O3+ llw(- D13+ [5G, O]12)] < O+ DY+ (t+1)°H(E), (4.64)

onde C' > 0 depende apenas de K7, K5 e das normas de ug, wg € by em L'e L%

Por outro lado, note que, se 0 <t < 5, entdo
t 4 1)3/2 (D2 + |W(E D2+ [bE,D)|?) de
(t+1) /B(t)(\u< )2+ (e, )12 + b 1))
<o [ (lae.nr + fie F + bie. o) de

B(t)
<C [ (08 +@(.0F + [BE0F) dg
(

= C (1@ )1 + @ (-, )3+ [b(-, £)3)
= C2m)° (luC Ol + llw(- O3 + 6, )]32)
<C,
onde na ultima igualdade usamos o teorema de Plancherel e na tltima desigualdade utilizamos

a estimativa (4.48). Aqui, C' € R* depende apenas de K e das normas de ug, wg e by em L.

Multiplicando a desigualdade acima por ( + 1)'/2, obtemos
02 [ ([l 0P + (e 0 + ble. ) de < e+ 1)1
B(t)
para todo 0 < ¢ < 5. Segue, de (4.60), que

02 (IR0 + 16013+ 1B, DIZ)] < O+ 12 + @n)*( + 1 H (),

para todo t € [0,5). Aplicando o teorema de Plancherel, obtemos, para todo ¢ € [0, 5), que

CZ[(H 1P (Il )15+ llw( O3+ 160, OIE)] < CE+1)Y2 + (¢ +1)*H(2), (4.65)

onde a constante C' > 0 depende somente de K e das normas de ug, wy e by em L?. Portanto,
das desigualdades (4.64) e (4.65), concluimos que

d

2 [EH D (e )5 + w15 + 1B, DIE)] < Cult+ 1) + (4 1) H(2), (4.66)



Capitulo 4. DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO FORMAL 68

para todo t > 0, onde a constante C, € R* depende somente de K|, K e das normas de ug, wy

ebyem L' e L?.

Agora, estamos em um bom momento para melhorar a taxa de decaimento apresentada

em (4.62) através de um método iterativo que serd descrito a seguir. Uma vez que
H(t) = 201 £, O)llallal- )z + 2llg (- )3,
para todo t > 0, segue da hipétese (4.44), que
H(t) < 2K, (t+ 1) u(, t)|2 + 2K7(t + 1), vt >0. (4.67)
Logo, por (4.62), segue que
H(t) < 2,002t + 1) 2+ 2K2(t+1)7%, Vi >0,
de modo que, por (4.66), temos, para todo ¢t > 0,

d
2 (D2 (full3 + llwlls + 1815)] < Ot + D)2 + 20,67t + 1) + 203 (¢ + 1)/2

= (C. 42K (t+1)2 42K, (t + 1)
< (Co+2K2+2K,CaA) (L +1).

Integrando a desigualdade acima com respeito a varidvel temporal, obtemos
(t+ 17 (llu( )3 + llw( D)l + 15, 1)112)
t
< ol + ol + 10l + (C. + 282 + 28:65) [ (s + 1)
0

1
= [|uol3 + [lwoll3 + I[bol3 + (C\ + 2K7 + 2K, Cy') S+ 1)? —1]
< Jluoll3 + llwoll3 + IBol3 + (C. + 2KF + 2K, Cy*)(t + 1)2, Vit >0,

Desta forma,

[uC O3 + wC O3+ 116G O3 < (lwoll + llwoll3 + [boll2) (¢ +1)7°
+(Co+2K2 + 2K,C)t+ 1)1, Wi > 0.

Portanto,
w013+ lw(- )3+ [|b(, D] < Cit+1)7Y, V>0, (4.68)

(compare com (4.62)) onde Cy := ||ul|2 + [|Jwol|2 + ||bo||2 + C. + 2K + 2K,C}/*. Note que
C, > 0 depende de K, K, e das normas de ug, wo, by em L' e L.

Afirmacao: Temos que

lu( )5 + w5 + 1BC, D5 < Co(t +1)7%, ¥E20, YmeNU{0}, (4.69)
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onde 5
O 1= = 2-(m+) i >0 (4.70)
c
Con 1= l[wol3 + [lwoll3 + [boll3 + C. + 2K7 + 2K,.CL%, Ym > 1, “4.71)

e Cp e C sdo as constantes que aparecem em (4.62) e (4.66), respectivamente.

3 1 3 1
Defato,comoaozz—fl:Zealz1—2*2:E,oscasosmzoemzlforam

provados em (4.62) e (4.68), respectivamente. Agora, suponha que (hipdtese de indugdo)
lu Ol + w15+ 1BC, O3 < Crnat+ 172, V>0, (4.72)
para algum m > 1 e algum «,,_; (note que 1/4 < «,,—1 < 3/4). Segue, de (4.67) e (4.72), que
1/2 T 2 —5/2
H(t) <2K,C,7(t+ 1)1 + 2K (t+ 1)/~

Portanto, por (4.66), temos
d

2 L+ 17 (e O + w1z + 160, 1)]13)]
< CL(t+ DYV 4 2K,C2 (t+ 1)1 4 2K2 (¢ 4 1)1/
— (Cy 4+ 2K2)(t+ 1)V + 2K,CY2 (¢ + 1) om
<(Cu 4 2K? 4+ 2K,CM2 ) (8 + 1)i-0m1,
.1 5 3 )
pois 3 < 1 Qp—1, UMA VEZ qUE Q1 < T Integrando de 0 até ¢, obtemos

(t+1)° (JluC, )12 + lw (-, )12 + [1b(-, )]|2)
t
< [luo|2 + [Jwo |2 + [|bolf2 + w+4K%4KﬂW>/@+m*%1@
0
< ol + [Jwol|2 + [[bol|2 + (C. + 22 + 2K,C% ) (¢ + 1) E-om1,
Assim,
(-, )12 + lw(-, 612 + [|b(-, 1)]2
< (fluoll? + [[wol|2 + 1ol 2)(t +1)72 + (C. + 2K? + 2K, C2 ) (t + 1)~ 17
(Hu0||2 + HwOH2 + HbOH2 +C, + 2K2 + 2K101/2 Jt+ 1)~ ”“mfl, (4.73)

pois 1 + a1 < 3. Como a1 = 1 27™ temos que

1/3 1/6 .\ 3 .1
§(z+%H)—§(z—2 >—4 .

3
ou seja, 2a,, = 1 ~+ Qy,—1. Portanto, por (4.73), temos

lu(- O3 + w5 + [BC, DI < Cn(t +1)7%, ¥E20, ¥Ym=0,1,2,-
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m—1>

3 - -
onde o, = 1 —2 M leC,, = B+2K,CY2,, com B = |Jug||2 + ||wol|2 + || bo||2 + C. + 2K2,

provando, assim, a afirmacao.
Ademais, sejam L := max{2B, 4K, Cy, 1} e C,, dado em (4.71). Ento
C,, < L?, paratodo m € NU {0}.

Com efeito, como 1 < L entio L < L2, Logo, sendo Cy < E, segue que Cy < L2. Uma vez que
C, =B+ 2K103/2, 2B<L,4K, < Le 03/2 < L (pois Cy < L?), temos que

Pl L PP P

<242 =242 <2 =2 12

1S53 TSI I
Por fim, suponha que C),, 1 < L2, para algum m > 1. Em particular, temos que Ciﬁl < L.
Portanto,

~ L L ~ L[ I* I1? I1* -~

Cn=B+2K,C <= 4+2 . L=Z"4= < 4= =]
e s 57 2 T2 2T ’

) 3 .
como afirmado anteriormente. Como «,,, —— T obtemos o resultado desejado fazendo

m—r0o0

m — oo em (4.69), i.e.,
[w(- )3+ lw(- )|+ |b(,1)||2 < L2 (t +1)75/%, vt >o.

Isto conclui a prova do Teorema 4.10. 0

4.2.1 Taxa de decaimento melhorada para a micro-rotacao

Finalmente, observamos que, de forma similar ao caso onde as forcas externas sdo nulas,
podemos obter uma taxa de decaimento mais rdpida para ||w(-,t)||2, assumindo a seguinte

condic¢do adicional:
E+DIVFC Ol + [V )l < Ks(t+1)"7, Vi >, (4.74)
para algum #; > 0 e alguma constante K3 > 0.
A fim de obter a estimativa melhorada para a velocidade micro-rotacional, definimos o

tempo T>0 por
T = 2%(1 + M,)*, (4.75)

onde M, é dado por

o] 1/2 oo
M= {laali 2 [ a5 [T 1Al (@76
0

0

Lema 4.11. Seja (u, P, w,b) uma solucdo suave do PVI (4.1). Se ug,wy,by € L'(R?) N
L2(R3), comdivug = divby = 0, e f, g satisfazem (4.43)—(4.45) e (4.74), entdo
2—20

IVu(, )l + IV, )z + VB, )3 < A+ My

Vi Z t27

onde ty >t e My é dado por (4.76).
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Demonstracdo. Integrando a desigualdade de energia (4.47) no intervalo [0, ¢], obtemos

1 [ 1 /[t
=Gl +5 [ 1925 s+ 5 [ 9l ds
0 0

t t
SH%@+2/Hﬂwﬂ@@+2/ﬂfﬁﬁhmwﬁmw& Vi> 0. @477)
0 0

Em particular,

o] t
Hz(~,t)!|§§HzOH§+2/O \!g(-,S)HSdH?/O 1£Cos)lallz(ss)ll2ds, Vi =0. (4.78)

Seja A := ||zo||2 + 2/ lg(-, s)||5 ds. Entdo de (4.78), temos que
0

. t
\uuw@§A+2AHfu@Muu@mw,vtzo

Usando um argumento tipo Gronwall, provaremos, a seguir, que
12(, )]l < Mo, V>0,
onde M, foi definido em (4.76). Dado ¢ > 0, defina
50 i= A w2 [Nt ds,
para todo ¢t > 0. Entdo, de (4.79) temos
lz(, 03 < Je(t), V=0

Observe que derivando J,(¢) e usando (4.81), obtemos

d
537t =21 FC Dl 12 1)l < 2J(t) 21 £, )]l
Como J(t) > 0, para todo ¢ > 0, temos que

L
EJe(t) ! 2%@&@) < Hf(?t)H2

Isto é,

d 1/2
= [T <IF D)o

Integrando a desigualdade acima no intervalo [0, ¢], obtemos

12(, t)ll2 < Je(8)'/? < Je(0)"2 +/0 1F 5 8)ll2 ds,

ou seja,
t
l2( t)la <(A+3P”+/Hfmﬁmw
0

< E1/2+e+/ £, )2 dt.
0

(4.79)

(4.80)

(4.81)
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Como € > 0 € arbitrério, segue, da definicdo de A, que

00 1/2 00
Hdﬁ%é{wm+%/ﬂﬂﬁm%} [T s = Mo, Ve > 0.482)
0

0

Além disso, note que, da desigualdade (4.77), temos
1 t ) ) t ) t
5 [ IV=ColEds <zl 2 [ lgts)lBds+2 [ 1FColls fut.o)lads
0 0 0
< lzoli+2 [ lgtos)lias+2 156l )l ds

0

§|m%+2/ mu@%w+m&/ 1£Cos)llods
0 0

o] 0 2
< Nl 2 [ lgtolds+ ([T ads) + o

1/2

- [ww%aﬁ mu@m$+(ﬁwwm$mw)] A

00 1/2 o 2
s{h%m+;éumwmw% v wm@m@}+Mg

= MZ+ M3 =2M;,

onde na terceira desigualdade usamos (4.82) e na quarta desigualdade usamos Young. Portanto,

da estimativa acima, temos que

t
/ IVz(-,8)|5ds < 4M7, Vt>0. (4.83)
0

Agora, derivando as equacgdes (4.1),,(4.1), e (4.1); em relacdo a x;, obtemos

( ODiu+ (Diu-Vu+ (u-V)Diu — ADu+ VD P
1
= érotDl'w +(Dib-V)b+ (b-V)Db+ D, f,
O Diw + (Diu - V)w + (u - V)Djw — ADyw — V(div Dyw) + Dyw (4.84)
1
= Qrot Dlu + Dlg;
L (9tle + (Dl'u, . V)b + (’U, : V)le — Ale = (le . V)'U, + (b . V)Dlu.

Multiplicando as equagdes (4.84), por Dju, (4.84), por D;w e (4.84); por D;b em L?, obtemos:

((1d 1
5@!\@“”3 +[IVDu|3 = §(r0tDlw, Dyu) + ((Dib- V)b, Dyu)
+<<b . V)le, Dlu) - ((Dl'u, : V>U/, Dlu) + (Dl_f, Dlu),
1d . 1
5@\\17110”% + [IVDyw|[3 + [|div Dyw||3 + || Diw |3 = 5 (rot Dyu, Dyw) (4.85)
_((Dlu ' V)w> Dlw) + (Dlg7 Dlw)>
1d
5 7 1Pl + [V Dbl = —((Drw - V)b, Dib) + ((Dib - V)u, Dib)
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Como div b = 0, entdo, ap6s integrarmos por partes, concluimos que ((b - V)D;b, Diu) + ((b -
V)Dyu, D;b) = 0. Portanto, somando as identidades de (4.85), obtemos

1d
577 LIDwells + [Dwls + [|Didl3] + [ Di(Va) 5 + [ Di(Vw) 3 + [ Di(VB)5

+|| Dy (divw) |3 + || Diw]|3 = (rot Dyu, Diw) + (Db - V)b, Dju)
—((Diu - V)u, Diu) — ((Dyu - V)w, Diw) — ((Dyu - V)b, D;b)
+((Dib - V)u, Dib) + (Dif , Diw) + (Dig, Diw). (4.86)

Agora, multiplicando por 2 e somando a equacgao (4.86) sobre [ = 1, 2, 3, obtemos

3 3 3 3 3

d

o[22 1Dl + D 1Dl + D 1Dbl3| +2 ) 1Du(Vu)l3 +2 ) [ Di(Vew)|3
=1 =1 =1 =1 =1

3 3 3 3
+2) IDi(VB)|3 +2 ) IDi(diven)[5 +2) || Dywl|3 =2 ) (rot Dyu, Dyw)
=1 =1 =1 =1

3 3 3
+2) ((Dib- V)b, Diu) — 2 (D~ V)u, Dyu) — 2 ((Dyu- V)w, Djw)
=1 =1 =1

3 3 3
—2) (D V)b, Dib) +2> ((Dib- V)u, Dib) +2> (Dif, Dyu)
=1 =1 =1

3
+2 Z(Dlg, Dw). (4.87)
=1

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

3 3
QZ(rotDlu,Dlw) < 22 |(rot Dyu, Djw)|
=1 =1

3
2) IV Dyullz| Dywllz
=1

IN

IN

7 8 & 7 8
3 Z IV Dyu|3 + - Z D3 = g”DQUH% + ;”V“’H%
=1 =1

3
2> (Dig,Diw) < 2) |(Dig, Diw)]
=1

3
23 ||Duglla || Dyw|2
=1

IN

IN

3 3
1 1
23 1Dugll3 + 5 S I Dpwl3 = 2| Vg3 + 5 Vel
=1 =1
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Das desigualdades de Cauchy- Schwarz, de Gagliardo-Niremberg e de Young, temos

3 3 3
23 (Dif, Diu) < 23 |(Dif, Dw)| <23 |IDifll2l| Deulla < 2[|V £ll2[ V2
=1 =1 =1

IN

1/2 1/2 1
21V Fll2lully* [ D*ully”* < 2[|V £z (uu||2+ 4HD2qu>
1 1 1
= 2 V{llllulla + SIVFI2lID*ullz < 2(V fllallulle + L IVFIE + 511Dl
< 2 ellallull + 2V £I3 + 5 1 D%ul}
2| U2 2t 35 ul|3.
Assim, pelas estimativas acima e de forma analdga ao Lema 4.4, obtemos, por (4.87), que
d .
7 [IVlls + [IVwllz + [VBI] + 2(1D*ull; + [ D*w]3 + [D?*B]l3) + 2] Vdivw|3 + 2| V|3
11 23
< 10|20l V2l2 D*2 ]l + | D2ullz + T 11Vwllz + 2[Vglls + 2 [V £llzllellz + 2]V £l

Portanto,

IN

10][zlloc IV 2][2[| D* 2|2
+ 2|V Fl2llullz + 2( VI3 + 2 Vgll3-

d 5 1
LIV zl3 + S1D%213 + 4 Vw3

Segue, da desigualdade (4.31), que

1/2 1/2
10]12)1y* V215 * | D?=|13

IN

d ) 1
LIV + SID2 13 + Vw3

+2([V fllallull2 + 2V FIE +2(Vgll3.  (4.88)

Agora, escolha t, > t; tal que

00 o] 2—22
M/ Vf(,s ds+/ VI s)E+ |V S (4.89)
o) IVF(ss)ll2 : (IVFC )3+ 1Vg(, 9)3) ds S ES T
Observe que, de (4.83), temos
|19 s) B ds < 4.
0
Entdo, em particular, temos que
et T
/ IV2(-, )|l ds < 4Mg, (4.90)
t*

onde T foi definido em (4.75). Pelo Teorema do valor médio para integrais de Lebesgue, existe um

conjunto EC (ay to + T) com medida positiva tal que

_ tutT _
TIVz(-, )3 < / |Vz(-,s)||3ds, Vte€E.
t*

Logo, de (4.90), temos que
,  AM _
Vz(, 1) < 7 Vte E.
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Da definigao de T em (4.75), segue que

222

IVz(-, )3 < A+ M2 Vte E. 4.91)

Agora, escolha to € E (fixo, porém arbitrario). Integrando a desigualdade (4.88) sobre (fo, t)e

usando a estimativa (4.82), obtemos
V2,613 + / |D22(, ) 3ds + + / V(.. )3 ds
< [ Va(, 750)H2+10M1/2 / IV2(, 8)lly* 1 D?2(-, 5)[13 ds
+2Mo | IVFC s 2 / (V£ )13 + [Va(-, 5)lI3) ds, (4.92)
) :

para todo t > . Como £ € E C (ty, ts + f), segue, de (4.91), que

9- 11
1—|—M0

V(- to)[l2 < (4.93)

Da desigualdade (4.93), temos que

o-11 \Y2 19 My 2 5 5
1M, 2|V 2(-, £) |2/ < 10057 ( ) — < 0 > s < 4o

Entdo, por continuidade, existe um § > 0 tal que 10M01/2HV (.t )||1/2 < 5/8, para todo t € [to, g + 6.
Logo, por (4.92), temos que

t t
IV2(, )3 < IV2(, t0) 13 +2Mo [ IVF(-5)ll2ds + 2/5 (IVEC )5+ Vgl s)lI3) ds

to

para todo t € [tg,fo + J]. Assim, de (4.89) e (4.93), obtemos, para todo ¢ € [tg, tp + J], que

9 2—22 2—22 2—22
Vz(,t < 1+ 2. =3.
H ( )H2 (1 n M0)2 (1 + M0)2 (1 n MO)2
~ . 2—22 - 2—20
(14+ Mo)2 (1 + My)?
Portanto,
2710 L
Vz(,t)]e < , Vit € |ty to + 9]
V260l < T3 oo + 9]
Afirmacao:
2710 N
Vz(-,t <—, Vit>t. 4.95)
V260l < T3 0

Com efeito, se (4.95) fosse falso, existiria £ > o + ¢ tal que

B 2—10
[Vz(-, 1)z = T (4.96)
¢ —10 o
IVz(-,t)|2 < Vi e [t 7). (4.97)

l—I—M()’
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Uma vez que 7 > o, da desigualdade (4.92), temos que

V(B3 + 2 / ID?2(, s)|[3ds + - / IVaw(-, 5)|I3 ds
< |Vz(, t0>\|2+10M”2 / V2, 8)|l5 *[|D?2 (-, 5)[13 ds
+2My | HVf<-,s>u2ds+2 / (IVFC )2+ 1Vg(-, 9)]13) ds
0 0

Observe que, de (4.97), temos IOM()l/?HVz( )Hl/2 < 5/16, para todo s € [to,t). Como o > t,, das

estimativas (4.89) e (4.93) e da desigualdade acima, segue que

— o 2—22 2—22 2—22
Vz(,t < +2. =3
H ( )H2 — (1—|—M0)2 (1+M0)2 (1+Mg)2
2722 2720
< 4- = .
(1—|—Mg)2 (1+M0)2
Isto €,
B 2—10
Vz(-,t)]2 <
V2Bl < g
contradizendo a identidade (4.96). Portanto,
2710 -
ot —, Vit >t
V2Dl < e YE2Ho
Em particular, uma vez que ¢, + T > to, temos que
-10 ~
[Vz(-, )2 < 1+ M, Vi>te+T =: 1, (4.98)
concluindo, assim, a demonstragao do lema. O

Proposicio 4.12. Sejam (u, P, w, b) uma solugéo suave do problema de Cauchy (4.1) e t > t,
definido em (4.98). Se ug, wo,by € L'(R?) N L*(R?), com divuy = divby = 0, ¢ f, g
satisfazem (4.43)—(4.45) e (4.74), entdo

IVl I3 + [V, Ol + IVBC, O3 < Clt+1)7°2, Vit

onde C' > 0 depende somente de t,, K1, K+, K3 e das normas de ug, wy e by em L' e L*.

Demonstragdo. Multiplicando a desigualdade de energia (4.47) por (¢ + 1)2, obtemos

S+ DAV < 2+ DAEC D el )l

d
t+1)°—|z(, )3
(t+ 1223 +
+2(t+1)7llg (1)1,
que implica em

%[(Hlfllzlli} +%(t+1)2\IVzH§ < 20+ D))z 0054+ 20+ 12 FC 0 l2llwl-, 1))
+2(t+1)%g (-, 1)3.
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Integrando a desigualdade acima sobre (%, t), obtemos

t

(t+1)ZIIZ(t)||§+%/ (r+D?IVa(r)|zdr < (t2+1)2||Z(t2)||3+2/ (+ Dlz(7)l3dr

to to

+2/ (T + DG )l 7)ll2 dr

to

t
w2 [ 1PlgC Dl dr

t2
para todo t > t5. Em particular, temos que

t

3 [ DIV < (4 1P 42 [ )la)

to to

+2/ (7 + D2IF ¢ )l 7]l dr

to

t
+2/(T—|—1)2||g(-,7')||%d7', Vi > ts. (4.99)

to

Agora, vamos estimar os termos do lado direito de (4.99). Do Teorema 4.10, sabemos
que ||z(-,)||2 < C(t +1)73/2, para todo ¢ > 0. Entfo,

t t
2/ (r+ D]z, 2dr < 20/(T+1)1/2dT
to

to

< AC [+ D)V = (ta + 1)V
< C(t+1)V2 (4.100)

onde a constante C' > 0 depende somente de K|, K5 e das normas em L'e L? de Ug, Wy, by.

De (4.44), inferimos que
IFCt)lle S KAt +1)7 e gl )3 < Kf(t+1)7"%, vt >0.
Também do Teorema 4.10, temos ||u(-,t)|s < C(t + 1)~3/%, para todo ¢ > 0. Logo,

20t + 1 £ )l llul, O)ll2 + 2t + 1) 1g (- 0)112
2K O+ D)2t + 1)+ 1)/ 4 2Kt + 1)t + 1) 7°/2
<COt+1)72

para todo t > 0, onde a constante C' > 0 depende somente de K7, K5 e das normas em L' e L?
de ug, wy € by. Assim,

t

2/ (T+1)2Hf(-,T)H2HU(wT)Ilsz+2/ (r+1)*g(, )2 dr

to to

= 2/ (7 + DAFC D lllluC Dl + (7 + D2 g (7)) dr

to

¢
< C’/ (r+1)"VPdr <Cl(t+1)"? = (L + D)V < C(t+1)Y?, (4.101)

to
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para todo t > t,, onde a constante C' > 0 depende somente de K, K5 e das normas em L'eL?
de ug, wy e by. Portanto, usando as estimativas (4.100) e (4.101) em (4.99), concluimos que

t
/ (1 + 12| Vz(-, 7)|3dr < (ta +1)?||z(, t2) |3+ Ct + D2 < C(t +1)V/2, (4.102)
to

paratodo t > to, onde a constante C' > ( depende somente de fl, K4, K9 e das normas em L'e L?de

Up, Wwo € bU-
Agora, multiplicando a desigualdade (4.88) por (¢ + 1)3, obtemos
d )
(t+ 1)3$||V2(',t)!\§ +gt+ D D22(-, )3
1/2 1/2
<10t + 12120, 0) [V, 1)1 D= (-, 1) 3
+2(t+ DIVFC0)llallwC )2 + 208+ DIV FC 013 + 208+ 1)°[Va (- )13,

ou seja,

6+ DIV OI] + 2+ DPIDPRC,H)3
< 3(t+ 1|Vz( )3 + 100t + D32, 1)1y V2, )1y 21 D22 (-, )13
+2(t+ D3VEC D) allu, Ol + 20 + DIV FC0IE + 20+ 1) Vg(- )3

Integrando a desigualdade acima de ¢; até ¢, onde 5 foi definido em (4.98), obtemos

t
/ (1 + 1)°|D%2(, T3 dr < (t2 + 1)*|V2(, 12)13

to

5
(t+1)°[ V(. )5 + 3

t t
1/2 1/2
43 / (r + 1?|Vz(, 7|3 dr + 10 / (7 4+ D32, DIV 2, )LD )| dr
2 2
t

+2/ (T+1)3\|Vf(-,T)||2HU(',T)H2dT+2/ (T + DIV FC I3 dr

to [2)

t
+2/ (r+ 1*IVg(-, )5 dr, (4.103)

to
paratodot > to.
A seguir, estimaremos os termos do lado direito da desigualdade acima. Do Lema 4.11, temos

que

—20

(ta + 1)3|V2(-, t2)||3 < (ta +1)3 < C, (4.104)

(1 + M0)2 -

onde C' > 0 é uma constante que sé depende 1, K, e das normas em L? de ug, wg e by. Da hipétese

(4.74), concluimos que
IVFCt)llz < Ks(t+ 1)~V IVFC IR < K@+ )72 Vg0l < K3t +1)77/2,
para todo ¢ > 1. Do Teorema 4.10, temos ||u(-,t)||2 < ||z(-,)||2 < C(t +1)~3/%. Assim,

2t + 1 [IVFC,)ll2llwl, )l + IV 015 + Vgl 1)13]
<Ot +1)3 [(t FO A+ D) VA )2 4 4 1)*7/2}
<Ot+13t+1)"P=0@+1)712
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para todo t > {1 (em particular, t > t2), onde a constante C' > 0 depende de t1,de K 1, Ko, K3 e das

normas em L' e L? de ug, wy e by. Dai,

t

Q/t [(m+ D> (IVFC)llzlul, )l + IVFC I+ (VgL )13)] dr

<o [ Par < Ol )12 — (4 )13 < O+ )2, (4.105)
to

para todo t > t5, onde a constante C' > 0 depende de t1,de K1, K5, K3 e das normas de ug, wg ¢ by em

L' e L% Além disso, pelo Lema 4.11, temos que

1/2 vy 278 10/ My \'* 5
10M, 2|V 2(-, )] /2 < 10My/ ESTALE =35 <1+Mo> <15 (4.106)
0

para todo t > t5. Assim, usando as estimativas (4.80), (4.102) e (4.104)—(4.106) em (4.103), obtemos

t
(t+1)3sz(-,t)||§+§/(r+1)3||D2z(-,T)H§dr < C+C@t+1)Y?
to

t

5
+— [ (r+ 1?|D%z(-, 7)|3 dr,
16 J,,

ou ainda,
5 t
(t+ 17 1V=(, 1) + 16/ (r+ 1 |D?%2(, |3 dr < C(t+ 1)1
to
Portanto,

IVz( )3 < Ct+1)"2, Vi >t (4.107)

onde a constante C' > 0 depende apenas de 1, K1, Ko, K3 e das normas em L' e L? de ug, wy e by. Isto

conclui a demonstracao da Proposi¢do 4.12. O

Teorema 4.13. Seja (u, P, w,b) uma solucdo suave do PVI (4.1). Se ug, wo, by € L'(R?) N
L*(R?), com divuy = divby = 0, e f, g satisfazem (4.43)—(4.45) e (4.74), entdo

Jw(-,t)]]s < Ct+1)"%, V>0,

onde C' € R depende somente de t,, K1, Ko, K3 e das normas de w,, w, e by em L'eL?

Demonstragdo. Da desigualdade (4.48) temos que
lw(- )3 <C, Vt=0,
onde a cosntante C' > 0 depende somente de K e das normas de ug, wq e by em L?. Assim,
(t2 + 1) (-, )]s < Cts +1)°* < C,

onde C' > 0 depende somente de t1, de K, e das normas de ug, wy e by em L. Logo, se
0 <t < ty, entdo

|w(-,t)||la < Clta + 1) < C(t 4+ 1)7%4,
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pois t < t. Portanto, basta provar o resultado para t > t,.

Reescrevendo a equacao (4.1), como
wt('a t) + ’UJ(', t) = A’LU(, t) + Q(a t)a
1
onde Q(-,t) := grotu+ V(divw) — (u - V)w + g e multiplicando a equagdo acima pelo fator

integrante ¢', obtemos

0., ot t
oyl w ()] = ' Aw (1) + ¢Q(-1).

Fazendo a mudancga de varidvel
W(vt) = etw('vt) € Q(7t> = GtQ("t)7

obtemos

%W(-,t) =AW (-, 1)+ Q- 1). (4.108)

Aplicando o principio de Duhamel a W (-, t) a partir do tempo ¢, encontramos
t
W(-,t) = AW (- 1) +/ eA=9Q(-, s) ds,
to

onde (eAt) +~0 € 0 semigrupo do calor. Disto segue que

¢ 1
n / o (1=5) JA(s) {érot’u, + V(divw) — (u - V)w + g} (,5)ds.
to

Tomando a norma L? e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

1 t
w0 < el + 5 [ e A ol o) ds
to

t
n /e(ts)Heﬁ(tS)V(divw)(',S)H2d‘9

to

t
b [N @ V() ds

to

t
N /6—(t—s)||6A(t—s)g(‘7S)HQdS. (4.109)

to
Agora, estimaremos os cinco termos do lado direito da desigualdade acima.

Sabemos que v(x,t) = eA¢2)w(x, ty) é solugio do PVI

=A ceR3, t>t
{”t U EERS 2 (4.110)

v(-,ty) = w(-, ty) € L*(R3).
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Assim, aplicando a transformada de Fourier ao PVI (4.110), obtemos o problema de Cauchy
_|€|270\7 6(7t2> :@('7t2)7
cuja soluc@o é v(&,t) = e“£|2(t_t2)ﬁ)(£ , t2). Logo, pelo teorema de Plancherel, segue que
lv(, )l = @m)7[o(, 15 = (2m)7° /Rg (&, 1)]* dg
= n) [ R ) dg
RS

< @n [ [l ) e = n o, wIB = w01 < M,

onde, na ultima estimativa, usamos a desigualdade (4.80). Portanto,
€2 2w (- to)[la = o (-, t)|la < My, Vit > to.

Por outro lado, pela desigualdade de Holder e pelas estimativas (2.7) e (4.48), obtemos

IA

§\|6A(t_s)rotu(-,s)||2 C|rotu

s)ll2 = ClVau(:, 5)ll2,

IN

eIV (divaw)(-, 5|2
2079 (u - V)aw(-, 5)]|2

(
C(t —s)7|divew(-, s)|l2 < C(t — s)7 2| Vw(-, 5)],
Ct =) (u- V)w(:,s)|h
)"
)"

IN

(e, 8) |2 Vw(-, s)|2
C(t— s) Y| Vw(-, )|,
AE=g (., 5)[|a Cllg(-, )|

Desta forma, segue de (4.109), que

— S

IA
/-\/\ /-\
~

IN

e

IN

t
lw( )]s < e My + C / e || Vu(-, )2 ds

t2

t
L / eI (1 — 5)7V2| |V (-, 5)]|2 ds

to

¢
+ C’/ e_(t_s)(t—s)_3/4||V'w(-,s)||2ds

to

t
e / (-, 5)]l2 ds.
to

Da Proposi¢do 4.12 e da hipétese (4.44), obtemos

t
lw(- Ol < e ™My + O/ e (s + 1) ds

+ C/ —(t—s)(+ _ 1/2(S+1) 5/4d8
+ O/ —(t—s)(+ _ 3/4(S+1) 5/4d8
+ C/ )(s +1)7%/*ds,
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para todo t > t5, onde C' > 0 depende somente de t1, K1, Ks, K5 e das normas de ug, w € by

em L' e L?. Portanto,

t
lw(- t)]ls < e T2IMy + C/ e (79 (s 4+ 1)75/ ds

to

t
+ C/ eIt — )TV (s + 1) ds
to
t
+ C/ eIt —5) (s + 1) ds,  (4.111)
to

para todo t > t,, onde C' € R* depende apenas de ¢1, K, Ko, K3 e das normas de ug, wy € by
em L' e L?. Estimando os termos do lado direito de (4.111) de forma completamente aniloga
as desigualdades (4.39), (4.40), (4.41) e (4.42) no Teorema 4.7, obtemos

eIV, < Ct+1)74, Vi >t

t
(J/ eI (s+1)ds < C(t+1)7, Vi >ty

t2
t
c / N (- 554 1)V s < Ot 1) Vs b,
t2
t
C/ et —s) s+ 1) ds < (t+ 1) V>,
t2

onde C' > 0 depende somente de t1, K1, Ky, K5 e das normas de ug, w, ¢ by em L'e L?

Portanto, utilizando as estimativas acima na desigualdade (4.111), concluimos que
lw(-, )l < CE+1), V>t

onde C' > 0 depende somente de t1, K1, K5, K5 e das normas de ug, wg e by em L' e L. Isto

finaliza a demonstrag¢do do teorema. 0
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5 DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO RI-
GOROSO

Neste capitulo, obteremos, de maneira rigorosa, o decaimento na norma L? de uma

solu¢do fraca do problema
(

ut—i—(u-V)u—Au—l—VP:%rotw+(b-V)b+f,
wt+(u~V)w—Aw—V(divw)+w:%rotu—i—g,
b+ (u-V)b—Ab=(b-V)u,

divu = divb = 0,

[ u(,0) =ug, w(,0)=woy, b(-,0)= by,

complementado com condic¢des de Dirichlet no infinito, isto €,

5.1)

(u(x,t),w(x,t),blx,t)) —— (0,0,0), Vit>D0.

|| —o0
Para isto, seja 1" um niimero positivo arbitrario. A seguir, usaremos a seguinte notacao:
Qr = R? x (OaT)a

V:={veCyr[R?/divv =0 emR>},
H := o fecho de V em L*(R?),
V :=ofechode V em H'(R?),
V' = o dual topoldgico de V.
Definicdio 5.1. Sejam ug, by € H, wy € L2(R?), f € L2(0,T; V') e g € L*(0, T; H'(R?)).

Dizemos que a tripla (u, w, b) é uma solugdo fraca do problema (5.1) se
u,b € L0, T; V)N L>®(0,T; H),
w € L2(0, T, H'(R?)) N L>(0, T; L*(R?)),
e (u, w, b) satisfaz
(ue, @) + ((w- V)u, ) + (Vu, Vo) = %(rotwyw) + (- V)b, o)+ (f, ¢),
(wi, @) + (w- V)w, @) + (Vw, Vo) + (divw, div @) + (w, ¢)
(rotw, @) + (g, &),

(

1

T2
(b, m) + ((w- V)b, m) + (Vb, V) = ((b- V)u,n),

| u(-,0) =ug, w(-,0)=w,, b(-,0)=0by fracamente em L*(R?),

paratodo p,m € V e p € H(R?).

Na préxima se¢do, construiremos solugdes aproximadas para o sistema (5.1) e apresenta-
remos alguns resultados auxiliares. Por fim, na Secdo 5.2, provaremos o decaimento na norma

L? para as solugdes aproximadas do problema (5.1).
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5.1 Solucoes aproximadas e resultados auxiliares

Seguindo as ideias introduzidas por L. Caffarelli, R. Kohn e L. Nirenberg em [51],

definimos uma funcgio regularizante (“retarded mollifier”) da seguinte forma:

Defini¢do 5.2. Parar € L*(0,T;V) e § > 0, a funcdo regularizante (retarded mollifier) de v é
definida por

Ws(r) (2, ) = 5—14//¢ (% g) F(x—y,t —7)dydr,

onde (x,t) € C=(R*) satisfaz

Y >0, //w(a:,t)dwdt: 1,
R

suppty C {(z,t) e R* : |z|> <t, 1 <t <2},
et : R* = R3 é a extensdo por zero de r, ou seja,

1) = { r(xz,t), se (x,t)€R3>x(0,7),
0, caso contrdrio.
Observacio 5.3. Note que Vs(r) é uma fungdo suave, isto é, Us(r) € C*(R? x [0, T]; R?),

cujo valor no tempo t depende somente dos valores de r no tempo T € (t — 25,t — 0).

Observacdo 5.4. Observe que V(1) = T % O, onde * denota o operador de convolugdo e
s : R* — R € definida por ®5(x,t) := 6 4)(6 tx, 6~ 1t). Em particular, pela desigualdade

de Young para convolugdo, a saber

1 1 1
Hf*quS ||f||p||g||7‘7 onde 1§p,(],7“§00 e _:_+__17
qQ p T
obtemos, parar € X = L (0,T; L*(R?)) ,1 < p,q < oo, que
[W5(r)]|x < Cllr|x. (5.2)

A constante C' € R depende somente da norma de r no espaco produto.

Agora, seguindo os argumentos de L. Caffarelli er al. [51] e G. Lukaszewicz [18],
definimos, para N € N* e para algum T > 0 fixo, solu¢des aproximadas (u”, PV, w" b")
para o problema (5.1) como as solu¢des do sistema
w4 (Ts () - V) — Aud + PN = %roth + (W) - VBN + f em O,

w + (Ts(ul) - V)w" — Aw? — V(divw?") + w? = %rotuN +g em Qrp,
bY + (Us(ul) - V)b — AbY = (U5(b"Y) - V)u em Or,
divu® = divd =0 em O,

ulM(x,0) = up(xz), w(x,0)=wo(x), bY(x,0)=bo(x) em R3

5.3)

/ PN(x,t)de =0 q.s.em [0,T].
R3
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No sistema de equagdes acima, 6 = T'/N. A seguir, apresentaremos alguns resultados similares aos lemas

e teoremas estabelecidos em [18,51,52].

Lema 5.5. Suponha que P é uma distribuicdo, F e L2(0,T; V'), u € L*(0,T;V) e
u—Au+VP=F, (5.4)

no sentido das distribuicoes sobre Qp. Considere G € L*(0,T; H™'(R3)), w € L2(0,T; H'(R?)) e

w; — Aw — V(divw) = G. (5.5

Além disso, assuma D € L*(0,T; V'), b e L20,T;V) e

b, — Ab= D, (5.6)
Entdo,
wg € L*(0,T; V'), w; € L*(0,T; H }(RY)), b, € L*(0,T; V'), (5.7)
DI = ), g w0 = (wnw) 5 BCIE = (Bub), 68)
no sentido das distribuicoes sobre (0,T), e
u,be C([0,T]; H), w € C([0,T]; L*(R?)), (5.9)

apdés uma modificagcdo em um conjunto de medida nula. As solucées de (5.4) e (5.6) sdo unicas no espagco
L?(0,T; V) para dados iniciais ug € H e by € H, respctivamente. Similarmente, solucées de (5.5) sdo
linicas no espago L*(0, T; H*(R3)) para o dado inicial wy € L*(R?).

Demonstragdo. Multiplicando a equagio (5.4) por v € V em L?(R?), obtemos

%(u,v) + (Vu, Vo) = (F, v), (5.10)
pois divv = 0. Como
Vsv— (Vu, Vo)
é uma aplicagdo linear e continua sobre V/, existe um elemento Au € L%(0,T; V') tal que
(Au,v) = (Vu, Vo).

Assim, podemos reescrever a identidade (5.10) do seguinte modo:

%(u, v) = <F‘ — Au,v) (5.11)

Uma vez que F,Au € L?(0,T; V"), concluimos que

uy € L*(0,T; V). (5.12)
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Dessa forma, de (5.12) e usando o Lema 2.23 para V', V' ¢ H, obtemos (5.8) e (5.9) para u.
Para provar a unicidade de u, assuma que (u', P') e (u?, P?) sdo duas solucdes de (5.4) com a mesma

condicdo inicial ug e a mesma forga externa F', ou seja,

ul —Au' + VP =F, wu!(-,0) = ug("),
u —Aul+VP2=F, u2(-,0)=uo().

Defina u := u' — u? e P := P! — P? Entdo u pertence a0 mesmo espaco de u' e u? e satisfaz
uy—Au+VP =0, u(,0)=0. (5.13)

Multiplicando (5.13) po u, da primeira identidade de (5.8), obtemos

1d

5ol + 7l = 0.

Agora, integrando a desigualdade acima de 0 até ¢, com 0 < ¢t < T', obtemos

lu(- )3 < [lu(-, 0)[3 = 0. (5.14)

1:

Desta forma, u u?. De forma completamente andloga, é possivel mostrar o resultado para w e b.

Omitiremos os detalhes aqui. O

Teorema 5.6. Sejam ug,by € H, wy € L*(R3), f € L?(0,T;V') e g € L*(0,T; H Y(R?)). Existe

uma solugdo fraca (u, P,w, b) do sistema (5.1) tal que

u,be L*(0,T; V)N L®(0,T; H) (5.15)

w e L*0,T, H (R?)) N L>(0,T; L*(R?)). (5.16)

Demonstracdo. Para mostrar a existéncia de uma solugdo fraca para o problema (5.1) usaremos o
método de Faedo-Galerkin. Considere (¢, )xeny C V' uma base de autofuncdes do operador de Stokes
A= —Py A, onde Py € a projecio ortogonal de LQ(R?’) em H (denominada de projecdo de Helmholtz)
e (¢ )ren € uma base de autofuncdes do operador de Lamé L : —A — Vdiv (veja [19]). Para cada

m € N, definimos uma solucdo aproximada do problema (5.1) do seguinte modo:

Un (T, t) = > cem(D)er(@),  crm(t) €R,
k=1

Wi (1) = Y dpm (D) Pp(x),  dpm(t) € R,
k=1

bn(@,t) = > exm(t)pp(@),  exm(t) ER,

i
I
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onde a tripla (t;,, Wy, by, ) é a solugdo do problema aproximado

(Ortm, @r) + (Um - V), ) — (A, ¢p) = %(fotwm,gpk) + (b - V)bum, 04)
+(friep), k=1,---,m,
(Orwm, @) + (U, - V)W, @) — (Awp,, @) — (VAIVw,, ¢p,) + (Wi, @)
B %(“’t“ma%) +(g.dr), k=1 ,m,
(0bym, 21) + (W - V)b, 1) — (Abp, 1) = (B - VU, 01,), k=1,-+-,m,

Um(o) = UOm, wm(o) = Wom, bm(o) = bom.

(5.17)

Nao ¢é dificil provar que o sistema de equagdes diferenciais ordindrias ndo linear (5.17) tem uma tnica
solugdo (U, Wy, by, ) definida no intervalo [0, 7,,), com T}, € (0,7"). Na verdade, é possivel estender
essa solucdo para [0, 7| (para mais detalhes, veja o artigo de Boldrini et. al. [19]). Agora, multiplicando

(5.17)1 por cim, (5.17)9 por di.,, € (5.17)3 por ey, somando as equagdes correspondentes de k =

1,--- ,m e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos
5 g lumlle + IVunly < Flwnlz + 2IVunllz + 1F @llvllwnlv + (0 - V)b, un),
1d 2 2 . 2 2 _ 1 2 1 2
5 gellwmllz + [Vwmllz + [div wmllz +llwnlz < Jllwanllz + 7 [IVumlz + 9@l g-1lwnll g
5%”177””2 + [IVOnlz = ((bm - V)um, b)),
ou seja,
1d 2 2 2 1 2 2 2
577 Ulemllz + l[wnllz + [1bm]2) + 51Vemlz + [Vwnlz + Vol

_ 1
+ [ div w13 + §me|@ < (IFOllv llumllv + gl g1 lwmll o) - (5.18)

Multiplicando por 2 , manipulando os termos e integrando a desigualdade (5.18) com respeito ao tempo

no intervalo [0, s], com s > 0, obtemos
lwm ()13 + [wm(s)I3 + 1bm ()5 < Nuomll3 + lwomll3 + [1bom |3

S
+2/0 (I Fllv llumllv + ligll g llwmll ) dt

IN

[uoll3 + [lwoll + [1boll3
+2/OS UF v llwmllv + gl g2 [lwm|| 1) dt.
Segue, da desigualdade de de Young e das hipdteses sobre ug, wo, bg, f € g, que

[ ()13 + [wm ()13 + [bm ()13 < O + 2/08 ([l + lwmllz) dt.
Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

sup, (lm ()13 + [lwn ()13 + b (8)]I3) < C- (5.19)
s€|0,
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Agora, novamente multiplicando a estimativa (5.18) por 2, manipulando os termos adequadamente e

integrando a desigualdade resultante de 0 a I', obtemos
2 2 2 g 2 2 2
[wm (T2 + [[wm (T2 + 6, (T) |2 + /0 (IVum @15 + IVwm @®)llz + [|Vbm(£)]l3) dt
2 2 2 g
< [luomllz + lwomllz + 1bomll2 + 2/0 v llumllv + llgll -1 [l wmll ) dt

T
< ||uoll3 + [lwol[3 + [|bol13 +2/0 Uf v llwmllv + llgll g1 l|wmll g ) dt. (5.20)

A seguir, provaremos a existéncia de u, b satisfazendo (5.15). Para isso, observe que, da desigualdade

(5.19), temos que
{um}, {bm} sdo limitadas em L°°(0,7T; H), (5.21)
e que
{wy,} élimitadaem L>°(0,T; L*(R?)). (5.22)
Da estimativa (5.20), segue que
{wm},{by} sio limitadas em L*(0,T;V), (5.23)
e que
{w,,} élimitada em L?(0,T; H'(R?)). (5.24)

As afirmagdes (5.21) e (5.22) garantem a existéncia de u, w, b, e uma subsequéncia m’ — oo, tal que

Uy — u, em L0, T; H), (5.25)
Wy — w, em L>(0,T; L*(R?)) (5.26)

€
b, — b, em L®(0,T; H). (5.27)

Por outro lado, das afirmagdes (5.23) e (5.24), temos que

{tp}, {byy} sdo limitadas em L2(0,T;V) (5.28)

{w,,} é limitada em L?(0, T; H'(R?)). (5.29)

Logo, existe u,, b, € L*(0,T; V), w, € L*(0,T; H}(R?)), e uma subsequéncia, que por simplicidade
denotaremos novamente por U, W, b,,’, tal que

Upy — u em L2(0,T;V), (5.30)

Wy — w, em L2(0,T; H*(R?)) (5.31)
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b,y —bem L*(0,T;V). (5.32)

Em particular, para cada v € L2(0,T; V'), temos que

T T
/ (o (1), (1)) dE — / (wa (), (1)) dt, (5.33)
0 0
T T
/ (b (1), (1)) dt — / (bs (1), v(1)) dt. (5.34)
0 0
E, para cada v € L%(0,T; H}(R?)), temos
T T
/ (W (1), (1)) dt — / (w.(t),D(t)) dt. (5.35)
0 0
Entao, de (5.25)—(5.27), temos
T
/ (w(t) — ua(t), v(t)) dt =0, Vv e LX(0,T: V), (5.36)
0
T
/ (w(t) —w.(t),v(t))dt =0, Ve L*0,T; H)R?)) (5.37)
0
€
T
/ (b(t) — bu(t),v(t))dt =0, Vv e L*0,T;V). (5.38)
0
Portanto,
u=mu,, b=b,€L*0,T;V)NL>0,T;H)
c

w = w, € L*(0,T; H'(R?)) N L>°(0, T; L*(R?)).

Assim, fica demonstrado a existéncia de (u,w, b). Finalmente, mostraremos a existéncia da pressao
P. Considere u,w e b satisfazendo u,b € L?(0,T;V) N L>(0,T; H), w € L*(0,T; H (R?) N
L>®(0,T; L*(R?)) e satisfazendo, também, para cada v € V,

%(u,v) — (Au,v) — %(rot'w,v) —(f,v) =0, (5.39)
onde f = f — (u- V)u + (b- V)b. Sejam
Ut) = /0 w(s)ds, W(t) = /O w(s)ds, F(t) = /0 F(s) ds. (5.40)

Entio, U € C([0,T); V), W € C([0,T]; H'(R?)) e F € C([0,T], V). Assim, integrando (5.39) com

respeito ao tempo ¢, obtemos parav € V, que

<u(t) —ug— AU(t) — %rotW(t) _F(), v> —0, Vtelo,T). (5.41)
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Segue, das Proposicdes 1.1 e 1.2 no Capitulo I de [42], que existe uma funcio ]S(t) € L*(R?) tal que
1 ~
u(t) —upg — AU(t) — §r0tW(t) — F(t)=—-VP(t). (5.42)

Desta forma, P € C([0, T]; L%(R3)). Logo, derivando a equagdo (5.42) com respeito a £, no sentido das

distribui¢des em Q7 e escolhendo

oP
P=_ 5.43
ETR (5.43)
obtemos
1
ut—Au—5rotw—f+(u~V)u—(b-V)b:—VP em QOrp.
Isto finaliza a prova da existéncia da pressao total P. O

Lema 5.7. Suponha que v(-,t),w(-,t),v(-,t),b(,t) € C®(R?), divv = divo = divh = 0, f €

L%(0,T; V') e wyg € H. Entdo existe uma tinica fungdo u,
we C(0,T); H)NL*(0,T;V), u(-,0)=uo(-), (5.44)
e uma distribuicdo P sobre Qr tal que a equacdo
ut+('v-V)u—Au—|—VP—%rotw—(E-V)b:f (5.45)
é satisfeita no sentido das distribui¢oes sobre Q.

Demonstracdo. A existéncia de u e P foi demonstrada no Teorema 5.6 e a afirmacao (5.44) segue

diretamente repetindo-se os mesmos argumentos do Lema 5.5 e pelo Lema 2.23. O
Corolario 5.8. Assumindo as mesmas hipdteses do Lema 5.7, segue que
ug, (v-V)u e L2(0,T;V').

Lema 5.9. Suponha u(-,t) € C*(R3), divu = 0, g € L?(0,T; H *(R3)) e wy € L*(R?). Entdo o
problema de Cauchy

1
wi + (u-V)w — Aw — V(divw) + w — Jrotu=g em or,

’LU(', 0) = ’LU[]() em RB?
tem uma tinica solu¢do w € C([0,T]; L*(R?)) N L2(0, T; H'(R?)).
Demonstracdo. Basta usar o Lema 2.23 e repetir os mesmos argumentos do Lema 5.7 O

Corolario 5.10. Sob as mesmas hipdteses do Lema 5.9, temos que

wy, (w-V)w € L2(0,T; HY(R?)).
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Lema 5.11. Suponha que by € H e u(-,t),v(-,t) € C*(R3), com divu = divo = 0. Entdo o PVI

bi+(u-V)b—Ab=(v-V)u em Qr,

(5.46)
b(-,0) = by(-) em R,
possui uma tinica solucio b € C([0,T); H) N L*(0,T; V).
Demonstracdo. Segue do Lema 2.23 e dos argumentos usados no Lema 5.7. O
Corolario 5.12. Assumindo as mesmas hipoteses do Lema 5.11, segue que
bi, (u-V)be L*(0,T;V').
Lema 5.13. Para todor € L>(0,T; H) N L*(0,T; V'), temos que
divUs(r) =0 (5.47)
e
sup |Ws(r)|*(x,t)de < C supess [ |r|*dx, (5.48)

tel0, 7] JR3 te(0,T) JR3

onde C € Rt é uma constante universal.

Demonstracdo. Temos que

s divr, se (x,t) € R?x (0,7),
divr = )
0, caso contrario.

Como div =0, segue que div 7 = 0. Isto prova a identidade (5.47). A desigualdade (5.48) segue direta-
mente da Observagado 5.4. O

Lema 5.14. Suponha ug € H e f € L*(0,T; H Y(R?)) com div f = 0. Entdo, no contexto do Lema
5.7, a pressdo total P satisfaz

3
AP = —div[(v-V)u —div(v- V)b Z v]uk —T;bg),

e P estd limitada em L°/3(Qr), para todo T > 0.

Demonstragdo. Aplicando o operador divergente na equagdo
1
u+ (v-V)u—Au+VP— (v-V)b— grotw = 7,

obtemos

2
AP = —div[(v- V)u —div(®- V)b = — Y (ﬁ(viuj — Tb;).

3

82

Seja o(x,t) Z ——— (viu; — U;bj)(x, t). Segue, entdo, que a func¢do P satisfaz —AP = o (uma
e | 00

equacao do tipo Poisson). Logo,

P(x,t) /(;Saz— y,t)dy,



Capitulo 5. DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO RIGOROSO 92

onde ¢ é a solucdo fundamental da equacdo de Laplace. E bem conhecido que, para n > 3, a solugio

fundamental é dada por

|£B’2_n

nn—Dagmy * MR

¢(x) =

onde «(n) é o volume da bola unitaria em R™ (veja [43]). Assim,

P, 1) = — i/ L0y b)) (1) dy
1) = — —— ————(viuj; —0;b;)(y, .
47r”_:1 rs | —y| Oy;oy; " /

),

Logo, pelo teorema de Calderén-Zygmund (veja o Lema 2.38), obtemos, para 1 < g < oo, que
[P de < Cy / [(lv]Ju])? + ([v]|b])7] de.
R3 R3
Em particular, para © e b como nos Lemas 5.7 € 5.11, temos

T T
/ / P/ da dt < C/ / (\u|10/3 + yb|10/3) da dt.
0 R3 0 R3

Usando desigualdades de Interpolacdo e Sobolev, obtemos

2/3
u|'3 da < C (/ \Vu]zda:) </ \u!Qda:>
R3 R3 R3

e
2/3
b3 de < C (/ |Vb|? dw) </ |b|2dw) :

R3 R3 R3

Portanto,
T
/ |P|°/3 dae dt < oo,
0o JR3

istoé, P € L5/ 3(QT), para todo T' > 0, concluindo, assim, a demonstracao do lema. OJ

Lema 5.15. Suponha que f,g € L*(0,T; H 1(R3)), div f = 0, ug, by € H e wy € L*(R3). Seja
(uN, PN w™ bN), N € N*, aiinica solucdo do problema (5.3). Entdo

(u, w?, bN) — (uw,w,b) fortemente em L*(Qr),

PN — P fracamente em L°/*(Qr),

(\Ilé(uN), \115(bN)) — (u,b) fortemente em L*(Qr),

(™ (0), w™(0),5"(0)) 5= (uo, wo, bo),

e (u,w, b) é uma solucdo fraca das equacoes magneto-micropolares (5.1) com forcas externas f e g,

pressdo total P e dados iniciais ug, wg e by.

Demonstragdo. A existéncia da solugdo (u?, PNV, w?, b ) do problema (5.3) segue-se aplicando o

Teorema 5.6 indutivamente sobre cada intervalo de tempo (kd, (k + 1)d),com 0 < k < N — 1. Basta,
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portanto, mostrar as convergéncias acima. Repetindo os argumentos utilizados no Lema 4.8 e fazendo uso

do Lema 5.13, obtemos a seguinte estimativa de energia:

d
7 (e IE+ w5+ [8713) + 5 (Il + [ Vw5 + [IV™]3)

1
2
< 2(Iflv [l + gl -1 llw™ ), (5.49)
parat € (0,7). Integrando a desigualdade acima no intervalo de tempo [0, s|, com s > 0, obtemos

[ ($)II3 + [[w™ ()15 + 16Y ()13 < lluwol3 + [lwoll3 + [[boll3

S
+2/0 Ul ™ v+ llgll -2 llw™ | 1) dt

< luoll3 + Jlwoll3 + [1oll3

T
+ 2/0 (£ lu v + llgl g2 llw™ || ) dt.

Por outro lado, integrando a estimativa (5.49) de 0 até T', encontramos

T
[ ()3 + [lw™ (D13 + 6™ (T)]13 + ;/0 IV @115 + V™ (@13 + V6™ (2)]13) dt

T
< [Juo|3 + [|wol3 + [1boll3 + 2/0 (£ Iy u v + llgl g2 llw™ || ) dt.
Desta forma, concluimos que

{u™}, {b"} sdo limitadas em L°>°(0,T;H) N L*(0,T;V) (5.50)

{w™} élimitada em L>(0,T; L?(R3)) N L?(0,T; H'(R?)). (5.51)

A seguir, denotaremos por V'3 o fecho de V em H?(R?) e por V', seu espaco dual. Multiplicando a
equacdo (5.3); por v € V, obtemos

(ul, ) + (U5 (u™) - V)u,v) - (Au",v) = %(rOth7V> +((Ws(0Y) - V)bV v) + (). (552)
Usando a imersdo Hj(R?) ¢ L°(R?), obtemos, pelo Lema 2.30, que
T
/ / (Us(u™) - V)u vdx dt‘
0 Jrs

T

= ’_/ / (\I/(;(’U,N)~V)VU,NdCUdt‘
0 Jrs

T
/0II\Ifa(uN)HgIIuNllz\IVvHﬁdt

< C ‘|‘I’6(UN)||L4(0,T;L3)|’uNHL4(o,T;L2) HVHL2(0,T;V2) . (5.53)

[((Ts(u™) - V)u" v)| =

IN

Assim, pelas propriedades da fun¢do regularizante W, segue, de (5.50) e do Lema 2.30, que

1(Ws(u™) - V) u | 201wy < C,
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onde C' > 0 é uma constante independente de N. Analogamente, temos que
[(Ws(u™) - V) wNHLQ(O,T;H*Q(RB)) <,
1(@s(u™) - V) 0N |[ 12020y < C,
[(Ws5(BY) - V) uMN | 201y < C,
1(Ws(®Y) - V) b || 120,10, < C,
onde C' € R ndo depende de N. Logo,
{uM}, {bN} sdo limitadas em L*(0,T; V75) (5.54)
e
{w!} élimitada em L*(0,T; H *(R?)). (5.55)
Portanto, pelo Lema de Aubin-Lions (veja o Lema 2.24), temos que
{u™}, {w"} e {b"} estio em um subcontjunto compacto de L*(Qr). (5.56)
Por outro lado, usando os Lemas 5.13 e 5.14, temos que
{PN} élimitada em L%3(Qy). (5.57)

Logo, por (5.50)—(5.51) e (5.54)—(5.57), concluimos que existe uma subsequéncia, novamente

denotada por (u", P, w",b"), convergindo para o limite (u, P,w, b) no seguinte sentido:

(u™,w",bY) = (u,w,b) forteem L*(Qr),
PN — P fracoem L3(Qy),
('u,N,bN) — (u,b) fracoem L*(0,T;V),
w” — w fracoem L*(0,T; H'(R?)),

(uN, bN) — (u,b) fracoestrelaem L>°(0,7; H),

w — w fraco estrela em L>(0, T; L*(R?)).

Da defini¢ao de ¥ e de (5.58)—(5.63), obtemos

(Ts(u™), Us(d")) — (u,b) fortemente em L*(Qr).

(5.58)
(5.59)
(5.60)
(5.61)
(5.62)
(5.63)

Finalmente, por (5.54), concluimos que {u"} e {b"'} sdo uniformemente continuas de (0,7

em V', e, por (5.55), temos que {w" } é uniformemente continua de (0, 7") em H *(R?). Desta

forma,

('U/N<0), 'wN(O), bN(())) m ('LL(), wy, bo),

completando, assim, a demonstracdao do Lema 5.15.

(5.64)

]
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5.2 Resultados de decaimento

5.2.1 Forgas externas nulas

Primeiro consideraremos o caso em que f = g = 0.
Teorema 5.16. Sejam ug, by € H N L'(R?) e wo € L?(R3) N LY(R3). Entdo existe uma solugdo fraca
(u, P,w,b) do problema (5.1) com f = g = 0 tal que
1 3
lu(,t)ll2 + (E+1)2]lw(, t)[l2 + [, )]l < C(E+1)7 %, Vi=0,

onde a constante C € R depende somente das normas de ug, wo e by em L'e L’

Para provar o Teorema 5.16, mostraremos que os argumentos formais apresentados na Se¢do 5.1
sdo validos para as solugdes aproximadas (u'Y, PN, w™, b™).
Teorema 5.17. Suponha que ug, by € HNL'(R?) e que wy € L*(R3)NL' (R3). Seja (u, PN, w!,b"),
N € N*, uma solucdo do problema (5.3). Entdo
[ ()l + (E+ D)2 [wN (B la + [0 (Bl < CE+1)75, Vi,

onde a constante C' > 0 depende apenas das normas em L' e L? de ug, wq e by.

Demostraremos primeiro o Teorema 5.17, pois o Teorema 5.16 é uma consequéncia do Teorema
5.17.

Demonstraciao do Teorema 5.17

Por simplicidade, escreveremos u’¥ = u, PN = P, w" = w e b"¥ = b. O primeiro passo para

provar o Teorema 5.17 é mostrar que, para € € S(t), vale
(€, 1) + [@(€.6)] + [b(€.1)] < Cl[ " (5.65)

Desta forma, basta seguirmos os mesmo passos da demonstracdo do Teorema 4.3. Devido aos Lemas 5.5,
5.7,59¢e5.11 e aos Corolarios 5.8, 5.10 e 5.12, os termos

satisfazem J,Q € L? (R) e

loc 1d
——J(t) = Q(t 5.67
550 = Q) (5.67)
como distribui¢des. Além disso, J € absolutamente continua. Assim, a identidade (5.67) € vdlida no

sentido cldssico. A estimativa (5.65) serd estabelecida pela seguinte
Proposicdo 5.18. Sejam ug,by € H N L'(R3) e wy € L*(R%) N LY(R3). Sejam v(-,t),v(-,t) €
L?(R%) N C™(R?) com divw(-,t) = divo(-,t) = 0. Se (u, P, w, b) satisfaz

1
ur+ (v-V)u—Au+ VP = 5 rotw + (v- V)b,

1

w;+ (v-V)w — Aw — V(divw) + w = §r0tu,
bi+(v-V)b—Ab= (v-V)u,
divu = divb = 0,
u(m,O) IUO(QS), ’w(x70) :’LU()(m), b(iE,O) = bO(w)a

(5.68)
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entdo, para & € K, K C R3 um conjunto compacto, temos
(€, )| + [w(€, )| + [b(&, 1) < ClEI™, g.5.em t, (5.69)
onde a constante C € RT depende somente do compacto K, das normas de ug, wg e by em L'eL?e

das normas de v e v em L>.

Demonstracdo. Seguindo as mesmas etapas da demonstracdo da Proposi¢ao 4.2, escrevemos (5.68) como

zZi+ A(§)z = G(&, 1),
no sentido das distribuicdes, onde z := (u, w,b)’ e G := (G1, G2, G3)T, com

Gi(£,t) == —~F{VP + (v-V)u— (5 V)b, 1),
Gs(t,€) == —F{(v- V)w}(&, 1),
G3(t, &) == —F{(v-V)b— (v-V)u}(&1),

e A(€) é a matriz Hermitiana definida em (4.16). Desta forma, para provar a proposi¢do, precisamos

apenas demonstrar que
1G1(&: )]+ G2(&, 1) + [Gs(€, 1)| < Cl¢] (5.70)

e repetir a andlise na demonstracdo do Lema 4.1 e da Proposi¢ao 4.2. Primeiro mostraremos que G1, G2

e G'3 estdo bem definidos. Pelo Lema 5.14, temos
t
/ |P(x, 5)|/ da ds < constante,
0 JR3
de modo que
|P(x,t)>/ dz < constante g.s. em t.
R3

Logo, pela desigualdade de Hausdorff-Young (veja o Lema 2.34), temos

1P 8)llss2 < CIP(, )15/,

0 que implica que ]3(, t) € L%2(R3) q.s. em t. Ademais, pelo Lema 5.14, temos

AP = —di —
divj(v-V)u—(v-V)b J; 8:10

]axk Ujuk — Uy, b.). (5.71)

Tomando a tranformada de Fourier de (5.71), como no Lema 4.1, obtemos

—|&[2P (g, 1) Z &i&uF{bu}(E, 1) Z &i&eF{ujur}(€,1).
J,k=1 j,k=1
Desta forma,
E2|P(g, )| = Z & F{b;T} (€, 1) Z &6 F {ujup}(€,1)
Ji,k=1 7,k=1

< Z 1€5€k105ok (5 D)1 + Z €€kl llwjon -5 D)1

J,k=1 7,k=1
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Como uj, bj, vy, € Uy, pertencem a L?(R3), segue que
[P0 <C.
Por outro lado, uma vez que
F{VP}(.t) = i€P(.1),
concluimos que
[ F{VP}E )| < Cl¢], (5.72)

onde C' > 0 é uma constante dependendo somente das normas de ug, wq, bg, v € U em L?.
A fim de obtermos (5.70) para os termos F{(v-V)u}, F{(v-V)w}, F{(v-V)b}, F{(v-V)u}

e F{(v - V)b}, devemos mostrar que isto faz sentido em L%(Qr), isto é, F{(v - V)u}, F{(v - V)w},
Fl{v-V)b}, F{(v - V)u}e F{(v - V)b} € L*(Qr). Mas, isto segue dos Lemas 5.7, 5.9 e 5.11, pois

T 3 T Ous | T
/ |(v.V)uj\2da;dt§Z/ / ”’“87] dazdtgc/ |Vul|?de dt < C,
0 JR3 =170 JR3 Lk 0 JR3
T 3 T 12 T
(v - V)w;|?da dt < uk% dedt < C |Vw|? de dt < C,
J d
0 JR3 1’0 JR3 Lk 0 JR3
T 3 T 2 T
b.
/ / |(v.V)bjy2da;dth/ / vk@ dmdtgc/ \Vb|? dx dt < C,
0 JR3 =170 JR3 Oy, 0 JR3
T 3 T 2 T
a .
/ / |(v-V)uj|2dmdt§Z/ / @ka—“f dmdtgc/ V|2 dz dt < C,
0 JR3 =10 JR? Lk 0 JR3
T 3 T 2 T
b.
/ / |(v.V)bj|2da;dth/ / ak@ d:ndth/ IVb|? dx dt < C.
0 JR3 =170 JR3 Oy, 0 JR3

Uma vez que divo = divo = 0 e vy, Uy, uj, w;, bj € L*(R?), temos

3
<€D | Flujue (&) < ClEl, (573)

k=1

3
[1F{(w- Vyube ]| = i Y& Fluude.n

k=1

3
<[ |1 F{wju k(€ ) < ClEl, (574

k=1

3
1F{(v- V)wHEn),| = i & Flujude.0

k=1

Fio- Vb}E ], =

3
iy & Flou}(€,1)
k=1

3
<[E |1 F{bukE ) < ClEl, (575)
k=1

3
<€D | Flume k(€ ) < CIEl,  (5.76)

k=1

3
1F{(@ - D)l (&, 0L = i Y & Flumd €0

k=1

3
<& IFbuRbE I <ClEl, (5T

k=1

3
7@ - V)b}E O] = [ 3 & Flvmd €.

k=1




Capitulo 5. DECAIMENTO DE SOLUCOES: O ARGUMENTO RIGOROSO 98

onde C € Rt é uma constante dependendo somente das normas de ug, wo, by, v ¢ © em L2. Das
estimativas (5.72)—(5.77), obtemos (5.70). Agora, usamos a desigualdade (5.70) para mostrar (5.69).
Defina

p(&,1) == e @)z(E, 1),
Entao

pr(€,1) = A€ G(e, 1) (5.78)

no sentido das distribui¢des. Da estimativa (5.70), segue que A& G (&,-) € Ly (R). Assim, a identi-

dade (5.78) vale no sentido cldssico q.s. em t. Desta forma,

t
Maw=a5m+Ae“@G@wm8

e, assim, obtemos a estimativa (5.69). Isto completa a demonstra¢do da Proposicao 5.18. O

Para completar a demonstragdo do Teorema 5.17, considere v = ¥s(u) e v = Vs(b) na
Proposicdo 5.18, repita os argumentos da demonstracdo do Teorema 4.3 e aplique o Lema 5.13 para
mostrar que

(- I3 + w113+ b 1)IIF < Ot + 1), v >0,

onde a constante C' > 0 depende somente das normas de ug, wg e by em L' e L?. Em seguida, procedendo

como no Lema 4.4, na Proposicdo 4.6 e no Teorema 4.7, obtém-se que
lw (- )13 < Ot + 1)~

para todo ¢ > 0 e para alguma cosntante C eR*t dependendo apenas das normas em L' e L? de ug, wy

e by. Isto completa a demonstrag@o do teorema.
Demonstracao do Teorema 5.16

Seja (u, P,w, b) a solugio fraca obtida como limite forte de (u™, PN w?,b") em L?(Qr)

(veja o Lema 5.15). Entdo,

lim [u(x,t) — u(x,t)’de = lim lwN (z,t) — w(x,t)>de
N—oo Jr3 N—oo Jr3

= lim 1Y (z,t) — bz, t)>dx = 0.

N—oo Jr3

Pelo Teorema 5.17, temos que
()2 < w02+ (= u™)( 1)z < O+ 1) 7+ [[(w = u™) ()2,
()2 < o™ (- )llz + [(w = w™)()]l2 < O + 1) 4 [[(w — w™) (- 8)]|2,
1BC £)ll2 < 1BV ()2 + [[(B = 6™) ()l < C(t+ 1)~ +]|(b = BY) (-, )|z,

para alguma constante C' > 0 dependendo somente das normas de ug, wqg € by em L' e L? (mas ndo

depende de V). Fazendo N — oo, obtemos
lu( 0113 + (¢ + Dllw( 113 + 60, 1)l5 < CE+1)722, vi>o,

onde a constante C' € R depende apenas das normas de ug, wq € by em L' e L?, concluindo, assim, a

demonstra¢do do Teorema 5.16.
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5.2.2 Forgas externas ndo nulas
Quando as forcas externas f e g estdo presentes, temos o seguinte

Teorema 5.19. Suponha que ug, by € H N LY(R3), wy € L*(R3) N LY(R3), f € L?(0,00; V'),
g € L*(0,00; H}(R3)), divf=0e

E+DUFC Ol + IgC 02 < Kt + 1)~

1F(& )]+ [G(&, 1) < Kat +1)71/2¢],

para todo t > 0 e |€| < 1. Entdo, a iinica solucdo (u, PN, w™ b)), N € N*| do problema (5.3)

satisfaz
[ ()| + [Jw™ )]l + 1BV ()2 < C(¢+1)75, Vi>0,

onde a constante C > 0 depende somente de K1, Ko e das normas de ug, wq e by em L' e L? Além

disso, se f e g também satisfazem (4.714), entdo
lwN ()l < Ct+1)"1, ¥t >0,

onde a constante C € R depende apenas de 11, K1, Ko, K3 e das normas em L' e L? de ug, wy e by.

Demonstracdo. Sejam
Gi(&,1) == F{f + (¥s(0") - V)b — (Ws(u™) - V)u — VPV}(E,1),
G2(&,t) = Flg — (Ts(u™) - V)w™}(g, 1),
G3(&,1) == F{(U5(b") - V)u — (Ws(u™) - V)BV}(E, ).
O primeiro passo é mostrar que
G1(& )] + |Ga(&,1)| + |Ga (&, )] < CIé], (5.79)
para |¢| < 1. Usando o mesmo argumento do Teorema 5.17, temos que
IF{VPYY(E D] < (Il 015 + 167 (-, 1)]3) €],
u™) - W)U )| < a5 1]
u™) - V)BVH(E )] < [lu (- )26V 1) 2 1€,
u™) - V)wNHE )] < [uN (1) lallw™ ()2 (€],
- V)u Y& )] < BV () [lo[[u™ (- 1)z €]
VBV HE )] < 1BV ()13 1€l

~=

e s s s
s
f=%)

—~ o~ o~ o~

)
)
Em particular,

[FIVPYY(E )]+ [F{(Ps(u?) - V) u HE )] + [F{(Ts(u™) - V) BV} (£, 1)]

HIF{(@s () - V) wNHE )]+ [F{(Ts(0"Y) - V) uV} (€, 1))
+[F{(Ts(b") - V)bV }(E 1) < ClE],
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para todo & € R3. Como
FEDI+ g€ D] < Kot + 172l paratodo £20 e [€ <1,
obtemos a estimativa (5.79). Isto implica, como no Teorema 4.10, que
[ F{u )]+ [FlwHE 1) + | F{bYHE D < Ole[
para todo 0 < |£| < 1. Continuando como na demonstra¢do do Teorema 4.10, obtemos
[ 13 + o™ ()11 + 187 ¢ 015 < O+ 1)712, (5.80)

para todo ¢t > 0 e alguma constante C' > 0 dependendo somente de K1, K5 e das normas de ug, wq € bg

em L' e L? (independente de N). Agora, usamos isso para obtermos a estimativa mais precisa
FLuHE O] + [Fw (€, 0]+ |F{VHE )] < C, (5.81)

para todo ¢ > 0 e para alguma constante C' € R™ dependendo apenas de K7, K> e das normas de ug, wy
e by em L' e L? (em particular independente de V). Isto permite aplicar o procedimento descrito no final

do Teorema 4.10 para (u”, w?, b ) melhorando a estimativa (5.80) para
[ 13 + o™ ()11 + 1BV (015 < O+ 1) 722, (5.82)

para todo t > 0, com a constante C' > 0 dependendo somente de K7 e Ko (ver (4.44) e (4.45)) e das
normas de ug, wo e by em L' e L? e independente de N. Isto prova a primeira parte do Teorema 5.19.
Agora, assumindo que as forcas externas f e g satisfazem (4.74) para algum dado ¢; > 0, usando (5.82),
repetindo os argumentos nas demonstragdes da Proposi¢do 4.12 e do Teorema 4.13, obtemos a estimativa

melhorada
[w™ (-, )]z < C(t+1)75/4, (5.83)

para todo ¢t > 0, onde a constante C e Rt depende apenas de 51, K1, Ko, K3 e das normas de ug, wg €

by em L' e L? (e ndo depende de N). Isto completa a demonstragdo do teorema. O

Teorema 5.20. Assuma ug, wo, by, f e g como no Teorema 5.19. Seja (u, P, w,b) a solugdo fraca de
(5.1) obtida como limite em L? da solug¢do (uN, PN wh, bN) de (5.3). Entdo

(- 8) 2 + [6C, D2 + (-, D)2 < O +1)7 5

para todo t > 0, onde a constante C' > 0 depende somente de K1, Ko e das normas de ugy, wq e by em

L' e L*. Ademais, se f e g também satisfazem (4.774), entdo
lw(-,t)]s < Ct+1)"1, Yt>0,

onde a constante C' € Rt depende apenas de t1, K1, K2, K3 e das normas dos dados iniciais em L' e
L2
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Demonstracdo. Do Lema 5.15, segue que

lim ulN(z,t) —u(z, t)>de = lim lw (z,t) — w(x, t)]? dz
N—oco Jr3 N—oo Jr3

= lim 6N (x,t) — b(x, )| de = 0.

N—oo Jr3

Desta forma, pela estimativa (5.82), temos

)2 < w2 + I (w = u™)( )|z < O+ 1)+ [(w — u™) ()2,
(-, )2 < o™ ¢ )llz + [(w = w™) (- 1)]l2 < O+ 1) 4 [[(w — w™) (- 8)]|2,

1BC 8)ll2 < 167 (- O)ll2 + 1[5 = 6™) ()2 < C(t+ )7 +1|(b = bY) (-, )|z,

para alguma constante C' > 0 dependendo somente de K7 e K5 (ver (4.44) e (4.45)) e das normas de

ug, wq € by em L' e L? e ndo depende de N. Fazendo N — oo, obtemos
(-, )2 + [w (-, B)ll2 + 1B(, 1)l < C(t+1)7%4,

para todo ¢ > 0, o que prova a primeira parte do Teorema 5.20. No caso em que a condi¢do (4.74) também

é satisfeita, temos, por (5.83), que
lw(-, )]z < [[w™ (- )|z + [I(w = w™)( )2 < CE+ 1) 4 || (w — w™) (-, 1)]2

para todo N e para todo ¢ > 0 onde a constante C>0 depende somente de fl, K1, Ko, K5 e das normas

de ug, wo e bg em L' e L? e ndo de N. Fazendo N — oo, obtemos
lw (- 1)z < C(t+ 1)/,

para todo ¢ > 0, concluindo, assim, a demonstracao do Teorema 5.20. O
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