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RESUMO

A distribuicao Kumaraswamy é uma lei de probabilidade continua com suporte em
(a,b), a < bcom a,b € R. Aqui consideramos apenas o intervalo (0, 1). Trata-se de uma
distribuicao bastante flexivel, podendo assim ser usada para modelar uma ampla gama de
variaveis duplamente limitadas. Diversos autores vém trabalhando com essa distribuicao,
entre eles destacam-se (MITNIK; BAEK] 2013]) que propuseram uma reparametriza¢ao
possiblilitando a criacao do modelo de regressao Kumaraswamy. No presente trabalho
desenvolvemos varias ferramentas de diagnéstico para esta classe de modelos. Em particular,
propomos dois novos residuos e desenvolvemos medidas de influéncia global, local e
conforme. Adiciolnalmente, propomos um chute inicial para o processo iterativo scoring de
Fisher a ser utilizado no método de estimagao por maxima verossimilhanga. O método de
influéncia local foi decisivo para a modelagem da proporcao de umidade relativa do ar em
funcao da temperatura na cidade de Recife no més de setembro de 2019, problematica

relevante tanto do pontos de vista de satde publica, economico e ambiental.

Palavras-chave: Andlise de influéncia. Modelo de regressao Kumaraswamy. Residuos.

Variaveis duplamente limitadas.



ABSTRACT

The Kumaraswamy distribution is a continuous probability law supported by (a, b),
a < b with a,b € R. Here we consider only the range (0.1). It is a very flexible distribution,
so it can be used to model a wide range of doubly limited variables. Several authors have
been working with this distribution, among which (MITNIK; BAEK] 2013) stand out, who
proposed a reparametrization enabling the creation of the Kumaraswamy regression model.
In the present work we have developed several diagnostic tools for this class of models.
In particular, we propose two new wastes and develop measures of global influence, local
influence and conformal influence. In addition, we propose an initial guess for Fisher’s
iterative scoring process to be used in the maximum likelihood estimation method. The
local influence method was decisive for modeling the proportion of relative humidity of
the air as a function of temperature in the city of Recife in September 2019, a relevant

issue from the point of view of public, economic and environmental health.

Keywords: Influence analysis. Kumaraswamy regression model. Residual. Limited double

variables.
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1 INTRODUCAO

Modelos de regressao sao comumente utilizados para analisar o comportamento de
variaveis de interesse que sao relacionadas com outras variaveis. Quando a relagdo entre a
variavel dependente (resposta) e as variaveis independentes (regressoras ou covariaveis)
¢ linear o modelo de regressao frequentemente utilizado é o modelo de regressao normal
linear. Tal modelo, contudo, impoe outras suposi¢oes, além da suposi¢ao de linearidade;
por exemplo, considera-se que a variavel resposta segue distribuicao normal. Por esse
motivo, o modelo de regressao normal linear nao é apropriado em situagoes em que a
variavel resposta, por exemplo, assume valores no intervalo (0,1), j& que a suposigao
de normalidade pode conduzir a valores ajustados para a variavel dependente fora dos
limites de tal intervalo. Adicionalmente, muitas vezes os dados apresentam assimetria
e heteroscedasticidade, nao satisfazendo as suposi¢oes do modelo de regressao normal
linear. Uma possivel solugdo para o problema seria utilizar uma transformacao na variavel
resposta fazendo com que a nova variavel assuma valores na reta real. No entanto, esta
solugdo acarreta uma grande desvantagem ao dificultar a interpretacao dos parametros do

modelo com relagao a variavel resposta original.

Em muitas situagoes praticas, existe a necessidade de modelar dados no intervalo
(0,1), por exemplo taxas e propor¢oes. Varios modelos de regressao foram propostos
nas tltimas décadas para variaveis dependentes que assumem valores no intervalo (0, 1).
Por exemplo, (BARNDORFF-NIELSEN; JORGENSEN]| [1991)) propuseram o modelo de
regressao simplex, (FERRARI; CRIBARI-NETO], 2004) propuseram o modelo de regressao
beta e (LEMONTE; BAZAN, 2016) propuseram o modelo de regressao Johnson Sp. Em
particular, (FERRARI; CRIBARI-NETO| 2004) propuseram uma reparametriza¢ao para
a distribuicao beta de modo a permitir a modelagem da média da variavel resposta. Tal
modelo estd implementado no software estatistico R distribuido por (https://www.r-

project.org/) através do pacote betareg.

A distribuicao beta é uma das leis mais usadas para modelar experimentos aleatérios
que produzem resultados no intervalo (0,1). E uma familia de distribuicoes probabilidade

bastante flexivel, devido a possuir dois parametros de forma, p e q.

Segundo (BALAKRISHNAN; NEVZOROV| 2003) a distribui¢cao beta com pa-
rdmetros p e ¢, possui propriedade de quase-simetria, isto é, se Y ~ Beta(p,q) entao
1 —Y ~ Beta(q,p). Adicionalmente, Y ~ Beta(p, q), entdo —log(Y) ~ Exponencial(p).
Dentre as diversas forma assumidas por sua funcao de densidade de probabilidade, encontra-

se a uniforme quando p = ¢ = 1. A densidade beta é unimodal quando p > 0e g > 1.

Outra opcao ainda pouco explorada ¢ o modelo de regressao Kumaraswamy proposto
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por (MITNIK; BAEK] |2013)) em que os autores fazem uma reparametrizagao da distribuigao
Kumaraswamy permitindo a modelagem da mediana da variavel resposta. Esta distribuicao
foi proposta em (KUMARASWAMY]| 1976) e reformulada em (KUMARASWAMY] 1980).
Assim como a distribuicao beta, ela pode ser usada para modelar varidveis dependentes que
assumem valores no intervalo (0,1). A distribui¢do Kumaraswamy é uma distribuigao de
probabilidade continua com suporte em (a,b), a < b com a,b € R . No presente trabalho,
consideraremos apenas o intervalo (0, 1). Esta distribuigao se assemelha em muitos aspectos
a distribuicao beta. Trata-se de uma distribuicao bastante flexivel. Sua densidade assume
formas muito distintas dependendo dos valores de seus parametros, podendo assim ser

usada para modelar uma grande variedade de dados.

Diversos autores vém trabalhando com essa distribuigao. (JONES| 2009)) faz um
comparativo com a distribuicao beta, exibindo algumas vantagens no uso da distribuicao
Kumaraswamy tais como: funcao de distribuicdao e funcao quantil em forma fechada,
(LEMONTE], 2011)) desenvolveu uma corre¢ao de viés para os estimadores de maxima
verossimilhanga dos pardmetros que indexam o modelo. (MITNIK] 2013) desenvolveu
muitas propriedades importantes, por exemplo: semelhante ao que ocorre com variaveis que
seguem distribuicao beta, qualquer transformagao linear de uma variavel com distribuigao
Kumaraswamy também segue esta distribuicao e possui os mesmos parametros de forma
que a distribuigao original. (MITNIK; BAEK] 2013|) propuseram o modelo de regressao

Kumaraswamy a partir de uma reparametrizacdo dos parametros de forma originais.

A presente tese de doutorado objetiva desenvolver ferramentas de diagnéstico para
a classe de modelos de regressao Kumaraswamy. Em particular, propomos dois novos

residuos e desenvolvemos medidas de influéncia global, local e conforme.

A analise de residuos é uma importante ferramenta usada para identificar se um
modelo esta ou nao bem ajustado em relagao aos dados. Na maioria dos casos temos
conhecimento limitado sobre a relagdo entre a varidvel dependente (resposta) e as varidveis
independentes (regressoras ou covaridveis). Se tomarmos os valores observados de tais
variaveis como resultantes de um experimento devemos ter uma ferramenta tedrica, isto é,
um modelo matematico, através do qual estas variaveis estejam relacionadas, para atuar
como base do processo gerador de dados. Entretanto, todos os modelos sao, por definicao,
simplificacoes da realidade, isto é, modelos mateméaticos que aproximam os dados obtidos
do fenomeno em estudo. Desta forma é extremamente importante analisar o modelo, no

sentido de avaliar a qualidade de sua aderéncia a realidade.

A analise de residuos tem como principal objetivo avaliar possiveis afastamentos
das suposicoes admitidas para o modelo, além da deteccao de pontos mal ajustados ou
aberrantes. As técnicas graficas que utilizam residuos sao ferramentas de amplo uso na
analise de diagnéstico. Por exemplo, o uso de envelopes simulados conforme proposto por

(ATKINSON, [1981])), inicialmente desenvolvidos para uso em modelos de regressao normais,
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permite avaliar a qualidade do ajuste do modelo postulado.

Na classe de modelos para variaveis distribuidas continuamente no intervalo (0,1)
varios resultados de diagnodstico foram obtidos nos tltimos anos, em especial para a
classe de modelos de regressao beta. Em (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO,
2008) sao desenvolvidos residuos e medidas de influéncia local para a classe de modelos
de regressao beta linear. Adicionalmente, (ESPINHEIRA; SANTOS; CRIBARI-NETO|
2017) apresentam um novo residuo para a classe de modelos de regressao beta nao linear e
(LEMONTE; BAZAN| 2016) também propoem residuos e medidas de influéncia local para a
classe de modelos Johnson Sg. Recentemente, (ESPINHEIRA; SILVA| 2019) desenvolveram
um residuo baseado no processo iterativo scoring de Fisher para e medidas de influéncia
local, considerando diversos esquemas de perturbacao para os modelos de regressao simplex
em que, tanto a média quanto a dispersao podem ser explicadas com base em preditores

nao lineares.

Inicialmente, apresentaremos a distribuicao Kumaraswamy e algumas de sua princi-
pais propriedades. Em seguida, exibiremos as reparametrizagoes propostas por (MITNIK:
BAEK. |2013)), o modelo de regressao por eles apresentado e o residuo quantilico aleatorizado
apresentado por (DUNN; SMYTH| |1996)), que é o no residuo frequentemente utilizado com
o modelo de regressao Kumaraswamy. Em seguida, proporemos dois novos residuos para
este modelo de regressao. Eles seguem da ideia que esta por tras dos residuos ponderado
e ponderado padronizado propostos por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO|

2008|) para o modelo de regressao beta com dispersao constante.

Para completar a andalise de diagnostico utilizaremos medidas de influéncia. Elas
fornecem uma maneira eficaz de detectar observacgoes influentes. A primeira técnica
desenvolvida para avaliar o impacto individual de casos no processo de estimacao é
a exclusao de casos, que se tornou uma ferramenta muito popular entre estatisticos
aplicados. Essa técnica é conhecida como andlise de influéncia global. Deve-se notar,
contudo, que o que ocorre na exclusao de casos é que se exclui toda a informagdo de uma
observacao e dificilmente podemos dizer se esta observacao possui alguma influéncia sobre
um aspecto especifico do modelo. Para evitar isso utilizaremos andlise de influéncia local,
onde se investiga a sensibilidade das inferéncias realizadas sobre o modelo sob pequenas
pertubagoes. Nesse contexto, (COOK] [1986|) propés uma estrutura geral para detectar
observagoes influentes. Diversos autores consideraram o método de influéncia local em
modelos de regressao; ver, por exemplo, (LAWRANCE; [1988]), (THOMAS; COOK, 1990),
(PAULA [1996), (LESAFFRE; VERBEKE], |1998) e, mais recentemente, (ESPINHEIRA
FERRARI; CRIBARI-NETO, [2008), (ROCHA; SIMAS, [2011)), (LEMONTE; BAZAN,
2016|) e (ESPINHEIRA; SILVA| [2019).

(POON; POON]| [1999) chamam atengao para o fato de que a curvatura normal

pode assumir qualquer valor real e ndo ser invariante sob uma mudancio uniforme de
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escala, ocasionando perda de objetividade no julgamente da grandeza da curvatura. Com o
objetivo de solucionar esse problema e consequentemente aperfeicoar o método de influéncia
local, (POON; POON] [1999) propoem que fagamos uso da curvatura conforme, que esta
relacionada com a curvatura normal, mas assume valores em um intervalo limitado e é
invariante sob uma classe de reparametrizagoes que definiremos mais a seguir. A curvatura
normal conforme e suas propriedades nos dao suporte para construirmos valores de

referéncia a serem utilizados para a deteccdo de pontos influentes.
Organizacao da tese

A presente tese é constituida de 3 capitulos e dois apéndices. No Capitulo 1,
apresentamos uma introducao relativa a motivacao da tese e também um breve histérico
de trabalhos relacionados. No Capitulo 2, apresentamos a distribuicdo Kumaraswamy e o
modelo de regressao associado, assim como algumas propriedades tais como a funcao escore
e matriz de informagao observada. Definimos ainda os residuos ponderado e ponderado
padronizado, fazemos uma avaliacgdo numérica destes residuos e, por fim, apresentamos
aplicagoes dos residuos a dados reais. No Capitulo 3, apresentamos medidas de influéncia
global, local e conforme para o modelo de regressao Kumaraswamy e aplicamos essas
medidas a um conjunto de dados reais. Por fim, apresentamos a medida de influéncia local
conforme para o modelo de regressao beta e aplicamos essa medida a dois conjuntos de

dados reais. Nos Apéndices A e B detalhamos alguns calculos realizados ao longo da tese.
Suporte computacional

Utilizamos a linguagem de programacao matricial Ox, criada por Jungen Doornik
em 1994, atualmente na versao 8.02, distribuida de forma gratuita para uso académico pelo
site http://www.doornik.com/download.html e disponivel para as principais plataformas
(Linux, Mac OS-X e Windows). Esta linguagem permite a implementacao de técnicas
estatisticas com extrema facilidade, precisao e velocidade. Para mais detalhes sobre esta
linguagem de programacao, ver (DOORNIK] 2006).

Para a andlise grafica utilizamos o ambiente computacional R em sua versao
3.6.2 que estd disponivel para as principais plataformas (Linux, Mac OS-X e Windows).
O R ¢é uma ferramenta de programacao, andlise de dados e geracao de gréaficos que
recebe contribuicoes de pessoas em todo o mundo e encontra-se disponivel gratuitamente
em https://www.r-project.org/. Para mais detalhes, ver (VENABLES; RIPLEY] 2002]),
(CRIBARI-NETO; ZARKOS| [1999) e (VENABLES; SMITH, |2009).

Esta tese foi digitada através do sistema tipografico IfTEX, desenvolvido por Leslie
Lamport em meados de 1980 e que é uma colecao de macros ou rotinas do sistema
TEX, criado por Donald Knuth na Universidade de Stanford. Mais detalhes podem ser
encontrados em (LAMPORT] |1994) ou através do site http://www.tex.ac.uk/CTAN /latex.



17

2 ANALISE DE RESIDUOS

2.1 Introducao

Um modelo estatistico nada mais é que uma simplificacao de algum aspecto da
realidade, que se realiza sob incerteza e sobre o qual se dispoe de uma quantidade limitada
de informagoes, tais como informacgoes sobre as variaveis supostamente envolvidas nesta
realidade. Adicionalmente, para tentar explicar tal realidade é necessario um experimento
com base em valores observados destas variaveis, formando um conjunto de dados. Uma
vez que se trata de valores observados, tem-se que considerar o carater aleatério de alguma
destas variaveis. Este é o contexto de um modelo de regressao, o qual se baseia em um
conjunto de suposigoes, desde as variaveis envolvidas no problema real até a expressao
matematica que supostamente descreve o problema e ainda a distribuicao de probabilidade
de interesse. Neste sentido, uma etapa de extrema importancia na analise de regressao é a
validacdo do modelo, isto é, a avaliacio da qualidade desta simplificacdo da realidade. E

disso que trata a analise de diagnéstico.

A anélise de diagnostico teve inicio a partir da andlise de residuos com o objetivo de
detectar pontos mal ajustados pelo modelo ou aberrantes e avaliar indicios de afastamento
das hipdteses do modelo, sendo a principal delas a adequacao da distribuicao postulada
para a variavel resposta. A andlise de residuos pode ser baseada nos residuos ordinarios,
em suas possiveis padronizacoes ou em residuos construidos a partir dos componentes da
funcao desvio; ver, por exemplo, (MCCULLAGH; NELDER, [1989)). As técnicas graficas
que utilizam residuos sdo ferramentas de ampla utilizacdo na analise de diagnéstico.
Por exemplo, o uso de envelopes simulados, conforme proposto por (ATKINSON| [1981))
inicialmente para modelos de regressao com erros normais, permite avaliar a qualidade do

ajuste do modelo postulado a um conjunto de dados reais.

A importancia da analise de residuos também é destacada pela substancial repre-
sentatividade do tema na producao cientifica relacionada a modelagem de dados, como por
exemplo, os trabalhos de (MCCULLAGH; NELDER, {1989), (WILLIAMS, [1984),(WILLI+
AMS, |1987), (DAVISON; GIGLI; A}1989), (FAHRMEIR; TUTZ, 1994), (DUNN; SMYTH],
1996)), (PAULA! 1996), (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008), (ROCHA
SIMAS, 2011), (LEMONTE; BAZAN, |2016) e (ESPINHEIRA; SILVA| 2019).

Nosso interesse aqui recai sobre o modelo de regressao Kumaraswamy. Inicialmente,
apresentamos a distribuicao Kumaraswamy, algumas de suas principais propriedades e
seu modelo de regressao. Em seguida apresentaremos o residuo quantilico aleatorizado

apresentado em (DUNN; SMYTH, |1996), que ¢ o residuo que frequentemente é utilizado
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com o modelo de regressao Kumaraswamy. Proporemos entao dois novos residuos para
este modelo de regressao, que seguem a ideia que esta por tras dos residuos padronizados
propostos por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, [2008)) para o modelo de
regressao beta com dispersao constante. Avaliaremos a distribuicao empirica destes residuos

e apresentaremos aplicagoes a dados reais em que realizamos analise de residuos.

A distribuigdo Kumaraswamy foi proposta por (KUMARASWAMY] 1976) e refor-
mulada no artigo de (KUMARASWAMY/, [1980). Assim como a distribuigao beta, ela pode
ser usada para modelar varidveis que assumem valores no intervalo (0, 1) e apresenta pro-
priedades muito favordveis, em especial em relacao a facilidade de obtencao de expressoes
para os quantis populacionais em termos de seus parametros. Em particular, o interesse
desta tese de doutorado recai sobre a modelagem da mediana da variavel resposta Y cujo

comportamento probabilistico pode ser explicado com base na distribuicao Kumaraswamy.

A distribuicdo Kumaraswamy é uma distribuicao de probabilidade continua com
suporte em (a,b), a < b com a,b € R. Nds consideraremos apenas o intervalo (0, 1).
Esta distribuicao se assemelha em muito aspectos a distribuigao beta. Trata-se de uma
distribuicao bastante flexivel. Sua densidade assume formas muito distintas dependendo
dos valores dos parametros, podendo assim ser usada para modelar uma gama de variaveis

duplamente limitadas.

Entretanto, existem importantes diferencas entre essas duas distribui¢oes. Por um
lado, a distribuicdo Kumaraswamy possui fun¢ao de distribui¢do cumulativa e funcao
quantil em formas fechadas, o que a torna mais adequada do que a distribuicao beta para
tarefas que necessitam da geragao de ocorréncias de variaveis aleatérias, por exemplo,
reamostragem bootstrap. Por outro lado, a disponibilidade de expressoes simples em forma
fechada para a média e para a variancia da distribuicao beta em termos de seus parametros

facilita seu uso em aplicagoes.

Uma variavel aleatéria Z segue distribuicao Kumaraswamy se sua funcao de

densidade pode ser escrita como

1 z—a\P! z —a\Pe!
f(zp,q,a,0) b_apq(b_a) { <b_a” , a<z<b,

com parametros de forma p > 0 e g > 0 e tal que z € (a,b), a < b € R. Denotaremos essa

forma geral por Z ~ Kum(p, q,a,b).

Uma variavel aleatoria Y segue distribuicao Kumaraswamy com parametros p, q e
suporte no intervalo (0, 1), denotada por Y ~ K(p, q), se a sua funcao de densidade é da

forma

fyip,a) =pgy” ' (1—y")" ", ye(0,1), (2.1)
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com p > 0eq>0.A funcao de distribuicao acumulada é dada por
Fly;p,q) =1—- (1 =y (2.2)

A média e a varidncia de Y sdo dadas, respectivamente, por

_al(1+)T(q)

- P+ +9) (23)

Var(Y) = pz — pi,

g1+ 7)T'(g) r
=P B (1+,q), r=1,2,...,
s F1+7+4q) K pd

é o r-ésimo momento, e I'(-) e B(-,-) sdo as fungoes gama e beta, respectivamente.

em que

Como notado anteriormente, uma vantagem da distribuicdo Kumaraswamy ¢é possuir

funcao quantil em forma fechada. Tal fungao é dada por
y=F"(u)=[1-(1-u)sl, (2.4)
em que 0 < u < 1.

E importante destacar algumas caracteristicas importantes de varidveis aleatérias
que seguem distribuicao Kumaraswamy. Semelhantemente ao que ocorre com variaveis
aleatérias que seguem distribuicao beta, qualquer transformacao linear de uma variavel com
distribuicao Kumaraswamy também segue distribuicao Kumaraswamy e sua distribuicao
tem os mesmos parametros de forma que a distribuicao original. Diferentemente de varidveis
aleatérias que seguem distribuicao beta, varidveis aleatérias que seguem distribuicao
Kumaraswamy sao fechadas sob exponenciacao, isto é, para uma variavel aleatéria que segue
distribuicao Kumaraswamy, qualquer poténcia positiva dela também segue distribuicao

Kumaraswamy. Em suma, temos as propriedades elementares a seguir.

Proposicao 1. Seja Y = 5+ aX, com o # 0, entao X ~ Kum(p,q,c,b) & Y ~
Kum(p7Q76+aC76+ab)'

Um resultado que segue como consequéncia imediata desta proposicao esta enunci-

ado a seguir.

X—p(X)

Corolario 1. Seja X ~ Kum(p,q) e Y uma padroniza¢io de X, isto é, Y = Toar(X)[/27

entio Y ~ Kum (p, q,— [vaf(()f))]m, [vi;(‘;g](l)ﬂ).

Outra consequéncia esta enunciada abaixo.

Corolario 2. SeY = d—X, d sendo um niumero real qualquer, entio X ~ Kum(p,q,c,b) <
Y ~ Kum(p,q,d —c,d —b).



Capitulo 2. ANALISE DE RESIDUOS 20

Outra propriedade importante estd enunciada a seguir

Proposigao 2. Sejam Y = X™ em > 0, entio X ~ Kum(p,q) <Y ~ Kum (%, q).

As demonstracoes destas proposicoes e de outras propriedades da distribuicao
Kumaraswamy poder sem encontradas em (MITNIK] 2013)). Pode-se demonstrar que a
distribuicao Kumaraswamy possui algumas propriedades basicas que sdo caracteristicas da

distribuicao beta, a saber:

p>1,g>1= unimodal; p<1,g<1= antimodal;
p>1,q > 1 = crescente; p > 1,q > 1 = decrescente;

p = q = 1 = constante.

Como notado anteriormente, a distribuicio Kumaraswamy ¢é bastante flexivel
por sua densidade assumir diversas formas, dependendo dos valores de seus parametros.
Algumas densidades Kumaraswamy estao apresentadas na Figura[I] A densidade pode

assumir, as formas unimodal, “banheira”, crescente, decrescente e constante.

Figura 1 — Densidades Kumaraswamy
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Fonte: O autor (2020).

2.2 Modelo de regressao Kumaraswamy

Como notado anteriormente, a distribuicao Kumaraswamy ¢é bastante flexivel e por
este motivo torna-se atrativa para o trabalho de modelagem de dados. Porém, a expressao
para a média dada na Equacao ([2.3]) torna invidvel uma reparametrizagao simples baseada

na média da distribuicao.
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Uma solugao foi dada por (MITNIK; BAEK, [2013)), que, a partir da Equagao ([2.4)),

obtiveram uma expressao para a mediana da distribuicao:

md(Y) =w = (1 — 0.5¢)%. (2.5)

Tal resultado fornece uma base para a reparametrizagdo da mediana e da dispersao.
Ainda a partir da Equagao (2.4]) podemos expressar a faixa interquantilica como IQR =
[(1— 0.75%)% —(1- 0.25%)%]. (MITNIK}, 2013) mostrou que o desvio médio absoluto em
torno da mediana é dado por dy(y) = [ |y — w|f(y)dy, que pode também ser expresso por
_1 z — — ’

d2(y) = [2¢B(277,q, 1+ ;) —qB(q, 1 + ;)], em que B(z,p,q) = 5 SP'(1 - S)""'dS é a
fungao beta incompleta.

Exibiremos agora as reparametrizagdes apresentadas por (MITNIK; BAEK] [2013)

que decorrem de forma imediata do resultado em ({2.5)), para os pardmetros de forma p = ¢

e ¢q. Elas sao dadas por

log(0.5)
1= log(gl ~w?) (2:6)
d) — M' (27)

log(w)
Substituindo as expressoes em (2.6 e (2.7) em (2.1)),(2.2) e (2.4), obtemos duas

reparametrizagoes da distribuicdo Kumaraswamy. A primeira reparametrizacao é denotada

por K(w,¢) e é dada por

¢10g(05) y¢*1<1 _ y¢)1olgo(g1(gjzi>)71

flyw,¢) = (2.8)

~ log(1 — w?)

log(0.5)

Fy) =1— (1 —y?)esti=e?,

1
log( —w¢) @
Fl(u) =y = [1 — (1 — ) e ]

A segunda reparametrizacao é denotada por K (w, q) e é dada por

log(1 — 0.57) 1os1-057) WRE N ot
og(l —0.59) 1og—057) log(1-0.5%)
f(yé w, Q) = qu log(w) 1 (1 —y e )

log(l—O.S%) 1
F(y) =1—-—11-= Y log(w) ,
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log(w)
T

F—l(u) =y = [1 — (1 — u)ﬂ log(1-0.53)

(MITNIK; BAEK] 2013) mostraram que os parametros é e % sdo parametros de
dispersao. As reparametrizagoes introduzidas por (MITNIK; BAEK] 2013) possibilitaram
o uso da distribuicao Kumaraswamy para desenvolver um modelo de regressao que inclui
dois submodelos, um para a mediana e outro para a dispersao. Os autores sugerem o uso

da primeira reparametrizacao, por ser mais vantajosa em termo de interpretabilidade dos

parametros.
Sejam Y7,Y5,...,Y, varidveis aleatérias independentes, em que cada Y;, t =
1,2,...,n, possui densidade (2.8)) com mediana w; e pardmetro de precisao ¢;. O modelo

de regressao Kumaraswamy proposto por (MITNIK; BAEK] 2013|) ¢ dado por

k
glwy) = an‘ﬁi = Tht,
i=1

l
h(¢t) = Zztj%' = 12t (2-9)
j=1
em que 8= (81, P2, ..., 8)" ey =(71,7%,...,7)" sdo vetores de pardmetros desconheci-
dos (BEeRF ey €RY), 21,240, ., Tuk, 2015 Zs2, - - 20, t = 1,2,...,m, sdo observagoes de

covariadas fixas e conhecidas (k + 1 < n). As fungoes g(-) e h(-) sdao funcoes de ligacao,
estritamente mondtonas e duas vezes diferenciaveis, em que g tem dominio no intervalo
(0,1) e imagem no conjunto dos nimeros reais, enquanto h tem dominio no intervalo

(0, +00) e imagem no conjunto dos niimeros reais.

Como exemplos de funcgoes de ligacao para o modelo da mediana podemos citar:
a logito, g(w) = log(w/(1 — w)), a probito, g(w) = ®~}(w), em que ®(-) é a fungao de
distribuigao acumulada normal padrao, a log-log, g(w) = — log(— log(w)), dentre outras.

J& para o modelo de precisao a funcao h(¢) = log(¢) é a ligagdo mais comumente utilizada.

A funcao de verossimilhanca para o modelo de regressao Kumaraswamy é dada por

" g log(05) - e
L(w, 8) =TT Flown60) = [T 22808 oty pyimimed
t=1 t=1 10%(1 — Wy )

A funcao de log-verossimilhanca é

(B, y) = anﬁt(wt, ), (2.10)

t=1
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em que
l(wy, @) = log(¢y) + log (M) + (& — 1) log(yr)
og(1l —w;")

log(0.5) > &
+ | ———————— —1]log(1l —wy").
(log(l o g(1—y")
A seguir obteremos a funcao escore através da diferenciagao da funcao de log-
(ﬂ ﬂ)T
(9BT ) 8’yT
que é um vetor de dimensao (k4 1) x 1. A funcdo escore para o parametro /3 é dada por

verossimilhanga com respeito aos seus parametros, representada por U (3, ) =

)

(% n aﬁt wt, ¢t dwt 8771,5
=1,2,...,k, 2.11
aﬂz tzz:l wt dnlt aﬁz ( )
com
Oy (wy, ¢y) _ Cbtwtt log(0.5)p,w;" log(1 — yft)
Owe log(1 —w{wy(1—wf")  log(l —wf")?wy(1 —wf")’
A Equagao reduz-se a
08,7 _ ¢
= w; + T,
aﬁz ; t yt) ( t) t
em que
. o . _ 10g(0.5)¢uf" log(1 — y") 519
¢t CYr = dt\2 bty ( ’ )
10g(1 - )wt(l —wi") log(1 — wi" 2w (1 — wy”)

Adicionalmente, verificamos no Apéndice [AJA que

E <a€t<wta ¢t)

B} 0 Blu +37) = 0= BOP) = —ui-

Em forma matricial, a func¢ao escore para 3 é um vetor de dimensao k X 1 que é
dado por
Us(B,9) = X T(w" +y),

em que X é a matriz n X k de covariadas, T' = diag(1/¢' (w1), 1/¢' (wa),...,1/¢' (wy)),

v = (yh s, ..y ewt = (whw, ..., w)T.

A j-ésima componente do vetor escore de v é

ol _y 0l ( wt, Gr) doy Onay j=1,2,...,1, (2.13)
8% —1 t d772t 8’7]
com
Ol (wy, 1 log(0.5 ‘mlo w;) log(1 — ¢
Ohlwid) _ 1 log(05)wi loglwy)log(1 —4i") | 1.y

Do Py log(1 — w{")2(1 — w")
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log(0. 5) _ fons
wy" log(wy) B (1og<1 ) 1) log (1)

! : : (2.14)
log(1 — w{)(1 — w{") 1—yf

A Expressao em (2.14]) pode ser reescrita como

Ol (wy, "
S th Z yt —i—wt a1t ‘|—Oégt]
Oy i1
em que
Wy log(w;)
Oy = ———,
o
. (B0 — 1) i log )
g = — + log(y. )
t — th t 1 - y?t
Assim, a Equagao (2.13)) pode ser reescrita como

oU(B,y) _ ¢ 1
Yi +wp)an + gl
O ; ' ' W (¢ )
Em forma matricial, a fungdo escore para v é um vetor de dimensao [ x 1 que pode ser

eXpreSSO Ccomo
Uy(B,7) = Z"H[(w* + y*)oy + ),

em que Z é a matriz de covariadas de ordem nxl, H = diag(1/h/(¢1), 1/R (¢2), ..., 1/h (dn)),

vto= (yh s,y e wt = (whwh, .o, wh)T, ar = (i, 000, ,00,) € ap =

(a21> o2, . .. ,Oézn)T-

Os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros 3 e v sao obtidos
resolvendo o sistema de equacoes nao lineares dado por U = 0, que nao possui solucao
em forma fechada. Portanto, utilizam-se algoritmos de otimizagao nao linear, tais como
algoritmos de Newton ou quase-Newton, para encontrar as estimativas de maxima verossi-
milhanca através da maximizacdo numérica da fungdo de log-verossimilhanca. Para tanto,
ha a necessidade de especificar valores iniciais para serem utilizados no esquema iterativo.
Seguindo (FERRARI; CRIBARI-NETO| 2004)), propomos como valores iniciais para [ a
estimativa de minimos quadrados ordinérios, obtidas de uma regressao linear das respostas
transformadas pela funcio de ligacio do modelo, g(y) = (g(y1),9(¥2), ..., 9(yn))" em X,

isto é,

BO = (XTX)' X Tg(y).

Por outro lado, de (JONES| 2009) sabemos que o estimador de maxima verossimi-

lhanca ?é\t de ¢; é obtido resolvendo a equacao
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o = (1 F () + TM) _o,

t T(o)
em que
lo fons o1 lo ol
Ti(6) = 1g<y;¢3, T2<¢t>=%1g§,{f) Ty(n) = log(1 — ")
- It - It

Nao é possivel expressar a solugao da equacao acima de forma analitica. Conside-

rando o método iterativo de Newton, temos

(m)
g =g~ L0 e,
f(e™)
em que m indexa as iteragoes do algoritmo. Tomando ¢§0) =1, temos
f(1
(bzgl) =1- /( ) :
f1(1)

Propomos como valores iniciais para 7 a estimativa de uma regressao linear sobre ¢§” trans-
formada pela funcio de ligacado para o modelo de precisao, (h(qbgl)), h( gl) )y oo h(@EINT,
isto é,
10 = (272) 1 Zh(e).
O passo seguinte é a obtencao da expressao da matriz de informagao observada.
Para tanto, sd@o necessarias as derivadas de segunda ordem do logaritmo da funcao de

verossimilhanga em relagdo aos pardmetros. A partir da Equacao (2.11f), a derivada de
segunda ordem de (3, ) em relagdo a §; e B, com i,j = 1,2,...,k, é dada por

9*(B,7) Z Ol(wy, ¢y) Owy Oy | Owy Onre
5‘wt

0B;08; —~ Owy  Onie 0B; | Onuy 055
_ zn: % (wt, ¢t) (8wt )2 Onie O 4 i: 8€(wt, ¢t) {azwt One 8"71t:|
—1 awf 8771,5 BBJ 851 Bwt 87]%t aﬁj 8[31 ’
em que
O*0(wy, ¢r) wp ¢ ( 7207
2 o 2 bt bt + 2,42 bt\2
wy wi log(1 —wi*)(1 —wy")  log(1 — ) wi (1 —wi*)

. wftqﬁt i ( ) ¢t
log(1 — w{ yw(1 — 4“) log(1 — @)wt(l—wf‘ﬁ
log(0.5)w ‘¢%log<1— Y, 2log(0.5)(wy*)?¢} log(1 — y;*)
w?log(1 — w*)?(1 — w") log<1fw;>3w%<1fwft)2
_ log(0.5)w ’¢tlog<1fyf> log (0.5) (wf")2¢? log(1 — yf"*)
log(1 — w{*) wf)  log(1 - ¢f>2wt<1—w?t>2 '

2wt(

Em forma matricial, temos a seguinte expressao:

Lgs=X"S1X +XTSX, (2.15)
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— i 92U(w1,61) (owy \? 02w bn) [ Bwy | o 00(w1 1) 9%w
emQU651—dlag{<aw%<8nlll> 77W<87771n) eS—dlag{(TWg,
Bé(wnvd)n) 8211]71 ) }

A partir da Equacao (2.11)), a derivada de segunda ordem de ¢(f3,7) em relagao a
Bievyj,comi=1,2...,kej=1,2,...,1, ¢ dada por

a2€<5a’y) _ i 0 <a€(wta¢t) Ow, 877115)
a’Yja@i — a% owy One 0B;
E”: 625(@%7 Cbt) dpy Owy Oy Oy
—1 8gbt8wt 87]% 87]1t 87] aBZ ’
em que
O (wy, ¢y) ’log(wt)gbt L w
O Owy log(l — )wt(l — ft) log(1 — ¢t)wt(1 - wft)
( ) o log(wy) + ( ) ¢ log(wy)
log(1 — wf*) 2wy (1 — wf*)? log(l— Pwe (1 — wi")?2
log(0.5)wf”* log(w;)dy log(1 — y*) log<0 5>w log(1 —y{")
log(1 — w{")2w, (1 — wf*) log(1 — w*)2wy (1 — wy")

log(O 5w duyf log(ye)
(1- )log( ¢’)2wt(1 wi")
N 210g(0 5)(wf*)? ¢t log(1 — y{*) log(w¢)
log(lf )3wt(1* f’t)
n log(0.5) (wy")? ¢, log(1 — y{"*) log(w)
log(1 — wi*)?w, (1 — wf")> '

Em forma matricial, temos a seguinte expressao:

Lgy=X"TAZ, (2.16)
T 2(wi1,¢1) dwy 09 O2(wy,pn) dwy Opn
em que A = dlag{( 5619 6:7‘111 877211, e B B:;in 8772”)}.

A partir da Equagao (2.13), a derivada de segunda ordem de ¢(f3,v) em relagio a

Vi, Vj, em que 4,5 = 1,2,...,1, é da seguinte forma:

9*U(B,7)
a%'a%

<(% wm¢t> Oy 877215)

olol Ong O0;
wta ¢t ( Oy )2 a772t anzt i zn: ag(wt, ¢t) a2¢t a772t a772t
0¢7 o) Oy, Ovi =  Ody O3, Ov; O

9
< O,
0

em que
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O*(wy, ¢y) 2t Jog(w )2 B 2log(0 5)wf* log(w)y?* log(y:)
07 log( wi)(L—wi)  (1- )10g( wi*)2(1 - %)
(wf" )Qlog(wt)2 +10g(0-5) 10g( +)” log( —yt ")
log(1 —wf")2(1 — w{")? log(lf P21 —wft)
(wf")? log(w;)? 21og(0.5) (wf )Qlog(wf)l g(1—yf")
log(1 — m)(l wi)? 10g( — w3 (1 —wi")?
 108(05) () og(un)? og(1 =) _ 1
log(1 — wj")2(1 —wf")? %%
[b;‘zgl(oji) - 1} yi* log(y,)? [b;‘zgl(ofi) - 1} (y7")* log(y)?
- 1y B (1—y)?
Portanto,
Lo =7"B\Z + Z"BZ, (2.17)

Y 02(w1,¢1) [ 961 )2 0% (wn,én) ( Db |2 ST dl(w1,¢1) 9%

em que By = dlag{( 8¢1% : (377211) T g2 (anzn) eB= dlag{( 96 o
ag(wnzd)n) 82¢n)}
PRI ’ 8(;5" angn .

Finalmente, das expressoes em ([2.15)), (2.16) e (2.17) obtemos a matriz de informagcao

observada, que é dada por

) [ f.. —L
L = iﬁﬁ LBW (2.18)
L — 8 T Hy
| XTSX +XTSX XTAZ (2.19)
B ZTAX 7B, 7+ ZTBZ '

em que cada uma das matrizes acima ja foi definida anteriormente.

2.3 Residuo quantilico

O residuo quantilico de (DUNN; SMYTH, [1996)) pode ser utilizado em modelos de
regressao cujas variaveis respostas sao independentes e possuem fung¢ao de distribuicao
em forma fechada. Sua distribuigdo é normal. A abordagem utilizada esta relacionada a
adotada por (COX; SNELL, 1968)), mas, enquanto estes se concentraram em corregoes
da média e variancia, (DUNN; SMYTH]| [1996|) concentraram-se na transformagao para a

normalidade.

Seja F(y; i, @) a funcao de distribuigao acumulada de uma variavel continua, o

residuo quantilico aleatorizado é definido por

T‘Z:i = (bil(F(yi?/j’i? (/ZS’L>>7 (220)

em que P(+) é a funcado de distribuigdo acumulada normal padrao. Um aspecto atrativo do

residuo quantilico reside no fato de sua distribuicao ser, para qualquer tamanho amostral,
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normal padrao. Esse fato é muito favoravel dado que se tem a garantia que o residuo tem
média zero, varidncia um e que cerca de 95% dos valores dos residuos devem encontrar-se

entre os limites —2 e 2.

Outro fator extremamente importante na analise de residuos é a identificagdo de
casos individualmente mal ajustados pelo modelo. Assim, um critério de avaliacao de
desempenho de residuos é a sua habilidade de identificar tais casos e fazé-lo de forma a

quantificar a magnitude desta falta de qualidade de ajuste.

Um ponto mal ajustado é conhecido como um ponto aberrante, que pode afetar de
forma desproporcional o ajuste do modelo a ponto de interferir nas conclusoes inferenciais
sobre seus parametros, comprometendo, em especial, a expressao matematica postulada
para descrever o fendmeno estudado. Além de investigar a aderéncia da distribuicao
empirica do residuo quantilico aleatorizado a distribui¢cao normal padrao avaliaremos sua

habilidade de identificar, com magnitude adequada pontos aberrantes.

2.4 Residuo ponderado

Define-se como residuo uma medida que quantifica a discrepancia entre o modelo
ajustado e os dados. A maioria das formulagoes dos residuos baseia-se na diferenca yt—Iay\t).
No entanto, respeitando o formato da distribuicdo de probabilidade da variavel resposta, é
mais interessante pensar em uma funcao r(y;, E(y;)), defini¢do geral de residuos proposta
por (COOK] |1986). Sob esse ponto de vista, (FERRARI; CRIBARI-NETO)| 2004)) e
(ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008)) propuseram residuos para o modelo
de regressao beta. N6s adaptaremos o residuo ponderado proposto por (ESPINHEIRA

FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008) para o modelo de regressao Kumaraswamy.
A ideia proposta por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO| [2008) de

residuos para o modelo de regressao beta foi baseada no processo iterativo Scoring de
Fisher. Para o modelo de regressao Kumaraswamy, o processo iterativo scoring de Fisher
para [ é
-1
B = 80 4 (k) Ua(B.9), m=12,...,
em que m indexa as iteragoes do algoritmo. Usando as expressoes para o vetor escore e

para kgg ha expressao acima, obtemos a seguinte expressao para o método iterativo:

em que a matriz Kgg estd definida no Apéndice |§|

O processo iterativo acima pode ser representado como um processo de minimos

quadrados, ou seja,
gmtl = (XTWé?)X)_IXTWé?)agm),
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em que ag ™ — 77 (W ) 1T(m)(w* + y*)(m) com 77(m) = X5.

Apébs convergéncia, temos que

B = (X" W X)X T Wpgi, (2.21)
com
ar =0+ Wi T(" + ),
ou seja, B pode ser visto como o estimador de minimos quadrados da regressao linear de
Wil ar em Wi X
O residuo de minimos quadrados desta regressao é dado por
P =Wilta — WX B = Wi —7)

- Wl% + Waa T(@ +§7) = 1)

= W3l (W (" +37)

= WB AT T(0* +9°).

Assim, o t-ésimo residuo pode ser escrito como

1 1
B * sk
Ty = T51/2 / ( t + yt)
Wﬁﬂ(t,t) g' ()
Sabemos que
. (w$)2(§2 1
Wy = ~d\2 : g 2 ' (1)
og(1 — w7 )2()2(1 — wy)? 9
Entao, A A
1 log(1 — ) (i) (1 — @f)g' (i)
=1/2 o~ :
Wb Wi

Portanto, o t-ésimo residuo ponderado é dado por

11 bF + 97) (log (1 — @) () (1 — @
tﬁ S _ (lf)* + g*) _ (wt + yt)( Og( AlAUt )(wt)< wt>. (222)
1/2 /(1) t t o
W 9 (Wt Wy @

r

2.5 Residuo ponderado padronizado

Uma possivel padronizac¢ao do residuo dado em ([2.22)) baseia-se na variancia de a;.
Considerando que COV(B) ~ (X TWX )yle W ~ W e reescrevendo a Equacio (2.21)) como

(XTWX)3=X"Way,
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tem-se que
(XTWX)Cov(B)(XTWX)T ~ (XTW)Cov(a)(X W)T
(XTWX)(XTWX)™ (XTWX) ~ (XTW)Cov(a) (X TW)"
(XTW)Cov(a)(W'X) ~ (X'WX)
(XXOWCov(a )W (XX") ~ (XXHW(XXT)
Cov(a)) ~ W

Logo, Cov(a;) ~ W~!. Em seguida, expressamos os residuos como

P = Wilta — Wi X3 = Wik — X(X T WesX) 71X Wsdn)

= (W5 — WX (X Wi X)X Wsg)a

Considerando que Cov(a;) ~ W~ segue que

(W3 = Wi X (XTWssX) L X W) Cov(an)
W, 1/2 UQX(XTWWX)_lXTWﬂB)T

(I- 1/2 (XTW,BﬁX)_lXTWm)

(I - )

Cov(r?) =~

Q

Logo, Cov(r?) ~ (I H), com H = W1/2X(XTW35X)_1XTWB5, em que H é a matriz
de projecao de Wﬁﬁ a; em W;[QQX , que é simétrica e idempotente.

Assim, o residuo ponderado padronizado é definido como

g (2.23)
t — - ) .
' \/Var(rtﬂ) V1= hy

em que hy € o t-ésimo elemento diagonal de H.

2.6 Avaliacao numérica

Definidos os residuos ponderado e ponderado padronizado para o modelo de regres-
sao Kumaraswamy ¢é importante avaliar seus comportamentos, isto é, avaliar as distribuigoes
empiricas dos residuos definidos em e . Com essa finalidade, realizamos si-
mulacoes de Monte Carlo com 5000 réplicas sob diferentes cenarios. As simulagoes foram
realizadas utilizando a linguagem de programacao matricial Ox, disponibilizada de forma
gratuita para uso académico em http://www.doornik.com/ atualmente na versao 8.02.

Consideramos o modelo de regressao Kumaraswamy com precisao constante dado por

w
log (1 tw > = By + Boxig + B3tz + Paa + Bsxys, t=1,2,...,n. (2.24)
- t
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Os valores das covariadas z;;, com ¢ = 2, 3,4, 5, foram obtidos de forma independente da
distribuicao uniforme e mantidos fixos para cada réplica. Para este modelo consideramos
cenérios onde as medianas da varidvel resposta pertencem aos intervalos (0.0258,0.3452),
(0.2440,0.8237) e (0.8855,0.9983). Para cada um destes intervalos consideramos cenarios

diferentes para a precisao.

Nas Tabelas e |3| sao apresentados valores das médias, desvios-padrao, as-

simetrias, curtoses dos 5000 residuos quantilico, ponderado e ponderado padronizado

dados respectivamente em ([2.20)), (2.22)) e (2.23)), considerando n = 20 observacoes. Para

este cenario, as medianas da varidvel resposta pertencem ao intervalo (0.0258,0.3452) e
variamos o parametro de precisao ¢ = 2,4 e 7. Os valores verdadeiros dos parametros da
regressao sao 51 = —2.0, By = 2.0, 3= —1.8, 4, =1.3 ¢ 5 = 1.0.

Observamos nas Tabelas [T} 2] e [ que os residuos ponderado e ponderado padronizado
possuem médias préximas de zero e desvios-padrao proximos de um. Adicionalmente,
observamos assimetria negativa para os trés valores de ¢. Os valores da curtose dos
residuos propostos estao muito proximos entre si, porém longe do valor de referéncia da

distribuicao normal.

Tabela 1 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (r°) e ponderado padronizado (r?). Modelo: log(7#4-) = b1 +

62xt2 + BSxt3 + 6417154 + 651:155’ Ty ~~ U(Oa 1)7 1= 2a s 757 t = 17 27 EIR) 207
w € (0.0258,0.3452) e ¢ = 2.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7‘5 Tq rP rﬁ Tq P 7"5 Tq P rg
1 | —0.080 0.027 0.029 | 1.070 | 1.000 | 1.061 | —0.013 | —1.535 | —1.535 | 2.540 | 5.220 | 5.217
2 | —0.023 0.020 0.023 | 1.016 | 0.880 | 1.022 | —0.292 | —1.102 | —1.101 | 2.626 | 3.651 | 3.644
3 | —0.062 0.020 0.022 | 1.063 | 0.953 | 1.057 | —0.125 | —1.286 | —1.285 | 2.430 | 4.221 | 4.211
4 0.056 | —0.008 | —0.010 | 0.948 | 0.794 | 1.005 | —0.486 | —0.696 | —0.696 | 2.679 | 2.560 | 2.560
5 | —0.019 | —0.030 | —0.032 | 1.081 | 1.027 | 1.092 | —0.082 | —1.380 | —1.380 | 2.560 | 4.518 | 4.517
6 | —0.038 0.043 0.050 | 1.003 | 0.855 | 1.011 | —0.318 | —1.137 | —1.137 | 2.716 | 3.851 | 3.850
7 0.006 | —0.064 | —0.069 | 1.098 | 1.060 | 1.130 | —0.095 | —1.381 | —1.380 | 2.553 | 4.558 | 4.554
8 0.021 | —0.027 | —0.031 | 1.028 | 0.915 | 1.064 | —0.291 | —1.031 | —1.028 | 2.588 | 3.386 | 3.373
9 0.079 0.041 0.063 | 0.823 | 0.640 | 0.980 | —0.811 | —0.452 | —0.454 | 3.404 | 2.422 | 2.422
10 | —0.039 | —0.022 | —0.023 | 1.097 | 1.035 | 1.102 | —0.084 | —1.444 | —1.444 | 2.561 | 4.815 | 4.815
11 | —0.037 0.003 0.003 | 1.060 | 0.955 | 1.041 | —0.200 | —1.327 | —1.322 | 2.630 | 4.520 | 4.486
12 0.064 | —0.022 | —0.028 | 0.962 | 0.815 | 1.036 | —0.486 | —0.765 | —0.763 | 2.720 | 2.768 | 2.764
13 | —0.005 | —0.046 | —0.050 | 1.088 | 1.039 | 1.120 | —0.102 | —1.375 | —1.374 | 2.596 | 4.484 | 4.482
14 0.019 | —0.018 | —0.022 | 1.016 | 0.905 | 1.058 | —0.281 | —1.077 | —1.077 | 2.564 | 3.630 | 3.626
15 0.015 0.001 0.001 | 0.995 | 0.842 | 1.022 | —0.420 | —0.875 | —0.875 | 2.718 | 2.970 | 2.969
16 | —0.018 0.063 0.080 | 0.943 | 0.769 | 0.982 | —0.472 | —0.953 | —0.955 | 2.932 | 3.364 | 3.363
17 0.001 | —0.079 | —0.083 | 1.123 | 1.116 | 1.168 | —0.016 | —1.478 | —1.478 | 2.516 | 4.919 | 4.918
18 | —0.072 0.080 0.097 | 0.986 | 0.827 | 1.007 | —0.262 | —1.146 | —1.145 | 2.588 | 3.845 | 3.835
19 0.038 | —0.026 | —0.030 | 1.006 | 0.871 | 1.016 | —0.384 | —0.921 | —0.918 | 2.597 | 3.195 | 3.183
20 | —0.027 0.046 0.054 | 0.975 | 0.839 | 0.980 | —0.262 | —1.083 | —1.082 | 2.559 | 3.623 | 3.621

Fonte: O autor (2020).

Nas Tabelas [, [f] e [f] sdo apresentados resultados obtidos para casos em que
as medianas da varidvel resposta pertencem ao intervalo (0.2440,0.8237) e variamos o

parametro de precisao ¢ = 3,10 e 20. Os valores verdadeiros dos parametros de regressao
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Tabela 2 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +
521}2 + 63%}3 + 541‘154 + B5It5, Ty U(O, 1), 1 = 2, ‘o ,5, t = 1,2, .. .,20,
w € (0.0258,0.3452) e ¢ = 4.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 7’5 Tq P rg Tq 7P rﬁ
1| —0.077 0.076 0.088 | 0.994 | 0.854 | 0.991 | —0.186 | —1.235 | —1.236 | 2.537 | 4.128 | 4.131
2 0.010 0.005 0.006 | 0.993 | 0.851 | 1.016 | —0.370 | —0.962 | —0.963 | 2.667 | 3.254 | 3.259
3 | —0.057 0.039 0.045 | 1.030 | 0.890 | 1.031 | —0.205 | —1.132 | —1.132 | 2.417 | 3.673 | 3.670
4 | —0.009 0.022 0.027 | 0.991 | 0.847 | 1.007 | —0.317 | —0.951 | —0.951 | 2.544 | 3.120 | 3.119
5 0.004 | —0.056 | —0.059 | 1.087 | 1.052 | 1.118 | —0.090 | —1.393 | —1.393 | 2.607 | 4.550 | 4.550
6 | —0.013 | —0.014 | —0.016 | 1.057 | 0.951 | 1.060 | —0.248 | —1.232 | —1.232 | 2.671 | 4.107 | 4.107
7 0.041 | —0.089 | —0.096 | 1.089 | 1.052 | 1.132 | —0.145 | —1.277 | —1.276 | 2.550 | 4.150 | 4.148
8 0.019 | —0.020 | —0.024 | 1.021 | 0.899 | 1.056 | —0.314 | —0.987 | —0.988 | 2.593 | 3.253 | 3.252
9 0.019 0.045 0.060 | 0.914 | 0.732 | 0.970 | —0.573 | —0.733 | —0.733 | 2.921 | 2.829 | 2.828
10 | —0.002 | —0.050 | —0.053 | 1.088 | 1.040 | 1.110 | —0.099 | —1.372 | —1.372 | 2.537 | 4.503 | 4.503
11 | —0.023 0.057 0.071 | 0.959 | 0.783 | 0.977 | —0.441 | —0.928 | —0.926 | 2.794 | 3.214 | 3.195
12 | —0.015 0.009 0.010 | 1.024 | 0.887 | 1.036 | —0.308 | —1.055 | —1.055 | 2.607 | 3.440 | 3.440
13 | —0.016 | —0.045 | —0.048 | 1.099 | 1.061 | 1.127 | —0.069 | —1.446 | —1.446 | 2.608 | 4.773 | 4.772
14 0.044 | —0.070 | —0.078 | 1.056 | 0.991 | 1.107 | —0.189 | —1.155 | —1.155 | 2.482 | 3.757 | 3.756
15 | —0.015 0.022 0.026 | 1.005 | 0.850 | 1.010 | —0.376 | —0.994 | —0.994 | 2.721 | 3.350 | 3.350
16 | —0.019 0.068 0.087 | 0.935 | 0.759 | 0.975 | —0.476 | —0.937 | —0.938 | 2.912 | 3.332 | 3.333
17 0.025 | —0.097 | —0.103 | 1.118 | 1.107 | 1.169 | —0.052 | —1.370 | —1.370 | 2.473 | 4.417 | 4.417
18 | —0.067 0.059 0.069 | 1.010 | 0.874 | 1.023 | —0.202 | —1.229 | —1.229 | 2.558 | 4.093 | 4.093
19 0.011 0.025 0.031 | 0.960 | 0.794 | 0.981 | —0.446 | —0.829 | —0.829 | 2.667 | 2.970 | 2.969
20 | —0.004 0.032 0.038 | 0.967 | 0.834 | 0.989 | —0.311 | —1.049 | —1.049 | 2.669 | 3.526 | 3.525

Fonte: O autor (2020).

Tabela 3 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +

62xt2 + 63‘rt3 + 6437154 + B5xt57 Ty U(OJ 1)7 = 27 s 757 t = 17 27 ey 207
w € (0.0258,0.3452) e ¢ = 7.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 rg rq P rg Tq 7P rﬁ
1 | —0.065 0.056 0.065 | 1.013 | 0.886 | 1.027 | —0.206 | —1.304 | —1.304 | 2.669 | 4.378 | 4.377
2 0.015 | —0.004 | —0.005 | 1.004 | 0.867 | 1.034 | —0.363 | —0.982 | —0.983 | 2.652 | 3.322 | 3.323
3 | —0.073 0.057 0.066 | 1.024 | 0.875 | 1.015 | —0.232 | —1.193 | —1.192 | 2.547 | 3.987 | 3.983
4 | —0.022 0.039 0.046 | 0.988 | 0.823 | 0.979 | —0.386 | —0.952 | —0.951 | 2.682 | 3.170 | 3.169
5 0.017 | —0.072 | —0.077 | 1.092 | 1.076 | 1.143 | —0.053 | —1.434 | —1.434 | 2.552 | 4.770 | 4.770
6 | —0.003 | —0.026 | —0.029 | 1.062 | 0.964 | 1.074 | —0.240 | —1.256 | —1.256 | 2.635 | 4.233 | 4.233
7 0.063 | —0.106 | —0.114 | 1.083 | 1.058 | 1.138 | —0.154 | —1.272 | —1.272 | 2.578 | 4.143 | 4.143
8 | —0.006 0.003 0.003 | 1.021 | 0.883 | 1.036 | —0.316 | —1.017 | —1.017 | 2.585 | 3.369 | 3.368
9 0.011 0.050 0.067 | 0.920 | 0.734 | 0.972 | —0.570 | —0.741 | —0.740 | 2.924 | 2.791 | 2.789
10 | —0.031 | —0.032 | —0.034 | 1.099 | 1.055 | 1.126 | —0.048 | —1.470 | —1.470 | 2.571 | 4.898 | 4.898
11 | —0.041 0.070 0.088 | 0.961 | 0.788 | 0.985 | —0.386 | —0.976 | —0.975 | 2.711 | 3.303 | 3.302
12 0.027 | —0.009 | —0.011 | 0.990 | 0.875 | 1.022 | —0.314 | —1.021 | —1.021 | 2.663 | 3.414 | 3.414
13 0.022 | —0.083 | —0.088 | 1.100 | 1.085 | 1.153 | —0.062 | —1.389 | —1.389 | 2.539 | 4.501 | 4.501
14 0.035 | —0.066 | —0.074 | 1.064 | 0.999 | 1.115 | —0.186 | —1.178 | —1.178 | 2.510 | 3.815 | 3.814
15 | —0.039 0.046 0.055 | 0.998 | 0.842 | 0.999 | —0.342 | —1.064 | —1.065 | 2.733 | 3.543 | 3.544
16 | —0.019 0.089 0.114 | 0.895 | 0.722 | 0.927 | —0.498 | —0.968 | —0.968 | 3.032 | 3.550 | 3.551
17 0.012 | —0.093 | —0.099 | 1.127 | 1.137 | 1.201 | —0.005 | —1.479 | —1.479 | 2.567 | 4.805 | 4.805
18 | —0.063 0.053 0.062 | 1.014 | 0.888 | 1.039 | —0.189 | —1.280 | —1.280 | 2.606 | 4.296 | 4.296
19 0.034 0.013 0.016 | 0.946 | 0.794 | 0.980 | —0.458 | —0.841 | —0.840 | 2.764 | 3.031 | 3.030
20 | —0.010 0.035 0.042 | 0.968 | 0.838 | 0.993 | —0.290 | —1.077 | —1.077 | 2.654 | 3.641 | 3.642

Fonte: O autor (2020).



Capitulo 2. ANALISE DE RESIDUOS 33

si0 fr=1.1, 8, =1.0, B3 =—1.0, B =14 e B5 = —1.2.

Tabela 4 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (r°) e ponderado padronizado (r). Modelo: log(124-) = B +
ngtg + ﬁgxtg + 6417,54 + 655(7155, Ty U(O, 1), 1 = 2, R ,5, t = 1,2, .. .,20,
w € (0.2440,0.8237) e ¢ = 3.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose

Tq T’B 7'6 Tq Tﬁ Tﬁ Tq TB T’B Tq 7'6 7"6

p v p P
—0.075 0.045 0.048 | 1.037 | 0.947 | 1.016 | —0.071 | —1.514 | —1.512 | 2.570 | 5.331 | 5.310

—0.003 0.007 0.007 | 1.012 | 0.868 | 1.009 | —0.366 | —1.040 | —1.036 | 2.691 | 3.569 | 3.537

—0.059 0.028 0.030 | 1.051 | 0.919 | 1.030 | —0.199 | —1.236 | —1.231 | 2.473 | 4.183 | 4.142

0.050 | —0.009 | —0.012 | 0.959 | 0.807 | 1.016 | —0.450 | —0.709 | —0.709 | 2.584 | 2.559 | 2.554

—-0.031 | —-0.021 | —0.022 | 1.083 | 1.022 | 1.086 | —0.078 | —1.394 | —1.394 | 2.523 | 4.640 | 4.639

—0.027 0.030 0.034 | 1.008 | 0.860 | 1.004 | —0.335 | —1.100 | —1.095 | 2.703 | 3.734 | 3.704

—0.017 | —0.035 | —0.037 | 1.089 | 1.026 | 1.093 | —0.127 | —1.406 | —1.406 | 2.603 | 4.812 | 4.805

0.006 | —0.012 | —0.014 | 1.026 | 0.903 | 1.050 | —0.294 | —1.040 | —1.033 | 2.572 | 3.463 | 3.420

©| oo| ~1| | | kx| wo| pof =] T

0.076 0.036 0.052 | 0.841 | 0.649 | 0.978 | —0.830 | —0.459 | —0.459 | 3.408 | 2.452 | 2.437

10 | —0.044 | —0.013 | —0.013 | 1.092 | 1.011 | 1.075 | —0.119 | —1.432 | —1.432 | 2.537 | 4.921 | 4.921

11 | —0.020 0.025 0.027 | 1.007 | 0.866 | 0.983 | —0.352 | —1.186 | —1.167 | 2.797 | 4.219 | 4.094

12 0.024 0.003 0.005 | 0.979 | 0.819 | 1.029 | —0.452 | —0.838 | —0.829 | 2.673 | 2.939 | 2.916

13 | —0.013 | —0.050 | —0.053 | 1.106 | 1.046 | 1.124 | —0.120 | —1.350 | —1.350 | 2.543 | 4.425 | 4.422

14 0.017 | —0.024 | —0.028 | 1.027 | 0.913 | 1.054 | —0.275 | —1.058 | —1.055 | 2.493 | 3.589 | 3.566

15 0.000 0.005 0.005 | 1.012 | 0.851 | 1.031 | —0.394 | —0.877 | —0.871 | 2.607 | 2.958 | 2.940

16 | —0.013 0.052 0.063 | 0.954 | 0.778 | 0.988 | —0.472 | —0.931 | —0.928 | 2.834 | 3.358 | 3.324

17 | —0.010 | —0.058 | —0.061 | 1.110 | 1.082 | 1.133 | —0.052 | —1.521 | —1.521 | 2.552 | 5.324 | 5.323

18 | —0.039 0.050 0.060 | 0.988 | 0.844 | 1.016 | —0.282 | —1.140 | —1.128 | 2.606 | 3.899 | 3.839

19 0.026 | —0.016 | —0.020 | 1.009 | 0.859 | 1.007 | —0.405 | —0.895 | —0.887 | 2.549 | 3.191 | 3.152

20 | —0.009 0.024 0.027 | 0.987 | 0.852 | 0.992 | —0.301 | —1.039 | —1.036 | 2.587 | 3.499 | 3.481

Fonte: O autor (2020).

Tabela 5 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (r°) e ponderado padronizado (r). Modelo: log(1#4-) = B +
62[&32 + ﬁgxtg + 641’154 + 651’155, Ty U(O, 1), 1 = 2, . ,5, t = 1,2, .. .,20,
w € (0.2440,0.8237) e ¢ = 10.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq P rf Tq P rg Tq 7P 7"5
1 | —0.080 0.027 0.029 | 1.070 | 1.000 | 1.061 | —0.013 | —1.535 | —1.535 | 2.540 | 5.220 | 5.217
2 | —0.023 0.020 0.023 | 1.016 | 0.880 | 1.022 | —0.292 | —1.102 | —1.101 | 2.626 | 3.651 | 3.644
3 | —0.062 0.020 0.022 | 1.063 | 0.953 | 1.057 | —0.125 | —1.286 | —1.285 | 2.430 | 4.221 | 4.211
4 0.056 | —0.008 | —0.010 | 0.948 | 0.794 | 1.005 | —0.486 | —0.696 | —0.696 | 2.679 | 2.560 | 2.560
5| —0.019 | —0.030 | —0.032 | 1.081 | 1.027 | 1.092 | —0.082 | —1.380 | —1.380 | 2.560 | 4.518 | 4.517
6 | —0.038 0.043 0.050 | 1.003 | 0.855 | 1.011 | —0.318 | —1.137 | —1.137 | 2.716 | 3.851 | 3.850
7 0.006 | —0.064 | —0.069 | 1.098 | 1.060 | 1.130 | —0.095 | —1.381 | —1.380 | 2.553 | 4.558 | 4.554
8 0.021 | —0.027 | —0.031 | 1.028 | 0.915 | 1.064 | —0.291 | —1.031 | —1.028 | 2.588 | 3.386 | 3.373
9 0.079 0.041 0.063 | 0.823 | 0.640 | 0.980 | —0.811 | —0.452 | —0.454 | 3.404 | 2.422 | 2.422
10 | —0.039 | —0.022 | —0.023 | 1.097 | 1.035 | 1.102 | —0.084 | —1.444 | —1.444 | 2.561 | 4.815 | 4.815
11 | —0.037 0.003 0.003 | 1.060 | 0.955 | 1.041 | —0.200 | —1.327 | —1.322 | 2.630 | 4.520 | 4.486
12 0.064 | —0.022 | —0.028 | 0.962 | 0.815 | 1.036 | —0.486 | —0.765 | —0.763 | 2.720 | 2.768 | 2.764
13 | —0.005 | —0.046 | —0.050 | 1.088 | 1.039 | 1.120 | —0.102 | —1.375 | —1.374 | 2.596 | 4.484 | 4.482
14 0.019 | —0.018 | —0.022 | 1.016 | 0.905 | 1.058 | —0.281 | —1.077 | —1.077 | 2.564 | 3.630 | 3.626
15 0.015 0.001 0.001 | 0.995 | 0.842 | 1.022 | —0.420 | —0.875 | —0.875 | 2.718 | 2.970 | 2.969
16 | —0.018 0.063 0.080 | 0.943 | 0.769 | 0.982 | —0.476 | —0.953 | —0.955 | 2.932 | 3.364 | 3.363
17 0.001 | —0.079 | —0.083 | 1.123 | 1.116 | 1.168 | —0.016 | —1.478 | —1.478 | 2.516 | 4.919 | 4.918
18 | —0.072 0.080 0.097 | 0.986 | 0.827 | 1.007 | —0.262 | —1.146 | —1.145 | 2.588 | 3.845 | 3.835
19 0.038 | —0.026 | —0.030 | 1.006 | 0.871 | 1.016 | —0.384 | —0.921 | —0.918 | 2.597 | 3.195 | 3.183
20 | —0.027 0.046 0.054 | 0.975 | 0.839 | 0.980 | —0.262 | —1.083 | —1.082 | 2.559 | 3.623 | 3.621

Fonte: O autor (2020).
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Tabela 6 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +
521}2 + 63%}3 + 641‘154 + B5It5, Ty U(O, 1), 1 = 2, c. ,5, t = 1,2, e .,20,
w € (0.2440, 0.8237) e ¢ = 20.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 7’5 Tq P rg Tq 7P rﬁ
1| —0.074 0.013 0.014 | 1.086 | 1.017 | 1.081 | —0.048 | —1.546 | —1.547 | 2.605 | 5.322 | 5.328
2 | —0.028 0.021 0.025 | 1.019 | 0.888 | 1.033 | —0.258 | —1.109 | —1.108 | 2.576 | 3.615 | 3.616
3 | —0.068 0.038 0.043 | 1.043 | 0.937 | 1.041 | —0.136 | —1.396 | —1.396 | 2.589 | 4.680 | 4.683
4 0.041 0.013 0.017 | 0.938 | 0.765 | 0.967 | —0.564 | —0.723 | —0.722 | 2.883 | 2.699 | 2.698
5 0.007 | —0.062 | —0.066 | 1.091 | 1.061 | 1.128 | —0.059 | —1.398 | —1.399 | 2.506 | 4.614 | 4.615
6 0.011 | —0.012 | —0.014 | 1.018 | 0.912 | 1.077 | —0.274 | —1.158 | —1.158 | 2.655 | 3.877 | 3.875
7 0.004 | —0.068 | —0.073 | 1.104 | 1.081 | 1.153 | —0.056 | —1.408 | —1.408 | 2.557 | 4.573 | 4.573
8 0.016 | —0.023 | —0.026 | 1.025 | 0.918 | 1.068 | —0.251 | —1.057 | —1.058 | 2.503 | 3.428 | 3.433
9 0.084 0.038 0.057 | 0.818 | 0.647 | 0.987 | —0.760 | —0.489 | —0.488 | 3.356 | 2.465 | 2.465
10 | —0.053 | —0.008 | —0.008 | 1.092 | 1.025 | 1.092 | —0.058 | —1.453 | —1.453 | 2.499 | 4.845 | 4.845
11 | —0.075 0.024 0.026 | 1.073 | 0.980 | 1.068 | —0.080 | —1.395 | —1.394 | 2.533 | 4.575 | 4.564
12 0.076 | —0.009 | —0.012 | 0.918 | 0.781 | 0.989 | —0.506 | —0.771 | —0.772 | 2.855 | 2.861 | 2.860
13 0.042 | —0.093 | —0.100 | 1.094 | 1.065 | 1.146 | —0.140 | —1.353 | —1.352 | 2.588 | 4.499 | 4.498
14 0.010 | —0.010 | —0.012 | 1.016 | 0.905 | 1.058 | —0.267 | —1.089 | —1.088 | 2.597 | 3.587 | 3.585
15 0.019 0.007 0.009 | 0.974 | 0.836 | 1.014 | —0.364 | —0.909 | —0.910 | 2.624 | 3.083 | 3.084
16 | —0.004 0.057 0.073 | 0.927 | 0.766 | 0.979 | —0.451 | —0.938 | —0.939 | 2.894 | 3.290 | 3.294
17 | —0.035 | —0.042 | —0.044 | 1.116 | 1.100 | 1.152 0.005 | —1.616 | —1.616 | 2.592 | 5.547 | 5.548
18 | —0.097 0.100 0.122 | 0.985 | 0.818 | 0.996 | —0.236 | —1.177 | —1.176 | 2.557 | 3.961 | 3.960
19 0.026 | —0.013 | —0.015 | 1.002 | 0.865 | 1.010 | —0.378 | —0.952 | —0.951 | 2.631 | 3.271 | 3.268
20 | —0.035 0.041 0.048 | 0.993 | 0.866 | 1.012 | —0.231 | —1.151 | —1.150 | 2.601 | 3.781 | 3.780

Fonte: O autor (2020).

Das Tabelas [, [f e [6] observamos que as médias estdao préximas de zero e que os
desvios-padrao estao préximos de um. Quanto a assimetria, observamos que os residuos
ponderado e ponderado padronizado apresentam assimetria negativa nos trés cenarios. As
curtoses dos residuos sao semelhantes, porém seus valores nao estao proximo do valor de

referéncia da distribuicao normal.

Nas Tabelas [7], [§] e [ apresentamos os resultados referentes as distribui¢oes em-
piricas dos residuos quando as medianas da variavel resposta pertencem ao intervalo
(0.8855,0.9983) enquanto variamos ¢ = 3,50 e 150. Os valores verdadeiros dos pardmetros
de regressao sao (1 = 4.6, B = —2.6, B3 = —3.1, B4, = 2.6 e 55 = 3.0.

Assim como anteriormente, as médias estao proximas de zero e os desvios-padrao
estao préoximos de um para os residuos propostos. A assimetria é negativa em todos os
cendarios e as curtoses dos residuos propostos nao estao proximo do valor de referéncia da

distribuicao normal.

Como visto nas Tabelas [ a[d] os residuos ponderado e ponderado padronizado tém
comportamento bem semelhante, com médias proximas de zero, desvios-padrao préximos
de um, assimetrias negativas e curtoses que nao estao proximas do valor de referéncia da
distribuicdo normal. A aderéncia da distribuicao dos residuos a distribuicao normal nao é,

assim, satisfatoria.

Com o objetivo de comparar os quantis empiricos dos residuos com os quantis
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Tabela 7 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +
521}2 + 63%}3 + 541‘154 + B5It5, Ty U(O, 1), 1 = 2, c. ,5, t = 1,2, e .,20,
w € (0.8855,0.9983) e ¢ = 3.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 7’5 Tq P rg Tq 7P rﬁ
1| —0.009 0.049 0.087 | 0.957 | 0.788 | 0.967 | —0.516 | —1.190 | —0.994 | 3.052 | 4.589 | 4.068
2 | —0.083 0.056 0.054 | 1.053 | 0.871 | 0.951 | —0.382 | —1.288 | —1.297 | 2.783 | 4.625 | 4.662
3 0.092 | —0.009 0.021 | 0.899 | 0.739 | 1.057 | —0.717 | —0.863 | —0.537 | 3.305 | 3.585 | 3.035
4 | —0.023 0.020 0.022 | 1.026 | 0.854 | 0.974 | —0.434 | —1.065 | —1.010 | 2.751 | 3.785 | 3.684
5 | —0.160 0.033 0.033 | 1.174 | 1.038 | 1.102 | —0.066 | —1.478 | —1.489 | 2.327 | 5.057 | 5.104
6 | —0.073 0.046 0.047 | 1.057 | 0.866 | 0.953 | —0.407 | —1.165 | —1.132 | 2.724 | 4.122 | 4.067
7 | —0.102 0.031 0.030 | 1.114 | 0.964 | 1.014 | —0.238 | —1.429 | —1.440 | 2.604 | 5.085 | 5.132
8 0.069 0.037 0.076 | 0.861 | 0.655 | 1.012 | —0.941 | —0.698 | —0.456 | 3.811 | 3.369 | 2.769
9 0.133 0.004 0.012 | 0.807 | 0.627 | 0.989 | —1.100 | —0.621 | —0.280 | 4.561 | 3.385 | 3.014
10 | —0.112 | —0.007 | —0.009 | 1.175 | 1.061 | 1.126 | —0.100 | —1.459 | —1.468 | 2.353 | 4.935 | 4.980
11 0.052 0.033 0.049 | 0.891 | 0.721 | 0.956 | —0.742 | —1.045 | —0.741 | 3.644 | 4.442 | 3.938
12 | —0.101 0.084 0.094 | 1.032 | 0.830 | 0.919 | —0.407 | —1.217 | —1.172 | 2.791 | 4.290 | 4.233
13 | —0.096 0.020 0.019 | 1.118 | 0.977 | 1.041 | —0.199 | —1.392 | —1.403 | 2.483 | 4.831 | 4.863
14 | —0.125 0.096 0.100 | 1.043 | 0.844 | 0.891 | —0.349 | —1.306 | —1.314 | 2.738 | 4.674 | 4.705
15 | —0.068 0.048 0.054 | 1.050 | 0.858 | 0.943 | —0.456 | —1.259 | —1.224 | 2.882 | 4.740 | 4.632
16 0.022 0.010 0.009 | 0.980 | 0.805 | 0.992 | —0.585 | —1.036 | —0.835 | 3.069 | 4.043 | 3.700
17 | —0.108 0.005 0.004 | 1.155 | 1.013 | 1.078 | —0.164 | —1.345 | —1.353 | 2.364 | 4.538 | 4.573
18 0.087 0.000 0.030 | 0.895 | 0.728 | 1.024 | —0.810 | —1.015 | —0.736 | 3.721 | 4.417 | 3.468
19 0.038 0.016 0.028 | 0.946 | 0.753 | 1.026 | —0.685 | —0.835 | —0.629 | 3.140 | 3.425 | 2.981
20 | —0.036 0.011 0.006 | 1.057 | 0.896 | 0.993 | —0.367 | —1.147 | —1.136 | 2.666 | 4.009 | 3.951

Fonte: O autor (2020).

Tabela 8 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +

62xt2 + 63‘rt3 + 6437154 + B5xt57 Ty U(OJ 1)7 = 27 s 757 t = 17 27 ey 207
w € (0.8855,0.9983) e ¢ = 50.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 rg rq P rg Tq 7P rﬁ
1| —0.099 0.069 0.085 | 1.042 | 0.881 | 1.034 | —0.218 | —1.227 | —1.186 | 2.505 | 4.130 | 3.969
2 | —0.086 0.025 0.025 | 1.093 | 1.006 | 1.032 | —0.133 | —1.715 | —1.717 | 2.782 | 6.408 | 6.418
3 0.107 0.026 0.069 | 0.801 | 0.644 | 1.108 | —0.823 | —0.595 | —0.437 | 3.721 | 2.744 | 2.521
4 | —0.051 | —0.006 | —0.008 | 1.093 | 1.014 | 1.065 | —0.144 | —1.578 | —1.575 | 2.674 | 5.890 | 5.856
5| —0.066 | —0.055 | —0.060 | 1.178 | 1.116 | 1.201 | —0.028 | —1.307 | —1.311 | 2.326 | 3.961 | 3.976
6 | —0.087 0.016 0.016 | 1.109 | 1.013 | 1.044 | —0.151 | —1.689 | —1.689 | 2.729 | 6.591 | 6.591
7 | —0.097 0.021 0.022 | 1.113 | 1.014 | 1.054 | —0.140 | —1.644 | —1.646 | 2.716 | 6.319 | 6.323
8 0.242 0.000 0.007 | 0.550 | 0.442 | 1.109 | —1.522 | —0.003 0.001 | 7.126 | 2.502 | 2.274
9 0.132 0.014 0.025 | 0.790 | 0.592 | 1.034 | —1.167 | —0.284 | —0.141 | 4.506 | 2.487 | 2.421
10 | —0.053 | —0.076 | —0.081 | 1.195 | 1.126 | 1.205 | —0.070 | —1.293 | —1.293 | 2.296 | 4.022 | 4.024
11 | —0.060 0.006 0.006 | 1.090 | 0.990 | 1.043 | —0.200 | —1.580 | —1.567 | 2.741 | 5.956 | 5.861
12 | —0.102 0.030 0.031 | 1.108 | 1.007 | 1.050 | —0.138 | —1.662 | —1.659 | 2.730 | 6.087 | 6.066
13 | —0.104 0.018 0.018 | 1.126 | 1.010 | 1.092 | —0.119 | —1.400 | —1.399 | 2.510 | 4.640 | 4.625
14 | —0.088 0.023 0.023 | 1.096 | 1.019 | 1.042 | —0.106 | —1.803 | —1.804 | 2.771 | 7.189 | 7.189
15 | —0.073 0.015 0.015 | 1.094 | 1.000 | 1.034 | —0.188 | —1.736 | —1.734 | 2.818 | 6.952 | 6.936
16 | —0.120 0.077 0.083 | 1.060 | 0.908 | 1.004 | —0.218 | —1.473 | —1.450 | 2.729 | 5.274 | 5.149
17 | —0.054 | —0.050 | —0.055 | 1.163 | 1.072 | 1.168 | —0.123 | —1.268 | —1.268 | 2.368 | 4.003 | 3.998
18 0.116 0.037 0.066 | 0.761 | 0.606 | 1.068 | —0.934 | —0.562 | —0.525 | 4.239 | 2.756 | 2.619
19 0.043 0.024 0.035 | 0.920 | 0.725 | 1.050 | —0.661 | —0.577 | —0.534 | 2.945 | 2.435 | 2.335
20 | —0.087 0.034 0.034 | 1.080 | 0.973 | 1.035 | —0.165 | —1.593 | —1.589 | 2.735 | 5.899 | 5.845

Fonte: O autor (2020).
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Tabela 9 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos quantilico
(rq), ponderado (rf) e ponderado padronizado (rf). Modelo: log(1#4-) = b1 +
521}2 + 63%}3 + 641‘154 + B5It5, Ty U(O, 1), 1 = 2, c. ,5, t = 1,2, e .,20,
w € (0.8855,0.9983) e ¢ = 150.

Média Desvio-padrao Assimetria Curtose
t Tq P 7"5 Tq 8 7’5 Tq P rg Tq 7P rﬁ
1] —0.128 0.095 0.111 | 1.034 | 0.874 | 1.026 | —0.147 | —1.268 | —1.266 | 2.457 | 4.141 | 4.131
2 | —0.071 | —0.001 | —0.001 | 1.110 | 1.063 | 1.080 | —0.071 | —1.906 | —1.905 | 2.803 | 7.806 | 7.794
3 0.124 0.025 0.053 | 0.766 | 0.615 | 1.124 | —0.852 | —0.422 | —0.373 | 3.755 | 2.394 | 2.325
4| —0.048 | —0.031 | —0.032 | 1.125 | 1.082 | 1.117 | —0.091 | —1.739 | —1.736 | 2.729 | 6.700 | 6.675
5| —0.035 | —0.053 | —0.057 | 1.136 | 1.092 | 1.185 | —0.049 | —1.369 | —1.370 | 2.501 | 4.248 | 4.253
6 | —0.065 | —0.027 | —0.027 | 1.139 | 1.109 | 1.133 | —0.050 | —1.878 | —1.879 | 2.751 | 7.406 | 7.409
7| —0.070 | —0.021 | —0.022 | 1.136 | 1.092 | 1.131 | —0.044 | —1.711 | —1.712 | 2.660 | 6.343 | 6.344
8 0.258 | —0.000 | —0.002 | 0.498 | 0.416 | 1.111 | —1.265 0.159 0.140 | 5.446 | 2.359 | 2.287
9 0.126 0.031 0.059 | 0.759 | 0.568 | 1.030 | —1.072 | —0.139 | —0.101 | 3.936 | 2.168 | 2.166
10 0.010 | —0.123 | —0.132 | 1.177 | 1.153 | 1.238 | —0.067 | —1.243 | —1.243 | 2.350 | 3.735 | 3.734
11 | —0.050 | —0.034 | —0.035 | 1.131 | 1.091 | 1.122 | —0.083 | —1.699 | —1.696 | 2.717 | 6.254 | 6.232
12 | —0.097 0.024 0.025 | 1.105 | 1.037 | 1.065 | —0.086 | —1.873 | —1.870 | 2.828 | 7.524 | 7.500
13 | —0.097 0.021 0.022 | 1.110 | 1.003 | 1.098 | —0.103 | —1.425 | —1.421 | 2.510 | 4.757 | 4.733
14 | —0.076 0.004 0.004 | 1.103 | 1.065 | 1.081 | —0.013 | —1.878 | —1.878 | 2.729 | 7.561 | 7.560
15 | —0.040 | —0.013 | —0.013 | 1.088 | 1.047 | 1.071 | —0.106 | —1.883 | —1.883 | 2.865 | 7.961 | 7.955
16 | —0.112 0.055 0.060 | 1.077 | 0.963 | 1.044 | —0.116 | —1.540 | —1.532 | 2.671 | 5.450 | 5.393
17 | —0.089 0.011 0.012 | 1.110 | 1.013 | 1.118 | —0.054 | —1.325 | —1.327 | 2.382 | 4.141 | 4.148
18 0.126 0.029 0.052 | 0.754 | 0.612 | 1.120 | —0.867 | —0.528 | —0.531 | 4.024 | 2.560 | 2.531
19 0.067 0.004 0.004 | 0.914 | 0.734 | 1.063 | —0.655 | —0.532 | —0.527 | 2.987 | 2.260 | 2.246
20 | —0.099 0.033 0.035 | 1.089 | 1.018 | 1.071 | —0.029 | —1.692 | —1.691 | 2.671 | 6.120 | 6.110

Fonte: O autor (2020).

da distribuicao normal padrao, construimos graficos normais de probabilidade, que estao
apresentados nas Figuras 2] a [7] Consideramos dois tamanhos amostrais n = 40 e 120.
Consideramos ainda cenarios em que as medianas da variavel resposta pertencem aos inter-
valos (0.0169, 0.3570), (0.2353,0.7758) e (0.8499,0.9994). Para cada um destes intervalos

consideramos cendarios diferentes para a precisao.

Na Figura [2 estdao apresentados os graficos normais de probabilidade para os
cendrios em que as medianas da varidvel resposta pertencem ao intervalo (0.0169,0.3570)
e variamos o parametro de precisao ¢ = 2,4,7, com tamanho amostral n = 40. Os valores
verdadeiros dos parametros de regressao sao 1 = —2, s =2, f3 = —1.8, By =1.3e 85 = 1.
Observamos nos graficos normais de probabilidade da Figura [2[ a existéncia de assimetria

a esquerda nos graficos referentes aos residuos ponderado e ponderado padronizado.

Na Figura [3| sdo apresentados os graficos normais de probabilidade para os cenarios
em que a mediana da varidvel resposta pertence ao intervalo (0.2353,0.7758) e variamos o
parametro de precisao ¢ = 2,10, 20, com tamanho amostral n = 40. Os valores verdadeiros
dos parametros de regressao sao 5y =1, o =1, 3= —1, By = 1.4 e 5 = —1.2. Notamos
que ha assimetria a esquerda nos graficos referentes aos residuos ponderado e ponderado

padronizado nos graficos normais de probabilidade.

Na Figura [4] estdo apresentados os graficos normais de probabilidade para os

cendrios em que as medianas da varidvel resposta pertencem ao intervalo (0.2353,0.7758) e
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Figura 2 — Graficos QQ; Modelo: log(w;/1 — w;) = Bi + Boxiz + Batssz + Batps + Psies,

t=1,2,...,40, w € (0.0169,0.3570), ¢
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variamos o parametro de precisdao ¢ = 3, 50, 150, com tamanho amostral n = 40. Os valores

verdadeiros dos parametros de regressao sao 1 = 4.6, fo = —2.6, f3 = —3.1, B, = 2.6 ¢

fbs = 3. Assim como nos casos anteriores notamos a existéncia de assimetria a esquerda

nos graficos referentes aos residuos ponderado e ponderado padronizado.
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Figura
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Fonte: O autor (2020).

Nas Figura [}, [6] e [] estao apresentados os gréaficos normais de probabilidade para os

cendrios em que as medianas da varidvel resposta pertencem aos intervalos (0.2353,0.7758),
(0.2353,0.7758) e (0.8499,0.9994), respectivamente. Variamos o pardmetro de precisao de

maneira analoga ao que foi feito anteriormente, com tamanho amostral n = 120. Podemos
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Figura
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4 — Graficos QQ; Modelo: log(w;/1 — w;) = 1 + Porie + B33 + Baxia + Psxys,
t=1,2,...,40, w € (0.8499,0.9994), ¢ = 3,50 e 150.
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observar que em todos do cenarios ha assimetria a esquerda nos graficos referentes aos

residuos ponderado e ponderado padronizado.

Em todos os cenarios considerados, os residuos ponderado e ponderado padronizado

apresentam assimetria a esquerda, o que nos leva a concluir que para estes residuos
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Figura 5 — Graficos QQ; Modelo: log(w;/1 — wy) = p1 + Poxia + Bsxss + Laxia + Bsxs,
t=1,2,...,120, w € (0.0169,0.3570), ¢ = 2,4 ¢ 7.
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Fonte: O autor (2020).

os limites usuais para detecgao de pontos aberrantes (—2,2) ndo devem ser utilizados.
Assim, para os residuos ponderados devemos utilizar como limites para deteccao de pontos

aberrantes quantis empiricos.
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Figura 6 — Graficos QQ; Modelo: log(w;/1 — w;) = 81 + Botia + B33 + Paea + Bsays,
t=1,2,...,120, w € (0.2353,0.7758), ¢ = 2,10 e 20.
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Figura 7 — Graficos QQ; Modelo: log(w;/1 — wy) = p1 + Boxio + Baxis + Baxia + Bsxys,
t=1,2,...,120, w € (0.8499,0.9994), ¢ = 3,50 e 150.
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Nesta se¢ao faremos duas aplica¢oes do modelo de regressao Kumaraswamy a dados

reais. O primeiro conjunto de dados refere-se a aplicagao denominada Contaminacao do
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Amendoim em que utilizamos os dados fornecidos por (DRAPER; SMITH, |1998), ja o se-
gundo conjunto de dados representam a medigao da umidade relativa do ar e temperatura de
cada dia do més de setembro de 2019 pela estagdo meteoroldgica Recife(Curado)-PE. Os da-
dos estao disponiveis gratuitamente no site do INMET (http://www.inmet.gov.br/portal/).

2.8 Aplicacao |: Contaminacdao do amendoim

Nesta aplicagao utilizamos os dados fornecidos por (DRAPER; SMITH, (1998).
Ha 34 lotes de 120 libras de amendoim. De cada um destes lotes nos é fornecido o nivel
médio de aflatoxina e a propor¢ao de amendoins nao contaminados. As aflatoxinas sao
compostas de quatro substancias principais que sao produzidas por fungos. Esses fungos
se desenvolvem sobre alimentos, por exemplo, amendoim, milho e graos em geral, quando
as condigoes sao favoraveis. Dependendo da quantidade e concentracao, a aflatoxina pode

causar diversos efeitos a satide humana.

Utilizaremos o modelo de regressao Kumaraswamy para avaliar o comportamento

da proporcao de amendoins nao contaminados (y) através da covariavel niveis de aflatoxina

().

Figura 8 — Boxplot(a) e histograma(b) das observagoes da variavel resposta.
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Fonte: O autor (2020).

Inicialmente realizaremos uma analise descritiva dos dados. Construimos boxplots
das observagoes da variavel resposta e das observagoes da variavel niveis de aflatoxina
(Figuras [§] e E[) Nos boxplots consideramos algumas medidas descritivas destas variaveis.

Adicionalmente, na Figura [§] apresentamos o histograma das observagoes da variavel
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Figura 9 — Boxplot das observagoes da variavel nivel de aflatoxina.
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Fonte: O autor (2020).

resposta com a curva de densidade estimada Kumaraswamy. Os parametros da distribuicao

Kumaraswamy foram estimados com base no modelo Kumaraswamy sem covariadas.

Com base no grafico boxplot das observagoes da variavel resposta é interessante
observar a concentracao de valores extremamente préximos de um, limite superior do
intervalo (0,1). Ainda com base na Figura |8, notamos como a densidade estimada Ku-
maraswamy se ajusta bem a resposta. Para esses dados, obtemos, QAﬁ = 1174.4, um valor

alto.

Inicialmente consideramos um modelo com precisao variavel, fungao de ligacao
logito para o submodelo da mediana e funcao de ligacao logaritmo para o submodelo da

precisao. Modelo M1:

w
M1 : log (1 tw ) =B+ Parie e log(dr) = + 2 log(ze),
t

t=1,2,...,34.

Na Figura [I0] apresentamos os gréaficos dos residuos quantilico, ponderado e ponde-
rado padronizado contra diferentes elementos que compoem o modelo M1 e na Figura
apresentamos os graficos normais de probabilidade com envelopes simulados. Com base
na Figura [T1] observamos que, em sua maioria, os pontos estao dentro das bandas do
envelope, o que constitui indicio de que o modelo esta bem ajustado. Os graficos normais
de probabilidade dos residuos ponderado e ponderado padronizado evidenciam outro fato
importante: as distribuigoes desses residuos sao consideravelmente assimétricas e estao
distantes da distribuicao normal padrao. Na Figura notamos que os residuos estao
distribuidos de forma aleatéria em torno de zero e evidenciamos ainda alguns pontos que

merecem nossa atenc¢ao; sao eles 9, 19 e 20. Este é um bom exemplo em que os usuais
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limites de detecgao de pontos aberrantes (—2,2) nao devem ser utilizados em gréficos que
utilizam os residuos ponderado e ponderado padronizado. Esta afirmacao é confirmada
com base nos graficos de residuos contra elementos do modelo. Nestes graficos, onde sao
usados os quantis empiricos obtidos com base na simulacao do envelope, os limites para
a detecgao de pontos aberrantes sdo aproximadamente (—2.3,1), tanto para o residuo
ponderado quanto para o residuo ponderado padronizado. Nesta aplicacao e com base
na Figura [10], nota-se uma diferenca importante em relagdo ao desempenho dos residuos
ponderados e do residuo quantilico aleatorizado. Nota-se que, segundo os trés residuos, o
caso 20 é um ponto aberrante. No entanto, os graficos baseados nos residuos ponderados
destacam com maior énfase este caso e praticamente nao identificam os casos 9 e 19 como
aberrantes dado que os mesmos se localizam muito proximos de 1, limite superior empirico

para deteccao de pontos mal ajustados.

Figura 10 — Graficos de residuos do modelo log(w;/(1 — w;)) = 51 + Boxsz € log(dy) =
y + 2 log(ze), t =1,2,...,34; Contaminacdo do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).
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Figura 11 — Graficos normais de probabilidade com envelopes simulados para o modelo

log(wi /(1 —wy)) = B1 + Pz e log(dy) = 11 + Yelog(zw), t = 1,2,...,34;
Contaminagao do Amendoim.

Quantilico Ponderado

Ponderado padronizado

T T T T T T T T T T T T
-2 -1 o 1 2 -2 -1 o 1 2 -2 -1 o 1 2
Percentis da ncsrmal padrao Percentis da(ngrmal padrao Percentis da normal padrao
a b, c

Fonte: O autor (2020).

Tabela 10 — Estimativas dos pardmetros, erros-padrao e p-valores do modelo log(w;/1 —
wy) = B1 + Poryn e log(dy) = 71 + Y2 log(xsn); Contaminagdo do Amendoim.

’ Modelo M1 ‘ Parametros ‘ Estimativas ‘ Erros-padrao ‘ p-valores ‘

b1 8.1900 0.1478 | < 0.0001

Dados completo M1 5o —0.0248 0.0021 | < 0.0001
Y1 10.1767 0.9201 | < 0.0001

Y2 —0.6374 0.2680 0.0174

b1 8.2900 0.1180 | < 0.0001

Sem a observacdo 9 B —0.0261 0.0019 | < 0.0001
Y1 10.8916 0.7623 | < 0.0001

Y9 —0.8229 0.2263 0.0003

51 8.2301 0.1335 | < 0.0001

Sem a observacio 19 B2 —0.0251 0.0019 | < 0.0001
Y1 10.3545 0.8277 | < 0.0001

Y2 —0.6727 0.2417 0.0054

b1 8.3207 0.1087 | < 0.0001

Sem as observacdes 9,19 B —0.0262 0.0017 | < 0.0001
" 11.0151 0.6930 | < 0.0001

Y2 —0.8396 0.2057 | < 0.0001

51 8.1136 0.1745 | < 0.0001

Sem a observagio 20 B —0.0238 0.0024 | < 0.0001
Y1 9.8520 1.0165 | < 0.0001

Y2 —0.5235 0.2935 0.0744

Fonte: O autor (2020).

Na Tabela apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanga, erros-
padrao e p-valores para o modelo M1. Como notado anteriormente, devemos dar aten¢ao
especial aos pontos destacados pelos graficos de residuos. Desta forma, ainda na Tabela

apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanca, erros-padrao e p-valores para o
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modelo M1 obtidos apés retirarmos individualmente as observagoes 9, 19 e 20, e também

apods a retirada conjunta das observagoes 9 e 19.

Podemos observar que a retirada individual das observacoes 9 e 19, assim como a
retirada conjunta destas observagoes, nao altera significativamente os p-valores associados
aos testes de significincia dos pardmetros do modelo. Por outro lado, a retirada da
observacao 20 acarreta alteracao significativa no p-valor referente ao parametro v, a ponto

da modelagem da precisao passar a ser desnecessaria, apos a exclusao deste caso ao nivel

de 5%.

Achamos importante destacar uma diferenca entre os residuos quantilico e os
residuos ponderado e ponderado padronizado. Apesar de todos os trés residuos destacarem
0s mesmos pontos, os residuos ponderado e ponderado padronizado apresentam melhor
desempenho ao destacar o ponto 20 com maior énfase, uma vez que com base na Tabela

este é o ponto que nos leva a conclusao de que o modelo estd mal ajustado.

Consideraremos a seguir um modelo com precisao constante e com fun¢ao de ligacao

logito para o submodelo da mediana:

M2:log<1 d

) Byt Bz, t=1.2 ... .34

— w,

Na Figura |12 apresentamos os graficos dos residuos quantilico, ponderado e ponderado
padronizado contra diferentes elementos do modelo acima e na Figura [I3] apresentamos os
graficos normais de probabilidade com envelopes simulados. Nesta aplicagdo, os residuos
ponderado e ponderado padronizado apresentam comportamentos muito semelhantes ao
do residuo quantilico. Com base na Figura observamos que todos os pontos estao
dentro das bandas do envelope, o que ¢ indicio de que o modelo esta bem ajustado. Na
Figura [12] notamos que os residuos estao distribuidos de forma aleatéria em torno de zero.
Evidenciamos ainda que um ponto esta fora dos limites de deteccao de pontos aberrantes,

o ponto 20.

Na Tabela [12] podemos observar os valores das estimativas de maxima verossi-
milhanca, erros-padrao e p-valores para o modelo M2. E importante ainda resaltar que,
assim como feito no modelo M1, retiramos o ponto 20 e reestimamos os parametros do
modelo M2, ponto esse que foi destacado nos graficos de residuos. A partir da Tabela [12]

observamos que nao houve alteracao significativa nos p-valores dos testes.

No entanto, aqui devemos ressaltar que a nao modelagem da precisdao implica que o
ponto 20 é consideravelmente mal ajustado pelo modelo, o que é evidenciado pelos graficos

construidos com base nos residuos ponderados.

Nota-se que existe relacao inversa entre o nivel de aflatoxina e a proporcao de

amendoins nao contaminados. Ou seja, quanto maior o nivel de aflatoxina menor a
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Figura 12 — Graficos de residuos do modelo log(w;/(1 — wy))

¢ constante; Contaminacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).
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Figura 13 — Graficos normais de probabilidade com envelopes simulados para o modelo
log(w /(1 —wy)) = Po + Brxy, t =1,2,...,34, ¢ constante; Contaminacao do

Amendoim.
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Figura 14 — Gréfico de Dispersao; Contaminacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

propor¢ao de amendoins nao contaminados. O caso 20 contradiz essa relacao. Trata-se de
uma observacao que apresenta nivel de aflatoxina igual a 30.6. Com base na Figura
a mediana da variavel aflatoxina é igual a 23.50. Logo, o caso 20 nao apresenta nivel de
aflatoxina consideravelmente alto. No entanto, a proporc¢ao de amendoins nao contaminados
para esse lote é igual a 0.99987, o maior valor da resposta. Para entender melhor a questao
deve-se notar que o segundo maior valor para a resposta (0.99982) apresenta nivel de

aflatoxina igual a 16.7. Assim, de fato, o caso 20 é consideravelmente atipico.

Tabela 11 — Estimativas dos parametros, erros-padrao e p-valores do modelo log(w;/(1 —
wy)) = P+ Poryz € ¢ constante; Contaminagdo do Amendoim.

’ Modelo M2 ‘ Parametros ‘ Estimativas ‘ Erros-padrao ‘ p-valores ‘
B 7.9469 0.1425 | < 0.0001
Dados completos Ba —0.0215 0.0015 | < 0.0001
Y 7.8878 0.1648 | < 0.0001
B 7.8800 0.1307 | < 0.0001
Sem a observacdo 20 Ba —0.0208 0.0014 | < 0.0001
" 7.9782 0.1662 | < 0.0001

Fonte: O autor (2020).

2.9 Aplicacao Il: Umidade relativa do ar

A umidade relativa do ar é uma caracteristica meteorolégica importante para a
saude publica, para o planejamento de plantacoes e em estudos hidrologicos. A Organizagao
Mundial de Satde (OMS) recomenda que a umidade relativa do ar deve permancer entre

40% e 70%. Abaixo do limite inferior pode causar ressecamento das mucosas das vias
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aéreas, tornando as pessoas mais vuneraveis a problemas respiratérios. Por outro lado,
valores acima de 70% deixam o ar praticamente saturado de vapor de dgua, o que interfere
no mecanismo humano de controle de temperatura corporal. Além de ser responsavel
pelo aumento da precipitacao, que pode causar sérias consequéncias, por exemplo, no
caso de plantagoes de milho, o excesso de umidade pode ser bastante prejudicial variando
conforme a fase das lavouras. No periodo de enchimento dos graos, por exemplo, a baixa
luminosidade implica a reducao da taxa de fotossintese e do metabolismo da planta afetando
a translocacao de fotoassimilados para os graos. Nas grandes cidades, como por exemplo
o Recife, ela afeta principalmente a drenagem urbana. Do ponto de vista hidrologico, a
umidade relativa do ar interfere na pressao de vapor que por sua vez influencia a estimagao
do grau de evaporacao (ALLEN et al., [1998]) . Compreender e modelar o comportamento

da umidade relativa do ar é, assim, de extrema importancia.

Os dados que analisaremos representam a medi¢cdo da umidade relativa do ar e
temperatura, feitas as 12 horas de cada dia do més de setembro de 2019 pela estagao
Recife(Curado)-PE, com tamanho amostral n = 30. Os dados estao disponiveis no site do
INMET (http://www.inmet.gov.br/portal/). Utilizaremos o modelo de regressao Kuma-
raswamy para avaliar o comportamento da umidade relativa do ar (y) através da covariavel

temperatura ().

Figura 15 — Boxplot(a) e histograma(b) das observagoes da varidvel resposta.
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Fonte: O autor (2020).

Iniciamente realizaremos uma analise descritiva dos dados. Contruimos os gréaficos
boxplots das observacoes da variavel resposta e das observacoes da variavel temperatura
(Figuras [15[ e respectivamente).Os graficos incluem algumas medidas descritivas. Adici-

onalmente, na Figura [15| apresentamos o histograma das observagoes da variavel resposta
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acompanhado da densidade Kumaraswamy estimada. Os parametros foram estimados com

base no modelo Kumaraswamy sem covariadas.

Com base no boxplot das observacgoes da variavel resposta podemos observar a au-
séncia de outliers. Ainda com base na Figura [15, notamos como a densidade Kumaraswamy

se ajusta bem a resposta.

Figura 16 — Boxplot das observacoes da variavel temperatura.
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Fonte: O autor (2020).

Para analisar esse conjunto de dados consideramos o modelo de regressao Kuma-
raswamy com precisao constante e com funcao de ligacao logito para o submodelo da

mediana definido por

M3:log< >:50+61xt, t=1,2,...,30.

1—wt

Na Figura[I7 apresentamos o grafico normal de probabilidade com envelope simulado
e na Figura [I8 apresentamos os graficos de residuos quantilico, ponderado e ponderado

padronizado contra diferentes elementos do modelo acima.

Com base na Figura [I7] observamos que um tnico ponto se encontra fora das
bandas do envelope, o que ¢ indicio de que o modelo esta bem ajustado. Na Figura
notamos que os residuos estao distribuidos de forma aleatéria em torno de zero. Ha dois

pontos fora dos limites de deteccao de pontos aberrantes, os pontos 10 e 30.

A Tabela [12| contém as estimativas de maxima verossimilhanca, os erros-padrao e

os p-valores para o modelo M 3.

E importante ainda resaltar que retiramos os pontos 10 e 30 separadamente e

reestimamos os parametros do modelo M 3. Esses pontos foram, como vimos, destacados
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Figura 17 — Graficos normais de probabilidade com envelopes simulados para o modelo
log(we /(1 —wy)) = Bo + Bray, t =1,2,...,30, ¢ constante; Umidade Relativa

do Ar.
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Figura 18 — Gréficos de residuos do modelo log(w;/(1 — wy)) = fo + 1y, t = 1,2,...,30,
¢ constante; Umidade Relativa do Ar.
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nos graficos de residuos. A partir da Tabela observamos que nao houve alteracao

significativa nos p-valores dos testes.

Tabela 12 — Estimativas dos parametros, erros-padrao e p-valores do modelo log(w;/(1 —
wy)) = B1 + Parxya € ¢ constante; Umidade Relativa do Ar.

’ Modelo M3 \ Parametros \ Estimativas \ Erros-padrao \ p-valores ‘

Ioh 12.7366 1.4162 | < 0.0001

Dados completos Ba —0.4181 0.0509 | < 0.0001
Y 2.9618 0.1481 | < 0.0001

b1 12.7081 1.3767 | < 0.0001

Sem a observacio 10 Ba —0.4164 0.0495 | < 0.0001
Y 3.0245 0.1488 | < 0.0001

R 13.0821 1.2334 | < 0.0001

Sem a observacio 30 Ba —0.4315 0.0442 | < 0.0001
" 3.0484 0.1517 | < 0.0001

Fonte: O autor (2020).

2.10 Conclusao

Neste capitulo desenvolvemos o calculo dos valores iniciais para o método de
estimacao dos parametros do modelo de regressao Kumaraswamy e propusemos dois novos
residuos: residuo ponderado e ponderado padronizado, que sao baseados no processo
iterativo Score de Fisher. Mostramos que, para estes residuos, deve-se utilizar como limites
para deteccao de pontos aberrante os quantis empiricos, pois ao observar o comportamento
destes residuos, isto é, ao avaliar as distribui¢oes empiricas dos residuos, notamos que
tais distribuigoes apresentam assimetria a esquerda. No processo de avaliacao, utilizamos

varios tamanhos amostrais e observamos o referido comportamento em todos os cenarios.

Por fim, concluimos que para o conjunto de dados denominado Contaminacao do
Amendoim os residuos ponderado e ponderado padronizado apresentam melhor desem-
penho que o residuo quantilico aleatorizado, pois ao aplicarmos o modelo de regressao
Kumaraswamy a este conjunto de dados pudemos obsevar que os residuos propostos
quantificaram com maior énfase a observagao 20, observacdo esta que mostramos ser

atipica.
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3 ANALISE DE INFLUENCIA

3.1 Introducao

Modelos de regressao sao comumente utilizados para estudar comportamento de
variaveis de interesse que sao relacionadas com outras variaveis. Quando esta relagao entre
a variavel dependente (resposta) e as varidveis independentes (regressoras ou covariaveis)
é linear, o modelo de regressao frequentemente utilizado é o modelo de regressao normal
linear. Tal modelo, contudo, impoe outras restri¢coes, além da linearidade; por exemplo,
considera-se que a variavel resposta segue distribuicao normal. Por esse motivo, o modelo
de regressao normal linear nao é apropriado em situagoes em que a variavel resposta
assume valores no intervalo (0,1), j& que a suposi¢gao de normalidade pode conduzir a

valores ajustados para a variavel dependente fora dos limites de tal intervalo.

Em muitas situagoes praticas, existe a necessidade de modelar dados no intervalo
(0,1), por exemplo, taxas e proporgoes. Varios modelos de regressao foram propostos nas
ultimas décadas para varidveis dependentes que assumem valores em (0,1). Por exem-
plo, (BARNDORFF-NIELSEN; JORGENSEN, [1991) propuseram o modelo de regressao
simplex, (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004) propuseram o modelo de regressao beta e
(LEMONTE; BAZANI [2016) propuseram o modelo de regressao Johnson Sz. Em particular,
(FERRARI; CRIBARI-NETO;, [2004) propuseram uma reparametrizagao para a distribui-
¢ao beta de modo a permitir a modelagem da média da variavel resposta. Tal modelo
estd implementado no software estatistico R distribuido por (https://www.r-project.org/)

através do pacote betareg.

A distribui¢ao beta é uma das mais usadas para modelar experimentos aleatérios
que produzem resultados no intervalo (0, 1), sendo muito utilizada na modelagem de taxas
ou proporcdes. E uma das familias de distribuicdo probabilidade mais flexiveis, fato este

devido aos seus dois parametros de forma p e ¢, e que facilitam sua aplicacdo a dados reais.

Segundo (BALAKRISHNAN; NEVZOROV] 2003), a distribui¢do beta com pa-
rdmetros p e ¢ possui a propriedade de quase-simetria, isto é, se Y ~ Beta(p, q) entao
1 —Y ~ Beta(q, p). Adicionalmente, se Y ~ Beta(p, q), entao — log(Y) ~ Exponencial(p).
Dentre as diversas forma assumidas por sua funcao de densidade de probabilidade, encontra-
se a uniforme, que ocorre quando p = ¢ = 1. A densidade beta é unimodal quando p > 0 e
q>1.

Outra opc¢ao ainda pouco explorada ¢ o modelo de regressao Kumaraswamy proposto

por (MITNIK; BAEK] 2013)) em que os autores fazem uma reparametrizac¢ao da distribuigao
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Kumaraswamy permitindo a modelagem da mediana da varidvel resposta. Esta distribuicao
foi proposta em (KUMARASWAMY] 1976)) e reformulada em (KUMARASWAMY| |1980).
Assim como a distribuicao beta, ela pode ser usada para modelar variaveis dependentes que
assumem valores no intervalo (0, 1). A distribuicio Kumaraswamy é uma distribui¢ao de
probabilidade continua com suporte em (a,b), a < b com a,b € R . No presente trabalho,
consideraremos apenas o intervalo (0, 1). Esta distribuigao se assemelha em muitos aspectos
a distribuicao beta. Trata-se de uma distribuicao bastante flexivel. Sua densidade assume
formas muito distintas dependendo dos valores de seus parametros, podendo assim ser

usada para modelar uma grande variedade de dados.

Diversos autores vém trabalhando com a distribuigdo Kumaraswamy. (JONES|
2009) faz um comparativo com a distribuigao beta, exibindo algumas vantagens no uso da
distribuicao Kumaraswamy tais como: func¢ao de distribuicao e fun¢ao quantil de forma
fechada. (LEMONTE] [2011)) desenvolve uma correcao de viés para os estimados de maxima,
verossimilhanga dos pardmetros que indexam a distribui¢do Kumaraswamy. (MITNIK]
2013)) desenvolveu muitas propriedades importantes, por exemplo: semelhante ao que
ocorre com variaveis que seguem distribui¢ao beta, qualquer transformacao linear de uma
variavel aleatoria Kumaraswamy também segue essa distribui¢ao e possui os mesmos
pardmetros de forma que a distribuigao original. (MITNIK; BAEK] [2013) propuseram o
modelo de regressao Kumaraswamy a partir de uma reparametrizacao dos parametros de

forma originais.

A anélise de diagnoéstico teve inicio com a andlise de residuos e sua evolugao foi
motivada por ter sido observado que aspectos importantes de um modelo podem ser
dominados por uma tunica observagao no processo inferencial. Desta forma, a evolucao
dos métodos de diagnodstico segue no sentido de detectar observagoes que exercem efeito
desproporcional sobre o ajuste do modelo, podendo tais observagoes inclusive interferir em
resultados inferenciais. Neste contexto, foram propostas a distancia de (COOK] 1977) e

também as medidas de influéncia local.

A distancia de (COOK, [1977) avalia o impacto individual da retirada de uma
observacao dos dados sobre as estimativas dos coeficientes de regressao. Esta abordagem
de eliminacao individual de casos, que é a ideia que se encontra por tras da distancia de

Cook, é exemplo de analise de influéncia global.

O método de influéncia local proposto por (COOK] |1986) é uma importante
ferramenta na andalise de diagnostico, sendo recomendado quando hé interesse em investigar
a sensibilidade do ajuste do modelo sob pequenas perturbagoes no modelo ou nos dados.
Se estas perturbagoes causarem efeitos desproporcionais nas estimativas, havera indicio de

afastamento das suposi¢oes impostas ou de mal ajuste do modelo.

Seja 6 um vetor de pertubagoes m-dimensional. Denotamos a funcao de log-
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verossimilhanga perturbada por ¢(6|9). Suponha que existe um vetor de nao perturbacao
dp tal que £(0|6g) = ¢(0). A influéncia de pequenas perturbagoes no estimador de maxima

verossimilhanca 6 pode ser avaliada usando o deslocamento da log-verossimilhanca:
LDs = 2(£(0) — £(0s)), (3.1)

em que 5 denota o estimador de méxima verossimilhanca avaliado em ¢ (5 19).

A ideia de (COOK, 1986) foi estudar o comportamento local de LDs, em uma
vizinhanga de &y tal que LDs, = 0. O procedimento proposto por (COOK] 1986) consiste
em avaliar como a superficie G(§) = (J, LDs) ", se desvia de seu plano tangente em g &
medida que J se afasta de dg, ou seja, quando pequenas perturbagoes sao introduzidas no
modelo. Tal descri¢do pode ser obtida pelo estudo das curvaturas das secgoes normais da
superficie G(d) em dy, que sdo as chamadas curvaturas normais. Para definir o que é uma
seccao normal da superficie G(d) em &y consideramos o plano tangente a G(d) em dg, 79, €
o vetor que é ortogonal a Ty, que chamaremos de (7). Na Figura [3.1|(a) apresentamos a
superficie G(§) = (0, LD;)", o plano tangente & superficie em &y e o vetor 7(7p). Para esta

ilustragao, admitimos que § = (01, d2). Assim, dg = (o1, do2)-

Os planos que contém o vetor normal 7(7y) sdo chamados de planos normais a
G(d) em &p. As secgoes normais em dy sao definidas como as interse¢oes destes planos
com a superficie G(J). Consideremos agora um deslocamento ao redor de dy, ou seja,
introduzimos uma pequena perturbacao no modelo. Escolhemos uma direcao a tal que
lla]| =1 e tomamos § = dy + a. Desta forma, temos o ponto LDs,., # 0. Por esse ponto
passa o plano que contém os vetores a e 7(7y) e a intersecgao deste plano com G(J) forma,
uma seccdo normal (Figura[3.1(b)). De fato, cada direcdo a escolhida associada ao vetor
7(70) especifica uma sec¢ao normal e define um valor de curvatura normal. Cada seccao
normal é equivalente ao grafico LDj, 14 X | em que [ € R. Esse gréfico é chamado de linha

projetada.

Na Figura ilustramos o comportamento de duas linhas projetadas, LDs, 14,1 X [
e LD, 14,1 % [, relacionadas, respectivamente, as dire¢oes a; e ay . Uma vez que LD;, = 0,
segue que LDjs, 14 tem minimo local em | = 0. Assim, é possivel notar que a dire¢ao as
é a que provoca os maiores deslocamentos na funcio de verossimilhanca a medida que
os valores de [ se afastam de zero. A idéia de (COOK, |1986)) é encontrar a diregdo a
tal que a linha projetada resultante apresente a maior das curvaturas normais (Cax)-
Segundo (COOK] [1986)), esse vetor, denotado por dp.y, indica os valores que devem ser
atribuidos aos componentes de § para obter a maior mudanca local no deslocamento pela

verossimilhanca.

(POON; POON]| [1999) chamam atengao para o fato de que a curvatura normal
pode assumir qualquer valor real e ndo ¢ invariante sob uma mudanga uniforme de

escala, ocasionando perda de objetividade no julgamento da gradeza da curvatura. Com o
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Figura 19 — (a) Superficie G(9), (b) Secgao normal.
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Fonte: O autor (2020).

Figura 20 — Linhas projetadas LDs, a1 X [ € LDs, a0 X L.
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Fonte: O autor (2020).

objetivo de solucionar esse problema e consequentemente aperfeicoar o método de influéncia

local, (POON; POON| |1999) propdem que fagamos uso da curvatura conforme, que estd

relacionada com a curvatura normal, mas assume valores em um intervalo limitado e é
invariante sob uma classe de reparametrizacoes que definiremos mais adiante. A curvatura
normal conforme e suas propriedades possibilitam a difinicao de valores de referéncia que

permitem que se avalie a grandeza desta curvatura.

3.2 Modelo de regressao Kumaraswamy

Uma variavel aleatéria Y segue distribuicdo Kumaraswamy com parametros p e q,

denotada por Y ~ Kum(p,q) = Kum(p,q,0,1), se a sua fungdao de densidade é da forma

fip,a) =pgy” ' (1—y")" ", ye(0,1), (3.2)
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com p > 0eq>0.A funcao de distribuicao acumulada é dada por

Fly;p,q) =1 - (1 =y (3.3)
A média e a variancia de Y sdo dadas, respectivamente, por

a1+ ))I(g)
- P+ +9)

Y) (3.4)

Var(Y) = pz — pi,

gI'(1+ 5)0(q
MTZMZQB 1—|-C’q , o r=1,2,...,

é o r-ésimo momento, e I'(-) e B(-,-) sdo as fungoes gama e beta, respectivamente.

em que

Como notado anteriormente, uma vantagem da distribuicdo Kumaraswamy ¢é possuir

funcao quantil em forma fechada. Tal funcao é dada por
1.1
y=F"(u)=[1-1-usl, (3.5)
em que 0 <u < 1.

E importante destacar algumas caracteristicas importantes de variaveis aleatérias
que seguem distribuicao Kumaraswamy. Semelhante ao que ocorre com variaveis aleatorias
que seguem distribuicao beta, qualquer transformacao linear de uma variavel aleatoria
Kumaraswamy também segue distribuicao Kumaraswamy e sua distribui¢do tem os mesmos
parametros de forma que a distribui¢ao original. Diferentemente de variaveis aleatorias
que seguem distribuicao beta, variaveis aleatorias que seguem distribuicao Kumaraswamy
sao fechadas sob exponenciacao, isto ¢, para uma variavel aleatéria que segue distribuigao
Kumaraswamy, qualquer poténcia positiva dela também segue distribuicao Kumaraswamy.
Em suma, temos as propriedades elementares a seguir. Pode-se demonstrar que a distri-
buicao de Kumaraswamy possui algumas propriedades basicas que sao caracteristicas da

distribuicao beta, a saber:

p>1,g>1= unimodal; p<1,g<1= antimodal;
p>1,q > 1 = crescente; p > 1,q > 1 = decrescente;

p = q = 1 = constante.

Como notado anteriormente, a distribuicio Kumaraswamy ¢é bastante flexivel e
por este motivo torna-se atrativa para a modelagem de dados. Porém, a expressao para a
média dada na Equagao (3.4) torna invidvel uma reparametrizacdo simples baseada na

média da distribuicao.
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Uma solugao foi dada por (MITNIK; BAEK, [2013)), que, a partir da Equagao (3.5)),

obtiveram uma expressao para a mediana da distribuicao:

md(Y) =w = (1 — 0.5¢)%. (3.6)

Tal resultado fornece uma base para a reparametrizagdo da mediana e da dispersao.
Ainda a partir da Equagao podemos expressar a faixa interquantilica como IQR =
[(1— 0.75%)% —(1- 0.25%)%]. (MITNIK}, 2013) mostrou que o desvio médio absoluto em
torno da mediana é dado por dy(y) = [ |y — w|f(y)dy, que pode também ser expresso por
02(y) = [2¢B(274,¢. 1+ 1) — qB(q, 1+ 1)), em que B(z,p,q) = 7 S""' (1~ S§)1dS é a
fungao beta incompleta.

Exibiremos agora as reparametrizagdes apresentadas por (MITNIK; BAEK] [2013)

que decorrem de forma imediata do resultado em ({3.6]), para os pardmetro de forma p = ¢

e ¢q. Elas sao dadas por

log(0.5)
1= log(gl ~w?) (3.7
o= log(1 — 0.59) (3.8)

log(w)
Substituindo as expressoes em ([3.7)) e (3.8) em (3.2)),(3.3) e (3.5, obtemos duas

reparametrizacoes da distribuicdo Kumaraswamy. A primeira reparametrizagao, denotada

por K(w, ¢), é dada por

¢ log(0.5) log(0.5) 4

fly;w, ¢) = y? (1 — y?)esi=e?) (3.9)

~ log(1 — w?)

log(0.5)

Fy) =1— (1 —y?)esti=e?,

1
log(1—w®) | @
Flu) =y = [1 — (1 — ) sy ]

A segunda reparametrizacao, denotada por K (w,q), é dada por

fly;w,q) =

log(1 — 0.57) 1os1-057) log(1-0.5%) !
— og(1—0.5 og(1-0.5
Og(lmg<u])q)qy glog(w) -1 (1 — y glog(w) )

log(l—O.S%) 1
F(y) =1—-—11-= Y log(w) ,
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log(w)
T

F—l(u) =y = [1 — (1 — u)ﬂ log(1-0.53)

(MITNIK; BAEK] 2013) mostraram que os parametros é e % sdo parametros de
dispersao. As reparametrizagoes introduzidas por (MITNIK; BAEK] 2013) possibilitaram
o uso da distribuicao Kumaraswamy para desenvolver um modelo de regressao que inclui
dois submodelos, um para a mediana e outro para a dispersao. Os autores sugerem o uso

da primeira reparametrizacao, por ser mais vantajosa em termo de interpretabilidade dos

parametros.
Sejam Y7,Y5,...,Y, varidveis aleatérias independentes, em que cada Y;, t =
1,2,...,n, possui densidade (3.9) com mediana w; e pardmetro de precisao ¢;. O modelo

de regressao Kumaraswamy proposto por (MITNIK; BAEK] 2013|) ¢ dado por

k
glwy) = an‘ﬁi = Tht,
i=1

l
h(¢t) = Z 2tiY5 = T2t (3-10)
j=1
em que 8= (81, P2, ..., 8)" ey =(71,7%,...,7)" sdo vetores de pardmetros desconheci-
dos (BERY ey €RY), 241, T4, ..., Tug, 2015 2125 - - 20, t = 1,2,..., 1, s30 observacoes das

covariadas fixas e conhecidas (k +1 < n). As fungbes g(-) e h(-) s@o fungoes de ligacao, que
sao estritamente monodtonas e duas vezes diferencidveis, g tendo dominio no intervalo (0,1)
e imagem no conjunto dos nimeros reais, enquanto h tem dominio no intervalo (0, +00) e

imagem no conjunto dos nimeros reais.

Como exemplos de funcgoes de ligacao para o modelo da mediana podemos citar:
a logito, g(w) = log(w/(1 — w)), a probito, g(w) = ®~*(w), em que () é a fun¢io de
distribuigao acumulada normal padrao, a log-log, g(w) = — log(— log(w)), dentre outras.

J& para o modelo de precisdo citamos h(¢) = log(¢).

A funcao de verossimilhanca para o modelo de regressao Kumaraswamy é dada por

log(0.5)

& 7 ¢ 10g 0.5 t— t\ log(1—w®t !
L(w, 8) =TT Flown60) = [T 22808 oty pyimimed
t=1 i=1 log(1 — wi")
A funcao de log-verossimilhanca é
(B,v) = th(wt, b)), (3.11)

t=1
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em que

li(we, ¢¢) = log(ey) +1

log(0.5)
! (10g(1 —wi")

log(0.5)
08 &
log(1 — wy”)

- 1) log(1 —yf").

) + (¢¢ — 1) log(y:)

A seguir obteremos a funcgao escore através da diferenciacao da funcao de log-
_oL_ ﬂ)T
BT oyT

que é um vetor de dimensao (k4 1) x 1. A funcdo escore para o parametro /3 é dada por

verossimilhanga com relacdo aos seus pardmetros, representada por U(f3,7y) = (

)

oU(p = Ol (wy, ) dwy Oy
—1,2,... .k 3.12
aﬁz ; wt dnlt aﬁz ( )
com
Ol(wr, ¢r) _ o log(0.5) ¢y log(1 — yf")
Owy — log(1 — wi)wy(1 —wi") ~ log(l — wi")?wy(1 — wf")’
A Equagao (3.12) reduz-se a
ol(p " 1
Wi+ Y =T,
0& = 2
em que
» wy’ . log(0.5)pw! log(1 — y*
w ¢t t ¢t eyt — g( ) t¢tt2 g( y:;t) (313)
log(l — wf)wy(1 — wi) log(1 — w{*)?w (1 — wi*)

Adicionalmente, verificamos no Apéndice [AJA que

E <a£t(wt>¢t)

awt

)—0:>E(wf+yf)—0:>E(yZ‘)——w;‘.

Em forma matricial, a fungao escore para 3 é um vetor de dimensao k X 1 que é
dado por
Us(B,0) = X T(w" +y),

em que X é a matriz de covariadas de ordem nxk, T = diag(1/¢'(w1), 1/¢' (w2), ..., 1/¢ (w,)),
uma matriz de ordem n, e y* = (y§,v5,...,y5) " e w* = (w},w},...,w)" sdo vetores de

ordem n x 1.

A j-ésima componente do vetor escore de v é

86 i agt wt> th doy 87]%

1=12 ...l 3.14
8'7] =1 oy dnay a')/j ( )

com
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Ob(wi¢r) _ 1 log(0.5)uwi r loa(w) log(1 — yi") + log(yz)
9, & log(1 — wf")2(1 — wf")
M Pt
w! log(w;) _ (1og<1 wy't) 1) vi" log(us) (3.15)
log(1 — w!)(1 — wf*) L=y

A Expressao em (3.15)) pode ser reescrita como

Ol (wy, LI .
t( t gbt) — Z[(yt + wt>a1t -+ 052t]7
a¢t t=1
em que
o w; log(wy)
1t — )
o
1
1 log(y) — <W5(Eg1(0jq)5t) - 1) v log(yt)
ay = — +1o .
2t — ¢t gy 1 — yft
Assim, a Equagao ([3.14]) pode ser reescrita como
oU(B,y) _ ¢ 1
yi +wy)on + oyl
0y e ey

Em forma matricial, a fungao escore para v é um vetor de dimensao [ x 1 que pode
Ser expresso como

Uy(B,7) = Z" H(w" +y")au + o,
em que Z é a matriz de covariadas de ordem nxl, H = diag(1/h/(¢1), 1/h (¢2), ..., 1/ (o)),

* *

Yy = (y;y;’y;)—l— e w' = (wfvw;w”a wn)Tv ap = (all’a127“'7a1n)T € Qg =

(06217 2, . .. ,OéQn)T-

Os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros 3 e v sao obtidos
resolvendo o sistema de equagoes nao lineares dado por U = 0, que nao possui solucao
em forma fechada. Portanto, utilizam-se algoritmos de otimizagao nao-linear, tais como o
algoritmos de Newton e quase-Newton, para encontrar as estimativas de méxima verossi-
milhanca, através da maximizagdo numérica da funcao de log-verossimilhanga. Para tanto,
ha a necessidade de especificar valores iniciais para serem utilizados no esquema iterativo.
Seguindo a ideia de (FERRARI; CRIBARI-NETO, [2004), propomos como valores iniciais
para [ a estimativa de minimos quadrados ordinarios obtidas de uma regressao linear das
respostas transformadas pela funcdo de ligacdo do modelo, (g(y1), 9(y2), ..., g(yn))" sobre
X, isto é,

B0 = (XTX) X Tg(Y).
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Por outro lado, de (JONES| 2009) sabemos que o estimador de méxima verossimi-

lhanca g/b; de ¢, ¢ obtido resolvendo a equacao

o 1 T2(¢t) _
f(¢t) - ¢t (1 + T1(¢t) T3<¢t)) - Oa
em que
o8 ¢t ] bt
Tifo) = TEU) T = BN e mige) ~ g1 — ).

Néo é possivel expressar a solucao da equacao acima em forma analitica. Conside-

rando o método iterativo de Newton, temos

S _ gl F(™)

( - L% e,

t m)s
F'(68™)
em que m indexa as iteragoes do algoritmo. Tomando ¢§°) =1, temos

f(1)
f1ay

o) =1-

Propomos como valores iniciais para v a estimativa de uma regressao linear de ¢§1) trans-
formada pela funcio de ligacado para o modelo de precisao, (h(gbgl)), h( él)), o ()T,
sobre Z, isto é,

VO =(2"2)" Zh(¢").

O passo seguinte é a obtencao da expressao da matriz de informagao observada.
Neste sentido, sao necessarias as derivadas de segunda ordem do logaritmo da funcao de
verossimilhanca em relagao aos parametros. A partir da Equacao , a derivada de
segunda ordem de ¢(3,~) em relacao a f3; e B;, com 4,j =1,2,... k, é dada por

826(577) _ zn: 0 [86(71%’%) Owy a771t} Owy 0N
aﬁjaﬁi P Owy Owy One 9B | Oy 853‘
_ i 82 (wt, ¢t) (5‘wt >2 anlt anlt + i ({%(wt, (ZSt) |:82’LUt 877115 anlt:|
P ow? o) 0B; 9B: Owy oni, 0B; 9B
em que
PUwi, 60) _ wi" 6} N (w{")*67
Oy w?log(l — wf)(1—wf")  log(1 —wf")2w?(1 — w")?

B wi" by n (w*)?¢?
_ ¢t 201 _ t PN 201 P2
log(1 Jwi (1 — wy ) log(1 — wy )wt(l wy*)

4 Log(05)w ’¢ log(1 — y{*) | 21og(0.5)(w")?¢} log(1 — y{*)
w?log(1 —wi")2 (1 —wi")  log(l — wi"Puw}(l - d”)
_ log(0. 5)w ¢>t log(lfyt ), log(0. 5)(wf ) ¢ log(1 — ).
log(1 — wi")2w?(l —wf")  log(l - w{")?w?(1 - ft)
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Em forma matricial, temos a seguinte expressao:
Lps=XT8X +XTSX, (3.16)

L 820(wy, ¢y) (0w \* O%(w,, ¢n) (Ow, \’
Sl—d1ag{( 8w% o, ey 8w% o,

T 8€(w1,¢1)82w1 3€(wn,¢n) 32wn
S‘dlag{< dui oh U ow. O,

em que

A partir da Equagao (3.12), a derivada de segunda ordem de £(f3,v) em relagao a
Biewj,comi=12...,kej=1,2...,1, édada por

826(5/7) _ En: 0 <8€(wt7 ¢t) Ow, 8771t>
8’)/]852 =1 6’7] awt a77115 aﬁz
En: 325(1% Cbt) O¢y Owy 0Ny Oy
i—1 0¢: 0wy 8772t 8771t a%‘ 9B, 7
em que
O (wy, ¢y) log(wt)¢t L wi
00wy 1og<1 —wiw, (1 —wf*)  log(l— )wt<1 —wf")
( Wy ) o log(wy) + ( ) ¢ log(wy)
log(1 — w")2w; (1 — w{*)?2 log(l — w*)wi(1 — w*)?
log(0.5)w;" log(wy) ¢y log(1 — yf*) log(0-5) wy* log(1 — y{")
log(l—wf‘)Zwt(l—wft) log(l—wft)th(l—wf‘)

log(O'S)wft(btyt ! 10g(yt)
(l—yf’*)log( d’t)“‘wf(l wi*)
+2log(05)( )¢tlog(1— ') log(wy)
log(l— P03, (1 — wit)?
+log(0~5)( )¢t10g( y{") log(wy)
log(1 — wf")2wy(1 —wf*)>

Em forma matricial, temos a seguinte expressao:

Lgy=XTAZT, (3.17)
BT 920(w1,41) dwy ¢ 020 (wn,¢n) dwyn Odn
em que A = dlag{( 56,50, 6:7”111 617211’ e B 67‘7’;1 6772”)}.

A partir da Equacao (3.14)), a derivada de segunda ordem de ¢(/3,7) em relagao a

Vi, Vi, em que 4,7 = 1,2,..., [, é da seguinte forma:

8%(5 ’y zn: i <8€ wt,th) a¢t 3n2t>
970 = O by Oy Oy
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_ zn: 82€(wt, gbt) ( a¢t )2 87]215 8n2t Z wt; ¢t a th a7]215 a7]215
= 391)? 87721& a’Yj a% 1 t a7721t a’Yj a%

em que

azf(wu bt) _ IOg(wt)2 _ 2105%(0 5) IOg(wt) " log(y:)
007 log( wi)(1—wf)  (1- )log( wi)2(1 — ‘m)
(wt )210g(wt)2 n 10g(0.5) log( )Qlog(l — )
log(1 — wf")2(1 — wf")? log(1 — wi*)2(1 — w{")
(wt ) log(w,g)2 21og(0. 5)( ) log(wt) log( )
log(1 — )(1 —wf")? 10%(1 —wf")3(1 - w")>?
log(0. 5)( 7)? 10g(wt)2 log(1—yf) 1
log(1 — wf")2(1 — wf")? é

[log(“’if)—l} v log(yr)? [log(o‘r’if) 1} (") log(y)?

log(1—w log(1—w
Ty (=

Portanto,

Lyy=2"B,Z+ 7" BZ, (3.18)

e 0wy, 1) (061\"  0*lwn,dn) (O0n
Bl—dlag{< 96 <87]21> . 90 <8772n>

T a€<w17¢1)a2¢1 ag(wn7¢n)82¢n
B‘dlag{< op1  ond 7 0o, an%n)}'

Finalmente, das expressoes em (3.16)), (3.17) e (3.18]) obtemos a matriz de informa-

em que

¢ao observada, que ¢ dada por

l':/ _ _12?56 _l}ﬁv
L _L%B _Lw
[ XTsix +XTsx XTAZ
B ZTAX 7B Z +7Z"BZ

em que cada uma das matrizes acima ja foi definida anteriormente.

3.3 Modelo de regressao beta

Nos modelos de regressao beta ha a suposicao de que a variavel resposta segue
distribuicao beta, que é muito flexivel, sua densidade pode apresentar diferentes formas
quando os valores dos parametros variam. A variavel aleatéria Y segue distribuicao beta

se a sua funcao de densidade é dada por
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. _Tlp+aq p—1
f(y)p,Q)—wy

em que p,q > 0 sdo parametros de forma e I'() é a funcao gama.

(1_y)q—17 0<y< L,

A média e a variancia de y sao

b
p+q

pq
(p+q?*p+qg+1)

E(Y) =

Var(Y) =

Nos modelos de regressao classicos o usual é modelar a média e definir um modelo
que contenha o parametro de precisao ou dispersao. Neste sentido, o modelo de regressao
beta proposto por (FERRARI; CRIBARI-NETO| [2004)) utiliza uma parametriza¢ao
diferente para a distribuigao beta, dada por p = p/(p+q) e ¢ =p+ g, ou seja, p = ud e

q = (1 — p)¢. Neste caso a funcao densidade beta é expressa da seguinte forma:

flys i, 0) = F(u¢)rr(((?_ N)(b)yucbfl(l )0l g <y <1, (3.19)

em que 0 < pu<1e¢>0. Assim, temos

EY) = u,

Var(Y) =

em que V() = p(l — p) é a fungdo de varidncia.

Note que uma vez fixada a média da variavel resposta, quanto maior for o valor de
¢, menor sera a variancia de Y. Assim, ¢ pode ser interpretado como um parametro de

precisao do modelo e ¢~ é o pardmetro de dispersdo.

No modelo de regressao beta proposto por (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004])
o parametro de dispersao é assumido ser constante ao longo das observagoes. Similar
ao que ocorre em modelos lineares generalizados, o conceito de hetoroscedasticidade e
dispersao nao costante diferem do utilizado nos modelos lineares normais. Neste sentido,
(SMITHSON; VERKUILEN] 2006|) consideram um modelo de regressao com dispersao

variavel, isto é, a média e a dispersao sao modeladas simultaneamente.

Considerando Y7, Y5, ..., Y, varidveis aleatorias independentes, em que cada Y},
t=1,2,...,n, segue densidade (3.19), a média e o pardmetro de precisao satisfazem as

seguintes relagoes:

k
9(we) = D xufi = M, (3.20)
i=1

h(¢:) = Z 25 = M2t (3.21)
)
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em que 3= (81,2, -.-,0k)" ey = (71,72 --,7) sdo vetores de pardmetros desconheci-
dos B €RF ey € RY, w1, Ty2, - .., Tuk € 241, 212, - - -, 21q SA0 Observagoes de k e ¢ covaridveis
fixas e conhecidas em que k <n e g <n, g(-) e h(-) sdo funcoes de ligagio estritamente

monotonas e duas diferencidveis.

A estimacao dos parametros pode ser realizada a partir do método de maxima
verossimilhanca. Assim, baseando-se em uma amostra com n observacoes independentes, o

logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por

n

UB,y) = D s, d), (3.22)

t=1

em que

U, ) = log(T'(dy) —log T'(puedy) —log T'((1 — pg) ) + (paepe — 1) log(ys)
[(1 - Mt)¢t - 1] log(l - yt)-

_|_

(2L, 2T Os componentes do vetor escore de

O vetor escore é dado por U(83,7) = B By

[ sao da forma

oL Ol (pe, d1) dpsy Ony -
0@ tZ: oue dmi 0p Pk (3.23)
em que
Oly(pte, dr) Yt _ _ _
am—@b%<1_%) [ (pade) = P((L = p) )]

Y(+) sendo a funcao digama. Portanto, a Equagao (3.23)) reduz-se a

R N U
0B _;¢t(yt ut)gl(,ut)xt“ (3:24)

em que

y; = log (1 gty) e pf =(pede) — (1 — pe)or).

Em forma matricial a fungao escore para o parametro [ é dada pela seguinte expressao:

Us(B,7) = X "@T(y" — p"), (3.25)
em que X é a matriz de covariadas de ordem n x k, & = diag(¢y, ¢o,...,0,) e T =
diag(1/g'(w1), 1/ (ws), . ..,1/¢ (w,)) sdo matrizes de ordem n xn, e y* = (y},y5, ..., y5)"
e u* = (ui,ph, ..., u5)" sdo vetores de ordem n x 1.

A fungao escore para v;, 7 =1,2,...,n é dada por

i=1,2,....1, (3.26)

@E Z aet Mta Cbt d¢t 677275
8% = 0¢  dny Oy
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com

Oy, 90)  _ it [k’g(

0oy 1— .%) — () — V(1 — pe) 1)

+ log(L —ye) = (1 — pue) ) + U(u).
Adicionalmente, 0¢./0ny = 1/W (1) € Onar /Oy = 215
Utilizando as defini¢oes de y* e pu*, a funcao escore para cada um dos pardmetros

7, € dada por

ol(, 7 L 1
0 ; pe(yy — pp) +log(1 4+ ye) — V(1 — pe)de) + w(ébt)]mztj,

que pode ser expressa por

em que
ar = pe(y; — ) +1og(L+y) — V(1 — pe)de) + (@y). (3.27)

Em forma matricial temos

U’Y(Bv’y) = ZTHG’)

em que Z é uma matriz de ordem n x ¢, H = diag(1/h/(¢1), 1/h (¢2) ..., 1/h/(¢y)) é uma

matriz de ordem n X n e a = (ay,as,...,a,)" é um vetor n x 1.

Para obtermos a matriz de informacgao observada sao necessarias as segundas
derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanga com relagdo aos pardmetros 5 e 7. A

partir da Equacao (3.23), temos que, para i,p = 1,2,...,k,

o4 ﬁ 20) Z [W futs r) Opie 3%} O Oy
3#:& 3,ut a7)1t 3ﬁz a7]1t 851)

20 (pue, d1) [ Ope \° Oy O " Oy, by) [0y Oy O
_Z O, &) < Mt) Mt 771t+z (pet </>t)[ e Ot 771t:|7

=1 a,uf 6771t aﬁp 0B; =1 a,ut 877%5 6/Bp 0p;
em que
82£ 3 / /
gj}; ¢t) = ¢?W (Mt¢t) + (1 - Mt)¢t)]'
t

Em forma matricial, temos

Lgs = XTOQX, (3.28)
em que @ = diag(q1, g2, - - -, ¢n), com

g"(ﬂt) 1

@ = | Ay (b)) + 9 (L =)o) + (7 — ) 05| s

(3.29)
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Da Equagao (3.24), a segunda derivada de ¢(f3,v) em relacao a f3; e v;, para
1=1,2,...,kej=1,2,...,q, ¢ dada por

0%(B,y) < O < B 1 ) Doy Onay
0B:i0; _;(%t Pyl )g’(ut)x“ Oz ;'

em que

o *_*Lx»: ey ’ Y, . _ LZE
M(qﬁt(yt ’ut)g’(,ut) tz) [y — 1) = Gelt" (pede) pre — ' (1 — pe) ) (1 Mt)]g,(ut) tis

8¢t5772t = 1/h/(¢t) € 8772t/a772t = Ztj-

Em forma matricial, temos a seguinte expressao:
Lgy=X"FTHZ', (3.30)
em que F' = diag(fi, fo,. .., fn), sendo que

fo=(y — ) — ¢t[¢/(ﬂt¢t)ﬂt - W((l — 1)) (1 — pae)]- (3.31)

A partir da Equacao (3.30), a derivada de ¢(f,v) com relagao a v; e v, para
5,0=1,2,...,q, ¢ dada por

826(@7) _ i <8€ fhe, Gr) Oy 8772t>
070 T 0 Oy Onar O

_ - 625(%7 b1) ( ofon )2 Onae Oy i zn: Ol(put, dr) D’y Onar Onay

B p— lolon Onas v 0 = Oy on, dvj oy’

em que

825(/%, ¢t) .
dgr

Em forma matricial, temos

— [ (e )i + ' (L= pe) ) (1 — pu)® — ' (¢0)].-

Lo =2V Z, (3.32)
em que V = diag(vy, v, ..., v,), sendo que
h" ()
=d .
v =dy + at(h’(gbt)):’” (3.33)

em que dy = [¢' ()i + ¥ (1= p) @) (1 = ) = ' (8 Gorggye-
Finalmente, de (3.28), (3.30) e (3.32) obtemos a matriz de informacao observada,

que é dada por

_éﬁﬁ _éﬁv
_Lvﬁ _L’Y’Y
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X'oQX X'FTHZ
Z'FTHX 7'VZ

em que cada uma das matrizes acima ja foi definida anteriormente.

3.4 Influéncia global

Como mencionado na Introducao, o primeiro passo na analise de sensibilidade
envolve a avaliacao de influéncias globais, de acordo com a eliminacao de casos. A eliminacao
de caso é uma abordagem comum para estudar o efeito de abandonar o i-ésimo caso a

partir do conjunto de dados.

No que segue, uma quantidade com indice “(7)” indica célculo de quantidades com
a i-ésima observagao excluida. Para o modelo anterior, a funcao de log-verossimilhanca é

denotada por £(;(0).

Seja 5(2-) = (B(,-)ﬁ(i))T o estimador de maxima verossimilhanca obtido a partir
da maximizagao (;)(¢). Para avaliar a influéncia da i-ésima observacao sobre o EMV,
comparamos a diferenca entre 5(1-) e 0. Se a eliminacdo de uma observacao influencia
acentuadamente uma estimativa, mais atencao deve ser dada a essa observacgao. Portanto,
se §(i) estd longe de 5, consideramos que a i-ésima observacao é uma observacao influente.
Uma medida inicial de influéncia global é definida como a norma padronizada de 5(1-), que

¢ conhecida como a distancia de Cook generalizada e é dada pela seguinte expressao:

~ -~

GDi(0) = (0 — 0)"[-L] (B — 0),

em que, a matriz L ¢ avaliada no estimador de méaxima verossimilhanca.

Podemos calcular separadamente GD;() e GD;(~y) para avaliar o impacto da
1-ésima observacao sobre a estimacgao de 5 e v, respectivamente. Outra medida popular é

a da diferenca entre fungao de log-verossimilhancas avaliada em 5(2-) e em 0:

LD;(¢) = 2[1(8) — 1(8x)))-
Adicionalmente, podemos calcular B — B(i) e ¥ — 7@). Outras medidas de influéncia global

podem ser definidas.

3.5 Influéncia local

O método de influéncia local é recomendado quando hé interesse em investigar a
sensibilidade do ajuste do modelo a pequenas perturbacées no modelo ou nos dados. Seja
v um vetor de perturbagoes m-dimensional. Denotamos a fungao de log-verossimilhanca

perturbada por £(f|v). Suponha que existe um vetor de ndo perturbacgao vy tal que £(0|vg) =
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¢(9). A influéncia de pequenas perturbagdes no estimador de méxima verossimilhanga 6

pode ser avaliada usando o deslocamento da log-verossimilhanca:
LD, = 2((0) — £(0,)), (3.34)

em que 0, denota o estimador de maxima verossimilhanga de 6 para o modelo perturbado.

A ideia de (COOK] [1986) para avaliar a influéncia local é essencialmente analisar o
comportamento local de LD, em torno de vy avaliando a curvatura da curva de LD, 44,
em que a € R e d ¢ a diregao normal unitaria. Uma das medidas de particular interesse
¢ a direcdo dpax correspondente a maior curvatura Cy_. . O vetor dp.x pode indicar se
a observacao a ele correspondente exerce influéncia consideravel sobre LD, sob pertu-
bacoes pequenas. Adicionalmente, o grafico de d,., em relagao aos valores de variaveis
independentes pode ser 1til para identificar padroes atipicos. (COOK] [1986)) mostrou que

a curvatura normal na dire¢ao de d é dada pela seguinte expressao:

Ca(0) =2|d" AT (L) Ad|,

21(0 % . ~ z , ,
em que A = aaggv'ﬁ’, A e L sendo avaliados em # e em vg. E possével mostrar que, Cy__ ¢é

max

o maior autovalor de C' = —ATL7'A e dax é 0 autovetor normal unitério correspondente.
A direcao dyax correspondente a matriz C' mostra-nos como perturbar o modelo ou dados

para se obter maior mudanga local no deslocamento de log-verossimilhanca.

Se o interesse reside em calcular a influéncia para (3, a curvatura normal na dire¢ao
do vetor d é
Cd;ﬂ(e) = _2|dTAT(L_1 - Lw)Ad|a

. 0 0
em que L., = .
e ( 0 L]
maior autovalor de €y = —AT(L™' — L..)A.

) , dmax;3 sendo o autovetor normal unitério correspondente ao

De maneira analoga, quando o interesse reside no calculo da influéncia local para

v, a curvatura normal na direcao do vetor d é dada por
Can(0) = 2|d" AT(L™" = Lgg)Ad],
; Lz 0
em que Lgz = hb
q BB ( 0 0
autovalor de Cy = —AT (L™ — Lgg)A.

), dmax:y sSendo o autovetor nomal unitario correspondente ao

Outra ferramenta que pode ser usada ¢é a curvatura local total correspondente
ao 1-ésimo elemento, tomando d; como sendo o vetor n x 1 de zeros com 1 na i-ésima

coordenada. A curvatura na dire¢ao de d; assume a forma

Ci(0) = 2|12 (LA,
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em que A; denota a i-ésima linha de A. Note que C;(0) é o i-ésimo elemento diagonal
da matriz de influéncia C' previamente definida. Isto é conhecido como influéncia local
total. EE também possivel calcular a influéncia local total do i-ésimo termo ao estimar um

subconjunto de elementos de . Por exemplo, se o interesse reside em [, podemos usar
Ci;ﬁ(e) = 2|A:(Z:71 - L'Y’Y)Ai"
Se o interesse reside em ~y, podemos usar

Ci;v(e) - 2|A1T(L_1 - Lﬂﬂ)Ai|‘

3.6 Influéncia local conforme

(POON; POON {1999) definem a curvatura normal conforme ao longo de uma

diregdo [, em um ponto vy pertecente ao grafico de uma superficie «, por

11(1,1)

=7 3.35
'TI DI (3:35)
em que,
L s L OLDOLD
KA avi an
e
1 O*LD
II’Lj - 1 )
(1+]|Vep|[?)z dvidv;
com
)1 ose 1=y
Y10 se d # 7.
Em notacao matricial,
I=1I,+VipVip,
1
I= H;p, (3.36)

1
(1+[IVepl?)2
em que [, é a matriz identidade de ordem n e Hyp é a matriz hessiana de LD,. Por

simplicidade, daqui em diante usaremos H em vez de Hyp e Vi em vez de Vi p.

E importante observar que a curvatura conforme esta bem definida, salve o caso

em que a matriz associada a segunda forma fundamental é a matriz nula.

Aqui consideramos a seguinte norma para o espaco das matrizes:

|| H|| = /tr(H?).
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Consequentemente, a partir da Equacao (3.36)), temos

1H|| = (1+ ||V 22| = (1 + [|Ve|[?) 2 (tr(11%))3.

Segue da defini¢ao de curvatura normal conforme em ([3.35)) que

"1
Bl = oo
[T [tr(I1°)2]
- [T HI
[T+ VeV + (Ve ?)2] [t (1222

[T HI
ML+ VLV UH|]

avaliado em v = vyg.

E facil verificar que se vy é ponto critico de L e o vetor [ é unitario, entao

[THI
1= .
[H]]

(3.37)

De (COOK, [1986) temos que H = —2(ATL~'A). Podemos assim, reescrever a
Equagao (3.37)) da seguinte forma:

g, - LAl

||H]]

IT[=2(ATLTA)I

| = 2(ATL-1A)|

CUTATLT A
[(ATL-1A)]]
IT[(ATLTA)]I

- . _ (3.38)
[tr([ATLTLA]?)]=

em que as matrizes L™ e A estdo avaliadas em § = § e v = vy respectivamente.

Podemos observar pela Equacao (3.38]) que os esforgos computacionais de calcular a
influéncia local por meio da curvatura normal ou por meio da curvatura normal conforme
sao semelhantes. Entretanto, (POON; POON| [1999) mostram que a curvatura normal

conforme ¢é detentora de propriedades relevantes quando comparada a curvatura normal.

3.7 Propriedades da curvatura normal conforme

Nessa secao apresentaremos algumas propriedades da curvatura normal conforme
que foram demonstradas por (POON; POON| 1999). Para melhor compreensao sao

necessarias algumas defini¢oes, que serao apresentadas no texto.
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Definicao 1. Seja H uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que H é uma matriz

conforme se existe wm nimero real positivo a tal que HH' = ol,.
Proposicao 3. Se H é uma matriz conforme, entao H € nao singular.

Proposicao 4. Uma condigcdo necessdria e suficiente para que um matriz quadrada H de

ordem n seja conforme é que H' = aH ™' para algum o € R positivo.
Proposicao 5. A inversa de uma matriz conforme é uma matriz conforme.

Proposicao 6. Se H e K sao matrizes conformes de mesma ordem, entdo HK é uma

matriz conforme.

Definicao 2. Dizemos que uma aplicacao diferencidvel i : Q — © € uma reparametrizacdo

conforme em vy se a matriz jacobiana de ¢ em vy é uma matriz conforme.

Teorema 1. Se ¢ : Q — © é uma reparametrizacio conforme em um ponto critico vy € §2
do grdfico de LD, entdo a curvatura mormal conforme em vy, em qualquer diregio [, é

invariante sob reparametrizacao.
Teorema 2. A curvatura normal conforme By € tal que |B;| < 1, para qualquer diregao 1.

Teorema 3. Se f = {a;|1 < i < n} € uma colegio de autovetores ortonormais de I1,
entdo a curvatura normal conforme B,, € igual ao autovalor normalizado, \;, associado ao

autovetor a;. Adicionalmente, 37" | B,, = 1.

Do teorema anterior temos que > I ; B,, = 1. Logo, se as curvaturas sao iguais
para todos os autovetores a;, para i = 1,2,3,...,n, entdo cada curvatura é igual a —-.
vn

E este valor sera utilizado na construcao de um limiar de referéncia para avaliacao da

influéncia local.

Da Equacao podemos observar que a curvatura normal conforme e a curvatura
normal diferem por um ntimero real positivo. Pontanto, o autovetor a; que maximiza uma
delas também maximiza a outra. Porém, a limitacdo da curvatura normal conforme facilita
em sua interpretagao. Com esta finalidade, (POON; POON| 1999) fornecem a defini¢ao a

seguir:

Definicao 3. Um autovetor a € dito q-influente se |B,| > %.

3.8 Influéncia de um Unico autovetor

Seja {e;]1 <7 < n} a base candnica de R™. Chamaremos e; de i-ésimo vetor basico
de perturbacao. A fim de analisar a contribuicao de vetores bésicos de perturbacao a

influéncia de um tnico vetor a g-influente, encontramos os vetores basicos de perturbacao
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que estao préximos de a, no sentido de que a distancia entre cada um deles e o vetor

a é pequena. Seja A = {aj,as,...,a,} uma colegdo de autovetores ortonormais cujos

. x 3 3 3\ — n
autovalores normalizados correspondentes 820 A1, Az, ..., An. Segue que se a; = 31 bijey,
para ¢ =1,2,...,n, entdao 37, l] = 1. De fato, parai=1,2,...,n, temos

Zb = azaal _Hazuzzlu

sendo (-, -) o produto interno usual em R" induzido pela norma euclidiana ||-||. Para cada
i=1,2,...,n, se a contribui¢ao de b;; ¢ a mesma para todos os e;, j = 1,2,...,n, entdo
bij| = ﬁ Com efeito, dado que a contribuicao b;; ¢ a mesma para todo j = 1,2,...,n,

para cada ¢ fixo temos que
2 32
E b;; = nbj;,

para qualquer j = 1,2,...,n. Como Y7 = 1, entdo nb}; = 1, ou seja, |by;| = %

JlZJ ) ’ n’

3.9 Contribuicao agregada de vetores basicos de perturbacao

A ideia apresentada na secao anterior, sera agora estendida para analisar a influéncia
de vetores de perturbagao basicos para todos os autovetores g-influentes. Com esse objetivo,

definimos p; = |\;|, para i = 1,2, ..., n. Em seguida, ordenamos
q
max = > > 2 > —F= 2 > 2 gy 2 0.
H Ha) = M) H(k) NG H(k+1) H(n)

(POON; POON] 1999) utilizaram j-ésima componente que denotamos por b;; do autovetor

normalizado associado a ji(;) para definir o seguinte objeto.

Definicao 4. A contribuicio agregada do j-ésimo vetor bdsico de perturbagdo e; para

todos os autovetores q-influentes, denotada por m(q);, € o nimero real dado por

2

k
- [ o]

Neste ponto, observamos que se a contribuicao de todos os vetores de perturbacao

é a mesma, entdo cada uma dela, denotadas uniformente por m(q), é dada por

1
2

1 k
- 2]

Devemos tomar m(q) como referéncia quando tivermos por objetivo determinar
a relevancia da contribuicao de cada um dos vetores basicos de perturbacao sobre os

autovetores g-influentes.
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Existem dois casos extremos que devem ser levados em consideragao ao fazermos
uso deste método. O primeiro é permitir ¢ suficientemente grande de tal forma que
consideremos a contribuicao de cada um dos vetores basicos de perturbacao para apay

apenas. Sendo assim,

[ I

m(@); = (]2 = [max?;]2 = [b1;] [fma] 2.

O outro caso extremo é permitir ¢ = 0. Desta forma, todos os autovetores sao

incluidos na andlise. A contribuigdo total, denotada por m;, é definida por

2

my = m(0); =[St (339

uma delas, denotada uniformemente por m, é tal que

NI

Assim, se a contribuicao de todos os vetores basicos de perturbagao é a mesma, entdao cada
1
A DV
. _ | ZaAL (3.40)
n

Vo1 AR ] DI EP:

Teorema 4. Se todos os autovetores da matriz hessiana Hy sao ndo negativos, entdo

= E;mz‘)r = [;imr = lli

i—1 ni4

m? = Be,, para todo j =1,2,...,n.

Corolario 3. Se a contribuicio m; € a mesma para todo vetor bdsico de perturbacio e;,

9 tr(II)

B, =m?=———/'—.
’ n[tr(IF)]2

entao

Inicialmente, obteremos a inversa da matriz de informacao observada e, em seguida,
consideraremos trés esquemas de perturbagao. Considere o modelo definido em ([3.10)) e
(3.11)) e seja 8 = (B87,77)". A matriz de informacio observada ¢ dada por

i}ﬂﬁ éﬁv
Lvﬁ L’W

L = : (3.41)

em que Lgs = X S X +XTSX, Ly, = ZJ =X"AZel, =Z"B,Z+Z"BZ, todas as
matrizes foram anteriormente definidas nas Expressoes (3.16]), (3.17) e (3.18). A partir de

(3.41) e usando a férmula da inversa de uma matriz particionada (RAO)| 1973)), obtemos

LBB  [By

—_—
L B iB j

Y

em que

PP = (X" X+X"SX -XTAZ(Z"BiZ +Z"BZ) ' ZTAX)™!,
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L = (AT = — [P XTAZ(Z" B, Z + Z"BZ)™,
Lryfy _ (ZTB12+ ZTBz)—l(]p + (ZTAX)Lﬁﬂ(XTAZ)<ZTBlz+ ZTBZ)_l).

Aqui, I, é a matriz identidade de dimensao p x p.

W~

T

Ressaltamos que as quantidades assinaladas com sdo avaliadas em (87,77)7.

Para mais detalhes sobre a obtencao das quantidades apresentadas nas préximas segoes,

ver o Apéndice B.

3.10 Calculo das perturbacoes para o modelo de regressao Kuma-

raswamy

No que segue, calcularemos, sob trés sistemas diferentes de perturbacao, a matriz

924(6]v) A
A= (A g = { & 8’1} } _ ( N ) |
T (] 0%

emquer=1,2,...,p+qei=1,2,...,n. Consideremos o modelo definido pelas Equagoes
(3.10) e sua fungao de log-verossimilhanga dada pela Equacao (3.11]). No que segue, as

="

quantidades sdo avaliadas em 6 = (37,37)7.

3.11 Perturbacao de ponderacao de casos

A pertubacao de ponderacao de casos é feita através do uso de pesos para as

observagoes na funcao de log-verossimilhanca da seguinte forma:
0(0lv) = vly(0]v),
t=1

em que v = (vy,va,...,0,) € o0 vetor de peso total, com 0 <wv; <1, parai=1,2,...,n,

evg=(1,1,...,1)T é o vetor de ndo perturbacio.

As matrizes Ag e A, sao dadas por

A = X'TA,
A, = ZTHA,,

em que as matrizes X, Z, T' e H foram anteriormente definidas no Capitulo 1 e as matrizes
A; e A, estao definidas no Apéndice B. Ponderacao de casos tem sido o esquema de
perturbacao mais utilizado na analise de influéncia e pode ser interpretado como uma
perturbacao na dispersao do t-ésimo caso, em especial para modelos normais lineares

citethomas1989assessing.
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3.12 Perturbacao da variavel resposta

Consideraremos que cada y; é perturbado como vy, = yt—l—vtSZ’j, onde S, ¢ um escalar
que pode ser, por exemplo, para t fixo, igual a distancia inter-quantilica estimada das com-
ponentes de y = (y1,¥a, .-, %) . Neste caso, a pertubacao da funcio log-verossimilhanca

é dada por
f(@\v) = th(wta ataytv)a
t=1

em que

log(0.5)
log(1 — wft)

log(0.5)

Li(we, Gt Yeo) = log(@y) + log < ) + (¢¢ — 1) log(ysw) + ( ) - 1) log(1 — yﬁ:)

log(1 — wf*

Aqui, vg = (0,0, ...,0)" é o vetor de ndo pertubacio. As matrizes Ag e A, sdo dadas por

Ag = X'TM,
A, = Z'HDM,.

v

3.13 Perturbacao individual de covariaveis

Consideraremos agora uma perturbacao aditiva em uma varidvel explicativa. Modi-
ficaremos, a p-ésima coluna da matriz X, x,, p = 2,3, ..., k, fazendo x;y, = x4, + 1,57, em

que S, é um escalar que pode, por exemplo, ser o desvio-padrao estimado de z,.

Para os parametros de locacao e precisao da variavel resposta que sao modelados
simultaneamente, consideraremos trés cenérios para o esquema de perturbacao individual
de uma covariavel. Primeiro, X # Z. Segundo, a matriz de regressores para o modelo
da mediana X e a matriz de regressores para o modelo da precisao Z sao iguais, isto é,
X = Z. Terceiro, X # Z, no entanto, para algum (p, p') temos zyy = x4, ou 2y = @(24,),
sendo ¢ uma funcao diferenciavel diferente da funcao identidade. Nao consideraremos

esquemas de perturbacao de covariaveis apenas na modelagem da precisao.

3.14 Matriz Z totalmente diferente da matriz X

Neste caso, por exemplo, se p # 2 ou p # k, temos

me(v) = B + Batpa + - + Bp(Tp + v65z,) + -+ + B (3.42)

Aqui, wi(v) é tal que g(w(v)) = n:(v). Uma vez que os regressores que determinam a
mediana nao interferem na precisdo, ¢;(v) = ¢;. Para esse tipo de perturbacdo, vy =
(0,0,...,0)T. Obtemos
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Ag = SP(B,XTT?Sy+ B,XT A (v)Ty — PLA(v)T),
A, = S.B,(Z"HTSs),

em que P, é uma matriz k X n de zeros exceto a p-ésima linha, que é composta por uns.

3.15 Matriz Z igual a matriz X
Neste caso, m1¢(v) é como dado na Equacgao (3.42)) e
772t(U) =7+ YT+ + ”yp(l’tp + Uthp) + o VT (3-43)

Aqui, wy(v) é tal que g(wy(v)) = n1(v) e ¢ (v) é tal que h(d(v)) = N (v). Para este tipo
de perturbacao vy = (0,0,...,0)". Obtemos

Ag = SP(yXTS10HT + B,X " S T? + B,X " SgT? — P,SyT),
Ay, = S XTSH? + B,X T S15TH + 7, X "SsHy — PLSgH).

3.16 A p'-ésima coluna da matriz Z igual a p-ésima coluna da

matriz X

Aqui estamos considerando a situagdo em que algumas covaridveis (nao todas)
que determinam a mediana também estdo envolvidas na modelagem da dispersao e
perturbamos tais covariaveis. Ou seja, consideramos que zyy = ¥,, para algum par (p,p’),
comp=2,....,kep =2,...,q. Neste caso, n1,(v) é como dado em e, por exemplo,
se p' # 2 ou p' # q. Temos que

Not(V) = Y1 + YoZig + -+ - + Y (@4 + Utswp) + o VT (3.44)

Aqui, wy(v) é tal que g(w(v)) = me(v) e d¢(v) é tal que h(py(v)) = no(v). Para este tipo

de perturbagao, vg = (0,0,...,0)" e nés obtemos

Ag = Sg(’)/p/XTSwHT -+ 6PXTSHT2 —+ BPXTSQTz — Plng),
A7 = Sg(vp/ZTS12H2 + ﬁpZTSBTH + ’YPIZTS&HQ — PQSSH),

em que P, é uma matriz ¢ X n de zeros exceto pela p’-ésima linha, que é composta por uns.



Capitulo 3. ANALISE DE INFLUENCIA 80

3.17 A p/-ésima coluna da matriz Z é func3o da p-ésima coluna

da matriz X
Aqui estamos considerando a situagao em que 2z = G(x4p), com p =2,3,...,k, e
P =2,3,...,q, em que G é uma fungao diferenciavel (se G é a funcao identidade, temos

o caso considerado na subsec¢ao anterior). Aqui, n14(v) é o como dado em (3.42) e, por
exemplo, para p’ # 2 e p’ # q. Termos

M2t(V) = 71+ 7222 + -+ WG (T +057) + -+ Yg2tgs

em que w(v) e ¢y(v) dependem de g(wi(v)) = n1t(v) e h(pe(v)) = nau(v). Para este tipo de

perturbagao, tem-se vy = (0,0,...,0)". As matrizes Ag e A, sdo da seguinte forma:

Ag = SP(yy XS HTG + B,X "SuT? + 3,X " SoT? — P,SeT),
A, = Sy ZTS1oH*G + 3,77 S13TH + vy Z " SsHyG — PySgH).

3.18 Aplicacoes: Analise de Influéncia

Nosso objetivo a seguir ¢ aplicar andlise de influéncia a modelos de regressao
Kumaraswamy ajustados a dados reais. E importante destacar que, para o conjunto de
dados, ajustamos o modelo de regressao Kumaraswamy considerando as fungoes logito
e probito para o modelo da mediana e, entao, realizamos a analise de diagnodstico. Por
nao haver diferencas significativas nos ajustes quanto ao uso destas fungoes de ligacao,
apresentaremos as analises considerando apenas os modelos de regressao Kumaraswamy
que utilizam a funcao logito para o modelo da mediana. A primeira aplicacao refere-se
a aplicacdo denominada Contaminacao do Amendoim, sendo os dados fornecidos por
(DRAPER; SMITH, 1998) e a segunda aplicacao representa a medi¢ao da umidade relativa
do ar e temperatura disponiveis no site INMET (http://www.inmet.gov.br/portal/). Aqui
construiremos os graficos de influéncia local e influéncia local conforme considerando os
trés esquemas de perturbacao apresentados na sec¢ao anterior. Inicialmente, apresentamos
uma figura com os graficos dos vetores dp., contra os indices das observacoes. Nesta
figura a primeira coluna, dmax., refere-se a influéncia local relativa ao vetor de parametros
0. A segunda coluna, dp.xg, refere-se a influéncia local apenas do vetor /3, enquanto a
ultima coluna, dyax.~, refere-se a influéncia local apenas do vetor v. Quanto a composigao
das linhas da figura, temos, na primeira linha, o esquema de perturbacao de ponderacao
de casos, na segunda linha o esquema de perturbacgao da variavel resposta e na terceira
linha o esquema de perturbagao da covariavel. Em seguida, apresentamos uma figura na
qual estao os graficos de influéncia local total C; contra os indices das observagoes, que

seguem esquema similar ao descrito anteriormente. Por fim, apresentamos figuras com os
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graficos de influéncia local conforme para os trés esquemas de perturbacao apresentados

anteriormente.

3.19 Aplicacdo I: Contaminacao do amendoim, modelo de regres-

sao Kumaraswamy

Nossa ideia aqui é aplicar o método de influéncia local e influéncia local conforme
ao conjunto de dados Contaminagao do Amendoim. Utilizamos o modelo de regressao
Kumaraswamy para avaliar o comportamento da proporc¢ao de amendoins nao contaminados
(y) através da covaridvel niveis de aflatoxina (x). Consideraremos a seguir um modelo com

precisao constante e funcao de ligacao logito para o modelo da mediana:
log (wt) — B+ oy, t=1,2,... 34
1-— Wy

Na Tabela [13| apresentamos os resultados inferenciais referentes ao modelo.

Tabela 13 — Estimativas dos pardmetros, erros-padrao e p-valores do modelo log(p;/(1 —
i) = B1 + Poxya e ¢ constante; Contaminagdo do Amendoim.

’ Parametros \ Estimativas \ Erros-padrao \ p-valores ‘

b1 7.9469 0.1425 | <0.0001
Ba —0.0215 0.0015 | <0.0001
" 7.8878 0.1648 | <0.0001

Fonte: O autor (2020).

Iniciando & andlise de influéncia, na Figura [21] estdo os graficos dos valores de dyyayx
contra os indices das observacoes e na Figura [22] estao os graficos de C; contra os indices

das observacoes.

Na Figura (gréficos de influéncia local), notamos a influéncia individual da
observagao 34 sobre a estimativa de (3, ponto destacado nos gréaficos de perturbacao
covariavel aflatoxina. Classificamos como conjuntamente influentes as observagoes 17 e
20, destacadas no grafico de perturbacao de ponderacao de casos dmaxs, € classificamos os
pontos 17, 19, 20, 25, 27, 29, 31, 32, 33 e 34 como observacoes conjuntamente influentes para
o modelo com base no grafico de dpax.s. Por fim, ainda sao notadas como conjuntamente
influentes as observacoes 31, 32, 33 e 34 destacadas no gréfico de dmax;¢ na perturbacao de

ponderacao de casos.

Na Figura 22] (grafico de influéncia local total), notamos a influéncia individual

da observacgao 34, ponto destacado nos graficos de perturbagao da covariavel aflatoxina.
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Figura 21 — Graficos influéncia local; Contaminagao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Observamos como conjuntamente influentes as observagoes 31, 33 e 34, que sao destacadas

no grafico de perturbagao de ponderagao de casos Cy,.

Na Tabela [14] exibimos as variagoes nos percentuais nas estimativas dos parame-
tros do modelo apds a retirada dos pontos influentes. Destacamos que a observacao 34
exerce influéncia principalmente sobre a estimativa do parametro 5, havendo mudanca
de aproximadamente 13% na estimativa. Os conjuntos {17,20} e {31, 32,34} também
exercem maior influéncia sobre a estimativa do parametro (5. Por outro lado, os conjuntos
{31,32,33,34} e {17,109, 20, 25, 27,29, 31, 32, 33, 34} exercem grande influéncia tanto sobre
as estimativas dos parametros do submodelo da mediana quanto sobre a estimativa do

parametro de precisao.

Continuaremos a anélise de diagnéstico considerando a técnica de influéncia local ba-
seada na curvatura conforme, sob os esquemas de perturbagoes apresentados anteriormente.
Iniciaremos utilizando o esquema de perturbacao de ponderacao de casos. Consideramos
os valores ¢ = 1,2,3 e 4 a fim de determinar quais sdo os autovetores (diregoes) associados

as variacoes maximas da funcao de distancia entre verossimilhancas. Na Figura (a)
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Figura 22 — Gréficos influéncia local total; Contaminacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

14 — Variagoes percentuais nas estimativas dos parametros apés a
observagoes influentes; Contaminagdo do Amendoim.

retirada de

Casos Bl Bg ‘ ) ‘
34 1.7259 | 13.1198 | 0.2923
17, 20 1.4647 | 5.8350 | 1.7688
31, 32, 34 2.9837 | 25.7572 | 1.5027
31, 32, 33, 34 3.4779 | 29.9828 | 29.9828
17, 19, 20, 25, 27, 29, 31, 32, 33, 34 | 2.3610 | 15.0749 | 7.4559

Fonte: O autor (2020).

apresentamos o grafico do médulo dos autovetores normalizados e indicamos os valores

de q. Temos n = 34 e para ¢ = 4 h4 apenas um autovalor acima do valor de referéncia

q/+/n, para ¢ = 3 hé apenas dois autovalores acima do valor de referéncia e para ¢ = 1 ha

3 autovalores, isto é, existe um unico autovetor 4-influente, ha dois autovetores 3-influente

e existem trés vetores 1-influentes. Os autovalores normalizados associados a estes autove-
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tores sao 0.70877, 0.64046 e 0.29573. Desta forma, a curvatura conforme maxima B;_, €
0.7087, ou seja lyax € a direcao que capta as maiores variagoes da funcao de distancia entre
verossimilhancas quando o modelo é perturbado. Na Figura (b) estao apresentados os
valores das contribuicoes agregadas de todos os autovetores. As observacoes 17, 20, 33 e 34,
que estao acima do valor de referéncia 2b sugerido no trabalho de (POON; POON| 1999),
sdo consideradas pontencialmente influentes. Na Figura [23|c)(d), temos as contribui¢des
agregadas dos autovetores associados aos maiores autovalores, correspondentes a ¢ =4 e
q = 3. Neste caso, para ¢ = 4 a observacao 5 é detectada como potencialmente influente,
pois est4 acima do valor de referéncia m(q)v/2. Para ¢ = 3, as observacoes pontencialmente
influentes sao 5, 7, 31 e 34.

Figura 23 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacdo de ponderacao de casos;
Contaminacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Consideraremos agora o esquema de perturbagao da variavel resposta. Na Figura
4|(a) apresentamos o grafico do médulo dos autovetores normalizados. Para ¢ = 4 hé
apenas um autovalor acima do valor de referéncia q/+/n, isto é, existe um tnico autovetor
4-influente. O autovalor normalizado associado a este autovetor é 0.9998. Desta forma,
a curvatura conforme maxima B, € 0.9998, ou seja lyn.x € a direcao que capta as
maiores variacoes da funcao de distdncia entre verossimilhancas quando o modelo é
perturbado. Na Figura (b) estao apresentados as contribuicoes agregadas de todos os
autovetores. As observagoes 11 e 17, que estao acima do valor de referéncia 2b sugerido
no trabalho de (POON; POON] (1999), sao consideradas pontencialmente influentes. Na
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Figura (c)(d), temos as contribuicoes agregadas dos autovetores associados aos maiores
autovalores, correspondentes a ¢ =4 e ¢ = 3. Em ambos os casos, as observagoes 2, 3, 4 e

5 sao detectadas como potencialmente influentes, pois estao acima do valor de referéncia

m(q)v2.

Figura 24 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacao da variavel resposta;
Contaminagao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Por fim, consideraremos o esquema de perturbacao da covariada. Na Figura a)
apresentamos o grafico do modulo dos autovetores normalizados para g = 4, existe apenas
um autovalor acima do valor de referéncia ¢/y/n, isto é, ha um tnico autovetor 4-influente.
O autovalor normalizado associado a este autovetor é 0.9998. Assim, a curvatura conforme
maxima B ¢ 0.9998, ou seja [y ¢ a diregdo que capta as maiores variagoes da funcao
de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é perturbado. Na Figura (b) estao
apresentados os valores das contribuicoes agregadas de todos os autovetores. A observacao
34, que esta acima do valor de referéncia 2b, é considerada pontencialmente influénte.
A Figura [25|(c)(d), apresenta as contribui¢oes agregadas dos autovetores associados aos
maiores autovalores, correspondentes a ¢ = 4 e ¢ = 3. Em ambos os casos, a observacao 4 é

detectada como potencialmente influentes, pois esta acima do valor de referéncia fn(q)\/ﬁ
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Figura 25 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacgao da covariada; Contami-
nacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Tabela 15 — Variagoes percentuais nas estimativas dos parametros apds a retirada das
observagoes influentes utilizando o método de influéncia local conforme; Con-
taminagao do Amendoim.

Casos ‘ 51 ‘ 52 $ ‘
34 1.7259 | 13.1198 | 0.2923
5,7, 34 1.8853 | 14.1024 | 0.0770
7,31,34 | 23771 | 20.6087 | 1.5399
5, 7,31, 34 | 2.4349 | 20.9118 | 1.3596

Fonte: O autor (2020).

3.20 Aplicacao lI: Umidade relativa do ar, modelo de regressao

Kumaraswamy

Nesta segunda aplicacao utilizamos o modelo de regressao Kumaraswamy para
avaliar o comportamento da umidade relativa do ar (y) através da covariavel temperatura,
(x), aplicando os métodos de influéncia local e influéncia local conforme. Consideraremos
a seguir um modelo com precisao constante e fungao de ligagao logito para o modelo da

mediana:
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log<1 l ):50+51xt, t=1.2,....30.

A Tabela [I6] Contém as estimativas dos pardmetros e os respectivos erros-padrao e

p-valores.

Tabela 16 — Estimativas dos pardmetros, erros-padrao e p-valores do modelo log(w;/(1 —
wy)) = B1 + Poxyn e ¢ constante; Umidade Relativa do Ar.

’ Parametros \ Estimativas \ Erros-padrao \ p-valores ‘

b1 12.7366 1.4162 | < 0.0001
Ba —0.4181 0.0509 | < 0.0001
o1 2.9618 0.1481 | < 0.0001

Fonte: O autor (2020).

Iniciando a andlise de influéncia, a Figura [26] contém os graficos dos valores de dyax
contra os indices das observagoes e a Figura [27] contém os graficos de C; contra os indices

das observacoes.

Na Figura |26 (graficos de influéncia local), notamos as influéncias individuais das
observacoes 1 e 2 sobre as estimativas dos parametros [, pontos destacados nos gréaficos de
perturbagao covariavel temperatura e da variavel resposta. Classificamos como conjunta-
mente influentes os conjuntos de observagoes {27,30}, {1,27,30}, {10, 15,19}, {10, 15,27},
{25,27,30}, {10, 25,27,30}, {10, 15,19, 25,27} e {10, 15,19, 25, 27,30}, que foram destaca-
dos no gréfico de perturbacao de ponderagao de casos, conjuntos de observagoes {27,301},
{13,25,27}, {13,25,27,28}, {13,25,27,30}, e {13,25,27,28,30}, segundo os graficos de

perturbagao da covariada.

Na Figura [27] (grafico de influéncia local total), notamos a influéncia individual
das observacoes 1 e 2, pontos destacados nos graficos de perturbagao de ponderacao de
casos. Classificamos como conjuntamente influentes os conjuntos de observagoes {1, 2},
{27,30}, {1,2,10}, {1,27,30},{1,2,10,27} e {1,2,10,27,30}, destacados no gréfico de
perturbacao de ponderacgao de casos, e com base no grafico de perturbagao da covariada
temperatura classificamos como conjuntamente influentes os conjuntos de observagoes

{1,13} e {13,25, 27, 30}.

Na Tabela [I7] exibimos as variagoes nos percentuais nas estimativas dos pardmetros
do modelo apés a retirada dos pontos influentes. Notamos que a observacoes 1 e 2 exercem
influéncia principalmente sobre a estimativa do parametro (5. Os conjuntos {1, 2}, {1,2,10}
e {25,27,30}, {10,15,19,25,27,30} também exercem maior influéncia sobre a estimativa
do pardmetro 3, com variacoes percentuais de aproximadademte 15%. Adicionalmente,
o conjunto {13,25,27,28,30} exerce grande influéncia tanto sobre as estimativas dos

parametros do submodelo da mediana quanto sobre a estimativa do parametro de precisao.
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Figura 26 — Graficos influéncia local; Umidade Relativa do Ar.
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Fonte: O autor (2020).

Continuaremos a andlise de diagnéstico considerando a técnica de influéncia local
baseada na curvatura conforme, sob os esquemas de perturbac¢oes apresentados ante-
riormente. Iniciaremos utilizando o esquema de perturbacao de ponderagao de casos.
Consideramos os valores ¢ = 2,3 e 4 a fim de determinar quais sdo os autovetores (diregoes)
associados as variagoes maximas da fungao de distancia entre verossimilhancas. Na Figura
28|(a) apresentamos o grafico dos médulos dos autovetores normalizados e indicamos os
valores de ¢q. Temos n = 30 e para ¢ = 4 ha apenas um autovalor acima do valor de
referéncia q//n, para ¢ = 3 h& apenas dois autovalores acima do valor de referéncia e para
q = 2 ha 3 autovalores, isto é, existe um tnico autovetor 4-influente, hé dois autovetores
3-influentes e existem trés vetores 2-influentes. Os autovalores normalizados associados
a estes autovetores sao 0.743631, 0.52640 e 0.4122. Desta forma, a curvatura conforme
maxima B € 0.743631, ou seja l,.x € a direcao que capta as maiores variacoes da
funcao de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é perturbado. Na Figura
28|(b) estao apresentados os valores das contribuigoes agregadas de todos os autovetores.

As observagoes 1, 2, 10, 27, 30, que estao acima do valor de referéncia 2b sugerido no
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Figura 27 — Gréficos influéncia local total; Umidade Relativa do Ar.
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Fonte: O autor (2020).

trabalho de (POON; POON;, 1999)), sdo consideradas pontencialmente influentes. Na Figura
28(c)(d), apresentamos as contribui¢oes agregadas dos autovetores associados aos maiores
autovalores, correspondentes a ¢ = 4 e ¢ = 3. Neste caso, para ¢ = 4 a observacao 5 é
detectada como potencialmente influente, pois estd acima do valor de referéncia m(q)v/2.

Para g = 3, as observagoes pontencialmente influentes sao 2, 9, 11 e 25.

Consideraremos agora o esquema de perturbacao da variavel resposta. Na Figura
29(a) apresentamos o grafico do médulo dos autovetores normalizados. Para ¢ = 4 ha
apenas um autovalor acima do valor de referéncia q/+/n, isto é, existe um tnico autovetor
4-influente. O autovalor normalizado associado a este autovetor é 0.9999. Desta forma, a
curvatura conforme maxima B;_, € 0.9999, ou seja l.x € a direcao que capta as maiores
variagoes da func¢ao de distancia entre verossimilhangas quando o modelo é perturbado.
Na Figura (b) estao apresentadas as contribuicoes agregadas de todos os autovetores. A
observacao 2, que estd acima do valor de referéncia 2b sugerido em de (POON; POON] (1999)),
é considerada pontencialmente influente. A Figura [29(c)(d) apresenta as contribui¢oes

agregadas dos autovetores associados aos maiores autovalores, correspondentes a ¢ = 4
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Tabela 17 — Variacao percentual nas estimativas dos parametros retirando as observagoes
influentes; Umidade Relativa do Ar.

Casos ‘ Ioh ‘ B ‘ ) ‘
1 6.0307 | 6.5866 | 0.7564
2 4.9230 | 5.3895 | 0.2057
1,2 13.6387 | 14.9524 | 1.5592
1,13 6.0354 | 6.5527 | 0.0352
27, 30 8.0188 | 9.2849 | 4.1327
1,2, 10 14.1698 | 15.7197 | 3.9069
1, 27, 30 2.0600 | 2.7578 | 5.2799
10, 15, 19 2.5028 | 2.3397 | 5.0219
10, 25, 27 5.0505 | 5.7326 | 1.2563
13, 25, 27 7.9778 | 9.2793 | 1.6009
25, 27, 30 12.1082 | 14.0122 | 5.5036
10, 25, 27, 30 11.9859 | 13.7109 | 7.8308
13, 25, 27, 28 10.8774 | 12.6845 | 2.2559
13, 25, 27, 30 19.0385 | 21.9011 | 5.8917
1, 2, 10, 27, 30 4.3518 | 4.4742 | 8.6905
10, 15, 19, 25, 27 7.6167 | 8.3047 | 3.9459
13, 25, 27, 28, 30 31.2052 | 35.6769 | 11.8577
10, 15, 19, 25, 27, 30 | 14.8440 | 16.6166 | 11.5674

Fonte: O autor (2020).

e ¢ = 3. Em ambos os casos, as observagoes 2 e 4 sdo detectadas como potencialmente

influentes, pois estao acima do valor de referéncia m(g)v/2.

Por fim, consideraremos o esquema de perturbagdo da covariada. Na Figura [30|a)
apresentamos o grafico dos modulos dos autovetores normalizados para ¢ = 4. Nota-se
que existe apenas um autovalor acima do valor de referéncia ¢/+/n, isto é, hd um tnico
autovetor 4-influente. O autovalor normalizado associado a este autovetor é 0.96651.
Assim, a curvatura conforme méaxima B;_, ¢ 0.96651, ou seja [,.x € a diregdo que capta
as maiores variagoes da funcao de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é
perturbado. Na Figura [30[b) estdo apresentados os valores das contribuigbes agregadas de
todos os autovetores. As observagoes 27 e 30, que estao acima do valor de referéncia 2b,
sdo consideradas pontencialmente influentes. A Figura[30|c)(d) apresenta as contribui¢des
agregadas dos autovetores associados aos maiores autovalores, correspondentes a ¢ =4 e
q = 3. Em ambos os casos, as observagoes 2, 3, 11 e 13 sao detectadas como potencialmente

influentes, pois estdao acima do valor de referéncia m(g)v/2.

Na Tabela exibimos as variagoes nos percentuais nas estimativas dos para-
metros do modelo apos a retirada dos pontos influentes. Notamos que a observacoes 1
e 2 exercem influéncia principalmente sobre a estimativa do pardmetro 5. O conjunto

{2,4} exerce maior influéncia sobre a estimativa do pardmetro 3 com varia¢ao percentual
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Figura 28 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacdo de ponderacao de casos;
Umidade Relativa do Ar.
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Fonte: O autor (2020).

Figura 29 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacao da variavel resposta;
Umidade Relativa do Ar.
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Figura 30 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbagao da covariada; Umidade
Relativa do Ar.
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Tabela 18 — Variacao percentual nas estimativas dos parametros retirando as observacoes
influentes; Umidade Relativa do Ar.

Casos ‘ 51 ‘ Ba ‘ ) ‘
1 6.0307 | 6.5866 | 0.7564
2 4.9230 | 5.3895 | 0.2057
2 13.6387 | 14.9524 | 1.5592
3 4.7906 | 5.2196 | 0.4734
2,4 9.4294 | 10.3110 | 0.1252
30 8.0188 | 9.2849 | 4.1327

1,2,10 | 14.1698 | 15.7197 | 3.9069
2,3, 11 5.8223 | 6.4484 | 0.0695
2,9, 11 5.2710 | 5.8981 | 0.4672
1,27,30 | 2.0600 | 2.7578 | 5.2799
10, 25, 27 | 5.0505 | 5.7326 | 1.2563
1,2, 10, 27 | 11.2806 | 12.3883 | 3.2894
2,9, 11,26 | 6.3959 | 7.2451 | 1.0296

Fonte: O autor (2020).

de aproximadamento 10%. Adicinalmente, os conjuntos {1,2}, {1,2,10} também exer-
cem maior influéncia sobre a estimativa do pardmetro Sy com variagoes percentuais de

aproximadademte 15%.
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3.21 Calculo das perturbacoes para o modelo de regressao beta

A seguir, calcularemos, para o modelo de regressao beta, sob trés sistemas diferentes

de perturbacao, a matriz
020(0|v) Ag
A= Am’ xn — N "an a. ( )
{ }(k+q) { aeravi A,y

emquer =1,2,....,p+qei=1,2,...,n. Consideremos o modelo definido pelas Equagoes
em (3.20]) e sua fungao de log-verossimilhanca dada pela equagao (3.22)). No que segue, as

quantidades distinguem-se pela adi¢ao de “” sao avaliadas em 6 = (BT, ANT.

3.22 Perturbacao de ponderacao de casos

A pertubacao de ponderacao de casos é feita através do uso de pesos para as

observagoes na funcao de log-verossimilhanca da seguinte forma:

LBv) = thét 0v),
em que v = (vy,va,...,0,) € o0 vetor de peso total, com 0 < wv; <1, parai=1,2,...,n,
evg=(1,1,...,1)T é o vetor de ndo perturbacio.

As matrizes Ag e A, sao dadas por

Ay = XTdTe,
A, = Z'HA;,
em que
e = diag(y; — p11, .-, Yn — 1) (3.45)
€
As = diag(ay, ..., a,), (3.46)

sendo a4, para t = 1,2, ...,n, como definido na Equagao (3.27) e sendo a matriz T como
definida apds a Equacgao (3.25)).

3.23 Perturbacao da variavel resposta

Consideraremos que cada y; é perturbado como yu, = y; + vs(y¢), em que s(y;)
é um escalar que pode ser, por exemplo, para t fixo igual a distancia interquartilica
estimada das componentes de y = (y1,¥s,...,¥yn) . Neste caso, a pertubagio da fungio

log-verossimilhanca é dada por

H‘U Z :utaatayt'u
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Aqui, vo = (0,0,...,0)T é o vetor de ndo pertubagdo. As matrizes Az e A, assumem as

formas

A = X'OTMS,,
A, = Z"HBS,.

em que S, = diag(s(y1), (), -, 8(yn), B = diag(by.b,....by) ¢ M = diag(m,

ma, ..., my,), com b dado por
by = M, para t=1,2,...,n,
ye(1 = ye)
¢ 1
m,=—————, para t=1,2,...,n, respectivamente.
Ye(1 — )

3.24 Perturbacao individual de covariaveis

Consideraremos agora uma perturbacao aditiva em uma variavel explicativa. Modi-
ficaremos, a p-ésima coluna da matriz X, x,, p = 2,3,..., k, fazendo zy, = ¢ + v;5,,,

em que s, ¢ um escalar que pode, por exemplo, ser o desvio-padrao estimado de z,,.

Para os parametros de locacao e precisao da variavel resposta, que sao modelados
simultaneamente, consideraremos trés cenarios para o esquema de perturbacao individual
de uma covariavel. Primeiro, X # Z. Segundo, a matriz de regressores para o modelo
da mediana X e a matriz de regressores para o modelo da precisao Z sao iguais, isto é,
X = Z. Terceiro, X # Z, no entanto, para algum (p, p') temos zyy = xt, ou 2y = @(24,),
sendo ¢ uma fung¢ao diferenciavel diferente da fun¢ao identidade. Nao consideraremos

esquemas de perturbagao de covariaveis apenas na modelagem da precisao.

3.25 Matriz Z totalmente diferente da matriz X

Neste caso, por exemplo, se p # 2 ou p # k, temos

Mme(v) = B1+ Baxia + -+ - + Bp(Tp + viSz,) + -+ + Brun. (3.47)

Aqui, pi(v) é tal que g(pe(v)) = n(v). Uma vez que os regressores que determinam a
mediana nao interferem na precisdo, ¢;(v) = ¢;. Para esse tipo de perturbacao, vy =
(0,0,...,0)". Temos que

Ag = 5, [B[X @Q — POTe],
A, = s,.,B,(Z"HTF),
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em que P é uma matriz kK X n de zeros exceto a p-ésima linha, que é composta por
uns e os componentes das matrizes diagonais @) e F' estao definidas em (3.29) e (3.31)),

respectivamente.

3.26 Matriz Z igual a matriz X

Neste caso, m1¢(v) é como dado na Equacgao (3.47)) e
N2t (V) = 1 + Va2 + - A+ Yp(Tep + VeSa,) + 0 F VT (3.48)

Aqui, p(v) é tal que g(p(v)) = me(v) e ¢(v) € tal que h(¢(v)) = mae(v). Para este tipo
de perturbagao, vg = (0,0,...,0)" e obtemos

Aﬁ = S, (XT[@D(I)Q + FTH’V;D] - P@Tg),
A, = —s, (X"[yV+FTHB,) — PHA).

v

3.27 A p'-ésima coluna da matriz Z igual a p-ésima coluna da

matriz X

Aqui estamos considerando a situagao em que algumas covaridveis (nao todas)
que determinam a mediana também estdao envolvidas na modelagem da dispersao e
perturbamos tais covariaveis. Ou seja, consideramos que z,y = xy,, para algum par (p,p’),
comp=2....,kep =2,...,q Neste caso, n1;(v) é como dado em e, por exemplo,
se p/ # 2 ou p’ # ¢, temos que

N2t (V) = 11 + Y22 + - A Y (Tep + Ve Sa,) + - A+ YTk (3.49)
Aqui, p(v) é tal que g(pe(v)) = mi(v) e ¢u(v) é tal que h(¢(v)) = n9t(v). Para este tipo
de perturbacdo, vy = (0,0,...,0)" e nés obtemos
Ag = —s,(XT[3,2Q + FTHr,] — P®Te),
A, —52,(Z " [ywV + FTHB,) — PLHA),

em que P; é uma matriz ¢ X n de zeros exceto pela p’-ésima linha, que é composta por uns.

3.28 A p'-ésima coluna da matriz Z é funcdo da p-ésima coluna

da matriz X

Aqui consideramos a situagdo em que z,y = @(xy,), com p = 2,3,..., kep =

2,3,...,q, em que ¢ é uma funcao diferencidvel (se ¢ for a fungao identidade, teremos
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o caso considerado na subse¢ao anterior). Aqui, n1¢(v) é o como dado em (3.47) e, por
exemplo, para p’ # 2 e p’ # ¢, termos

N2t (V) = 1 4+ Y222 + -+ Y @(Tep + 0eSY) 4 - A Yo2igs

em que 1 (v) e ¢(v) dependem de g(py(v)) = m(v) e h(gy(v)) = no(v). Para este tipo de

perturbagdo, tem-se vy = (0,0,...,0)". As matrizes Az e A, sdo da seguinte forma:
Ng = —5,,(XT[B,2Q + FTHG~,] — POTe),
A, = —5,,(Z"[yGV + FTHB,) — PHAG),

em que G = diag(¢'(z1p), ¢'(22p), - - -, ¢/ (Tnp))-

3.29 Aplicacdo: contaminacao do amendoim, modelo de regressao

beta

Aplicaremos o método de influéncia local conforme ao conjunto de dados Contamina-
¢ao do Amendoim. Utilizaremos o modelo de regressao beta para avaliar o comportamento
da proporcao de amendoins nao contaminados (y) através da covariavel niveis de aflatoxina
(x). Consideraremos a seguir um modelo com precisdo constante e com fungao de ligagao

logito para o modelo da média:

lOg(lwt >:60—|—51\/5L’_t, t:1,2,,34

Na Tabela [19] apresentamos os resultados inferenciais referentes ao modelo.

Tabela 19 — Estimativas dos pardmetros, erros-padrao e p-valores do modelo log(p;/(1 —
1)) = Bo + P1y/Te2 € ¢ constante; Modelo de regressao beta; Contaminagao
do Amendoim.

\ Parametros \ Estimativas \ Erros-padrao \ p-valores ‘

b1 8.8612 0.2237 | <0.0001
Ba —0.3098 0.0287 | <0.0001
" 8.6835 0.2521 | <0.0001

Fonte: O autor (2020).

Iniciamos analise de influéncia considerando a técnica de influéncia local baseada na
curvatura conforme, sob os esquemas de perturbacoes exibidos anteriormente. Iniciaremos
utilizando o esquema de perturbacao de ponderacao de casos. Consideramos os valores
q=1,2,3 e4 afim de determinar quais sdo os autovetores (diregoes) associadas as maximas

variagoes da funcao de distancia entre verossimilhancas. Na Figura (a) podemos observar
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o grafico do modulo dos autovetores normalizados e os valores de ¢q. Temos n = 34
observagoes e para ¢ = 4 ha apenas um autovalor acima do valor de referéncia ¢/+/n, para
g = 2 existem apenas dois autovalores acima do valor de referéncia e para ¢ = 1 ha 3
autovalores acima do valor de referéncia, isto é, ha um tnico autovetor 4-influente, ha dois
autovetores 2-influente e existem trés vetores 1-influentes. Os autovalores normalizados
associados a estes autovetores sao 0.87126, 0.43478 e 0.22774. Desta forma, a curvatura
conforme maxima B;___ ¢ 0.87126, ou seja [y ¢ a direcdo que capta as maiores variagoes
da func¢ao de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é perturbado. Na Figura
31|(b) estao apresentados os valores das contribuigoes agregadas de todos os autovetores.
As observagoes 9, 17, 19 e 20 que estdao acima do valor de referéncia 2b sugerido no
trabalho de (POON; POON| [1999), sdo consideradas pontencialmente influentes. Na
Figura [BI|(c)(d), temos a contribuicoes agregadas dos autovetores associados aos maiores
autovalores, correspondentes a ¢ =4 e ¢ = 3. Em ambos os casos, as observagoes 30 e 34

sao detectadas como potencialmente influentes, pois estao acima do valor de referéncia

m(q)v'2.

Figura 31 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacao de ponderacao de casos;
Modelo de regressao beta; Contaminagao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Consideraremos agora o esquema de perturbacao da variavel resposta. Na Figura
32(a) podemos observar o grafico do modulo dos autovetores normalizados e o valor de
g = 4 ha apenas um autovalor acima do valor de referéncia ¢/+/n, assim, existe um tnico

autovetor 4-influente. O autovalor normalizado associado a este autovetor é 1.0000. Desta
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Figura 32 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacao da variavel resposta;
Modelo de regressao beta; Contaminacao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

forma, a curvatura conforme maxima B, € 1.0000, ou seja I € a direcao que capta
as maiores variagoes da funcao de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é
perturbado. Na Figura [32b) estao apresentados os valores das contribuigoes agregadas
de todos os autovetores. As observacoes 17 e 20, que estao acima do valor de referéncia
2b sugerido no trabalho de (POON; POON] [1999), sdo consideradas pontencialmente
influentes. Na Figura (c)(d), apresentamos as contribuicoes agregadas dos autovetores
associados aos maiores autovalores, correspondentes a ¢ = 4 e ¢ = 3. Em ambos os casos,
a observacao 5 é detectada como potencialmente influentes, pois esta acima do valor de
referéncia m(q)v/2.

Por fim vamos agora considerar o esquema de perturbagao da covariada. Na Figura
33(a) podemos observar o grafico dos modulos dos autovetores normalizados e indicamos
os valores que ¢. Para ¢ = 4 hé apenas um autovalor acima do valor de referéncia ¢/ \ﬂn),
para g = 2 existem apenas dois autovalores acima do valor de referéncia, isto é, ha um
unico autovetor 4-influente e dois autovetores 2-influente. Os autovalores normalizados
associados a estes autovetores sao 0.89947 e 0.41832 desta forma, a curvatura conforme
maxima Bjpnax € 0.89947, ou seja .« ¢ a direcdo que capta as maiores variagoes da

funcao de distancia entre verossimilhancas quando o modelo é perturbado. Na Figura
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33(b) estao apresentados os valores das contribuigoes agregadas de todos os autovetores.
Como notamos, as observagoes 17, 20, 28,31,33 e 41, estdao acima do valor de referéncia 2b
e sdo consideradas pontencialmente influéntes. Na Figura [33]c), temos as contribuicoes
agregadas dos autovetores associados aos maiores autovalores, correspondente a g = 4,
notamos, as observacoes 30, 31, 32 e 33 detectadas como potencialmente influentes, e para
q = 2, notamos as observagoes 8, 30, 31, 32, 33 e 34 sao detectada como poténcialmente

influéntes, pois estao acima do valor de referéncia m(q)\/ﬁ

Figura 33 — Graficos de influéncia local conforme sob perturbacao da covariada; Modelo
de regressao beta; Contaminagao do Amendoim.
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Fonte: O autor (2020).

Tabela 20 — Variagao percentual nas estimativas dos parametros retirando as observacoes
influentes utilizando o método de influéncia local conforme; Contaminagao do
Amendoim.

Casos ‘ 51 ‘ Ba ‘ ) ‘
9,19 2.3571 | 7.0229 | 2.8319
9,17, 20 0.3225 | 0.7025 | 5.7624
9,19, 20 1.5689 | 4.8425 | 5.8151
17,19, 20 | 0.5501 | 1.6229 | 5.4476
30, 31, 34 | 1.0601 | 6.3546 | 0.3451
9,17, 19, 20 | 0.7321 | 2.2839 | 7.7608

Fonte: O autor (2020).
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Na Tabela [20] exibimos as variacoes nos percentuais nas estimativas dos parametros
do modelos apés a retirada dos pontos influentes. utilizando o método de influéncia local

conforme para o modelo de regressao beta.

3.30 Conclusao

Neste catitulo desenvolvemos o método de influéncia local e método de influéncia
local conforme para o modelo de regressao Kumaraswamy e o método de influéncia local

conforme para o modelo de regressao beta.

Utilizando o método de influéncia local para o modelo de regressao Kumaraswamy
aplicado ao conjunto de dados contaminagao do amendoim, concluimos que a observacao
34 ¢ individualmente influente e que os casos {17,20}, {31,32,34}, {31,32,33,34} e
{17,19,20,25,27,29, 31, 32,33, 34} sdo conjuntamente influentes. Utilizando o método de
influéncia local conforme para o modelo de regressao Kumaraswamy concluimos que a
observagao 34 é individualmente influente e que os casos {5, 7,34}, {7,31,34} e {5,7,31, 34}

sao conjuntamente influentes.

Utilizando o método de influéncia local para o modelo de regressao Kumaraswamy
aplicado ao conjunto de dados umidade relativa do ar, concluimos que as observagoes 1 e 2
sdo individualmente influentes e que os casos {1, 2}, {1, 13}, {27,30}, {1, 2,10}, {1, 27,30},
{10, 15,19}, {10, 25,27}, {13,25,27}, {25,27,30}, {10,25,27,30}, {13,25,27,28}, {13,25,
27,30}, {1,2,10,27,30}, {10, 15,19, 25,27}, {13,25,27,28,30} e {10, 15,19, 25,27, 29, 30}
sao conjuntamente influentes. Utilizando o método de influéncia local conforme para o
modelo de regressao Kumaraswamy concluimos que as observacoes 1 e 2 sao individualmente
influentes e que os casos {1,2}, {2,3}, {2,4}, {27,30}, {1,2,10}, {2,3,11}, {2,9,11},
{1,27,30}, {10,25,27}, {1,2,10,27} e {2,9,11,26} sdo conjuntamente influentes.

Ressaltamos aqui que, apesar dos graficos de curvatura normal C}; e curvatura con-
forme B destacarem os mesmo casos, as medidas que destacam observagdes conjuntamente

influentes sao distintas.

Utilizando o método de influéncia local conforme para o modelo de regressao
beta concluimos que os casos {9,19}, {9,17,20}, {9,19,20}, {17,19,20}, {30,31,34} e

{9,17,19,20} sdo conjuntamente influentes.
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4 CONCLUSAO

No segundo capitulo da tese desenvolvemos o cédlculo dos valores iniciais para o
método de estimagao dos parametros do modelo de regressdo Kumaraswamy, e propusemos
dois novos residuos (residuo ponderado e residuo ponderado padronizado) que sdo baseados
no processo iterativo Score de Fisher. Concluimos que para estes residuos devemos utilizar
como limites para deteccdo de pontos aberrante quantis empiricos, pois ao observar o
comportamento destes residuos, isto é, ao avaliar a distribuicao empirica dos residuos,
notamos que as distribui¢coes dos residuos propostos apresentam assimetria a esquerda.
Neste processo de avaliagao utilizamos varios tamanhos amostrais e observamos este
comportamento em todos os cenarios. Concluimos que para o conjunto de dados denominado
Contaminac¢ao do amendoim os residuos ponderado e ponderado padronizado apresentam
melhor desempenho que o residuo quantilico aleatorizado, pois ao aplicarmos o modelo
de regressao Kumaraswamy a este conjunto de dados pudemos obsevar que os residuos
propostos quantificaram com maior énfase a obervagao 20, observacgao esta que mostramos

ser atipica nesse conjunto de dados.

No Capitulo 3 desenvolvemos o método de influéncia local e o método de influéncia
local conforme para o modelo de regressao Kumaraswamy e também o método de influéncia
local conforme para o modelo de regressao beta. Utilizando o método de influéncia local
para o modelo de regressao Kumaraswamy aplicado ao conjunto de dados contaminacao
do amendoim, concluimos que a observagao 34 é individualmente influente e que os casos
{17,20}, {31,32,34}, {31,32,33,34} e {17,19, 20, 25,27, 29, 31, 32, 33,34} sdo conjunta-
mente influentes. Utilizando o método de influéncia local conforme para o modelo de
regressao Kumaraswamy concluimos que a observagao 34 ¢ individualmente influente e
que os casos {5,7,34}, {7,31,34} e {5,7,31,34} sdo conjuntamente influentes.

Utilizando o método de influéncia local para o modelo de regressao Kumaraswamy
aplicado ao conjunto de dados umidade relativa do ar, concluimos que as observacoes 1 e 2
sao individualmente influentes e que os casos {1, 2}, {1, 13}, {27,30}, {1, 2,10}, {1, 27,30},
{10,15,19}, {10,25,27}, {13,25,27}, {25,27,30}, {10,25,27,30}, {13,25,27,28}, {13,25,
27,30}, {1,2,10,27,30}, {10,15,19,25,27}, {13,25,27,28,30} e {10, 15,19, 25,27, 29,30}
sao conjuntamente influentes. Utilizando o método de influéncia local conforme para o
modelo de regressao Kumaraswamy concluimos que as observacoes 1 e 2 sao individualmente
influentes e que os casos {1,2}, {2,3}, {2,4}, {27,30}, {1,2,10}, {2,3,11}, {2,9,11},
{1,27,30}, {10,25,27},{1,2,10,27} e {2,9,11,26} sao conjuntamente influentes.

Ressaltamos aqui que, apesar dos graficos de curvatura normal C; e curvatura

conforme Bp destacarem os mesmo casos, as medidas que destacam observacgoes con-
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juntamente influentes sao distintas. Utilizando o método de influéncia local conforme
para o modelo de regressao beta concluimos que os casos {9, 19}, {9,17,20}, {9, 19, 20},
{17,19,20}, {30,31,34} e {9,17,19,20} sdo conjuntamente influentes.
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APENDICE A - RESIDUOS

Nessa segao apresentamos a obtencao do termo kgs da matriz informagao de Fisher.
Esse termo corresponde ao valor esperado da derivada de segunda ordem do logaritmo da
funcao de verossimilhanca. Essa matriz é de extrema importancia em nosso trabalho, pois

é a base para a construcao dos residuos propostos no primeiro capitulo.

Primeiramente, observe que

al(p " 1
w; + 7 Tti,
0& = 2 ) Gy
em que
r @wtt o Jog(05)pwi log(1 — y)
log(1 — wi)wy(1 — wf") b log(l— wi)2wy(1 — wf?)
Portanto,
l n log (0. 2B (log(1 — v 1
E (0 (Bm)) _y (wH og(0 5)¢tw;t (log( v ))) I
0B; = log(1 — w{)2w, (1 —w*) ) g'(w)
Seja, ¢ = 101;)5(33215) :

Lema 1. Seja Y uma varidvel aleatoria tal que Y ~ Kum(¢, (). Entdo,

E[log(1 —Y?)] = —2.

Demonstragio. Primeiramente, observe que expandindo log(1 — 3?) em torno de zero

temos
— Y
log(1—y%) =~ 7
Assim, segue que
Eflog(1—y)] =B (=3 5-) | = = > 7E@").
Pela Proposicao [2] segue que Y* ~ Kum(1/k,() e ,assim,

Eflog(1 —Y?)] = —¢ i_o: ;B(k +1,0).
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Lembrando que I'(k + 1) = kI'(k) para k inteiro positivo, temos

1 1T(k+1I(C) kI (C) 2 | S B Ay A
k:B(kH 0= ET(C+kEk+1) kDO o(C+1)  TIo(C+19)  C(C+1) <<+1> '
Portanto,
o] k’ -1
Ellog(1 =) =~ 1)%@1) =D [”H =—¢

Assim, pelo Lema [I], segue que

Ty — 0.

OB\ _N~F(r o )L
E( 9p; >_;E(yt+ t)g/(wt)

Este fato nos ajudara no nosso objetivo, como veremos a seguir. Como mostrado

no Capitulo 2,

82l(6,7) _ . aQZ(wt>¢t) <8wt>2 Oy Oy +Xn:al(wta¢t> lath O (9771t]
8@8@ =1 8wt2 87]” 8@ 861 th 87]%,5 8@ 862 '

Pelo que verificamos anteriormente temos que o valor esperado do segundo termo
dessa expressao ¢ nulo, restando calcular apenas o valor esperado da primeira parcela, isto

é,

PUB _ o (= Ui, &) (Dwy\” Oy O
E(@@@@)‘E(; ou? (8%) 95, a@)'

Temos

PUBAN _ N v (wf" )67
E< 98396 ) _tz_;(w?log(l— PO - >+log<1—wf’t>2w%<1— wf*)?
_log(0.5)w *cbt [log(1 — )]+log(05)( ) 2E[log(1 — y7*)]

log(1 — w*)2w}(1 — > log(1 — wi*)2w? (1 — wy")?
log(0.5)w f¢%E[log(1 y9)] | 21og(0.5)(w t> 2Eflog(1 — y")]
w2 log(1 — w{)2(1 — wf*) log<1 —wi PwP(l — wf*)?

— t¢t + ( ) ¢t <5’U1t > Ome Ot
log(1 — ¢t)wt (1—wf)  log(l— ¢t)wt (1—wf)? Ome) OB 0B;

Pelo Lema [T} segue que

E<825(5,7)> :_ﬂ (wf")?0? ><3wt>23nu3mt
053,08 = \log(1 — w)2w2(1 —wi)2) \ O ) 0B; 96
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_ >*1(B.7)
Como rgg =E (_W>’ segue que
n dt\2 12 o 2 O, O
P (wi*) 95 ) ( wt) e Ot
= og(1 — wi)2w2(1 — w2 ) \Onu ) 95; 0B;
Em forma matricial, tem-se
Kpp = X WssX
BB BB
Wss = diag( Cn), COM ¢ = ()20} (8““>2 arat=1,2 n
em que Wpyp = diag(ci, ca, ..., Cn), T gl 2w (1?2 \Ome p =1,2,...,n.
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APENDICE B - INFLUENCIA LOCAL

Calculo das perturbacgoes no modelo de regressao Kumaraswamy

No modelo de regressao Kumaraswamy definido em ({3.10)), temos que 6 = (1, S, . . .
Y1sY2s -+ -5 Yq) - Entdo, A é uma matriz (k + ¢) X n dada por

[ PUs(0) . 9Ls(0) ]
861081 06,081
s(0) . 01s(0)
A = | 9005 95,00,
= | Pule) . L) |
061071 06,071
s(0) . 0ls(6)
L 061074 06n0vq

avaliada em @ = (87,77)" e em . Podemos particionar a matriz A como

Ag
A

A —

~

em que Ag é uma matriz k x n e A, é uma matriz ¢ X n, sendo tais matrizes dadas por

020(0)9) 020(0)9)
Ng=——F A, =
T apasT | 1T 9voeT |
(6=0,6=b0) (60=0,6=50)
ou seja, ambas sdo avaliadas em 6 = (BT, AT)T e em 4.

Perturbacao ponderados de casos

No esquema de perturbagao de casos ponderados, temos que

6(9’5) = Z 5t€t(wt7 ¢t)~
t=1

Assim,
o006
édl ) = li(wy, ¢r). (B.1)
Da Equacao (B.1)) segue que
020(05 |
( ’ ):(wt+yt) L

03,00, gl(wt)

75]@7
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e também
O e
07,00, Y . . b () Y
Tomando A; = diag(w* +y*) e Ay = diag([(y* +w*)oy + as]), matrizes de dimensdo n x n,
temos que
Ag = XTTA,
A, = ZTHA,.

Perturbacao da variavel resposta

Considere a perturbacgao aditiva dada por ys = vy + 5tS em que St ¢ um escalar
que pode, por exemplo, para cada t = 1,2,...,n, ser igual a distancia interquartilica

estimada em y = (y1,%2,...,¥n) . Neste caso, a funcio log-verossimilhanga perturbada ¢

0(0]0) = Z (wy, Dt Yrs)

em que
log(0.5
C(we, @, yis) = log () + log <g()@> + (¢r — 1) log(yss)
log(1 — w{*)
log(0.5) (B.2)
0g(0. &
+|——————~——1]log(l — .
<log(1 _ wft) ) g( yté)
Assim, da Equagao (B.2]) segue que
¢ |05 1 [(SES, + )%, S
oU0ND) _ (0= 1)S; |-ty ~ 1[S00 ) 0n5, -
(9(5t 55515 + yy (Séét + yt)(l - (Séét + yt>¢t> . .
Partindo da Equagao (B.3]), tem-se
9%0(016) . 1 .
0300, B 1tg/(wt) "
em que
log(0.5)w{" ¢2(Ste, + i) S,
C log(L— (1 —wf")(Sy8: + ) (1 — (Si0 4+ yi) )]
com t = 1,2,...,n. Entdo, definimos m; = (m1, Mo, ..., m,)" e M1 = diag(m,).

Ainda da Equagao (B.3]) obtemos
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em que
St log(0.5)wy* log(we) (L3 + ye)* ¢St
Moy = —
TS+ v log(1— wf)2(1— wi (SO, + i) (1 — (SO + y) %)
(long(oi@) ) (5501 + )t log (S} + ye) deS),
(S0 4y ) (1 — (Skos + yz)?t)

(s 1) (s, (R 1) (S8 0P st )

(SE0e +ye) (1 — (Sor +ye)?r) (SE0e + ye) (1 — (SLSe + ye)?r)? ’
com t = 1,2,...,n. Definimos my = (ma1, may, ..., may) " e My = diag(my).

Desta forma, obtemos que as matrizes Ag e A, sdo dadas por

Ay = XTTM,,
A, = ZTHM,.

Y

Perturbacao individual de covariaveis

A seguir obteremos as matrizes Ag e A, com base na perturbagao aditiva da p-ésima

covariavel x,, p = 2,...,k, isto ¢, Tys = xtp + 6:5?, considerando o modelo definido em

(3:10) e os cendrios descritos na Secao [3.13|

Matriz 7 totalmente diferente da matriz X

Neste caso, a funcao de log-verossimilhanca do modelo perturbado é dada por

9|5 Zi: Cbt,yt)

em que

£ (we(), b e) = log () + log ( Log(0.5) )

log(1 — wy(9)%)
log(0.5)
log(1 — wi(0)%)

Aqui, wy(6) é tal que g(w(9)) = n1(9), com n1,(d) é como dado em (3.42)). Assim, temos

que

(B.4)

+ (¢ — 1) log(y) + ( _ 1) logi(1 — 4.

aL(6]5)
95,

= (wi (0) +y; (9)) BpSzs (B.5)

L
g'(wi(9))
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em que

i (6) = duwi(6)” o (o) = 10B0B)Fwn(0)* log(1 — ")
T log(1 - wi(8)7)wi(8) (1 — wi(9)%) T Tog (1 = wi(8))?wi(0) (1 — wi(3)%)

De (B.5)) segue que, para i = 1,2,... &k, com i # p, temos

9%0(06) 1 , . " (w(6)) 1
0B:06, S2tg’(wt(5))2 BpShas + (wi () + 34 (6)) 7w

Quando i = p, temos que

9%0(6l6) 1 . ’ ) ) ] )
aﬁpaét —52tg,(wt(5)>26psw(l’tp + 5th> + (wt (5) + v, (5))7Sx

g'(w(9))

O o)) N RO
+(wt (5> +yt (5)) g/<wt(6)) g/(wt((S))QﬁpSr( tp+5tsx)7

em que
- w (9)* o7 n (we(6)%)*¢7
7 wy(0)2 log (1 — wy(8)%) (1 — wy(9)?)  log(1 — we(8)#) 2wy (86)2(1 — wy(3)%)?
_ wi(0)” n (we(6)%)*¢7
log(1 — wt ()% )wi(6)*(1 — we(0)%*)  log(l — w(8)? )we(8)2(1 — wy(6)? ’)
log(0.5)w;(6)% ¢7 log(1 — y{"*) 21l0g(0.5) (wy(8)%*)?¢7 log(1 — y{*)
wi(6)? log(1 — we(6)?)2(L —we(0)?) ~ log(l — we(6)?*)3we(6)(1 — we (S )¢f)2
 10g(05)w(6)* pr log(1 — y{) log (0.5) (w:(6)*)*¢7 log(1 — y")
log(1 — we(9)?*)?we(0)*(1 — w(8)?t) ~ log(1l — we(0)?*)?we(9)*(1 — we(9)?*)?’
com t =1,2,...,n. Entao, definimos sy = (S21, S22, . . ., S2,) € So = diag(ss), uma matriz

de dimensao n x n. Adicionalmente T5 é uma matriz diagonal onde o t-ésimo elemento

_ g (we(9)) 1
diagonal ¢é Ty, = 9" (wi(5)) g'(we(8))2"

Segue ainda de (B.5)) que, para j =1,2,...,q, temos

0%0(00) B 1 1 »
01,06 @) Won) 1
em que
55y = w; (9)* log(wy(5)) N w (8)%
log(1 — w(0)?)wi(6)(1 — we(d)?)  log(l — we(6)?*)we(9)(1 — we(0)¢)
(we(6)%)* ¢y log(wy(9)) n (wi(8)%*) s log(w(9))
log(1 — w(6)?)*we(6) (1 — we(6)%)* ~ log(1 — wy(8)*)wi(d) (1 — wy(8)#)?
1og(0.5)w; (8)%* log(w(6)) ¢ log(1 — y*) log(0.5)wy (8)% log(1 — y*)
log(1 — wy(6)%)?w (6) (1 — wy(6)%) log(1 — wi(8)%¢)?we(6)(1 — we(8)%)
B log(0.5)wy (8)% gry* log(y:) 21og(0.5) (w(8)%*)?, log(1 — yf*) log(wy(9))
(1—y?)log(1 — wt(é)d’t)?wt( )(1 = wy(8)%) log(1 — wy(6)?*)?w(6)(1 — wt(5)¢f)

log(0.5) (wy (8)%*)?¢y log(1 — y;*) log(wy(9))
log(1 — wy(3)?*)?we(6)(1 — wy(9)?*)>
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com t = 1,2,...,n. Definimos s3 = (s31,532,...,53,) € S3 = diag(s3) uma matriz de

dimensao n x n.

Avaliando as expressdes anteriores em 6y = (0,0,...,0)" e em 6, obtemos que as

matrizes Ag e A, s@o da seguinte forma:

Ag SP(B,X TT%Sy + B,X T A1(0)Ty — PLAL(6)T),
A, = S.B,(Z"HTSs).

Matriz Z igual a matriz X

Neste caso, a fung¢ao de log-verossimilhanca do modelo perturbado é

0(6]6) = iet(wt(é), ¢(9); Yis)

em que

(B.6)

0r(5). 100, 1) =ou(0) + 1o 1o B ) 4 6400) — Do)
log(0.5)
+ <log(1 —wy(6)?

Aqui, wy(0) e ¢(9) dependem de g(w(d)) = n1(9) e h(P:(6)) = n2:(5), que estao dados
(13-42) e (3.43]), respectivamente. Assim, temos que

@)y ) log(1 — ).

o00)5) ) 1 L ] 1 P
S = (W )+ 4 (0) o s 8,52+ [070) + wf (0)ana(0) + a0 gy 55082 (BT
De (B.7) segue que, para i = 1,2,...,k, com i # p, temos
9%0(0)6) 1 1 . 1 , 1 »
9500, W) 7w 0) g T
Quando i = p,
D0(619) 1 1
=s101(0 SE(wy + 0058) + i + 657
T, O Ty »5  + E)  + 0
1 1
+ i+ 0:5%) + Sot————= 50,
o) S S )
em que So; = (w;(0) +y;(9)), com t =1,2,... n. Definimos o vetor sg = (So1, S92, - - - , Son)

e Sy = diag(sg) uma matriz de dimensao n x n.
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Seja
_ wy (8)?*®) log(wy(9)) e (6) wy(9)%)
100 = Tog (T — wn(0)7 )y (1 — wp(3)7 ) | Tog(1 — 1,(8)7 ) )wr(3)(1 — wr(0)7®)
(w:(9)#*1)? ¢, (5) log(wy (9)) N (we(8)?*2))%¢4(9) log(wy (9))
log(1 — w;(8)?+())2wy (8) (1 — we (0)#+D)?  log(1 — wy(8)?+()wy (5)(1 — wy(8)#+())?
log(0.5)w:(8)** log(wy(8)) ¢1(9) log(1 — ")) log(0.5)wy(8)*®) log(1 — y{"*))
log(1 — w;(8)?+())2wy (8) (1 — w (5)#+ () log(1 — wy(8)?+())2wy (6)(1 — wy (9)?+(%))
B log(0.5)w; (8)%+() ¢,yf +(®) log(y:)
(1= ") log(1 — wi ()% )2y (8) (1 — wy(8)(®))

210g(0.5)(wt( )¢t(5)) ¢t( )log(l _ yf’t(é)) IOg(wt(cS))
log (1 — we(6)?()31w, (8) (1 — wy(6)#:(9)2

1og(0.5) (w; (6)?*(9))26, (8) log(1 — y**)) log(w, (4))
1og(1 — wy(8)%1 () 2w, () (1 — w, (5)%:®))2

com t = 1,2,...,n. Definimos o vetor s19 = (s101, S102, - - - , S10n) € S10 = diag(syp), uma

matriz de dimensao n x n.

Seja
- w(9)*)6,(8)” (10(6)7(%)) 26, (6)?
SW‘wwvmafm@Mmu ()7 ®) " Tog(T = wi(0)7 ) 2wy (0)2(1 — 1wy (0) )2

- w(0)* D u(9) (w (0) )%, (5)?

log(1 — wy(6)? 5))wt( )2(1 — we(d )¢t(5)) log(1 — wy (8)% () )w, (6)2(1 — wt(5)¢*(5>)
log(0.5)wy (6)” () ,(5)* log(1 — y{**) 210g(0.5) (w:(8)* ()24 (8) log(1 — y7* )

wy(6)?log(1 — wt( ) (@)2(1 — wt( )@(5)) log (1 — wy(8)?(9)31w, (6)2(1 — wy (8 )m(fs))z

o log(0.5)wy (8 ) ¢¢(5) log(1 — ¢t(6)) log(0.5) (w¢(d )¢t(6)) D (6 )2 log(1 y¢t(5))
log(l — wt( )¢r(5))2wt(5) (1 — wt( )¢t(5)) ]Og(l _ wt(5)¢t(6))2wt(5) (1 _ wt( ) r(5))2’

com t =1,2,...,n. Definimos o vetor si1 = (s111, S112, - - -, S11n) € S11 = diag(s11), uma

matriz de dimensao n X n.

Neste caso, para calcular as segundas derivadas com relagao ao vetor v também
teremos que considerar j # p e j = p. Assim, com base em eparaj = 1,2,...,q,

com j # p, temos que

o%(016) 1 4 1 1 ' R (¢e(6)) 1 ,
97,00, S12t h,(¢t(6))27p55xt3 + 513 7 (6:(9)) g,(wt(é))ﬁ,,s;’xt] + sgt W (60(0)) h’(@(é))zt]%&}z'

Quando j = p, temos

w1 i o1 1
06, GG (”+&S>+]&hwx®hﬂw(»

BpSh (w45 + 6:5%)

W) 1 8 :
T S s
em que sg; = [(y/(0) + ( ))a1:(9) + a9 ()], com t = 1,2,...,n. Definimos o vetor

Sg = (Ss1, 882, - - -, Ssn) € Sg = diag(ss) uma matriz de dimenséao n X n.
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Seja
sy = (0 Dlog(uwi(8)*  2log(0.5)wn(9)* ) log(wi(8))y" log(y:)

log(1 — w(6)#@)(1 —w(6)% @) (1 — @Y 1og(1 — wy(85)9(D)2(1 — wy(8)#+ ()
(w(6)* ()2 log(wy (0))? log(0.5)wy (8)?(*) log<wt<6>>2 log(1 — y{*®)

log(1 — we(8)2®))2(1 — w; (8) )2 log(1 — wy(8)#(9)2(1 — w, (§)#(?)
(w(8)?1)2 log(wy (4))? 210g(0.5) (wy (6)*(9)2 log (w:(6))* log(1 — ")

log(1 — w; (8)?+(9) (1 — 1w, (8)#(%))2 log(1 — w; (6)#(9)3(1 — w,(5 >¢t<5>>

log(0.5) (wy (8)9))? log(wy (8))* log(1 — ") 1
log(1 — wy(8)+@))2(1 — w; ()% ()2 31(6)2

Oy = 1] P logw)? |ty — 1] ()2 tog()?
1yt (1 -y @) ’
comt =1,2,...,n. Definimos o vetor sj5 = (S121, S122; - - - , S120), @ Matriz S1o = diag(sia), a

matriz S13 = S1p e Hy é uma matriz cujo t-ésimo elemento diagonal Hgy = ;Z:éf’zg;; W ¢1t(5)).

Avaliando as expressdes anteriores em &y = (0,0,...,0)" e em @ obtemos que as

matrizes Ag e A, s@o da seguinte forma:

Ap = SP(pXTS10HT + B,X S T? + 3,X " SoT? — P, SeT),
A, = SP(yX"SpH?+ B,X " S13TH +~,X " SsHy — PiSgH).

A p/-ésima coluna da matriz Z é igual a p-ésima coluna da matriz X

Neste caso, a fungao de log-verossimilhanca do modelo perturbado é

0(6]6) = zn;et(wt(é), ¢1(9); Yis),

em que
(0, 0)0) = st + 1o (o 0 By ) + 00 = et
<1Og(11ig50(1.(55)>¢t(5)) - 1) log(1 — y{"*). (B.8)

Aqui, wy(0) e ¢(9) dependem de g(w.(d)) = n1(5) e h(Pi(d)) = n2:(5), que estao dados
em ([3.42)) e (3.43)), respectivamente. Assim, temos que

20(0]6)

x x 1
25 = (Wi(0) + ;)

By + (41 (0) + wy(6))cue(6) + azt(é)]m%ﬁsi’-
(B.9)

L
g'(wi(9))

Note que a tnica diferenca entre as expressoes em (B.7)) e é que na primeira
, .
aparece 7y, ao passo que na segunda aparece 7,. Ocorre o mesmo com a expressao de Ag e

a matriz equivalente referente ao esquema de perturbacao atual.
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Quanto as segundas derivadas com relagao ao vetor ~, temos que, para 1,2,...,q,
com j # p,
820(6)5) 1 1 1 W (¢(8)) 1

BpSLzj + 584

57,08 " HGOP T M 6,06) 7w o) W (60(0)) WGy (8)) "W %

Quando j = p, temos que

P0(6015) _ 1

05, = g e+ A + s
Ho) 1
W (6n(6) 2 W(n(0))

SP(wy; + 6,57)

1
(w4 + 0SD) v SE + s8¢ SP.

o W (6:(0))

Avaliando as expressoes anteriores em dy = (0,0,...,0)" e em 6, obtemos que as

matrizes Ag e A, sao da seguinte forma:

Ag = Sy XTS10HT + B,X "S\T? + B,X " SoT? — P,ST),
A'Y = Sg(vp/ZT812H2 + BPZTSKJ,TH -+ ’yp/XT58H2 - PgSgH)

A p/-ésima coluna da matriz Z é funcao da p-ésima coluna da matriz X

Aqui estamos considerando a situagdo em que zyy = p(xy,), comp=2,3,... ke
P =2,3,...,q, em que ¢ é uma funcdo diferenciavel (se ¢ é a fungao identidade, temos
que o caso considerado na segdao anterior). Aqui 71,(0) é como dado em e, para
p#E2ep #q,

N2t(6) = 71 + Yoz + - - + Y p(@ep + 6SE) + - 4 Yg210

em que w;(0) e ¢;(0) dependem de g(w,(d)) = 114(0) e h(d(d)) = n2t(0). Para esse tipo de
perturbagdo, tem-se o = (0,0,...,0)" e as matrizes Ag e A, sdo da seguinte forma:

Ag = SP(yyXTS, HTG + B,X "S1uT? + 3,X "SoT? — P,SyT),
A,y = Sg(”yp/ZT;SHQHQG + ﬁpZTSwTH -+ ’yp/XT38H2G - PQSgH)
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