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Resumo 
 

Nesta tese apresentamos a implementação experimental de novos tipos de memórias ópticas 

não lineares baseadas nos graus de liberdade externos de átomos frios. Usamos o mecanismo 

de esfriamento Sisyphus assistido magneticamente para esfriar átomos de césio abaixo do limite 

Doppler. Dessa forma os átomos ficam confinados no potencial de uma rede óptica 

unidimensional produzida por dois feixes contrapropagantes e o movimento do seu centro de 

massa é quantizado. Incluímos mais um feixe como sonda para produzir um processo de mistura 

de quatro ondas, e observamos claramente a estrutura de níveis vibracionais quantizados dos 

átomos tanto no espectro de transmissão do feixe de sonda quanto no espectro do sinal gerado 

via mistura de quatro ondas. Mostramos que a informação associada ao feixe de sonda é 

mapeada e armazenada no meio atómico em forma de coerência entre os níveis vibracionais do 

movimento. Esta informação pode ser recuperada após um tempo controlado enquanto a 

coerência entre os níveis vibracionais sobrevive. Foi desenvolvido um modelo teórico para 

explicar as oscilações de Rabi observadas nos pulsos recuperados, reproduzindo 

qualitativamente o comportamento de ambos os sinais (transmissão do feixe de sonda e do sinal 

gerado). Também usamos os níveis vibracionais do movimento dos átomos confinados na rede 

óptica para implementar processos de mistura de seis e oito ondas. Em ambos os processos 

foram observadas ressonâncias sub-harmônicas, acontecendo em frações inteiras da separação 

em frequência entre dois níveis vibracionais adjacentes. Também mostramos a possibilidade de 

armazenar e recuperar informação do feixe de sonda no meio atômico, desta vez usando 

processos de ordem superior associados às susceptibilidades não lineares 𝜒(5) e 𝜒(7). 

Finalmente estudamos um processo de mistura de quatro ondas em cascata capaz de gerar 

quatro modos diferentes acoplados entre si. Em tal processo observamos a amplificação do 

feixe de sonda acima de 7000 vezes sua intensidade inicial. Várias medidas indicam que o 

processo paramétrico está associado com as ressonâncias induzidas pelo recuo dos átomos 

(RIR). Observamos também a presença de auto-oscilação no sistema nos quatro modos gerados. 

Este mecanismo foi usado para implementar uma memória óptica na qual a informação do feixe 

de sonda pode ser amplificada no processo de leitura da memória. Em especial, mostramos 

como a informação de momento angular orbital do feixe de sonda pode ser, via interação não 

linear com o meio, armazenada, recuperada e amplificada após um tempo controlado. 

 

Palavras-chave: Armazenamento de luz. Óptica não linear em átomos frios. Mistura de ondas. 

Redes ópticas. Espalhamento Raman estimulado. Ressonâncias sub-harmônicas. 



Abstract 
 

In this thesis we present the experimental implementation of new types of nonlinear optical 

memories based on the external degrees of freedom of cold atoms. We used the magnetically 

assisted Sisyphus cooling mechanism to cool cesium atoms to temperature below the Doppler 

limit. The atoms are then confined in the potential of an one-dimensional optical lattice 

produced by two counterpropagating beams and the movement of their center of mass is 

quantized. We have included one more beam as a probe to produce a four-wave mixing process, 

and we clearly observed the structure of quantized vibrational levels of the atoms, both in the 

probe beam transmission spectrum and in the generated four-wave mixing signal spectrum. We 

show that the information associated with the probe beam is mapped and stored in the atomic 

medium in the form of coherence between the vibrational levels of the movement. This 

information can be retrieved after a controlled time while the coherence between the vibrational 

levels still survives. A theoretical model was developed to explain the Rabi oscillations 

observed in the recovered pulses, reproducing qualitatively the behavior of both signals (probe 

beam transmission and generated signal). We have also used the vibrational levels of motion of 

the atoms confined in the optical lattice to implement six- and eight-wave mixing processes. In 

both processes, sub-harmonic resonances were observed, occurring at integer fractions of the 

frequency separation between two adjacent vibrational levels. We have also shown the 

possibility of store and retrieve probe beam information in the atomic medium, this time using 

higher-order processes associated with non-linear susceptibilities 𝜒(5) and 𝜒(7). Finally, we 

studied a cascade four-wave mixing process capable to generate four different coupled modes. 

In this process we observed the amplification of a probe beam over 7000 times its initial 

intensity. Some measurements indicate that the parametric process is associated with recoil 

induced resonances (RIR). We also observed self-oscillation in the system in the four modes 

generated. This mechanism was used to implement an optical memory in which the probe beam 

information can be amplified during the reading process of the memory. In particular, we show 

how the information of orbital angular momentum of the probe beam can be, via non-linear 

interaction with the medium, stored, retrieved and amplified after a controlled time. 

Keywords: Light storage. Non-linear optics in cold atoms. Wave mixing. Optical lattices. 

Stimulated Raman scattering. Sub-harmonic resonances. 
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1 Introdução 

 

O amplo desenvolvimento alcançado no campo da informação quântica e processamento 

quântico também tem motivado um grande interesse em investigar diferentes tipos de memórias 

para a luz, um ingrediente crucial no qual a maioria dos protocolos quânticos são baseados. 

Memórias baseadas em diferentes fenômenos físicos, incluindo transparência 

eletromagneticamente induzida (EIT - Electromagnetic Induced Transparency) [1–3], 

oscilação coerente de população (CPO - Coherent Population Oscillation) [4–6], memórias de 

gradiente de eco (GEM - Gradient Echo Memory) [7,8] e pente de frequência atômica [9] são 

atualmente bem compreendidas e já foram mostradas provas do armazenamento de estados 

quânticos da luz por muitos grupos (ver [10,11] e referências nele contidas). Memórias baseadas 

em transições Raman para fótons individuais de banda larga também foram demonstradas 

[12,13]. 

Apesar da proposta teórica para a transferência de um estado quântico da luz para o movimento 

atômico [14], em todas as demonstrações anteriores, a informação óptica é armazenada usando 

os estados internos dos átomos, seja em forma de coerência ou de população entre os estados 

fundamentais. Para melhorar a capacidade de uma memória óptica, vale a pena explorar todos 

os graus de liberdade do sistema atômico onde a informação óptica pode ser armazenada, ou 

seja, não apenas os estados internos do átomo, mas também seus estados externos. 

Recentemente, nosso grupo demonstrou o funcionamento de uma memória baseada nos graus 

de liberdade externos [15]. Neste trabalho se usaram os estados de momento linear dos átomos 

para implementar o mecanismo de armazenamento através do fenômeno das ressonâncias 

induzidas por recuo (RIR) [16,17] em um sistema de dois níveis (TLS - Two Level System) de 

átomos frios de césio. Esta memória apresenta a interessante propriedade de ser insensível ao 

processo de leitura, o que faz com que a informação armazenada tenha um tempo de vida útil 

limitado apenas pelo movimento térmico dos átomos.  

Apesar do mecanismo anteriormente mencionado envolver os graus de liberdade externos dos 

átomos [15], este utiliza um observável com espectro contínuo para armazenar a informação.  

Nesta tese, apresentaremos o funcionamento de uma memória óptica que também usa os graus 

de liberdade externos do átomo, mas pela primeira vez é baseada no movimento quantizado do 

centro de massa atômico em uma rede óptica 1-D [18]. Como a memória armazena a informação 
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de um feixe de prova, através de um processo não linear associado à susceptibilidade de 3ª 

ordem 𝜒(3), na coerência entre dois níveis vibracionais do poço de potencial óptico da rede, em 

princípio, ela pode armazenar estados quânticos mais gerais da luz. É importante destacar que 

os átomos precisam estar frios o suficiente para ficarem presos no potencial óptico produzido 

pela onda estacionária 1-D. Sob determinadas condições, o movimento do centro de massa 

atômico é quantizado no poço de potencial óptico, formando assim uma escada de estados 

vibracionais discretos, que são revelados através da emissão Raman estimulada ou mistura de 

quatro ondas (FWM – Four-wave Mixing), como demonstrado anteriormente em [19, 20]. 

Assim como a memória RIR, o processo aqui demonstrado também usa um TLS puro. 

Por outro lado, desde a primeira demonstração do confinamento de átomos em um arranjo 

periódico de poços de potencial óptico, chamado de rede óptica [21, 22], há cerca de duas 

décadas e meia atrás, esses sistemas têm sido utilizados em uma grande variedade de 

experimentos. Redes ópticas foram demonstradas em uma, duas e três dimensões [21-27] e 

foram usadas para reproduzir vários efeitos observados em física do estado sólido [28]. Átomos 

confinados em redes ópticas têm seu espaço de Hilbert expandido como um produto direto dos 

estados atômicos internos e a escada de estados vibracionais externos discretos, aumentando 

consideravelmente a possibilidade de manipular de forma controlada a interação da luz com o 

sistema atômico. Desta forma podem ser implementados, por exemplo mecanismos de 

memórias ópticas como o descrito anteriormente [18]. Como foi mencionado, tal mecanismo 

de armazenamento é implementado através de um processo não linear de 3ª ordem. Porém os 

mecanismos de armazenamento que envolvem processos não lineares de ordem superior 

(especificamente associados às susceptibilidades 𝜒(5) e 𝜒(7)) neste tipo de sistemas, não têm 

sido estudados e constituem um interessante objeto devido a suas possíveis aplicações.  

Memórias ópticas não lineares tem sido amplamente estudadas pelo nosso grupo, tanto do ponto 

de vista teórico quanto experimental [15, 29-35]. Um exemplo de aplicação de memórias óptica 

não lineares é o armazenamento de estados clássicos da luz, como o momento angular orbital 

(MAO) via diferentes ordens não lineares [30]. Neste trabalho se mostra não apenas a 

possibilidade de armazenar informação relacionada à carga topológica de um feixe de prova 

através das diferentes ordens não lineares da interação átomo-luz, mas também se mostra a 

possibilidade de manipular a informação armazenada segundo a ordem não linear escolhida. 

Ou seja, podem ser aplicadas operações lógicas sobre a carga topológica armazenada através 

das diferentes ordens não lineares. Entretanto, os processos de ordem superior gerados 



16 
 

 

poderiam, em princípio, ser usados nos campos da óptica e informação quântica, como uma 

forma de gerar pares e triadas de fótons emaranhados.  

Dada a importância e aplicações que tem os processos não lineares de ordem superior, e levando 

em consideração que estes não tem sido estudados em redes ópticas onde os graus de liberdade 

externos dos átomos são quantizados, é interessante a implementação, estudo e caraterização 

de tais mecanismos neste sistema. Para isto usamos a quantização dos graus de liberdade 

externos dos átomos para demonstrar processos de mistura de ondas de altas ordens, 

especificamente as misturas de seis (SWM – Six-wave Mixing) e oito ondas (EWM – Eight-

wave Mixing), onde observamos ressonâncias sub-harmônicas numa fração inteira da separação 

em frequência entre níveis vibracionais adjacentes de átomos de césio confinados em uma rede 

óptica 1-D [37].  

Os processos de transições multifotônicas Raman, conhecidos como ressonâncias sub-

harmônicas, foram observadas pela primeira vez por Trebino e Rahn usando os níveis 

fundamentais hiperfinos de átomos de sódio [36]. Vale ressaltar, que ressonâncias sub-

harmônicas já foram observadas em átomos confinados em uma rede óptica tridimensional (3-

D), tanto no espectro de FWM [20] quanto no espectro de transmissão do feixe sonda [38].  

Além da observação das ressonâncias sub-harmônicas, em [37] mostramos experimentalmente 

que as interações de altas ordens produzidas, podem ser armazenadas na coerência induzida 

entre os diferentes estados vibracionais quantizados e recuperadas após um certo tempo de 

armazenamento. Assim estendemos o conceito descrito em [29,30], para uma memória óptica 

não linear baseado agora na quantização dos graus de liberdade externos dos átomos. 

Por outro lado, um dos desafios no estudo das memórias ópticas é conseguir os maiores tempos 

de armazenamento possíveis, segundo o mecanismo usado. Como foi mostrado em [15, 18, 37] 

o tempo de armazenamento de memorias baseadas nos graus de liberdade externo dos átomos 

é basicamente limitado pelo movimento térmico. Uma possibilidade para lidarmos com este 

problema é amplificar a informação armazenada e desta forma tê-la accessível por um tempo 

maior do que a evolução livre dos átomos permite. Para isto é necessário encontrar um 

mecanismo para o qual o processo não linear gerado possua uma grande eficiência, seja capaz 

de gerar altos valores de ganho no feixe de prova e preserve a informação armazenada. 

Em processos onde são implementadas oscilações ópticas paramétricas sem cavidade (MOPO 

- Mirrorless Optical Parametric Oscillation) baseados em FWM, é possível conseguir altos 

valores de ganho [39]. Especificamente, no caso da FWM com dois feixes de bombeio contra-
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propagantes, os pares de fótons gerados se propagam em direções opostas, proporcionando o 

feedback necessário para a oscilação óptica sem a necessidade de qualquer cavidade externa. 

MOPO baseadas em FWM via EIT foram demonstradas em vapores térmicos de rubídio [40, 

41] e recentemente também em átomos frios de rubídio [42]. Trabalhos anteriores também 

mostraram superradiância sem cavidade [43] e MOPO [44] com base nos graus de liberdade 

externos dos átomos. No entanto, em todos os estudos de MOPO mencionados anteriormente, 

apenas dois modos espaciais são geralmente considerados e acoplados através das equações de 

Maxwell-Bloch. Cabe, entretanto, mencionar que MOPO multimodo, foram demonstradas em 

vapor atômico de sódio [45-47], usando os estados hiperfinos. 

Nesta tese apresentamos, até onde sabemos, a primeira demonstração de múltiplas FWM 

acopladas em uma amostra de átomos frios de césio, explorando os graus de liberdade atômicos 

internos e externos. Em tal processo, observamos valores extremamente altos de ganho 

paramétrico saturado (maiores do que 7000), com largura de banda muito estreita e sem a 

necessidade de intensidades de bombeio muito altas, o que demonstra a alta eficiência do 

processo.  

Assim, o acoplamento de todos os modos gerados permite, sob determinadas condições 

experimentais, que o sistema amplifique a informação armazenada em um feixe de prova. 

Especificamente, mostramos que tal mecanismo pode ser usado para armazenar, recuperar e 

amplificar informação de MAO contida em um feixe de prova. A informação de MAO do feixe 

de prova é transmitida via interação não linear átomo-luz para outros modos gerados no 

processo de MOPO, e também pode ser recuperada e amplificada nestes modos. Isto constitui 

um tipo de memória nunca antes estudado e faz do sistema, de forma geral, altamente promissor 

e extremamente rico em futuras aplicações na óptica e informação quântica. 

De forma geral, podemos dizer que nesta tese se reportam os resultados obtidos na 

implementação de três novos tipos de memórias ópticas não lineares, todas baseadas nos graus 

de liberdade externo dos átomos. Para apresentar tais resultados, a tese se encontra estruturada 

da seguinte forma: 

No capítulo 2 apresentaremos os fundamentos teóricos que facilitam a compreensão dos 

fenómenos experimentais observados. Especificamente apresentaremos de forma geral uma 

visão clássica da óptica não linear via equações de Maxwell, seguida pelo tratamento semi-

clássico da interação átomo-luz através das equações ópticas de Bloch, em particular 

mostraremos como um sistema de três níveis tipo lambda pode ser reduzido a um sistema 
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efetivo de dois níveis (este resultado o usaremos no capítulo 3 para o modelo teórico). Também 

serão apresentadas as forças que atuam sobre um sistema de dois níveis que interage com um 

campo de radiação, em particular daremos atenção à força de dipolo, de suma importância na 

criação da rede óptica. Por último será apresentada brevemente a estrutura de níveis de energia 

internos do átomo de césio. 

No capítulo 3, apresentaremos o primeiro experimento onde se mostra o uso dos estados 

quantizados do movimento do centro de massa de átomos confinados numa rede óptica 1-D 

como mecanismo para armazenar informação óptica. Primeiramente apresentaremos o 

princípio de funcionamento geral de uma armadilha magneto-óptica (MOT – Magneto-Optical 

Trap) e em seguida apresentaremos a configuração experimental usada na experiencia. 

Mostramos também o mecanismo pelo qual são aprisionados os átomos na rede óptica através 

do esfriamento Sisyphus assistido magneticamente. Depois apresentamos os resultados 

experimentais e por último um modelo teórico que descreve qualitativamente a dinâmica do 

processo de leitura da memória. 

No capítulo 4 apresentamos uma extensão da memória baseada nos estados quantizados do 

movimento dos átomos confinados na rede óptica, mas agora usando processos não lineares de 

ordem superior, nos quais são observadas ressonâncias sub-harmônicas envolvendo dois 

estados vibracionais adjacentes. Primeiramente apresentamos o método de resolução angular 

usado para escolher a ordem não linear desejada e sua implementação experimental. 

Seguidamente mostramos e discutimos os resultados experimentais obtidos para cada ordem 

não linear assim como suas particularidades. Também fazemos a comparação entre os três 

processos associados às ordens da susceptibilidade não linear estudadas (𝜒(3), 𝜒(5) e 𝜒(7)). 

No capítulo 5 apresentamos a observação de um ganho gigante observado em um processo 

multimodo de MOPO baseadas em FWM, e mostramos como a alta eficiência deste processo é 

usada para implementar um mecanismo de armazenamento onde a informação óptica é 

amplificada. Inicialmente apresentamos a configuração experimental usada para a observação 

do processo associado ao ganho gigante para depois apresentar e discutir os resultados 

experimentais obtidos durante a caraterização do processo paramétrico. Dedicamos uma seção 

para descrever de forma geral as ressonâncias RIR, já que mostramos resultados que indicam 

fortemente que o processo paramétrico observado tem origem em tais ressonâncias. Por último 

mostramos a implementação do mecanismo de armazenamento, recuperação e amplificação da 

informação de MAO de um feixe de prova. 
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Por fim apresentamos as conclusões gerais da tese e perspectivas para futuras pesquisas 

relacionadas aos resultados aqui apresentados. 
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2 Fundamentos Teóricos 

 

2.1 Introdução ao capítulo 

 

Neste capítulo faremos uma revisão dos conceitos básicos e fundamentos teóricos necessários 

para o entendimento geral da tese.  

Começaremos descrevendo os princípios da óptica não linear desde uma perspectiva totalmente 

clássica, fazendo para isto, uso das equações de Maxwell. Mostrando como, quando um ou mais 

campos são acoplados num meio não linear, surgem efeitos como a geração de harmônicos, 

soma e diferença de frequências, etc. 

Em seguida discutiremos como pode ser estudada a interação coerente entre a luz e a matéria 

num tratamento quase-clássico a partir do formalismo da matriz densidade. Introduziremos 

algumas aproximações fundamentais para isto, como a aproximação de dipolo elétrico, sistema 

efetivo de dois níveis, aproximação da onda girante, entre outras. 

Será analisado como, através da eliminação adiabática do estado excitado, pode ser simplificado 

um sistema de três níveis interagindo com dois campos ópticos a um sistema efetivo de dois 

níveis interagindo com um campo o que será usado posteriormente para o modelo teórico 

desenvolvido no capítulo. 3. 

Será feita neste capítulo também uma descrição da estrutura do átomo de Cs, já que será o 

átomo usado em nosso sistema para os experimentos realizados. Focaremos na linha D2 do 

isótopo 133 do Cs explicando e interpretando sua estrutura energética. 

Por último será explicado o efeito Stark ou “light shift” e como a partir dele surge a força de 

dipolo, a qual é fundamental na criação de redes ópticas. Especificamente focaremos no caso 

unidimensional que será reanalisado no capítulo 4.  
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2.2 Visão clássica da óptica não-linear desde a perspectiva das equações de 

Maxwell 

 

Nos cursos de Eletrodinâmica Clássica usualmente é estudada a polarização gerada num meio 

sujeito à presença de um campo elétrico segundo uma relação linear entre esta e o campo, como 

mostrado na equação (2.1.1): 

𝑃⃗ (𝑡) = 𝜀0𝜒𝐸⃗ (𝑡),                                               (2.1.1) 

sendo 𝑃⃗  a polarização, 𝐸⃗  o campo elétrico incidente, 𝜀0 a permissividade elétrica do vácuo e χ 

a susceptibilidade elétrica do meio. Observe-se que embora não esteja indicado de forma 

explícita na equação (2.1.1), tanto a polarização gerada quanto o campo elétrico incidente são 

também funções da posição. 

Esta aproximação só é válida sob a consideração de que o campo elétrico incidente é fraco o 

suficiente comparado ao campo produzido pelos átomos do meio de forma a não alterar este 

último, e aliás considerando um meio homogêneo, isotrópico, sem perdas e não dispersivo. 

Campos elétricos produzidos por luz laser, usualmente são fortes o suficiente para 

considerarmos a expansão da polarização em ordens mais altas [48]: 

𝑃⃗ (𝑡) = 𝜀0[𝜒
(1)𝐸⃗ (𝑡) + 𝜒(2)𝐸⃗ 2(𝑡) + 𝜒(3)𝐸⃗ 3(𝑡) + ⋯ ] = 𝑃⃗ (1)(𝑡) + 𝑃⃗ (2)(𝑡) +

  𝑃⃗ (3)(𝑡) + ⋯ ,                                                                                                                (2.1.2) 

onde 𝜒(𝑖) e 𝑃⃗ (𝑖) (com 𝑖 > 1) são as diferentes ordens não lineares da susceptibilidade elétrica e 

polarização respectivamente. 

A razão pela qual esta expansão da polarização tem um papel fundamental na explicação de 

fenômenos não lineares envolvendo a interação entre a luz e a matéria, fica clara se analisamos 

a equação de onda para o campo elétrico. Esta equação é deduzida de forma simples a partir 

das equações de Maxwell [49], considerando que não existem cargas ou correntes livres no 

material. Calculando o rotacional na Lei de Faraday-Lenz: 

∇ × ∇ × 𝐷⃗⃗⃗ = ∇ (∇ ∙ 𝐷⃗⃗⃗ ) − ∇2𝐷⃗⃗⃗ = −𝜇0
𝜕

𝜕𝑡
∇ × 𝐻⃗⃗⃗ .                  (2.1.3) 

Usando agora a Lei de Ampere-Maxwell e ∇ ∙ 𝐷⃗⃗⃗ = 0, temos que: 



22 
 

 

∇2𝐸⃗⃗ −
1

𝑐2
𝜕
2

𝜕𝑡2
𝐸⃗⃗ =

1

𝜀0𝑐
2

𝜕
2

𝜕𝑡2
𝑃⃗⃗ .                                  (2.1.4) 

Na equação (2.1.3) foi usado também 𝐷⃗⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃⃗  e 𝜇0 =
1

𝜀0𝑐2
 . É possível observar que o 

termo não homogéneo na equação (2.1.4) serve como “fonte” para gerar o campo elétrico. 

Reescrevendo a equação (2.1.4) convenientemente: 

∇2𝐸⃗⃗ 𝑔(𝑡)−
1

𝑐2
𝜕
2

𝜕𝑡2
𝐸⃗⃗ 𝑔(𝑡) =

1

𝜀0𝑐
2

𝜕
2

𝜕𝑡2
𝑃⃗⃗ 
(𝑖)

,                          (2.1.5) 

onde se entende 𝐸⃗ 𝑔 como o campo gerado devido a uma polarização 𝑃⃗ (𝑖) que foi induzida no 

meio. O supra índice indica a ordem da polarização que foi induzida. Voltando à equação 

(2.1.2), analisemos como exemplo a polarização de segunda ordem na expansão. Para 

simplificar a explicação vamos desconsiderar por enquanto a dependência espacial do campo e 

focar na dependência temporal, já que o objetivo principal é mostrar a geração de campos com 

frequências diferentes aos campos incidentes. 

𝑃(2)(𝑡) = 𝜀0𝜒
(2)𝐸2(𝑡).                                  (2.1.6) 

Consideremos que dois campos 𝐸1 e 𝐸2 estão interagindo com o meio. Então o campo total 

pode ser expresso da seguinte forma: 

𝐸(𝑡) = 𝐸1𝑒
−𝑖𝜔1𝑡 + 𝐸2𝑒

−𝑖𝜔2𝑡 + 𝐶. 𝐶.                                (2.1.7) 

Ao calcular o quadrado do campo total, a expressão (2.1.6) fica:  

𝑃(2)(𝑡) = 𝜀0𝜒
(2)(𝐸1

2𝑒−2𝑖𝜔1𝑡 + 𝐸2
2𝑒−2𝑖𝜔2𝑡 + 2𝐸1𝐸2𝑒

−𝑖(𝜔1+𝜔2
)𝑡 + 2𝐸1𝐸2

∗𝑒
−𝑖(𝜔1−𝜔2

)𝑡 +

𝑐. 𝑐. ) + 2𝜀0𝜒
(2)(𝐸1𝐸1

∗ + 𝐸2𝐸2
∗) .                            (2.1.8) 

Da equação anterior pode-se concluir que são induzidas polarizações, e portanto, gerados 

campos em componentes de frequências diferentes das frequências incidentes. 

𝑃(2)(𝑡) = ∑ 𝑃(𝜔𝑛)𝑛 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡,                               (2.1.9) 

onde 𝜔𝑛 são as diferentes componentes de frequência produzidas pela “mistura” dos campos 

incidentes. Estas dão origem a diferentes fenômenos não lineares. 
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                               𝑃(2𝜔1) = 𝜀0𝜒
(2)𝐸1

2                         (GSH),                                                     

                               𝑃(2𝜔2) = 𝜀0𝜒
(2)𝐸2

2                         (GSH), 

    𝑃(𝜔1 +𝜔2) = 2𝜀0𝜒
(2)𝐸1𝐸2                  (GSF),                            (2.1.10) 

                        𝑃(𝜔1 −𝜔2) = 2𝜀0𝜒
(2)𝐸1𝐸2

∗                   (GDF), 

                       𝑃(0) = 2𝜀0𝜒
(2)(𝐸1𝐸1

∗ + 𝐸2𝐸2
∗)              (RO). 

 

O conjunto de expressões (2.1.10) mostram os efeitos mais simples que são gerados devido a 

interações não lineares entre a luz e a matéria. Conforme mostrado em cada uma das expressões, 

a interação de dois campos com diferentes frequências incidindo num meio que possua uma 

resposta não linear de segunda ordem, dá lugar a efeitos como a geração de segundo harmônico 

(GSH) onde devido à polarização induzida é gerado um novo campo como o dobro da 

frequência de cada um dos campos incidentes; geração de soma de frequência (GSF) onde se 

gera um novo campo com uma frequência igual à soma das frequências de cada campo 

incidente; analogamente à GSF também é gerado um campo com frequência igual à diferença 

de frequências dos campos incidentes (GDF). Por último é gerado um campo constante 

conhecido como campo de retificação óptica (RO), para o caso em que 𝜔1 = 𝜔2. 

É interessante destacar que a geração de efeitos associados com processos não lineares de 

segunda ordem não são observáveis nos materiais mais comuns encontrados na natureza. 

Efeitos como a GSH são só observados em meios que não possuem simetria de inversão 

espacial como por exemplo cristais de nitrato de boro hexagonal [48]. 

Este tratamento anterior é valido também para processos não lineares de terceira ordem e ordens 

superiores, que serão os de maior interesse neste trabalho já que o sistema atômico que será 

estudado possui simetria de inversão espacial. 

  



24 
 

 

2.3 Interação coerente entre os átomos e a luz. Redução de um sistema de três 

níveis tipo lambda a um sistema efetivo de dois níveis 

 

Como é bem conhecido, para o estudo de sistemas atômicos é usado o formalismo da matriz 

densidade (𝜌̂) [48] desde que este pode ser entendido como um ensemble de partículas. O 

conhecimento dos elementos da matriz densidade, permite calcular o valor esperado de uma 

dada grandeza física 𝐴 associada ao sistema em questão, através da equação: 

〈𝐴〉̅̅ ̅̅ = ∑ (𝜌̂𝐴̂)𝑛𝑛𝑛 = 𝑡𝑟(𝜌̂𝐴̂).                                  (2.2.1) 

Como mencionado na seção anterior, a polarização de um meio é responsável por fenómenos 

nos quais são gerados novos campos. Daqui a importância de conhecer a polarização induzida 

no sistema, o que pode ser feito uma vez determinado o momento de dipolo, lembrando que 

estas grandezas estão ligadas pela relação [48]: 

𝑃⃗ = 𝑁〈𝜇 〉,                                                (2.2.2) 

onde 𝑁 é o número de átomos por unidade de volume e 𝜇  o momento de dipolo atômico. 

Para calcular o valor esperado do momento de dipolo, pode ser usada a equação (2.2.1). Uma 

vez que 𝑃⃗  está relacionada com o campo incidente segundo 𝑃⃗ = 𝜀0𝜒𝐸⃗ , conhecendo 𝑃⃗  e 𝐸⃗  

podemos calcular a susceptibilidade 𝜒 e desta forma ter accesso a caraterísticas microscópicas 

do ensemble atômico. Por exemplo, o cálculo de 𝜒 nos permite determinar o coeficiente de 

absorção dado por [48]: 

𝛼 =
2𝜔

𝑐
𝐼𝑚[(1 + 𝜒)1 2⁄ ].                                     (2.2.3) 

Desta forma, fica clara a necessidade do cálculo da matriz densidade para se obter informação 

microscópica do sistema atômico.  

Como qualquer operador quântico, a evolução temporal de 𝜌̂  para um sistema atômico 

qualquer, obedece à equação de Heisenberg: 

𝜌̇̂ = −
𝑖

ℏ
[𝐻̂, 𝜌̂].                                                    (2.2.4) 

Em sistemas atômicos, de forma geral, processos como o decaimento espontâneo, perdas de 

populações e coerências por tempo de voo, assim como efeitos de decoerência gerados devido 
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a colisões entre os átomos, fazem necessária a inclusão de termos responsáveis por efeitos de 

relaxação [50]. 

A inclusão destes termos modifica a equação (2.2.4) da seguinte forma: 

𝜌̇̂ = −
𝑖

ℏ
[𝐻̂, 𝜌̂] + 𝜌̇̂𝑟𝑒𝑙,                                    (2.2.5) 

onde 𝜌̇̂𝑟𝑒𝑙  fica dado por: 

𝜌̇̂𝑟𝑒𝑙 = −
1

2
{Λ̂, 𝜌̂} − 𝐺̂ + 𝐵̂.                                (2.2.6) 

Passemos a analisar em detalhe cada um dos termos que estão incluídos na equação que rege a 

evolução temporal de 𝜌̂. Para isto vamos simplificar nosso sistema atômico usando um sistema 

de três níveis interagindo com um campo elétrico em cada transição, como mostra a figura 1, 

um campo forte (EF) com frequência 𝜔𝐹 e um campo fraco (EP) com frequência 𝜔𝑃. Ambos os 

campos se propagam na mesma direção e sentido. Vamos considerar que cada campo interage 

com uma transição. Isto pode ser conseguido, por exemplo, escolhendo adequadamente as 

polarizações usadas de tal modo que as regras de seleção determinam o acoplamento dos 

campos.  

 

Figura 1- Esquema de dois campos EF e EP interagindo com um sistema atômico de três níveis 

 

Fonte: O autor (2019). Esquema mostrando dois campos de radiação EF e EP com frequências 𝝎𝑭 e 𝝎𝑷 

respectivamente, interagindo com um sistema de três níveis. ∆ é a dessintonia do campo EF respeito da frequência do 

estado excitado, ∆ + 𝜹 é a dessintonia do campo EF. 𝜞, 𝜸 e 𝜸𝟎 são as taxas de decaimento espontâneo, perdas de 

população e ganho de população respectivamente 
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Começando pelo hamiltoniano do sistema, ele está formado por um hamiltoniano livre (o 

hamiltoniano que descreve o sistema em ausência dos campos) e uma parte de interação (Eq. 

2.2.7), a qual descreve a interação entre os átomos e o campo elétrico na aproximação de dipolo 

elétrico.  

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉̂𝐼.                                            (2.2.7) 

Esta aproximação consiste em supor que devido à estrutura do átomo, em nosso caso alcalino 

como veremos na seguinte seção, teremos uma carga positiva e uma carga negativa de igual 

magnitude que, na interação com o campo, ficam separadas por uma determinada distância que 

é muito menor que o comprimento de onda da radiação luminosa com que está interagindo, 

pelo que efetivamente o átomo se comportará como um dipolo na presença de um campo 

elétrico que não varia espacialmente. Para se ter uma ideia da ordem de grandeza, usualmente 

o comprimento de onda dos campos usados na interação com átomos alcalinos são da ordem de 

10-6 m, enquanto o tamanho dos átomos fica em torno de 10-10 m, dessa forma é razoável usar 

a aproximação de dipolo elétrico antes mencionada.  

O operador correspondente à interação fica determinado pela seguinte equação: 

𝑉̂𝐼 = −𝜇 ∙ 𝐸⃗ ,                                            (2.2.8) 

onde 𝐸⃗  é o campo elétrico total que atua sobre o meio atômico e 𝜇  determina o operador de 

momento de dipolo elétrico, o qual por sua vez fica determinado por: 

𝜇 = 𝑒𝑋𝑎𝑏|𝑎⟩⟨𝑏| 𝑒
−𝑖𝜔𝑎𝑏𝑡 ℯ 𝑟 + 𝐶. 𝐶.                                  (2.2.9) 

Em (2.2.9), 𝑒 representa a carga do elétron, 𝜔𝑎𝑏  é a diferença de energia dividido por ℏ entre 

dois estados arbitrários que podem ser conectados, e 𝑋𝑎𝑏 = ⟨𝑎|𝑟̂|𝑏⟩. 

Por outro lado, se escrevemos o campo em sua forma complexa, 

𝐸⃗ = 𝐸⃗ 𝐹  𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡  + 𝐸⃗ 𝑃𝑒

−𝑖𝜔𝑃𝑡 + 𝐶. 𝐶.                            (2.2.10) 

podemos observar que substituindo (2.2.10) na equação (2.2.8) e usando (2.2.9), aparecem 

termos que oscilam em frequências |𝜔𝑎𝑏 ± 𝜔𝐹| e |𝜔𝑎𝑏 ± 𝜔𝑃|. Levando em consideração que 

a diferença das frequências são muito menores do que a soma delas, e que o tempo de resposta 

do detector é muito maior do que o período de oscilação dos campos, então os termos 
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|𝜔𝑎𝑏 + 𝜔𝐹| e |𝜔𝑎𝑏 + 𝜔𝑃| podem ser desprezados. Esta aproximação é conhecida como 

aproximação da onda girante. 

É importante observar que, sob as considerações que estão sendo feitas, o campo EF só conecta 

os estados |1⟩ → |3⟩ e o campo EP só conecta os estados |1⟩ → |2⟩. Isto pode ser aceito, já que 

se fazemos uso das regras de seleção, podemos escolher as polarizações dos campos tais que 

conectem os estados desejados. 

Uma vez esclarecidas estas aproximações, se pode escrever na forma matricial cada um dos 

termos do hamiltoniano em sua forma matricial: 

 

𝐻̂0 = (
0 0 0
0 ℏ𝜔12 0
0 0 ℏ𝜔13

).                                           (2.2.11) 

 

 

𝑉̂𝐼 = (

0 0 ℏΩ13𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡

0 0 ℏΩ23𝑒
−𝑖𝜔𝑃𝑡

ℏΩ31𝑒
𝑖𝜔𝐹𝑡 ℏΩ32𝑒

𝑖𝜔𝑃𝑡 0

).                       (2.2.12) 

 

Como pode ser observado, escolhemos nosso referencial de energia no estado fundamental |1⟩. 

A frequência de Rabi Ω𝑖𝑗, está dada por: 

Ω𝑖𝑗 = Ω𝑗𝑖
∗ = − 

𝑒𝑋𝑖𝑗𝐸𝑙

ℏ
,                                     (2.2.13) 

onde 𝑙 faz referência ao sub-índice F (𝐸𝐹) quando 𝑖𝑗 = 13 ou 𝑖𝑗 = 31, e 𝑙 faz referência ao 

sub-índice P (𝐸𝑃) quando 𝑖𝑗 = 23 ou 𝑖𝑗 = 32. 

Voltando à equação (2.2.6): 𝜌̇̂𝑟𝑒𝑙 = −
1

2
{Λ̂, 𝜌̂} − 𝐺̂ + 𝐵̂, que faz referência aos termos de 

relaxação.  

Λ̂ = (
𝛾 0 0
0 𝛾 0
0 0 Γ + 𝛾

).                                         (2.2.14) 

Este operador representa as perdas de população dos estados e, consequentemente, as 
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perdas de coerência do sistema. Foi considerado que todos os estados perdem população com 

uma taxa 𝛾, que pode ser por exemplo a taxa de perda de população por tempo de voo, isto é, 

a perda de população em cada estado devido a que os átomos saem da região de interação com 

o campo. 𝛤 representa a perda de população do estado excitado devido ao decaimento 

espontâneo, onde consideramos que a taxa de decaimento por emissão espontânea para cada 

um dos estados fundamentais é a mesma. 

𝐺̂ representa as perdas de coerência entre os estados fundamentais sem estar relacionada com 

perdas de população. Um exemplo deste tipo de perda de coerência é o provocado por colisões, 

as quais não afetam as populações [51]. Este operador pode ser escrito como: 

 

Ĝ = (

0 𝛾𝑔𝜌12 0

𝛾𝑔𝜌21 0 0

0 0 0

).                                       (2.2.15) 

 

Por último, 𝐵̂ representa o ganho de população em cada estado. Neste processo, além do ganho 

de população dos estados fundamentais devido ao decaimento espontâneo do estado excitado, 

devemos incluir o ganho de população dos estados fundamentais devido à entrada de átomos 

na região de interação.  

 

𝐵̂ = (

Γ

2
𝜌33 + 𝛾𝜌11

0 0 0

0
Γ

2
𝜌33 + 𝛾𝜌22

0 0

0 0 0

).                              (2.2.16) 

 

É possível destacar que não são incluídos ganhos de população no estado excitado, já que os 

átomos que se encontram fora da região de interação com os feixes devem estar todos no estado 

fundamental. 

Desenvolvendo a equação (2.2.5) chegamos ao seguinte sistema de equações diferenciais 

acopladas: 
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𝜌̇11 = −𝑖Ω13ρ31𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡 +  𝑖Ω31ρ13𝑒

𝑖𝜔𝐹𝑡 −  𝛾(ρ11 − 𝜌11
0 ) + 

Γ

2
ρ33 , 

𝜌̇22 = −𝑖Ω23ρ32𝑒
−𝑖𝜔𝑃𝑡 +  𝑖Ω32ρ23𝑒

𝑖𝜔𝑃𝑡 −  𝛾(ρ22 − 𝜌22
0 ) + 

Γ

2
ρ33 , 

𝜌̇33 = −𝑖Ω31ρ13𝑒
𝑖𝜔𝐹𝑡 −  𝑖Ω32ρ23𝑒

𝑖𝜔𝑃𝑡 +  𝑖Ω23ρ32𝑒
−𝑖𝜔𝑃𝑡 +  𝑖Ω13ρ31𝑒

−𝑖𝜔𝑃𝑡 −  

(Γ +  𝛾)ρ33 ,                                                                                                                           (2.2.17)    

𝜌̇12 = −𝑖Ω13ρ32𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡 +  𝑖Ω32ρ13𝑒

𝑖𝜔𝑃𝑡 + (−𝑖𝜔12 − 𝛾 − 𝛾𝑔)ρ12 , 

𝜌̇13 = −𝑖(ρ33 − ρ11)Ω13𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡 +  𝑖Ω23ρ12𝑒

−𝑖𝜔𝑃𝑡 + (−𝑖𝜔13 − 𝛾 −
Γ

2
) ρ13 , 

𝜌̇23 = −𝑖(ρ33 − ρ22)Ω23𝑒
−𝑖𝜔𝑃𝑡 +  𝑖Ω13ρ21𝑒

−𝑖𝜔𝐹𝑡 + (−𝑖𝜔23 − 𝛾 −
Γ

2
) ρ23.  

 

As equações (2.2.17) juntamente às relações ρ𝑗𝑖 = ρ𝑖𝑗
∗ , com 𝑖 ≠ 𝑗 formam um conjunto de 9 

equações chamadas equações de Bloch ópticas. Logicamente, estas 9 equações são para um 

sistema de três níveis, para um sistema de 𝑛 níveis, tem-se 𝑛2 equações diferenciais. Os termos 

diagonais representam as populações dos estados e os termos não diagonais as coerências entre 

dois estados determinados. 

Vamos considerar agora que a dependência temporal dos elementos não diagonais da matriz 

densidade pode ser escrita como uma parte que varia rapidamente no tempo e outra parte que 

varia lentamente, isto é: 

 

                                                      𝜌13 = 𝜎13𝑒
−𝑖𝜔𝐹𝑡,  

                                                      𝜌23 = 𝜎23𝑒
−𝑖𝜔𝑃𝑡,                

𝜌12 = 𝜎12𝑒
−𝑖𝛿𝑡          ,                                                 (2.2.18) 

                                                  𝛿 = 𝜔𝐹 − 𝜔𝑃 − 𝜔12,  

                                                       𝜔𝐹 = 𝜔13 − ∆.  
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Substituindo estas relações em cada uma das equações de (2.2.17), os termos exponenciais 

desaparecem e temos um novo sistema de equações para a componente de 𝜌 que varia 

lentamente no tempo. 

 𝜎̇11 = −𝑖Ω13σ31 +  𝑖Ω31σ13 −  𝛾(σ11 − 𝜎11
0 ) + 

Γ

2
σ33,  

𝜎̇22 = −𝑖Ω23σ32 +  𝑖Ω32σ23 −  𝛾(σ22 − 𝜎22
0 ) + 

Γ

2
σ33,  

𝜎̇33 = −𝑖Ω31σ13 −  𝑖Ω32σ23 +  𝑖Ω23σ32 +  𝑖Ω13σ31 − (Γ +  𝛾)ρ33,                           (2.2.19)                                                                                      

𝜎̇12 = −𝑖Ω13σ32 +  𝑖Ω32σ13 + (−𝑖𝜔12 + 𝑖𝛿 − 𝛾 − 𝛾𝑔)σ12,  

𝜎̇13 = −𝑖(σ33 − σ11)Ω13 +  𝑖Ω23σ12 + (−𝑖∆ − 𝛾 −
Γ

2
) σ13,  

𝜎̇23 = −𝑖(σ33 − σ22)Ω23 +  𝑖Ω13σ21 + (−𝑖∆ − 𝑖𝛿 − 𝛾 −
Γ

2
) σ23,  

 

onde as dissintonias 𝛿 e ∆ definidos em (2.2.18) podem ser visualizados na figura 1. 

O sistema de equações (2.2.19), que o sistema de três níveis interagindo com dois campos 

ópticos pode ser reduzido a um sistema de dois níveis interagindo com um campo efetivo. Esta 

aproximação é conhecida como aproximação adiabática. 

Para fazer a aproximação mencionada no parágrafo anterior, primeiro iremos eliminar 

adiabáticamente o estado excitado. Isto pode ser feito desde que a dissintonia ∆ dos campos 

respeito ao estado excitado seja maior do que a taxa de decaimento espontâneo deste (∆≫ Γ). 

Satisfazendo estas condições, pode-se considerar que efetivamente a população do estado |3⟩ é 

zero em qualquer instante. Aliás, desde que o estado excitado não seja populado em nenhum 

momento, pode-se considerar que as coerências relacionadas com este estado (σ13 𝑒 σ23) não 

irão mudar no tempo. Matematicamente: 

 

                                                                 σ33 = 0,  

σ̇13 = 0,                                                            (2.2.20) 

                                                                 σ̇23 = 0.  
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Usando estas condições nas equações 2.2.19, têm-se que: 

                             𝜎̇11 = −𝑖Ω13σ31 +  𝑖Ω31σ13 −  𝛾(σ11 − 𝜎11
0 ),  

                             𝜎̇22 = −𝑖Ω23σ32 +  𝑖Ω32σ23 −  𝛾(σ22 − 𝜎22
0 ), 

0 = −𝑖Ω31σ13 −  𝑖Ω32σ23 +  𝑖Ω23σ32 +  𝑖Ω13σ31,                               (2.2.21)    

                     𝜎̇12 = −𝑖Ω13σ32 +  𝑖Ω32σ13 + (−𝑖𝜔12 + 𝑖𝛿 − 𝛾 − 𝛾𝑔)σ12,  

                                 0 = 𝑖σ11Ω13 +  𝑖Ω23σ12 + (−𝑖∆ − 𝛾 −
Γ

2
) σ13,  

                          0 = 𝑖σ22Ω23 +  𝑖Ω13σ21 + (−𝑖∆ − 𝑖𝛿 − 𝛾 −
Γ

2
) σ23.  

 

Das últimas duas equações em (2.2.21) pode-se determinar: 

σ13  =
𝑖σ11Ω13+ 𝑖Ω23σ12

𝑖∆+𝛾+
Γ
2

,                                           (2.2.22) 

σ23 =
𝑖σ22Ω23+ 𝑖Ω13σ21

𝑖(∆+𝛿)+𝛾+
Γ
2

.                                           (2.2.23) 

Substituindo (2.2.22) e (2.2.23) nas quatro primeiras equações de (2.2.21), e simplificando 

equação que fica para 𝜎̇12: 

𝜎̇12 = −
σ22Ω32Ω13+|Ω13|

2σ12

−𝑖(∆+𝛿)+𝛾+
Γ

2

− 
σ11Ω32Ω13+ |Ω23|

2σ12

𝑖∆+𝛾+
Γ

2

+ (−𝑖𝜔12 + 𝑖𝛿 − 𝛾 − 𝛾𝑔)σ12.        (2.2.24) 

 

Vamos considerar que pelo fato de que ∆≫ Γ e ∆≫ δ, podemos considerar iguais os 

denominadores na expressão anterior, assim: 

                          𝜎̇12 = −𝑖
Ω32Ω13

∆
σ22 +  𝑖

Ω32Ω13

∆
σ11 + (

|Ω13|
2

𝑖∆
−
 |Ω23|

2

𝑖∆
) σ12 +  

+(−𝑖𝜔12 + 𝑖𝛿 − 𝛾 − 𝛾𝑔)σ12.                                       (2.2.25) 

E finalmente, reorganizando e considerando Ω𝑅 =
Ω32Ω13

∆
, que terá o papel de uma frequência 

de Rabi efetiva, como ficará claro mais adiante: 

          𝜎̇12 = 𝑖Ω𝑅(σ11 − σ22) + [𝑖(𝛿 − 𝜔12) − 𝛾 − 𝛾𝑔 +
𝑖

∆
( |Ω13|

2 − |Ω23|
2)] σ12.       (2.2.26) 
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Para as populações temos que: 

𝜎̇11 = −𝑖Ω𝑅σ21 + 𝑖 Ω𝑅
∗σ12 −  𝛾(σ11 − 𝜎11

0 ).                            (2.2.27) 

𝜎̇22 = −𝑖Ω𝑅
∗σ12 + 𝑖 Ω𝑅σ21 −  𝛾(σ22 − 𝜎22

0 ).                           (2.2.28) 

Pode-se considerar que o termo  
𝑖

∆
( |Ω13|

2 − |Ω23|
2) que aparece na equação (2.2.26), 

comparado com os outros termos dentro do colchete é muito pequeno. Fazendo esta 

consideração e chamando 𝛿𝑅 = 𝛿 − 𝜔12 em (2.2.26), esta equação com (2.2.27) e (2.2.28) 

formam um conjunto de equações que descrevem um sistema efetivo de dois níveis interagindo 

com um campo efetivo representado por Ω𝑅. 

 

                                     𝜎̇11 = −𝑖Ω𝑅σ21 + 𝑖 Ω𝑅
∗σ12 −  𝛾(σ11 − 𝜎11

0 ),  

𝜎̇22 = −𝑖Ω𝑅
∗σ12 + 𝑖 Ω𝑅σ21 −  𝛾(σ22 − 𝜎22

0 ),                           (2.2.29) 

                                     𝜎̇12 = 𝑖Ω𝑅(σ11 − σ22) + [𝑖𝛿𝑅 − 𝛾 − 𝛾𝑔]σ12.  

 

Observe-se que conforme foi mencionado anteriormente o sistema inicial de três níveis 

interagindo com dois campos, foi simplificado a um sistema de dois níveis interagindo com um 

campo com frequência de Rabi Ω𝑅, o qual possui agora solução exata que analisaremos em 

detalhes no próximo capítulo. Uma observação interessante é que neste novo sistema, não existe 

decaimento espontâneo do nível excitado para o fundamental (assim como também não existe 

no sistema original decaimento entre os níveis |1⟩ e |2⟩). 

 

2.4 Força sobre um sistema de dois níveis 

 

A interação entre os átomos e a luz pode não somente alterar os níveis de energia internos dos 

átomos, mas também deslocar seu centro de massa. Isto é, a luz pode exercer uma força sobre 

o átomo.  
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O hamiltoniano descrevendo os graus de liberdade internos e externos de um átomo interagindo 

com um campo de radiação 𝐸⃗ (𝑟 , 𝑡) está dada por: 

𝐻̂ =
𝑝2

2𝑚
+ 𝐻̂𝐴 − 𝜇̂ ∙ 𝐸⃗ (𝑟̂, 𝑡),                                           (2.3.1) 

onde 𝑚, 𝑝̂ e 𝑟̂ são a massa total, o momento linear e a posição do átomo respectivamente, 𝐻̂𝐴 é 

o hamiltoniano associado aos graus de liberdade interno do átomo. 

Para descrever os valores esperados das grandezas associadas com os graus de liberdade 

externos, usamos o quadro de Heisemberg: 

 𝑟̇̂ =
1

𝑖ℏ
[𝑟̂, 𝐻̂] =

1

𝑖ℏ
[𝑟̂,

𝑝2

2𝑚
] =

𝑝

𝑚
,                                         (2.3.2) 

𝑝̇̂ =
1

𝑖ℏ
[𝑝̂, 𝐻̂] = −

1

𝑖ℏ
[𝑝̂, 𝜇̂ ∙ 𝐸⃗ (𝑟̂, 𝑡)].                                    (2.3.2) 

Levando em consideração que: 

[𝑝̂, 𝑓(𝑟̂)] = −𝑖ℏ∇𝑓(𝑟̂),                                              (2.3.3) 

a equação (2.3.2) pode ser escrita como: 

𝑝̇̂ = ∑ 𝜇𝑗𝑗=𝑥,𝑦,𝑧 ∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡) = 𝑚𝑟̈̂.                                      (2.3.4) 

Tomando o valor esperado de (2.3.4) sobre a função de onda atômica: 

𝑚〈𝑟̈̂〉 = ∑ 〈𝜇𝑗∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡)〉𝑗=𝑥,𝑦,𝑧 = 𝑚𝑟 𝑐
̈ ,                                   (2.3.5) 

onde 〈𝑟̂〉 = 𝑟 𝑐 é a posição do centro do pacote de onda atômico. 

Considerando o limite em que o comprimento de onda de De Broglie do átomo é muito menor 

que o comprimento de onda da radiação (𝜆𝐷𝐵 = ℎ/𝑝 ≪  𝜆), temos: 

〈𝜇𝑗∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡)〉 = ∫Ψ
∗(𝑟̂, 𝑡)𝜇𝑗∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡)Ψ(𝑟̂, 𝑡)𝑑

3𝑟.                      (2.3.6) 

Com |Ψ(𝑟̂, 𝑡)|2 diferente de zero apenas em torno da região cuja dimensão é muito menor que 

as distâncias nas quais 𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡) e ∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡) variam apreciavelmente. Isto implica que podemos 

efetivamente considerar que ∇𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡) é praticamente constante na região centrada em torno de 

〈𝑟̂〉 = 𝑟 𝑐. Assim podemos tratar o termo ∇〈𝜇𝑗〉𝐸𝑗(𝑟̂, 𝑡) ≈ ∇(〈𝜇𝑗〉𝐸𝑗(𝑟̂𝑐, 𝑡))|𝑟=𝑟𝑐. 

𝑚〈𝑟̈̂〉 = ∑ 〈𝜇𝑗〉∇𝐸𝑗(𝑟̂𝑐, 𝑡)𝑗=𝑥,𝑦,𝑧 = ℱ⃗ (𝑡),                                 (2.3.7) 
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onde ℱ⃗ (𝑡) é a força que governa o movimento do centro do pacote de ondas (teorema de 

Ehrenfest). 

Para proceder ao cálculo de tal força vamos considerar um átomo localizado na origem (𝑟 = 0) 

na presença de um campo de radiação dado por: 

𝐸⃗ (𝑟 , 𝑡) = ℯ⃗ ℰ0(𝑟 )cos(𝜔𝑡 + 𝜙(𝑟 )).                                    (2.3.8) 

Como podemos escolher sempre que 𝜙(0) = 0, temos que: 

                     ∇𝐸𝑗|𝑟 =0 = ℯ𝑗∇ (ℰ0(𝑟 )cos(𝜔𝑡)cos(𝜙(𝑟 )) − ℰ0(𝑟 )sen(𝜔𝑡)sen(𝜙(𝑟 ))) =

                                              ℯ𝑗(cos(𝜔𝑡)∇ℰ0(𝑟 ) − sen(𝜔𝑡)ℰ0(𝑟 )∇𝜙(𝑟 )),                              (2.3.9) 

onde ∇ℰ0(𝑟 ) e ∇𝜙(𝑟 ) são calculados em 𝑟 = 0. 

Para um sistema de dois níveis o valor médio da componente 𝑗 do momento de dipolo está dado 

por: 

𝜇𝑗 = −𝑒(𝑑12)𝑗[𝑢𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) − 𝑣𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)],                             (2.3.10) 

onde 𝑑12 = 〈𝜓1|𝑟̂ ∙ ℯ̂𝑟𝑎𝑑|𝜓2〉, 𝑢 e 𝑣 são os valores estacionários de 2ℝ𝕖(𝜎12) e 2𝕀𝕞(𝜎12) 

respectivamente para um sistema de dois níveis, sendo eles as duas primeiras componentes do 

vetor de Bloch [50]. Combinando as equações (2.3.7), (2.3.9) e (2.3.10) e efetuando uma média 

temporal sobre o período óptico, se obtêm a força média que atua sobre o átomo: 

                 ℱ⃗ (𝑡) = ∑ (−𝑒)(𝑑12)𝑗[𝑢𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) − 𝑣𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)] ℯ𝑗(cos(𝜔𝑡)∇ℰ0(𝑟 ) −𝑗=𝑥,𝑦,𝑧

                                                                  sen(𝜔𝑡)ℰ0(𝑟 )∇𝜙(𝑟 )),                                                         (2.3.11) 

e usando que as medias temporais 𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑠𝑒𝑛2(𝜔𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

2
 e 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0, a 

equação acima pode ser simplificada: 

ℱ⃗ (𝑡) = −
1

2
(ℯ⃗ ∙ 𝜇 12)[𝑢∇ℰ0(𝑟 ) + 𝑣ℰ0(𝑟 )∇𝜙(𝑟 )].                     (2.3.12) 

Na equação anterior se identificam dois tipos de força. Uma componente chamada reativa, 

proporcional ao gradiente da amplitude e à componente em fase do dipolo atômico. E uma 

componente chamada dissipativa, proporcional ao gradiente da fase e à componente em 

quadratura do dipolo. 

ℱ⃗ 𝑅𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 = −
1

2
(ℯ⃗ ∙ 𝜇 12)𝑢∇ℰ0(𝑟 ),                                 (2.3.13) 
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ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝. = −
1

2
(ℯ⃗ ∙ 𝜇 12)𝑣ℰ0(𝑟 )∇𝜙(𝑟 ),                            (2.3.14) 

Podemos escrever estas em termos da frequência de Rabi. 

ℱ⃗ 𝑅𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 = −
ℏ

2
𝑢∇Ω,                                               (2.3.15) 

ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝. = −
ℏ

2
Ω𝑣∇𝜙(𝑟 ),                                          (2.3.16) 

 

A força dissipativa, que dá lugar à conhecida como pressão de radiação pode ser analisada 

considerando o caso mais simples de um campo de radiação possuindo um gradiente de fase, 

isto é, um campo de onda plana. 

𝐸⃗ (𝑟 , 𝑡) = ℯ⃗ ℰ0(𝑟 )cos(𝜔𝑡 − 𝑘⃗ ∙ 𝑟 ).                              (2.3.17) 

De onde: 

∇𝜙(𝑟 ) = −𝑘⃗ ,                                                  (2.3.18) 

e podemos escrever a força dissipativa como: 

ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝. =
1

2
Ω𝑣ℏ𝑘⃗ ,                                               (2.3.19) 

onde podemos usar de [50], a solução estacionaria para a componente 𝑣 de modo que: 

𝑣 =
Γ

2

Ω

𝛿2+
Ω2

2
+
Γ2

4

.                                                 (2.3.20) 

Chegando a: 

ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝. =
Γ

4

Ω2

𝛿2+
Ω2

2
+
Γ2

4

ℏ𝑘⃗ ,                                         (2.3.21) 

 

e se usamos que a solução estacionaria para 𝜌22 em um sistema de dois níveis é dada por [50]: 

𝜌22 =
Ω2

4

δ2+
Ω2

2
+
Γ2

4

,                                                (2.3.22) 

obtemos: 

ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝. = 𝛤𝜌22ℏ𝑘⃗ .                                              (2.3.23) 
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Aqui podemos ver que a força dissipativa apresenta um termo 𝛤𝜌22 associado à taxa de emissão 

espontânea e o termo ℏ𝑘⃗  que é o momento do fóton absorvido. Este tipo de força é usado para 

o resfriamento de átomos uma vez que absorvendo um fóton em uma direção dada, a 

probabilidade de emitir espontaneamente na mesma direção do fóton absorvido praticamente é 

nula, assim o átomo ganha momento na direção do fóton absorvido. Em particular este tipo de 

força será usado no próximo capítulo para a implementação da armadilha magneto-óptica que 

se usará no experimento. 

Por outro lado, a força reativa ℱ⃗ 𝑅𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 existe apenas quando a amplitude do campo depende 

da posição e é portanto, nula para uma onda plana. Esta força que depende da componente do 

dipolo, 𝑢, em fase com o campo, apenas envolve troca de energia entre o átomo e o campo. 

Neste processo, o átomo é apenas o mediador na redistribuição de energia (fótons) entre as 

ondas incidentes. 

Para este caso usaremos a solução estacionaria para 𝑢: 

𝑢 =
𝛿Ω

𝛿2+
Ω2

2
+
Γ2

4

.                                                    (2.3.24) 

Substituindo esta equação em (2.3.15) obtemos: 

ℱ⃗ 𝑅𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 = −
ℏ𝛿

2

Ω∇Ω

𝛿2+
Ω2

2
+
Γ2

4

= −
ℏ𝛿

4

∇Ω2

𝛿2+
Ω2

2
+
Γ2

4

.                             (2.3.25) 

É importante notar que a direção desta força depende da dessintonia com a transição 𝛿. Para 

𝛿 < 0 a força está direcionada para a região de máxima intensidade, enquanto se 𝛿 > 0 ela 

aponta para fora desta região. 

Podemos ainda notar que a força reativa deriva de um potencial da forma que segue: 

ℱ⃗ 𝑅𝑒𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 = −∇𝑈.                                                 (2.3.26) 

Onde o potencial está dado por: 

𝑈 =
ℏ𝛿

2
ln (1 +

Ω2

2

𝛿2+
Γ2

4

).                                          (2.3.27) 

Na maioria das situações experimentais em que tal força é usada, se cumpre a condição de que 

𝛿 ≫  Γ, Ω, de modo que o segundo termo no argumento do logaritmo em (2.3.27) é muito menor 
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do que 1. Assim, expandindo ln(1 + 𝑥) em torno a 𝑥 = 0, e substituindo na equação anterior, 

obtemos: 

𝑈 ≈
ℏΩ2

4𝛿
,                                                       (2.3.27) 

cujo significado físico está relacionado com o deslocamento da energia do estado fundamental 

do átomo devido à interação com o campo de radiação. Este efeito da mudança de energia do 

estado fundamental do átomo se conhece como deslocamento luminoso e novamente depende 

do sinal da dessintonia. 

Notemos que este tipo de força reativa, ou força de dipolo (como também é chamada), não pode 

ser usada, por si só, para resfriar átomos. O motivo de isto é que é uma força conservativa, 

diferentemente de ℱ⃗ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝.. Porém, esta força combinada a outros efeitos dissipativos podem 

levar a mecanismos de esfriamento extremamente eficientes [52, 53]. Uma aplicação direta 

desta força de dipolo são as pinças ópticas, amplamente usadas em áreas de física médica, 

biologia e ciências da saúde em geral. 

 

2.5 Deslocamento luminoso num sistema de dois níveis 

 

Uma outra forma de deduzir o deslocamento luminoso, é simplesmente considerando um 

sistema de dois níveis e resolvendo a equação de Schrödinger do sistema.  

Quando um campo de radiação interage com um sistema de átomos, não acontecem apenas 

mudanças nas populações e coerências, mas também acontece uma mudança nos estados de 

energia dos átomos. 

Para analisar da forma mais simples possível o problema, vamos supor um átomo de dois níveis 

interagindo com um campo dessintonizado da transição como indica a figura 2. 
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Figura 2- Sistema atômico de dois níveis interagindo com um único campo eletromagnético 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Esquema mostrando um sistema de dois níveis interagindo com um campo de 

radiação dessintonizado uma frequência 𝜹 do estado excitado 

 

Partindo da equação de Schrödinger para este sistema temos: 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝛹⟩ = 𝐻̂|𝛹⟩,                                                    (2.4.1) 

sendo: 

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝐻̂𝐼,                                                       (2.4.2) 

|𝛹⟩ = 𝐶1|1⟩𝑒
−
𝑖

ℏ
𝑈1𝑡 + 𝐶2|2⟩𝑒

−
𝑖

ℏ
𝑈2𝑡,                                      (2.4.3) 

onde nas equações (2.4.2) e (2.4.3), 𝐻̂0 e  𝐻̂𝐼 são respectivamente o hamiltoniano livre e o 

hamiltoniano de interação na aproximação de dipolo elétrico; 𝐶1 e 𝐶2 são as amplitudes de 

probabilidade de o sistema se encontrar no estado |1⟩ ou |2⟩ num determinado instante; 𝑈1 e 

𝑈2 são as energias correspondentes a cada um dos estados. 

Substituindo (2.4.3) e (2.4.1), e multiplicando pela esquerda por ⟨1| e ⟨2|,  obtemos o seguinte 

sistema de duas equações diferenciais acopladas para 𝐶1 e 𝐶2: 

 

                                                       𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝐶1 = 𝐶2 𝑒

𝑖𝛿𝑡 
𝛺

2
 , 

                                                       𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝐶2 = 𝐶1𝑒

−𝑖𝛿𝑡 𝛺

2
 . 

(2.4.4) 
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Fazendo uma mudança de variáveis conveniente, se pode eliminar a dependência explícita do 

tempo na equação (2.4.4).  

                                                                 𝐶̃1 = 𝐶1𝑒
−
𝑖𝛿𝑡

2  , 

                                                                 𝐶̃2 = 𝐶2𝑒
𝑖𝛿𝑡

2  . 

Substituindo no sistema (2.4.4), se obtém um sistema de equações para 𝐶̃1 e 𝐶̃2 equivalente ao 

anterior que descreve também um sistema de dois níveis interagindo com um campo, só que 

agora a separação em frequência entre os níveis passa a ser 𝛿 em lugar 𝜔12. 

                                                       𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝐶̃1 =

1

2
(𝛿𝐶̃1 + 𝛺𝐶̃2),  

                                                       𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝐶̃2 =

1

2
(𝛺𝐶̃1 − 𝛿𝐶̃2).  

 

Uma forma de interpretar este sistema equivalente é pensar no quadro dos “átomos vestidos” 

proposto por Cohen [54, 55]. Nesta interpretação nosso sistema equivalente corresponderia ao 

estado fundamental |1; 1⟩, onde está sendo indicado que o estado |1⟩ do sistema original está 

“vestido” com o um fóton do campo; o estado excitado seria então o estado |2⟩ do sistema 

original mais zero fótons do campo: |2; 0⟩ (ver figura 3). 

Fica mais claro visualizar a interpretação das equações (2.4.5) escritas na sua forma matricial 

onde pode-se observar que as energias não perturbadas do sistema equivalente são ℏ
𝛿

2
 e −ℏ

𝛿

2
.  

𝑖
𝑑

𝑑𝑡
(

𝐶̃1

𝐶2

) = (

𝛿

2

𝛺

2
𝛺

2
−
𝛿

2

) (

𝐶̃1

𝐶2

).                               (2.4.6) 

Para resolver o sistema vamos propor uma solução do tipo: 

(
𝐶1

𝐶2
) = (

𝑎

𝑏
) 𝑒−𝑖𝜆𝑡.                                    (2.4.7) 

 

Logo as soluções são: 

(2.4.4.a) 

(2.4.5) 
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𝜆 = ±
1

2
√𝛺2 + 𝛿2 .                                      (2.4.8) 

Observe-se que uma vez que 𝛺 = 0, ou seja, não há campo aplicado, as energias continuam 

sendo as mesmas do problema não perturbado ℏ
𝛿

2
 e −ℏ

𝛿

2
, como deve ser. Porém quando se 

considera um campo aplicado existe uma correção na energia dos níveis do sistema. Este efeito 

é chamado Efeito Stark a.c. ou deslocamento luminoso. 

Normalmente a observação do deslocamento luminoso é apreciável apenas para grandes 

dessintonias onde os efeitos de absorção são desprezíveis. Então uma vez que se cumpre que  

|𝛿| ≫ Ω, então podemos expandir (2.4.8), ficando as energias dos estados do sistema: 

𝜆 ≈ ±(
𝛿

2
+

Ω2

4𝛿
).                                                  (2.4.9) 

É importante observar que o deslocamento produzido nos níveis do sistema depende do sinal 

de 𝛿, pudendo ser positivo ou negativo. Na figura 3 se mostra um esquema simplificado com o 

deslocamento luminoso correspondente a 𝛿 < 0. 

 

Figura 3. Esquema representativo do deslocamento dos níveis de energia produzido pela interação da radiação com o 

sistema atômico 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Esquema mostrando o deslocamento luminoso produzido pela interação de um átomo 

de dois níveis com um campo de radiação. O estado |𝟏; 𝟏⟩ na interpretação do átomo vestido representa o nível 

atômico |𝟏⟩ mais um fóton do campo. O estado |𝟐; 𝟎⟩ representa o nível atômico |𝟐⟩ mais zero fótons do campo 

 

Voltando para nosso sistema original, podemos concluir então que ao átomo interagir com um 

campo elétrico com uma dissintonia pronunciada seus níveis de energia são deslocados, e no 
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caso de sua frequência estar abaixo da ressonância, o nível fundamental passará a ter uma 

energia menor que a energia não perturbada. 

Se supusermos que o campo elétrico que foi aplicado não só varia no tempo, mas também possui 

uma modulação espacial; então a energia do nível fundamental de um átomo que se desloca 

pelo espaço onde o campo está modulado também mudará segundo a intensidade que possua o 

campo em cada ponto (figura 4). Isto é, existirá um gradiente de energia para o nível 

fundamental do átomo que será o responsável por átomo experimentar a força de dipolo. Esta 

força pode ser deduzida calculando o gradiente da energia do estado fundamental modulada 

espacialmente pelo campo elétrico. Por simplicidade vamos considerar que o campo está 

modulado ao longo da direção z, isto pode ser conseguido, por exemplo, fazendo interferir dois 

campos contra-propagantes. 

𝐹𝑍 = −
ℏ𝛿

2

𝛺

𝛿2+𝛺
2
2⁄ +𝛤

2
4⁄

𝜕𝛺

𝜕𝑧
,                                           (2.4.10)  

E conforme foi mencionado anteriormente, os efeitos são mais apreciáveis quando o campo 

está muito for a da ressonância. De forma que podemos supor que |𝛿| ≫ Γ: 

𝐹𝑍 ≈ −
𝜕

𝜕𝑧
(
ℏ𝛺2

4𝛿
).                                                  (2.4.11) 

Esta força atua sobre os átomos fazendo que eles tendam a se localizar nas regiões de maior 

intensidade do campo, onde a energia é menor. Os átomos que se deslocam ao longo da direção 

z com uma energia cinética menor que a altura do potencial óptico que foi criado, não poderão 

vencer o potencial e ficarão aprisionados nestas regiões de mínima energia ao longo da direção 

z, (figura 4). Nas outras duas direções o átomo é livre para se mover já que não existe força de 

dipolo. 
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Figura 4- Representação da rede óptica unidimensional 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Se mostra, em vermelho, o deslocamento da energia do estado fundamental dos 

átomos em uma rede óptica unidimensional ao longo de z. Em preto se mostra intensidade efetiva na rede óptica 

 

Quando a configuração dos campos é tal que são modulados nas três dimensões, os átomos com 

energia cinética suficientemente baixa comparada com o potencial criado (agora nas três 

direções), também ficarão aprisionados nas regiões de menor energia. 

Este sistema é conhecido como rede óptica, devido à possibilidade de criar arranjos de átomos 

de acordo com a modulação espacial do campo implementada. No caso descrito anteriormente 

onde a modulação acontece apenas na direção z, se diz que se forma uma rede óptica 

unidimensional.  

 

2.6 Estrutura atômica do átomo de Cs 

 

O isótopo estável do átomo de césio 133𝐶𝑠55 mostra, em sua estrutura eletrônica, que no estado 

fundamental possui um elétron desemparelhado, especificamente na subcamada 6𝑆, as outras 

camadas permanecem completamente preenchidas, isto é, possui uma configuração eletrônica 

da forma: 

[𝑋𝑒]6𝑆1.                                                          (2.3.1) 

A expressão (2.3.1) aparece em notação simplificada, onde [𝑋𝑒] representa a estrutura 

eletrônica correspondente ao gás nobre Xenônio. Em notação espectroscópica a letra S 

corresponde ao momento angular orbital com número quântico 𝑙 = 0, e comumente é chamado 
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orbital S. Dessa forma, o elétron desemparelhado ou elétron de valência que se encontra no 

estado fundamental com momento angular orbital 𝑙 = 0, ao ser excitado para a subcamada 6P, 

possuirá momento angular orbital 𝑙 = 1. 

Devido a seu movimento angular orbital, o elétron de valência gera um campo magnético 

associado a este movimento que é proporcional ao momento angular orbital 𝐿⃗ . De forma 

intuitiva, este campo magnético pode ser visualizado se nos situamos no referencial do elétron 

e observamos o núcleo orbitando ao seu redor. Este campo magnético associado ao movimento 

angular orbital interage com o momento magnético intrínseco do elétron, ou “spin” do elétron 

𝑆 , gerando um acoplamento entre eles, conhecido como acoplamento spin-órbita que dá lugar 

à estrutura fina do Cs. 

O hamiltoniano associado à interação spin-órbita é descrito como: 

 𝐻̂𝐿𝑆 = (𝑔𝑆 − 1)
ℏ2

𝑚𝑒
2𝑐2
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑉) 𝑆 ∙ 𝐿⃗ ,                                        (2.3.2) 

onde 𝑔𝑆 é o fator giromagnético, 𝑚𝑒 a massa do elétron e 𝑉 o potencial central. O valor esperado 

do hamiltoniano fornece o valor das energias associadas ao acoplamento 𝑆 ∙ 𝐿⃗ . Separando a 

parte radial da parte angular em (2.3.2), o potencial coulombiano num átomo hidrogenoide 

resulta em: 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑉 =

𝑒2

4𝜋𝜀0

1

𝑟3
.                                       (2.3.3) 

Então as energias ficam dadas por: 

𝐸𝐿𝑆 = (𝑔𝑆 − 1)
ℏ2

𝑚𝑒
2𝑐2

𝑒2

4𝜋𝜀0
〈
1

𝑟3
〉 〈𝑆 ∙ 𝐿⃗ 〉.                              (2.3.4) 

Escolhendo a base apropriada |𝑚, 𝑙, 𝑗,𝑚𝑗⟩ e escrevendo: 

𝑆 ∙ 𝐿⃗ =
1

2
(𝐽 2 − 𝐿⃗ 2 − 𝑆 2),                                       (2.3.5) 

onde 𝐽  = 𝐿⃗ + 𝑆  é o momento angular total do elétron. Uma representação gráfica intuitiva do 

acoplamento de 𝐿⃗  com 𝑆  é mostrado na figura 5.  
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Figura 5- Representação do acoplamento 𝐋  ∙ 𝐒  que dá lugar à estrutura fina do átomo 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Observe-se que na base escolhida fica simples calcular o valor esperado 〈𝑆 ∙ 𝐿⃗ 〉. 

𝐸𝐿𝑆 =
𝛽

2
[𝑗(𝑗 + 1) − 𝑙(𝑙 + 1) − 𝑠(𝑠 + 1)]                                (2.3.6) 

Onde 𝛽 = (𝑔𝑆−1)
ℏ
2

𝑚𝑒
2𝑐2

𝑒2

4𝜋𝜀0

1

𝑛𝑎0𝑙(𝑙+
1
2
)(𝑙+1)

, sendo 𝑛 o número quântico principal e 𝑎0 o rádio 

de Bohr. 

Note-se que o acoplamento spin-órbita produz estados cujas energias são determinadas pelos 

valores de 𝑗, dados por: 

𝑗 = |𝑙 − 𝑠|;  |𝑙 − 𝑠 + 1|;… ; |𝑙 + 𝑠 − 1|; 𝑙 + 𝑠,                          (2.3.7) 

onde cada estado possui degenerescência 2𝑗 + 1. No caso específico do césio, para o estado 

fundamental 6S temos que 𝑙 = 0 e 𝑠 =
1

2
 , pelo que 𝑗 =

1

2
. Quando o átomo é excitado para o 

estado 6P, 𝑗 = {
1

2
;
3

2
}. É possível observar então que o acoplamento spin-órbita dá lugar no Cs 

a  duas possíveis transições, a primeira é a conhecida como linha D1 correspondente à transição 

6𝑆1
2⁄
→ 6𝑃1

2⁄
 e a segunda correspondente à transição  6𝑆1

2⁄
→ 6𝑃3

2⁄
 que se conhece como 

linha D2. 

Por outro lado, de forma similar ao acoplamento 𝐿⃗ ∙ 𝑆 , deve ser analisado também a interação 

do momento angular total 𝐽  com o spin nuclear 𝐼 . 
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Diretamente o hamiltoniano associado a este acoplamento é: 

𝐻̂𝐼𝐽 = 𝐴𝐼 ∙ 𝐽 ,                                                       (2.3.8) 

sendo 𝐴 =
2

3
𝜇0𝑔𝐼𝑔𝑆𝜇𝑁𝜇𝐵|𝜓𝑛𝑠(0)|

2, 𝑔𝐼 é o fator giromagnético do núcleo, 𝜇𝐵 o magneton de 

Bohr, 𝜇𝑁 o magneton nuclear, e |𝜓𝑛𝑠(0)|
2 é a probabilidade de que um elétron S se encontre 

no centro do núcleo atômico. 

Da mesma forma como fizemos com o acoplamento spin-órbita, é possível definir um momento 

angular 𝐹  = 𝐼 + 𝐽  , cujos números quânticos podem tomar valores: 

𝑓 = |𝑗 − 𝑖|; |𝑗 − 𝑖 + 1|; … ; |𝑗 + 𝑖 − 1|; 𝑗 + 𝑖.                             (2.3.9) 

Desta forma, o acoplamento do spin nuclear com o momento angular total do elétron dá lugar 

a uma nova estrutura de níveis, isto é, à estrutura hiperfina. Para o caso do Cs, o spin nuclear 

𝑖 =
7

2
 , no estado fundamental 6𝑆1

2⁄
 𝑓 = {3; 4}; no estado excitado 6𝑃3

2⁄
 então 𝑓′ =

{2; 3; 4; 5}. A estrutura hiperfina da linha D2 do Cs é mostrada na figura 6; a linha D1 não é de 

interesse em nosso experimento pelo que omitimos ela. 

As transições entre níveis com diferentes valores de 𝑓 seguem as regras de seleção usuais, isto 

é: 

Δ𝑓 = 0 ;  ±1.                                                   (2.3.10) 

As transições 𝑓 = 3 ↔  𝑓′ = 2  e  𝑓 = 4 ↔  𝑓′ = 5, são ditas transições fechadas pelo fato 

de uma vez que o átomo foi excitado em qualquer uma delas, só pode decair para o estado de 

partida devido às regras de seleção. 
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Figura 6- Estrutura hiperfina da linha D2 do átomo de Cs 

 

Fonte: Tomada e modificada da referência [56] 

 

Deve ser levado em consideração que cada um dos níveis hiperfinos possui uma 

degenerescência Zeeman com 2𝑓 + 1 subníveis 𝑚𝑓 na ausência de campos magnéticos 

externos. Onde os possíveis 𝑚𝑓 obedecem a: 

𝑚𝑓 = −𝑓; −𝑓 + 1;… ; 𝑓 − 1; 𝑓.                                     (2.3.11) 
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Como exemplo tomemos, por simplicidade, a transição 𝑓 = 3 ↔  𝑓′ = 2. Ao nível  𝑓 = 3 lhe 

correspondem 7 subníveis Zeeman enquanto ao nível 𝑓′ = 2 lhe correspondem 5 subníveis 

(figura 7). As transições entre estes diferentes subníveis Zeeman devem satisfazer a regra de 

seleção ∆𝑚𝑓 = 0 ;  ±1. Campos ópticos que possuem polarizações circulares à direita (𝜎+) 

transferem momento angular ao átomo, induzindo transições ∆𝑚𝑓 = +1 como mostrado na 

figura. Contrariamente, se as polarizações são circulares à esquerda (𝜎−) a transferência de 

momento angular ao átomo induz transições ∆𝑚𝑓 = −1. 

 

Figura 7- Conexão entre subníveis Zeeman da transição hiperfina 𝐟 = 𝟑 ↔ 𝐟′ = 𝟐 interagindo com dois campos de 

radiação com polarização circular 𝐄⃗ 𝟏(𝛔
+) e 𝐄⃗ 𝟐(𝛔

−) 

 

Fonte: Figura tomada da referência [51] - O bombeamento da população para os estados de maior mF se dá devido à 

condição 𝑬⃗⃗ 𝟏(𝝈
+) ≫ 𝑬⃗⃗ 𝟐(𝝈

−) 

 

Como pode ser observado na figura 7, está representada a situação em que dois campos 𝐸⃗ 1(𝜎
+) 

e 𝐸⃗ 2(𝜎
−) estão acoplados com o sistema atômico de forma que a maior parte da população fica 

transferida para os subníveis com maiores 𝑚𝑓. Esta é uma situação em que |𝐸⃗ 1(𝜎
+)| ≫

|𝐸⃗ 2(𝜎
−)| , pelo que a taxa de transferência efetiva de população realizada pelo campo 𝐸⃗ 1 é 

maior que a de 𝐸⃗ 2. 

Para finalizar se mostra na figura 8 um esquema simplificado da estrutura Zeeman da transição 

𝑓 = 4 ↔  𝑓′ = 5 produzida pelo acoplamento com um campo óptico com polarização 𝜎+. Na 

figura pode-se observar como toda a população é bombeada para o subnível 𝑚𝑓 = 4. Isto será 

de especial ajuda para entender a implementação da Armadilha Magneto-Óptica usando o Cs. 
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Figura 8- Conexão entre subníveis Zeeman da transição hiperfina 𝐟 = 𝟒 ↔ 𝐟′ = 𝟑 interagindo com um campo de 

radiação com polarização circular 𝐄⃗ 𝟏(𝛔
+) 

 

Fonte: Figura tomada da referência [51] - O sistema atômico passa a ser um sistema puro de dois níveis 
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3 Memória óptica não-linear usando os estados quantizados do movimento 

atômico 

 

3.1 Introdução ao capítulo 

 

Neste capítulo se fará a descrição do sistema experimental usado para a implementação de um 

novo tipo de memória óptica usando os graus de liberdade externos de átomos de Cs resfriados 

através de uma Armadilha Magneto-Óptica (MOT, abreviatura do inglês Magneto-Optical 

Trap). Também será discutida uma teoria que explica a dinâmica temporal dos resultados 

obtidos. 

Em uma primeira parte, se apresenta de forma breve o princípio de operação de uma MOT, 

dando-se ênfase no papel dos feixes de resfriamento dessintonizados abaixo da ressonância, e 

a combinação das polarizações destes feixes juntamente ao gradiente de campo magnético 

criado através da colocação de duas bobinas em configuração anti-Helmholtz, para o 

aprisionamento dos átomos esfriados. Na continuação se descreve a configuração de feixes 

usados para a realização do experimento. 

Baseado no sistema experimental e nos fundamentos descritos na seção 2.5, é explicado como 

se obtém o resfriamento sub-Doppler dos átomos a temperaturas bem menores que as 

conseguidas pela MOT, de tal forma que o movimento dos átomos fica localizado em torno dos 

mínimos de potencial de uma rede óptica unidimensional usando o conhecido efeito Sisyphus 

assistido magneticamente [52]. A sequência temporal do experimento também é discutida. 

Devido ao papel fundamental desempenhado pelo campo magnético na experiência, é descrito 

como através da técnica de espectroscopia de micro-ondas se procede para cancelar, calibrar e 

controlar o campo magnético usado para a realização do experimento.  

Em seguida, são apresentados e discutidos os diferentes resultados obtidos com o sistema 

experimental, a dependência dos sinais observados com parâmetros como a potência dos feixes 

e o tempo de armazenamento. Por fim, é apresentado um modelo teórico que descreve a forma 

temporal dos sinais recuperados após realizados os processos de escrita e leitura no 

experimento, mostrando claramente a presença de oscilações de Rabi associadas a um campo 

efetivo dado pela combinação dos feixes de leitura. 
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3.2 Sistema experimental 

 

Todas as experiências descritas nesta tese possuem em comum o meio de estudo, um ensemble 

de átomos frios de Cs. Para o esfriamento de tais átomos, foi usada uma MOT típica, a qual 

descreveremos brevemente a seguir.  

Como mostra a figura 9, a MOT é formada por três pares de feixes contra-propagantes e com 

polarizações circulares e opostas em cada uma das três direções (𝑥, 𝑦, 𝑧), responsáveis pelo 

esfriamento dos átomos; e um gradiente de campo magnético criado por bobinas em 

configuração anti-Helmholtz com o objetivo de aprisionar os átomos esfriados numa região 

específica do espaço. 

Cada par de feixes é desintonizado em aproximadamente 12 MHz da transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →

 6𝑃3
2⁄
, 𝐹′ = 5. Isto é feito com o objetivo de que, devido ao efeito Doppler, cada feixe interaja 

com os átomos que possuem uma determinada componente de velocidade contraria à direção 

de propagação do feixe, já que a frequência “percebida” no referencial do átomo está 

determinada pela equação: 

 𝜔′ = 𝜔 ∓ 𝑘⃗ ∙ 𝑣 ,                                                     (3.1.1) 

sendo 𝜔 a frequência do laser, |𝑘⃗ | =
𝜔

𝑐
=

2𝜋

𝜆
 seu vetor de onda e 𝑣  a velocidade do átomo. 

Perceba-se que se a componente analisada da velocidade do átomo está no mesmo sentido da 

propagação do feixe, este fica ainda mais dessintonizado da transição e, portanto, a 

probabilidade de o átomo ser excitado diminui. Ao contrário, se o átomo se movimenta no 

sentido contrário à propagação do feixe, a frequência 𝜔′ fica cada vez mais próxima da 

ressonância, tornando cada vez mais provável a excitação do átomo devido à interação com o 

laser. Por outro lado, uma vez que o átomo é excitado, a probabilidade de decair 

espontaneamente emitindo um fóton na mesma direção e sentido do fóton absorvido é 

praticamente nula, pelo que efetivamente o átomo perde momento (e, portanto, velocidade nesta 

direção). Depois de uma série de interações deste tipo o átomo fica com uma velocidade muito 

próxima de zero nesta direção, e desta forma, devido ao laser estar dessintonizado da 

ressonância, a probabilidade de ser excitado novamente pelo laser é pequena. Esta explicação 

pode ser visualizada na figura 10. 
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Figura 9- Representação esquemática de uma Armadilha Magneto-Óptica 3D 

 

Fonte: Grupo laboratório de átomos frios (DF-UFPE) (2017) - Esquema típico de uma armadilha magneto-óptica 

mostrando os três pares de feixes contra-propagantes e as bobinas que geram o campo magnético 

 

Na figura mencionada, a combinação de processos como os descritos no parágrafo anterior 

acontecendo nas três direções onde estão presentes os feixes, faz com que na região de 

intercepção de tais feixes os átomos fiquem com velocidades próximas de zero. Se fazemos a 

conexão com a teoria cinética, isto significa que a temperatura à que se encontra o ensemble 

atômico é também muito baixa. 

Esta técnica possui um limite de esfriamento, conhecido como limite Doppler. Este limite está 

relacionado a que a taxa de absorção para cada feixe é aproximadamente a mesma para uma 

dada temperatura (velocidade) limite. O limite de temperatura Doppler pode ser obtido, para 

baixas intensidades, considerando o balanço entre o aumento de energia do átomo devido ao 

processo de absorção-emissão espontânea e o decréscimo de sua energia devido à força de 

amortecimento (dissipativa) [50], e pode ser mostrado que: 

𝑇𝐷 =
ℏΓ

2𝑘𝐵
,                                                           (3.1.2) 
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sendo ℏ a constante de Planck reduzida, 𝑘𝐵 a constante de Boltzmann e Γ a taxa de decaimento 

espontâneo da transição. Para o césio, 𝑇𝐷 = 125 𝜇𝐾. 

Figura 10- Representação da interação de um átomo se deslocando com dois feixes co e contra-propagantes 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Interação de um átomo com velocidade 𝒗⃗⃗  com dois feixes: contra e co-propagantes. 

Devido ao efeito Doppler as frequências “percebidas” pelo átomo são diferentes 

 

Entretanto, embora se tenham átomos frios na região de interação com os feixes, estes se 

encontram dispersos e com uma densidade atômica muito baixa, devido a que podem sair da 

região de interação. Para aumentar a densidade de átomos frios é necessário aprisioná-los em 

alguma região específica do espaço, de forma que uma vez esfriados e aprisionados, as perdas 

sejam muito pequenas e, portanto, a densidade atômica seja grande. É aqui onde o gradiente de 

campo magnético mencionado no começo da secção, combinado com as polarizações dos feixes 

tem um papel fundamental. 

Considerando, por simplicidade, só os dois primeiros níveis de um átomo com momento 

angular 𝐹 = 0 no seu estado fundamental e 𝐹 = 1 no seu primeiro estado excitado. Uma vez 

que um campo magnético que varia espacialmente é aplicado, por efeito Zeeman, no estado 

excitado deve acontecer um desdobramento dos níveis de energia em  2𝐹 + 1 níveis como 

indicado na figura 11. Conforme a intensidade do campo magnético aumenta em uma direção 

dada, a diferencia de energia entre estes sub-níveis Zeeman 𝑚𝐹 também aumentará. Escolhendo 

adequadamente as polarizações circulares dos feixes e o eixo de quantização ao longo do eixo 

“z”, como mostrado na figura 11, podemos fazer com que, devido às regras de seleção impostas 

pela conservação do momento angular, um átomo que se movimenta na direção positiva de “z” 

interaja mais fortemente com o feixe com polarização 𝜎− do que com o feixe com polarização 

oposta, já que a transição para o nível com 𝑚𝐹 = −1 fica mais próxima da ressonância com o 

feixe mencionado. Assim, esta combinação resulta em uma força restauradora que obriga os 

átomos a ficarem concentrados na região onde o campo magnético é nulo. Uma situação similar, 
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acontece com átomos que se deslocam no sentido negativo do eixo “z”, os quais ficarão mais 

ressonantes com o feixe com polarização 𝜎+.  

 

Figura 11- Representação do mecanismo usado para o aprisionamento dos átomos através de um gradiente de campo 

magnético em uma transição F=0 a F=1 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - O desdobramento Zeeman provocado pelo gradiente de campo magnético no sistema 

torna mais provável a interação átomo-luz para átomos que se encontram em regiões com B≠0 

 

Uma ilustração da distribuição espacial de intensidade do campo magnético produzido pelas 

bobinas da MOT em configuração anti-Hemholtz é mostrada na figura 12. 

Como pode ser observado na região central entre as duas bobinas o campo magnético tende a 

zero, de modo que com esta configuração relativamente simples de bobinas, é absolutamente 

possível recriar a situação descrita na figura 11, concentrado os átomos em torno desta região 

central. Experimentalmente, é de especial importância conhecer onde se encontra esta região 

para alinhar a MOT, devido a que o ideal é que os feixes de resfriamento sejam alinhados de 

tal forma que se cruzem exatamente no ponto central entre as duas bobinas.  
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A MOT que usamos neste experimento, como antes mencionado, funciona com os feixes 

dessintonizados a 12 MHz da transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 5 a qual é uma transição 

fechada. Porém, existe uma probabilidade não nula de que os átomos sejam excitados para o 

nível 6𝑃3
2⁄
, 𝐹′ = 4, e como consequência possam decair para o estado fundamental 6𝑆1

2⁄
, 𝐹 =

3 saindo do ciclo de esfriamento-armadilhamento. Para lidar com este problema, é colocado 

um outro feixe sintonizado na transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 3 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 4, cujo papel é o de 

colocar novamente a população perdida em 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 por decaimento espontâneo. Este feixe 

é chamado de rebombeio, e é superposto com os feixes de esfriamento colocados nas direções 

“x” e “y”. A MOT criada possui uma profundidade óptica de 5 e a temperatura dos átomos fica 

em torno dos 300 µK. 

O período temporal de nosso experimento é de 22 ms. Durante os primeiros 20 ms são ligados 

os feixes e o campo magnético da MOT juntamente com o feixe de rebombeio, aos 20 ms os 

feixes e o campo magnético da MOT são desligados deixando por mais 1 ms ligado o feixe de 

rebombeio para preparar o sistema atômico no estado 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4. Uma vez preparado o 

sistema, esperamos 200 µs e só então ligamos os feixes da experiência propriamente dita. 

Fonte: Figura tomada do site https://commons.wikimedia.org/ de uma simulação n o programa FEMM - O campo 

magnético no centro entre as duas bobinas é zero. 

Figura 12- Configuração espacial da distribuição de campo magnético criado por 

bobinas em configuração anti-Hemholtz 

https://commons.wikimedia.org/
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Na figura 13 é mostrado o esquema experimental usado para a experiência estudada. A 

frequência de um laser semicondutor da Toptica modelo DL100, é travada na transição 

crossover  6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 4 − 5 usando o sinal de absorção saturada da linha D2 

do Cs. Do feixe gerado no laser, uma parte passa por um modulador acusto-óptico (AOM1)  e 

sua frequência é dessintonizada a 6Γ da transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 5; 𝛤 2𝜋⁄ =

5.2 𝑀𝐻𝑧 é a taxa de decaimento espontâneo do estado excitado. Esta porção do feixe é levada 

através de uma fibra óptica monomodo e mantenedora da polarização até um telescópio onde 

será colimado e posteriormente dividido por um PBS em dois feixes contra-propagantes C1 e 

C2 (feixes de bombeio) como indicado na figura. C1 e C2 se superponhem na MOT com 

polarizações circulares e iguais (𝜎+), e ambos feixes possuem a mesma intensidade que pode 

ser variada através do AOM.  

 

Figura 13- Esquema experimental simplificado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Dois feixes contra-propagantes C1 e C2, e mais um feixe de sonda P, interagem de 

forma não linear com o sistema atômico para gerar o sinal conjugado G. A transmissão de P e o sinal G são detectados 

nos detectores D2 e D1 respectivamente. O ângulo entre os feixes e a bisectriz indicada é 𝜽 = 𝟐𝒐 

 

Adicionalmente, outra porção do feixe do laser passa pelo AOM2 e sua frequência é variada 

em torno da frequência dos feixes C1 e C2 centenas de kHz, chamaremos este feixe P ou feixe 

de prova. O feixe P é levado até um telescópio através de uma fibra óptica idêntica à descrita 

anteriormente. No telescópio é colimado de forma a ter aproximadamente o mesmo modo 
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espacial que os feixes de bombeio. Como indicado na figura 13, o feixe P se superpõe na MOT 

aos feixes de bombeio com a mesma polarização circular e formando um ângulo 𝜃 ≈ 2°. A 

intensidade do feixe de prova é duas ordens de grandeza menor que a dos feixes de bombeio. 

A interação não linear dos três feixes com o meio atômico produz um processo de mistura de 

quatro ondas, no qual o sinal gerado é coletado pelo detector D1 como indica a figura. Mais um 

detector (D2) é colocado com o objetivo de coletar a transmissão do feixe de prova. Ambos 

detectores são detectores de avalancha (APD), modelo APD-120A/M da Thorlabs. 

O processo de mistura de quatro ondas que acontece neste sistema será explicado com mais 

detalhe na seção 3.4. 

 

3.3 Quantização do movimento dos átomos 

 

Como foi descrito na seção 2.5, dois feixes contra-propagantes criam uma interferência espacial 

na região em que eles são superpostos dando lugar a uma onda estacionaria periódica. Para o 

caso específico em que os feixes possuem uma mesma polarização, a interferência cria regiões 

de máximos e mínimos espaçados com um período bem definido. 

Como também mencionado na seção 2.5, uma modulação espacial da intensidade do campo 

luminoso, provoca uma modulação nas energias dos estados fundamentais e excitados dos 

átomos, dando lugar à força de dipolo, que é restauradora em direção às regiões onde a energia 

dos átomos é menor. O problema de se empregar esta força no esfriamento atômico é que ela é 

conservativa e, portanto, a energia mecânica dos átomos é preservada em todo momento. 

A seguir descrevemos a forma experimental na qual conseguimos o esfriamento sub-Doppler 

dos átomos a partir da temperatura da MOT até dezenas de µK usando o Efeito Sisyphus 

assistido Magneticamente (ESM) proposto por Metcalf [52], uma variante do efeito Sisyphus 

inicialmente proposto por Cohen-Tannoudji [53]. 

Na figura 14 se mostra como é criada uma rede óptica unidimensional com a configuração 

usada para os feixes C1 e C2. Na figura 14 (a), é descrito esquematicamente como a colocação 

dos feixes C1 e C2, ambos com polarizações σ+, e colocados com uma desintonia de 30 MHz da 

transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 5, conseguem colocar através de processos de excitação 

e emissão espontânea toda a população para o subnível Zeeman |𝑚𝐹 = 4⟩ do estado 
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fundamental. Desta forma se consegue um sistema puro de dois níveis. Na figura 14 (b), a linha 

preta indica a modulação espacial da intensidade devido à interferência dos feixes C1 e C2; a 

linha vermelha indica como fica modulada a energia do estado fundamental dos átomos que se 

encontram em diferentes regiões devido ao deslocamento luminoso. Como pode ser observado, 

devido à dessintonia dos feixes estar abaixo da ressonância, as regiões de mínima energia 

coincidem com as de máxima intensidade e vice-versa. É interessante mencionar que se a 

dessintonia fosse positiva os máximos e mínimos de energia seguiriam o mesmo 

comportamento que a intensidade (ver eq. (2.4.9)). 

Uma vez que se analisou a criação de  uma rede óptica unidimensional, e apenas se 

consideraram os efeitos devido à interação entre os átomos e a radiação luminosa, passemos a 

analisar quais são as consequências de colocar um campo magnético de baixa intensidade e em 

uma direção perpendicular à direção de propagação dos feixes ópticos.  

 

Figura 14- Representação do bombeio óptico e da criação da rede óptica unidimensional 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Mostrando: a) Bombeamento óptico para o estado |m=4> devido à interação dos 

átomos com um feixe com polarização σ+, b) criação da rede óptica unidimensional devido à interferência espacial dos 

feixes contra-propagantes (linha em preto), em vermelho se indica o deslocamento da energia do nível fundamental 

dos átomos devido ao deslocamento luminoso 

 

(a) 

(b) 
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A colocação de um campo magnético fraco, transversal à direção de quantização (definida ao 

longo da propagação dos feixes “z”), basicamente ocasiona transições entre os subníveis 

Zeeman dos átomos do ensemble, sendo desprezível o deslocamento Zeeman produzido. A ação 

conjunta dos campos ópticos e o campo magnético sobre a estrutura Zeeman do sistema atômico 

é esquematizado na figura 15 (a). Como pode ser observado uma parte dos átomos que se 

encontravam em |𝑚𝐹 = 4⟩ são colocados no estado |𝑚𝐹 = 3⟩ via transições de dipolo 

magnético, tendo agora dois níveis populados no estado fundamental e aptos para interagir com 

o campo de radiação. 

 

 

Figura 15- Representação da transferência de população entre subníveis Zeeman 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Esquema mostrando: a) a transferencia de população entre sub-níveis Zeeman do 

estado fundamental devido à interação com um campo magnético transversal, e b) modulação espacial das energias 

dos dois estados Zeeman populados. A diferença do deslocamento da energia entre ambos níveis está relacionada a 

seus diferentes coeficientes de Clebsch-Gordan 

 

Na figura 15 (b), pode-se observar como fica a modulação da energia do estado fundamental 

quando é adicionado o campo magnético. É importante destacar que se se considera apenas o 

campo óptico, devido ao bombeamento óptico, se tinha um sistema puro de dois níveis e apenas 

seu nível fundamental era modulado. Uma vez que se considera o campo magnético e temos 

dois níveis fundamentais, teremos duas modulações diferentes nas energias de ditos estados. A 

(a) 

(b) 
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diferencia entre elas se deve a que, a transição  |𝑚𝐹 = 3⟩ → |𝑚´𝐹 = 4⟩ possui um coeficiente 

de Clebsch-Gordan menor que a transição |𝑚𝐹 = 4⟩ → |𝑚´𝐹 = 5⟩, isto faz com que a 

probabilidade de absorção de um fóton seja menor para |𝑚𝐹 = 3⟩ → |𝑚´𝐹 = 4⟩  e portanto  o 

deslocamento luminoso também seja menor. Desta forma, temos que as modulações nas 

energias dos dois estados fundamentais são diferentes. 

Agora, pode-se observar que uma vez criada a rede óptica, podem ser feitas ainda, transições 

devido à interação com o campo de luz e também com o campo magnético. A probabilidade 

destas transições acontecerem é por sua vez, dependente da posição (figura 16) já que nas 

regiões onde a interferência dos feixes é construtiva, a probabilidade de interação com o campo 

elétrico da luz é máxima e diminui a zero nas regiões onde a interferência é destrutiva (regiões 

onde a energia dos estados fundamentais é máxima).  

Figura 16- Representação simplificada do mecanismo de esfriamento Sisyphus 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - As repetidas interações do átomo com o campo elétrico nos pontos de maior 

intensidade, bombeando o átomo para |𝒎 = 𝟒⟩, juntamente às transições para |𝒎 = 𝟑⟩ feitas pelo campo magnético 

nos pontos de intensidade nula; fazem o átomo perder energia cinética ficando eventualmente aprisionado em um 

poço de potencial 
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Notando que a probabilidade de transições via dipolo elétrico é zero nas regiões de máxima 

energia onde a intensidade da luz é nula, temos que nestas regiões apenas as transições 

induzidas pelo campo magnético entre os subníveis Zeeman populados podem ser realizadas 

(figura 16). 

Assim temos que de forma efetiva, nas regiões de maior energia dos estados atômicos é apenas 

o campo magnético quem induz transições entre os subníveis Zeeman, enquanto nas regiões 

onde a energia é mínima a taxa de transição induzida pela luz é dominante para campos 

magnéticos suficientemente fracos. 

Vamos analisar um átomo que se movimenta com uma determinada componente de sua 

velocidade ao longo do eixo z (figura 16). Se este átomo se encontra no estado |𝑚𝐹 = 3⟩ no 

ponto z=0, existe uma probabilidade alta dele ser excitado para o estado com |𝑚´𝐹 = 4⟩ e 

eventualmente decair espontaneamente para |𝑚𝐹 = 4⟩, ou seja nesta região os átomos são 

bombeados opticamente para o estado |𝑚𝐹 = 4⟩. No estado com |𝑚𝐹 = 4⟩ no ponto 𝑧 = 0, só 

é possível ele ser excitado para |𝑚´𝐹 = 5⟩, devido à polarização dos feixes, e seu decaimento 

poderá ser também apenas para o estado de partida |𝑚𝐹 = 4⟩. Então, nosso átomo depois de 

certo tempo (da ordem de 1/Γ) se encontrará no estado fundamental com |𝑚𝐹 = 4⟩. 

Quando o átomo se desloca até a posição 𝑧 = 𝜆 4⁄  (𝜆 é o comprimento de onda dos feixes que 

interferem), deverá vencer a barreira de potencial dada pela profundidade do poço (observar 

figura 16) às custas de sua energia cinética. Nesta posição o campo magnético, eventualmente, 

colocara ele no estado fundamental com |𝑚𝐹 = 3⟩ via transição de dipolo magnético. No 

deslocamento do átomo até 𝑧 = 𝜆
2⁄ , a energia cinética ganha devido à força de dipolo que atrai 

ele até o mínimo de energia, será menor que a perdida quando se deslocou desde 𝑧 = 0 até 𝑧 =

𝜆
4⁄ , pois a profundidade do poço para um átomo em |𝑚𝐹 = 3⟩ é menor que para um em 

|𝑚𝐹 = 4⟩.  

No ponto 𝑧 = 𝜆 2⁄ , com o átomo em |𝑚𝐹 = 3⟩ o processo todo se repete, de tal forma que 

depois de uma determinada quantidade de vezes, o átomo não terá energia cinética suficiente 

para vencer a barreira de potencial e seu movimento será confinado a uma região da ordem do 

comprimento de onda da luz, que é da ordem do seu comprimento de onda de De Broglie. Desta 

forma o movimento do átomo confinado no poço de potencial óptico deve ser tratado 
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quanticamente, o que leva à quantização dos estados de energia associados aos seus graus de 

liberdade externos. Este processo é uma das técnicas usadas para fazer esfriamento sub-Doppler 

de um ensemble atómico. 

É relativamente simples estimar a separação em frequência (ou energia) entre dois estados 

quantizados do movimento atômico se consideramos que, em torno do mínimo do potencial 

periódico podemos aproximá-lo por um potencial parabólico como indicado na figura 17. 

Partindo de um resultado conhecido da seção 2.5, sabemos que o deslocamento da energia do 

estado fundamental dos átomos é: 

                                                                                                                                            (3.2.1) 

Usando também que para um sistema de dois níveis, a equação que relaciona a frequência de 

Rabi e a intensidade da luz 𝐼, é dada por [50]: 

                                               

𝛺

𝛤
= √

𝐼

2𝐼𝑆
,                                                      (3.2.2) 

onde 𝐼𝑆 é a intensidade de saturação da transição. 

Assim, o potencial criado devido à interferência dos campos ópticos pode ser expressado como: 

∆𝑈 = ℏ
𝛤2

4𝛿

𝐼

2𝐼𝑆
=

1

2

ℏ𝛤2

4𝛿𝐼𝑆
𝐼0 cos

2(𝑘𝑧),                                    (3.2.3) 

onde 𝑘 é o vetor de onda, 𝐼 a intensidade dos feixes, 𝐼0 a intensidade máxima dos feixes, e 𝛿 é 

a dessintonia dos feixes com respeito ao estado excitado. Fazendo uma expansão em série em 

torno de 𝑧 = 0, temos: 

∆𝑈 =
1

2

ℏ𝛤2

4𝛿𝐼𝑆
𝐼0(1 − 𝑘

2𝑧2 +⋯).                                      (3.2.4) 

Aqui se podem identificar o primeiro termo como constante, e o segundo que depende do 

quadrado da posição: 

∆𝑈(2) =
1

2

ℏ𝛤2

4𝛿𝐼𝑆
𝐼0𝑘

2𝑧2.                                              (3.2.5) 

Se comparamos este potencial (3.2.5) ao potencial de um oscilador harmônico podemos 

identificar suas frequências características: 

𝑈ℎ𝑎𝑟𝑚 =
1

2
𝑘0𝑧

2 =
1

2
𝑚𝜔0

2𝑧2.                                       (3.2.6) 

∆𝑈 = ℏ
𝛺2

4𝛿
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Figura 17- Esquema do potencial periódico da onda estacionária 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Aproximação representando como no fundo do potencial periódico da onda 

estacionária, o potencial pode ser aproximado a uma parábola, podendo fazer a analogia com o oscilador harmônico 

 

Comparando (3.2.5) e (3.2.6): 

𝜔0 = √
ℏ𝛤2𝑘2𝐼0

4𝑚𝛿𝐼𝑆
 .                                                  (3.2.7) 

Substituindo nesta equação os parâmetros usados em nosso experimento: 
𝛤

2𝜋
≈ 5 𝑀𝐻𝑧,  𝐼𝑆 =

1.1 𝑚𝑊/𝑐𝑚2, 𝐼0 ≈ 50 𝐼𝑆, 𝑚 ≈ 2 ∙ 10−25𝑘𝑔, 𝑘 =
2𝜋

𝜆
≈ 107𝑚−1; a frequência estimada é: 

𝜐 =
𝜔0

2𝜋
≈ 500 𝑘𝐻𝑧.                                                (3.2.8) 

Isto significa que a frequência de separação entre dois níveis quantizados criados devido ao 

esfriamento Sisyphus induzido magneticamente fica da ordem de centenas de kHz. 

Usando este resultado pode se estimar a temperatura dos átomos, uma vez que devem ter: 

𝑘𝐵𝑇 ≲ ℎ𝜐.                                                         (3.2.9) 

Substituindo os valores conhecidos da constante de Boltzmann (𝑘𝐵), ℎ e 𝜐: 

𝑇 ≲ 24 𝜇𝐾.                                                     (3.2.10) 

Ou seja, enquanto com a MOT os átomos são esfriados a centenas de micro kelvin, usando o 

ESM essa temperatura se reduz a poucas dezenas de micro kelvin. 
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3.4 Controle do Campo magnético 

 

Como foi analisado na seção anterior, uma vez que o campo magnético tem um papel 

fundamental no esfriamento Sisyphus dos átomos e sua consequente quantização, é de especial 

interesse o controle do mesmo.  

Antes de induzir um campo magnético controlado em nosso experimento, a primeira coisa que 

deveremos fazer é cancelar qualquer campo magnético residual que esteja agindo nos átomos 

depois que as bobinas da MOT são desligadas. Exemplos destes campos magnéticos residuais 

são: o campo magnético da terra, o campo produzido por estruturas a base de materiais 

magnéticos como podem ser o suporte de alguns dispositivos ópticos, equipamentos eletrônicos 

e até a mesma superfície da mesa óptica. 

Para cancelar o campo magnético na região onde se encontram os átomos são utilizados três 

pares de bobinas, onde cada par é colocado na configuração de Helmholtz e são alimentadas de 

forma independente por um controlador de corrente. Estas bobinas possuem um formato 

quadrado e são dispostas em forma de um cubo centralizado na MOT. Desta maneira, podemos 

aplicar campos magnéticos (aproximadamente homogêneos e estáticos na região da MOT) nas 

três direções espaciais com o intuito de criar um campo magnético contrário ao campo 

magnético residual na região do ensemble atômico e, assim, compensá-lo.  

Para determinar o campo magnético residual, se utilizará a quebra da degenerescência Zeeman 

nos níveis hiperfinos que é produzida por qualquer campo magnético presente. Na figura 18 (a) 

se apresenta o esquema experimental que será usado para determinar o campo magnético 

residual. Um feixe de prova, com a ajuda de um AOM é sintonizado em ressonância com a 

transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 5 e sua transmissão através da MOT é coletada por um 

fotodetector. 
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Figura 18- Instalação experimental e sequência temporal utilizados no cancelamento do campo magnético, assim 

como a sincronização temporal dos experimentos 

 

Fonte: Figura tomada da referência [51] - (a) Esquema experimental usado para o cancelamento do campo magnético 

residual. (b) Sequência temporal da experiência para cancelar o campo magnético mostrando como um pulso de RF é 

colocado entre os dois pulsos do feixe de prova para depois comparar o efeito causado na população dos níveis de 

energia do estado fundamental. (c) Diagrama mostrando os diferentes tempos em que os campos ópticos e a RF 

interagem com o sistema conectando diferentes estados. Em t0 o sistema está preparado com toda a população em 

F=4, em t1 é ligado o feixe de prova P e capturada sua transmissão, em t2 é ligado o pulso de RF depois de ter 

desligado o feixe P, em t3 é ligado novamente o feixe P e comparada sua absorção com a absorção obtida no tempo t1 

 

Na figura 18 (b) é descrita a sequência temporal usada para cancelar o campo magnético. Toda 

a sincronização temporal dos experimentos descritos é feita com ajuda de uma placa de 

aquisição da National Instrument modelo PCI-6133, com uma resolução temporal de 100 ns. O 

controle da placa é feito através de um programa desenvolvido em LabView por membros do 

grupo de pesquisa. Todos os dados dos experimentos são capturados através da interface do 

programa com um osciloscópio DSO-X 2002-A, da Agilent. 

Ainda na figura 18, uma vez preparado o sistema em 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 deixando o feixe de 

rebombeio ligado por 1 ms a mais do que os feixes da MOT, este é desligado e depois de 200 

µs é ligado o feixe de prova durante 10 µs e coletada sua transmissão, de modo que se conhece 

a absorção que experimenta na sua passagem pelo meio atômico. Um micro segundo depois de 

ter desligado o feixe P, é colocada uma radiação de micro ondas cuja frequência é variada em 

torno da transição entre os níveis hiperfinos do estado fundamental 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 3 ↔ 6𝑆1

2⁄
, 𝐹 =
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4 do Cs. O pulso de rádio frequência (RF) tem duração de 150 µs, e provem de um gerador de 

RF modelo E8257D da Agilent Technologies. O controle da frequência da RF e a sincronização 

temporal do equipamento é feito todo através de um programa em LabView. Um microssegundo 

depois de desligar o pulso de RF, é novamente ligado o feixe P por mais 10 µs e coletada sua 

transmissão. Comparando a absorção do feixe P antes e depois da RF se determina como a 

presença da RF mudou a população entre os níveis hiperfinos do estado fundamental do Cs.  

As transições de tipo dipolo magnético feitas pela RF são chamadas: transições π quando 

cumprem com a regra de seleção  ∆𝑚𝐹 = 0, e transições σ quando ∆𝑚𝐹 = ±1. Estes tipos de 

transições π e σ são representadas na figura 19 (a) e (b) respectivamente. Como pode se observar 

na figura, quando a RF possui uma frequência que é ressonante com uma transição envolvendo 

dois níveis Zeeman, parte da população que se encontrava inicialmente no estado 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 

é colocada no estado 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 3. Desta forma a absorção do feixe P deve ser maior antes da 

RF se comparada com a absorção do pulso depois da RF. Quando a frequência da RF não está 

sintonizada com nenhuma transição, a absorção dos pulsos do feixe P antes e depois da RF deve 

ser a mesma. Então, fazendo a diferença da amplitude do pulso antes e depois da RF enquanto 

sua frequência é variada, teremos uma serie de picos. Cada pico significa que a RF está em 

ressonância com alguma transição. A separação entre os picos corresponde ao dobro do 

deslocamento Zeeman produzido em cada estado pelo campo magnético residual existente. O 

fator de dois aparece devido a que a quebra da degenerescência Zeeman possui em módulo o 

mesmo valor para cada estado fundamental hiperfino (ver figura 20), 𝑔𝐹=3 = − 0.35 𝑀𝐻𝑧/𝐺 

e 𝑔𝐹=4 = 0.35 𝑀𝐻𝑧/𝐺. 

Dependendo da posição de uma antena tipo “bigode”, usada na experiência, cada tipo de 

transição pode ser privilegiado. Para uma orientação determinada da antena os dois tipos de 

transições podem ser visíveis, como se mostra na figura 20. 

Na figura 20, podem observar-se 7 picos maiores e 8 menores, correspondendo a transições tipo 

π e σ respectivamente. Como mostra a figura, as transições tipo π foram favorecidas na posição 

da antena usada. O total de 15 picos corresponde à quantidade de transições possíveis, conforme 

mostrado na figura 19. 
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Figura 19- Tipos de transições de dipolo magnético que podem ser realizadas pela RF 

 

Fonte: Figura tomada da referência [51] - (a) Transições tipo π, com ∆𝒎 = 𝟎, sendo possíveis um total de 7 transições. 

(b) transições tipo σ, com ∆𝒎 = ±𝟏, sendo possíveis 8 transições com frequências diferentes. Em ambos casos as 

transições ópticas são apresentadas em vermelho 

 

Figura 20- Espectro de RF mostrando as 15 possíveis transições de dipolo magnético feitas pela RF 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Os 7 picos maiores correspondem a transições tipo π e os 8 menores a transições tipo σ 

Dessintonia da RF (Hz) 
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Uma vez que se tem este padrão de picos, com as bobinas de cancelamento do campo 

magnético, se aplicam campos em cada uma das direções com o fim de reduzir a separação 

entre os picos. Quando a separação entre os picos é muito pequena, todos colapsam a um só 

pico, e minimizando a largura deste então teremos cancelado o campo magnético residual. 

A figura 21 mostra a diferença de absorção do feixe de prova antes e depois da RF como função 

da frequência da RF, para diferentes valores do campo magnético. 

 

Figura 21- Espectros de RF para diferentes valores de campo magnético 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) |𝑩⃗⃗ | = 𝟐𝟎 𝒎𝑮, (b) |𝑩⃗⃗ | = 𝟏𝟑𝟓 𝒎𝑮 e (c) |𝑩⃗⃗ | = 𝟐𝟓𝟓 𝒎𝑮. A antena foi colocada de 

modo que foram maximizadas as transições tipo σ 

 

Os diferentes valores de campo magnético mostrados na figura 21 foram estimados a partir da 

diferença em frequência entre dois picos consecutivos uma vez que se conhece que o 

deslocamento Zeeman para os níveis hiperfinos do estado fundamental do Cs é 𝑔𝐹 =

350 𝑘𝐻𝑧/𝐺 [56]. 

Por último, na figura 22 se mostra a diferencia de absorção do feixe de prova como função da 

frequência da RF para um campo magnético já cancelado. O campo correspondente à figura 

fica em torno de 8 mG como máximo.  

(a) 

(b) 

(c) 

Dessintonia da RF (MHz) 
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Desta forma, é possível agora aplicar um campo magnético controlado variando a corrente das 

bobinas de cancelamento desejadas para valores diferentes aos que cancelam o campo 

magnético residual. 

 

 

Figura 22- Espectro de RF para o campo magnético cancelado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Se estima que esta largura corresponde a um campo da ordem de unidades de mG 

 

3.5 Observação de ganho e absorção Raman entre estados quantizados do 

movimento dos átomos 

 

Passemos a analisar agora os sinais gerados quando os feixes de bombeio C1 e C2 juntamente 

ao feixe P, mostrados na figura 13, se combinam, mediados pela interação não linear com os 

átomos para resultar em processos de ganho Raman, absorção Raman e mistura de quatro ondas 

envolvendo os estados quantizados do movimento dos átomos. 

Na figura 23 se mostra, na linha em preto, o espectro de transmissão do feixe de prova quando 

sua frequência é variada de -600 kHz até 600 kHz em torno da frequência dos feixes de 

bombeio. A frequência do feixe P é variada em passos de 9.2 kHz usando o mecanismo de 

Dessintonia (kHz) 
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modulação em frequência de seu AOM independente mencionado anteriormente. As 

intensidades dos feixes de bombeio foram 𝐼𝑐1,2 = 60 𝑚𝑊/𝑐𝑚2  para cada um deles e para o 

feixe de prova foi de 𝐼𝑃 = 0.2 𝑚𝑊/𝑐𝑚
2; o diâmetro de todos os feixes era de 0.8 mm. 

 

Figura 23- Espectro de transmissão do feixe de prova com e sem o feixe C2 bloqueado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Espectro de transmissão do feixe de prova (linha preta) mostrando-se os picos de 

ganho e absorção devido a transições Raman entre níveis quantizados do movimento atómico. A linha em vermelho 

indica a transmissão do feixe de prova quando o feixe C2 é bloqueado. No inset se mostram esquematicamente as 

transições Raman que dão lugar ao ganho e à absorção 

 

Como se mostra na figura, quando a frequência do feixe de prova é tal que cumpre com a 

condição de ressonância Raman 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = ±Ω𝑉, podem ser observados processos de 

ganho e absorção. Estes processos são esquematizados nos diagramas inseridos dentro da 

figura. Por exemplo, quando 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = −Ω𝑉, um átomo que se encontra no estado 

fundamental externo |𝑉 = 0⟩ absorve um fóton do feixe C1 e emite estimuladamente um fóton 

no feixe de prova, terminando no estado externo |𝑉 = 1⟩ devido ao processo Raman (observar 

esquema inferior na figura que descreve este processo). Da mesma forma o átomo no estado 

Dessintonia (kHz) 
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|𝑉 = 1⟩ pode absorver um fóton do feixe de prova e emitir estimuladamente um fóton no modo 

C1. Estes dois processos são proporcionais às populações do estado inicial, de modo que o 

ganho líquido é proporcional à diferença de população entre os níveis |𝑉 = 0⟩ e |𝑉 = 1⟩. O 

ganho observado é de aproximadamente 80%.  

De forma similar, quando 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = Ω𝑉, os dois processos Raman mencionados acima 

vão produzir uma absorção liquida no feixe de prova (observar esquema superior na figura 23). 

É interessante observar, ainda na transmissão do feixe de prova, que quando a frequência do 

feixe P é tal que 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = ±2Ω𝑉, processos Raman podem acontecer envolvendo 

transições entre dois estados quantizados externos não adjacentes, isto é, envolvendo o estado 

fundamental e o segundo estado excitado do movimento dos átomos. Devido a estas transições, 

conhecidas na literatura como “overtones” [19], podem se observar também picos de ganho e 

absorção adicionais na figura, embora tenham uma amplitude menor que o processo que 

envolve dois estados adjacentes.  

Uma outra ressonância, com forma de linha dispersiva, também é observada centrada em 𝛿 =

0. Esta ressonância está associada a um processo conhecido como Ressonância Induzida por 

Recuo (RIR), que acontece devido a transições Raman entre diferentes estados externos, 

associadas a estados de momento dos átomos em uma direção transversal à propagação dos 

feixes. Estes estados de momento possuem um espectro contínuo e estão relacionados com a 

distribuição de velocidades dos átomos [16, 17]. Vários trabalhos envolvendo as ressonâncias 

tipo RIR tem sidos estudado, inclusive pelo próprio grupo de pesquisa [15]. No capítulo 5 

faremos uma breve descrição das ressonâncias RIR. 

A linha em vermelho, na figura 23, corresponde ao espectro do feixe de prova adquirido na 

situação quando o feixe C2 não está presente. Este espectro confirma que sem a presença da 

rede óptica não existe esfriamento Sisyphus, como consequência também não existirá 

quantização do movimento atômico e, portanto, não são observados picos de ganho e absorção 

além do correspondente ao processo tipo RIR. 

Uma vez que os picos de ganho e absorção observados para 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = ±Ω𝑉 e ± 2Ω𝑉 são 

interpretados como descrito acima, então a posição dos picos de ganho (ou absorção) devem 

oferecer a informação da separação em frequência entre os estados quantizados |𝑉 = 0⟩ - 

|𝑉 = 1⟩ e |𝑉 = 0⟩ - |𝑉 = 2⟩, respectivamente. Perceba-se que, do gráfico, a distância entre os 

níveis quantizados fica em torno dos 200 kHz; ou seja centenas de kHz como tínhamos estimado 
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através de suposições bem simples feitas na seção 3.3 onde se determinou que esta separação 

em frequência era de 500 kHz, valor da mesma ordem que o resultado experimental. 

Como mostra a Eq. (3.2.7), a dependência da separação entre os primeiros níveis quantizados 

adjacentes depende da intensidade do feixe de bombeio segundo 𝜐~√𝐼0. Para comprovar esta 

dependência foi feita a medida a posição do pico de ganho que corresponde a 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 =

−Ω𝑉 como função da potência dos feixes de bombeio. Este resultado se mostra na figura 24. 

 

Figura 24- Posição em frequência do pico de ganho como função da potência dos feixes de bombeio 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - A potência indicada é a mesma para ambos feixes 

 

Na figura 24, os pontos representam a posição do pico de ganho em que 𝛿 = −Ω𝑉 para 

diferentes valores de intensidade dos feixes de bombeio. A incerteza na medida, para cada 

ponto, está relacionada à incerteza em estimar a posição do centro do pico. A linha vermelha 

indica o ajuste feito conforme ao modelo mostrado no “inset”, onde também são mostrados os 

parâmetros do ajuste. O parâmetro C foi mantido fixo com valor 0.5 e se observa que a curva 

se ajusta razoavelmente aos pontos experimentais com um coeficiente de determinação de 0.94, 
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o qual é bom tendo em conta as simplificações que foram levadas em consideração na Eq. 

(3.2.7). 

 

3.6  Mistura de quatro ondas envolvendo estados quantizados do movimento dos 

átomos 

 

Além das transições Raman, outros processos não lineares podem ser observados neste sistema. 

Como mencionado anteriormente na seção 3.2, o sinal de mistura de quatro ondas (FWM) 

também foi observado e estudado.  

Na figura 25 (a) se mostram os processos de mistura de quatro ondas gerados devido à interação 

não linear de terceira ordem entre os campos C1, C2 e P com o sistema atômico e envolvendo 

os estados externos do movimento atômico. Quando o feixe de prova possui uma frequência tal 

que 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = −Ω𝑉, ou seja, na região de ganho, temos o processo no qual se absorve no 

campo C1 e se emite no campo P, seguido pela absorção em C2 e emissão na direção 𝑘⃗ 𝐺 = −𝑘⃗ 𝑃 

com frequência 𝜔𝐺 = 2𝜔 − 𝜔𝑃 = 𝜔 + Ω𝑉. Por outro lado, na região de absorção quando 𝛿 =

𝜔𝑃 − 𝜔 = Ω𝑉, o mesmo processo se repete para gerar G com frequência 𝜔𝐺 = 2𝜔 −𝜔𝑃 =

𝜔 − Ω𝑉. Desta forma a energia e o momento linear são conservados no processo. 

A direção na qual será emitido o campo óptico gerado fica definida segundo a condição de 

casamento de fase, como se mostra na figura 25 (b). O detector D1 deve ser colocado na direção 

onde será emitido o fóton do sinal gerado 𝑘⃗ 𝐺  como se indica na figura 25 (c). Desta forma a 

variação total do momento do átomo é nula e, portanto, o momento linear também é conservado 

no processo. 
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Figura 25- Mistura de quatro ondas envolvendo estados quantizados do movimento atômico, condição de casamento 

de fase e Esquema experimental simplificado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Esquema dos processos de mistura de quatro ondas que acontecem envolvendo os 

estados quantizados do movimento atômico. (b) Diagrama mostrando a condição de casamento de fase para os 

processos de mistura de quatro ondas. (c) Esquema experimental simplificado; C1 e C2 são os feixes de bombeio, P o 

feixe de prova e G o feixe gerado, todos os feixes possuem a mesma polarização σ+ 

 

Na figura 26 é mostrado, em azul, o sinal de FWM gerado quando é variada a frequência do 

feixe de prova. A linha em preto mostra a transmissão do feixe P, capturada simultaneamente 

ao sinal de FWM. 
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Figura 26- Espectros da transmissão do feixe de prova e do sinal de FWM gerado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Em preto espectro da transmissão do feixe de prova, e em azul o espectro do sinal de 

FWM gerado 

 

Como pode ser observado, o sinal de FWM apresenta cinco picos bem definidos. O pico que 

aparece em 𝛿 = 0 𝑘𝐻𝑧 e que é mais fino do que os outros, se deve a processos de mistura de 

quatro ondas associados à ressonância tipo RIR [15-17]. Os picos mais largos que aparecem em 

𝛿 ≈ ±200 𝑘𝐻𝑧 são os picos correspondentes ao sinal de FWM que correspondem aos 

diagramas da figura 25 (a). Os picos que aparecem em 𝛿 ≈ ±400 𝑘𝐻𝑧 são os picos 

correspondentes a um sinal de mistura de quatro ondas por um processo similar ao explicado, 

mas envolvendo transições entre níveis quantizados não adjacentes, como no caso dos 

“overtones”. 

É possível observar que os picos da FWM aparecem na mesma região onde aparecem os picos 

de ganho e absorção do feixe de prova, embora pode ser notada uma pequena diferença 

principalmente na região onde 𝛿 < 0. Esta diferença pode ser atribuída a efeitos de propagação 

uma vez que o sinal de FWM, com frequência 𝜔𝐺 = 𝜔 + Ω𝑉, pode gerar transições Raman 

amplificando o feixe C2, e desta forma ser absorvido. Para 𝛿 > 0, vemos que o feixe gerado 

com frequência 𝜔𝐺 = 𝜔 − Ω𝑉 pode ser amplificado via transições Raman.  

Dessintonia (kHz) 
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Este argumento pode explicar por que o sinal de FWM tem uma amplitude maior na região com 

dessintonia positiva. 

 

3.7  Armazenamento de luz usando os estados quantizados do movimento 

 

Os termos armazenamento de luz em átomos ou memórias ópticas, se referem à possibilidade 

de transferir a informação de algum observável associado a um feixe a um meio atômico via 

interação átomo-luz. Esta informação transferida ao meio fica armazenada nele por algum 

tempo, seja em forma de coerência ou população [1-2, 6, 18], e é possível recuperá-la enquanto 

ainda é preservada. 

Então, voltemos a atenção para as medidas de armazenamento de luz do feixe de prova no meio 

atômico, e a recuperação deste depois de um tempo controlado em nosso experimento. 

A figura 27 apresenta a sequência temporal seguida para a experiencia de armazenamento e 

recuperação da luz, ou de outra forma, os processos de escrita e leitura da memória. 

Depois de o sistema estar preparado no estado 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4, se espera, 200 μs e se ligam todos 

os feixes do experimento: C1, C2 e P durante um tempo de 100 μs, tempo suficiente para o 

sistema atingir seu estado estacionário. A este processo, cujos resultados foram descritos na 

seção anterior, chamaremos processo de escrita. Ao desligar os feixes de escrita, se espera um 

tempo tS que é controlado através da interface do programa, para logo após, religar apenas os 

feixes C1 e C2, ou feixes de leitura. Os feixes de leitura são mentidos ligados durante mais 100 

μs. 

Durante o processo de leitura, a energia recuperada é determinada pela integração no tempo dos 

sinais coletados tanto no detector D1 (associado ao sinal de FWM) quanto no detector D2 

(associado à transmissão de P).  
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Figura 27- Sequência temporal para os processos de escrita e leitura 

 

Fonte: Grupo Laboratório de átomos frios (DF-UFPE) (2018) - Sequência usada para a experiencia de 

armazenamento de luz usando os estados quantizados do movimento dos átomos 

 

Na figura 28 são apresentados em (c) e (d), a energia recuperada como função da frequência do 

feixe de prova para os sinais associados aos feixes P e FWM, respectivamente. Em (a) e (b), 

são apresentados os sinais correspondentes à transmissão do feixe P e de FWM 

respectivamente, obtidos no processo de escrita já apresentados na figura 25. A potência dos 

feixes de leitura foi a mesma que a usada no processo de escrita: 300 μW. 

Como se observa na figura (c) e (d), em torno de 𝛿 = 0 é recuperado o sinal com maior energia. 

Este sinal está associado novamente com um processo tipo RIR e é descrito em detalhes em 

[15]. Em torno de 𝛿 ≈ ±200 𝑘𝐻𝑧 podem-se observar dois picos tanto no sinal associado com 

P quanto no sinal associado à FWM. Comparando a posição destes picos que aparecem em (c), 

com os picos de ganho e absorção de (a), pode-se ver que aparecem na mesma posição, ou seja 

que este sinal recuperado está associado aos níveis quantizados do movimento atômico. 

Similarmente, comparando (d) com (b), pode-se observar como os picos do sinal recuperado 

correspondem à mesma posição onde aparecem os picos da FWM. 
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Figura 28- Espectros de transmissão do feixe de prova e FWM obtidos nos processos de escrita e leitura 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Espectro da transmissão do feixe de prova (em preto) no processo de escrita; a 

linha vermelha pontilhada indica a transmissão do feixe de prova quando é bloqueado o feixe C2. (b) Sinal de FWM 

gerado no processo de escrita. (c) e (d) Sinais recuperados no processo de leitura associados aos feixes P e FWM 

respectivamente 

 

A origem deste sinal recuperado no processo de leitura, está associado ao fato de que no 

processo de escrita uma coerência induzida pelos feixes C1 e P é criada entre os estados 

quantizados que participam do processo, por exemplo entre os estados  |𝑉 = 0⟩ e |𝑉 = 1⟩. 

Depois de desligar os feixes de escrita esta coerência permanece ainda por um tempo. Se 

durante este tempo são ligados os feixes de leitura, eles acoplam com esta coerência para gerar 

os feixes recuperados. Este processo será discutido com mais detalhes no modelo teórico na 

seção 3.8. 

Na figura 28, se pode observar que a forma de linha dos sinais recuperados associados aos 

níveis quantizados consiste em picos que não são simétricos. Esta assimetria se deve a que 

durante o processo de escrita, também se cria coerência entre os níveis não adjacentes associada 

aos “overtones” em torno de 𝛿 ≈ ±400 𝑘𝐻𝑧. Esta coerência também acopla com os feixes de 

leitura para gerar um sinal recuperado que é superposto com o sinal recuperado em torno de 

𝛿 ≈ ±200 𝑘𝐻𝑧 dando lugar a um só pico não simétrico. 

Dessintonia (kHz) Dessintonia (kHz) 
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Com o objetivo de investigar durante quanto tempo “sobrevive” a coerência criada entre os 

estados quantizados, foi sintonizado o feixe P na frequência onde seu ganho é máximo e foi 

realizada a medida da energia do sinal recuperado como função do tempo de armazenamento 

tS. Esta medida nos oferece a informação da duração de nossa memória, isto é, durante quanto 

tempo é possível armazenar a informação associada ao feixe de prova. 

Na figura 29 podem ser observados os resultados da medida do tempo de armazenamento. Os 

pontos em preto mostram o comportamento da energia recuperada associada à transmissão do 

feixe P. A energia recuperada diminui conforme é aumentado o tempo de armazenamento, e 

em um tempo de aproximadamente 𝑡𝑆 = 20 𝜇𝑠 cai à metade do seu valor máximo. 

 

Figura 29- Energia recuperada no processo de leitura para diferentes tempos de armazenamento 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Em preto se mostra a energia recuperada associada ao feixe de prova e em azul ao 

sinal de FWM 

 

Um comportamento similar apresenta a energia recuperada associada ao sinal de FWM, 

representado pelos pontos em azul. Este sinal recuperado também diminui conforme se aumenta 

o tempo de armazenamento e segue o mesmo comportamento do que o sinal associado ao feixe 

P, caindo à metade do seu máximo valor também para 𝑡𝑆 ≈ 30 𝜇𝑠. Isto fornece uma ideia da 

eficiência temporal da memória.  



79 
 

 

Para entender este resultado, se pode usar uma interpretação física para efeitos de 

armazenamento usada outras vezes por vários autores [57-59]. Esta interpretação consiste em 

pensar em termos de uma grade de coerência induzida no processo de escrita, na qual são 

difratados os feixes de leitura. Tal grade é induzida devido ao pequeno ângulo existente entre 

as direções dos feixes de bombeio e o feixe P, que produz uma modulação espacial da coerência 

induzida nos átomos. A grade é transversal à bissetriz do ângulo formado pelos feixes e seu 

tempo de existência é finito [58]. 

Esta grade será “borrada” devido à evolução livre dos átomos depois de desligados os feixes 

que criam a rede óptica, de modo que o tempo no qual poderemos recuperar o sinal associado 

à difração dos feixes de leitura na grade diminui conforme os átomos evoluem livremente. 

Embora tenham sido apresentados os espectros dos sinais obtidos no processo de leitura, a 

forma temporal destes sinais ainda não foi discutida. Na figura 30 se mostram, em (a) a forma 

temporal do pulso recuperado associado ao feixe P para diferentes valores de intensidade dos 

feixes de leitura, e em (b) as mesmas medidas, mas para o feixe recuperado na direção do feixe 

da FWM. 

Como se observa, em ambos sinais aparecem oscilações que decaem no tempo e cuja frequência 

depende proporcionalmente da intensidade dos feixes de leitura. É interessante notar que a 

frequência das oscilações é a mesma para ambos sinais dada uma potência fixa dos feixes de 

bombeio.  
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Figura 30- Forma temporal dos pulsos recuperados para diferentes intensidades dos feixes de leitura 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Pulsos recuperados na direção do feixe P. (b) Pulsos recuperados na direção da 

FWM 

 

3.8 Modelo teórico para o processo de leitura 

 

Para entender as oscilações que aparecem na forma temporal dos sinais recuperados, foi 

desenvolvido um modelo teórico simples baseado num sistema de três níveis como o explicado 

nos fundamentos teóricos na seção 2.3. 

O modelo supõe, como mencionado anteriormente, que o sinal recuperado no processo de 

leitura, é devido à coerência induzida no processo de escrita entre os níveis quantizados, que 

sobrevive por um determinado tempo depois que são desligados os feixes de escrita. A figura 

31 mostra esquematicamente os processos de escrita e de leitura, em (a) e (b) respectivamente.  
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Figura 31- Esquema mostrando o sistema de níveis usado no modelo teórico 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Processo de escrita, (b) Processo de leitura 

 

O modelo, no processo de escrita, considera que a grade de coerência entre os níveis 

quantizados do movimento atômico é criada devido à interação destes com os feixes F1 e P, 

que formam um ângulo pequeno como mostrado em (a). No processo de leitura o modelo leva 

em consideração a interação dos dois feixes contra-propagantes F e F´ com o meio como se 

mostra em (b). Os estados |1⟩ e |2⟩ mostrados na figura, representam o estado fundamental e 

primeiro estado excitado do movimento quantizado dos átomos, respectivamente. O estado |3⟩ 

representa o estado excitado interno para o qual os átomos podem ser excitados devido à 

interação com os feixes F, F1, F´ e P. Ou seja, cada átomo do ensemble estará em um estado 

externo (|1⟩ ou |2⟩), e se encontra no seu estado fundamental interno até interagir com um feixe 

que o excite para seu respectivo estado excitado interno |3⟩. Por simplicidade, foram 

desprezados efeitos de perda de coerência nos estados fundamentais que não estiverem 

relacionados com perdas de população. 

Para o processo de escrita podemos escrever as equações ópticas de Bloch que descrevem o 

sistema. Depois podemos fazer a eliminação adiabática do estado excitado como se explicou na 

seção 2.3, já que ∆= −6Γ, e o sistema fica reduzido a um sistema de dois níveis interagindo 

com um campo efetivo. Calculando as populações e coerência estacionarias temos: 
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𝜎11 =
|Ω𝐸|

2

2
+𝛾2𝜎11

(0)

|Ω𝐸|2+𝛾2
 ,                                                  (3.5.1) 

𝜎22 =
|Ω𝐸|

2

2
+𝛾2𝜎22

(0)

|Ω𝐸|2+𝛾2
 ,                                                  (3.5.2) 

𝜎12 = −
𝑖Ω𝐸𝛾

|Ω𝐸|2+𝛾2
(𝜎22

(0) − 𝜎11
(0)
) ,                                        (3.5.3) 

onde Ω𝐸 =
Ω𝐹1Ω𝑃

∗

Δ
 é a frequência de Rabi efetiva para o processo de escrita. 

Uma vez que sabemos a forma da coerência induzida no processo de escrita, podemos escrever 

as equações para o processo de leitura. Depois de fazer a eliminação adiabática do estado 

excitado, obtemos: 

σ13  =
σ11Ω𝐹
∆
+
Ω𝐹´σ12
∆

.                                             (3.5.4) 

σ23 =
σ22Ω𝐹´
∆

+
 Ω𝐹σ21
∆

.                                            (3.5.5) 

 

E para as populações e a coerência σ12: 

                                    𝜎̇11 = −𝑖Ω𝐿σ21 + 𝑖 Ω𝐿
∗σ12 −  𝛾(σ11 − 𝜎11

0 ),  

𝜎̇22 = −𝑖Ω𝐿
∗σ12 + 𝑖 Ω𝐿σ21 −  𝛾(σ22 − 𝜎22

0 ),                               (3.5.6) 

                                      𝜎̇12 = 𝑖Ω𝐿(σ11 − σ22) + [𝑖𝛿𝑅 − 𝛾]σ12,  

onde Ω𝐿 =
Ω𝐹´
∗ Ω𝐹

∆
 é a frequência de Rabi efetiva para o processo de leitura. 

Usando a condição de normalização para as populações, podemos escrever apenas duas 

equações: 

𝜎̇22 = −𝑖Ω𝐿
∗σ12 + 𝑖 Ω𝐿σ21 −  𝛾(σ22 − 𝜎22

0 ),                            (3.5.7) 

𝜎̇12 = 𝑖Ω𝐿(1 − 2σ22) + [𝑖𝛿𝑅 − 𝛾]σ12.                                  (3.5.8) 

Este sistema é resolvido partindo da condição inicial de que existe uma coerência estacionária 

criada no processo de escrita conforme foi visto na equação (3.5.3). Com esta solução podemos 

calcular através de (3.5.4) e (3.5.5) as coerências σ13 e σ23, cujo módulo quadrado é 

proporcional aos sinais recuperados. Uma descrição detalhada da resolução das equações do 
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modelo, em especifico do sistema dado pelas equações (3.5.7) e (3.5.8), é apresentada no Anexo 

A. 

σ13 =
|Ω𝐹||Ω𝐸|𝛾𝑒

−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|2+𝛾2)
(𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))𝑒𝑖𝑘⃗ 𝑃∙𝑟 (𝑒𝑖Ω𝑡 + 1),                        (3.5.9) 

σ23 =
|Ω𝐹||Ω𝐸|𝛾𝑒

−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|2+𝛾2)
(𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))𝑒−𝑖𝑘⃗ 𝑃∙𝑟 (𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1),                    (3.5.10) 

onde Ω = √Ω𝜐2 + Ω𝐿
2. 

Conforme pode ser observado nas equações (3.5.7) e (3.5.8), os feixes gerados terão direções 

dadas por 𝑘⃗ 𝑃 e −𝑘⃗ 𝑃 respectivamente. Estas são as direções onde são observados 

experimentalmente os sinais gerados. 

Como já mencionamos a intensidade dos sinais gerados será proporcional ao módulo quadrado 

das coerências calculadas, assim: 

I𝑃 ∝
|Ω𝐹|

2|Ω𝐸|
2𝛾2𝑒−2𝛾𝑡

16Δ2(|Ω𝐸|2+𝛾2)2
(𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))2|𝑒𝑖Ω𝑡 + 1|2.                           (3.5.9) 

I𝐹𝑊𝑀 ∝
|Ω𝐹|

2|Ω𝐸|
2𝛾2𝑒−2𝛾𝑡

16Δ2(|Ω𝐸|2+𝛾2)2
(𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))2|𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1|2.                     (3.5.10) 

Levando em consideração que: 

|𝑒𝑖Ω𝑡 + 1|2 = |𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1|2 = 2 + 2 cos(Ω𝑡) = 4𝑐𝑜𝑠2(
Ω

2
𝑡),                (3.5.11) 

substituindo (3.5.11) em (3.5.9) e (3.5.10), temos: 

 

I𝑃 ∝
|Ω𝐹|

2|Ω𝐸|
2𝛾2

4Δ2(|Ω𝐸|2+𝛾2)2
(𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))2𝑒−2𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠2(

Ω

2
𝑡),                          (3.5.12) 

I𝐹𝑊𝑀 ∝
|Ω𝐹|

2|Ω𝐸|
2𝛾2

4Δ2(|Ω𝐸|2+𝛾2)2
(𝜌22

(0)
− 𝜌11

(0)
)2𝑒−2𝛾𝑡𝑐𝑜𝑠2(

Ω

2
𝑡).                       (3.5.13) 

O que mostra que a forma temporal dos sinais recuperados consiste em uma parte oscilatória, a 

função cosseno ao quadrado, com frequência 
Ω

2
, e uma função exponencial decrescente que 

decai com uma taxa igual a 2𝛾. 

Fazendo o gráfico desta equação, é reproduzido o comportamento apresentado da forma 

temporal dos pulsos recuperados. Este resultado se mostra na figura 32, onde foram usados os 

parâmetros: 
𝛾

2𝜋
= 40 𝑘𝐻𝑧, 

Ω𝐹

Γ
= 1.8 e Ω𝜈 = 200 𝑘𝐻𝑧. 
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Se são comparados os gráficos da figura 32 com a figura 30, tanto (a) quanto (b), pode ser 

comprovado que a forma temporal de ambos sinais é exatamente a mesma, assim como foi visto 

nos resultados experimentais. 

Apesar da boa concordância na forma, os parâmetros usados foram diferentes dos parâmetros 

experimentais estimados. A taxa de decaimento da coerência dos estados fundamentais usada 

para o gráfico é bem menor do que a taxa de bombeamento óptico estimada, porém isto faz 

sentido se levamos em consideração o efeito de alargamento dos tempos de relaxação da 

população e coerência para átomos confinados numa escala menor que o comprimento de onda 

da luz [60]. 

Por outro lado, mesmo que o modelo preveja um aumento da frequência das oscilações com o 

aumento da intensidade dos feixes de leitura, ele não reproduz com precisão o comportamento 

desta frequência como função da intensidade dos feixes de leitura. Uma possível causa para 

isto, é o fato de que com o aumento da intensidade dos feixes, o sistema evolui a uma nova 

estrutura de níveis quantizados; efeito que não foi considerado no modelo. Ainda pode-se 

acrescentar, que o modelo não leva em consideração a existência de outros níveis quantizados 

além do fundamental e primeiro estado excitado, porém a existência destes outros níveis e sua 

participação nos processos são claramente observados no experimento. 

Uma outra diferença que pode ser observada ao comparar o resultado do modelo teórico com o 

experimental acontece para 𝑡 = 0, onde temos amplitudes diferentes. Este fato se deve ao tempo 

de resposta da eletrônica do osciloscópio, pois se a resposta fosse instantânea uma vez que os 

feixes de leitura são ligados, o sinal deveria começar de um máximo como o modelo prediz. 

Isto deve acontecer, já que a coerência armazenada é máxima para 𝑡 = 0. 
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Figura 32- Forma temporal do pulso recuperado a partir dos resultados obtidos no modelo teórico 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

3.9 Conclusões do capítulo 

 

Como conclusões do capítulo, podemos afirmar que foi implementado um novo tipo de 

memória óptica, onde pela primeira vez se usam os estados quantizados do movimento de 

átomos aprisionados em uma rede óptica [18]. Isto é um fenómeno pouco intuitivo e 

extremamente interessante desde o ponto de vista de pesquisa básica quanto de futuras 

aplicações. 

Este novo tipo de memória, pode ser usada em princípio, na implementação de um mecanismo 

para armazenar estados quânticos da luz, como por exemplo pode ser o momento angular orbital 

[31]. 
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4 Observação de ressonâncias sub-harmônicas através da mistura de ondas 

de ordem superior. Armazenamento de luz usando processos de ordem 

superior 

 

4.1 Introdução ao capítulo 

 

No presente capítulo se apresentarão os resultados obtidos na observação de ressonâncias sub-

harmônicas via não linearidades de ordem superior associadas com transições entre diferentes 

estados vibracionais (ou estados quantizados) do movimento atômico. 

Primeiramente será feita uma descrição simplificada da configuração experimental usada para 

obter tais sinais de ordem superior. Se explicará de forma breve o método de resolução angular 

proposto por Raj et al., o qual permite resolver angularmente as várias ordens da 

susceptibilidade não linear [59]. 

Os espectros que mostram a existência de mistura de ondas de ordem superior e ressonâncias 

sub-harmônicas serão apresentados, discutidos e explicadas suas particularidades. 

Especificamente apresentaremos processos de mistura de quatro, seis (SWM) e oito (EWM) 

ondas.  

Posteriormente será feita uma comparação entre os sinais correspondentes a não linearidades 

de diferentes ordens: 𝜒(3), 𝜒(5) e 𝜒(7). Também se apresenta a dependência de grandezas como 

a amplitude dos diferentes sinais e sua posição conforme se varia a intensidade do feixe de 

prova. 

A implementação do mecanismo de armazenamento de luz para processos de ordem superior 

também é discutida. Se mostra que estes processos também podem ser usados como memórias 

ópticas conseguindo tempos de armazenamento de aproximadamente 10 μs. 
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4.2 Implementação experimental para a observação de processos de tipo χ(5) e 

χ(7) 

 

Usualmente a estrutura de níveis vibracionais quantizados de átomos confinados em uma rede 

óptica é diretamente revelada por medidas da fluorescência ou da absorção de um feixe de prova 

[21, 22], via observação de transições Raman espontâneas e estimuladas respectivamente 

conforme vimos no capítulo anterior. Embora tenham sido realizados experimentos onde se 

observam processos de FWM para caracterizar átomos em redes ópticas [19, 20], não tem sido 

feitas investigações detalhadas envolvendo interações não lineares de mais altas ordens 

envolvendo os graus de liberdade externos.  

Entretanto, foram observadas transições multifotônicas em átomos confinados em uma rede 

óptica tridimensional através de processos de FWM [20]. Tais transições multifotônicas são 

associadas com ressonâncias sub-hermônicas em processos Raman, observadas pela primeira 

vez por Trebino e Rahn usando os níveis fundamentais hiperfinos de átomos de sódio [36].   

A seguir, apresentamos o mecanismo usado para estudar processos não lineares de ordem 

superior envolvendo os níveis vibracionais do movimento de átomos em uma rede óptica 

unidimensional, e como através destes processos se observam ressonâncias sub-harmônicas 

Raman entre dois estados vibracionais. 

Para a observação de processos de mistura de ondas associados à altas ordens da 

susceptibilidade não linear, o uso da condição de casamento de fase através do método de 

resolução angular, tem sido muito explorado para a observação de processos não lineares em 

vapores atômicos ou átomos frios [59]. O método, basicamente, consiste em escolher uma 

configuração espacial dos feixes que permita selecionar a ordem não linear da susceptibilidade 

que satisfaz a condição de casamento de fase. 

A implementação experimental da ideia descrita acima, é feita usando o mesmo sistema descrito 

no capítulo anterior com pequenas variações do ângulo entre os feixes C1 e C2, como se indica 

na figura 33, e também da posição do detector para a captura do sinal gerado. Como pode ser 

observado, o ângulo 𝛽, formado entre o feixe C2 e a bissetriz indicada com linha pontilhada, 

determina completamente o sinal não linear observado. 

Para 𝛽 = 𝜃, onde o ângulo 𝜃 = 1° em todos os casos, temos exatamente a configuração antes 

estudade. Se é colocada uma configuração em que 𝛽 = 2𝜃, será observado um processo não 
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linear de ordem 5 ou SWM. Se se coloca a configuração em que 𝛽 = 3𝜃, o processo não linear 

observado será de ordem 7 ou EWM. 

 

 

Figura 33- Esquema experimental e sistema de níveis das misturas de seis e oito ondas 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Esquema experimental simplificado onde dois feixes quase contra-propagantes C1 

e C2, e mais um feixe de sonda P, interagem de forma não linear com o sistema atômico para gerar o sinal conjugado 

G. A transmissão de P e o sinal G são detectados nos detectores D2 e D1 respectivamente. O ângulo entre os feixes e a 

bissectriz indicada é θ=1º. (b) Representação simplificada da estrutura hiperfina e níveis Zeeman que interagem com 

os feixes com frequências 𝝎𝑪𝟏 = 𝝎𝑪𝟐 = 𝝎  e  𝝎𝑷.(c) e (d) mostram respectivamente a geração dos processos de SWM e 

EWM envolvendo ressonâncias subharmônicas 

 

Os feixes C1 e C2 possuem a mesma polarização circular σ+ e também a mesma frequência, 

estando dessintonizados em aproximadamente 30 MHz da transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →

 6𝑃3
2⁄
, 𝐹′ = 5 como se mostra em 33 (b). O feixe P, possui a mesma polarização que os demais 

feixes e sua frequência é variada com um AOM independente em torno da frequência dos feixes 

de bombeio conforme mostrado em (b). O perfil de todos os feixes é gaussiano e seu diâmetro 

é aproximadamente igual a 0,8 mm. Os detectores D1 e D2 capturam o sinal gerado e a 

G 
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transmissão do feixe P respectivamente. É importante destacar que a posição do detector D1 

depende da não-linearidade que esteja sendo observada. 

Os sinais de mistura de ondas de ordem superior que serão observados, envolvem transições 

entre níveis quantizados do movimento dos átomos. Ou seja, da mesma forma que no capítulo 

anterior foi descrito, o processo de resfriamento Sisyphus assistido magneticamente é 

novamente usado para se obter o confinamento e a quantização do movimento atômico no 

potencial óptico associado à onda estacionária produzida pela interferência dos feixes C1 e C2. 

Os processos de mistura de ondas observados, envolverão então tais níveis quantizados. 

Por outro lado, consideremos os esquemas mostrados na figura 33 (c) e (d), onde se mostram 

os primeiros três níveis vibracionais dos átomos aprisionados. Aqui, diferentes tipos de 

processos podem acontecer. Por exemplo, podem ser induzidas transições Raman entre os 

diferentes níveis vibracionais, produzindo ganho ou absorção no feixe de prova conforme foi 

discutido no capítulo anterior. Além do processo de FWM que discutimos anteriormente, 

processos de mistura de ondas de ordem superior também podem acontecer, especificamente 

processos de SWM e EWM. 

Aqui focalizaremos a atenção nos processos de mistura de ondas de ordem superior que foram 

claramente observados, e que estão descritos na figura 33 (c) e (d). Em 33 (c) se mostra a 

mistura de seis ondas quando se cumpre a condição 𝛿 = 𝜔𝑃 − 𝜔 = ±
1

2
Ω𝑉; onde depois de 

realizar duas vezes a sequência em que se absorve um fóton do feixe C1 e se emite 

estimuladamente em P, se absorve um fóton do feixe C2 para emitir o feixe gerado na direção 

determinada em (a). Este tipo de ressonância é conhecido como ressonâncias sub-harmônicas e 

foi observado pela primeira vez por Trebino e Rahn em [36]. De forma similar a como acontece 

para a SWM, processos de mistura de oito ondas podem acontecer quando se cumpre que 𝛿 =

𝜔𝑃 − 𝜔 = ±
1

3
Ω𝑉, figura 33 (d). 

Na figura 34 se mostram os esquemas de casamento de fase para misturas de seis e oito ondas 

respectivamente, correspondentes aos processos antes descritos. Deve-se observar que nestas 

configurações, o ângulo entre os feixes que são combinados para dar lugar ao processo não 

linear, e o ângulo no qual será observado o sinal gerado, determinam completamente a ordem 

do processo. 

Na figura, 𝑘⃗ 𝐶1 é o vetor de onda do feixe C1, que usaremos como um dos feixes de bombeio 

juntamente ao feixe C2 de forma similar a como foi descrito no capítulo anterior para observar 
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processos de FWM. 𝑘⃗ 𝑝, representa o vetor de onda do feixe de prova P que formará um ângulo 

fixo respeito ao feixe C1; 𝑘⃗ 𝐶2 é o vetor de onda do feixe C2. O sinal não linear observado, devido 

a um processo de ordem 5 ou de ordem 7, fica determinado pelos vetores de onda 𝑘⃗ 𝐺
(5)

 e 𝑘⃗ 𝐺
(7)

 

respectivamente. 

Figura 34- Esquema de casamento de fase nas misturas de seis e oito ondas 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Esquema mostrando a configuração de vectores de onda para: (a) mistura de seis 

ondas, e (b) mistura de oito ondas 

 

Na figura 34 (a), o processo representado corresponde, na sequência que segue, à: absorção por 

um átomo de um fóton do feixe C1, seguida da emissão estimulada de um fóton na direção do 

feixe P, esta mesma sequência de absorção-emissão é repetida mais uma vez para em seguida 

absorver um fóton do feixe C2 e emitir o sinal de SWM gerado na direção definida na figura. 

Em (b) se representa um processo similar ao anterior, mas agora para a observação de um 

processo de EWM; a sequência de absorção-emissão dos feixes C1-P é repetida três vezes para 

logo absorver do feixe C2 e emitir o sinal gerado na direção indicada. O sinal gerado, em ambos 

casos é interpretado macroscopicamente como devido a uma polarização não linear 𝑃(2𝑛+1) 

associada à susceptibilidade não linear 𝜒(2𝑛+1) e cumpre com a equação: 

 

𝐸𝐺(𝑟 ) ∝ 𝜒
(2𝑛+1)𝐸𝐶2𝐸𝐶1

𝑛 𝐸𝑃
∗𝑛𝑒𝑖𝑘⃗ 𝐺∙𝑟 ,                                     (4.1.1) 
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onde 𝐸𝑗 é a amplitude do campo elétrico associado ao feixe j, considerado como uma onda plana 

com vetor de onda 𝑘⃗ 𝑗 (j=C1,C2,P,G), interagindo com um átomo na posição 𝑟 .  

Observe-se que ambos processos cumprem perfeitamente a conservação do momento linear, 

ficando nulo o momento linear transferido ao átomo depois da interação com os campos. De 

forma geral a condição de casamento de fase fica determinada por: 

𝑘⃗ 𝐺 = 𝑘⃗ 𝐶2 + 𝑛(𝑘⃗
 
𝐶1 − 𝑘⃗

 
𝑃).                                            (4.1.2) 

Esta condição implica uma relação entre os ângulos da forma: 𝑠𝑒𝑛𝛽 = 𝑛𝑠𝑒𝑛𝜃 (ou 𝛽 = 𝑛𝜃 para 

𝜃 muito pequeno), [59]. 

 

4.3  Evidencias da observação de ressonâncias sub-harmônicas. Espectros e 

interpretação física 

 

Na figura 35 (b) e (c) se apresentam, no gráfico superior (em preto) o espectro de transmissão 

do feixe de prova correspondente aos casos em que 𝛽 = 2𝜃 e 𝛽 = 3𝜃 respectivamente. Cada 

caso corresponde à geometria em que se observaram sinais de SWM (para 𝛽 = 2𝜃) e EWM 

(para 𝛽 = 3𝜃), associado às susceptibilidades não lineares 𝜒(5) e 𝜒(7) respectivamente. As 

intensidades usadas para os feixes C1, C2 e P são: 𝐼𝐶1 = 70 mW/cm2, 𝐼𝐶2 = 90 mW/cm2 e 𝐼𝑃 =

 4 mW/cm2. 

Estes espectros revelam claramente a existência de ganho e absorção Raman em valores 

simétricos da dessintonia “bombeio-prova” 𝛿, que evidencia a existência de níveis vibracionais 

quantizados, com populações diferentes, de átomos confinados numa rede óptica 

unidimensional criada pelos feixes de bombeio C1 e C2. A posição dos picos de ganho e 

absorção (𝛿 ≈ ±150 𝑘𝐻𝑧) correspondem à separação entre dois níveis vibracionais adjacentes, 

conforme foi discutido no capítulo anterior. Em torno a 𝛿 = 0 se observa a bem conhecida linha 

dispersiva típica de ressonâncias RIR [15]. 

Nos gráficos inferiores da figura 35 (b) e (c) se mostram os correspondentes sinais de SWM e 

EWM gerados (em azul), e capturados simultaneamente com seus respectivos espectros de 

transmissão do feixe de prova.  
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Focando no sinal de SWM da figura 35 (b), vemos que apresenta suas máximas amplitudes para 

δ ≈ ±75 kHz, exatamente na metade da separação em frequência entre níveis vibracionais 

adjacentes (𝛿 =
1

2
Ω𝑉). Isto indica que o processo que está sendo gerado é um processo de 

ressonância sub-harmônica que corresponde a uma transição multifotônica como a descrita na 

figura 33 (c). Como pode ser observado no sinal de SWM, a amplitude do pico em δ = + 75 

kHz é maior que a amplitude do pico para δ = - 75 kHz. Esta diferença de amplitude pode estar 

associada ao efeito de propagação do sinal gerado, desde que sua frequência, 𝜔𝐺 = 𝜔 + Ω𝑉 

para δ = - 75 kHz, permite gerar processos Raman em que ele é absorvido. Entretanto, para δ = 

+ 75 kHz, o sinal gerado possui uma frequência 𝜔𝐺 = 𝜔 − Ω𝑉 que permite gerar processos 

Raman onde é amplificado. 

Por outro lado, o sinal de EWM da figura 35 (c) apresenta sua máxima amplitude para 𝛿 =

1

3
Ω𝑉. Isto significa que o processo de mistura de ondas gerado corresponde a uma transição 

multifotônica como a descrita na figura 33 (d), onde acontece três vezes a sequência na qual se 

absorve no feixe C1 e se emite estimuladamente em P, logo se absorve no feixe C2 e é emitido 

o feixe gerado voltando o átomo a seu estado inicial. Ou seja, que na EWM se evidencia também 

o processo de ressonâncias sub-harmônicas, assim como na SWM. 
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Figura 35- Espectro de transmissão do feixe de prova e sinal de mistura de ondas para diferentes configurações 

experimentais 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Curva preta, espectro de transmissão do feixe de prova. Curva azul, sinal de mistura 

de ondas na configuração experimental em que: (a) 𝜷 = 𝜽, (b) 𝜷 = 𝟐𝜽 𝒆 (c) 𝜷 = 𝟑𝜽 
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A mesma diferença de amplitude que foi observada entre ambos picos da SWM é observada 

também para o caso da EWM e sua explicação se atribui aos mesmos efeitos de propagação já 

descritos para o caso da SWM. 

Embora já foram descritas as principais características dos sinais associados a processos que 

envolvem 𝜒(5) e 𝜒(7) , é interessante fazer uma comparação destes com um sinal associado a 

𝜒(3). Para fazer isto, primeiro se deve garantir que este sinal de 𝜒(3) seja obtido sob as mesmas 

condições em que foram obtidos os sinais de ordem superior. Por esta razão foi colocado um 

feixe extra 𝐶2
(3)

, contra-propagante ao feixe 𝐶1 e com uma intensidade baixa o suficiente para 

não alterar a estrutura de níveis vibracionais criada pela onda estacionaria devida à interferência 

espacial 𝐶1 − 𝐶2. Esta configuração se mostra na figura 36. Depois de criados os níveis 

vibracionais devido a 𝐶1 − 𝐶2,  a interação não linear  dos feixes 𝐶1, 𝑃 e o feixe adicional 

𝐶2
(3)

com o meio atômico gera um processo de mistura de quatro ondas idêntico ao descrito no 

capítulo anterior. Nos detectores 𝐷1, 𝐷2 e 𝐷3 são capturados: a transmissão do feixe de prova, 

o sinal de SWM (EWM) e o sinal da FWM respectivamente. 

 

Figura 36- Esquema experimental simplificado mostrando a configuração usada para observar processos associados a 

𝛘(𝟑), usando a estrutura de níveis vibracionais criados na configuração associada a processos 𝛘(𝟓) e 𝛘(𝟕) 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - O feixe 𝑪𝟐
(𝟑)

 é colocado contra-propagante a 𝑪𝟏 com uma intensidade baixa de forma 

que não altere a estrutura de níveis vibracionais. O sinal de FWM gerado é coletado pelo detector 𝑫𝟑 
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Para garantir que a presença do feixe 𝐶2
(3)

 não modifica a estrutura de níveis na qual se 

observam os processos de ordem superior, foi feita a medida dos espectros de transmissão do 

feixe de prova com e sem o feixe 𝐶2
(3)

. Na figura 37 se mostram os resultados obtidos para a 

configuração em que 𝛽 = 2𝜃, isto é, observando um processo associado a 𝜒(5). 

Na figura 37, no gráfico superior se mostra o espectro de transmissão do feixe de prova sem a 

presença do feixe 𝐶2
(3)

 em preto, e quando 𝐶2
(3)

 está presente (em vermelho). Pode ser observado 

que ambos sinais são praticamente iguais, especificamente se deve destacar que a posição dos 

picos de ganho e absorção para 𝛿 ≈ ±150 𝑘𝐻𝑧 não muda. Então podemos concluir que 

estrutura de níveis não é modificada com o feixe 𝐶2
(3)

. 𝐶2
(3)

 apenas está funcionando como uma 

sonda para registrar o sinal associado a 𝜒(3) e compará-lo com 𝜒(5) e 𝜒(7), como inicialmente 

queríamos. No gráfico inferior da figura 37 se mostram os espectros dos sinais de SWM com e 

sem a presença do feixe 𝐶2
(3)

. Ambas medidas foram tomadas simultaneamente com os 

correspondentes espectros da transmissão de P do gráfico superior. Se observa que não existe 

diferença entre os sinais de SWM com e sem 𝐶2
(3)

. 

 

Figura 37- Espectros de transmissão do feixe de prova e SWM coletados com e sem a presença do feixe 𝐂𝟐
(𝟑)

 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Demonstra que a presença ou não do feixe 𝑪𝟐
(𝟑)

 não altera a estrutura de níveis 

vibracionais 
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Voltando à figura 35, em (a) se mostra o espectro de transmissão do feixe de prova (em preto) 

e o sinal de FWM gerado na estrutura de níveis em que 𝛽 = 2𝜃, ou seja, em uma situação 

semelhante à da figura 37 mas nas mesmas condições experimentais que 35 (b).  

Uma característica interessante é a diferença observada entre a FWM e SWM ou EWM em 

torno  𝛿 = 0, onde nos últimos dois casos não existe sinal gerado.  

No capítulo anterior, para processos de terceira ordem, foi observado que em 𝛿 = 0 era gerado 

um sinal de mistura de quatro ondas relacionado à ressonância tipo RIR. Para explicar este fato 

iremos usar novamente a interpretação do sinal gerado como sendo a difração do feixe C2 em 

uma grade [57-59]. Como já foi estudado por diferentes autores, a interferência entre os feixes 

de acoplamento e prova resulta em uma modulação transversal de intensidade que possui uma 

dependência espacial e temporal. Esta onda transversal possui um vector de onda 𝑘⃗ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑒 =

𝑘⃗ 𝐶1 − 𝑘⃗
 
𝑃 ≈ 2𝜃𝑘𝑒̂𝑦 para ângulos pequenos, onde 𝑒̂𝑦 é o vetor unitário na direção 𝑦, supondo 

que os feixes se propagam ao longo de 𝑧. Entretanto, devido ao efeito do deslocamento 

luminoso, o gradiente de intensidade faz com que os átomos tendam a se concentrar nas regiões 

de maior intensidade uma vez que experimentam uma força 𝐹 𝐷𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜 = −𝑒̂𝑦
𝑑

𝑑𝑦
𝑈𝐷𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜, onde 

𝑈𝐷𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜 é o deslocamento da energia do nível fundamental do átomo. Quando 𝛿 = 0 a 

modulação de intensidade é estacionaria e se forma uma grade de densidade atômica fixa no 

tempo com um período espacial [15]: 

Λ =
𝜆

2𝑠𝑒𝑛𝜃
,                                                          (4.2.1)    

onde λ é o comprimento de onda óptico. A mistura de quatro ondas devido a processos tipo RIR 

que foi apresentada no capítulo anterior (figura 28), pode ser interpretada como a difração do 

feixe de acoplamento C2 nesta grade de densidade atômica, desde que se cumpra a condição de 

Bragg 𝛽 = 𝜃. Aqui, os processos de ordem superior estariam associados à saturação desta grade 

espacial de densidade. 

Assim, como o aumento da intensidade do feixe P não muda a distribuição espacial dos átomos, 

a grade de densidade atômica criada não possui termos anharmônicos pelo que a condição de 

Bragg só será cumprida para processos associados a 𝜒(3). Esta é a razão pela qual não são 

observados processos de ordem superior associados à ressonância RIR (em torno de 𝛿 = 0).  
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Uma outra observação interessante durante as medidas foi que, mesmo com o campo magnético 

cancelado, existe a estrutura de níveis quantizados e esta é muito bem definida. Este resultado 

pode parecer contraditório se não levamos em consideração determinadas sutilezas da medida, 

pois a ausência de campo magnético transversal implica que o mecanismo de esfriamento 

Sisyphus assistido magneticamente não funciona.  

A explicação de tal ganho se deve ao ângulo entre os feixes quase contra-propagantes C1 e C2. 

Se definimos a direção de quantização ao longo da direção de propagação de C1, não é possível 

considerar mais que o feixe C2 possui a mesma polarização σ+ que C1. C2 terá agora uma 

pequena componente de polarização σ- e também π. A componente σ- pode, segundo as regras 

de seleção, fazer transições entre os sub-níveis Zeeman |𝑚𝐹 = 4⟩ → |𝑚𝐹 = 3⟩. Desta forma 

esta componente σ- passa a jogar o mesmo papel que o campo magnético, e constitui em si, uma 

nova variante do mecanismo de esfriamento Sisyphus. Este novo mecanismo foi estudado em 

detalhes pelo grupo e será apresentado futuramente [61]. 

Segundo a equação (4.1.1): 𝐸𝐺(𝑟 ) ∝ 𝜒
(2𝑛+1)𝐸𝐶2𝐸𝐶1

𝑛 𝐸𝑃
𝑛∗𝑒𝑖𝑘⃗ 𝐺∙𝑟 , a intensidade do sinal gerado de 

ordem (2𝑛 + 1) deve ser proporcional à intensidade do feixe de prova elevada à enésima 

potência. Para comprovar isto, se fizeram medidas da amplitude do sinal gerado para diferentes 

intensidades do feixe de prova como mostra a figura 38. 

Na figura 38, todos os eixos estão em escala logarítmica. Os pontos em preto são as medidas 

das amplitudes máximas do processo de SWM, enquanto os pontos em azul se referem ao sinal 

de EWM. O ajuste linear feito a cada conjunto de pontos, indica que o coeficiente angular para 

cada sinal é consistente com a equação (4.1.1), obtendo-se 𝑛 = 1.9 para o processo de SWM e 

𝑛 = 2.6  para o processo de EWM. A dispersão dos pontos experimentais observada poderia 

ser devida a que, para se observar processos de altas ordens, é necessário aumentar a intensidade 

do feixe de prova a valores comparáveis aos feixes de bombeio. O aumento desta intensidade, 

não varia apenas a eficiência do processo, mas também pode modificar a estrutura de níveis 

vibracionais. 

 



98 
 

 

Figura 38- Dependência da amplitude dos sinais de SWM (em preto) e EWM (em azul) com a intensidade do feixe de 

prova 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - As linhas pontilhadas indicam o ajuste linear feito em cada caso 

 

Na figura 39 são apresentadas a medidas correspondentes à posição dos picos de um processo 

de EWM. Se mostra a posição do pico maior para diferentes valores de intensidade de P; como 

visto anteriormente o maior pico aparece para 𝛿 > 0. Como se observa, para a faixa de 

intensidades utilizadas, a posição em frequência do pico varia muito pouco. 
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Figura 39- Posição dos picos da mistura de oito ondas como função da intensidade do feixe de prova. 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

A abordagem teórica para se descrever as ressonâncias sub-harmônicas em processos de ordem 

superior tem sido considerada por vários autores [62-65]. Porém a referência que mais se 

aproxima ao nosso sistema experimental é um trabalho teórico desenvolvido por H. Wallis [65], 

onde mostra a existência de ressonâncias sub-harmônicas em um sistema tipo lambda. Em este 

trabalho, ele considera um sistema de três níveis interagindo com dois campos modulados em 

amplitude, onde cada campo acopla com uma transição.  

Depois de escrever as equações de Bloch ópticas para o sistema, e tomar as componentes 

periódicas da matriz densidade fazendo uma expansão em série de Fourier, mostra que é 

possível chegar a uma relação de recorrência entre os termos periódicos 𝑛 − 1, 𝑛 e 𝑛 + 1 [65]. 

A relação de recorrência é resolvida pelo método de frações continuadas na sua variante 

matricial [66], e mostra a existência das ressonâncias sub-harmônicas neste sistema. 

  



100 
 

 

4.4 Implementação do mecanismo de armazenamento usando processos de 

ordem superior 

 

No capítulo anterior foi descrita a implementação de um mecanismo de armazenamento de luz 

usando a coerência induzida entre diferentes níveis vibracionais do movimento atômico. Os 

feixes recuperados, estavam relacionados a processos associados a 𝜒(3). Em trabalhos 

anteriores realizados pelo grupo [29], se mostrou a possibilidade de criar um mecanismo de 

armazenamento de luz que envolvesse processos de ordem superior. Este mecanismo estava 

relacionado à coerência criada entre diferentes sub-níveis Zeeman da transição hiperfina 

6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 3 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ = 2. 

Nesta seção se mostra como é possível armazenar informação óptica envolvendo processos não 

lineares de ordem superior, mas agora usando a coerência induzida entre diferentes estados 

vibracionais dos átomos confinados. Tal mecanismo, constitui um novo tipo de memória óptica 

e é uma extensão do mecanismo descrito no capítulo anterior. 

A sequência temporal do experimento é basicamente a mesma que a descrita na figura 27 da 

seção 3.7. Depois de desligar os feixes do ciclo de resfriamento e o rebombeio, se esperam 200 

μs e colocamos os feixes de escrita (C1, C2 e P) nas configurações em que 𝛽 = 2𝜃 para observar 

processos de SWM, e 𝛽 = 3𝜃 para observar EWM. Os feixes de escrita são mantidos por 100 

μs para ambos processos estudados, tempo suficiente para o sistema atingir o estado 

estacionário. Neste processo de escrita é que se obtêm os sinais não lineares analisados nas 

seções anteriores. 

Após passados os 100 μs da escrita, todos os feixes são desligados e se espera um tempo 

controlado tS, após o qual, são ligados apenas os feixes C1 e C2 por mais 100 μs. Este, como no 

caso de 𝜒(3), é o processo de leitura, no qual focamos a atenção no feixe recuperado em D1 

(figura 27 (a)). 

Na figura 40 se mostra, em preto o sinal de mistura de seis ondas obtido no processo de escrita 

como função da dessintonia do feixe de prova. Como pode ser observado se comparado com a 

figura 35 (b), os sinais são em essência os mesmos. Os pontos em azul mostram a energia do 

pulso recuperado após um tempo de armazenamento tS = 5 μs, isto é, fazendo uma integração 

temporal do sinal capturado no osciloscópio durante o processo de leitura. 
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Figura 40- Espectros de mistura de seis ondas gerada no processo de escrita (em preto), e sinal recuperado no 

processo de leitura (em azul) 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Pode ser observado que a cada pico correspondente a processos envolvendo ressonâncias sub-

harmônicas no processo de escrita, lhe corresponde também picos no sinal recuperado. A 

origem deste sinal recuperado pode ser entendida se pensamos em termos da coerência induzida 

pelos feixes de escrita. No processo de escrita, para a condição em que 
𝛿5

Ω𝑉
=

1

2
 foi descrito que 

existia um processo de mistura de seis ondas envolvendo ressonâncias sub-harmônicas entre 

diferentes níveis vibracionais. Este processo induz uma coerência entre estes níveis e, depois 

de um tS = 5 μs, os feixes de leitura (C1 e C2) acoplam com tal coerência que ainda sobrevive 

um tempo depois de desligar os feixes de escrita. A diferença de amplitude entre estes picos se 

deve ao mesmo processo de ganho ou absorção Raman do sinal gerado devido a sua propagação, 

como descrevemos anteriormente. 

O fato mais interessante deste sinal recuperado é que ele apresenta quatro picos bem definidos, 

diferentemente do sinal de mistura de ondas obtido no processo de escrita. Aliás, os picos 

laterais, que claramente não estão associados a processos sub-harmônicos apresentam uma 

amplitude razoável. Estes picos acontecem exatamente na posição do ganho e absorção Raman 

no espectro de transmissão do feixe de prova, aproximadamente em 𝛿 ≈ ±150 𝑘𝐻𝑧. Se 

Dessintonia (kHz) 

(kHz) 
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pensamos que este sinal se deve à coerência induzida em algum processo de mistura de ondas, 

então está associado a um processo de mistura de seis ondas envolvendo os três primeiros 

estados vibracionais do movimento atômico, uma vez que 𝛿 = Ω𝑉. É muito interessante 

observar que, apesar deste sinal de mistura de ondas não ser observado de forma clara no 

processo de escrita, no processo de leitura o sinal recuperado associado a este, fica da ordem 

dos sinais associados a ressonâncias sub-harmônicas. Isto poderia estar relacionado ao fato de 

que a coerência induzida através de ressonâncias sub-harmônicas envolve transições entre 

níveis virtuais, enquanto a coerência induzida devido à SWM entre os três primeiros níveis 

vibracionais envolve só transições entre níveis reais. Isto indica que a coerência induzida 

envolvendo transições entre níveis reais é menos sensível a processos de decoerência que a 

induzida através de transições que envolvem níveis virtuais. 

Observações semelhantes, foram realizadas para o processo associado a 𝜒(7). Os resultados 

obtidos são mostrados na figura 41, onde novamente temos em preto, o sinal de mistura de oito 

ondas obtido no processo de escrita e em azul a energia do pulso recuperado após um tempo de 

armazenamento de 5 μs. 

Como se observa, os picos laterais apresentam neste caso uma amplitude maior que a dos picos 

associados a ressonâncias sub-harmônicas. Os picos laterais estão relacionados à coerência 

induzida devido a um processo de EWM envolvendo os quatro primeiros níveis vibracionais 

do movimento dos átomos. Por outro lado, as misturas de ondas (EWM) associadas a processos 

sub-harmônicos incluem transições que envolvem três níveis virtuais conforme mostra a figura 

33 (d).  

Se olhamos para a SWM na figura 41, a amplitude do sinal que envolve transições entre os três 

primeiros níveis vibracionais é fracamente observável. Porém na figura 40, o sinal de EWM 

que envolve transições entre os quatro primeiros níveis vibracionais não é observado. 
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Figura 41- Espectros de mistura de oito ondas gerada no processo de escrita (em preto), e sinal recuperado no 

processo de leitura (em azul) 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Na figura 42 se mostra a dependência da energia do pulso recuperado com o tempo de 

armazenamento para o processo associado a 𝜒(5) que envolve ressonâncias subharmônicas. A 

medida foi tomada variando o tempo de armazenamento 𝑡𝑆 desde 2 𝜇𝑠 até 84 𝜇𝑠, mantendo um 

passo de 1 𝜇𝑠 e para uma dessintonia entre os feixes 𝛿 =
Ω𝑉

2⁄ . Esta medida fornece a 

informação da eficiência temporal da memória para esta ordem não linear, ou seja, indica por 

quanto tempo a informação óptica fica armazenada no meio após desligar os feixes de escrita. 

O tempo de armazenamento efetivo é de aproximadamente uns 10 μs, o que é menor que o 

tempo observado para processos 𝜒(3) onde 𝑡𝑆 = 20 𝜇𝑠.  

 

Dessintonia (kHz) 

(kHz) 
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Figura 42- Energia do pulso recuperado, obtida na configuração onde se observa 𝛘(𝟓), para diferentes valores do 

tempo de armazenamento 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - A frequência do feixe de prova foi mantida fixa onde o sinal de mistura de ondas 

associada a ressonâncias sub-harmônicas foi máxima 

 

Na figura 43 se mostra a mesma dependência da energia recuperada como função do tempo de 

armazenamento, mas para processos associados a 𝜒(7) mantendo 𝛿 =
Ω𝑉

3⁄ . Diferentemente da 

memória associada a 𝜒(5) o tempo de armazenamento foi variado desde 2 𝜇𝑠 até 30 𝜇𝑠 com o 

objetivo de obter uma melhor resolução, já que para este processo a memória é temporalmente 

menos eficiente que nos casos anteriores. O tempo de armazenamento efetivo neste caso é ainda 

menor que para 𝜒(5), 𝑡𝑆 ≈ 3 𝜇𝑠.  
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Figura 43- Energia do pulso recuperado, obtida na configuração onde se observa 𝛘(𝟕), para diferentes valores do 

tempo de armazenamento 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - A frequência do feixe de prova foi mantida fixa onde o sinal de mistura de ondas 

associada a ressonâncias sub-harmônicas foi máxima. 

 

Como pode ser observado, na medida que se aumenta à ordem do processo observado, o tempo 

de armazenamento efetivo diminui. Para explicar isto vamos pensar novamente em termos da 

grade de coerência formada no processo de escrita. Esta grade é borrada com a evolução livre 

dos átomos depois de desligar os feixes de leitura, pois os átomos deixam de estar localizados. 

O período espacial da grade, para um processo de ordem 𝑛 é [29]: 

Λ =
𝜆

2𝑛𝑠𝑒𝑛𝜃
.                                                      (4.3.1) 

Assim, com o aumento da ordem não linear observada, o período espacial da grade diminui, 

pelo que o processo de evolução livre dos átomos afeta mais a processos com um período 

menor. Uma descrição detalhada desta dependência do tempo de armazenamento com a ordem 

não linear foi analisada teórica e experimentalmente pelo grupo na referência [29]. 

Estes novos tipos de memórias ópticas não lineares de ordem superior, também poderiam ser 

usados, em princípio, para armazenar estados quânticos da luz o que abre um espectro grande 

de possibilidades para usá-las em áreas de óptica quântica e informação quântica.  
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4.5 Conclusões do capítulo 

 

Neste capítulo, foram observadas misturas de seis e oito ondas associadas a processos não 

lineares relacionados a 𝜒(5) e 𝜒(7) respectivamente, envolvendo ressonâncias subharmônicas 

entre os primeiros dois níveis vibracionais de átomos confinados em uma rede óptica. Para isto 

foi usado o método de resolução angular via casamento de fase para as diferentes ordens da 

susceptibilidade não linear.  

Foi implementado um mecanismo de armazenamento de luz para estes processos de ordem 

superior evidenciando a diminuição do tempo de armazenamento da memória com o aumento 

da ordem do processo. O processo de armazenamento de luz, é interpretado como o 

mapeamento da informação óptica dos feixes na coerência entre os estados vibracionais dos 

átomos confinados. 

A pesar de não ter sido observado sinal de mistura de ondas associado a transições envolvendo 

mais de dois níveis vibracionais no processo de escrita, o processo de leitura deixou claro a 

existência de coerência entre os três ou quatro primeiros níveis vibracionais.  
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5 Observação de ganho gigante e oscilações paramétricas acopladas entre 

quatro modos em mistura de quatro ondas em cascata. Armazenamento 

de momento angular orbital usando o mecanismo de ganho 

 

5.1 Introdução ao capítulo 

 

No presente capítulo apresentaremos a observação do ganho óptico gigante e oscilações 

paramétricas em múltiplos processos de mistura de quatro ondas (FWM). Estes processos que 

geram ganho acima de 7000 estão relacionados não apenas aos níveis internos dos átomos, mas 

também aos graus de liberdade externos dos mesmos. 

Iniciaremos descrevendo a implementação experimental para se observar o referido ganho e os 

múltiplos processos de FWM observados. Também será explicado como os quatro modos 

gerados serão acoplados via equações de Maxwell para induzir o mecanismo de realimentação 

que os amplifica em sua propagação pela amostra de átomos. 

Posteriormente apresentaremos e discutiremos tanto o espectro do ganho gigante quanto a 

forma temporal de todos os modos gerados. Também mostraremos como o sistema pode “auto-

oscilar” mesmo sem a presença de nenhuma semente do feixe de prova. 

Para caracterizar os sinais observados, um estudo experimental detalhado de sua evolução 

conforme são variados diferentes parâmetros experimentais é realizado. Entre os parâmetros 

que se variaram se encontram: intensidade do feixe de prova, intensidade dos feixes de 

bombeio, campo magnético aplicado e profundidade óptica da MOT. Também se mostra a 

presença de fortes correlações temporais entre dois modos gerados. Este estudo permite-nos 

concluir que a origem dos processos paramétricos se encontra ligada aos graus de liberdade 

externos dos átomos, especificamente às ressonâncias induzidas por recuo (RIR). 

Assim, uma breve explicação sobre o fenômeno RIR será apresentada para em seguida, mostrar 

medidas que confirmam que tais ressonâncias são a origem dos processos paramétricos 

observados. 

Finalmente, a alta eficiência do processo é usada para a implementação de um mecanismo de 

memória óptica, onde em particular demostraremos o armazenamento e a recuperação de luz 
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com momento angular orbital. Por fim discutiremos uma propriedade especifica deste novo tipo 

de memória que permite a amplificação da informação armazenada. 

 

5.2 Implementação experimental para a observação do ganho gigante 

 

Processos paramétricos com altos valores de ganho têm chamado a atenção e são amplamente 

estudados devido às suas aplicações à óptica e informação quântica. Especificamente processos 

de FWM com um ganho de aproximadamente 10 tem sido implementado para gerar imagens 

emaranhadas, com possíveis aplicações à multiplexão de variáveis continuas [67, 68]. 

Entretanto, a implementação de osciladores ópticos paramétricos sem cavidade (MOPO - 

Mirrorless Optical Parametric Oscillation) baseados em processos de FWM também tem 

levado a altos valores de ganho [45-47]. Apesar de usualmente serem considerados apenas o 

estudo de dois modos espaciais gerados, nestes trabalhos foi demonstrado que processos de 

MOPO multimodais podem ser implementados via FWM em vapor atômico de sódio. 

Particularmente em [69], foram obtidos valores de ganho de aproximadamente 35 para altas 

densidades atômicas. 

Apresentamos a seguir a implementação do sistema que permite o estudo de processos MOPO 

multimodo via FWM em átomos frios, e permite obter altos valores de ganho saturado e auto-

oscilação. A figura 44 (a) mostra o esquema experimental simplificado usado, no qual dois 

feixes contrapropagantes C1 e C2, com a mesma intensidade e polarizações lineares ortogonais, 

incidem na amostra de átomos frios de Cs obtida através de uma MOT com uma densidade 

óptica ~5. Adicionalmente, um feixe de prova (P) com intensidade ~104 vezes menor que os 

feixes de bombeio e polarização linear ortogonal ao feixe C1 incide na amostra formando um 

ângulo 𝜃 ≈ 1°. Os feixes C1 e C2 são dessintonizados da transição 6𝑆1
2⁄
, 𝐹 = 4 →  6𝑃3

2⁄
, 𝐹′ =

5 em ∆= 30 𝑀𝐻𝑧, enquanto a frequência do feixe P é variada aproximadamente 1 MHz em 

torno à frequência dos feixes de bombeio como se mostra no primeiro esquema da figura 44 

(b), onde 𝛿 representa a dessintonia com respeito aos feixes de bombeio.  
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Figura 44- Esquema simplificado da configuração experimental usada para a observação do ganho gigante 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) Esquema simplificado da configuração experimental usada para a observação do 

ganho gigante. Dois feixes contra-propagantes C1 e C2 com polarizações lineares ortogonais e um feixe de prova P com 

polarização ortogonal a C1, interagem com o meio para gerar os quatro modos mostrados (Gi). (b) Esquema parcial 

de sub-níveis Zeeman associados com a transição fechada 𝟔𝑺𝟏
𝟐⁄
, 𝑭 = 𝟒 →  𝟔𝑷𝟑

𝟐⁄
, 𝑭′ = 𝟓 mostrando dois possíveis 

processos de mistura de quatro ondas: gerada para a frente (FFWM) e para atrás (BFWM) 

 

Na figura 44 (b) também é mostrado como, na configuração experimental descrita e para 𝛿 ≈

0, a interação não linear dos feixes com a estrutura Zeeman degenerada dos átomos, pode gerar 

dois tipos de FWM. A primeira, FFWM (do inglês forward four wave mixing), é uma FWM 

gerada para a frente dando lugar ao sinal G1 mostrado em (a). Este sinal se deve à sequência em 

que se absorve um fóton do feixe C1, se emite estimuladamente em P, mais uma vez se absorve 

C1 e se emite o fóton no modo G1, o qual possui a mesma frequência e polarização de P e na 

direção determinada pela condição de casamento de fase para pequenos ângulos: 

𝑘⃗ 𝐺1 = 2𝑘⃗ 𝐶1 − 𝑘⃗
 
𝑃,                                                    (5.1.1) 
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onde 𝑘⃗ 𝐺1, 𝑘⃗
 
𝐶1 e 𝑘⃗ 𝑃  são os vetores de ondas dos feixes 𝐺1, 𝐶1 e 𝑃 respectivamente.  

Um outro processo de FWM que pode acontecer, está mostrado no terceiro esquema da figura 

44 (b) e é chamado de BFWM (do inglês backward four wave mixing). Tal processo é resultado 

da sequência em que se absorve um fóton do feixe 𝐶1, se emite estimuladamente em 𝑃, se 

absorve agora em 𝐶2 e, o fóton no modo 𝐺2 é gerado com a mesma frequência e polarização 

ortogonal ao feixe 𝑃. A condição de casamento de fase neste caso não é restringida a pequenos 

ângulos e é dada por: 

𝑘⃗ 𝐺2 = −𝑘⃗ 𝑃.                                                       (5.1.2) 

Se os processos paramétricos anteriormente descritos possuem uma alta eficiência, 𝐺1 e 𝐺2 

funcionam, por sua vez, como feixes de prova para gerar via os mesmos processos não lineares 

descritos, os feixes 𝐺3 e 𝐺4 com as polarizações indicadas na figura e vetores de ondas dados 

por: 

𝑘⃗ 𝐺3 = −𝑘⃗ 𝐺2,                                                      (5.1.3) 

𝑘⃗ 𝐺4 = −𝑘⃗ 𝐺1.                                                      (5.1.4) 

Para fechar o ciclo, também os feixes 𝐺3 e 𝐺4 acoplam parametricamente com os feixes de 

bombeio para gerar 𝐺1 e 𝐺2, funcionando como um mecanismo continuo de realimentação. 

Como resultado a estes múltiplos processos de FWM em cascata, podem ser obtidas em cada 

modo gerado, intensidades que superam em milhares de vezes a intensidade do feixe de prova 

inicial.  

Podemos entender o processo se pensamos em termos da polarização macroscópica que será 

induzida no meio devido aos múltiplos processos não lineares de 3ª ordem. Desta forma 

podemos definir: 

𝑃1
(3)
= 𝜒𝑓

(3)
𝐸𝐶1
2 𝐸𝐺3

∗ + 𝜒𝑏
(3)
𝐸𝐶1𝐸𝐶2𝐸𝐺4

∗ + 𝜒𝑠𝐸𝐺1,                             (5.1.5) 

𝑃2
(3)
= 𝜒𝑓

(3)
𝐸𝐶2
2 𝐸𝐺4

∗ + 𝜒𝑏
(3)
𝐸𝐶1𝐸𝐶2𝐸𝐺3

∗ + 𝜒𝑠𝐸𝐺2,                             (5.1.6) 

𝑃3
(3)
= 𝜒𝑓

(3)
𝐸𝐶1
2 𝐸𝐺1

∗ + 𝜒𝑏
(3)
𝐸𝐶1𝐸𝐶2𝐸𝐺2

∗ + 𝜒𝑠𝐸𝐺3,                             (5.1.7) 

𝑃4
(3)
= 𝜒𝑓

(3)
𝐸𝐶2
2 𝐸𝐺2

∗ + 𝜒𝑏
(3)
𝐸𝐶1𝐸𝐶2𝐸𝐺1

∗ + 𝜒𝑠𝐸𝐺4,                             (5.1.8) 
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onde 𝑃𝑖
(3)

 são as polarizações não lineares de 3ª ordem induzidas no meio no modo 𝑖; 𝜒𝑓
(3)

 é a 

susceptibilidade de 3ª ordem que gera processos de FFWM e 𝜒𝑏
(3)

 é a susceptibilidade de 3ª 

ordem que gera processos de BFWM; 𝐸𝐶1 , 𝐸𝐶2e 𝐸𝐺𝑖 são os campos associados aos feixes 𝐶1, 𝐶2 

e aos feixes gerados 𝐺𝑖 respectivamente.  

Substituindo as equações anteriores nas equações de propagação de Maxwell para os campos 

na aproximação paraxial [45], ficamos com: 

𝑑

𝑑𝑧
ℇ𝐺1 = −𝑐𝑓ℇ𝐺3

∗ − 𝑐𝑏ℇ𝐺4
∗ −

𝛼𝑎

2
ℇ𝐺1,                                     (5.1.9) 

𝑑

𝑑𝑧
ℇ𝐺2 = 𝑐𝑓ℇ𝐺4

∗ + 𝑐𝑏ℇ𝐺3
∗ +

𝛼𝑎

2
ℇ𝐺2,                                   (5.1.10) 

𝑑

𝑑𝑧
ℇ𝐺3 = −𝑐𝑓ℇ𝐺1

∗ − 𝑐𝑏ℇ𝐺2
∗ −

𝛼𝑎

2
ℇ𝐺3,                                   (5.1.11) 

𝑑

𝑑𝑧
ℇ𝐺4 = 𝑐𝑓ℇ𝐺2

∗ + 𝑐𝑏ℇ𝐺1
∗ +

𝛼𝑎

2
ℇ𝐺4,                                   (5.1.12) 

onde 𝑧 é a direção de propagação dos feixes e 𝛼𝑎 é o coeficiente de absorção linear de cada 

feixe. Nestas equações foram definidos por simplicidade: 

𝑐𝑓 = −𝑖𝑘𝜒𝑓
(3)
𝐸𝐶1
2 /2𝜖0,                                              (5.1.13) 

 𝑐𝑏 = −𝑖𝑘𝜒𝑏
(3)𝐸𝐶1𝐸𝐶2/2𝜖0,                                        (5.1.14) 

 𝛼𝑎 = −𝑖𝑘𝜒𝑠/𝜖0,                                                   (5.1.15) 

onde em todos os casos foi considerado 𝑘 = |𝑘⃗ 𝐺2| ≈ |𝑘⃗
 
𝐺3|. 

O sistema (5.1.9) - (5.1.12) mostra como na propagação pelo meio, todos os modos estão 

acoplados entre si. A solução numérica do sistema se apresenta na figura 45, onde se plotam os 

módulos quadrados dos campos calculados para cada iteração. 

Para a solução numérica, por simplicidade se consideraram todos os termos reais e os valores 

usados foram similares aos usados por Motomura em [45]: 𝑐𝑓 = 𝑐𝑏 = 5, para 𝛼𝑎 usamos dois 

valores, 𝛼𝑎 = 10 para os modos G2 e G4 e 𝛼𝑎 = 5 para os modos G1 e G3. Isto foi feito para 

poder observar todos os modos por separados, já que mantendo o mesmo valor para todos os 

coeficientes de absorção os modos G1 e G3 estariam superpostos na figura, assim como G2 e 

G4. As condições de contorno usadas foram ℇ𝐺1(0) = 0 ,  ℇ𝐺3(0) = 0.1, ℇ𝐺2(𝑧 = 𝐿) = 0 e 

ℇ𝐺4(𝑧 = 𝐿) = 0, onde 𝐿 é o comprimento do meio. 
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Figura 45- Simulação da amplificação dos feixes gerados através da solução numérica das equações de propagação 

(5.1.9) - (5.1.12) ao longo do eixo z 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Uma pequena semente no modo G3 gera os outros modos os quais acoplam e são 

amplificados 

 

A figura mostra como com uma pequena entrada dada por ℇ𝐺3(0) = 0.1, durante a propagação, 

todos os modos acoplados são gerados e amplificados até alcançar aproximadamente as mesmas 

amplitudes. O resultado obtido é similar ao obtido de forma analítica por Harada et al. em [47]. 

 

5.3 Observação do ganho gigante e auto-oscilação 

 

Devido à realimentação existente entre os diferentes modos gerados, especificamente a semente 

do feixe de prova é amplificada durante sua interação com o meio obtendo-se altos valores de 

ganho. Vamos definir o ganho da seguinte forma: 

𝐺𝑎𝑛ℎ𝑜 =
𝐼

𝐼0
,                                                       (5.2.1) 

onde 𝐼 é a intensidade do feixe de prova na saída da MOT e 𝐼0 a intensidade incidente. 
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É importante ressaltar esta definição de ganho devido a que o ganho observado em nosso caso 

é um ganho saturado. Ou seja, para determinadas condições experimentais, o ganho diminui 

drasticamente com o aumento de 𝐼0. 

Na figura 46 se apresenta o ganho no feixe de prova como função da dessintonia do feixe de 

prova com respeito aos feixes de bombeio. Ou seja, esta curva se obtém medindo a intensidade 

gerada no modo 𝐺3 conforme é variada a frequência da semente de P, o valor de ganho é 

calculado segundo (5.2.1).  

 

Figura 46- Ganho obtido na transmissão do feixe P como função da dessintonia deste com respeito aos feixes de 

bombeio 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Como se observa na figura, foram obtidos valores de ganho em torno de 2200 na ressonância 

(𝛿 = 0), usando intensidades de 120 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 nos feixes de bombeio e 6 𝜇𝑊/𝑐𝑚2 no feixe 

de prova. Tal valor de ganho indica uma alta eficiência do processo paramétrico, que depende 

fortemente da frequência de P, já que os valores máximos de ganho são obtidos próximos de 

𝛿 = 0. A curva de ganho apresenta uma largura à meia altura de 19 𝑘𝐻𝑧, o que indica que o 
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processo paramétrico poderia estar relacionado não apenas à estrutura Zeeman do átomo, mas 

também aos graus de liberdade externo dos mesmos, especificamente a ressonâncias RIR [15].  

A obtenção dos espectros é feita a partir da integração temporal do sinal obtido uma vez que 

este atinge o estado estacionário. Na figura 47 se mostram a forma temporal dos quatro modos 

gerados para 𝛿 = 0 usando intensidades iguais a 90 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 para os feixes de bombeio e 

10 𝜇𝑊/𝑐𝑚2 para o feixe P. 

 

Figura 47- Forma temporal dos pulsos de cada modo gerado 

 

Fonte: Própria autoria (2019) – Os pulsos dos modos gerados apresentam a mesma ordem de amplitude e todos 

evoluem da mesma forma atingindo o estado estacionário em torno aos 𝟑𝟎𝟎 𝝁𝒔 

 

Diferentemente dos capítulos anteriores, o tempo no qual são mantidos ligados os feixes C1, C2 

e P é de 380 𝜇𝑠 devido a que o estado estacionário, para as intensidades observadas, é atingido 

após os 200 𝜇𝑠. Como se observa, os quatro modos gerados começam a amplificar-se após 

dezenas de 𝜇𝑠 e evoluem para amplitudes da mesma ordem. As diferenças entre os diferentes 

modos, se deve à alta sensibilidade de cada modo ao alinhamento tanto dos feixes quanto dos 

detectores. Foi observado que com o incremento da intensidade dos feixes de bombeio, o tempo 

para atingir o estado estacionário se reduz. Para altas intensidades dos feixes de bombeio, 
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entretanto, a amplitude dos sinais gerados começa a cair logo após atingir o estado estacionário 

devido a que os átomos saem da transição de interação por efeito de bombeamento óptico.  

Na figura 48 se apresentam em (a), (b), (c) e (d) as formas temporais dos sinais 𝐺3, 𝐺1, 𝐺2 e 𝐺4 

respectivamente, quando a semente do feixe P é bloqueada. Como se mostra existe geração de 

feixes macroscópicos nas direções dos detectores que cumprem com a condição de casamento 

de fase imposta mesmo sem a semente do prova. Ou seja, que o sistema auto-oscila na direção 

em que estamos detectando. É importante destacar que, apesar de detectar auto-oscilação na 

direção dos detectores, a mesma acontece em vários outros modos espaciais formando um cone 

em torno a direção onde o casamento de fase é satisfeito [45]. A auto-oscilação apresenta uma 

amplitude duas ordens de grandeza menor se a comparamos com o sinal com o feixe de prova 

presente. Foi também observado que a auto-oscilação apresenta grandes flutuações de 

amplitude no tempo de observação devido à competição entre os diferentes modos espaciais 

que podem gerá-la. 
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Figura 48- Forma temporal da auto-oscilação para cada modo quando a semente do feixe de prova é bloqueada 

(a) (b) 

(c) (d) 

Fonte: Própria autoria (2019) - Em (a), (b), (c) e (d) se mostram respectivamente os modos G3, G1, G4 e G2 

 

5.4 Caracterização do ganho gigante e observação de correlações temporais 

 

Para entender o processo foram feitas várias medidas onde diferentes parâmetros experimentais 

foram mudados.  

Na figura 49 se apresentam as intensidades dos feixes gerados 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 e 𝐺4 {em (a), (b), (c) 

e (d)} como função da frequência do feixe de prova, quando se usam intensidades de 

90 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 para os feixes de bombeio e 10 𝜇𝑊/𝑐𝑚2 para o feixe P. No inset de cada figura 

temos a forma temporal do pulso em cada caso. 
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Figura 49- Comparação das intensidades medidas em cada modo gerado como função da frequência de P 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Fonte: Própria autoria (2019) – As intensidades são da mesma ordem e a forma de linha é a mesma para todos os 

modos. Modos: (a) G1, (b) G2, (c) G3 e (d) G4. No inset se apresentam as intensidades de cada modo como função do 

tempo 

 

A figura confirma que todos os sinais tem a mesma ordem, e pode ser observado que as formas 

de linha também coincidem, e apresentam uma mesma largura de linha de aproximadamente 

15 𝑘𝐻𝑧. Fora da região −20 𝑘𝐻𝑧 < 𝛿 < 20 𝑘𝐻𝑧 o sinal gerado é muito menor, e se deve a que 

mesmo quando não se cumple a condição de ressonância para o processo, existe auto-oscilação. 

Se, na ressonáncia, comparamos a intensidade com que se incidiu o feixe de prova 

(10 𝜇𝑊/𝑐𝑚2) com as intensidades geradas em cada modo vemos que estas são de 

aproximadamente 1000 vezes maiores, o que mostra a grande eficiencia do processo em todos 

os modos gerados. 

Como visto na figura anterior todos os modos gerados tem a mesma ordem e apresentam a 

mesma forma de linha, desta forma, podemos usar apenas a medida do ganho (no modo G3) 

para caraterizar a eficiencia do processo sem a necessidade de apresentar os outros modos, que 

apresentarão o mesmo comportamento. O estudo do ganho como função da intensidade do feixe 

P se mostra na figura 50.  

G1 G2 

G3 G4 
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Figura 50- Ganho medido como função da intensidade da semente do feixe P 

 

Fonte: Prórpia autoria (2019) - No inset se apresenta o mesmo gráfico sem os primeiros dois pontos para melhor 

visualização do comportamento com ganhos abaixo de 1000 

 

No inset da figura se apresenta a evolução do ganho desconsiderando os primeiros dois pontos, 

o objetivo desta figura é observar em detalhes o comportamento onde se tem a maior quantidade 

de pontos. Como tínhamos mencionado este ganho satura fortemente com a potência do feixe 

de prova permanecendo praticamente constante a partir dos 20 𝜇𝑊/𝑐𝑚2. A linha em vermelho 

é um ajuste puramente matemático usando a equação 𝑦 = 𝑎𝑥−1, mas se ajusta perfeitamente 

aos pontos experimentais inclusive aos correspondentes aos maiores ganhos obtidos, o que 

mostra que a dependência do ganho com a intensidade do feixe de prova é linear inversa. Se 

esta dependência permanece, o sistema pode tornar-se ideal para aplicações em óptica quântica, 

onde altos ganhos em processos paramétricos podem levar à observação de estados 

comprimidos (squeezing) do campo eletromagnético.  

Outro indício de que este sistema é promissor neste sentido são as medidas que mostram a 

existência de correlações temporais entre dois modos escolhidos (𝐺1 e 𝐺3). Tal medida se 

mostra na figura 51, onde em preto se tem a transmissão do feixe de prova (𝐺3) e em azul a 

mistura de ondas gerada para a frente (𝐺1). 
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Figura 51- Correlações temporais observadas em escala de nano-segundos entre os feixes gerados na direção do feixe 

de prova e da FFWM 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Esta medida foi capturada no osciloscópio com os feixes em ressonância (𝛿 = 0), sem fazer 

nenhum tipo de média na forma temporal dos sinais que foram coletados durante 1 𝜇𝑠. A 

medida mostra uma clara correlação temporal entre ambos modos gerados mesmo nesta escala 

de tempo, onde se aprecia que pequenas flutuações em um modo são acompanhadas de 

flutuações também no outro modo. Tal correlação é completamente anulada se o feixe de prova 

é bloqueado, onde fica apenas a auto-oscilação. A observação de correlação temporal depende 

fortemente do alinhamento e da alta eficiência do processo.  

É importante ressaltar que as correlações observadas no sistema não são correlações quânticas. 

Para se evidenciar correlações de natureza quântica neste sistema, será necessário implementar 

um sistema de detecção homodina balanceada que permita a medida de flutuações abaixo do 

ruído quântico do vácuo. Futuras pesquisas nesta direção estão sendo implementadas pelo 

grupo. 

A eficiência de processos paramétricos similares, depende fortemente da densidade atômica 

[69]. Assim fizemos também medidas da dependência do ganho com a profundidade óptica do 
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meio. Esta medida é apresentada na figura 52 e como se observa, o ganho aumenta conforme 

se aumenta a profundidade óptica, existindo um limiar em torno a uma profundidade óptica de 

3. Para profundidades ópticas entre 2.5 e 3 se bem o ganho é maior que 10, este valor está muito 

longe dos maiores ganhos que obtivemos. Para profundidades ópticas menores que 3, onde o 

ganho é menor que ~100, o sistema não apresenta auto-oscilação. 

 

Figura 52- Ganho observado para diferentes valores de profundidade óptica da armadilha magneto óptica 

 

Fonte: Própria autoria (2019) – Se mostra que o ganho é fortemente dependente da densidade atômica 

 

Este resultado é consistente com outros reportados na literatura, especificamente em sistemas 

similares ao nosso, onde se obtêm altos valores de ganho devido a processos paramétricos 

associados a transições envolvendo os graus de liberdade externos dos átomos [69]. Neste 

trabalho o ganho também depende fortemente da densidade atómica do meio. Em particular se 

consegue valores de ganho acima de 30 em uma armadilha bidimensional em forma de charuto, 

usando ressonâncias RIR. 

Também estudamos o comportamento do ganho para diferentes valores de um campo 

magnético transversal aplicado. Este resultado se mostra na figura 53, onde se apresentam os 

espectros de transmissão do feixe de prova para diferentes valores do campo magnético 
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aplicado na direção perpendicular à propagação dos feixes. A calibração do campo magnético 

foi feita usando a técnica de espectroscopia de micro-ondas descrita no capítulo 3. 

Pode ser observado que o campo magnético diminui ligeiramente a eficiência do processo 

paramétrico. Uma possível explicação a isto, é que devido à aplicação do campo magnético 

transversal acontece uma redistribuição da população entre os sub-níveis Zeeman, levando a 

uma mudança na população dos estados que participam do processo. Se observa também que 

apesar da diminuição do ganho com o campo magnético aplicado, a forma de linha e a largura 

à meia altura são pouco alteradas, indicando que a natureza do processo continua sendo a 

mesma e é fracamente sensível a campos magnéticos externos.  

 

Figura 53- Espectro de transmissão do feixe de prova 

 

Fonte: Própria autoria (2019) – Se mostra a dependência do ganho com o campo magnético transversal aplicado 

 

5.5 Limiar de oscilação 

 

Na figura 54 se mostra a dependência da amplitude dos modos gerados com a intensidade dos 

feixes de bombeio usando uma intensidade do feixe de prova em torno a ~10 𝜇𝑊/𝑐𝑚2. É 
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interessante observar que todos os modos apresentam o mesmo comportamento conforme é 

variada a intensidade de C1 e C2. Isto pode ser entendido pelo fato de que, como os modos 

estarão acoplados entre si como mostram as equações (5.1.9)-(5.1.12), o aumento da eficiência 

do processo afetará a todos da mesma forma. Se observa também que para todos os modos 

gerados existe um limiar próximo dos 40  𝑚𝑊/𝑐𝑚2, a partir do qual os feixes gerados 

começam a crescer rapidamente. A partir dos ~ 60  𝑚𝑊/𝑐𝑚2 se chega a um regime de 

saturação onde os sinais deixam de crescer e, para as maiores intensidades existe a tendência a 

diminuir a amplitude provavelmente devido a efeitos de bombeamento óptico. 

 

Figura 54- Amplitude de cada modo gerado como função da intensidade dos feixes de bombeio 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Se observa como todos os modos apresentam o mesmo comportamento 

 

Por último, na figura 55, se apresentam os resultados da medida da largura à meia altura do 

espectro de cada modo como função da intensidade dos feixes C1 e C2. A largura de todos os 

modos gerados se mantem em torno dos 4 kHz até 50 𝑚𝑊/𝑐𝑚2. A partir desta intensidade a 

largura cresce rapidamente e se mantem constante em torno aos 16 kHz. Este comportamento 

em específico é observado no espectro de transmissão do feixe de prova em ressonâncias RIR 

[15].  
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Figura 55- Largura de linha que apresenta o espectro de cada modo gerado como função da intensidade dos feixes de 

bombeio 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

5.6 Explicação das ressonâncias induzidas por recuo (RIR) 

 

Na seção anterior foi mencionado como outros autores reportaram a observação de altos valores 

de ganho induzido por processos paramétricos em sistemas similares ao nosso [45-47, 69]. Em 

particular o trabalho de Vengalattore e Prentiss [69], reporta valores de altos ganhos associados 

a processos tipo RIR em átomos ultrafrios de Cs, o que torna interessante fazer uma descrição 

física mais detalhada das ressonâncias RIR devido à semelhança com nosso sistema. 

Nos capítulos anteriores associamos o fenômeno RIR com a curva dispersiva que se observava, 

em torno de 𝛿 = 0, na transmissão do feixe de prova nos diversos espectros apresentados.  

Para se entender o fenômeno, na figura 56 se mostra ilustrativamente a interação entre dois 

campos (𝐸⃗ 𝐹(𝜔𝐹) e 𝐸⃗ 𝑃(𝜔𝐹 + 𝛿)) com um átomo de dois níveis. Entre os campos 𝐸⃗ 𝐹 e 𝐸⃗ 𝑃 existe 

um pequeno ângulo 𝜃 como se mostra em (c) e (d) e, 𝐸⃗ 𝑃 (campo de prova) tem uma amplitude 
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muito menor. Nesta situação, o átomo pode interagir com ambos os campos de forma a absorver 

num campo e emitir estimuladamente no outro, o que pode ser chamado como redistribuição 

de energia entre os modos do campo. Assim, em (a) e (c) se exemplifica a redistribuição de um 

fóton do campo 𝐸⃗ 𝐹 para o campo 𝐸⃗ 𝑃 amplificando assim o campo de prova. O processo de 

redistribuição de um fóton do campo de prova para o campo 𝐸⃗ 𝐹, é também possível levando a 

uma absorção no feixe de prova, figura 56 (b) e (d).  

No processo de absorção-emissão, o átomo volta para seu estado fundamental interno |𝑔⟩ 

emitindo um fóton com frequência 𝜔𝐹 + 𝛿, porem seu estado de momento é modificado de 𝑝  

para 𝑝 + ∆𝑝 . Este ∆𝑝  está diretamente relacionado à diferença entre os vetores de onda dos 

fótons absorvido e emitido, de forma que ∆𝑝 = ℏ(𝑘⃗ 𝑃 − 𝑘⃗ 𝐹). 

Entretanto, a probabilidade de ocorrer um processo de amplificação ou atenuação do feixe de 

prova, depende intrinsecamente da quantidade de átomos nos estados de momento iniciais da 

transição de dois fótons, como se mostra em (a) e (b). Se os campos tem a mesma frequência, 

ou seja 𝛿 = 0, os dois processos de redistribuição de fótons possuem a mesma probabilidade 

de ocorrer, pois envolvem estados de momento que possuem a mesma população. Desta 

maneira, um processo se sobrepõe ao outro e nenhuma variação nas intensidades dos feixes é 

observada. 

Porém quando 𝛿 ≠ 0, os campos realizam transições Raman envolvendo estados de momento 

distintos, com populações diferentes, e isso faz com que um processo seja favorecido com 

relação ao outro de tal forma que o feixe de prova ganha ou perde energia proporcionalmente à 

diferença de população dos estados externos envolvidos. Este processo que envolve a transição 

entre dois estados de momento e resultam em uma absorção/amplificação dos feixes é o que 

chamamos de ressonância induzida por recuo (RIR). 

Levando em consideração a conservação da energia e do momento no sistema como um todo, 

devemos considerar os estados internos e externos do átomo, de modo que, em lugar de 

considerar o átomo como um sistema de dois níveis, deveremos considerá-lo um sistema 

composto, possuindo estados |𝑔𝑖⟩ = |𝑔⟩⨂|𝑝 𝑖⟩ e |𝑒𝑖⟩ = |𝑒⟩⨂|𝑝 𝑖⟩, onde |𝑒⟩ faz referência ao 

estado excitado interno e |𝑝 𝑖⟩ está relacionado ao estado de momento do átomo, lembrando que 

𝑝  apresenta um espectro contínuo. Nestas condições, a interação dos campos com os átomos 

pode ser interpretada como uma transição Raman (ou espalhamento Raman) que conecta um 

estado externo de momento a outro. 
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Figura 56- Transição Raman estimulada entre distintos estados de energia cinética 

 

Fonte: Figura tomada e modificada da referência [51] - (a) e (b) Transição Raman estimulada entre distintos estados 

de energia cinética que, devido a diferença de população entre os estados, resultam em uma amplificação ou 

atenuação conforme ilustrado em (c) e (d), respectivamente 

 

A forma de linha para a ressonâncias tipo RIR está dada pela equação (5.4.1) a qual está 

deduzida de forma detalhada na referência [51] considerando um sistema de três níveis com 

dois estados fundamentais: |𝑔⟩⨂|𝑝 𝑖⟩ e |𝑔⟩⨂|𝑝 𝑖 + ∆𝑝 ⟩. 

𝑔(𝛿) = 𝜂
|Ω𝐹|

2Ω𝑃

∆2
ℏ𝛿

√𝜋𝑢𝑘𝐵𝑇
𝑒
−

𝛿2

2(𝑘𝜃𝑢)2,                                    (5.4.1) 

onde 𝜂 é uma constante relacionada às propriedades do meio, Ω𝐹 e Ω𝑃 são as frequências de 

Rabi associadas aos campos 𝐸⃗ 𝐹 e 𝐸⃗ 𝑃, ∆ a dessintonia respeito ao estado excitado, 𝛿 e 𝜃 a 

dessintonia e o ângulo entre os feixes respectivamente, 𝑢 a velocidade mais provável dos 

átomos a uma dada temperatura 𝑇. 

Fazendo um gráfico da equação (5.4.1) levando em consideração a propagação pelo meio se 

obtém o gráfico da figura 57, o qual mostra a forma de linha que apresenta o espectro de 
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transmissão do feixe de prova devido ao processo RIR com largura 𝛿(𝑅𝐼𝑅) = 2𝑘𝜃𝑢. Em 

particular se observa ganho para 𝛿 < 0 e absorção para 𝛿 > 0 relacionados a processos de 

espalhamento Raman conforme os descritos na figura 56 (a) e (b). 

 

Figura 57- Forma de linha obtida teoricamente para o espectro de transmissão do campo EP (feixe de prova) num 

processo RIR 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - É possível verificar uma região ganho (δ < 0) e uma região de absorção (δ > 0) 

 

A forma de linha para o processo RIR pode também ser interpretada como se originando de 

uma difração de Bragg numa grade de densidade atômica. Aqui, a interferência entre os feixes 

F e P dá origem a um padrão periódico de intensidades ao longo da direção 𝐺 = 𝑘⃗ 𝐹 − 𝑘⃗ 𝑃. Como 

ambos os feixes estão sintonizados abaixo da ressonância, os átomos tendem a se localizar em 

torno dos máximos de intensidade, criando assim a grade de densidade, com período espacial 

Λ =
2𝜋

|𝐺 |
. 

A difração de Bragg do feixe F na grade, produz feixes espalhados nas direções 𝑘⃗ 𝐺 = 𝑘⃗ 𝐹 ± 𝐺 , 

isto é, ao longo das direções 𝑘⃗ 𝐺 = 𝑘⃗ 𝑃 e 𝑘⃗ 𝐺 = 2𝑘⃗ 𝐹 − 𝑘⃗ 𝑃. Estes processos são mostrados na 

figura 58 abaixo. 
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Figura 58- Interpretação do processo de RIR como a auto difração do feixe F na grade de densidade atômica criada 

pela sua interferência com o feixe P 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Assim, vemos que o sinal difratado na direção 𝑘⃗ 𝑃 interfere com o feixe P incidente, o que 

determina a intensidade total transmitida ao longo deste feixe. Em particular, para 𝛿 ≠ 0, a 

grade induzida se move com velocidade 𝑣 =
𝛿

|𝐺 |
, e tendo em vista o tempo de resposta finito do 

meio atômico em acompanhar o movimento da grade, resulta que para 𝛿 < 0 há interferência 

construtiva (ganho), enquanto que para 𝛿 > 0 a interferência é destrutiva (absorção). Para 𝛿 =

0 a grade é estacionária e não há redistribuição de energia entre os feixes ao longo da direção 

𝑘⃗ 𝑃. 

Por outro lado, nesta condição (𝛿 = 0), a componente de difração de Bragg ao longo da direção 

2𝑘⃗ 𝐹 − 𝑘⃗ 𝑃 é maximizada. Cabe destacar que este processo corresponde a um processo de mistura 

de quatro ondas para frente e satisfaz a condição de casamento de fase apenas para pequenos 

valores do ângulo 𝜃 entre os feixes F e P. 

Por fim, notamos que a grade de densidade formada pela interferência entre os feixes F e P, 

pode também difratar um outro feixe F´, contrapropagante ao feixe F (𝑘⃗ 𝐹′ = −𝑘⃗ 𝐹). Neste caso 

o feixe difratado se propaga ao longo da direção 𝑘⃗ 𝐺 = 𝑘⃗ 𝐹 + 𝐺 = −𝑘⃗ 𝑃, que corresponde ao 

conhecido sinal de conjugação de fase óptica via mistura de quatro ondas. A figura 59 ilustra 

este processo. 
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Figura 59- Interpretação do sinal de conjugação de fase óptica via mistura de quatro ondas como resultado da 

difração do feixe F´ na grade de densidade atômica criada pelos feixes F e P 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

5.7 Origem do ganho gigante 

 

O fato de os sinais gerados no processo terem seus máximos em torno de 𝛿 = 0 e largura de 

linha estreita (~15 𝑘𝐻𝑧) sugerem que o mecanismo de RIR deva ter um papel na origem destes 

sinais. Assim, realizaremos uma série de medidas auxiliares para confirmar esta hipótese. 

Na figura 60 se apresentam os espectros de transmissão do feixe de prova (modo G3), mantendo 

as mesmas condições experimentais, mas variando o tempo a partir do qual iniciamos a 

integração do sinal. Normalmente as medidas anteriores são todas integradas durante 10 𝜇𝑠, 

começando a integrar no estado estacionário para um 𝑡0 = 300 𝜇𝑠. No caso da figura 56 este 

𝑡0 foi variado conforme os valores mostrados em (a) e (b). As intensidades usadas foram 𝐼𝐶1,2 =

90 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 e 𝐼𝑃 = 10 𝜇𝑊/𝑐𝑚
2. 
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Figura 60- Espectros de transmissão do feixe de prova para diferentes tempos t0 

 

       (a) 

 

 

      (b) 

 

Fonte: Própria autoria (2019) – Se mostra como o processo muda de comportamento para um pico centralizado 

em 𝜹 = 𝟎 associado a RIR 

 

Como se observa em (a) integrando nos primeiros tempos 45 − 80 𝜇𝑠 o espectro do sinal 

apresenta uma forma de linha dispersiva e com uma largura de aproximadamente 100 𝑘𝐻𝑧, uma 

largura maior que a tipicamente observada para as RIR. Esta forma de linha mostra ganho e 

absorção Raman associados à estrutura Zeeman dos átomos [70](*). Como a localização dos 

átomos para formar a grade de densidade que dá lugar ao processo RIR demora um certo tempo, 

o mecanismo RIR só se manifesta após este intervalo de tempo. Para tempos mais longos, 

mostrados em (a), vemos como começa a surgir um pico bem definido centralizado em 𝛿 = 0 

e com uma largura de linha bem mais estreita ~15 𝑘𝐻𝑧, agora sim associado as ressonâncias 

RIR, embora ainda preserve um pouco a forma dispersiva relacionada às transições Raman 

mencionadas anteriormente. Em (b) se pode observar como o pico central vai crescendo e 

dominando conforme se aumenta 𝑡0. Isto acontece porque para estes tempos longos a dinâmica 

de acoplamento com os outros modos gerados se torna mais importante, e o processo 

paramétrico em cascata passa a dominar.  

 

 

 

 

 

(*) Também podem contribuir para este sinal, ressonâncias Raman associadas a estados vibracionais 

originados pelo gradiente de polarização.  

Dessintonia (kHz) 

(kHz) 
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A evolução dos outros modos gerados para diferentes 𝑡0 é mostrada na figura 61. 

 

Figura 61- Espectros de transmissão de todos os modos gerados para diferentes tempos t0 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

A figura 61 (c) mostra como para 𝑡0 = 64 𝜇𝑠, temos sinal apenas no modo G3, que corresponde 

à transmissão do feixe de prova, e o modo G2 que corresponde à BFWM, ambos os sinais 

apresentando larguras maiores que as associadas ao processo RIR. Em 61 (b), para 𝑡0 = 100 𝜇𝑠, 

os átomos já começaram a se localizar na grade de densidade, o modo G2 começa a cobrar 

importância e acopla com os campos de bombeio para gerar os modos G3 e G4, que por sua vez 

acoplam para gerar G1 como indicam as equações (5.1.9)- (5.1.12). A partir deste ponto, com 

os quatro modos definidos, o sistema evolui de tal forma que cada modo realimenta aos outros 

como explicado na seção 5.1 e para 𝑡0 > 300 𝜇𝑠 os quatro modos possuem a mesma amplitude 

e a forma dispersiva não é mais apreciável no modo G3. Desta forma o processo RIR passa a 

dominar a dinâmica do sistema. 

Finalmente um outro conjunto de medidas, sugere também que o processo tem origem nas 

ressonâncias RIR. Na figura 62 se apresentam os espectros dos modos G3 e G1 conforme se 
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varia a intensidade do feixe C2, mantendo fixa as intensidades 𝐼𝐶1 = 60 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 e 𝐼𝑃 =

10 𝜇𝑊/𝑐𝑚2. A linha em preto é a transmissão de P (G3) e a linha em vermelho é o sinal de 

FFWM (G1). 

 

Figura 62- Espectros de transmissão do feixe de prova (em preto) e da BFWM (em vermelho) para diferentes 

intensidades do feixe C2 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - (a) 𝑰𝑪𝟐 = 𝟎 , (b) 𝑰𝑪𝟐 = 𝟗 𝒎𝑾/𝒄𝒎
𝟐, (c) 𝑰𝑪𝟐 = 𝟐𝟕 𝒎𝑾/𝒄𝒎

𝟐 e (d) 𝑰𝑪𝟐 = 𝟔𝟎 𝒎𝑾/𝒄𝒎
𝟐 

 

Como se observa na figura 62 (a), quando a intensidade de C2 é nula a forma de linha dispersiva 

é relacionada ao ganho e absorção Raman envolvendo os sub-níveis Zeeman. Perceba que na 

configuração de polarização usada, sem a presença do feixe C2, nenhuma interferência entre os 

feixes C1 e P pode criar a grade de densidade responsável pelo processo RIR. Entretanto, 

observamos em (a) um pequeno sinal para 𝛿 = 0  associado à FFWM, embora este sinal seja 

maximizado nas regiões de ganho e absorção Raman. Conforme se aumenta a intensidade de 

C2, a interferência deste feixe com P é responsável pela criação da grade de densidade na qual 

o feixe C1 será difratado para gerar o sinal correspondente à BFWM (G2) associada ao processo 

RIR em torno de 𝛿 = 0. Isto é mostrado na sequência de figuras 62 (b)-(c)-(d). Como se 

explicou na figura anterior, tal sinal de BFWM acopla com os demais modos para gerar os 

quatro sinais da mesma ordem centralizados em 𝛿 = 0.  
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5.8 Armazenamento de momento angular usando a oscilação paramétrica 

multimodo 

 

Dadas as características deste ganho gigante, uma possível aplicação imediata é usá-lo para 

implementar um mecanismo de armazenamento de luz. Devido a que todos os modos crescem 

no tempo a partir de uma pequena semente, este poderia ser um ótimo sistema não só para 

armazenar informação de um feixe prova, mas também para fazer a multiplexação desta 

informação nos demais modos.  

A ideia é que, se no processo de escrita algum observável do sistema excitado sobrevive por 

certo tempo (𝑡𝑆) após desligados os feixes de escrita, o acoplamento com os feixes de leitura 

amplificará a informação armazenada neste observável do sistema. Isto constitui um 

mecanismo de armazenamento, amplificação e multiplexação da informação contida em um 

feixe nunca antes implementado. 

Para implementar tal ideia, foi usado um modulador espacial de fase de luz (SLM) para colocar 

momento angular orbital (MAO) no feixe de prova. O SLM basicamente terá o papel de 

transformar um feixe gaussiano em um feixe Laguerre-Gauss (LG). 

Para entender de forma geral as propriedades de um feixe LG e e o fato do feixe possuir 

momento angular orbital, partimos da equação de Hemholtz escalar: 

𝛻2𝛩 + 𝑘2𝛩 = 0.                                                   (5.6.1) 

Uma solução possível para esta equação é uma função composta por um termo que fornece o 

perfil de fase transverso e outro termo que depende explicitamente do fator de fase longitudinal 

𝑒𝑖𝑘𝑧, tal como: 

𝛩(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑧,                                          (5.6.2) 

onde 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) é a distribuição de amplitude do modo. Substituindo (5.6.2) em (5.6.1) temos 

que: 

∇𝑡
2𝜓 + 

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜓 +  2𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝑧
𝜓 = 0,                                        (5.6.3) 
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sendo ∇𝑡
2= 

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 

𝜕2

𝜕𝑦2
. A equação acima pode ser simplificada se tomarmos ela no regime 

paraxial, onde impomos que o perfil da onda muda lentamente com z, e portanto, satisfaz as 

seguintes condições: 

|
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
| ≪ |∇𝑡

2𝜓 |, |𝑘
𝜕𝜓

𝜕𝑧
|.                                               (5.6.4) 

Assim, a equação (5.6.3) no regime paraxial se transforma em: 

∇𝑡
2𝜓 +  2𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝑧
𝜓 = 0.                                              (5.6.5) 

Uma solução da equação acima, em coordenadas cilíndricas, foi obtida por Allen et al. na 

referência [71] e está dada por: 

𝜓𝑙𝑝
𝐿𝐺(𝜌, 𝜙, 𝑧) =

𝐶𝑙𝑝
𝐿𝐺

√𝑤(𝑧)
(
𝜌√2

𝑤(𝑧)
)
|𝑙|

𝑒
[−

𝜌2

𝑤2(𝑧)
]
𝐿𝑝
|𝑙| (

2𝜌2

𝑤2(𝑧)
) 𝑒

[−𝑖𝑘
𝜌2𝑧

2(𝑧𝑅
2+𝑧2)

]
𝑒𝑖𝑙𝜙𝑒[−𝑖(2𝑝+|𝑙|+1)𝜒(𝑧)],  (5.6.6) 

onde 𝑙 = {… ,−2,−1,0,1,2, … }, 𝑝 = {0,1,2, … }. 𝐿𝑝
|𝑙|

 são os polinômios generalizados de 

Laguerre, e 𝐶𝑙𝑝
𝐿𝐺  uma constante de normalização dada por: 

𝐶𝑙𝑝
𝐿𝐺 = √

𝑝!2|𝑙|+1

𝜋(|𝑙|+𝑝)!
.                                                   (5.6.7) 

O índice 𝑝 está relacionado com a quantidade de anéis concêntricos no perfil de intensidade. 

Por exemplo, para um modo de LG com índice 𝑝 = 0 têm-se um único anel concêntrico, já para 

𝑝 = 1, têm-se 2 anéis concêntricos. 

O índice 𝑙, contido no termo de fase azimutal que está sublinhado na equação (5.6.6), está 

associado a "carga topológica" do modo. De certa forma, a carga topológica representa a 

quantidade de fatores 2𝜋 acumulados ao integrar o gradiente de fase em torno do eixo de 

propagação. A partir da solução determinada acima também e possível demostrar que a cada 

fóton do campo está associado um momento angular 𝐿𝑧 = 𝑙ℏ [71]. 

Para a implementação experimental da ideia, foi colocado um MAO no feixe de prova através 

de sua reflexão em um SLM Hamamatsu que utiliza a tecnologia LCOS (Liquid-Crystal-on-

Silicon). Nele, um holograma associado ao modo LG que se queira produzir se imprime em sua 

tela de cristal líquido de tal forma que o feixe gaussiano refletido nesta tela passa a ter o modo 

do campo desejado. 
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O mecanismo de escrita-leitura é basicamente o mesmo que o usado nos capítulos anteriores 

com excepção dos tempos durante os quais são mantidos os feixes. Neste caso, o tempo em que 

se mantêm ligados os feixes de escrita (C1, C2 e P) é de 180 𝜇𝑠. Já os feixes de leitura (C1 e C2) 

foram mantidos ligados durante 200 𝜇𝑠 e, entre os feixes de escrita e leitura o tempo 𝑡𝑠 pode 

ser variado entre 2 − 200 𝜇𝑠. 

Na figura 63 se mostram as formas temporais dos modos G3 (transmissão do prova) em preto e 

G2 (BFWM) em azul durante os processos de escrita e leitura. O tempo de armazenamento 

usado foi de 𝑡𝑠 = 20 𝜇𝑠, as intensidades para os feixes foram 𝐼𝑃 = 100 𝜇𝑊/𝑐𝑚2 para o 

processo de escrita e 𝐼𝐶1,2 = 60 𝑚𝑊/𝑐𝑚2 tanto para a escrita quanto para a leitura. 

 

Figura 63- Forma temporal dos pulsos correspondentes à transmissão de P (em preto) e à BFWM nos processos de 

escrita e leitura 

 

Fonte: Própria autoria (2019) 

 

Como se observa, durante o processo de escrita, ambos modos apresentam basicamente o 

mesmo comportamento que foi descrito anteriormente na seção 5.3. Durante o processo de 

leitura, a informação armazenada no meio via grade de densidade atômica no presente caso, 

acopla com os feixes C1 e C2 para gerar e amplificar ambos modos. É valido destacar que os 

outros modos também são amplificados durante o processo de leitura embora não foram 
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mostrados na figura já que a medida do armazenamento de MAO foi implementada só nos 

modos G3 e G2. 

Na figura 64 (a) se mostra o perfil espacial do feixe de prova no qual foi colocada uma carga 

topológica 𝑙 = −1 antes do feixe incidir na MOT. Para todas as observações se usou uma lente 

esférica biconvexa e uma câmera CCD sincronizada à placa de aquisição. Através do método 

proposto em [72], a inclinação da lente antes da câmera CCD permite criar um padrão de auto-

interferência no qual o número de franjas escuras representa o valor da carga topológica. Em 

(b) se mostra o valor da carga topológica usada no feixe de referência P para o perfil mostrado 

em (a). 

 

Figura 64- implementação do mecanismo de armazenamento de MAO 

 

Fonte: Própria autoria (2019) - Mostrando: (a) Perfil espacial de referência no feixe de prova e (b) carga topológica 

correspondente ao perfil (a). (c) e (d) cargas topológicas recuperadas no modo correspondente à BFWM 

𝟑𝟓 𝝁𝒔 𝒆 𝟏𝟗𝟎 𝝁𝒔 após ligar os feixes de leitura 

 

Em (c) e (d) se mostram os valores das cargas topológicas observadas no processo de leitura no 

modo correspondente à BFWM. Como se pode observar o número de franjas escuras é o mesmo 

em ambos casos o que mostra que o módulo da carga topológica foi preservado e transmitido 
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do modo incidente G3 para o modo G2. O fato das franjas estarem com inclinação contrária com 

respeito ao modo incidente mostrado em (b) significa que eles apresentam MAO opostos, de 

acordo com a conservação do MAO para o processo de FWM [73]. 

Um outro fato interessante é que se observamos o contraste das figuras recuperadas (c) e (d), 

podemos ver que a informação armazenada não apenas é preservada e transmitida a outro modo, 

mas também é amplificada no processo de leitura. Este mecanismo de amplificação da 

informação armazenada poderia constituir um importante passo para futuras aplicações em 

novos protocolos de informação clássica ou quântica. Também devemos ressaltar que 

conseguimos recuperar a informação armazenada para tempos de armazenamento superiores a 

100 𝜇𝑠, o que indica ser uma memória com longo tempo de vida. 

Medidas preliminares indicaram que tal informação de MAO também é transmitida ao modo 

G1 (FFWM), o que é razoável se levamos em consideração o acoplamento de todos os feixes 

entre si. Mas para conclusões definitivas medidas mais sistemáticas deverão ser feitas nos 

outros dois modos. 

 

5.9 Conclusões do capítulo 

 

Foi observado um ganho óptico extremamente elevado (com valores chegando acima de 7000) 

em um feixe de prova, originado por processos de mistura de quatro ondas acoplados. O 

processo foi implementado em uma amostra de átomos frios de Cs sem necessidade de altas 

intensidades dos feixes de bombeio. O fenómeno de auto-oscilação sem a presença do feixe de 

prova também foi observado. 

Um estudo experimental sistemático foi realizado e, indicou que a origem física do mecanismo 

de ganho está relacionada ao fenómeno de RIR. A observação de correlações temporais em 

escalas de tempo de nano-segundos faz o sistema promissor para futuras pesquisas na direção 

da óptica quântica, especificamente interessante seria investigar correlações abaixo do limite 

de shot-noise, mostrando estados de squeezing no processo.   

Se mostrou que a alta eficiência dos múltiplos processos paramétricos acoplados, permitem 

criar um mecanismo de armazenamento de MAO, sua transferência entre dois modos distintos 

e a amplificação da informação de MAO armazenada. Acreditamos que estas características 

possam ser importantes em futuras aplicações nas áreas de óptica e informação quântica. 
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6 Conclusões e perspectivas 

 

Como conclusões gerais, podemos afirmar que foi implementado um novo tipo de memória 

óptica, onde pela primeira vez se usam os estados quantizados do centro de massa de átomos 

confinados em uma rede óptica unidimensional. A informação de um feixe de prova é mapeada 

e fica armazenada na coerência induzida entre dois estados vibracionais adjacentes. Esta 

informação pode ser recuperada após um certo tempo de armazenamento devido ao 

acoplamento dos feixes de leitura com a coerência induzida no processo de escrita. O modelo 

teórico desenvolvido reproduz qualitativamente as oscilações de Rabi observadas nos pulsos 

recuperados.  

Este novo tipo de memória, é um fenómeno pouco intuitivo e extremamente interessante desde 

o ponto de vista de pesquisa básica quanto de futuras aplicações e pode ser usada, em princípio, 

na implementação de um mecanismo para armazenar estados clássicos e quânticos da luz, como 

por exemplo estados com momento angular orbital. 

Também foram observadas misturas de seis e oito ondas associadas a processos não lineares 

relacionados a 𝜒(5) e 𝜒(7) respectivamente, envolvendo ressonâncias sub-harmônicas entre os 

primeiros dois níveis vibracionais de átomos confinados na rede óptica 1-D. Para isto foi usado 

o método de resolução angular via casamento de fase das diferentes ordens da susceptibilidade 

não linear. Foi implementado um mecanismo de armazenamento de luz para estes processos de 

ordem superior, mostrando ser possível armazenar a interação não linear de ordem superior nas 

coerências entre estados vibracionais de átomos confinados em redes ópticas. Em particular, 

verificamos que o processo de leitura desta memória revela de forma mais clara a existência de 

coerências criadas entre níveis vibracionais não adjacentes.   

Os processos não lineares de ordem superior estudados, poderiam ser usados nas áreas de óptica 

e informação quântica para armazenar estados quânticos da luz e/ou gerar pares ou triadas de 

fótons correlacionados. 

Por último, foi observado um inusual ganho gigante (com valores chegando acima de 7000) 

associado a processos de mistura de quatro ondas acoplados. O processo foi implementado em 

uma amostra de átomos frios de Cs sem necessidade de altas intensidades dos feixes de 

bombeio. O fenómeno de auto-oscilação sem a presença do feixe de prova também foi 

observado. 
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O estudo da variação dos sinais gerados conforme variamos diversos parâmetros experimentais, 

indicou que a origem física do processo está relacionada a ressonâncias RIR. A alta eficiência 

dos múltiplos processos paramétricos acoplados foi empregada para criar um mecanismo de 

armazenamento de MAO, sua transferência entre dois modos distintos e a amplificação da 

informação de MAO armazenada.  

A observação de correlações temporais em escalas de tempo de nano-segundos faz o sistema 

promissor para futuras pesquisas na direção da óptica quântica, especificamente interessante 

seria estudar a observação de correlações abaixo do limite de shot-noise, mostrando estados de 

squeezing no processo.  Todo isto faz do sistema, um sistema extremamente rico em futuras 

aplicações na óptica e informação quântica. 
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Apêndice A- Solução analítica de uma memória baseada num sistema de 

três níveis interagindo com dois campos ópticos 

 

Escrita 

 

 

Ω𝐸 =
Ω𝐹1  Ω𝑃

∗

2 ∆
 ,    ∆ ≫ taxa de decaimento espontâneo do estado |3⟩. 

 

Eliminação adiabática de |3⟩. 

{
𝜎13 ≈ −

Ω𝐹1
2 ∆

 𝜌11 −
Ω𝑃
2 ∆

 𝜎12,      (1𝑎)

𝜎23 ≈ −
Ω𝑃
2 ∆

 𝜌22 −
Ω𝐹1
2 ∆

 𝜎21.      (1𝑏)

 

 

No estado estacionário, com ressonância de dois fótons, temos: 

{
 
 
 

 
 
 
𝜌̅11 =

|Ω𝐸|
2

2 + 𝛾2𝜌11
(0)

|Ω𝐸|2 + 𝛾2
,                      (2𝑎)

𝜌̅22 =

|Ω𝐸|
2

2 + 𝛾2𝜌22
(0)

|Ω𝐸|2 + 𝛾2
,                      (2𝑏)

𝜎12 = −
𝑖 Ω𝐸𝛾

|Ω𝐸|2 + 𝛾2
[𝜌22
(0) − 𝜌11

(0)], (2𝑐)
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Com 𝜌11
(0)

 e 𝜌22
(0)

 sendo as populações de níveis  fundamentais do meio sem a atuação dos 

campos, e γ o tempo de vida do estado devido ao tempo de vôo dos átomos. 

 

Leitura 

 

 

Ω𝐿 =
Ω𝐹2  Ω𝐵

∗

2 ∆
,        ∆ ≫ taxa de decaimento espontâneo do estado |3⟩. 

Equações de Boch para população e coerência fundamentais, após eliminação adiabática do 

estado excitado: 

{
 
 

 
 
𝜕𝜌22
𝜕𝑡

= −
𝑖 Ω𝐿

∗

2
 𝜎12 +

𝑖 Ω𝐿
2
 𝜎21 − 𝛾 𝜌22 + 𝛾 𝜌22

(0),                                            (3𝑎)

𝜕𝜎12
𝜕𝑡

= −𝑖 (Δ´12 −
 |Ω𝐹2|

2

4 Δ
−
 |Ω𝐵|

2

4 Δ
) 𝜎12 +

𝑖 Ω𝐿
2
 (1 − 2 𝜌22) − 𝛾 𝜎12.  (3𝑏)

 

 

Onde, Δ𝐿 = (Δ´12 −
 |Ω𝐹2|

2

4 Δ
−
 |Ω𝐵|

2

4 Δ
) 

Solução: 

𝑆 = −
𝑖 Ω𝐿

∗  𝜎12
2

,         𝑆∗ =
𝑖 Ω𝐿 𝜎21

2
,               (4) 
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{

𝜕𝜌22
𝜕𝑡

= 𝑆 + 𝑆∗ − 𝛾 𝜌22 + 𝛾 𝜌22
(0),                    (5𝑎)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= −𝑖 Δ𝐿 𝑆 +

 |Ω𝐿|
2

4
 (1 − 2 𝜌22) − 𝛾 𝑆.    (5𝑏)

 

𝑆𝑟 =
𝑆 + 𝑆∗

2
,              𝑆𝑖 =

𝑆 − 𝑆∗

2 𝑖
,                    (6) 

{
  
 

  
 
𝜕(𝑒𝛾𝑡 𝜌22)

𝜕𝑡
= 2 𝑆𝑟𝑒

𝛾𝑡 + 𝛾𝜌22
(0)𝑒𝛾𝑡,             (7𝑎)

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡

= Δ𝐿𝑆𝑖 − 𝛾𝑆𝑟 +
|Ω𝐿|

2

4
(1 − 2 𝜌22),

𝜕(𝑒𝛾𝑡 𝑆𝑖)

𝜕𝑡
= −Δ𝐿𝑆𝑟𝑒

𝛾𝑡.                                 (7𝑐)

(7𝑏) 

 

Multiplicando a equação (7b) por 𝑒𝛾𝑡 e depois derivando em t, obtemos: 

 

𝜕

𝜕𝑡
[𝑒𝛾𝑡

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡
] = −∆𝐿

2𝑆𝑟𝑒
𝛾𝑡 − 𝛾

𝜕

𝜕𝑡
[𝑒𝛾𝑡 𝑆𝑟] +

|Ω𝐿|
2

4

𝜕

𝜕𝑡
(𝑒𝛾𝑡) −

|Ω𝐿|
2

2
[2 𝑆𝑟𝑒

𝛾𝑡 + 𝛾𝜌22
(0)𝑒𝛾𝑡] 

= −(Δ𝐿
2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|

2) 𝑆𝑟𝑒
𝛾𝑡 − 𝛾𝑒𝛾𝑡

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡

+
|Ω𝐿|

2𝛾

4
(1 − 2 𝜌22

(0))𝑒𝛾𝑡, 

𝛾𝑒𝛾𝑡
𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑒𝛾𝑡
𝜕2𝑆𝑟
𝜕𝑡2

= −(Δ𝐿
2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|

2)𝑆𝑟𝑒
𝛾𝑡 𝛾𝑒𝛾𝑡

𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡

+
|Ω𝐿|

2𝛾

4
(1 − 2 𝜌22

(0))𝑒𝛾𝑡, 

 

𝜕2𝑆𝑟
𝜕𝑡2

+ 2𝛾
𝜕𝑆𝑟
𝜕𝑡

+ (Δ𝐿
2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|

2)𝑆𝑟 =
|Ω𝐿|

2𝛾

4
(1 − 2 𝜌22

(0)),        (8) 

 

A solução para 𝑆𝑟pode então ser escrita como: 

 

𝑆𝑟 = 𝑆𝑟
ℎ + 𝑆𝑟

𝑝,           (9) 

 

Onde 𝑆𝑟
ℎ é solução da equação homogênea 
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𝜕2𝑆𝑟
ℎ

𝜕𝑡
+ 2𝛾

𝜕𝑆𝑟
ℎ

𝜕𝑡
+ (Δ𝐿

2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|
2)𝑆𝑟

ℎ = 0,        (10) 

 

e 𝑆𝑟
𝑝
 é uma solução particular da eq. (8). Como 𝑆𝑟

𝑝
, iremos usar a constante: 

 

𝑆𝑟
𝑝 =

|Ω𝐿|
2𝛾

4

(1 − 2 𝜌22
(0))

(Δ𝐿
2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|2)

,          (11) 

 

As soluções  de (10) são da forma: 

 

𝑆𝑟
ℎ(𝑡) = 𝐴𝑒𝑟+𝑡 + 𝐵𝑒𝑟−𝑡,              (12) 

com 

𝑟± =
−2𝛾 ± √4𝛾2 − 4 (Δ𝐿

2 + 𝛾2 + |Ω𝐿|2)

2
= −𝛾 ± 𝑖Ω,         (13) 

 

e Ω = √Δ𝐿
2 + |Ω𝐿|2 

 

𝑆𝑟(𝑡) = 𝐴𝑒
−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝐵𝑒−(𝛾+𝑖Ω)𝑡 + 𝑆𝑟

𝑝,              (14) 

 

Utilizando eq. (14) em (7c): 

 

𝑒𝛾𝑡𝑆𝑖(𝑡) − 𝑆𝑖(0) = −Δ𝐿 {
𝐴

𝑖Ω
(𝑒𝑖Ω𝑡 − 1) +

𝐵

(−𝑖Ω)
(𝑒−𝑖Ω𝑡 − 1) +

𝑆𝑟
𝑝

𝛾
(𝑒𝛾𝑡 − 1)} 

𝑆𝑖(𝑡) = 𝑆𝑖(0)𝑒
−𝛾𝑡 − Δ𝐿 {−𝑖

𝐴

Ω
𝑒−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝑖

𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖Ω)𝑡 + 𝑒𝛾𝑡 [𝑖

𝐴

Ω
− 𝑖

𝐵

Ω
−
𝑆𝑟
𝑝

𝛾
] +

𝑆𝑟
𝑝

𝛾
}, (15) 
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Utilizando (14) em (7a): 

 

𝑒𝛾𝑡𝜌22(𝑡) − 𝜌22(0) = 2 {
𝐴

𝑖Ω
(𝑒𝑖Ω𝑡 − 1) +

𝐵

(−𝑖Ω)
(𝑒−𝑖Ω𝑡 − 1) +

𝑆𝑟
𝛾
(𝑒𝛾𝑡 − 1)} + 𝜌22

(0)(𝑒𝛾𝑡 − 1) 

𝜌22(𝑡) = 𝜌22(0)𝑒
−𝛾𝑡 + 2{−𝑖

𝐴

Ω
𝑒−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝑖

𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖Ω)𝑡 + 𝑒−𝛾𝑡 [𝑖

𝐴

𝛺
− 𝑖

𝐵

𝛺
−
𝑆𝑟
𝑝

𝛾
] +

𝑆𝑟
𝑝

𝛾
} − 𝜌22

(0)
𝑒−𝛾𝑡

+ 𝜌22
(0)
,                                                            (16) 

 

Para encontrarmos A e B, precisamos incluir as condições iniciais. 

 

{

𝑆𝑟(0) = 𝐴 + 𝐵 + 𝑆𝑟
𝑝
,                                                                                                                    (17)

𝑆̇𝑟(0) = Δ𝐿𝑆𝑖(0) − 𝛾𝑆𝑟(0) +
|Ω𝐿|

2

4
[1 − 2𝜌22(0)] = −(𝛾 − 𝑖Ω)𝐴 + (𝛾 + 𝑖Ω)𝐵, (18)

 

𝐵 = 𝑆𝑟(0) − 𝐴 − 𝑆𝑟
𝑝
                                              (19) 

e, 

∆𝐿𝑆𝑖(0) − 𝛾𝑆𝑟(0) +
|Ω𝐿|

2

4
[1 − 2𝜌22(0)] = −(𝛾 − 𝑖Ω)𝐴 − (𝛾 + 𝑖Ω)[𝑆𝑟(0) − 𝐴 − 𝑆𝑟

𝑝
], 

2𝑖Ω𝐴 = ∆𝐿𝑆𝑖(0) + 𝑖Ω𝑆𝑟(0) +
|Ω𝐿|

2

4
[1 − 2𝜌22(0)](𝛾 + 𝑖Ω)𝑆𝑟

𝑝
, 

 

𝐴 =
𝑆𝑟(0)

2
− 𝑖

Δ𝐿
2Ω

𝑆𝑖(0) − 𝑖
|Ω𝐿|

2

8Ω
[1 − 2𝜌22(0)] + 𝑖

(𝛾 + 𝑖Ω)

2𝛺
𝑆𝑟
𝑝
.                                 (20) 

 

Coerências óticas: 

A partir da eq. (1), temos para o processo de leitura 

 



149 
 

 

{
𝜎13(𝑡) = −

Ω𝐹2
2∆

𝜌11(𝑡) −
Ω𝐵
2Δ
𝜎12(𝑡)

𝜎23(𝑡) = −
Ω𝐵
2∆
𝜌22(𝑡) −

Ω𝐹2
2Δ

𝜎21(𝑡)

 

{
 
 

 
 𝜎13(𝑡) = −

Ω𝐹2
2∆

+
Ω𝐹2
2Δ

𝜌22(𝑡) +
𝛺𝐵
𝑖ΔΩ𝐿

∗ 𝑆(𝑡)

𝜎23(𝑡) = −
𝛺𝐵
2∆
𝜌22(𝑡) −

𝛺𝐹2
𝑖𝛥𝛺𝐿

∗ 𝑆
∗(𝑡)

 

{
 
 

 
 𝜎13(𝑡) = −

Ω𝐹2
2∆

+
Ω𝐹2
2Δ

𝜌22(𝑡) − 𝑖
𝛺𝐵
ΔΩ𝐿

∗ [𝑆𝑟(𝑡) + 𝑖𝑆𝑖(𝑡)],              (21𝑎)

𝜎23(𝑡) = −
Ω𝐵
2∆
𝜌22(𝑡) + 𝑖

Ω𝐹2
ΔΩ𝐿

[𝑆𝑟(𝑡) − 𝑖𝑆𝑖(𝑡)].                           (21𝑏)

 

 

Em (21), vamos substituir (14), (15) e (16). Obtemos: 

 

𝜎13(𝑡) =
Ω𝐹2
Δ
{−𝑖

𝐴

Ω
𝑒−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝑖

𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖𝛺)𝑡 + 𝑒𝛾𝑡 [𝑖

𝐴

Ω
− 𝑖

𝐵

Ω
]}

−
𝑖Ω𝐵
ΔΩ𝐿

∗ {𝐴𝑒
−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 +𝐵𝑒−(𝛾+𝑖Ω)𝑡 + 𝑖𝑆𝑖(0)𝑒

𝛾𝑡

− 𝑖Δ𝐿 [−
𝑖𝐴

Ω
𝑒−(𝛾−𝑖𝛺)𝑡 +

𝑖𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖𝛺)𝑡 + 𝑒−γt (

𝑖𝐴

Ω
−
𝑖𝐵

Ω
)]} + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),    (22𝑎) 

𝜎23(𝑡) = −
Ω𝐵
Δ
{−𝑖

𝐴

Ω
𝑒−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝑖

𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖𝛺)𝑡 + 𝑒−𝛾𝑡 [𝑖

𝐴

Ω
− 𝑖

𝐵

Ω
]}

+ 𝑖
Ω𝐹2
ΔΩ𝐿

{𝐴𝑒−(𝛾−𝑖Ω)𝑡 + 𝐵𝑒𝑒
−(𝛾+𝑖Ω)𝑡

− 𝑖𝑆𝑖(0)𝑒
−𝛾𝑡

+ 𝑖Δ𝐿 [−𝑖
𝐴

Ω
𝑒𝑒

−(𝛾−𝑖Ω)𝑡
+ 𝑖

𝐵

Ω
𝑒−(𝛾+𝑖Ω)𝑡 + 𝑒−𝛾𝑡 (𝑖

𝐴

Ω
− 𝑖

𝐵

Ω
)]} + 𝜎23

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),   (22𝑏) 

 

onde 𝜎13
𝑆𝐶𝐹1 e 𝜎23

𝑆𝐶𝐹1são polarizações que não gerarão campos nas direções do feixe P ou de seu 

conjugado por não conterem as condições iniciais para tal. Segue que 

 

𝜎13(𝑡) = 𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ
{𝑒𝑖Ω𝑡 [−

𝐴Ω𝐹2
Ω

−
Ω𝐵𝐴

Ω𝐿
∗ +

Ω𝐵Δ𝐿𝐴

Ω𝐿
∗Ω

] + 𝑒−𝑖Ω𝑡 [
𝐵Ω𝐹2
Ω

−
Ω𝐵𝐵

Ω𝐿
∗ −

Ω𝐵Δ𝐿𝐵

Ω𝐿
∗Ω

]

+ [Ω𝐹2 (
𝐴

Ω
−
𝐵

Ω
) −

𝑖Ω𝐵𝑆𝑖(0)

Ω𝐿
∗ −

Ω𝐵Δ𝐿
Ω𝐿
∗ (

𝐴

Ω
−
𝐵

Ω
)]} + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),                   (23𝑎) 

 

𝜎23(𝑡) = −𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ
{𝑒𝑖Ω𝑡 [−

𝐴Ω𝐵
Ω

+
Ω𝐹2𝐴

Ω𝐿
+
Ω𝐹2Δ𝐿𝐴

Ω𝐿Ω
] + 𝑒−𝑖Ω𝑡 [

𝐵Ω𝐵
Ω

+
Ω𝐹2𝐵

Ω𝐿
−
Ω𝐹2Δ𝐿𝐵

Ω𝐿Ω
]

+ [Ω𝐵 (
𝐴

Ω
−
𝐵

Ω
) −

𝑖𝛺𝐹2𝑆𝑖(0)

Ω𝐿
−
Ω𝐹2Δ𝐿

Ω𝐿
(
𝐴

Ω
−
𝐵

Ω
)]} + 𝜎23

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),                   (23𝑏) 
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Da configuração geométrica do experimento e de termos |Ω𝐹2| = |Ω𝐵|, notamos que: 

 

Ω𝐹2 = Ω𝐵
∗ ⇒ {

Ω𝐹2 = |Ω𝐵|𝑒
−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 ,           (24𝑎)

Ω𝐵 = |Ω𝐵|𝑒
𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 ,              (24𝑏)

Ω𝐿 = |Ω𝐿|𝑒
−2𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 ,           (24𝑐)

         

 

De modo que as equações (23) podem ser escritas como: 

 

𝜎13(𝑡) = 𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ
|Ω𝐵|𝑒

−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {𝑒𝑖Ω𝑡𝐴 [−
1

Ω
−

1

|Ω𝐿|
+

Δ𝐿
|Ω𝐿|Ω

] + 𝑒−𝑖Ω𝑡𝐵 [
1

Ω
−

1

|Ω𝐿|
−

Δ𝐿
|Ω𝐿|Ω

]

+ [
1

Ω
(1 −

Δ𝐿
|Ω𝐿|

) (𝐴 − 𝐵) −
𝑖𝑆𝑖(0)

|Ω𝐿|
]} + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),                   (25𝑎) 

 

𝜎23(𝑡) = −𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ
|Ω𝐵|𝑒

𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {𝑒𝑖Ω𝑡𝐴 [−
1

Ω
+

1

|Ω𝐿|
+

Δ𝐿
|Ω𝐿|Ω

] + 𝑒−𝑖Ω𝑡𝐵 [
1

Ω
+

1

|Ω𝐿|
−

Δ𝐿
|Ω𝐿|Ω

]

+ [
1

Ω
(1 −

Δ𝐿
|Ω𝐿|

) (𝐴 − 𝐵) −
𝑖𝑆𝑖(0)

|Ω𝐿|
]} + 𝜎23

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),                   (25𝑏) 

Consideremos agora |Δ𝐿| ≪ |Ω𝐿|, segue que: 

 

1

Ω
=

1

√Δ𝐿
2 + |Ω𝐿|

2
≈

1

|Ω𝐿|
(1 −

1

2

Δ𝐿
2

|Ω𝐿|
2) ≈

1

|Ω𝐿|
                         (26) 

 

e, 

 

{
 
 

 
 𝜎13(𝑡) ≈ 𝑖

𝑒−𝛾𝑡

Δ
|Ω𝐵|𝑒

−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {−
2𝐴

|Ω𝐿|
𝑒𝑖Ω𝑡 +

(𝐴 − 𝐵)

|Ω𝐿|
−
𝑖𝑆𝑖(0)

|Ω𝐿|
} + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹1(𝑡)         (27𝑎)

𝜎23(𝑡) = −𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ
|Ω𝐵|𝑒

𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {
2𝐵

|Ω𝐿|
𝑒−𝑖Ω𝑡 +

(𝐴 − 𝐵)

|Ω𝐿|
−
𝑖𝑆𝑖(0)

|Ω𝐿|
} + 𝜎23

𝑆𝐶𝐹1(𝑡),         (27𝑏)

 

 

Usando as equações (19) e (2) 

 

𝜎13(𝑡) ≈ 𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ|Ω𝐿|
|Ω𝐵|𝑒

−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {− [𝑆𝑟(0) −
𝑖Δ𝐿
|Ω𝐿|

𝑆𝑖(0)] 𝑒
𝑖Ω𝑡 −

𝑖Δ𝐿
|Ω𝐿|

𝑆𝑖(0) − 𝑖𝑆𝑖(0)}

+ 𝜎13
𝑆𝐶𝐹2(𝑡)      (28𝑎) 
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𝜎23(𝑡) ≈ −𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ|Ω𝐿|
|Ω𝐵|𝑒

𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {[𝑆𝑟(0) +
𝑖Δ𝐿
|Ω𝐿|

𝑆𝑖(0)] 𝑒
−𝑖Ω𝑡 −

𝑖Δ𝐿
|Ω𝐿|

𝑆𝑖(0) − 𝑖𝑆𝑖(0)}

+ 𝜎23
𝑆𝐶𝐹2(𝑡)      (28𝑏) 

 

Com 𝜎13
𝑆𝐶𝐹2(𝑡) e 𝜎23

𝑆𝐶𝐹2(𝑡) novas funções sem conjugação de fase. 

 

Aplicando novamente a condição |Δ𝐿| ≪ |Ω𝐿|, 

 

{
 
 

 
 𝜎13(𝑡) ≈ 𝑖

𝑒−𝛾𝑡

Δ|Ω𝐿|
|Ω𝐵|𝑒

−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {−𝑆𝑟(0)𝑒
𝑖Ω𝑡 − 𝑖𝑆𝑖(0)} + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹2(𝑡),           (29𝑎)

𝜎23(𝑡) ≈ −𝑖
𝑒−𝛾𝑡

Δ|Ω𝐿|
|Ω𝐵|𝑒

𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 {𝑆𝑟(0)𝑒
−𝑖Ω𝑡 − 𝑖𝑆𝑖(0)} + 𝜎23

𝑆𝐶𝐹2(𝑡),            (29𝑏)  

 

 

Partindo de (6) e usando (2c): 

 

𝑆𝑟(0) =
𝑆(0) + 𝑆∗(0)

2
= −

𝑖Ω𝐿
∗𝜎12
4

+
𝑖Ω𝐿𝜎21
4

= −
𝑖

4
|Ω𝐿|𝑒

2𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 [−
𝑖Ω𝐸𝛾

(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0) − 𝜌11

(0))]

+
𝑖

4
|Ω𝐿|𝑒

−2𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 [
𝑖Ω𝐸

∗ 𝛾

(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0)
− 𝜌11

(0)
)],              (30) 

 

Considerando: 

 

Ω𝐹1 = |Ω𝐹1|𝑒
−𝑖𝑘⃗ 𝐵.𝑟 , 

Ω𝑃 = |Ω𝑃|𝑒
−𝑖𝑘⃗ 𝑃.𝑟  

 

⇒ 𝑆𝑟(0) = −
|Ω𝐿||Ω𝐸|𝛾

4(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0) − 𝜌11

(0)) [𝑒𝑖𝑘⃗
 𝐵.𝑟 +𝑖𝑘⃗ 𝑃.𝑟 + 𝑒−𝑖𝑘⃗

 𝐵.𝑟 −𝑖𝑘⃗ 𝑃.𝑟 ]        (31) 

 

Temos também: 

 

𝑖𝑆𝑖(0) =
𝑆(0) − 𝑆∗(0)

2
= −

|Ω𝐿||Ω𝐸|𝛾

4(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0) − 𝜌11

(0)) [𝑒𝑖𝑘⃗
 𝐵.𝑟 +𝑖𝑘⃗ 𝑃.𝑟 − 𝑒−𝑖𝑘⃗

 𝐵.𝑟 −𝑖𝑘⃗ 𝑃.𝑟 ]      (32) 

 

Substituindo (31) e (32) em (29): 
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{
 
 

 
 𝜎13(𝑡) = 𝑖

|Ω𝐵||Ω𝐸|𝛾𝑒
−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0) − 𝜌11

(0)) 𝑒𝑖𝑘⃗
 𝑃.𝑟 (𝑒𝑖Ω𝑡 + 1) + 𝜎13

𝑆𝐶𝐹3(𝑡),        (33𝑎)

𝜎23(𝑡) = 𝑖
|Ω𝐵||Ω𝐸|𝛾𝑒

−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0)
− 𝜌11

(0)
) 𝑒−𝑖𝑘⃗

 𝑃.𝑟 (𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1) + 𝜎23
𝑆𝐶𝐹3(𝑡),    (33𝑏)

 

 

Com 𝜎13
𝑆𝐶𝐹3(𝑡) e 𝜎23

𝑆𝐶𝐹3(𝑡)  funções sem conjugação de fase. 

Temos então que as polarizações nas direções do feixe prova e conjugado serão proporcionais a: 

 

{
 
 

 
 𝜎13

𝑐 (𝑡) = 𝑖
|Ω𝐵||Ω𝐸|𝛾𝑒

−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0)
− 𝜌11

(0)
) 𝑒𝑖𝑘⃗

 𝑃.𝑟 (𝑒𝑖Ω𝑡 + 1),        (33𝑎)

𝜎23
𝑝 (𝑡) = 𝑖

|Ω𝐵||Ω𝐸|𝛾𝑒
−𝛾𝑡

4Δ(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)

(𝜌22
(0)
− 𝜌11

(0)
) 𝑒−𝑖𝑘⃗

 
𝑃.𝑟 (𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1),    (33𝑏)

 

 

Levando a sinais nos detectores do prova e conjugado de: 

{
 
 

 
 𝐼𝐶(𝑡) ∝

|Ω𝐵|
2|Ω𝐸|

2𝛾2𝑒−2𝛾𝑡

16Δ2(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)2

(𝜌22
(0) − 𝜌11

(0))
2
|𝑒𝑖Ω𝑡 + 1|

2
,     (34𝑎)

𝐼𝑃(𝑡) ∝
|Ω𝐵|

2|Ω𝐸|
2𝛾2𝑒−2𝛾𝑡

16Δ2(|Ω𝐸|
2 + 𝛾2)2

(𝜌22
(0)
− 𝜌11

(0)
)
2
|𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1|

2
    (34𝑏)

 

 

|𝑒𝑖Ω𝑡 + 1|
2
= |𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1|

2
= (1 + 𝑒𝑖Ω𝑡)(1 + 𝑒−𝑖Ω𝑡) = 1 + 𝑒𝑖Ω𝑡 + 𝑒−𝑖Ω𝑡 + 1 = 2 + 2 cos(𝑟𝑡)

= 4 cos2 (
Ω

2
𝑡),                                                                               (35) 

 

⇒ (
𝐼𝑃(𝑡) ∝ |Ω𝐵|

2 (𝜌22
(0) − 𝜌11

(0))
2
𝑒−2𝛾𝑡 cos2 (

Ω
2 𝑡),                  (36𝑎)

𝐼𝐶(𝑡) ∝ |Ω𝐵|
2 (𝜌22

(0) − 𝜌11
(0))

2
𝑒−2𝛾𝑡 cos2 (

Ω
2 𝑡),                  (36𝑏)

) 
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Apêndice B- Código para a solução numérica das equações (5.1.9) - 

(5.1.12) 

 

Implementar em MatLab. 

clear all 

clc 

N = 1000; 

dz = .001; 

E1 = zeros(1,N); 

E2 = .1; 

E3 = zeros(1,N); 

E4 = 0 ; 

C1 = 3.5; 

C2 = C1; 

As = 10; 

Aa = 5; 

 

for ii = 1:N-1 

    E1(N-ii) =  E1(N-ii+1) - (C1*E3(N-ii+1) + C2*E4(ii) + Aa*E1(N-ii+1)/2)*dz;% B 

    E2(ii+1) = (-C1*E4(ii) - C2*E3(N-ii+1) - Aa*E2(ii)/2)*dz + E2(ii);% F 

    E3(N-ii) =  E3(N-ii+1) - (C1*E1(N-ii+1) + C2*E2(ii) + As*E3(N-ii+1)/2)*dz;% B 

    E4(ii+1) = (-C1*E2(ii) - C2*E1(N-ii+1) - As*E4(ii)/2)*dz + E4(ii);% F 

end 

% figure, 

% subplot(4,1,1), plot(abs(E1).^2), title('E1') 
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% subplot(4,1,2), plot(abs(E2).^2), title('E2') 

% subplot(4,1,3), plot(abs(E3).^2), title('E3') 

% subplot(4,1,4), plot(abs(E4).^2), title('E4') 

 

z = linspace(0,N-1,length(E1))*dz; 

figure, 

plot(z,abs(E1).^2,z,abs(E2).^2,z,abs(E3).^2,z,abs(E4).^2,'linewidth',2) 

legend('G_2','G_3','G_4','G_1') 

set(gca,'fontsize',15) 

grid 
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Anexo A- Optical memory based on quantized atomic center-of-mass 

motion 
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Anexo B- Subharmonic resonances in high-order wave mixing in the 

quantized atomic motion in a one-dimensional optical lattice 
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Anexo C- Observation of giant gain and coupled parametric oscillations 

between four optical channels in cascaded four-wave mixing 
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