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Resumo

O objetivo desta dissertagao é estudar os aspectos topologicos das redes e verificar
essas propriedades em um modelo hiperbélico para no Universo de Milne. Para tanto,
apresentamos propriedades basicas dos grafos e algumas de suas propriedades topologicas.
Os conceitos de complexo simplicial e complexo simplicial abstrato sao ligadas a teoria
de grafos e servem de base para o conceito de Caracteristica de Euler de um grafo.
Através de métodos computacionais em Python, aplicamos estes conceitos ao Universo
de Milne, encontramos transi¢oes de fase muito similares ao problema de percolagao (o
sistema passa de uma macrocomponente que detém quase todos os elementos para varias
microcomponentes), contudo nao foi possivel estender essa mesma conclusao a transigoes
de fase associadas a caracteristica de Euler por limitagoes computacionais. Assim, foram
confirmadas transi¢oes de fase devido a comunicacdao imperfeita dos observadores no
Universo de Milne e cabe continuar a investigacdo de demais transi¢oes associadas a

caracteristica de Euler da rede.

Palavras-chaves: Grafos. Teoria de Redes. Cosmologia. Topologia. Plano Hiperbdlico.



Abstract

The purpose of this dissertation is to study topological aspects of networks and to
verify those properties in the Milne Universe. To this aim, we present standard properties
of graphs and some of their topological invariants. The simplicial complex and abstract
simplicial complex concepts are linked to graph theory and endorse Euler characteristic
definition for a Graph. Using computational methods in Python, we apply these concepts to
a cosmological model in the hyperbolic space, the so-called Milne Universe. We found phase
transitions very similar to the percolation problem (system shifts from a macrocomponent
to several microcomponents), but it was not possible to extend this same conclusion to
phase transitions associated with the Euler characteristic due to computational limitations.
Thus, phase transitions were confirmed due to the imperfect communication of observers
in Milne Universe and further studies are necessary to continue the investigation of other

transitions associated with the Euler characteristic for the network.

Keywords: Graphs. Network Theory. Cosmology. Topology. Hyperbolic Plane.
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1 Grafos, complexos simpliciais e teoria de

redes

1.1 Grafos

A teoria de grafos é um campo da Matematica, relacionada a Topologia e Combina-
toria, com vasta aplicacao nas ciéncias em geral. Podemos citar, por exemplo, contribuigoes
em Fisica, Quimica, Biologia e Engenharia e Ciéncia da Computagao (HANSEN; JURS|
1988, 11988; BALABAN]| 1985; BALASUBRAMANIAN]| 1985; |DEO, [2017), bem como as
Ciéncias Sociais (BORGATTI et al., 2009; HARARY; NORMAN] [1953)), por exemplo.

Mas, afinal, a luz da matematica aplicada, o que é um grafo?

Um grafo pode ser visto como a representagao de um conjunto de dados que
apresentam relacoes entre seus elementos, no todo ou em parte. Por exemplo, seja um banco
de dados formado pelos aeroportos do Brasil. Imagine que cada aeroporto é representado
por um no e que, se existir um voo ligando dois aeroportos, ha uma aresta entre eles.
Outros tipos de informagoes podem ser representadas a partir de grafos, desde a descricao
de sinapses em redes neuronais, passando por malhas de transmissao elétrica de um
pais até comparativos entre a distribui¢do de renda e perfis sociodemogréficos (renda,
grau de instrucao escolar, localizagao geografica) de determinada regido. A associagao
de um conjunto da dados a um grafo é normalmente simples e intuitiva, ao contrario de
abordagens que dependem do conhecimento de todas as interagdoes em um sistema. Por
exemplo, enquanto é praticamente impossivel de se conhecer exatamente as interagoes
entre os neurdnios no cérebro, podemos associar naturalmente um grafo ao cérebro, onde os
neuronios seriam os vértices enquanto as sinapses seriam as arestas. O sucesso e facilidade
em associar um grafo a um conjunto de dados, quando comparado com outras metodologias
quantitativas, deu origem a uma area de pesquisa intrinsecamente interdisciplinar, onde
problemas, como DNA, genoma, e neurociéncia podem ser modelados via teoria de grafos

e, muito recentemente, topologia algébrica.

Cada dado ou informacao isolada, entendida como bloco fundamental do conjunto,
constitui um vértice. Por sua vez, existindo relagao entre dois vértices, esta é representada
por uma aresta. Cada aresta liga, no maximo, dois vértices que, se distintos, sdo chamados
vértices adjacentes. A seguir apresentaremos algumas defini¢des pertinentes ao estudo de

grafos que serao tteis ao longo deste texto.

Definicao 1.1.1 (Grafo). Um grafo G = (V, E)) é um conjunto V' de vértices e um conjunto

FE de arestas.
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O grafo pode ser separado em grafos menores, aos quais chamamos subgrafos.

Assim,
Defini¢ao 1.1.2 (Subgrafo).

Um subgrafo H de um grafo G é um grafo formado por um subconjunto dos vértices e
arestas de G. Assim, H = (V,E) =V CcVeECE.

Defini¢ao 1.1.3 (Vértices adjacentes). Dois vértices u, v sdo adjacentes se unidos por

uma aresta e = (u,v) | e € E.

Uma classificacao 1til para o estudo de grafos os separa em orientados e nao
orientados. Grafos orientados (ou digrafos) possuem arestas com uma dire¢ao associada no
elo entre dois vértices adjacentes; um dos vértices serd a origem e o outro a extremidade
desse tipo de aresta. A rede social Twitter é um exemplo de grafo orientado, posto que
um usuario A pode seguir outro usuario B, sem que, necessariamente, B seja seguidor de

A. Matematicamente,

Definigao 1.1.4 (Grafos orientados ou digrafos). Sejam os vértices u,v € V, as arestas
e = (u,v)ee =(v,u),come, e € F, eografo G = (V,E). Se G for um grafo orientado,
entdo e # €', posto que e € F, é uma seta que comega no vértice u e termina no vértice v,

ao passo que €' € E, é uma seta que comega no vértice v e termina no vértice u.

Grafos nao orientados, por sua vez, nao tém arestas direcionadas. Ou seja, para
e = (u,v) ee = (v,u), temos e = €. As malhas aeroviaria e metrovidria de um pais, bem

como a rede social Facebook poderiam ser representados por grafos nao orientados.

Definicao 1.1.5 (Grafos ndo orientados). Sejam os vértices u,v € V, as arestas e = (u,v)
ee = (v,u),come, e € FE, eografo G = (V,FE). Se G for um grafo nao orientado, entao

€c=c.

Outro conceito importante é o de vizinhanga N(v) de um vértice v em um grafo G.

Desse modo,

Definicao 1.1.6. Seja N(v) = {u €V | e = (v,u), e € E}. Dizemos que N(v) é a

vizinhanga de v em G.

] . : vérti . . ,
Percebe-se que quanto mais arestas ligam o vértice aos demais, mais elementos tera
N(v) — dito de outra forma, maior é a cardinalidade do conjunto N (v). Portanto, mais

conectado (a outros vértices) serd v.

A titulo de comparacdo com a rede aeroviaria brasileira, existe voo direto entre os
aeroportos de Recife/PE e Salvador/BA; logo os vértices que representariam tais aeroportos

em um grafo sdo adjacentes, ligados por uma tnica aresta. Por sua vez, ndo ha voo direto
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entre os aeroportos de Recife/PE e Rio Branco/AC; logo para ir de um aeroporto a outro
faz-se necessario voar para um aeroporto (vértice) intermediario, o que faz com que a

ligagao entre este ultimo par de aeroportos seja feita por meio de duas ou mais arestas
ligando Recife/PE e Rio Branco/A(f]

E possivel que em uma rede haja vértices mais conectados do que outros. Vértices
bastante conectados terao mais arestas passando por eles do que a maioria dos demais.

Desse modo é interessante definir o chamado grau de um vértice.
Defini¢ao 1.1.7 (Grau do vértice).

Grau de um vértice v é a cardinalidade de N(v), ou seja, 6(v) = |[N(v)|.

Lembrando, por exemplo, da configuracao da rede aeroportuaria brasileira, perce-
bemos que ha certos aeroportos com maior frequéncia de voos e que sao utilizados para
boa parte das conexoes e escalas em voos pelo Brasil. Tais aeroportos funcionam como
hubs e, geralmente, quando ha algum problema que afete o funcionamento dos mesmos,
mau tempo, por exemplo, os passageiros sofrem com cancelamentos e atrasos. Podemos
citar os aeroportos de Guarulhos (Sao Paulo), dos Guararapes (Recife) e do Galeao (Rio
de Janeiro) como exemplos de hubs na rede aérea brasileira. Por outro lado, uma falha em
vértice com conectividade menor tem potencial para gera um efeito apenas local no grafo.
Mantendo a analogia com a rede de aeroportos, uma falha no aeroporto de Rio Branco,
apenas afetara a conectividade de poucas cidades no pais, dada a menor frequéncia de

voos deste aeroporto quando comparada aos hubs.

Outro exemplo que podemos utilizar é o da rede de transporte publico urbano de
Recife. Na integracao entre os modais metrd e 6nibus, temos os casos das estagoes de
integracao como Joana Bezerra, Barro e Tancredo Neves que conectam varias linhas que

ligam esta cidade.

Cabe ainda citar a utilizacdo da informacao de grau de um vértice na analise de
perfil de usudrios de redes sociais para estratégias comerciais, de marketing ou disseminacao
de informacoes. Pegando o caso do Twitter, os chamados influenciadores digitais contam
com um grande nimero de seguidores. Por isso muitas empresas acabam patrocinando

tais influenciadores; em troca, estes tltimos fazem propaganda de produtos da empresa.

Passemos a discussao de uma outra situagao exemplificativa. Imagine agora que se
queira viajar de Aracaju/SE até Natal/RN de carro sob a condigao de transitar apenas
em rodovias federais. Considere ainda que o carro so realizard paradas nas capitais de
estados incluidos em tal percurso e que, durante a viagem, percorre cada capital uma

unica vez. Portanto, trajeto escolhido sera realizado através da BR-101. Adicionalmente,

L Para encontrar outros exemplos de como se desdobram as ligacdes entre aeroportos no Brasil, pode-se,

por exemplo, consultar o site Decolar.com (https://www.decolar.com/passagens-aereas/)
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os vértices (paradas) constituem a seguinte sequéncia: (Aracaju, Maceié, Recife, Joao
Pessoa, Natal). Vemos que o trajeto entre Aracaju e Natal, sob as condigbes impostas
inicialmente, tem uma “ordem preestabelecida”. Além disso, a ligacao entre os vértices
(nao-adjacentes) correspondentes as capitais Aracaju/SE e Natal/RN ¢é obtida a partir da
unido de 4 (quatro) arestas que interligam certos vértices adjacentes. Podemos representar
o exemplo acima a partir de um caminho representando o subgrafo com vértices em uma

sequeéncia.
Definicao 1.1.8 (Caminho em um grafo).

Um caminho C, ligando o vértice v; ao vértice v,, de um grafo G = (V| E) é um subgrafo
cujos vértices formam uma sequéncia vy, ..., v, e as arestas sao dadas por e = (v, v;41); @ =
1,...n—1.

Muitos problemas que sao representados por grafos como as rotas mais curtas para
viagem entre cidades ficam bem represntados se atribuirmos as arestas do grafo valores
pertinentes ao problema, como a distancia entre as cidades que a aresta liga ou o tempo

da viagem. Isso nos motiva a definir um grafo ponderado.
Definig¢ao 1.1.9 (Grafo ponderado).

Um grafo ponderado é um grafo G = (V, F) munido de uma funcao w : E — M que

associa a cada aresta e de G um valor numérico m pertencente a um conjunto numérico M.

As informagoes ou dados representados pelos vértices tém suas relagoes (ligagoes)
expressas a partir das arestas que constituem o grafo. Podemos construir uma matriz
mensurando algum pardmetro que permita estimar a influéncia de um vértice (informa-
¢ao/dado) sobre outro vértice (informagao/dado), em um par de vértices (cor)relacionados.

A essa matriz chamamos matriz de adjacéncia, conforme definido a seguir.
Definigao 1.1.10 (Matrizes de adjacéncia).

No caso de um grafo ndo ponderado, a matriz de adjacéncia A = a (i, j) de um grafo é
dada pelo nimero de arestas que ligam o vértice ¢ ao vértice j.
Quando se trata de um grafo ponderado, a quantidade a (4, j) representa o peso da aresta

que liga o vértice ¢ ao vértice j.

Modelos envolvendo probabilidades de conexao entre neurénios no cortex somatos-
sensorial de um animal é um exemplo de aplicagdo de matriz de adjacéncia (MARKRAM
et al., 2015). Em tais modelos, cada neurénio ocupa um vértice de certo grafo ponderado;
arestas tém pesos maiores quanto maior a probabilidade de conexao entre dois vértices i e

J quaisquer. Ver Figura [I}
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Figura 1 — Etapas para criacao da rede de neurdnios - Blue Brain Project. Figura retirada
da referéncia REIMANN et al.| (2017).
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Um outro aspecto que pode ser analisado no estudo de grafos é se todos os vértices

estao conectados entre si por arestas ou se ha “vazios” na ligagao entre eles.

Analisando o caso do cértex somatossensorial, é possivel que, quando ha lestes
no tecido cerebral, haja reducao, mesmo que temporaria, da probabilidade de conexao
entre neuronios na parte lesionada. Portanto, o grafo que representa o cértex tera arestas

ausentes na ligacao entre vértices correspondentes a regiao cortical lesadaﬂ
Defini¢ao 1.1.11 (Grafo completo).

Um grafo é dito completo se, dados dois vértices quaisquer, existe uma aresta que os une.
Para o caso de grafos orientados, devem existir arestas para as duas orientagoes de ligacao

entre vértices. Portanto, dados os vértices u e v, existem e; = (u,v) e e2 = (v, u).

Em nossa abordagem utilizando a teoria de redes, buscamos calcular propriedades do
grafo correspondente que nos tragam informacoes sobre os dados em andlise. Nessa esteira,
um dos comportamentos a ser observado é se e como ocorre o agrupamento (clustering)
de vértices no grafo, observando o quao conectados eles estao. Para tal finalidade, é

interessante entender o conceito de cliqgue de um grafo.

Definigao 1.1.12 (Clique de um grafo nao orientado). Clique de um grafo nao orientado

é um subgrafo completo. Um k-clique é um clique formado por k vértices|

3-clique 4-clique 5-cligue

Figura 2 — Diferentes cliques extraidos de (Trusted Analytics Platform Package, )

Por sua vez, a definicio do que seja um clique para grafos orientados nao é
tao simples, existindo uma diversidade de escolhas possiveis. Para maiores detalhes,
recomendamos, por exemplo, a leitura da referéncia SEIDMAN; FOSTER] (1978).

Uma definigdo que sera util adiante é a de grafo orientado aciclico, a qual apresen-

tamos a seguir.

Definigao 1.1.13 (Grafo orientado aciclico). Dizemos que um grafo orientado H é aciclico

se todo caminho C' em H nao possui vértices repetidos.

Vale lembrar que a neurogénese pode ocorrer também na idade adulta (PAREDES et al., |2016])
O conceito de clique também é definido como o subgrafo completo maximal. Entretanto, nao adotaremos
essa defini¢ao, pois ela ndo nos permite calcular a caracteristica de Euler da rede.

3
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Figura 3 — Rede com duas componentes. Este grafo nao orientado contém duas componen-
tes A e B, cada uma com 3 e 4 vértices, respectivamente. Figura retirada da

referéncia NEWMAN]| (2018)), pagina 143.

A seguir apresentamos a definicdo de clique para um grafo orientado que serao

utilizadas nesta dissertacao.

Defini¢ao 1.1.14 (Clique de um grafo orientado). Um clique S de um grafo orientado G

¢ um subgrafo aciclico de GG em que seus vértices estao dois a dois conectados.

Outra definicdo importante é a de componente de um grafo. Antes de apresentar

tal conceito, olhemos para o grafo representado na Figura [3|

Vemos que o grafo ai representado é formado por dois subconjuntos, A e B, cujos

elementos sao vértices.

Defini¢ao 1.1.15 (Componente de um grafo nao orientado). Componente é um subcon-
junto de vértices de um grafo tal que existe, para todo par de vértices, pelo menos um
caminho que leva de um vértice a outro, e de modo que nenhum outro vértice pode ser

adicionado ao subconjunto enquanto esta propriedade for preservada.

Importa mencionar que subconjuntos para os quais nenhum outro vértice possa
ser adicionado enquanto certa propriedade for preservada sao chamados subconjuntos
mazimais. A matriz de adjacéncia de um grafo com mais de uma componente tem a forma

de uma matriz bloco diagonal.

Passemos agora a discussao sobre como definir componente em um grafo orientado,
que ¢ algo mais sutil. Para nortear nossa escolha, ressaltamos que, em nosso trabalho,
estamos interessados nos vértices que se pode atingir em um grafo via caminhos com
um ponto de partida especificado. Tal situacao é similar, por exemplo, a de alguém que
navega na internet e quer saber quais paginas pode acessar a partir dos links presentes em
determinada pagina inicial (o ponto de partida especificado) (NEWMAN| 2018).
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Nessas condi¢oes podemos definir dois tipos de componentes para o grafo orientado,

as componentes de saida (out-component) e de entrada (in-component) (NEWMAN|
2018).

Definigao 1.1.16 (Out-component de um grafo orientado). A componente de saida (out-
component) é o conjunto de vértices que podem ser atingidos a partir de um vértice de

partida A, incluindo o proprio vértice A.

Defini¢ao 1.1.17 (In-component de um grafo orientado). A componente de entrada
(in-component) de um vértice especificado A é o conjunto de todos os vértices a partir dos

quais existe um caminho orientado para A, incluindo o proprio vértice A.

Podemos destacar algumas caracteristicas comuns as componentes de saida (out-

component) e de entrada (én-component):

(i) As arestas que conectam a componente de determinado tipo a outros vértices sé
apontam para membros (vértices) internos a& mesma componente, nunca para vértices

que nao a constituem.

(ii) A componente de saida, assim como a componente de entrada, sdo propriedades
da estrutura da rede e do vértice de partida, ndo apenas da estrutura da rede.
Como consequéncias disso, os elementos da componente de saida podem mudar se
escolhermos um ponto de partida diferente; um mesmo vértice pode pertencer a mais

de uma componente de saida. Raciocinio analogo se aplica a componente de entrada.

Dois conceitos que serao importantes mais adiante sao os de caminho e de compri-

mento de caminho, os quais definimos a seguir.

Definicao 1.1.18 (Comprimento de caminho). O comprimento de um caminho em uma
rede é o nimero de arestas percorridas ao longo do caminho (nao o ntimero de vértices).
Dito de outra forma, o comprimento de um caminho representa o niimero de “saltos” que

se d& no percurso, indo de um vértice ao vértice adjacente.

Uma propriedade muito importante no estudo de redes sociais é a transitividade.
Conforme lembrado por NEWMAN]| (2018), na Matematica, dizemos que uma relagdo “o”

é transitiva se @ o b e b o ¢ juntas implicam a o c.

Em uma rede é possivel encontrar varias relacoes entre pares de vértices. A relagao
mais simples (entre vértices) é a existéncia (ou ndo) de uma aresta ligando pares de vértices.
Quando, em determinada rede, a relacao “ligado por uma aresta” é transitiva, entao para
trés vértices u, v e w, se u esta ligado por uma aresta a v e v esta ligado por uma aresta a

w, consequentemente u esta ligado por uma aresta a w. O carater “ligado por uma aresta”
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poderia ser entendido, por exemplo, quando se quer saber se é sempre valida a condicao

de que “um amigo de meu amigo também é meu amigo” para determinada rede social.

Defini¢do 1.1.19 (Transitividade). Sejam trés vértices u, v e w quaisquer em um grafo
e determinada relacdo o. Se para todos u, v, w temos u o v e v o w implicando u o w,

entao a relagdo o é dita transitiva.

A definicao acima poderia ser aplicada tanto a grafos orientados quanto para grafos
nao orientados. Mas olhemos, por um momento, para o caso nao orientado, por questao

de simplicidade.

A transitividade perfeita, conforme se percebe, somente ocorreria quando cada
componente é um clique, algo que nao ocorre em regra. Mas poderiamos analisar casos de
transitividade parcial. E quando u o v e v o w néo garantem u o w, mas torna esta tltima
relacao mais provavel. Em outras palavras, um amigo de meu amigo nao é necessariamente
meu amigo; mas um amigo de meu amigo tem maior probabilidade de ser meu amigo do

que uma pessoa escolhida aleatoriamente na cidade em que moro.

A seguir apresentamos uma forma de medir a transitividade de forma quantitativa.
Utilizemos o caso dos trés vértices u, v e w, tal que u o v e v o w provavelmente implique

u o w. Podemos ter duas situagoes:

(2) w o vew o wmnao implica u o w, ou;

b) w o v ewv o w implica u o w.

I w i w

(@) (b)

Figura 4 — Figura adaptada a partir da referéncia NEWMAN]| (2018).

Podemos representar as possibilidades (a) e (b) acima a partir da Figura 4| E
possivel observar que se u o w teremos um caminho fechado; neste caso, um caminho

fechado de tamanho 3 ou tridngulo esse ¢ o caso da Figura [4(b).
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Ante o exposto, definimos o coeficiente de agrupamento (clustering coefficient) C

como a fracdo dos caminhos de comprimento dois (arestas) que sao fechados. Ou seja,

o numero de caminhos fechados de comprimento dois (1.1)

nimero de caminhos de comprimento dois

Quando C' = 1 temos a transitividade perfeita, em que todas as componentes da
rede sao cliques. Quando C' = 0, nao temos triades fechadas; por exemplo, esse é o caso
de redes quadradas, que tém caminhos fechados apenas para niimero par de vértices e nao

tém triades fechadas.
Uma forma alternativa de escrever o coeficiente de agrupamento é

numero de triangulos x 6
C = — , - — . (1.2)
nimero de caminhos de comprimento dois

Figura 5 — Figura adaptada a partir da referéncia NEWMAN]| (2018)).

Ressalte-se que o fator 6 surge porque cada tridngulo é contado seis vezes quando
computamos o nimero de caminhos fechados de comprimento dois, haja vista que podemos
percorrer cada tridangulo no sentido horario ou no sentido anti-horario, partindo de um

mesmo vértice.

Ha ainda uma outra forma de calcular o coeficiente de agrupamento. Considere
que uvw é um caminho de comprimento dois. Nesse caso, é correto afirmar que os vértices
u e w tém um “vizinho” em comum, isto é, o vértice v. Se o caminho uvw é fechado,
entao existe uma aresta entre u e w. Desse modo, podemos imaginar o coeficiente de

agrupamento como

numero de triangulos x 3

C = (1.3)

nimero de triplos conectados ’
onde triplo conectado é entendido como os trés vértices uvw com arestas (u, v) e (v, w),
com ou sem a presenca da aresta (u, w). O fator trés que aparece na expressao acima se
deve ao fato de que cada tridangulo acaba contado trés vezes quando contamos os triplos

conectados da rede.
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Por sua vez, o calculo do coeficiente de agrupamento para grafos orientados é

relativamente simples. Basta trocar o termo “caminho” por “caminho orientado” na
expressao ([1.1]). Assim,

numero de caminhos orientados fechados de comprimento dois

C = (1.4)

numero de caminhos orientados de comprimento dois

1.2 Complexos simpliciais

Complexos simpliciais sao estruturas de importante aplicacao na Topologia Algé-
brica, na Combinatoria e, evidentemente, na Teoria de Redes. Em geral, os complexos se

apresentam como espagos topologicos cuja estrutura mais simples permite analisar com mais

facilidade propriedades de espagos homeomorfos. Ver EDELSBRUNNER; HARER] (2010)).

Calcular invariantes topologicos a partir de um grafo permite determinar proprie-
dades geométricas dos dados trazidos pelo grafo. Nesse interim, citamos a referéncia MA1
SULLI; VILLA| (2016]) como exemplo de trabalho utilizando cliques para a identificagao

de invariantes topoldgicos.

Agora, apresentamos os conceitos necessarios a definicdo formal de um complexo
simplicial e, ao longo do capitulo, a aplicacao dos complexos em teoria de redes. Intro-
duziremos os simplexos (ou complexos simpliciais), como estruturas topoldgicas a serem

identificadas em nosso grafo.

Definigdo 1.2.1 (Combinacio afim). Seja z = 3% , \; v, em que vy, . .., v s30 pontos
do R™ e A, ..., \x pertencem a R. Se Zf:o A; = 1, entao x é uma combinacao afim de
Vo, .+ -, Uk

Defini¢ao 1.2.2 (Pontos afim independentes). Dizemos que vy, ..., vy s@o pontos afim

independentes do R" se nenhum ponto v; é uma combinacao afim dos outros pontos v;.

Definigao 1.2.3 (Combinagao convexa). Uma combinagdo convexa x = Zf:o A U; € uma

combinacao afim em que \; > 0.

Defini¢ao 1.2.4 (Simplexo de dimensao k). Um k — simplexo ou simplexo de dimensdo

k é o conjunto das combinacoes convexas de k + 1 pontos afim independentes.

Sejam vy, ..., v pontos afim independentes. Adotamos a seguinte notagao para

representar o conjunto das combinagoes convexas dos pontos em questao: conv [vy, ..., Ug].

A seguir, algumas propriedades de pontos afim independentes.

Proposicao 1.2.1. Sdo equivalentes as afirmagoes:

1. vg, ..., v sao pontos afim independentes do R"™;
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2. Os k vetores v; — vy, sdo linearmente independentes no R";

3. Os vetores (1,v9), ..., (1,v) sdo linearmente independentes no R™*1.
Demonstragio. (1 = 2) Sabemos que vy, . . ., vy sa0 pontos afim independentes. Suponha
por absurdo que os vetores v; — vy, ...,V — vgsao linearmente dependentes. Assim, sem

perda de generalidade, existe uma combinacao linear tal que

)\1 (?)1 —Uo) + ... +)\k—1 (Ukz—l — Uo) = VUV — Vg

k—1 k—1
(Z )\ZU1> — (Z )\ﬂ)g) + Vg = Vg
=1

i=1
k—1 k-1
(Z /\lvz> + (1 - Z )\z> Vo = U
=1 =1

Como (1 - Zf:_ll )\Z) + (Ef:_f )\i) =1, vy é uma combinacao afim de vy, ..., vx_1

(absurdo!). Logo, v1 — wp,...,v; — g sao linearmente independentes. O

Demonstragio. (1 <= 2) Suponha, por absurdo e sem perda de generalidade, que vy seja
uma combinacao afim de vy, ..., v;_1. Entao, existem \;, 1 =0, ...,k — 1, Zf;ol A, = 1, tais

que

k1
> Aiv = vy
i=0

k—1 k—1 k—1
Z )\ivi — Z )\iUO = UV — Z )\Z'Uo
=0 =0 1=0

k—1
i\Vi — Vo) = — Vo
i (v —vg) = v —w
i=0
Absurdo, pois v; — vg, ..., v, — Vg sdo linearmente independentes. Assim, vy, . .., U
sao afim independentes. O

Demonstragio. (2 = 3) Temos que
(0,01 —vg) ..., (0, vp —vg)

sao LI em R™™. O vetor (1,v,) ndo se escreve como combinacio linear dos vetores acima;
basta ver que a primeira entrada do vetor é nao nula. Portanto, (1, vg), (0,v; —vg) , ..., (0, v — vg)

sao LI em R"*!. Segue que

Ao (L) + A1 (0,01 —vg) 4+ ...+ A (0,05 —vg) # 0, para X;, i = 1,..., k, naotodos nulos.

= o (L) + ML) — (L)l + oo+ M (L) — (1,00)] # 0
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k
= ()\0 - Z)\J) (1,1)0) + )\1(1,1)1) + ...+ )\k(l,vk)# 0

= 60 (1,1}0) + 51 (1,’[]1) + ... + 5k (1,Uk) §£ 0

em que (3;,1 = 0,..., k sdo nimeros reais quaisquer, nao todos nulos. Basta ver que

Ao =106
Assim, (1,v), ..., (1,v;) sdo linearmente independentes em R™ 1. H

Demonstragio. (3 = 2) Ora,

Mo (Livg) + A (Lvg) + ..o 4+ M (Lor) # 0, para N\, i =0, ..., k, nao todos nulos.

Em particular, para A\g = — (A1 + ... + A\g), vem que

)\1(0,1}1 — Uo) + )\2(0,?)2 — ’U(]) 4+ ... + )\k((),vk — Uo) 7& 0

:>)\1(U1 —Uo) —{—)\2(1)2 —Uo) + ... +>\k(vk —’UQ) 7é 0

Como a condi¢ao acima é valida para A1, ..., A\; ndo todos nulos = vy —vg, ... , v —

vp sao linearmente independentes. ]

Seguem alguns exemplos de simplexos.

A N

Figura 6 — Simplexos. Figura retirada de EDELSBRUNNER; HARER| (2010).

Q

Defini¢ao 1.2.5 (Face de um simplexo). Seja o um k — simplexo gerado a partir de um
conjunto de pontos afim independentes aw = {wg, ... ,vx}. Uma face 7 de o é definida como
o conjunto das combinagoes convexas geradas a partir de 5, em que § é um subconjunto

nao vazio de a, ou seja, 8 C a, 3 # 0.
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Figura 7 — Complexo simplicial adaptado de |BINCHI et al.l q2014[)

Nota. Note que 7 também é um simplexo, inclusive podemos ter 7 = o.

Usualmente escrevemos 7 < ¢ para nos referimos a uma face 7 de um k — simplexo

g.

Definig¢ao 1.2.6 (Complexo simplicial ou simplexo). Complexo simplicial ou simplexo
K é um colegao finita de simplexos, tal quesec € K et <o=7€ Keo,00 € K =
ociNoy=0ouoc;Noy=7,em que 7 < 0y e T < 09. Aqui, T representa uma face comum

a 01,09. Ver Figura[7]
Defini¢ao 1.2.7 (Dimensao de um complexo simplicial). A dimensao do complexo K é

definida como a maior dimensao dos simplexos que formam K.

Definigao 1.2.8 (Vértices de um complexo simplicial). Vértices de um complexo simplicial
sdo o conjunto definido por Vert (K) = {o € K | dim (o) = 0}.

Podemos estender a definicao de complexo simplicial, eliminando a necessidade um

espaco euclidiano. Definamos, entao, complexo simplicial abstrato.

Defini¢ao 1.2.9 (Complexo simplicial abstrato). Complexo simplicial abstrato A é uma

colecdo finita de conjuntos finitos taisque @« € Ae 5 C a = [ € A.

Nota. Cada elemento de A constitui um simplexo abstrato.



Capitulo 1. Grafos, complexos simpliciais e teoria de redes 24

Os conjuntos que formam A sdo os simplexos, sendo que a dimensdo de um
simplexo é dada por dim () = card (o) — 1. A dimensao do complexo A, analogamente
a0 caso geométrico, é igual a maior dimensao de seus simplexos. Também analoga ao caso

geométrico, uma face 5 de um simplexo o é um subconjunto nao vazio de «, § C «.

Defini¢ao 1.2.10 (Vértices de um complexo simplicial abstrato). O conjunto dos vértices
de um complexo simplicial abstrato A é a unido de todos os simplexos que formam A, ou
seja, Vert (A) = UA.

Relacionamos os complexos simpliciais abstratos com os complexos simpliciais

“geométricos” através de uma realizagao geométrica.

Defini¢do 1.2.11 (Realizagdo geométrica). Sejam K um complexo simplicial e A um
complexo simplicial abstrato, e Vert (K'), Vert (A) seus respectivos conjuntos dos vértices.
Caso exista bijecao f

f: Vert (A) — Vert (K)

tal que a« € A <= conv {f (a)} € K, dizemos que K juntamente com a fungdo f

formam uma realizacao geométrica de A.

Inversamente, se existe f~! : Vert (K) — Vert (A), dizemos que A é uma abstragao
de K. Assim, podemos transitar entre os complexos abstratos e geométricos. De fato, dado
um complexo simplicial abstrato A sempre obtemos uma realizagao geométrica de A em

R2"+1 Teorema da Realizacio Geométrica que serd demonstrado adiante.
Lema 1.2.2. Considere a funcgdo injetiva
fN—R"| f(x)= (:p,xQ,...,m”) :

Qualquer subconjunto da Im(f) com n+ 1 elementos é afim independente.

Demonstracdo. Sejam x1, ..., x, 1 nimeros naturais distintos quaisquer. Pela Proposicao

1.2.1, f(z1) = (w1, 2%, ..,20) o, [ (1) = (a;n+1,$i+1, ...,:L'ZH) sao afim independentes

em R" < (1,z,2%,...,27), ..., (1,mn+1,xi+1, o xﬁﬂ) sao linearmente independentes

em R"™!. Calculando o determinante,

1 = ... 27
1 oz ... g
= Il (@—ax)#0
.. ... .« .. “ e 1§q<p§n+l
1 wppr o0 a2y
Portanto, f (1), ..., f (zn+1) sdo afim independentes em R”™. O

Teorema 1.2.3. Todo complexo simplicial abstrato de dimensdo m possui realizacao

geométrica em R*mHL,
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Demonstragio. Seja A um complexo simplicial abstrato de dimensao m. Como Vert (A)
¢ um conjunto finito, podemos ordena-lo e entdo obtemos Vert (A) = {vy, ..., v }. Cons-

truimos agora a funcao:
f: Vert (A) — R*™H!

f(vp)Z(p,pQ,--.,p%“), p=1,...k.

Note que, dados «, 5 € A, temos card (f («) U f(B)) = card (f («)) +card (f (8))—
card (f (o) N f(B)) = card (a) + card (B) —card(a N ) < m+1+m+1 = 2m+ 2.
Assim, pelo Lema[1.2.2] f (), f(8) e f(a)U f(B) sdo conjuntos afim independentes.

Agora vamos provar que os simplexos o = conv [f ()], em que a@ € A, atendem as

condic¢oes para formar um complexo simplicial geométrico.

(7) Sejam o = conv [f ()] e T = conv [B] tais que 7 C 0 = conv [B] C conv [f (a)],
em que B C f(a). Como f ¢ injetiva, f~'(B) C a = f~'(B) € A = 7 pertence ao

complexo simplicial geométrico.

(17) Se 0 = conv [f (a)] e T = conv [f (B)] = o N7 = conv[f (a)] N conv [f (5)].
Se x € conv [f ()] N conv [f (B)] < as combinagoes convexas que descrevem x tanto em
f () como em f (f) sdo idénticas, uma vez que f (a)U f(B) é afim independente< = €
conv [f (a) N f(B)] & = € conv|[f (N B)]. O que satisfaz a condi¢do de intersegao entre

dois simplexos ser vazia ou um simplexo pertencente ao complexo simplicial. O

O teorema anterior é de fundamental importancia para o calculo dos invariantes
topologicos do grafo. Um aspecto relevante é a conexao com a emergente area de andlise
topoldgica de dados. Uma implicacao imediata do teorema da realizacao geométrica é
o fato de podermos associar uma estrutura isomorfa a R™ a um conjunto de dados.
Essa implicacdo coloca a andlise de dados sobre um prisma mais profundo, uma vez
que varias teorias axiomaticas em fisica, por exemplo, sdo formuladas em um espaco
de configuracdes, que em geral é uma hiper-superficie de R". Além disso, considerando
os vértices que compoem os cliques do grafo como um complexo simplicial abstrato,
garantimos a existéncia de complexo simplicial geométrico associado ao grafo. Entao,
podemos determinar os invariantes topolégicos que desejarmos. Um desses invariantes

topologicos ¢ a caracteristica de Euler.

A caracteristica de Euler, y, surge como uma forma de classificar estruturas que se-
jam topologicamente semelhantes. Empregaremos a seguinte defini¢ao de HATCHER! (2002])

para o nosso trabalho: a soma alternada

em que K, é o nimero de m — simplexros no complexo simplicial de dimensao n.
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Podemos estudar um grafo nao orientado como um complexo simplicial abstrato
em que os seus simplexos sao os cliques do grafo. De fato, para um grafo nao orientado,
definimos o cliqgue como um subgrafo completo, ver Defini¢ao [I.1.12] Assim, a intersec¢ao
de dois subgrafos completos de um mesmo grafo é vazia ou um subgrafo completo. Além
disso, podemos fazer uma realizacao geométrica para o grafo e determinar sua caracteristica
de Euler. No caso dos grafos orientados, existe um conceito similar ao complexo simplicial

abstrato; trata-se do complexo simplicial orientado abstrato.

Defini¢ao 1.2.12 (Complexo simplicial orientado abstrato). Sejam S uma colegao finita
de conjuntos finitos ordenados e 0 € S.Se 7 C ¢ herdou a ordem de o, e V7 C o, 7 € 5]

entdao S é um complexo simplicial orientado abstrato.

Os elementos o de S, nas condigoes dadas na definicao acima, sdo os simplexos
do complexo simplicial orientado abstrato, bem como 7 é definida como uma face de o.
Podemos tratar os elementos o de S como énuplas ordenadas, a fim de melhor destacar a

condicao imposta pela ordem a S.

Por exemplo, sejam o1 = (vy, v3) , 09 = (vg, v1) € S. Dessa forma, o1, o9 sdo dois

1 — simplexos distintos de S, apesar de possuirem o mesmo conjunto de vértices.

De maneira andloga ao caso de um complexo simplicial abstrato, podemos fazer
uma realizacao geométrica do nosso complexo simplicial orientado abstrato. Entretanto,
quando se trata de grafos orientados, ¢ comum existirem limitacdes computacionais na

detecgao dos cliques, devido a complexidade do algoritmo.

1.3 Teoria de Redes

A teoria de redes é util para a descri¢ao de sistemas complexos. Na abordagem de
sistemas complexos, estuda-se como as partes (de um sistema complexo) e as relagoes entre
elas explicam o comportamento coletivo do sistema (complexo) e a rela¢ao deste com o
ambiente que o circunda (BAR-YAM, 2002). De maneira geral, em um sistema complexo,
como o cérebro, o DNA, a bolsa de valores, etc., as interagoes entre os constituintes nao
sao exatamente conhecidas, como ¢é o caso de sistemas cuja equacao da dindmica pode ser
escrita. De maneira geral, a teoria de grafos é o melhor candidato para estudar sistemas
complexos e, muito recentemente, a topologia algébrica pode dar um carater mais profundo

a analise de sistemas complexos.

Dentre os trabalhos que aplicam teoria de redes, podemos citar estudos sobre:
redes sem escala (scale-free networks) (BARABASI; BONABEAU, 2003; BARABASI,
2009); organizacio hierarquica de redes complexas (RAVASZ: BARABASI| 2003): meca-
nica estatistica de redes complexas (ALBERT; BARABASI, 2002); estrutura funcional
e celular de redes biologicas (BARABASI; OLTVALIL 2004) e arquitetura de redes biol6-
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gicas (WUCHTY; RAVASZ; BARABASI, 2006)); doengas originadas por fatores que os
pacientes tenham em comum (BARABASI, 2007)); vinculos geograficos e sua influéncia
em redes sociais (ONNELA et al., [2011]); em problemas de interesse para a Fisica, como
sincronicidade e percolacao (NEDA et al., 2000t BARABASI, 2001 SCHWARTYZ et al.,
2002)

Para uma visao geral da gama de aplicacoes da teoria de redes nos mais variados
campos do saber, indicamos, por exemplo, alguns trabalhos de Barabasi (BARABASI:
FRANGOS, 2014; BARABASI, 2016), de van Steen (STEEN; STEEN, 2010) e New-
man (NEWMAN| 2003; NEWMAN; [2018]).

Ocorre um boom da teoria de redes, area intrinsecamente multidisciplinar. A despeito
disso, muitos cientistas permanecem isolados em suas disciplinas, algo contraproducente

para avancar nos estudos de sistemas complexos (BARABASI, 2005)).

Podemos definir qualitativamente uma rede como uma cole¢ao de objetos interco-
nectados. De fato, os conceitos de rede e grafo sdo, em muitas obras, indistinguiveis. Os

objetos sao os vértices do grafo que representa a rede e as conexoes suas arestas.

No restante deste capitulo, discutiremos sucintamente os trés modelos mais comuns
de redes complexas, a saber, redes aleatérias classicas (random networks), small-world

networks e redes sem escala (scale-free networks).

1.4 Redes Aleatérias Classicas (Random Networks)

Redes aleatdrias classicas (random networks) sao representados por grafos em que
a existéncia de uma aresta entre dois noés depende de uma distribuicao de probabilidade.

Nesta secao veremos algumas de suas caracteristicas e propriedades.

Conforme NEWMAN| (2018)) aponta, os pioneiros no estudo sobre grafos aleatérios
seriam Solomonoff e Rapoport (SOLOMONOFF; RAPOPORT] [1951), embora tal pio-
neirismo seja comumente associado aos nomes de Paul Erdos e Alfréd Rényi, com seus
aclamados artigos nas décadas de 1950 e 1960 (PAUL; ERDOS| [1959; [ERDOS; RéNYT,
1960, [ERDOS; RENYT, [1964).

H4 pelo menos duas maneiras de definir grafos aleatérios de Erdos e Rényi (ER
random graphs) que consideramos equivalentes nesta dissertacao. A primeira ocorre quando
consideramos um grafo nao orientado G, , onde a probabilidade de conexao entre dois
vértices distintos quaisquer é p. A segunda, quando dada uma quantidade M de arestas, a

escolha de qualquer aresta incidindo em um par de vértices, distintos ou nao, é aleatoria.

Passemos a apresentagao de algumas das propriedades dos grafos aleatérios de

Erdos e Rényi.
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A distribui¢ao do grau dos vértices em um grafo ER (n,p) é dada por
n—1 nel—
P(k)—( ) )pm—p) (15)

O valor médio do grau dos vértices sera dado por

n—1
0="> kP(k)
k=1
n—1 -
=2 (n 1) kpt (1—p)" "
o\ Kk
—n-1 (n —2)! —1-k
= kp-p"t (1 —p)"
= k (E-D'(n—-1-Fk)! ( )
n—1 (TL - 2)|

O valor médio do grau de uma rede aleatéria classica é frequentemente simbolizado

por ¢ na literatura. Poder-se-ia, portanto, seguir essa convengao e escrever

c=Mm—-1)p. (1.6)

O resultado acima nos diz que o nimero de arestas conectadas a um vértice (grau do
vértice) é igual ao nimero esperado p entre o vértice e qualquer outro vértice, multiplicado

pelo nimero n — 1 de outros vértices (NEWMAN]| [2018)).

C

nimero de vértices (n — 00), teremos p — 0. A partir desta tltima condigao, podemos

Podemos escrever, a partir de que p = ~ Percebe-se que para um grande

escrever

1n[(1 —p)"‘l‘ﬂ =n-1-k) 1n<1 - )

C

~ — -1 -
(n k)n—l

onde foi feita uma expansao em série de Taylor.

Tomando a exponencial de ambos os lados da tltima expressao acima, obtemos

(1 — p)" '7% = ¢ Além disso, para n muito grande, temos

n—1\ (n — 1)! N(n—l)k
k) (m—1-FKWK — K
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Dessa maneira, podemos reescrever a distribuicao de grau para um grande niimero

de vértices (n — o0) na seguinte forma:
k k
n—1 n—1 c \* ck
upk e’ = ( ) ( ) e =e"“—. (1.7)
k! k! n—1 k!
Observe que a expressao ¢ a distribuicao de Poisson. Ou seja, para grande

nimero n de vértices, Gy, , tem uma distribuicao de grau de Poisson. Dai, o porqué G,

P (k) =

também ser chamado de grafo aleatorio de Poisson.

Figura 8 — Grafo ER (100, 0, 3) gerado com o pacote Networkz implementado na lingua-
gem de programacao Python.

Para finalizar esta secao, cabe ressaltar que, apesar de muito estudados, grafos
aleatérios (de Poisson) apresentam varios problemas (NEWMAN| 2018). Nessa esteira,

esse modelo apresenta discordancias com amostras reais. Dentre tais discordancias, citamos
algumas a seguir.

Grafos aleatorios nao apresentam correlagao entre os graus de vértices adjacentes,
comportamento oposto ao de redes reais. Além disso, enquanto muitas — se ndo a maioria —
das redes reais apresentem agrupamentos de vértices em “comunidades”, grafos aleatorios
nao apresentam tal comportamento. Mas talvez o maior desacordo entre grafos aleatérios
e grafos reais esteja em suas distribuicoes de grau. Isso porque, por exemplo, boa parte
das redes reais apresentam distribuicao de cauda longa (ou right-skewed distribution) E],
onde a maioria dos vértices tém baixo grau e poucos vértices, na cauda da distribuicao,

possuem alto grau ﬂ Redes aleatérias classicas, por sua vez, apresentam uma distribuicao

4 Vale lembrar que a “cauda longa” fica mais & direita no eixo horizontal que representa o valor do grau

dos vértices contemplados na distribuigao.
5 Tais vértices com alto grau também podem ser chamados de hubs.
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de grau do tipo Poisson, sem grandes discrepancias de valor de grau dos vértices.

1.5 Redes de pequeno mundo (Small-world networks)

As chamadas redes de pequeno mundo small-worlds apresentam grande similaridade
com os grafos aleatorios ER. Temos de fato um valor baixo para o caminho médio minimo,
porém existe a tendéncia de se formar pequenos clusters na rede. Um exemplo de redes de
mundo pequeno é o experimento de Milgram, em que pessoas escolhidas aleatoriamente

trocavam cartas até se chegar a um destinatario preestabelecido. Watts e Strogatz (WATTS

STROGATYZ, 1998) foram os primeiros a criar um algoritmo para este tipo de rede. Segue

a descricao do algoritmo:

Considere um conjunto de n vértices {vy, ..., v,} e um nimero par k. Para garantir

que o grafo terd poucas arestas, escolha n > k > In(n) > 1.

1° passo: Ordene os n vértices em uma circunferéncia e, para cada vértice, ligue os
primeiros k/2 vértices vizinhos no sentido horério e depois os k/2 vértices vizinhos

no sentido anti-horario.

2° passo: Com uma probabilidade p, troque a aresta (u,v) por uma aresta (u,w), em

que w é um vértice diferente de u e (u,w) é uma aresta ainda nao existente do grafo.

Vamos nos referir ao grafo aleatério de Watts-Strogatz por WS (n, p, k).

Figura 9 — Grafo de Watts-Strogatz WS (100, 2, 0,3) gerado com o pacote Networkz
implementado na linguagem de programacao Python.
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A seguir apresentamos dois aspectos vantajosos do modelo WS em relagao a outros

modelos de rede, caso do ER, por exemplo.

A primeira é que redes WS apresentam transitividadd’| compativel com redes reais,
propriedade mensuravel a partir do coeficiente de agrupamento da rede. Redes reais
costumam ter alto coeficiente de agrupamento (NEWMAN]| 2018). A segunda vantagem
é a possibilidade em observar, em redes WS, o efeito de mundo pequeno (small-world
effect). Esse efeito faz com que o comprimento de caminho entre qualquer par de vértices
na rede seja pequeno (BARABASI; FRANGOS, 2014)), mesmo em redes com uma grande

quantidade de vértices.

1.6 Redes livres de escala (Scale-free networks)

Dizemos que uma rede segue uma lei de poténcia se a distribuicdo dos graus de
seus vértices segue uma lei de poténcia. Assim, a probabilidade de um né arbitrario ter
grau k é dada por

P(k) = Ck™@ (1.8)

onde a e C sao duas constantes, respectivamente, expoente de escala e constante de
normalizacao. Observa-se que muitas redes no mundo real descritas por modelos livres de

escala possuem 2 < a < 3.

E comum adjetivar como livres de escala (scale-free) as redes que seguem uma
distribuicao de lei de poténcia. A razao disso é que uma lei de poténcia é a tnica distribuigao

que tem a mesma forma qualquer que seja a escala em que olhemos (NEWMAN]| 2005)).

Ha algumas maneiras de visualizar e detectar leis de poténcia associadas a redes

livres de escala. A seguir apresentamos algumas (NEWMAN]| [2018]).

Uma primeira e mais simples forma de analisar leis de poténcia para redes livres de
escala é utilizar um histograma da distribui¢do do grau com retangulos (bins) de largura
maior, para que mais amostras sejam abrangidas por cada retangulo. Essa escolha implica
em menos ruido (oscilagoes) na cauda do histograma, mas reduz o nivel de detalhamento
da amostra. Por sua vez, uma alternativa para superar esse ultimo problema seria utilizar

retangulos de tamanhos diferentes em diferentes regides do histograma.

Uma segunda forma de explorar leis de poténcia para redes livres de escala é

construir uma funcao de distribuicio cumulativa, definida por

P k) = kfjk P (k) . (1.9)

Relembrando, transitividade é a propriedade de dois vértices u e w, ambos adjacentes a um vértice v
também serem adjacentes um ao outro (“vizinhos” um do outro).

6
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Aqui P (k) representa a fragdo dos vértices que possuem grau maior ou igual a k, ou, de
outra forma, a probabilidade de que um vértice escolhido aleatoriamente tenha grau maior

ou igual a k.

Uma das vantagens de se construir uma fungao de distribui¢cao cumulativa P (k)
é que quando a distribui¢ao de grau P (k') segue uma lei de poténcia com expoente de
escala «, P (k) também segue uma lei de poténcia. A diferenca é que o expoente de escala
para P (k) é igual a @ — 1. Outra vantagem é que nao é necessario se preocupar com a
melhor escolha da largura dos retangulos em um histograma, preocupacao associada a

alternativa anterior.

Contudo, a escolha pela construcao da funcao de distribuicdo cumulativa também
tem suas desvantagens. A mais séria delas é que pontos consecutivos em um grafico
cumulativo sao correlacionados e valores adjacentes nao sao todos independentes. Con-
sequentemente, nao se pode, por exemplo, extrair o valor do expoente de escala o da
distribuicao de lei de poténcia a partir do ajuste da inclinacao da porcao “reta” da curva
e igualando o resultado a @ — 1 ﬂ Em vez disso, podemos obter o expoente de escala «
diretamente a partir dos dados, via expressao (NEWMAN| 2018; |(CLAUSET; SHALIZI;
NEWMAN]| [2009)

A
i min 2

onde ki, ¢ 0 grau minimo para o qual a lei de poténcia vale e N é o niimero de vértices

com grau maior ou igual a k,,;,.

Por sua vez, o erro estatistico o na obtencao de « via expressao [[.10] é dado por

min 9

ki -1 a— 1
Passemos agora a apresentacao de duas das principais propriedades das distribui¢oes

de grau que seguem uma lei de poténcia, a saber, normalizagao e “regra 80/20”.

A primeira propriedade é a normalizacao. Quando adicionamos todas as fragdes de

vértices tendo todos os valores possiveis de grau, de zero a infinito, devemos obter 1:
> Pk)=1. (1.12)
k=1

Se substituirmos o valor de P (k) dado pela expressao na expressao |1.12]

encontraremos C'>", k™ = 1, ou

1 1
C = = (1.13)
Sis ke ((e)
Pelo menos considerando métodos padrao que demandem a independéncia dos pontos que constituem
o grafico.

7
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onde ¢ () é a funcao zeta de Riemann. Assim, a distribui¢ao de lei de poténcia normalizada

¢ dada por
P (k) = : (1.14)

Um outro aspecto importante é onde a maior parte da distribuicao esta localizada.
Para obter essa informacao, inicialmente lembremos que, para qualquer lei de poténcia
P (k) com expoente de escala o > 1, a mediana k% associada a distribuicao ¢ bem
definida (NEWMAN| [2005)). Assim, existe um ponto, a mediana, para o qual metade
da distribui¢cdo é maior que a mediana e a outra metade da distribuicdo é menor que a
mediana. Conforme NEWMAN]| (2005)), a relacdo entre a mediana e o expoente de escala é
dada por
ks = 257 ki (1.15)

onde k,,;;, ¢ o menor valor de grau para o qual a lei de poténcia é obedecida.

Além disso, para uma distribuicao de grau completamente descrita por uma lei de
poténcia, a fracao W das arestas que se conectam a uma fracao P dos vértices de maior

grau na rede ¢ dada pela relacao

a—2

W = pat . (1.16)

0.8

0.6

Il
PJ !\J !Q !\J !\J
9 0k fo =

h

0.4

0.2

Fragdo das arestas W

0 +—r——1—r————
0 02 04 06 08 1

Fragdo dos vértices P

Figura 10 — Curvas de Lorenz para redes livres de escala.

As curvas W wversus P para valores distintos de «, mostradas na Figura , sao

chamadas curvas de Lorenz. Tais curvas apresentam concavidade para baixo para todos
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os valores do expoente de escala a. E, para valores ligeiramente acima de 2, as curvas
apresentam uma subida inicial muito rapida, significando que uma grande fracao das

arestas sao conectadas a uma pequena fracdo dos ndés com grau mais elevado.

Utilizando expoentes de escala «, tais que 2 < a < 3, para alguns exemplos de

distribuigoes reais, NEWMAN (2005) mostrou que aproximadamente 80% das arestas

estao conectadas a 20% dos vértices com maior grau (“regra 80/207).

As redes de Barabasi-Albert representam um modelo de rede livre de escala que
utilizam um mecanismo de adi¢do preferencial (de arestas e de vértices). Isso significa
que, nesse paradigma, quanto maior o grau do ndé — ou seja, mais conectado — maior a

probabilidade desse né receber novas arestas.

O algoritmo de Barabasi-Albert para geracao do grafo é descrito como segue.

Considere um grafo ER (ng, p). Para cada etapa s > 0:

1° passo: Adicione um vértice vg;
’

2° passo: Adicione m < ng arestas ao grafo, em que cada aresta é incidente em v, e

escolha um vértice u presente na etapa s — 1 com probabilidade P (u) = %
wes—1

3° passo: Repita os dois passos anteriores até n vértices serem adicionados.

O grafo resultante é “scale-free” e adotamos a notacao BA (n,ng, m).

Figura 11 — Grafo BA (100, 4, 4) gerado com o pacote Networkzr implementado na lingua-
gem de programacao Python.
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2 Teoria de redes aplicada a uma rede cos-

moldgica

2.1 Modelo de Boguia para redes cosmoldgicas

Nesta secao abordaremos o modelo de redes cosmolégicas proposto por Boguna e
colaboradores (BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV/ 2014]).

O Universo de Milne é um modelo cosmolégico que obedece a relatividade especial

e o principio cosmolégico. A relatividade especial é baseada em dois postulados:

e As leis da fisica sao invariantes para todo referencial inercial;

e A velocidade da luz no vacuo é a mesma para qualquer observador, independente da

velocidade da fonte luminosa.

Ja o principio cosmologico afirma que a distribuicdo de matéria no universo é

homogénea e isotropica, quando considerada uma escala suficientemente grande.

Do ponto de vista matematico, o modelo de Milne é um caso particular do modelo
de Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), sendo obtido quando se considera a

densidade de energia igual a zero.

Aplicaremos alguns conceitos presentes na Teoria de Redes a um sistema descrito
pelo modelo de Milne com superposigao de horizontes (Figura , seguindo a metodologia
de Boguns (BOGUNA: KITSAK; KRIOUKOV, 2014).

Nossa abordagem escreve uma rede cosmoldgica composta por um conjunto de
observadores relativisticos. Nesse paradigma, cada observador representara um noé na rede
e dois vértices distintos podem ter uma ligagdo, ou nao. Cada ligacao é representada por
uma aresta direcionada. Assim, por exemplo, a ligacdo entre dois vértices A e B é dada
por uma aresta orientada de A para B, se A estd contido no cone de luz do passado de B,

ou conforme nomenclatura utilizada por Bogufia, horizonte atrasado.

A construcao da rede cosmoldgica é feita via discretizacao do espaco tridimensional,
que é homogéneo e isotropico. O tempo, por sua vez, é uma variavel continua. Adicio-
nalmente, os vértices representarao uma classe especifica de observadores, os chamados
observadores comoveis. Nesse interim, dizemos que, se dois observadores quaisquer sao

comoveis, eles nao apresentam movimento relativo entre si.
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world line of observer O

\ world line of observer A

hyperboloid at
proper time T,

edge of the X
universe

retarded horizon of
horizon of observer O observer A

Figura 12 — Modelo de Milne e superposicao dos horizontes de acordo com observador
central.

Por sua vez, a relagao entre dois observadores comoveis é representada por uma
aresta direcionada entre dois vértices A e B, por exemplo. Nesse caso, hd uma aresta que

aponta de n6 A para o né B, desde que A esteja contido no cone de luz do passado de B.

O modelo de Friedmann—-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) aberto permite
descrever um espaco-tempo homogéneo e isotropico, tal qual visamos. A métrica para tal

espago-tempo pode ser representada por
ds® = —d7t* + R(1)? {dx2 + senh*y dQﬁ_l} : (2.1)

onde (x, £24-1) sdo coordenadas para um espago hiperbélico d-dimensional de curvatura
K = —1. Observe-se que parametro R(7) é fator conforme da parte espacial da métrica
e, assim, para 7 fixo (ou seja, dr = 0), teremos vérias “fotos” do espagotempo. Cada

“foto” (ou seja, cada folheagdo em um tempo 7’) representa um espago hiperbélico d-

dimensional de curvatura constante R = — R(lT,). Seguiremos a escolha de BOGUNA
KITSAK; KRIOUKOV/ (2014)), escolhendo R(7) = 7.

Os parametros y e 7 representam, respectivamente, a coordenada "radial'e o tempo
césmico; d23_, corresponde & métrica sobre uma esfera unitaria (d—1)—dimensional; e R(7)
é o fator de escala do universo dado pelas chamadas equagoes de Friedmann |
KITSAK; KRIOUKOV, 2014; WEINBERG, 2008)). Fazendo a restrigdo R(7) = 7, obtemos

um modelo de universo vazio, sem massa nem energia escura: o universo de Milne.
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Podemos estudar o caso de um espaco (2 + 1)-dimensional, ou seja, com duas
dimensoes de espaco e uma de tempo, e aplicar a transformagao de coordenadas a [2.1
dada por

x = 7 sinh(x) cos(0)
sin(0) (2.2)

(
y = 7 sinh(x)
t = 7 cosh(x)

obtemos a métrica

ds®> = —dt* + da* + dy*. (2.3)

Esta ultima métrica nao mapeia todo o espacotempo relacionado a metrica

FLRW original, mas apenas o cone de luz do futuro para um evento em t =z =y = 0.

Olhando para a métrica FLRW, a coordenada radial de Minkowski de um evento
de coordenadas (7,x,0) é r = ttanh(y). Dessa forma, um observador em repouso nas
coordenadas coméveis (, ) em um espago hiperbélico H? se afasta da origem z =y = 0

com velocidade constante v = ttanh(x).

Cabe ainda ressaltar que, associado a velocidade de expansao v, ha o tempo de
corte 7,, o qual determina um hiperboloide invariante dado por t* = 72 + 2% + 32
A intersecao desse hiperboloide com o cone de luz do passado delimita duas coisas: o
horizonte do observador e a velocidade maxima de uma particula dentro desse horizonte.
Por sua vez, o horizonte de um observador O é o raio da regiao do universo que ele pode

observar, até o tempo de corte 7,, com 0 < 7, < T.

Na cosmologia de Milne, esse evento localiza inimeros observadores comoveis na
origem das coordenadas — o “Big Bang” — que, em seguida, passam a se mover em todas

as direcoes dentro de um disco em R?, o qual se expande a velocidade da luz.

Consideremos que a evolucao de nossa rede comece a partir de um né O na origem
do sistema de coordenadas. Assim, teremos o tempo préprio 7 coincidindo com o tempo ¢

medido no espaco-tempo de Minkowski.

Seguindo o modelo de superposi¢ao de horizontes, a particula mais afastada que O

pode observar estd a uma distancia

Xhzln(T> : (2.4)

Ty

em que 7 é o tempo proprio de O, e 7, é um valor temporal tal que a luz consegue viajar

de x, em 7, e atingir x = 0 em 7. Evidente que 0 < 7, < 7. Ver Apéndice [B]

O numero total de particulas que O consegue observar em um instante 7, é dado
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Figura 13 — Representacao no plano hiperboélico de nossa rede cosmologica

por

N = 276 (cosh (xn) — 1) = 76 <T + o 2) . (2.5)

Podemos interpretar esse surgimento de particulas na rede como circulos concén-
tricos centrados em O (x = 0), resultados da projegao do universo de Milne no plano

hiperbdlico, ver Figura

Conseguimos ja determinar a quantidade de vértices da rede, equagao [2.5] Precisa-
mos entdo caracterizar como esses vértices estao interligados. Conceitualmente, o horizonte
retardado de uma particula A presente no horizonte de O é a parte do universo que pode
interferir indiretamente em O através de A. Geometricamente, interpretamos como um
disco de raio x — x, centrado em A, cuja coordenada é y, resultado de uma projecao no
plano hiperbélico, ver Figura [13] Dizemos que duas particulas distintas A e B presentes
no horizonte de O estdo interligadas caso uma delas repouse no horizonte atrasado (ou
seja, o cone de luz do passado) da outra. Suponha, sem perda de generalidade, que B
repousa no horizonte retardado de A. Entao teremos uma ligacao direcional de B para

A, B — A. Caso A também repouse no horizonte atrasado de B, existird uma ligacao
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bidirecional entre A e B.

Um dos aspectos a se observar é se todos os observadores — os vértices nessa rede
cosmoldgica — que estdo no horizonte de algum observador podem ser detectados (BOGUN Al
KITSAK; KRIOUKOV/| [2014)). Em termos de probabilidade, se a detecgao depender de uma
probabilidade p, ha duas possibilidades. A primeira é de que p seja sempre igual a unidade
e, assim, a comunicacao sera dita perfeita. A segunda possibilidade é que a probabilidade
nao seja necessariamente igual a unidade, ao que podemos chamar comunicacao imperfeita.

Foquemos por um momento nesta segunda situacao.

E razodvel, quando se observa os mais variados tipos de redes reais e nio apenas
uma rede cosmolégica, supor que a ligacao entre vértices muito distantes seja menos
provavel do que aquela entre vértices mais préximos, ou seja, que estao separados por
um comprimento de caminho menor. Dessa forma, podemos supor, por exemplo, que a
probabilidade de deteccao é dependente da distancia hiperbélica x entre observadores

segundo a relagao
pla) = pe (2.6)

em que p ¢ a probabilidade de deteccao assumida para a rede e S é um expoente que

determina a influéncia da distancia na comunicagao.

Nessas condicoes, sem esquecer das defini¢oes [1.1.17] e [1.1.7], respectivamente,

de componente de entrada e de grau do vértice, observamos que BOGUNA: KITSAK:
KRIOUKOV]| (2014) mostram que o grau médio de entrada de um observador localizado
em 'y, ou seja, (kin), é obtido a partir da expressio

= 1 — eB(&=xn) [B senh _ 4 cosh B
kin (X) = 27dp 18 ﬁ(2Xh_ 1X) (Xn — X)) ‘

(2.7)

A partir da expressao 2.7], temos pelo menos dois casos interessantes, observados

por BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV] (2014).

No primeiro caso, se 3 > 1e x5, > 1, k;, serd constante e a rede fica similar a
um grafo geométrico aleatorio, no qual dois vértices sdo conectados se a distancia entre
eles no espaco estiver abaixo de determinado limiar (threshold). BOGUNA; KITSAK:
KRIOUKOV]| (2014) mostraram que a distribuigdo de grau dos vértices para essa rede
cosmolodgica, considerando comunicagao imperfeita e § > 1 é do tipo Poisson, qual
acontece para um grafo geométrico aleatério (PENROSE] [2003). Tal resultado, para a
configuracdo desse primeiro caso, mostra que vértices sao conectados a outros vértices que

estejam nas suas vizinhancas.

O segundo caso é aquele em que 5 < 1, quando k;, ~ el =A&n =X A consequéncia

disso é que a distribuicao do grau de entrada serda uma lei poténcia do tipo

P (ki) ~ ki (28)
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curva da maior componente conexa

e e
[o)] ~
1 1

e
(9]
1

o
w
1

fracao de vértices do grafo
pertencentes a maior componente conexa

o o

N IS

1 1

o
=
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
beta

Figura 14 — Distribuicdo cumulativa gerada da rede.
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O segundo caso acima é interessante quando se pergunta qual parte do universo

v =2+ (2.9)

(a rede) cada vértice (o observador) pode detectar (observar). Fato interessante é que,

olhando apenas os vértices que estao no horizonte de eventos do observador, vemos que a

NL1-5,
N bl

fracao esta que tende a zero com o passar do tempo. Assim, o problema da fracao de

fracao de universo a qual o observador se comunica diretamente ['| é proporcional a

universo detectavel para cada observador se apresenta como um possivel problema de

percolacao.

2.2 Nossa contribuicao a investigacao do modelo de Boguna

Nesta secao apresentamos alguns dos resultados que obtivemos a partir do estudo
do modelo de Boguiia (BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV, 2014) para a construcio de

redes cosmologicas.

Inicialmente atribuimos p = 1 e g € (0,1) para a probabilidade de ligagdo de uma

particula presente no universo de outra, considerando a expressao [2.6|

Esta condi¢ao de comunicacao imperfeita, nos leva a um problema interessante: a
transicao de fase de um sistema. Existird um valor critico de (3, 3., tal que f < . implica
que a maior parte dos vértices da rede pertence a uma tnica parte conexa e § > . implica

que a rede esta dividida em varias partes pequenas conexas.

1 Ou seja, observa.
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De fato, reproduzimos esta condi¢cao de comunicacao imperfeita em nosso codigo
para avaliar o comportamento do universo de Milne. Inicialmente, fizemos o grafico da

distribuicio cumulativa do grau de entrada para um nimero N = 103 de vértices (vide

Figura .

1|}-:l .

—t— §=2.0

1'}—1 .

1072 3

1077 3

107 10! 10¢ 10°

Figura 15 — Note que apesar da menor quantidade de pontos da rede, o comportamento
scale-free se manteve.

Por limitacoes computacionais, ndo conseguimos rodar o cédigo para N = 10°, tal
qual BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV| (2014) fizeram. Entretanto foi possivel verificar o
comportamento de "lei de poténcia'para diferentes valores de 7, ver equacoes e

Figura Convém ressaltar que esta caracteristica de uma lei de poténcia é reduzida

para valores maiores de 7, nosso expoente de escala.

Outro ponto que merece destaque é o valor § utilizado na simula¢ao. O parametro
J representa a densidade de pontos (vértices) do universo, a qual consideramos constante
de acordo com o Principio Cosmolégico (WEINBERG, 2008). Adotamos § = 0,35 por

uma questao de viabilidade computacional.

Entretanto, podemos ter duas redes distintas com iguais quantidade de vértices.
Um valor de § menor para um tempo maior, por exemplo. Neste caso, uma maior escala
de tempo permitiria observar uma parte maior do universo, mesmo que a densidade de

vértices fosse menor.

A curva de distribuicao cumulativa da probabilidade se altera para diferentes

valores de d. Inclusive no que concerne ao carater de lei de poténcia previsto no artigo
de BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV] (2014).
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Observamos também o percentual de vértices pertencentes a maior componente
conexa do nosso sistema, em fungao de 5 e com [ variando no intervalo [0, 1]. Encontramos
um comportamento proximo ao de uma transicao de fase, existindo uma grande parte
conexa proximo a 3 = 0,3. Por sua vez, para § > 0,3 esse valor comeca a decair de
forma significativa. Intuitivamente, interpretamos esse resultado a partir de uma analogia
com o escoamento em um meio poroso, o problema de percolacdo. Ainda que existam
restrigoes ao escoamento (f > 0), tal escoamento ainda é possivel, mesmo que por um

caminho maior (uma maior componente conexa em nosso grafico).

Do ponto de vista cosmologico, uma fragdo macroscépica do universo pode ser
detectada por qualquer observador em uma condi¢ao de comunicacgao imperfeita, de tal

modo que esta fracdo ¢ maior do que na situagdo de comunicacao perfeita.

Procuramos também por outras transi¢oes de fase na rede. Para isso investigamos
variagoes abruptas da caracteristica de Euler para nossa rede cosmolégica, que indicariam

possiveis transigoes de fase no sistema (SANTOS et al.; 2018)).

Calculando a caracteristica de Euler para a rede em funcao do tempo, obtivemos
um conjunto de curvas para diferentes valores de /3, ver Figura[16] De fato, percebemos
um pequeno decaimento préximo ao tempo 7 = 90, mas que, por si 86, ndo caracteriza
uma transicao de fase. Por limitagoes computacionais, geramos apenas 31 pontos na rede
(6 = 0,1); talvez, para uma quantidade maior de pontos, esse decaimento fosse mais
pronunciado. Outra hipotese a ser considerada é o comportamento expansivo do universo
— ou seja, no decorrer do tempo mais observadores surgem em nossa rede — nao sendo

possivel tirar conclusoes significativas sobre propriedades topoldgicas como a caracteristica
de Euler.

Ainda sobre a figura, relacionamos o artigo de LIU et al. (2019)), que cita multiplas
transicoes de fase em redes orientadas. Por essa perspectiva, as intersecoes entre as curvas
da caracteristica de Euler, para diferentes valores de (3, implicariam em mudancas de fase
da rede. Reforcando o entendimento anterior, ao se comparar a figura da maior componente
conexa em funcao do tempo, notamos uma correlacao para valores similares de 3. O caso
da componente conexa ja é previsto por BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV (2014), apenas

encontramos uma forma de evidencia-lo.
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Figura 16 — Caracteristica de Euler em fun¢do do tempo para alguns valores de (.
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3 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho aplicamos aspectos da teoria de redes ao modelo de rede cosmolégica
proposto por BOGUNA; KITSAK; KRIOUKOV| (2014).

Por questao de simplicidade e de limitagao de infraestrutura computacional dispo-
nivel, s6 conseguimos efetuar simulacoes para uma rede com quantidade de vértices N da
ordem de 103.

Conseguimos identificar o comportamento de lei de poténcia para diferentes valores
do expoente de escala ~y. Verificamos também que o comportamento do tipo de lei de

poténcia é mitigado para valores maiores de ~.

Escolhendo a densidade de pontos d constante e seu valor igual § = 0,35 por limi-
tacao de infraestrutura computacional, observamos que a curva de distribuicao cumulativa

muda a medida que 6 muda e também o carater de lei de poténcia.

Encontramos comportamento proximo ao de uma transicao de fase para § = 0, 3,

via observacao da maior componente conexa do sistema.

Identificamos que a fracao de universo que pode ser observada por um observador
(cada vértice na rede cosmolégica) é maior quando consideramos a hipdtese de comunicagao

imperfeita do que na de comunicacao perfeita.

Calculando a caracteristica de Fuler em funcao do tempo para a rede cosmologica,
obtivemos curvas para diferentes valores de 5. Com isso, percebemos um decaimento na
regiao proxima a 7 = 80, o que nao necessariamente significa a ocorréncia de transigao
de fase. Ademais, visto que conseguimos gerar poucos pontos por limitagoes computacio-
nais, uma perspectiva futura seria investigar se, para um niimero maior de pontos, esse

decaimento seria mais pronunciado.
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APENDICE A - Cédigo Python

"77Codigo para gerar a rede cosmologica do Universo de Milne no

’7 90

plano hiperbolico e determinar seus cliques

import math

import numpy as np

import networkx as nx

import itertools

from multiprocessing import Pool

’77 Os modulos math e numpy sao empregados para trabalhar com
funcoes matematicas. O modulo networkx eh usado para
determinar propriedades da rede cosmologica. Por fim, o
modulo itertools eh usado para criar iterators no python e a

classe Pool para multiprocessamento de dados’’’

def distancia(rl, t1, r2, t2):
d = math.acosh(math.cosh(rl)*math.cosh(r2) — math.sinh(rl)=*
math.sinh (r2)*math.cos(t1-t2))

return d
77 A funcao distancia calcula a distancia entre dois pontos na
rede atraves da lei dos cossenos hiperbolica. r: coordenada

’ 9

radial , t:coordenada angular
def matrizesgrafo(ti = 1, q = 100, delta = 3.3, beta = .3):

t = [ti + 1 + a for a in range(q))]

qv = [t[a]/ti for a in range(q)]

xh = [math.log(qv[a]) for a in range(q)]

N = [round ((math.pi)=xdelta*x(qv[a] + qv]a]**(—1) — 2)) for a
in range(q)]

raios = [xh[0]+np.random.random () for a in range(N[0])

]
args = [2%(math.pi)*np.random.random() for a in range(N[—1])

]

for b in range(q—1):
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for a in range(N[b], N[b+1]):
raios .append ((xh[b+1]—xh[b])*np.random.random () + xh
[b])
M = np.zeros ((q, N[—=1], N[—-1]))

for ¢ in range(q):

for a in range(N[c]):
for b in range(N[c])
if (a != b) and (distancia(raios|[a], args[a],
raios [b], args[b]) < xh[c] — raios|[a]):
M[c][b][a] = np.exp(—betaxdistancia(raios|a
|, args|[a], raios[b], args|[b]))

return M

"77 A funcao matrizesgrafo determina as matrizes de adjacencia
da rede cosmologica. O numpy array M armazena cada matriz de
adjacencia da formacao da rede (no caso padrao acima, 100

intervalos de tempo) para um dado valor de beta (expoente

referente a comunicacao imperfeita)’’’

def montecarlo (M) :
S = np.zeros (np.shape(M))
for k in range(10000):

p = np.random.random ()

S = (Msp) + S

T = (S>5000) + np.zeros(np.shape(S))
return T

’77 A funcao montecarlo realiza um teste de Monte Carlo. Em
nosso codigo eh empregada para determinar quais arestas

efetivamente existirao no caso de comunicacao imperfeita '’

def nCr(n,r):
if n>=r:
f = math. factorial
result = f(n) // f(r) // f(n—r1)
else:
result = 0

return result



APENDICE A. Cédigo Python 50

77 A funcao nCr calcula a combinacao de n elementos r a r.

7

Facilita alguns calculos durante o codigo

def cliquesund (G):

cliques. max = nx.find cliques (G)

cliques_max = [tuple(sorted(c)) for ¢ in cliques_max|

cliques_total = []

for k in range(0, max(len(s) for s in cliques max)):
Sk = set (¢ for mc in cliques max for ¢ in itertools.

combinations (mc, k+1))

assert (all (list (s)==sorted(s) for s in Sk))
cliques__total.append(dict (zip(range (0, len(Sk)), sorted(

Sk))))

return cliques total
’77 A funcao cliquesund determina os cliques de um grafo nao—

orientado G’’’

def cliquedir (Gd, lista):
cliques__direct =|]
for each in lista:
for a in range(len(each)):
H = Gd.subgraph (each[a])

F = itertools.combinations(H.edges (), nCr(lista.
index (each)+1, 2))
for k in F:

P = nx.DiGraph ()

P.add_edges_from (k)

if nx.is_directed acyclic_graph (P):

cliques__direct .append(list (P.nodes()))
return cliques_direct
’77 A funcao cliquedir determina os cliques de um grafo

orientado a partir de uma lista de cliques do grafo nao—
orientado induzido. Chamamos de grafo nao—orientado induzido
o grafo nao—orientado gerado a partir de um grafo orientado
removendo—se a orientacao das arestas deste. No caso de

existirem arestas duplas, consideramos apenas uma unica

79

aresta

def digrafo(T):
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lista_ Gd=]]
for a in range(np.shape(T)[0]):
lista_beta=|]

for b in range(np.shape(T)[1]):
Gd=nx.DiGraph(T[a][b])
lista__beta .append (Gd)
if (b=mnp.shape(T)[1]—-1):
lista_ Gd.append(lista_beta)
return lista Gd
’77 A funcao digrafo cria um grafo orientado a partir de uma

b

matriz de adjacencia

def undirect (lista_Gd):

lista_ G =]]
for a in range(len (lista Gd)):
lista__beta=|]

for b in range(len (lista_Gd[0])):
G=lista_ Gd[a][b].to_undirected ()
lista__beta.append(G)
if (b==len(lista_Gd[0])—1):
lista G .append(lista_beta)
return lista_ G
’77 A funcao undirect cria grafos nao—orientados induzidos a

79

partir de uma lista de grafos orientados

betas = np.arange (0, 1.1, 0.1)

dados = [(1, 100, 0.35, round(betas[a],1l)) for a in range(len(
betas)) |

with Pool() as pool:
M = pool.starmap(matrizesgrafo , dados)

T = pool.map(montecarlo, M)

lista_Gd = digrafo (T)
lista_ G = undirect (lista_Gd)

cliques_total all betas =[]
cliques_direct__all_betas =[]

for a in range(len(lista G)):
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lista_beta =[]
lista__beta_ dir=][]
for b in range(len(lista_ G[1])):
cliques__total = cliquesund (lista_G[a][b])
lista_beta.append(cliques_total)
cliques__direct = cliquedir (lista_Gd[a][b], cliques_total
)
lista_beta_ dir.append(cliques__direct)
if (b==len(lista G[1])—1):
cliques_total all betas.append(lista beta)
cliques_direct__all_betas.append(lista_beta_dir)

np.save ("cliques_total all betas", cliques_ total all betas)
np.save ("cliques_direct_all betas", cliques_direct_all betas)
77 A resposta que temos do programa eh uma lista com todos os

cliques e outra com todos os cliques diretos para todos os
valores de beta escolhidos’’’
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APENDICE B - Calculo do Raio

Hiperbdlico

Sabemos que o raio hiperbodlico é determinado pela interse¢ao entre o cone de luz

passado de O em t = 7 e o hiperboloide invariante

hiperboloide : % = 72 + 2% + 9/

cone : (t —7)° =22 + 32
Note que as equacgoes acima foram obtidas apés mudanga de coordenadas da equacgao
(2) de (Boguna, 2014). Também vale ressaltar, a diferenca entre os valores t = 7 nas

coordenadas (z,y,t) do Espaco de Minkowski e a variavel 7 do sistema de coordenadas

original (7, x,#) do Universo de Milne.
Do sistema acima, igualando os valores de % + y2, vem que

7'2+TV2
2T

t = (B.1)

— Jr2 = (B.2)
27

2 7_2

As mudangas de coordenadas em (2) de (Boguna, 2014) nos trazem que

Vaz+y?=t-tgh(x) (B.3)

Assim, por [B.1] [B.2] e [B.3], temos

VT
tgh (x) =

T2 4 72

(2) +1

T
= x=in ()
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