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RESUMO

O trabalho é composto do estudo de dois tipos de equagdes de evolucao de segunda or-
dem em tempo discreto em espagos com a propriedade “unconditional martingale differences”
(espagos UMD): um caso linear, onde mostramos a unica solu¢io para o nosso problema e no
caso de condig¢des iniciais nulas caracterizamos o problema de maneiras diferentes, duas delas
utilizando teoria de multiplicadores do tipo [, — [,,, uma trabalhando o conceito de equacdes
bem postas; e outro problema € o caso semilinear que depende do tempo, estado e velocidade.
Além do interesse em discutir existéncia e unicidade de solugdo e algumas estimativas,, temos
teoremas de caracterizacdo do nosso problema. Em particular, centralizamos nossa atencao
no recente conceito de Regularidade Maximal Discreta (RMD), que descreve basicamente um
comportamento regular no sentido de circunstancias que garantem que certas qualidades de (f},)
sejam também qualidades da solucdo, envolvendo para isso os conceitos de R-limitag¢do, Teoria

de Multiplicadores do tipo I, — I, e Teoria de Equa¢oes Bem Postas.

Palavras-chave: Equacdes de Evolugdo. Regularidade Maximal Discreta. R-limitag@o.

Equacdes Bem Postas.



ABSTRACT

In this work, we study two types of evolution equations of the second-order in discrete
time spaces with “unconditional martingale differences” spaces (also known as UMD spaces):
one linear case where our problem has only solution and in the case of null initial conditions
we characterize the problem in different ways, two of them using [, — [, multiplier theory, and
another working on the concept of well-posed equations, and another semilinear depending of
the time, space and velocity. We are interested in discuss about the existence and uniqueness
of the solutions and some estimations and also characterization theorems for our problem. In
particular, we center our attention on recent concepts of Discrete Maximal Regularity, which
basically describes regular behavior towards circumstances that ensure that certain qualities of
(fn) are also qualities of the solution, involving also the concept of R-boundedness, 1, — 1,

multiplier theory and Well Posed Equations theory.

Keywords: Evolution Equations. Discrete Maximal Regularity. R-boundedness. Well Posed

Equations.
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1 INTRODUCAO

Em 2001, Sonke Blunck no artigo “Maximal regularity of discrete and continuous time

evolution equations” (ver (1)) considerou o seguinte problema:

Axy — (T —Dxn=fu (1.1)
xo =0.
Aqui A € o operador de derivada discreta também conhecido como operador de derivagdo a
frente ou mais comum operador de diferenca que é dado por Ax, = x,,+1 — x,. No seu artigo
ele caracterizou o conceito de Regularidade Maximal Discreta (RMD) de diversas maneiras
equivalentes, por exemplo utilizando o conceito de R-limitacdo do conjunto resolvente que
define o problema. Aqui, dados T € B(X) com X um espago de Banach e f = (f;)ncz, estamos
interessados em descobrir uma solugio x = (x,),cz, com condi¢do inicial nula, xo = 0 e isso
pode ser feito de maneira simples atravez do estudo da recorréncia que defina o sistema acima,

de forma que obtemos solu¢ao dada por:

n
Xn+1 = Tn+1x0 + Z kanfk
k=0
O termo RMD, como o nome ja sugere, descreve basicamente um comportamento
regular o qual pode ser descrito formalmente com a seguinte pergunta: se a condig@o (f;,) tiver
alguma qualidade especial, serd que a solucdo x também possui alguma qualidade especial?
Ja adiantando, sob determinadas circunstancias, as quais mostraremos no trabalho, € possivel

mostrar que isso de fato ocorre!

O conceito de R-limitagdo foi introduzido por Berkson e Gillespie em 1994 no artigo
“Spectral decompositions and harmonic analysis on UMD spaces”, como pode ser visto em
(2), mas foi implicitamente considerado diversos anos antes, em 1986 por Bourgain no artigo,

“Vector-valued singular inetegrals and the H '—_BMO duality” (ver (3)).

Os trabalhos de Blunck acrescentaram aspectos referente ao tema de Regularidade Maximal
no sentido discreto e tiveram por base os artigos: “Operator-valued Fourier multiplier theorems
and maximal L”-regularity” e “A new approach to maximal regularity” (ver (4) e (5)) ambos de
Luth Weis por volta dos anos de 1998 a 2000.

Por ser uma teoria recente e com muitos aspectos a serem explorados, nos anos seguintes a
2001 diversos trabalhos em relacdo a esse mesmo tema foram publicados mas agora envolviam
outros tipos de equagdes, considerando espacos diferentes e sistemas com ordem maiores.

Nesse contexto, os pesquisadores da UFPE Airton Castro e Claudio Cuevas em parceria



10

direta entre si e com outro pesquisador da Universidad de Santiago de Chile, Carlos Lizama,
trabalharam diretamente acerca dessas novas ideias. Isso pode ser visto nos artigos [(6), (7),
(8), (9), (10)]. Esses e outros estudos foram recentemente mais detalhados e compilados em

2014 num livro publicado na Springer que pode ser visto em (11).

No contexto mais local da pos graduacido da UFPE o aluno Bruno de Andrade, atualmente
professor e pesquisador da Universidade Federal de Sergipe, durante o seu mestrado sob a
orientagdo de Claudio Cuevas estudou os artigos (6) e (7) ao qual fez sua dissertacdo de nome
“Equacodes de Evolucdo Discretas de Segunda Ordem: Regularidade Maximal e Teoria de

Perturbacdo” defendendo seu mestrado em 2008.

Em 2014 em sua defesa de mestrado, Thiago Tanaka, orientando de Airton Castro, con-
seguiu generalizar parte da teoria dos artigos citados anteriormente mas no caso de uma di-
mensao maior, basicamente foram trés problemas estudados: o linear que € o caso andlogo ao
de Blunck, o semilinear que depende do tempo, espago, velocidade e aceleragdo e por fim o

linear em espagos ponderados dados respectivamente por,
Axy — (T —D)xp = fp,

Ax, — (T —Dx, = f(n,xn,Axn,Azxn)

e por fim,
Axy— (T —Dx, = fp.

Sua dissertacdo teve o titulo de “Equacdes de Evolucdo Discretas Lineares e Semilineares de

Terceira Ordem”.

Nossos principal objetivo nesse trabalho € discutir sobre os outros dois artigos citados que
nao foram estudados por Bruno e que foram publicados logo em seguida ao seu ano de con-
clusao de mestrado, que sdo os artigos (9) e (10) e que sdo problema consideravelmente mais

dificeis dos que os estudados por Bruno. O primeiro € o estudo da seguinte equagao de evolucao:

(1.2
x0 = 0,Ax9 = 0. (1-2)

{ A%xn — rz(l— T)x, = fu
Agora trabalharemos com o r-operador de diferenca, A,x,, = x,+1 — rx,. A dificuldade reside
no fato de estarmos caracterizando o resultado ndo mais em espacos [P usuais, mas sim em
espacos I que sio espagos ponderados, ou seja, esse trabalho inclui todos os outros publicados

anteriormente (por exemplo a dissertacdo de Bruno) quando consideramos o caso r = 1, aqui,
I(Z+,X) = {(xn); (r "xn) € [p(Z+,X)}, r>0.

Nesse estudo iremos encontrar a Unica solu¢do para o nosso problema e no caso de condi¢des

iniciais nulas iremos caracterizar o problema de quatro maneiras diferentes, duas delas nao
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haviam sido estudadas antes de 2008 que € utilizando teoria de multiplicadores do tipo [, — I,
que iremos descrever detalhadamente no capitulo 2, e também o conceito de equagdes bem
postas (Well-Posed). Em seguida, no capitulo 3, faremos uma aplicacdo com um estudo ainda
mais aprofundado e dificil para um problema de ordem dois que depende do tempo, do estado

e também da velocidade. E o problema da equagio de evolugdo semilinear dada por:

Ax, — (I=T)x, = f(n,x0,Arx) (13)
x0=0,Arx0=0 '

ao qual daremos uma condicdo para existéncia e unicidade de solucao e também estudare-

mos alguns aspectos qualititivos do sistema.

Inicialmente, daremos as ferramentas basicas mas especificas que o leitor precisa para seguir

com um bom entendimento do trabalho e isso sera feito no capitulo 1.
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2 CONCEITOS BASICOS

Como em todo trabalho, a grande maioria dos conceitos realmente mais basicos serdo
assumidos. No nosso caso, aspectos mais basicos vistos em um curso de Introdugdo a Analise
Funcional que sdo espacos normados, espacos de Banach, operadores lineares continuos,
basica teoria espectral e teoremas cldssicos da andlise funcional, em particular o Teorema do
Grafico Fechado. Nos conceitos mais especificos faremos, assim como dito na introducao, uma

abordagem geral mas satisfatoria para o entendimento da dissertacao.

Basicamente sobre os assuntos especificos trataremos sobre o conceito de R-limitacao,
espacos UMD, resultados sobre a transformada Z que no nosso caso coincidird com a trans-
formada de Fourier discreta pois nos inteiros negativos a sequéncia considerada é sempre nula,
alguns resultados chaves sobre teoria de multiplicadores e teoremas de ponto fixo. Para nao
ficar muito solto no texto, em cada uma das se¢des indicaremos algumas referéncias em caso

de o leitor querer se aprofundar nessas questoes.

2.1 R- Limitacao

Utilizaremos o conceito de R-limitacdo do conjunto resolvente que define o nosso pro-
blema para caracterizar a regularidade maximal discreta. O conceito de Regularidade Maximal
Discreta serd apresentado mais a frente no capitulo dois para que o entendemento do traba-
lho seja facilitado. Lembramos aqui que para melhores informacdes sobre o conceito de R-
limitagdo o leitor poderd procurar os artigos ja citados anterioremente e suas referéncias, em
especial (12), (1), (13), (4) e (5).

2

Definicao 2.1.1. Sejam X e Y espagos de Banach. Dizemos que uma familia T C B(X,Y) é

R-limitada se existe uma constante c tal que

1(T1x1, -, Toxa) [[R < [ (x1,o.30) [|R: 2.1
para todo Ty,...,T, € T, x1,....x, € X, n € \.

Vamos representar por R(7) a menor constante para a qual a desigualdade acima ¢ valida.

Agora, vamos citar algumas propriedades que decorrem da definicao de R-limitagcdo
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a) Toda familia finita .# C B(X,Y) é R-limitada

Como |[Tx|ly <||T||px,y)llxllx, para todo T € B(X,Y) e x € X, dado ¢ € [1,), tome
Cq =max{[|T|[pxy):T € F}.

b) Se.# C B(X,Y) é R-limitada, entdo é uniformemente limitada com

sup{||T||px y);T € F} < R (F)
Tomando g =1en =1, temos:
1Tl = Al [ Il
- /O] (171 () T x| |y du
< A [ Inwllxa
= B elx [ 1wl

= (7|l

Para todo T € .7 e x € X, daqui segue o resultado.

¢) Se .7 e .# sdo familias R-limitadas, entdo também serdo para as familias

F+S={Tx8;Tec F, S/}

F- S ={ToS;TeF,Sc S}

Obviamente onde fizer sentido para a familia .. A primeira assercdo decorre da
desigualdade triangular e a segunda usando R-limitac@o para a familia .# e em seguida

para a familia ..

d) Quando X e Y sdo espagos de Hilbert, .# C B(X,Y) é R-limitada se, e somente se, .7 ¢é

uniformemente limitado.

e) Todo subconjunto M C B(X) da forma
M={ALA € Q}
¢ R-limitado, quando Q € C € limitado.

f) Se .# é R-limitada na topologia de operadores, o seu fecho também o é.
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2.2 Espacos UMD

Os espacos de Banach com a propriedade UMD (unconditionally Martingale difference)
serdo considerados pois usaremos por base os teoremas do artigo de Blunck. Em particular a

teoria sobre espagcos UMD pode ser vista nos artigos (2), (14) e nas referéncias dada em (1).

Definicao 2.2.1. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X tem a propriedade UMD
se, para cada p € (1,00), existe uma constante positiva C,, tal que, para qualquer sequéncia
{futnew C LP(Q,X, 1;X) e qualquer escolha de sinais (&,),>0 C —1,1 e todo natural N, a

seguinte estimativa é vdlida:

N
1o+ Y. (&) (fa = fa-Dllresux) < Collfnllir@s ux)
n=1

2.3 Transformadas

Como uma ferramenta de transformar o nosso problema num formato mais algébrico e
consequentemente facilitar o desenvolvimento, utilizaremos as transformadas Z. e a transfor-
mada de Fourier discreta. Em particular, descreveremos sobre propriedades dessas trasforma-

das.

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco de Banach. A Z-transformada de x(n) € X (ou em B(X))
%(2) = Zx(n)] = Y 27 /x())
Jj=0

onde 7 é um niimero complexo.

2.3.1 Propriedades da Z-transformada

Vejamos algumas das propriedades da Z-transformada as quais utilizaremos fortemente no
capitulo 2 quando formos calcular a transformada dos operadores que surgem ao obtermos a

solugdo para o problema linear em espagos ponderados.

(a) [Linearidade] Sejam %(z) a Z-transformada de x(n) com raio de convergéncia R; e ¥(z)
a Z-transformada de y(n) com raio de convergéncia R,. Entdo para quaisquer nimeros

complexos a, b, nds temos
Z[ax(n) + by(n)] = ax(z) + by (2),

para |z| > max{R,R,}.
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(b) Seja R o raio de convergéncia de ¥(z). Se x(—i) =0 parai=1,2,...,k entdo

Zx(n—k)] = z *%(z), paralz| > R (2.2)

(c) Seja R o raio de convergéncia de X(z) Entao
Zx(n+k)] Z x(r)z", paralz| > R (2.3)

(d) [Teorema do Valor Inicial]

‘l‘im %(z) = x(0) (2.4)
(e) [Teorema do Valor Final]
x(o0) = r}gl}ox(n) = lijr%(z —1)x(z) (2.5)

(f) [Teorema da convoluc@o] Uma convolugdo * de uma sequéncia de nimeros reais ou com-

plexos a(n) e uma sequéncia y(n) é definida por
(axy)(n) = a(n) xy(n) = Y a(n—j)y()-

Agora
Zla(n) xy(n)] = a(2)3(z).

A mesma férmula € valida se a convolugdo € definida como
=) a(n—j)())
j=0

(2) [Unicidade] Suponha que existam duas sequéncias x(n) e y(n) tais que %(z) = ¥(z) para
|z| > R. Entéo, x(n) = y(n).

Proposicao 2.3.1. Sejam X um espaco de Banach e T um operador limitado definido em X.

Entdo

(@) Z[T" =Y e "T" =z(z = T)~", para |z| > | T|
n=0

(b) Z[nT" = zT (z—T) 72, para |z| > | T||

(¢) Z[P?T" = 2T (z+T)(z—T) 3, para |z| > ||T||

(d) Z[T"™) =22zl = T) "' —zI, para |z| > ||T||
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Definicao 2.3.2. Um operador S € B(X ) é chamado analitico se o conjunto {n(S—1)S" :n € N}
é limitado.

Lema 2.3.1. Seja T € B(X) analitico. Entdo o(I—T) C B(1,1)U{0}. Em particular, (z—
1)2 € p(I—T) sempre que |z| =1, z # 1.

Demonstragdo. Visto que T € analitico, existe M > 0 tal que
M

T -DT"|| < —,VneNN.
n

Definindo o polindmio p(z) = 7""! — 7", segue que

(T =DT"lgxy = lP(T)lsx)
= sup|[p(T)x]|
xeX

> sup  |A]
Aeo(p(T))

= sup |A[, pelo teorema espectral
Aep(o(T))

= sup{|"(z—1)[;z€ o(T)}, fazendoz=1—w

= sup{|1—w/"|wiweo(I-T)}

> |1—=w|"wl|, ¥

Assim, tem-se

M
[L=wlIwl < (T = DT"|lpx) < —

Portanto, |l —w|<1=0(I—-T) CB(1,1)U{0}e|l—w|=1<w=0. O

Proposiciio 2.3.2. Seja T € B(X) um operador analitico. Entdo o (r*(I—T)) C B(r?,r?)uU{0}.
Em particular;, (z—r)? € p(r*(I = T)) sempre que |z| = ar, z# or, o = 14 /2.

Demonstracdo. Sejaz ¢ B(r?,r?)U{0}. Entio % ¢ B(1,1)U{0}. Pelo lema (2.3.1), temos que
5 € p(r?(I—T)). Assim, 6(r*(I—T)) C B(r?,7r*) U{0}.

Além disso, note que |(z —7)*> — 12| = [z]|]z —2r| > a(a —2)r* = (V2+ 1)(V2 - 1)r? =12
Portanto, (z —r)*> € p(r>(I — T)) sempre que |z| = ar, z # ar, com & = 1 + /2. O

A partir daqui, assumiremos que

1
a=1+V2,r>ry, —— <ry< 1. (2.6)
(1+v2)
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2.4 Multiplicadores

Sejam X e Y espagos de Banach. Considere o espaco de Schwartz .77 (X) = . (R, X) das
func¢des de decrescimento répido, ou seja,

L (X)={fR—X;

Fllop = sup[tP D% f(1)[|x < oo, 0, p € N}
teR
Relembramos aqui que a transformada de Fourier de f € L!(IR,X) é definida por
FI(t) = / Fls)e 25
R
Definicao 2.4.1. Um Multiplicador de Fourier sobre LP(IR,X) é uma fungdo
M :R\{0} — B(X,Y)
para a qual a expressdo
F(Tuf) = M(e)[Z (o)), feFX)

estd bem definida e Ty estende-se a um operador limitado em LP(R,X), ou seja, Ty €
B(LP(R, X))

O resultado a seguir € devido a L. Weis (vide (4)).

Teorema 2.4.1 (L. WEIS). Se X e Y sdo espagos de Banach e M : R\{0} — B(X,Y) é tal que
{M(t),t e R} e {tM'(t);t € R}
sdo R-limitados entdo M é um Multiplicador de Fourier sobre LP(IR,X) para todo p € (1,00).

Posteriormente, Sonke Blunck demonstrou em (1) uma versao do teorema acima sobre Mul-

tiplicadores de Fourier para T = {z € C; |z| = 1}. Em particular, ele considerou o espago

Ip(Z,X) = {f:Z—>X;||f||p = (gllf(n)llf( <°°)}, pe (1)

E relembramos aqui que a transformada de Fourier Discreta sobre T é dada por

Tf2)=Y z7f(j), zeT

jez
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2.5 Teoremas de Ponto Fixo

Por fim, iremos exibir sem demonstracdo dois grandes resultados sobre pontos fixos.
Seguiremos basicamente o livro (15), de forma que as demonstracdes poderdo ser encontradas
nessa referéncia. Esses resultados serdo utilizados nos capitulos 2 e 3 quando faremos algumas

estimativas sobre a solucao.

Definicao 2.5.1. Seja X um conjunto, dizemos que x € X é um ponto fixo da funcdo f: X — X

se:

flx) =x

Definicao 2.5.2. Dizemos que [ : X — X é uma contragdo se existir uma constante ¢ € (0,1)

tal que
F) =FO)llx <cllx=yllx,  VxyeX

Teorema 2.5.1 (Principio da Contra¢do de Banach). Sejam X um espaco métrico completo e

f: X — X uma contracdo. Entdo f possui vinico ponto fixo em X.

Teorema 2.5.2 (Principio dos Iterados). Sejam X um espaco métrico completo e f : X — X uma
fungdo continua. Se existir m € Z. tal que a iteracdo ™ (composigcdo) seja uma contragdo,

entdo f possui tinico ponto fixo em X.
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3 O PROBLEMA LINEAR DE SE-
GUNDA ORDEM

Em 2007, Claudio Cuevas e Carlos Lizama consideraram em (6) as problematicas
andlogas estudadas por Blunck 2001 (ver (1)). Apesar do trabalho seguir a mesma direcao,

eles generalizaram o trabalho para uma ordem superior, considerando o seguinte problema,

Azxn —(I=T)xp=fn
X0 = Axy = 0.

Nosso estudo segue a evolucdo natural desse problema, num espaco muito mais geral do
que o que foi trabalhado e com um problema muito mais dificil de se caracterizar. Em (6)
foram dadas apenas duas equivalencias no teorema de caracterizaragdo, nesse capitulo cons-
truiremos quatro equivaléncias, sendo as outras duas utilizando conceitos recentes de teorias de

multiplicadores e também o das equagcdes bem postas.

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Seja X um espaco de Banach. Vamos denotar por Z. o conjunto dos ndmeros
inteiros positivos e A, o operador r-diferenca de primeira ordem, ou seja, Aqx;, = X,41 — Xy,
r € Ry, para cada n € Z,. Quando r = 1, denotamos A = A;. Além disso, denotaremos
AZx, = A (Arxy).

Considere, para todo n € Z., o problema:

2. 201 _
{A,xn PU=TI=fr > 5,

Xo=a,Axg=0>b

onde f:Z, — XeT € B(X).

Estaremos interessados em discutir nesse capitulo a existéncia e unicidade de solucdo para
esse problema e, principalmente, dar um teorema de caracterizacdo que descreva de maneiras
equivalentes aspectos qualitativos do problema acima mas com condicdes iniciais nulas, ou

seja,a=b=0.
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Assim como a interacdo entre o lema (1.3.1) e a proposi¢ao (1.3.2), precisaremos do resul-
tado “mais simples” para em seguida mostrar o resultado mais complexo. Nos concentremos

entdo no seguinte problema

(3.2)

Axy—(I-T)x,=f, .VneZ,
XQ:a,AX():b

Para isso, defina os operadores .7 e € por

2], k
S (n) = k:ZO <2k+1>(I_T)’ sen = 0; (3.3)

0, caso contrario.

HPS
% (n) = Z (2k> (I-T)%, sen>1; 3.4)

k=0
0, caso contrario.

Podemos assim considerar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.1.1. A inica solucdo do problema (3.2) é da forma
Xmi1 =C(m~+1)a+.L(m+1)b+ (S * f)m. (3.5)

Além disso,

Ayt = (I—T).Z (m+Da+C(m+1)b+ (€ * f)m. (3.6)

Demonstracdo. Ha diversas maneiras de se demonstrar esse fato. O modo como faremos
nos dard informagdes ndo apenas da solugdo (x,) mas também da sua velocidade (Ax,).

Basicamente iremos reduzir de forma adequada para o problema de primeira ordem.

Considere X, = [x,,Ax,| € X x X, F, = [0, fn] € X x X e Ry € B(X x X) dado por

e |11
T=lr-r 1

assim € facil mostrar que (x,) € solugdo de (3.2) se, e somente se, (X,) € solugdo de:

" (3.7)

Xn+l _RTXn - Fn
Xo = [x0,Axo] = [a, D]

De fato, basta expandir a segunda equagdo e verificar a correspondéncia. E fécil ver, por

iteracdo, e em seguida demonstrar, por induc¢do, que a solucao de (3.7) é:

m
X+t =Ry Xo+ Y R Fi
i=0
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Portanto, nosso problema reside em encontrar a m-ésima poténcia da matriz Ry. Note que, a

fim de facilitar os calculos, podemos escrever

I 0 0o I
+ =hL+Pr
0 1 I-T O

onde I, é a identidade em B(X x X).

Visto que I, comuta com Pr, reduzimos nosso problema para encontrar a m-ésima poténcia de

Pr pois, por expansao binomial, temos que:

o (m
R} =(L+Pr)" =Y, (k)P;i.

k=0
Rapidamente, obtemos que:

IR g
[7]

Escrevemos m =2|%5 | 45, onde s =m—2|%] € {0, 1} e [§] é o maior nlimero inteiro menor

que 7

Dai,
m_ e (M k| k2%
T=z(,€)<f—z>wPT :

k=0

Existem apenas duas possibilidades para k

1. kémiltiplode 2 = k=2nek—2[5] =0

2. k deixa resto 1 quando dividido por2 = k=2n+1ek—2|5| =1
Assim,

13 -
<n—o(2”)l T) )Iz-i- Z (2n+1)(7"—1) Pr

Portanto, assumindo & (m) e . (m) como foram definidos anteriormente, temos

T=%(m)L+ .7 (m)Pr

Cujo resultado matricial nos da o formado ja escrito:
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Da relacao
X1 =RP' Xo+ Y Ry Fui
’ k=0
Obtemos:
st | _ [ @) S ) | [ x| IS O e
Axpyi I (I-T)(m+1) €m+1) Axg "0 C (1) fn—i

[ B 1o+ S mt DA+ B S ()
(I=T).7 (m+1)xo+C (m+1)Axo + Lo C (i) fin-i

Substituindo xy = a, Axg = b e escrevendo a tultima parcela de cada somatério como uma
expressao de convolugdo, temos entdo o resultado esperado. A unicidade da solugdo segue

diretamente pela recorréncia uma vez estabelecidade as condicoes iniciais. O

Feito o caso mais dificil, podemos agora considerar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. [Existéncia e Unicidade] A tinica solucdo do problema (3.11) é da forma
Xt = "G (4 Dx+ 7S (m+ Dy + (1717 (0) % ). (3.9)
Além disso,
A1 =" =T).S (m+ Dx+ " E(m+ 1)y + (r*€ (o) % f)m. (3.10)

Demonstragdo. Assim como na proposicao anterior, vamos reduzir a ordem do problema. Con-
sidere X, = [x,,Arx,] € X x X, F, =0, f,] e o operador Rt € B(X x X) pondo:

R rl 1
T pr—
T RU-T) I

entdo o problema (3.11) é equivalente ao problema de primeira ordem

Xpi1—Rr, Xy =F, ,
{ n+1 T,ran n (3'11)

XO = [Cl,b]

A qual, como jé falamos, tem soluc¢ao dada por:

m
| .
X1 =R7, Xo+ ) Ry Fni
k=0
Um célculo andlogo ao que foi feito na proposi¢do anterior nos mostra que

1
r r(I—T)7(m) €(m)
O resultado segue diretamente por expansao dos cédlculos. A unicidade segue diretamente

por um argumento indutivo analogo ao anterior.
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3.2 Caracterizacao

A partir de agora iremos nos concentrar em estudar aspectos qualitativos do problema,
mas perceba que no formato em que se encontra com condi¢des iniciais e o valor r quais-
quer, teriamos diversas dificuldades em tentar controlar a solu¢do quando o tempo vai para
infinito. Dessa maneira, pediremos condi¢des iniciais nulas, para nos concentramos apenas na

convolucao. Considere o seguinte problema de Cauchy com condi¢des inicias nulas

2. 207 _
{Arxn r*(I—=T)x, = fu * (3.12)

xo=Axp=0
nec

X1 = (1L ()%

Arxp i1 (r*C (@) * fm
Definicao 3.2.1. Seja 1 < p < +oo. Dizemos que a equagdo (3.12) tem regularidade maximal
discreta se X7 f := (I—T)r*"\.% x f define um operador linear limitado ¢ € B(1,(Z+;X)).

(3.13)

Uma consequencia imediata dessa definicio € que se (3.12) tem RMD, entdo
(AZx,) € 1,(Z1,X).

Com efeito, de
A2x, —r*(I=T)x, = f,
e da solucao
Xy = (r*71S(0) % f)u-1
obtemos que
A%xn = FZ(I— T)xn+ fu
= P(I=T)[(r*7'S(®)* f)u-1] + fu
= (I=T)r*" (I * a1+ fa
= X'f(n=1)+fa

Assim, sabemos que se (f,) € [, € (3.12) com RMD, entdo 2" € B(l,(Z;X)), logo o lado
direito inteiro pertence a [, e, portanto, Ax, €1 » (Z.1:X).
A proposicdo a seguir serd de extrema importancia para estabelecer o resultado principal

deste capitulo.
Proposicao 3.2.1. Seja T € B(X) um operador analitico, entdo

F(r* 7 () () = R((z— )7 (I=T)), z€ T\ {ar} (3.14)

F(r*€(e))(2) = 22— NR((z =) (1= T)), ze TP\ {ar} (3.15)
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Demonstragdo. Dado x € X defina a sequéncia (f,) pondo,

£ = x, sen=20;
" 0, sen#0.

Note que, por defini¢do,

Z(f)@) =Y 7 f=x

jez

Considere agora o seguinte problema,

Az n— ZI_T n—Jn >
X():ArX():O

Sabemos, pelo teorema (3.1.1), que a tnica solugdo serd dada por x,, 1 = (r*~ 1.7 * f),.. Assim,
2F()z) = F

2)) (Z(f)(2)

= (F(* 1 F(e)
( 2))x, z€ T}

(
= (F (o)
Usamos acima a propriedade da transformada de Fourier discreta em relagdo a convolugdo.

Note também que por linearidade,

F(Arxn)(2) = F (1 —rx)(2)

= F(u11)(2) —rF (x2)(2)
F (xn) (2) = rF (xn)(2)
= (z=1r)F()(z), Vze TY

I
N

Portanto, aplicando a transformada de Fourier discreta em (3.16), obtemos:
F (A — (1= T)x,) (2) = Z () (2)
Donde
(2= (0a)(2) = (I = T)F () (2) = x
Multplicando a expressdo acima e multiplicando por z, obtemos:
2(z=r)? =PI =T))F (x)(2) = 2x
E assim,
(z=r)=r(I=T))Z ("7 (e))(2)x = 25,2 € T}

Como T é um operador analitico, temos pela proposigio (2.3.2) que o operador (z —r)? — r?(I —
T) é inversivel, daqui segue o resultado. O célculo para o outro operador é completamente
analogo, mas no final, ao invés de organizar a expressdo multiplica-se por z(z — r) e ndo apenas

por z. Os célculos seguem diretamente. O
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Considere os seguintes espagos:

by (Z43X) = {y = (ya) /y0 =0, (Aryn) € 1,(Z+3X)}
B (Z:X) :={y=(yn)/yo =y1 =0,(A}y,) € [,(Z1:X)}
pi—1(Z4:X) = {y = () (I~ T)yu) € [,(Z:X)}
Nosso objetivo agora serd o de mostrar que a transformada de Fourier discreta estd bem

definida nos espacos considerados acima.

Proposicao 3.2.2. Assuma que (2.6) é satisfeito. Para cada y € l;7r(Z+;X), i=1,2, aZ-

transformada de y estd bem definida em TY.

Demonstracdo. De fato, se y € [ 11?7,(Z+,X ), temos a seguinte estimativa,

1Z ) @)x = || Yz 7y;

=0 X

< Y Iz 7lysllx
=0
() 2

= — Ay -1-
=0 \&r i=0 X
(o] j 1

< 2( )2 A1l
=0 =0

< Ci(a,n)[Arye||ee,

aqui Cy (o, r) é uma constante que depende tanto de o quanto de .

Para o outro caso, note agora que se (y,) € 11277,(Z+,X ), obtemos a seguinte estimativa:

1Z0n)@)Ix = |27y
X
< Y lel I lyllx
j=0

IN
I ug

(W) . 81l
=0

J=

oo Ji=l j—i=2

< ¥ (o) T & Aavias
= \ar/) i 1l i=o X
= 0\l d

< Y (a) Zr’ Y, ATy j—ica—kllx
=0 i=0 k=0

S C2 au ||Ary°||°°7

com C;(a,r) novamente uma constante dependendo de tais pardmetros e a demonstragio estd

terminada. O
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A seguir introduziremos sobre a teoria de multiplicadores do tipo /,,.

Definiciio 3.2.2. Dizemos que {Q(z)}.eTe € um I, — l;r—multiplicadon i=1, 2, secada f =
(fn) € 1p(Z+:X), existe uma sequéncia y = (yy) € I}, (Z1:X) tal que $(z) = 0(2) f (z), z€ T

Proposicao 3.2.3. Assuma (2.6) é satisfeita. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) {Q(z)}zeTe éuml, — l;;’,—multiplicadon i=1,2;

(ii) {(z—r)'0(z)}:eme € um I, — l,-multiplicador, i =1, 2

Demonstragdo. Inicialmente, consideraremos o caso i = 1.
Vamos mostrar que (i) = (ii):

Por definigdo, se {Q(z) } ;eTe € um [, — llg’,—multiplicador, para f = (f,) € [,(Z+;X), existe
uma y = (y,) € L, (Z:X) tal que §(z) = 0(2)f(z), z € T, Facamos xg = 0, x, = A,y,, para
n> 1. Temos que x = X, € [,(Z1;X) e #(z) = Ay(z). Sabemos que A,y(z) = Z[y(n+1)] —
rZly(n)| = z9(z) — r¥(z) = (z— r)9(z). Dat, obtemos

Ay(z) = (z—1)0(2) f(2)-

Assim, para cada f = (f,) € [,(Z4;X), existe uma sequéncia x = (x,) € [,(Z4;X) tal que
£(z) = (z—1)0(2) f(2), z€ T

Ainda no caso i = 1, vamos agora mostrar (ii) = (i):

Existe, para cada f = (f,) € [,(Z+;X), uma sequéncia y = (y,) € [,(Z;X) tal que

9(2) = (=10 (2).
Seja x = (x,) € [,(Z+;X) tal que xo = 0, y, = Ax,. Temos que Ayx(z) = (z—r)i(z) e

Ax(z) = $(z) = (z—r)Q(2)/(2). Dai, £(z) = Q(2)f(z). Portanto, {Q(z)};c1e € um 1, —1}, -
multiplicador.

Vamos agora mostrar o caso i = 2:

=) { Q@) }zeTe € um 1, — 112,7r-multiplicad0r. Por defini¢do, para cada f = (f,) €
I,(Z;X), existe uma sequéncia y = (y,) € ll%’r(ZJr;X) tal que $(z) = 0(2)f(z), z € T
Fagamos x, = A2y, € 1,(Z+;X). Sabemos que

Aly, = y(n+2) —2ry(n+1) +r’y(n).
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Por (2.3), temos que Z[y(n+2)] = z%9(z) — 22y(0) — y(1) e Z[y(n+1)] = z9(z) — zy(0).
Assim,

2(z) = A(z)

= (z—1r)*(z) — 22y(0) — zy(1) + 2rzy(0)

Por outro lado, A,y(z) = (z — r)$(z) — zy(0) e, portanto,

(2= AY() —z(r(1) = ry(0)) = (z—7r)*5(z) —z(z—r)y(0) —z(y(1) — ry(0))
(z—1r)*$(z) — 22¥(0) — zp(1) + 2rz(0)

Além disso, sabemos que $(z) = Q(z) f(z). Assim,
(z=r)Ay(z) = (2= 1r)*Q(2) f(2) = 22y(0) — 2y(1) +272y(0).
Da, concluimos que
£(z) = (2= )Aw(z) = 2(:(1) = ry(0)) = (= 1)*Q(2) f(2).

Assim, (z—7r)?Q(z) é um I, — [, - multiplicador.

(<) Para cada f = (f,) € [,(Z1;X), existe uma sequéncia y = (y,) € [,(Z+;X) tal que
@) = (z-r*0(R)/ ()

Sejax = (x,) € 112,7,(Z+;X) tal que A2x, = y,, xo = x; = 0.
Assim, §(z) = A2x(z) = (z — r)?%(z). Portanto, (z — r)?%(z) = (z — r)?Q(z) f(z). Logo,

#(z) = 0(2)/ ().

A definicdo a seguir nos d4 a no¢do sobre o problema ser bem posto.

Definicao 3.2.3. Dizemos que o problema (??) é bem posto se para cada f = (fy) € ,(Z+;X)
existe uma tinica solugdo x = (x,) € ZIZ,J(ZJF;X) Nlp1-1(Z4;X) da equagdo (??).

Proposicao 3.2.4. |||.||| definido por
[[xl[ = 1A%l + [l (1 = Tl (3.18)

é uma norma em lIZ,J(Z+;X) Nlpr—1(Z4;X):
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Demonstragdo. (i) Para todo x, temos |||x||| > 0. Além disso, |||x||| =0<x=0

(ii) [Homogeneidade] Para todo x € llz,vr(ZJr;X )N lp—7(Z1;X), para todo k € R, vale
[ e[| = 1] [[ 1l

(iii) [Desigualdade Triangular] Para todos os x,y € l§7r(Z+;X) Nl 1-1(Z4;X), vale |||x+

< T[T
De fato, ||A2x||, > 0 e |[r*(I — T)x||, > 0. Logo, |||x||| > 0. Temos ainda

Ixl[[=0 <« (A%, =0e |21 =T)x[, =0
& Ax=0er’(I-T)x=0

& x=0
Assim (i) é vilida.
Visto que
[kl = ([ APkl + (|1 = T k]|
= |[k&x|lp + [kr* (I = T)x]|
2 2
= (K[l A7xp + (K] (=Tl
= [kl (1A%l + 1727 = T)x]])
= [k 1],
temos (ii).
Além disso, temos também
2 2
x4yl = A7 G+ + I =T)(x+y)l

= (A + A%Vl + [P = T)x+ (T =Tl
< 1Ay + A7yl + 17 (7 = T)xllp + 1 =Tl
[+

Como o espaco € intersecao de dois espacos completos, concluimos que ele também o é.
O

Proposicao 3.2.5. O espago llz,’,(ZJr;X )N lp1—1(Z;X) é um espago de Banach munido da
norma

[[xl]] == 1A%+ 172 (2 =T )] (3.19)

Enunciaremos agora dois resultados obtidos por Blunck que foram utilizados para caracte-

rizar o problema de primeira ordem:
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Proposicao 3.2.6. Sejam p € (1,), Q C C, X um espaco de Banach com a propriedade UMD
e (fu) C X. Suponha que existe um operador Ty € B(l,(Z.+,X)) tal que

F (Tuf)(z) = M(2) 7 (fa)(2)

e FfeL”(Q,X) de suporte compacto, onde M € L}, (Q,B(X)). Entdo o conjunto {M(t);t €

Loc
Q} é R-limitado.
Teorema 3.2.1. Sejam p € (1,00), X um espago de Banach com a propriedade UMD e (f,) C X

Se M : (—m,m)\{0} — B(X) é uma aplicacdo diferencidvel e suponha que o conjunto

{M(0), (" = 1)(e" + )M (t):1 € (—7,m)\{0}}

é R-limitado. Entdo existe um operador Ty € B(l,(Z+,X)) tal que

F(Tuf)(e") = M) (fa)(e")
t € (—m,m)\{0} e .Z f € L*(T,X) de suporte compacto.

Lema 3.2.1 (Teorema do grafico fechado). Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um
operador linear. Entdo, T é limitado se, e somente se, o seu grdfico G(T) = {(x,Tx):x€ X} C

X XY é fechado na topologia produto.

Teorema 3.2.2. Sejam X um espaco UMD e T € B(X) um operador analitico. Assuma que

a=1+V2r>nre f < ro < 1. Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1+

(i) O problema (3.16) é bem-posto;
(i) {M(z):=(z—1r)?((z—r)>=r*(I-T)) ' : 2 € T% z# ar} é L, — I,- multiplicador;
(iii) O conjunto {M(z) : z € T¢,z # ar} é R-limitado;

(iv) O problema (3.11) tem regularidade maximal discreta.

Demonstragdo. (i) = (ii)

Aplicando a transformada de Fourier a equagdo (3.16), para z € T%, z # ar, temos

T (Nxy—rP(I=T)xy) 2) = Z(f)(2)
(z=r)%(2)—r*(I-T)%(:z) = f(2)

Pela proposicio (2.3.2), temos £(z) = R((z —r)*,7>(I — T))f(z) sempre que z € T%, z # ar .
Consequentemente, R((z—r)%,72(I—T)) é um [, — II%J—multiplicador. Pela proposigdo (3.2.3),
concluimos a prova.

(if) = (i)
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Pela proposigdo (3.2.3), R((z—r)%,r*?(I—T)) é um [, — llz,J-multiplicador. Assim, para toda
f=(fa) €1,(Z+;X), existe uma sequéncia x = (x,) € l]%’,(ZjL;X) tal que

(2) = R(z—n?%r?(I-T))f()
(a=r?=r(-T)ik) = [

(z=r)%(x) —r*(I-T)i@E) = f(z

=

— — N

Pela unicidade da Transformada de Fourier, x = (x,) € solu¢@o de (3.16). Em particular,
(I —T)xy = Alx, — £, € 1,(Z13X).

(i) = (iii)

Como mostramos acima, se a equagdo (3.16) ¢ bem-posta, existe uma sequéncia g € [,(Z;X)
tal que §(z) = M(z) f(z) sempre que z € T, z# ar .

Vamos definir o operador %y : [,(Z+;X) — 1,(Z1;X) tal que Ly f(z) = M(z)f(z). Pela
unicidade da transformada de Fourier, %), = g estd definida. Pelo lema (3.2.1), %y €
B(1,(Z+;X)). A conclusdo é consequéncia da proposigao 1.4 de (1).

(iii) = (iv)

Defina k, : Z — B(X) por

2 n—1 .
r(I-T)"".%(n), sene”Z.y,
kr(l’l> { ( ) ( ) +/ .
0, caso contrario.

e o operador correspondente K" : [,(Z;X) — [,(Z4;X) com

n

K" fl(n) =Y ke(j) fu—j = (ke f)(n),n € Z;.

j=0
Sabemos que [(z — ) — r*(I = T)|R((z—r)?,r*(I - T)) = I. Portanto,
P(I=T)R((z—1r)*,r (I =T)) = 2(M(2) — ).
Entfio, pela proposi¢do (3.2.1 ),
kr(2) =P (I =T)F (r* 7 ())(2) = (I = T)zR((z—1)*,r*(I = T)) = 2(M(2) — I).
Definamos M(t) := M(are') com ¢ € (—m,0)U (0, 7). Temos, entio,

M(are) = (are” —r)*((are” —r)> —r*(I1-T)) .
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Portanto,

M () = 2(are" —r)arie" ((are” —r)?> —r*(I-T))"! — (are —r)?
(Ocre r)z ( ))72(Otreil — r)(2areiti)
= 2(are” —r)arie[((are” —r)? —r*(I-T))"! — (are” —r)?

(are" —r)? =r*(1=T)) 7]

—~

= 2are” — r)arie (are” — ) (are” —r) 2 [((ore” — )2 —r2(I—T))7!
—(are — r)z((ocre” — r)2 — rz(l—t))_z]
= 2arie" (are” —r) ' [(are" —r)*((are" —r)* —r*(I—T)) "' — (are" —r)*

((ore —r)?> —rP?(I=T)) 72
= 2arie" (ae" — 1) (M(t) — M(1)?)
Defina N(t) := are’ [M(t) — I]. Pelas propriedades de R-limitagdo, N(¢) é R-limitado.

202 rie?t
(aett —1)

N'(1) = aiire® [M(1) — 1] + [M(t) —M(1)?).

Logo,

20%rie? (e —1)(e 4-1)
(et —1)

(e —1)(e"+ 1)N'(t) = aire” (" — 1) (e +1)[M (1) — 1] +

Como o = 1+ /2, temos que |ote — 1| > V2. Assim, o conjunto

2io?re? (et — 1) (e 4-1)
aelt — 1

{ }

é limitado por 40%r v/2. Usando novamente as propriedades de R - limitagdo, concluimos que
{(e" —1)(e" + 1)N'(¢)} é R-limitagdo. Portanto, usando o teorema (3.2.1 ), temos que existe
Ty € B(I,(Z+,X)) tal que F (Tyg)(e") = N(1).7 (g)(e") paratoda g € [,(Z+,X).

F(ar)"* Ty((ar) " ))(z) = F[Tn(ar)~* f)] (")
Pelo teorema (3.2.1),

FIv(ar)*f)l(e") = N@OZF[(ar)"*fl(")
= N()Z[f](are")
= Zk)(are”)Z[f](are").

Do teorema da convolugdo, tem-se
Z k] (are”).Z[f](are") = Fk * f](ae™).
Pela definicdo do operador concluimos que

T ke fl(ate”) = F K" f](2),

(M) —M(1)’].



isto €,
F(ar)* Ty((ar)* )](z) = F[K f(2)-
Pela unicidade da transformada, temos que

(or)*K"f =T ((or) " f).

Portanto,

[(ar) K" £l p = 1T ((ar)~* )]

ITn((aer) ")l < Mll(ar) " fI| < M| £l

Assim, (ar) " *K" € B(1,(Z+;X)). Segue entdo do teorema do grafico fechado que
K" € B(l,(Z+;X)).

(v) = (i)

J4 sabemos que a tnica solucdo de (3.16) € dada por
x(n) = (r*"lsx f)(n—1)
Assim,

Ax(n) = rPI=T)(r* 'sxf)(n—1)+f(n)
= [K'fln=1)+f(n).

Logo, x =x(n) € I3 (Z.:X) Ny 1(Z4:X).
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O

Como todo espaco de Hilbert € um espago UMD e em tais espagos os conceitos de R-

limitacdo e limitacdo sdo equivalentes, ou seja, um conjunto € limitado se, € somente se, €

R-limitado, entdo ganhamos o seguinte corolério para espacos de Hilbert,

Corolario 3.2.1. Seja H um espago de Hilbert e T € B(H) um operador linear analitico, As-

suma que o, =1+ \/E,rZroe 1

(i) O problema (3.16) é bem-posto;

(i) {M(z) = (z—1)*((z—r)>(I=T))"':2€ T% z # ar} é l, — L,- multiplicador;

(iii) sup{||(z=r)*((e=r)> =r?(I=T)) M| :z€ T,z # ar} < oo

(iv) O problema (3.11) tem regularidade maximal discreta.

) <ry < 1. Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:



33

Note aqui que se (3.16) possui RMD, entdo (x,) € llz,vr(ZJr,X) Nlp1—1(Z+,X) sempre que
(fn) €1,(Z+,X) eisso estabelece um isomorfismo entre o conjunto dos dados (f,;) e o conjunto
das solugdes (x,). Outra observagdo interessante a se fazer é que nas condig¢des do teorema,

existe uma constante C > 0 tal que
2 2
Ax[|p + ([ (I = T)x[|p, < C|f]lp,

para todo x = (x,) € 112,7,(Z+,X) Nlpi-7(Z+,X), ou seja, a aplicagdo de [,(Z;;X) em
l;j,(ZjL,X) Nlpi—1(Z,X) dada por (f,) — (x,) é uma aplicagdo continua.
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4 PROBLEMA SEMILINEAR DE SE-
GUNDA ORDEM

Proposicao 4.0.1. Para caday € lg}r(ZjL,X) en € 7., vale a seguinte estimativa:

[ynllx + [[Avallx < 0(r)y(r,n) | A7y, 4.1)

Solugao.
A demonstragdo segue analisando as normas ||y,||x e ||Awyullx. Em seguida ficard evidente a
necessidade de definirmos as funcoes 0 e .

Inicialmente, iremos considerar o caso r < 1. Temos:

n—1 n-2-i 5
allx < || XA Y, WA Y2
=0  j=0 X
n—1 .n727i )
< Y r P | A2y, 2 jlIx
i=0  j=0
n—1 n-2-i
< X4y Alad,
=0 j=
n—1 n—2—i /4
< r Z A7yl
i=0 :
o o 1/q
< zrl<z ) 83l
i=0 =0
: H
1—7"( )1/(]|| ryO P
Se agora r = 1, entdo,
n—1n—2—i 5
allx < Y Y A7 Yw2-ijllx
i=0 j=0
<

n—1 5
Y| 1A%yl
i=0

n(n—1)
= 2Dy,
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Por fim, se r > 1, temos:

n—1 [n-2-i 1/q
bl < Y/ Y ) 1A,
i=0

<
j=0
(n 2—i)ri—1 1/q 5
< Zr ) il
n—1 = 1—i
< rl—|| 2yell
= (re—1)ta T
nr”_l

2
< WHA;’))OHP

Um cdlculo andlogo pode ser feito para estimar ||Ayy,||x em termos de ||A2y||, para os

mesmos trés casos:

Novamente, inicialmente, iremos considerar o caso r < 1,

[Aynllx = ZrAryn 1-i
X
< Zri||A%yn—1—i||x
S ZrlHAry'HP
n—1 1/q
< LX) Akl
i=0
1
< ——[1A%yellp
(1—ri)a
1
< F A7yl
(1-r)'"7
E ser =1, entdo,
n—1 5
Avallx < Y 1A Y 1-illx
i=0
< n||ATyn—1-illx
< nl|A%y]l,

Por fim, se r > 1, temos:
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n—1 1/q
Al < ( ) 182ll,
i=0
a1\ /4
< (557) edn,
P l/q
< () 1l

WHAJ-HP

’,J’l
S Tl

Obtemos, portanto, as seguintes estimativas:

Gl Al ser<l;
HynHX S (r 1)1_ 1_/pnrnHAry°Hp7 ser > 1’. (42)
LUSDI AT ser=1,n>1.

Analogamente,

mHAr%Hp, ser<1;

[[Aryallx < r) 1/p||Ary'||P7 ser>1; 4.3)
n||A2y.||p, ser=1,n>1.

Somando agora as duas parcelas, e organizando em termos comuns, podemos estimar a soma

das normas de y, e Ay, em termos das funcoes 0 e y. E temos o resultado.
O

Corolario 4.0.1. Com as mesmas hipdteses do teorema (se o problema (é bem posto, entdo

para cada x € X e n € Z., temos a seguinte estimativa:
17 ()l P ()l < (1417 s 0 Vrn+ Dlinllx — (44)

Solugao.

De fato, dado x € X seja

x, sen=0;
fn:{

0, caso contrdrio.

Considere agora o seguinte problema:

A2x, — (I =T)x, = f,¥n € Z, ,x9 = Axg =0 (4.5)
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Pela proposicdo a unica solugdo serd dada por
Xps1 = (rPTLS % f)(n Z LS foi =L (n)x

e mais,

Arxpy1 = (7‘ Cg*f Zrk(g fn k_rncg( )
k=0
E portanto, usando (4.0.1) e que A2x,, = r*(I — T)x, + f,, obtemos:

[ 1llx + 1A lx - < () y(rn+1)||A%x]],

1/p
= 0(r)y(nn+1) <Z||A2xn||x>

= 0(ny(rn+1)]|A%x0|Ix

= 0(Ny(rnn+)||x+r2I=T)r""L.7(n)x||x
= 6(ny(na+D)|x(I+r (1 =T).7(n))||x
< 0(r)y(rn+1)||xl[x (14|27 |px))

Iremos agora descrever o resultado principal deste capitulo que garante existéncia (vinica)

de solucdo para o problema (??) e ainda nos dard uma estimativa sobre a solugdo.

Teorema 4.0.1. Assuma que a condicdo (2.7) € satisfeita. Seja X um espaco UMD e T € B(X)

um operador analitico. Assuma que:
1. A Propriedade (A) é satisfeita;

2. O conjunto {M(2);|z| = ar,z # ar} é R-limitado, com

M) =Gz—r)((=r)1-rI-T)) LzeT%z+ ar

Entdo existe uma tinica solugdo x = (X,)nez, para o problema (4.1) tal que (A2x) ez Le((I-

T)xy)nez., pertence aly(Z.y,X). Ainda mais, vale a seguinte estimativa:

1
sup | ——(|xallx + 1A 1x) | <[1G(2,0,0)[[1][pa¥(r,0)[|1 "€ (4.6)
VZGZ+ Y(r7n)
[187x|p +[17(7 = T)xellp < C(r)]|G(0,0,0)[[1#), 1 < p < oo (47)
Onde C(r) é uma constante que depende de r e A(r) = 2(1+42||27"||)0(r)||peY(r,®)||1-

Solugao.

Seja y € llz)J(Z+,X) Nl,i1—1(Z+,X). Entdo, usando a propriedade (A) e a proposi¢do
(4.0.1), temos:
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||G(.7y'7Ary°)||z = ZHG(”?)’mAryn)Hé’(
n=0

Y |G(1, 31, Aryn) — G(1,0,0) + G(n,0,0)|§

<
n=0
< 27 Y 1[G(n,yn,Aryn) — G(1,0,0)[[% +27 Y [|G(n,0,0)][%
n=0 n=0
oo (o] _1
< 27 ) PRI ns Ay % x +27 Y 1G(n,0,0)[ |5 [1G(1,0,0)||x
n=0 n=0
< 27 Y ([lyallx + 1Amyallx)? +27(1G(0,0,0) 127" Y [|G(1,0,0)||x
n=0 n=0

[}

< 27Y pRO(r)Py(rn)?[|Aye]5) +271/G(e,0,0) |2 |G(e,0,0) |
n=0

< 27([pay(r, @) [[50.(r)?[|Aryel|5 +27]|G(,0,0)[|2"[|G(e,0,0)| |1
Portanto, G(®,Ye,Arye) € 1,(Z.+,X). Pelo teorema 3.2, garantimos que o problema
Az — (I =T)zn = G(n,yn, Ayn),n € Zy 20 = Azg =0 (4.8)

Possui uma tinica solugdo z = (zn)nez., tal que (A2z,) e ((I—T)z,) estdo em l,(Z.,X) a qual

é dada por:

0, sen=0,1;

4.9
[r‘_IY*G(O,y.,Ary.)] sen>2. 9

n—1’

Zn=[H Y] = {
Procederemos a mostrar que o operador
A l]%,r(Z+vX)lp7I—T(Z+7X) - l[zy,r(Z‘HX) mlpyl—T(Z-ﬁ-aX)

Possui um tinico ponto fixo.

Dados y',y* € IIZ,J(ZJF,X YNy 1—7(Z4,X) e fazendo um breve cdlculo usando a defini¢do

acima que:

0, sen=0;
NV =NV [T (Gloy), Ayt = G(oy2,A02)], (4.10)
+G(n,y), Aryl) — G(n,y2,A52), sen> 1.
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Como X" é um operador limitado em 1,(Z1,X) e tendo em vista a propriedade (A), a

proprosigdo (4.0.1), segue que:

o 1/p
Nyt =2y < (1+2]]27])) (ZIIGnyn, ) G(n,yi,Ary,%Hf}))

n=1

oo 1/p
< (1227 (Z Il (( (Ar(yl_yz)n>)||§><X>
< (12([71)0(r)|pa¥(r o) |l 1A7Y" = ALY,
< AW =l

Pelo coroldrio (4.0.1) em conjunto com o fato de que Y(r,n) é ndo decrescente com respeito

a segunda varidvel e usando a proposicdo (4.0.1) temos:

112510 = [ 5?alll
—1

< (I+[271DO(r)y(rn Zpsll V=) A = 32)s) [l

(1+[[£7]))6 (Zps rs>||\yl—y2|||

Analogamente,

1A Y ) = Ay lullx < (1+]]£711)6 (Z psy(rs ) Rl

Pelas duas estimativas anteriores, obtemos:
| (85" = 3N ALY = 500) [xxx

<2(1+[[£7]))6 (Zps rs>|||y1—y2|||

Onde por fim, concluimos:
1/p
I8y =y < (1+2]]7) (ZP 1 ([#Y" = 5], A [%yl_%yz]n)H;(xX)

n=0

oo 1/p
< RO+2)l27)6 ()] (Z(Pn}’(nn))” (Pﬂ(n@)”)”) l1ly' =21l

L2l 2
< A =yl
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Um argumento indutivo, nos dd o seguinte resultado,

1
||!Ji”"yl—e/"i/"y2\l|S;A(r)"myl—yzll! (4.11)

Fixado r € R, sabemos que A(r) é uma constante e portanto, para n suficientemente grande

é possivel obter

’%A() 1

Assim, pelo Principio dos Iterados, temos que o operador & admite vinico ponto fixo x €
llz,,r(Z+,X) Nlp1-1(Z+,X). Resta mostrar a estimativa dada em (4.7). Com efeito, x o vinico

ponto fixo de &', entdo pelo coroldrio (4.0.1), temos:

[lrallx = [[[r*717" % G(®,x0, Axa) ] Ix

n—1
< (A+[27]))6(r)y(rn) <Z(,)ps|l(xs,Arxs)llxXx+ ||G(°,0,0)||1>

E de maneira andloga, obtemos:

n—1
Arxn|[x < (1+[[27]])0(r)¥(r,n) (Z Ps || (x5 Arx) | lxx + I\G(%O,O)Hl) (4.12)

s=0

Pelas duas estimativas anteriores, temos que:

1 r
G Arxa)[xxx - < 2(1+|£7])) ()]G (e,0,0)[[4

y(r,n)
r H(xs, rXS)HXxX
( +H'%/H (ZPS rS '}/(VS) )

Usando a desigualdade de Gronwall em seu fomato discreto conforme o apéndice, garanti-

mos que:

1
sup

Xnl||x + | |Arxn }SG 0,0 y(r )71l
sup | o (il 181k | <IIG(s.0.0lhllpeyr o)l e

Por fim, como
Azxn [%/r (.7x05Arxo)]n71 +G(n7xn7Arxn)

Usando a estimativa anterior, concluimos que

182x][, < (P14 ]27) L NG00 Axallx
n=0

< (P14l (Zps jlICs ’XS)HXXXHIG(-,O,O)Hl)

Y(r,s)
< (P H1+]17])(1+e*0)][G(s,0,0)| |y
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Separando as constantes em fungdo de r e reescrevendo a constante resultante como C(r),

temos o resultado.
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