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RESUMO

A contribui¢do central desta tese € a introdu¢@o de uma transformada numérica de Fourier
quaternidnica (QFNT, do inglés quaternion Fourier number transform ), isto €, uma transfor-
mada definida sobre quatérnios cujos coeficientes se encontram num corpo finito primo. O
estabelecimento de tal ferramenta preenche uma importante lacuna existente na literatura de
processamento / andlise de sinais, uma vez que, até entdo, apenas transformadas de Fourier sobre
quatérnios de Hamilton haviam sido investigadas. A defini¢do e a caracterizacdo da QFNT reque-
rem a derivacao de diversos resultados referentes aos chamados quatérnios generalizados, como
aqueles relacionados as suas ordens multiplicativas e a extensdo a esse contexto de proposi¢oes
associadas a trigonometria sobre corpos finitos; tais resultados, que também sdo introduzidos
nesta tese, apoiam o desenvolvimento de propriedades da QFNT e sugerem cendrios em que
esta pode ser aplicdvel. Sobre este ultimo ponto, o presente trabalho se volta especificamente ao
processamento de imagens coloridas e demonstra, a partir de uma investigacao preliminar, que a
QFNT pode ser util na uniformizagdo de histogramas com vista a cifragem de tais imagens. Além
disso, a QFNT é empregada como base de um esquema de marca d’4gua fragil e ndo-cego, em
que a marca € inserida de forma “espalhada” em todos os canais de cor da imagem; os resultados
obtidos demonstram que, utilizando o referido esquema, a marca pode ser inserida respeitando

os limiares usuais de degradacdo da imagem que a recebe.

Palavras-chave: Quatérnios de Hamilton. Quatérnios generalizados. Corpos finitos. Transfor-
mada de Fourier quaternidnica. Transformada numérica de Fourier quaternionica. Processamento

digital de imagens.



ABSTRACT

This thesis has as its main contribution the introduction of a quaternion Fourier number
transform (QFNT, quaternion Fourier number transform), that is, a transform defined over
quaternions whose coefficients lie in a prime finite field. The establishment of such a mathemati-
cal tool fulfills an important existing gap in the literature of signal processing / analysis, since
only Fourier transforms over Hamilton quaternions had been investigated until then. The QFNT
definition and characterization require the derivation of several results regarding the so called
generalized quaternions, such as those related to their multiplicative orders and the extension to
the current context of propositions associated to finite field trigonometry; such results, which are
also introduced in this thesis, support the development of QFNT properties and suggest scenarios
in which the transform can be applied. With respect to the latter, this work specifically turns to
the processing of color images and, based on a preliminary investigation, demonstrates that the
QFNT, it can be useful in uniformizing histograms with a view to the encryption of such images.
Moreover, the QFNT is employed as the basis of a fragile non-blind watermarking scheme,
where the watermark is “spread” across all color channels of an image; the obtained results show
that, using the referred scheme, the watermark can be embedded without considerable degrading

the corresponding host image.

Keywords: Hamilton quaternions. Generalized quaternions. Finite fields. Quaternion Fourier

transform. Quaternion Fourier number transform. Digital image processing.
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1 INTRODUCAO

As transformadas estdo entre as ferramentas matematicas mais uteis em aplicacdes em
Engenharia e, em particular, em processamento de sinais. O seu histérico tem origem na trans-
formada (ordindria) de Fourier teste, que € aplicavel a fungdes ou sinais de varidvel continua,
chegando, mais recentemente, as diversas transformadas discretas e suas generalizagdes (SCHA-
FER; OPPENHEIM, 1999). Em meio a esta variedade de defini¢Ges foi introduzida, na década
de 1970, a transformada de Fourier sobre corpos finitos (POLLARD, 1971), a qual, no campo
de processamento digital de sinais, € normalmente considerada em versdes mais especificas
conhecidas como transformadas numéricas de Fourier. Mais recentemente, foram propostas
transformadas de Fourier quaternidnicas, as quais sao aplicdveis a fungdes ou sinais que assumem
valores que podem ser descritos como quatérnios (ELL, 1993; ELL; SANGWINE, 2007).

Neste trabalho, introduz-se uma transformada numérica de Fourier quaternionica (QFNT,
do inglés quaternion Fourier number transform). Sao apresentados diversos resultados tedricos
inéditos, com base nos quais se define a referida transformada e se investigam suas principais
propriedades. A partir do contetido desenvolvido, sdo realizados experimentos computacionais
que permitem avaliar o desempenho da QFNT em alguns cendrios de aplicacao relacionados a

processamento de imagem.

A seguir, é apresentado um apanhado conciso a respeito das transformadas numéricas
e das transformadas quaternionicas. Além disso, € exposta a motivagao para a realizagdo deste

trabalho; sdo listados seus objetivos e contribui¢des, e descrita a sua estrutura.

1.1 TRANSFORMADAS NUMERICAS

Desde a década de 1970, as transformadas numéricas (NTT, do inglés number-theoretic
transform) tém sido amplamente investigadas e empregadas em diversos cendrios de aplicagao.
Inicialmente, essas transformadas foram apresentadas como uma forma alternativa para calcular
eficientemente convolugdes livres de erro de arredondamento (POLLARD, 1971; REED; TRU-
ONG, 1975; SHU; TIANREN, 1988, 1988; AGARWAL; BURRUS, 1974). Naquele tempo, essa
possibilidade, que advém do fato de as referidas transformadas serem definidas sobre corpos
finitos, era de fundamental importancia, uma vez que o hardware disponivel trabalhava apenas
com aritmética de ponto fixo. Mais recentemente, as NTT tém sido usadas principalmente em
cendrios relacionados a seguranca de informagdo, os quais incluem, por exemplo, a cifragem de
imagens (LIMA; NOVAES, 2014), a ocultacdo de dados (marca d’4dgua) (LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2005; CINTRA et al., 2009; CHEDDAD et al., 2010) e o processamento de sinais
no dominio cifrado (PEDROUZO-ULLOA; TRONCOSO-PASTORIZA; PEFEZ—GONZALEZ,
2017).
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Usualmente, uma NTT € definida como uma transformada do tipo da de Fourier, em que
a N-ésima raiz complexa da unidade usada como niicleo da transformada discreta de Fourier'
(DFT, do inglés discrete Fourier transform) € substituida pela N-ésima raiz da unidade numa
estrutura algébrica finita (POLLARD, 1971). Entretanto, outros tipos de NTT t€m sido definidos;
pode-se mencionar, por exemplo, as transformadas numéricas do cosseno (CAMPELLO DE
SOUZA et al., 2003; LIMA; BARONE; CAMPELLO DE SOUZA, 2016; LIMA; MADEIRO;
SALES, 2015; LIMA, 2015), do seno (CAMPELLO DE SOUZA et al., 2005), de Hartley (CAM-
PELLO DE SOUZA et al., 2000) e de Hilbert (KAK, 2014), as quais sdo, em certo sentido,
andlogas as versdes complexas e/ou reais das transformadas discretas com as nomenclaturas cor-
respondentes. Generalizacdes das NTT também té€m sido propostas; essas incluem, por exemplo,
as transformadas numéricas fraciondrias, as quais consistem em calcular poténcias racionais
do operador matricial associado as NTT ordinarias correspondentes (LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2016; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2013; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA,
2012; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017; OLIVEIRA

NETO; LIMA; PANARIO, 2018).

12 TRANSFORMADAS QUATERNIONICAS

Como a prépria terminologia indica, as transformadas quaterniOnicas sdo definidas
empregando nimeros denominados quatérnios. Esses por sua vez, podem ser compreendidos

como uma extensao dos nimeros complexos, sendo escritos sob a forma
a+ bi + cj + dk,

em que a, b, ¢, e d sdo ndmeros reais e ¢, j € k sdo operadores complexos (ELL; SANGWINE,
2007). Os quatérnios foram inicialmente descritos por William Rowan Hamilton, em 1843, e
aplicados a Mecanica em espacos tridimensionais (MUKUNDAN, 2002). Também sao encon-
tradas aplicacdes dos quatérnios em computacao grafica tridimensional (MUKUNDAN, 2002),
visdo computacional (MUKUNDAN, 2002) e anélise de textura cristalografica (BACHMANN;
HIELSCHER; SCHAEBEN, 2010), por exemplo.

Em trabalhos mais recentes, os quatérnios passaram a figurar na lista de ferramentas ma-
temdticas importantes em aplicagdes relacionadas ao processamento de sinais. Como exemplos
de tais aplicacdes, podem ser mencionados os algoritmos para filtragem quaternionica adaptativa
e filtragem quaternidnica distribuida (ORTOLANI et al., 2017; VARIDDHISATI et al., 2019;
XIANG; KANNA; MANDIC, 2018; TALEBI; KANNA; MANDIC, 2016), as redes neurais
com neurdnios quaternionicos (MINEMOTO et al., 2017; XIANG; SCALZO DEES; MANDIC,
2019; XU; XIA; MANDIC, 2016) e diversas técnicas para processamento de imagens colori-
das (ELL; SANGWINE, 2007; SANGWINE, 1998; SANGWINE; ELL, 2000; SANGWINE,

Nas proximas sec¢des e no restante desta tese, esta transformada numeérica do tipo da de Fourier € identificada
pelo acrénimo FNT, do inglés Fourier number transform.
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1996; FLETCHER, 2017). Nesse contexto, desempenha um papel de destaque a transformada
de Fourier quaternionica (QFT, do inglés quaternion Fourier transform), que tendo por nicleo
um quatérnio unitdrio apropriado, € aplicdvel a funcdes ou sinais que assumem valores sobre os
quatérnios (ELL, 1993; LIAN, 2018; GRIGORYAN; AGAIAN, 2015; BIE et al., 2015). Uma
versdo discreta dessa transformada, identificada como transformada discreta de Fourier quaterni-
onica (DQFT, do inglés discrete quaternion Fourier transform) também se encontra disponivel,
sendo aplicavel a estruturas (vetores e matrizes) cujas entradas sdo quatérnios (SANGWINE,
1996; ELL; SANGWINE, 2007).

A tltima possibilidade mencionada, em particular, indica como uma imagem digital
colorida (com trés canais de cor, por exemplo) pode ser interpretada como uma matriz de
quatérnios: os valores numéricos associados a cada um dos trés canais de cor de um pixel numa
posicdo especifica da imagem correspondem as componentes b, ¢, € d de um quatérnio, enquanto
se faz a = 0. Naturalmente, 0 mapeamento descrito € flexivel e d4 margem para que outras
interpretagdes sejam empregadas; isso depende da aplicacdo, de que propriedades dos quatérnios

e da respectiva transformada de Fourier que se pretende explorar.

1.3 MOTIVACAO

As duas principais motivac¢des para o desenvolvimento deste trabalho foram (i) o cres-
cente interesse da comunidade cientifica, sobretudo da comunidade de processamento de sinais,
em ferramentas matematicas e aplicacdes relacionadas aos quatérnios e (ii) a verificagdo da
existéncia de diversas lacunas tedricas nesse contexto. O ponto (i) tem reflexo no grande nimero
de trabalhos recentes sobre o tema, que tém sido publicados em veiculos importantes; além das
referéncias ja citadas nesta introdu¢do, podem ser mencionados como exemplo disso os artigos
que compdem (BIHAN et al., 2017), que corresponde a uma edicdo especial da importante
revista Signal Processing voltada ao processamento de sinais hipercomplexos. Com respeito ao
ponto (ii), o que chama mais atencdo € a escassez de avangos e aplicagdes em que, em vez dos
quatérnios usuais (de Hamilton), sdo considerados os chamados quatérnios generalizados. Mais
especificamente, verifica-se que a transformada discreta de Fourier quaternidnica ndo encontra
uma transformada andloga definida sobre quatérnios em que a, b, c e d, em vez de serem niimeros
reais, sdo tomados de um corpo finito; tal transformada seria uma espécie de versdo quaternionica

da transformada numérica de Fourier.

1.4 OBIJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho € definir uma transformada numérica de Fourier quaterni-

onica. Os objetivos especificos sdo os seguintes:

1. Realizar uma investigacao a respeito dos quatérnios, considerando, a partir dos quatérnios

de Hamilton, a possibilidade de construir quatérnios generalizados sobre corpos finitos;
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. Identificar propriedades de quatérnios definidos sobre corpos finitos, avaliando a possibili-

dade de enunciar novos resultados nesse contexto;

. Definir uma transformada numérica de Fourier quaternionica, identificando suas variantes

e estabelecendo suas propriedades;

. Apresentar ideias preliminares a respeito dos cendrios de aplicacdo da transformada

numérica de Fourier quaternidnica, com €nfase no processamento digital de imagens

coloridas;

. Sugerir direcdes de pesquisa visando a extensao da definicdo da QFNT para outros tipos

de transformadas numéricas quaternionicas.

1.5 ESTRUTURA DA TESE E CONTRIBUICOES

Esta tese estd organizada da seguinte forma:

e No Capitulo 1, € feita uma introduc¢@o ao tema central do trabalho, sendo apresentados os

principais motivos para o seu desenvolvimento, bem como seus objetivos, contribuicdes e

estrutura de capitulos.

No Capitulo 2, é apresentada uma revisdo acerca da trigonometria sobre corpos finitos; é
apresentada, também, a transformada numérica de Fourier (FNT, do inglés Fourier number
transform), a qual € empregada como uma das referéncias para definicdo da transformada
numérica de Fourier quaternidnica, e descrita sua autoestutrura (autovalores e autovetores

do operador matricial associado a FNT).

No Capitulo 3, um breve histérico dos quatérnios € apresentado; os quatérnios de Hamil-
ton sdo caracterizados e os chamados quatérnios generalizados sao descritos. Algumas
propriedades desses ultimos sdo listadas e questdes relacionadas ao seu isomorfismo a

estruturas algébricas formadas por matrizes sdo consideradas.

A partir deste ponto, este trabalho pde o foco em quatérnios generalizados sobre corpos
finitos primos, isto é, em quatérnios que possuem a forma a + bi 4+ ¢j + dk, em que
a,b,c,d € IF, e IF, denota o corpo finito com p elementos (p € um niimero primo fmpar).
Neste cendrio, este capitulo apresenta, também, as primeiras contribuicdes originais desta
tese?: (i) a derivacdo de uma série de resultados especificamente ligados a quatérnios sobre
corpos finitos, que dao suporte a (ii) introducao de uma trigonometria associada a estes

numeros e (iii) a sua caracterizacao com respeito a ordem multiplicativa.

No Capitulo 4, apresenta-se a contribuicdao central deste trabalho: (iv) a definicdo da

transformada numérica de Fourier quaternionica. Para isso, € introduzido um novo lema, o

2

Ao longo desta secdo, as principais contribui¢des originais desta tese sdo indicadas por meio de uma numeracdo
em algarismos romanos.
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qual € demonstrado a partir do estudo sobre a ordem multiplicativa de quatérnios sobre
corpos finitos realizado no capitulo anterior. Ainda neste capitulo, (v) sdo enunciadas
algumas propriedades da nova transformada, (vi) é descrita a sua autoestrutura e (vii) sao

discutidas questdes relacionadas ao seu célculo.

No Capitulo 5, € realizada uma discussdo preliminar a respeito de possiveis aplicagdes da
QFNT. O foco € o campo do processamento digital de imagens coloridas, em que, de modo
mais especifico, sugere-se o uso da transformada (viii) para uniformizacdo de histogramas
visando a cifragem de imagens e (ix) como base de um esquema de marca d’agua fragil
para imagens multicamada. Sao exibidos resultados de simula¢Ges e conduzidas reflexdes

sobre o potencial de uso da QFNT em cendrios praticos.

No Capitulo 6, sdao apresentadas as considera¢des conclusivas desta tese, indicadas dire¢des
para a realizacdo de pesquisas futuras e listados os artigos cientificos resultantes do

desenvolvimento deste trabalho.
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2 TRIGONOMETRIA SOBRE CORPOS FINITOS E A TRANSFORMADA NUME-
RICA DE FOURIER

Dentre as diversas transformadas discretas estudadas em Engenharia, transformadas defi-
nidas sobre corpos finitos desempenham um importante papel em muitas aplicagdes. Conforme
indicado no capitulo introdutério desta tese, tais transformadas sdo de fundamental importancia
por ndo introduzirem erros de arredondamento (SILVA; CAMPELLO DE SOUZA; OLIVEIRA,
2001) e por possuirem propriedades que as tornam adequadas para uso em processamento de
imagem, criptografia, codificacdo de canal etc. (CINTRA et al., 2009; LIMA; LIMA; MADEIRO,
2013; LIMA; NOVAES, 2014). Neste capitulo, é apresentada uma breve revisdo acerca da trans-
formada numérica de Fourier (FNT), a transformada sobre corpos finitos mais antiga e mais
amplamente estudada. O capitulo € iniciado, na préxima secdo, com a apresentacdo de conceitos
relacionados a trigonometria sobre corpos finitos, os quais serdo uteis ao longo desta tese e cujo
conhecimento € importante para a defini¢do e a caracterizagdo da versao da FNT considerada

neste documento.

2.1 TRIGONOMETRIA SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta secao, sao revisados os principais conceitos relacionados a trigonometria sobre
corpos finitos. A ideia de descrever tal trigonometria foi originalmente proposta em (CAM-
PELLO DE SOUZA et al., 1998), onde ela foi empregada como requisito para definicdo de uma
transformada de Hartley sobre corpos finitos. Em trabalhos subsequentes, a teoria foi expandida,
provendo suporte para defini¢do de outras ferramentas matemadticas sobre as referidas estruturas
algébricas e para o estudo de suas aplicagdes (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011; LIMA;
PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA,
2014).

Defini¢ao 2.1. O conjunto de inteiros Gaussianos sobre [, € o conjunto denotado por I, cujos
elementos possuem a forma a + bi, em que a,b € F, e i* é um ndo-residuo quadratico sobre
F, (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

Um elemento ¢ € I, pode ser visto como um nimero “complexo”, o qual possui parte
real e parte imagindria dadas por R{(} = a e J{(} = b, respectivamente; (* = a — bi denota o

conjugado em corpo finito de ¢ = a + bi. Adicionalmente, observa-se que I, € isomorfico a 2.

Definicdo 2.2. O conjunto unimodular de I, € o conjunto G, , de elementos a + bi € I, tais
que ¢ - C* = (a+bi)- (a—bi) =a*—b** =1 (mod p) (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE
SOUZA, 2014).

Se ¢ = a + bi for unimodular, entdo (~! = ¢* = a — bi.
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Proposicao 2.1. A estrutura (G, -) é um grupo ciclico de ordem p + 1 (LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

A seguir, s@o definidas as fungdes trigonométricas sobre corpos finitos.

Definicdo 2.3. Seja ¢ € I, um elemento com ordem multiplicativa denotada por ord(¢). O
cosseno e o seno sobre corpos finitos do angulo relacionado a (%, a z-ésima poténcia de ¢, sao
calculados médulo p, respectivamente, por

S

5 (2.1)

cos¢(x)

sen¢(z) = %, (2.2)

paraz = 0,1,...,0rd(¢) — 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

Na Definicao 2.3, uma referéncia explicita ao angulo relacionado a (* ndo € relevante;
1SS0 permite que se enxerguem OS COSSenos € 0s senos sobre corpos finitos como fungdes
(ord(())-periddicas de x, dado um elemento (. Tais fungdes satisfazem algumas propriedades
andlogas aquelas das funcdes correspondentes definidas segundo a trigonometria usual (sobre os
reais) (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA,
2014). Como exemplo, pode-se considerar a propriedade de circulo unitdrio, a qual € escrita

como
cost(x) —i*sen?(z) = 1, (2.3)
a férmula de Euler
(" = cos¢(x) + isenc(x), (2.4)
e 0 seno e o cosseno da soma de dois angulos:

senc(x +y) = sen¢(z)cosc(y) + sen¢(y)cos¢(x), (2.5)

cos¢( + y) = cos¢(x)cos¢ (y) + i*sene(z)sene(y). (2.6)

Note que, se p = 3 (mod 4) e i = y/—1, as expressdes (2.3) e (2.6) se tornam similares
as identidades trigonométricas classicas correspondentes. Propriedades de simetria das funcdes
cosseno e seno sio preservadas no contexto de corpos finitos, isto €, cosc(—xz) = cos¢(z) e

sene(—x) = —sen¢(x).

A proposicdo a seguir estabelece uma particularidade no célculo das fungdes cosseno e

seno sobre corpos finitos, quando essas sdo avaliadas com respeito a um elemento pertencente a
Gip-
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Proposicao 2.2. Seja ¢ € I, um elemento unimodular. A fungdo cosseno e a fungdo seno sobre

corpos finitos do angulo relacionado a (*, podem ser calculadas respectivamente como

cos(x) = R{C"}

senc(x) = I{C"},
paraz =0,1,... ord(¢) — 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

Outros diversos resultados da trigonometria sobre corpos finitos sdo omitidos nesta tese,
mas podem ser consultados pelo leitor interessado. Esses incluem, por exemplo, a defini¢ao de
polindmios de Chebyshev sobre corpos finitos segundo uma abordagem trigonométrica (LIMA;
PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA,
2014), a definicdo e a caracterizagdo da funcdo tangente sobre corpos finitos e de fungdes
trigonométricas inversas sobre corpos finitos (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019; LIMA;
PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014) e a defini¢do dos diversos tipos de transformadas
de Hartley, do cosseno e do seno sobre essas estruturas algébricas (CAMPELLO DE SOUZA et
al., 1998; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011).

2.2 A TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER

Nesta se¢do, é brevemente revisada a transformada numérica de Fourier. Num escopo
mais geral, esta ferramenta permite que vetores /V-dimensionais cujas componentes pertencem a
um corpo de extensdo [, ¢ = p™, m inteiro, sejam mapeados em vetores cujas componentes
pertencem a mesma estrutura (POLLARD, 1971); esse é o caso em que a referida ferramenta
recebe o nome de transformada de Fourier sobre corpos finitos. Por outro lado, podem ser
consideradas versdes dessas transformadas em que tanto as componentes do vetor original
quanto as do vetor transformado correspondente pertencam ao corpo finito primo (corpo base)
[F,,. Neste ultimo caso, a transformada € normalmente conhecida como transformada numérica

de Fourier.

No presente trabalho, considera-se uma transformada que mapeia vetores com compo-
nentes sobre I, (ou [F2) em vetores cujas componentes pertencem a mesma estrutura. Conforme
o leitor poderd verificar ao longo dos préximos capitulos, tal escolha parece mais adequada
ao estabelecimento de paralelos com as outras ferramentas que serdo introduzidas e com as
aplicacOes abordadas. Além disso, definir a transformada dessa forma permite analogias in-
teressantes com a transformada discreta de Fourier, que realiza o mapeamento entre vetores
com componentes complexas. Nesta tese, a transformada segundo a definicdo mencionada é
chamada de transformada numérica de Fourier (embora nio seja definida sobre um corpo primo
simplesmente) e identificada pelo acronimo FNT (do inglé€s Fourier number transform). Tal

defini¢do € formalizada a seguir.
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Definicdo 2.4. A transformada numérica de Fourier de um vetor x = (z(n)), z(n) € L,
n=0,1,...,N—1,¢éovetor X = (X(k)), X(k) € L,,k=0,1,..., N — 1, com componentes

calculadas por

=2

X(k) = z(n)¢*", (2.7)

1
VN

em que ¢ € Gy, é um elemento cuja ordem multiplicativa € ord(¢) = N.

3
Il
=)

A invertibilidade da FNT é demonstrada empregando o resultado a seguir.

Lema 2.1. Um elemento € 1,,, com ordem ord(¢) = N, satisfaz

N-1 _
de: { N, ser =0 (mod N), 2.8)
m=0

0, caso contrdrio.

Teorema 2.1. A transformada numérica de Fourier inversa de um vetor X = (X (k)), X (k) € L,
k=0,1,...,N —1, éovetorx = (z(n)), x(n) € L,, n=0,1,..., N — 1, com componentes

calculadas por

=

X (k)¢ (2.9)
0

1
x(n) = \/_N

em que ¢ € Gy, é um elemento cuja ordem multiplicativa é ord(¢) = N.

e
Il

Pode-se expressar o cdlculo da FNT de x por meio da equacdo matricial

X — Fx, (2.10)
em que F = (Fy,), Fin = %ﬁg’m, k,n=0,1,...,N — 1, denota a matriz de transformacio
da FNT.

A FNT possui diversas propriedades, a maior parte das quais estd relacionada as pro-
priedades da transformada discreta de Fourier (DFT) (BLAHUT, 2010). Na se¢do a seguir,
€ revisada a autoestrutura da FNT (BIRTWISTLE, 1982), a qual serd importante quando do

desenvolvimento de resultados sobre a autoestrutura da FNT quaternidnica no Capitulo 4.

2.2.1 Autoestrutura da FNT

A autoestrutura da FNT, isto é, de sua matriz de transformac¢do F', possui certa analo-
gia com a autoestrutura da DFT (BIRTWISTLE, 1982; MCCLELLAN; PARKS, 1972); seus
autovalores sdo dados na proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.3. Os autovalores da matriz ¥ da transformada numérica de Fourier com dimen-
soes N x N pertencem a {1,—1,v/—1,—~/—1}, as respectivas multiplicidades sdo mostradas
na Tabela 1.
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Tabela 1 — Multiplicidades dos autovalores da matriz F' da transformada numérica de Fourier
com dimensdes N x N.

N | #{}y #H{-v-1 {1 V-1
AL [ L+1 L L L—1
AL+1| L+1 L L L
AL+2 | L+1 L L+1 L
AL+3|L+1  L+1  L+1 L

Fonte: MCCLELLAN; PARKS, 1972

Além disso, mostra-se que os seguintes resultados relacionados aos autovetores de F sdo

validos.

Qualquer sinal pode ser decomposto em uma soma de dois sinais, um com simetria par
e outro com simetria impar, em que a fungdo £{x} extrai a parte par do argumento x e O{x}
extrai a parte impar do argumento x (SCHAFER; OPPENHEIM, 1999).

Proposicao 2.4. Todo autovetor de ¥ possui simetria par, caso em que possui 1 ou —1 como
autovalor associado, ou simetria impar, caso em que possui \/—1 ou —\/—1 como autovalor

associado.

Proposicao 2.5. Seja x um vetor arbitrdrio, com componentes pertencentes a I,, e comprimento
N, e X sua FNT. Entdo,

1. u = &{x} + E{X}, é um autovetor de F associado ao autovalor +1;

2. v = O{x} FiO{X}, é um autovetor de F associado ao autovalor £+/—1.

2.2.2 Exemplos

Nesta se¢do, sao apresentados exemplos ilustrativos acerca da defini¢cdo de uma FNT e

da construcao de autovetores dessa transformada, associados a autovalores especificos.

Exemplo 2.1. Seja ¢ = 2+ 21 € Gz, @ = v/—1, um elemento unimodular com ordem

multiplicativa ord(¢) = 8 empregado como niicleo de uma FNT. Entdo, a respectiva matriz de



transformacdo (direta) é dada por

1 1 1
2+ 21 5+ 2i
l 6 67

.

~.

5+ 51 2+ 51
61 6 l

1
6
1
d+2t 61 2427 6
1
6
1
245t 61 5451 6

1
1
1
1
1 6 1 6
1
1
1

1

5+ 51

7

2+ 51

2+ 21

6

67

S+ 2

1

61

6
?
1

6

?

2+ 51
o+ i
61 5+ 2

2+ 2

A matriz de transformacdo inversa é dada por

1 1 1 1
1 2451 61 5+ 50
1 62 6 l
1 545 ¢ 245
1 6 1 6
1 5421 61 2+ 2
1 ? 6 6t
1 2420 ¢+ 542

A FNT do vetor

1
6
1
6
1
6
1
6

1
5+ 2
67
2+ 21
6
2+ 51
l
5+ 5t

x=[1 i 142 3+4 5 5 6i 1]

é dada por

X=[2+4+6i 443 1 34+6¢

Exemplo 2.2. Considere a FNT definida no tiltimo exemplo, o vetor com simetria par

Xe=[1 3 5 6 2 6 5 3]

e o vetor com simetria impar

Xe=[0 3 5 6 0 1 2 4],

bem como suas respectivas transformadas

Xe=[3 1 04 2 4 0 1]

Xo=1[0 4i i 5 0 2i 6i

5+ 3t

3i].

3+ 61

1
12
6
61
1

67

1

67

6

1

1
2+ 2
?
o+ 21
6
5+ 5t
61
2+ 51

2+ 51

24

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



Entdo, os vetores

Xe+Xe=[4 4 5 3 4 3 5 4]

Xe—Xe=[ 2 5 2 0 2 5 2

Xo—iXe=[0 0 6 4 0 3 1 0

Xo+iXo=[0 6 4 1 0 6 3 1]

25

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

sdo autovetores da FNT associados aos autovalores 1, —1, \/—1 =1 e —\/—1 = —1, respecti-

vamente.
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3 QUATERNIONS DE HAMILTON E SUA FORMA GENERALIZADA

Neste capitulo, sdo abordados os principais conceitos relacionados aos quatérnios, nime-
ros sobre os quais sdo desenvolvidas as contribuicdes desta tese. Inicialmente, a titulo de revisdo,
apresenta-se um breve histérico, a definicdo e as propriedades dos quatérnios de Hamilton.
Em seguida, sdo apresentados diversos resultados acerca dos chamados quatérnios generaliza-
dos. Alguns desses resultados ja se encontram documentados na literatura ou tratam de meras
extensoes ao caso de interesse do presente trabalho: quatérnios sobre corpos finitos; outros
resultados sdo contribui¢des originais desta tese, como, por exemplo, os conceitos e proposi¢coes
envolvendo trigonometria sobre quatérnios generalizados em corpos finitos e o estudo sobre a
ordem multiplicativa desses nimeros. Ao longo do capitulo, a fim de situar o leitor, busca-se

indicar com clareza o grau de novidade de cada resultado apresentado.

3.1 QUATERNIOS DE HAMILTON

Os numeros complexos tiveram origem na resolucdo de equagdes cubicas em meados do
século XVI (NEVES; GRIMBERG, 2008), problema ao qual se dedicaram nomes como Cardano,
Bombelli e Tartaglia . Naquela época, a ideia era que qualquer solucdo algébrica deveria estar
associada a uma representacdo geométrica; quando da impossibilidade de tais representacoes, a
equacao correspondente era considerada de solu¢do inexistente, uma vez que, ainda que houvesse
uma metodologia algébrica associada, esta ndo estaria “legitimada”; as equagdes cubicas, por

ndo possuirem uma representacdo geométrica, eram consideradas assim, sem solucao.

René Descartes (1596-1650), em sua grandiosa obra Discurso do Método, foi o primeiro
que identificou os, até entdo, chamados niimeros inexplicdveis como niimeros imagindrios,
0s quais, na ocasido, eram entendidos como niimeros que poderiam ser imaginados (e nao
como 0s nimeros imagindrios que se conhece hoje). Em algumas partes de sua obra, ele
cita os ndmeros imagindrios como uma forma de explicar a impossibilidade de representacao
geométrica para solugdes de algumas equacdes cubicas (DESCARTES, 1637). A possibilidade de
representar geometricamente os niimeros imagindrios funcionaria, entdo, como uma confirmacio
da existéncia de tais entidades algébricas, bem como da corretude de sua caracterizacio; a
auséncia de tal representacdo era motivo de cautela para os matematicos da época de Bombelli,

Cardano e Tartaglia, quando da exposi¢ao de resultados tidos como novos nesse contexto.

John Wallis (1616-1703), em sua obra intitulada Tratado de Algebra (1685), foi o
primeiro a admitir uma construcdo geométrica para os nimeros ditos até o momento como
niimeros imagindrios. Entretanto, 0 matematico que primeiro expds sua representacio como
se conhece hoje foi o noruegués Caspar Wessel (1745-1818), em sua obra apresentada a Royal
Danish Academy of Sciences and Letters, em 1797 (WESSEL, 1797). Em sua pesquisa, o



27

francés Jean-Robert Argand (1768-1822) obteve a mesma percep¢ao de Wessel; seu trabalho
intitulado Essai sur une maniere de représenter les quantités imaginaires dans les constructions
géométriques pode ser considerado como uma das grandes obras do século XIX, pois, até os dias
atuais, ele repercute na forma da “representacio de Argand-Gauss” ou “plano de Argand-Gauss”
(MILIES, 2004).

O problema que deu origem aos nimeros complexos tinha chegado ao fim com a
sua representacdo geométrica. A interpretacdo geométrica desses nimeros forneceu métodos
analiticos simples para a realizacdo de dois tipos de transformag¢des no plano, as translacdes,
por meio da adi¢do, e as rotagdes, por meio da multiplicagdo. A partir desse modelo para o
plano, um questionamento a respeito da possibilidade de se obter um modelo analitico similar
para o espaco, com as mesmas interpretagdes geométricas, surgia. Com relagdo a propriedade
aditiva, tanto o plano como o espaco tinham construcdes similares; tal similaridade, porém, ndo

se confirmava na multiplicagdo.

Na tentativa de estender para o espago as descobertas feitas até entdo, William Rowan
Hamilton (1805-1865) criou uma nova classe de ndmeros imaginérios denominados tripletos
e denotados por (z, y, z); era uma tentativa de estender para o espaco as mesmas propriedades
da multiplicag¢do dos pares numéricos (z,y). Sua preocupacao era definir uma multiplicagdo
para esses novos nimeros que pudesse ser interpretada como uma rota¢io no espaco. Nao tendo
obtido sucesso do ponto de vista geométrico, Hamilton passou a utilizar um modelo algébrico
para representar os tripletos, escrevendo-os como z + yi + 2zj. Segundo ele, os tripletos também
poderiam ser interpretados de maneira geométrica como uma linha orientada no espaco, sendo
x,y, z suas “coordenadas retangulares” (HAMILTON, 2000b).

Hamilton propds que a unidade j tivesse a mesma representacdo de 7, ou seja, v/—1.
Além disso, as operagdes entre os tripletos deveriam ser andlogas aquelas definidas para os
nimeros imagindrios do tipo (z,y), o que lhes asseguraria propriedades de comutatividade,
associatividade, existéncia de elemento identidade e de elementos simétricos; isso permitiria
identificar os tripletos como um corpo (HAMILTON, 2000b). Todavia, conforme mencionado
anteriormente, o estabelecimento da referida analogia encontrou obstaculo na operagdo de

multiplicacdo. De modo mais especifico, realizando o produto
(@1 4 y1i + 21J) - (T2 + Y21 + 227),
ter-se-ia como resultado
(T122 — Y1y2 — 2120) + (T1Y2 + Y122)i + (w120 + 2172)7 + (Y122 + Y221)i].

Embora vérias tentativas tenham sido feitas, ndao se pdde explicar o termo 7j na ultima equagao a
luz da teoria dos tripletos; a conjectura estabelecida por Hamilton, de que o produto entre dois
tripletos deveria resultar em um tripleto, tinha aparentemente falhado. Diante disso, Hamilton

propOs que se tivesse ij = —ji = k, o que resultou no surgimento de uma nova dimensao e, por
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conseguinte, na descoberta de um nova classe de nimeros imagindrios denominados quatérnios.

Um quatérnio seria, entdo, expresso por
T+ it + 2 ) +wik.

Em uma carta direcionada ao filho Archibaldi, ele narra a descoberta que realizou:

“Mas no dia 16 do mesmo més (outubro de 1843) - que era uma segunda-feira e dia de
reunido do Conselho da Real Sociedade da Irlanda - eu ia andando para participar e presidir, e
tua mae andava comigo, ao longo do Royal Canal. Embora ela falasse comigo ocasionalmente,
uma corrente subjacente de pensamento estava acontecendo na minha mente, que finalmente
teve um resultado, cuja importancia senti imediatamente. Pareceu como se um circuito elétrico
tivesse se fechado; e saltou uma faisca, o arauto de muitos anos vindouros de pensamento e
trabalho dirigidos, por mim, se poupado, e de qualquer forma por parte de outros, se eu vivesse
o suficiente para comunicar minha descoberta. Nesse instante eu peguei uma caderneta de
anotacodes que ainda existe e fiz um registro naquela hora. Nao pude resistir ao impulso - tdo
nao filoséfico quanto possa ser - de gravar com um canivete numa pedra da ponte de Broome,

quando a cruzamos, a férmula fundamental dos simbolos i, 7, k,
i =5 =k =ijk = —1,
que contém a solucao do problema.”

Assim, surgiram os quatérnios, os quais se conhece hoje como quatérnios de Hamilton
(HAMILTON, 2000a; ELL; SANGWINE, 2007; SANGWINE; ELL, 2000; SANGWINE; ELL,
1999):

q=a+bi+cj+ dk, (3.1)

em que a, b, c e d sdo nimeros reais e ¢, j e k sdo operadores complexos, que obedecem as

seguintes regras:

ijk =i =% =k* = —1, (3.2)

jk=—kj =1, ki=—ik =73, ij=—ji=k. (3.3)

A adigdo entre dois quatérnios ¢; = a; + byt + ¢1J + dik € qo = as + bai + coj + dok segue a

regra
@1+ @ = (a1 + ag) + (by + ba)i + (c1 + ¢2)7 + (di + da)k. (3.4)
O produto entre os quatérnios ¢; € g2 € dado por

192 = (a1as — biby — cicp — dydy) + (a1ba + brag + c1dy — dicy)i
+ (@109 + cras + diby — bidy)j + (a1ds + dyag + bicy — c1bo)k. (3.5)
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Um quatérnio pode ser divido em duas partes, uma parte real (ou escalar) representada por
S(q) = a e uma parte imagindria (ou vetorial), que possui trés componentes, representada por

V(q) = bi + ¢j + dk. Pode-se, dessa forma, reescrever (3.1) como
q=5(q) +V(g). (3.6)

Um quatérnio com a parte escalar nula, ou seja, S(q) = 0 € chamado de quatérnio puro.

O produto escalar e o produto vetorial entre as partes vetoriais dos quatérnios g; € g2, Sa0

calculados, respectivamente, por

V(q1) @ V(ga) := biba + c1co + didy 3.7)
e
ik
V() xV(g)=1| b ¢ di | = (crda—cady)i+ (diba—bids)j+ (bica —c1ba)k, (3.8)
b2 (&) dg

em que o simbolo := indica igual por definicdo. Com isso, pode-se expressar o produto entre

dois quatérnios como
q1g2 = S(q1)S(q2) — V(q1) @ V(ge) + S(q1)V (g2) + V(q1)S(g2) + V(q1) x V(g2). (3.9)

O complexo conjugado do quatérnio ¢; = a; + b17 + ¢1j + dy k € denotado por g7, sendo

dado por
¢ =S(q) —V(g) = a1 —bii — c1j — dik. (3.10)

Mostra-se que (q1g2)* = ¢5q;.

O médulo de um quatérnio ¢; é dada por |¢1| = v/qfq1 = \/a} + b3+ +d? e sua

norma € ||¢|| = |¢|* . Um quatérnio com norma unitéria é chamado de quatérnio unitério.

O inverso de um quatérnio é dado por

*

= (3.11)
|4l
de maneira que ¢ ¢ = q¢ ! = 1.
A férmula de Euler na forma hipercomplexa é
e’ = cos® + psend, (3.12)

em que x € um quatérnio puro unitdrio. Um quatérnio pode ser representado na forma polar

como

q=|qle"®. (3.13)
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Pode-se, ainda, representar um quatérnio como uma combinagio de dois nimeros complexos.
Essa forma € conhecida como forma de Cayley-Dickson (ELL; SANGWINE, 2007):

¢=A+Bj (3.14)
emque A =a+ bie B = c+ di, de modo que se tem

q=(a+bi)+ (c+di)j =a+bi+cj+ dk. (3.15)

A representacao na forma de Cayley-Dickson pode ser generalizada empregando qua-
térnios puros unitérios i, tal que u?> = —1 (os operadores i, j € k sdo casos especiais de ).
Escolhendo dois quatérnios ji; € s com as referidas propriedades e, ainda, que satisfacam

w1 L ps, pode-se representar um quatérnio arbitrario como

q=A+ B'p», (3.16)
emque A'=da +b'pu e B = + d'uy, de modo que

q=(a' + V) + (< +dpu)ps. (3.17)

A representagdo (3.16) é denominada forma simplética; A’ e B’ sdo denominadas, respectiva-

mente, parte simplex e parte perplex do quatérnio. Expandindo (3.17), obtém-se
q=da +Vu +ps+dps,

em que i3 = fiflo €, além disso, ug Ly € pus L pse. Dessa forma, o sistema baseado nos
operadores (1, (2 € ps € isomorfico aquele baseado em 7, 5 e k. Consequentemente, a relacio
entre as quadruplas (a,b,c,d) e (a’,V, ¢, d") equivale a uma mudanga de base de (i, j, k) para

(Ml, M2, M3)-

3.2 QUATERNIOS GENERALIZADOS

A dlgebra usual de quatérnios, estabelecida sobre os nimeros reais R, pode ser estabele-
cida sobre um corpo arbitrdrio [F com caracteristica diferente de 2. Mais especificamente, dados
a, B € F, em que o e 8 sdo ndo-nulos, pode-se definir uma dlgebra de quatérnios denotada por
A= ( QT’B), onde A é um espaco com quatro dimensdes, podendo ser denominado também como
um [F-espagco com base 1,4, j, k, em que os parametros ¢ € j sdo geradores que satisfazem as
seguintes relagdes (LAM, 2005):

l=q, j2=8, ij =—ji. (3.18)

1
Define-se, ainda, k := ij € A e tem-se k* = (ij)(ij) = —i*j> = —af € F, e ik = —ki = aj,

kj = —jk = pi, de modo que os elementos ¢, j, k sdo anticomutativos. E importante notar

—1,-1
R

quatérnios sobre os reais, isto €, os quatérnios de Hamilton que sdo descritos na tltima sec¢ao

a8
F

que, paraocasoem que F = Rea = f = —1, ( ) € o anel de divisdo usual dos

e que podem ser denotados por H (LAM, 2005). A estrutura denotada por ( ) estabelecida

sobre [F, corresponde a uma generalizacao direta de H.
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Teorema 3.1. O conjunto {1,1, j, k} forma uma F-base para A, de modo que dimpA = 4.

Demonstragdo. Sejam e § pertencentes ao fecho algébrico' E de IF tais que 72 = —a e 6% = f3;
considere as matrizes
A
= 0
|09
Jo = [ 50

em M,(EE) (a algebra das matrizes 2 x 2 sobre E). Calculos diretos mostram que i2 = ol e
jo = B1, em que I denota a matriz identidade 2 x 2 e

- v 0 iy

tojJo = 0 —6 = —Jo%o-
Assim, existe um homomorfismo ¢ : (o%_ﬁ) — My(E), com (i) = ig e ¢(j) = jo. Uma vez que
o conjunto {I, i, jo, i0jo } € claramente linearmente independente sobre E, o conjunto {1, 4, 7,75}

¢ linearmente independente sobre [. 0

Conforme indicado anteriormente, H € uma algebra de divisao, isto é, cada elemento
ndo-nulo de H € inversivel. Em geral, (%) ndo precisa ser uma dlgebra de divisdo; isso depende

da escolha de IF, o e 3. De fato, hd apenas duas possibilidades:

1. (QTB) € uma dlgebra de divisao;

2. (QTB) ¢ isomorfico a My (TF), a dlgebra de matrizes 2 X 2 com entradas pertencentes a IF.

A forma mais rdpida de enxergar as duas possibilidades enumeradas € notar que (O‘Tﬁ) ¢ uma
dlgebra simples central, ou seja, ela tem [F como centro e é simples por ndo possuir ideais bilaterais
nao-triviais, e, entdo, empregar um famoso teorema estabelecido por J. H. M. Wedderburn em
1907. Este teorema afirma que qualquer algebra simples central, com dimensdo finita sobre seu
centro, é isomérfica a uma dlgebra M,, (D) para algum inteiro n e alguma dlgebra de divisdo D
sobre [F. Considerando que dimp (%ﬂ) = 4 e dimgM,,(D) = n?, as dnicas possibilidades sdo
n=1, (%) =Doun=2D=TF (LAM, 2005).

A identifica¢do do caso em que determinada dlgebra de quatérnios se enquadra depende

de propriedades da respectiva norma. Para esclarecer tal questdo, considere ¢ € (QT'B) q =

a + bi + ¢j + dk, e seu conjugado ¢* = a — bi — ¢j — dk; considere também o mapeamento
N : (2£) - F, tal que N(q) = ¢*¢ para cada ¢ € (%£). Como

N(q) = ¢"q = q¢" = a* — ab® — Bc* + afd?,

Uma extensdo E de um corpo F é um fecho algébrico de F quando E é uma extensao algébrica que ¢ algebri-
camente fechada, isto €, contém todas as raizes de polindmios com coeficientes em F. Levando em conta a
possibilidade de isomorfismo, cada corpo FF tem apenas um fecho algébrico.

1
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N pode ser visto como uma forma quadritica em quatro varidveis, a, b, c e d, a qual € conhecida
como forma de norma da élgebra de quatérnios. Na notacao padrdo da teoria de formas qua-
dréticas, essa forma é denotada por (1, —«, — 3, a/3), o0 que corresponde a representar a forma
quadrética por uma matriz diagonal com 1, —a, —f e a8 como entradas (LAM, 2005).

Sempre que N(q) # 0, o elemento ¢ é inversivel; seu inverso é dado por (ﬁ) q*. De

fato, ¢ é inversivel, se e somente se N(q) # 0, uma vez que N (q) = 0 implica que ¢ é um divisor

de 0. Com isso, tem-se o seguinte:

Teorema 3.2. A dlgebra de quatérnios (a]F_ﬁ) ¢é uma dlgebra de divisdo se e somente se sua forma

de norma ndo representa zero ndo-trivialmente, isto é, N(q) = 0 = q = 0 (LAM, 2005).

Na linguagem da teoria de formas quadraticas, uma forma que satisfaz a condigdo
enunciada no Teorema 3.2 € dita ser anisotropica. Empregando tal terminologia, pode-se afirmar,
por exemplo, que a forma de norma de qualquer dlgebra de quatérnios (%), em que [F € um
corpo finito, € isotropica; consequentemente, (%ﬁ) ¢ isomorfico a M, (IF). Esse isomorfismo
pode ser explicitado mapeando-se, por exemplo, ¢ em

t 0

0 —i
ejem

0 1

-1 0
Com isso, tem-se k := 17 = —j7 mapeado em

0 2

0

Dessa forma, ¢ = a + bi + ¢j + dk é mapeado na matriz

Q- at+bi cH+di
—c+di a—"bi |’

como visto em (LEWIS, 2006; ELL; BIHAN; SANGWINE, 2014).

De fato, ao longo deste trabalho, sdo considerados predominantemente quatérnios gene-
ralizados em que F = [F,, € um corpo finito primo (com caracteristica impar p); isso porque €
sobre esses quatérnios que se pretende definir uma transformada andloga a de Fourier. O estudo
de operacgdes e de propriedades envolvendo especificamente esses quatérnios, aparentemente,
nao se encontra disponivel na literatura. De qualquer forma, algumas dessas operacdes e pro-
priedades sd@o meras extensdes do que se tem para os quatérnios de Hamilton. A adi¢@o e os
produtos, por exemplo, sdo efetuados conforme as regras anteriormente expostas neste capitulo,

porém, considerando o uso da aritmética modular apropriada ao se somar, multiplicar ou tomar o
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simétrico aditivo de elementos pertencentes a IF,,, e levando em conta o fato de que « e 5 ndo sdo

necessariamente iguais a —1.

O complexo conjugado de um quatérnio generalizado sobre [F, também € dado como
em (3.10), tomando-se os simétricos aditivos médulo p de by, ¢; e dy, naturalmente. De modo
semelhante, define-se a norma de um quatérnio generalizado sobre [F,, bem como o seu inverso.
Conforme anteriormente discutido, um desses quatérnios generalizados, ainda que ndo seja nulo,
pode ter norma nula, o que, obviamente, implica em sua ndo invertibilidade. Um quatérnio
sobre IF), unitdrio € aquele que tem norma igual a 1. As operagdes e propriedades mencionadas
podem ser, respectivamente, efetuadas e verificadas considerando a representacdo matricial dos

quatérnios em questao.

Um quatérnio generalizado ¢ = a + bi + ¢j + dk pode ser escrito em termos de suas

partes escalar e vetorial como
q=5(q) +V(q),

emque S(q) = ae V(q) = bi+cj+ dk. Isso permite que se obtenha o seguinte desenvolvimento
a respeito do produto entre dois quatérnios generalizados ¢; = a1 + b1i + c1) + dik e ¢ =
as + ng + CQj + ko?Z

01q2 = (S(q1) +V(q))(S(q1) + Viq))
q1)S(q2) + S(q1)V(q1) + S(@2)V(q) + V(q1)V(ge)
01)5(q2)+S(q1)V (q2) +V(q1)S(q2) =V (q1)  V(g2) + V(1) X V(g2).  (3.19)

S(
S(

Na ultima equagdo, e e X denotam respectivamente o produto escalar e o vetorial entre os

operandos; no caso generalizado, tais produtos sdo calculados de acordo com

Vig) e V(ga) := —b1bai® — c1005% — didak? (3.20)
e
i j ok
V() xV(g) = | by 1 dy | := (crda—cady)i+ (diba—bids)j+ (bico — c1bo)k. (3.21)
b2 Cy d2

A proposi¢cdo a seguir, que constitui uma contribuicdo original desta tese, € ttil na

caracterizacao de poténcias de um quatérnio generalizado sobre corpos finitos.

Proposicdo 3.1. Seja ¢ = S(q) + V(q) um quatérnio sobre IF,,. Qualquer poténcia de q possui
como sua parte vetorial V (q*), © € Z, um miiltiplo escalar de V (q), isto é, V (¢*) = pV (q),
p € I,

Demonstragdo. Usando (3.19), ¢* pode ser escrito como

¢ =5S(q)Sq) = V(g) e V(g) + S(@)V(q) + V(9)S(q) + V(g) x V().
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O tltimo termo da dltima equagio € nulo, de modo que se tem
¢* = S(¢*) +V(¢*),

em que S(¢?) = S(q)S(q) + V(q) ® V(q) e V(¢*) = 25(q)V (g). Considerando o fato de que o
produto vetorial entre dois vetores que possuem a mesma dire¢do € nulo, uma conclusio similar

pode ser obtida para ¢*, x = 3,4, ..., de onde o resultado segue. [

A seguir, caracteriza-se o conjunto unimodular relacionado a quatérnios generalizados

sobre I,,.
Defini¢ao 3.1. O conjunto unimodular de (O]“F—f) ¢ o conjunto Q; , formado pelos elementos
q = a+bi+cj+dk, tais que q¢* = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = a®>—b**> -2 j2—d*k* =

1 (mod p), isto é, |q|* = 1.
Na proposi¢do a seguir, caracteriza-se o conjunto (); , com respeito ao seu fechamento

sob a operacdo de multiplicacao.

Proposicao 3.2. O conjunto Q) ,, € fechado com respeito a operagdo de multiplicagdo.

Demonstragdo. Seja g3 = q1q2 um quatérnio generalizado sobre I, € ¢, g2 € Q; . Claramente,
tem-se q3_1 = qgqul = ¢5q;. Se escrever-se q; = a1 +b1i+c1j+dike gy = as+byi+coj+dok,

pode-se demonstrar diretamente que ¢; = (q1¢2)* = ¢3¢} = g5 ', de onde segue o resultado. []

As representagdes na forma de Cayley-Dickson e na simplética também sdo admissiveis
para os quatérnios generalizados considerados. Observe que, nesta dltima representacio, o que
basicamente se tem € a escrita de um quatérnio numa base (u1, 2, ti3) formada por quatérnios
puros. Assim, diferentemente do que normalmente se estabelece no caso de quatérnios de
Hamilton, ndo € necessario que ji1, j2 € 43, ViStos como vetores num espaco tridimensional,
formem um conjunto ortonormal, isto €, sejam ortogonais e de norma unitdria; € suficiente
que eles formem um conjunto linearmente independente para que a referida representacao seja

factivel.

3.2.1 Trigonometria sobre Quatérnios Generalizados em Corpos Finitos

Esta secdo, € toda constituida de contribui¢des originais desta tese. Sdo introduzidos
conceitos relacionados a trigonometria sobre quatérnios cujas componentes pertencem a um
corpo finito [F,. Isso permitird estender a férmula de Euler ao cendrio em questdo e obter
diversos outros resultados interessantes. Primeiramente, sdo definidas as funcdes cosseno e seno

relacionadas ao angulo de um quatérnio q € (O{F—p)
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Definicao 3.2. Seja g € (?‘F—B> um quatérnio generalizado com ordem multiplicativa® denotada
P
por ord(q) e 1 um quatérnio puro pertencente & mesma estrutura. O cosseno e o seno quaternio-

nicos do angulo relacionado a ¢*, a x-ésima poténcia de ¢, sdo definidos respectivamente como

cosy(z) = “Tq_ (3.22)
€
seng(z) = %, (3.23)

x=0,1,...,ord(q) — 1.

Usando a Defini¢do 3.2, estabelece-se a seguinte generalizacdo para a férmula de Euler:

q" = cosy(z) + p seny(x). (3.24)

Propriedades relacionadas as fungdes cos,(z) e sen,(x) também podem ser derivadas.
De forma bem direta, verifica-se que tais fungdes possuem, respectivamente, simetria par e impar,
isto &, cos,(x) = cos,(—x) e sen,(r) = —sen,(—z). Os argumentos do cosseno e do seno
quaternidnicos sdo sempre calculados (mod ord(q)); a ordem ord(q) também corresponde ao
periodo de tais funcdes. Se cossenos e senos quaternionicos forem calculados com respeito a um

quatérnio generalizado unimodular, a seguinte proposi¢cdo pode ser estabelecida.

Proposicao 3.3. Sejam q € Q; , um quatérnio generalizado unimodular com ordem multiplica-
tiva denotada por ord(q) e p = V (1) um quatérnio puro que satisfaz p = vV (q), v € F,ev # 0.
Entdo, o cosseno e o seno quaternionicos do dngulo relacionado a ¢*, x = 0,1, ... ord(q) — 1,

pertencem a IF),. Mais especificamente, cosseno e seno sdo dados por

cosq(x) = S(¢"). (3.25)
e
seng(x) = V(;]:”) (3.26)

Demonstragdo. Uma vez que Q) , € fechado com respeito a multiplicacdo (Proposigdo 3.2),
se q € unimodular, entdo ¢* também € unimodular. Dessa forma, se ¢* for escrito como ¢* =
a+ bi + cj + dk, tem-se g7 = (¢")* = a — bi — c¢j — dk e, portanto, (3.22) pode ser expressa

como
a+bi+cj+dk+a—bi—cj—dk
5 -

Detalhes relacionados a ordem multiplicativa de quatérnios generalizados sobre [IF}, sdo discutidos na préxima
secdo; por enquanto, assume-se simplesmente que os quatérnios em questdo possuem tal ordem.

cosy(x) =

a=5(q").

2
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De modo similar, (3.23) pode ser expressa como

a+bi+cj+dk—a+bit+ci+dk  (bi+cj+dk)  V(g®)

20 It %

seny(z) =

Devido a Proposicdo 3.1, sabe-se que existe um elemento p € [, tal que V(¢*) = pV(q).

Portanto, a tltima equacao pode ser reescrita como

seny(z) = pV{a) =pv 1.

vV (q)

]

A seguinte proposicao indica que € possivel escolher um quatérnio generalizado unimo-
dular ¢ e um inteiro Gaussiano unimodular ¢ sobre [F,,, de modo que se obtenha coincidéncia,
para cada argumento inteiro x, entre os senos e cossenos calculados com respeito aos referidos

elementos, isto &, cos,(x) = cos¢(z) e sen,(z) = sen¢(z).

Proposicio 3.4. Se g = a+bi + cj + dk € Qq,, € um quatérnio generalizado unimodular sobre
F, e ( = ay + byi € Gy, € um inteiro Gaussiano unimodular sobre F,, tais que a; = a = S(q)
e (b17)* = V(q) @ V(q) = b** + *5% + d*k? e p = V(1) é um quatérnio puro que satisfaz
p="b7"V(q), by € F, eb; # 0, entdo cos,(r) = cos¢(r) e sen,(z) = sen¢(z), para todo
x € 7.

Demonstragcdo. Usando o Teorema Binomial, a seguinte expansdo pode ser realizada:

7= @+ vy = () s v
Uma vez que [V (q)]? =V (q) e V(q) + V(q) x V(q) = V(q) ® V(q) (veja a prova da Proposi-
¢io 3.1), sabe-se que [V (q)]* = [V (q) e V(¢)]2, se k for par, e [V (q)]F = [V(q) ® V()] = V(q).

se k for impar. Isso permite reescrever a tltima equacdo como

=3 (1)@ @ vl X (F)serve s vie T v

k par k fmpar

a qual, juntamente com a Proposi¢do 3.3, permite que se conclua que

cosy(a) = 3 () Ist@ V(@) 0 Vol (3.27)
o) - St QISP V)« V] 7 V(o) .

10
= (,ﬁ) [S(@)) [V (g) e V()] = br. (3.29)

k impar
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De modo similar, obtém-se

¢" = (ay +bii)" = (i) aj " (b1i)* (3.30)
=0
_Z< ) e+ 3 ( > (010 % by (3.31)
k par k impar

e, usando a Proposicao 2.2, conclui-se que

cosc(z) =Y (i) > (b10)2]% = cos,(z) (3.32)

k par

sen¢(z) = Z (i) a‘f‘k[(bli)Q]k?;lbl = seny(x). (3.33)

k impar

3.2.2 Exemplos

Exemplo 3.1. Neste exemplo, sdo ilustrados alguns conceitos relacionados a quatérnios ge-
neralizados sobre corpos finitos. E considerada a dlgebra A = (%), 0 que significa que se
tem 1> = j2 = a = B = 6. No que se segue, todas as operacdes entre escalares sdo efetuadas
utilizando aritmética médulo 7 (o simbolo “(mod T7)” é omitido, exceto em pontos do texto em

que seu uso seja util para evitar interpretacdoes erroneas). E considerado o quatérnio
¢ =14+30+45 + 2k,
o qual pode ser mapeado na matriz

143 4424
3+2t 1+4

A parte real e a imagindria de q, sdo S(q1) = 1 e V(q1) = 3i + 45 + 2k, respectivamente. O
produto entre ¢, e um quatérnio q; = 3 + 31 + j + 6k é dado por

O complexo conjugado de q1 é ¢ = S(q1) — V(q1) = 1 + 4i + 35 + 5k. O mddulo de q, é

calculada por

| = V12 4+ 32 + 42422 = /2 = +4 (mod 7).

Observe que, diferentemente do que acontece com os quatérnios de Hamilton, em que se toma o
valor positivo da raiz quadrada da qual se calcula a norma de um quatérnio, quando quatérnios

generalizados sobre corpos finitos sdo considerados, parece ndo haver um critério claro para
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escolher entre os dois possiveis valores de tal raiz. Assim, em principio, tal escolha seria
arbitrdria e, no exemplo, poder-se-ia deliberadamente considerar |q,| = 4 ou |q| = 3. Essa

questdo ndo influencia no cdlculo do inverso de q,, que é naturalmente tinico e dado por

*

gt = |511|2 =4+ 2i +5j + 6k.

Na forma de Cayley-Dickson, q, é escrito como

q=(1+3i)+ (44 20)j.
Para expressar q, numa forma simplética, pode-se considerar, por exemplo, os quatérnios puros
unitdrios

iy = 3i + 25 + 4k

fo = 41 + 45 + 2Kk,
para os quais se tem

ey =3-442-444-2=0(mod 7)

e, portanto, (11 L . Obtém-se ji3 = 1o = 21 4 37 + 4k, o qual é também unitdrio e satisfaz

s L py e ps L o e dai, a representagdo simplética de q,, que é dada por

¢ = (14 4pr) + (4 4 5uq ) pao;

na ultima expressdo, A’ = 1 + 4puy e B' = 4 + by sdo, respectivamente, a parte simplex e a

perplex do quatérnio. Expandindo a ultima equagdo, tem-se, naturalmente,
@1 = 1+ 4py + 4po + Sps,

cuja correspondéncia com a representacdo original de ¢, isto é, na base (i, j, k), pode ser

verificada. A ordem multiplicativa de ¢, é ord(q;) = 24.

3.3 ORDEM MULTIPLICATIVA DE QUATERNIOS GENERALIZADOS SOBRE F,

Nesta secao, que € preenchida apenas por contribui¢des originais desta tese, sdo aborda-
dos alguns aspectos importantes relativos a ordem multiplicativa de quatérnios generalizados so-

bre IF,,. Deste ponto em diante, considera-se especificamente que &« = f = —1 = (p—1) (mod p),

—1,—1
FP

mente, considera-se o caso em que p = 3 (mod 4). Sdo considerados quatérnios

ou seja, considera-se a dlgebra < ), embora se possa atribuir outros valores a « e /3. Inicial-

q=a+bi+cj+dk, (3.34)
em que a, b, ¢, d € IF,, que, na forma matricial, sdo escritos como

a+b c+di

Q= —c+di a—bi

; (3.35)
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em que i = (p — 1) (mod p).
Calculando-se o polindmio caracteristico de Q por 7(\) = det(Q — AI), obtém-se
r(A) = A —2a\ +a® + b* + & + d°. (3.36)
As raizes de (), que correspondem aos autovalores de Q, sdo entdo dadas por

A=a+tV-b—c2—d2 (3.37)

Excluindo os casos em que pelo menos um autovalor € nulo (Q ndo possuiria inversa e, portanto,

também nao possuiria ordem multiplicativa definida), sdo considerados os casos a seguir.

e Caso 1: b + ¢ + d*> = 0 (mod p). Neste caso, tem-se A = a € F,, isto é, Q possui dois

autovalores iguais. Os dois subcasos a seguir sao considerados.

— Subcaso 1.1: b =0ouc = 0oud = 0. A condi¢do que determina o presente subcaso,
unida a condi¢do que determina o caso 1, implica que b = ¢ = d = 0. Assim, Q se
reduz a uma matriz da forma

a 0
Q_[Oa]’ (3.33)

e, portanto, tem-se ord(Q) = ord(a).

— Subcaso 1.2: b # 0 ou c # 0 oud # 0. A condi¢do que determina o presente subcaso,
unida a condi¢do que determina o caso 1, implicaque b # 0, ¢ # 0 e d # 0. Assim,
denotando por v = [v(0) v(1)] um autovetor de Q, pode-se escrever Qv’ = av’, o

que produz o sistema de equagdes

biv(0) —l-'(c + di)vgl) =0, (3.39)
(—c+ di)v(0) — biv(1) = 0.
Do sistema acima, obtém-se a relacao
b
0) = 1 3.40

o que indica que a multiplicidade geométrica de A = a € igual a my(a) = 1. Assim,

Q € ndo-diagonalizdvel e admite forma normal de Jordan

a 1
Jq = [ ] ) (3.41)
0 a
Calculando Jo™, param = 2, 3,4, .. ., observa-se que, em geral, tem-se
m m—1
JQ™ = [ @ oma ] . (3.42)
0 a™

Portanto, Jo™ = I apenas quando ™ = 1 (mod p), isto é, quando m for um
multiplo de ord(a), € quando ma™ ! = 0 (mod p), isto é, quando m = 0 (mod p).
Assim, ord(Q) = ord(Jq) = mmc(ord(a),p) = ord(a) x p, em que mmc significa

o minimo multiplo comum.
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e Caso 2: b+ c? +d? # 0. Neste caso, Q possui dois autovalores distintos e admite a forma

diagonal

Aq =

A0
1 : (3.43)
0 X

emque \y = a+ V- —-c—d’e )l = a— vV—b>—c?—d>? Assim, ord(Q) =
ord(Aq) = mmc(ord(A;), ord(Az)).

E necessario considerar, também, o caso em que p = 1 (mod 4), quando, fazendo-se
i* = (p—1) (mod p), tem-se i = j = k =\/—1 € F,. A ordem multiplicativa de Q pode ser
determinada de acordo com os seguintes casos.

e Caso 1: b + ¢? + d* = 0. Neste caso, tem-se A\; = A\ = a € [F,,. Os seguintes subcasos

precisam ser considerados.

— Subcaso 1.1: b = ¢ = d = 0. A condi¢do que determina este subcaso € idéntica
aquela considerada no subcaso 1.1 para p = 3 (mod 4) e, portanto, leva a0 mesmo

resultado.

— Subcaso 1.2: b = 0 e c # 0 e d # 0. Neste caso, tem-se ¢ = —d? = ¢ = =+di.

Assumindo que ¢ = di, Q se reduz a uma matriz na forma

Q= [a 2di ] (3.44)
0 a

Denotando por v = [v(0) v(1)] um autovetor de Q, pode-se escrever Qv? = av’, o

que produz o sistema de equagdes

{ av(0) + 2div(1) = av(0),

av(l) = av(l). (43

A solug@o de (3.45) é simplesmente v(1) = 0, a qual indica que a multiplicidade
geométrica de \; = Ay = a é my(a) = 1. Portanto, Q é ndo-diagonalizdvel e admite
a forma normal de Jordan

qulg i] (3.46)

Analogamente ao subcaso 1.2 para p = 3 (mod 4), conclui-se que ord(Q) =
ord(Jq) = mmc(ord(a), p). Obtém-se o mesmo resultado se c = —diouc =0e
b#0ed#0oud=0eb#0ec#0.

— Subcaso 1.3: b # 0 e ¢ # 0 e d # 0. Neste caso, pode-se escrever b = —(c? +d?) =
b= +ivc2+d?, comi € F,. Assumindo que b = iv/c? + d?, Q se reduz a uma

matriz na forma

— 2 d2 d
Q- a—ce + c—+adr . (3.47)
—c+di a4+ e+ d?
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Denotando por v = [v(0) v(1)] um autovetor de Q, pode-se escrever Qv = av’, 0

que produz o sistema de equagdes

-2+ d?v(0) + (c+di)v(l) =0
(—c+di)v(0) + V2 + d?v(1) =0

(3.48)

De (3.48), obtém-se a relacao

v
—c+di

U<O) = - (1)7

a qual indica que a multiplicidade geométrica de \y = Ay = a é my(a) = 1.
Portanto, Q € ndo-diagonalizdvel e admite a forma normal de Jordan (3.46). Analo-
gamente ao subcaso 1.2 para p = 3 (mod 4), conclui-se que ord(Q) = ord(Jq) =
mmc(ord(a),p) = ord(a) x p. Obtém-se 0 mesmo resultado se b = —iv/c2 + d2.

Um desenvolvimento similar € obtido se realizar-se, inicialmente, uma substitui¢dao

conforme ¢ = +ivb? + d? ou d = +iv/b? + 2.

e Caso 2: b? + c® + d? # 0. Neste caso, Q possui dois autovalores distintos e admite forma
diagonal

A1 0

A:
Q 0 A

) (3.49)

Assim, ord(Q) = ord(Aq) = mmc(ord(A;), ord(A2)).

3.3.1 Exemplos

A seguir, sdo dados alguns exemplos de quatérnios generalizados sobre corpos finitos;
para cada exemplo, indica-se em qual dos casos anteriormente analisados o quatérnio considerado

se encaixa e fornece-se a sua ordem multiplicativa.

Exemplo 3.2. Considere o quatérnio generalizado sobre IFyy,
q=2+ 0+ 05 + Ok, (3.50)

em que i = j = /10 (mod 11). Na forma matricial, q é escrito como

2 0
Qzlozl. (3.51)

Este quatérnio, que se encaixa no Subcaso 1.1 para p = 3 (mod 4), possui ordem multiplicativa
coincidente com a ordem multiplicativa de 2 no grupo ciclico de F1, isto é, ord(q) = ord(2) =
10.
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Exemplo 3.3. Considere o quatérnio generalizado sobre Fy4,
q=2+ 21+ 35 + 8k, (3.52)
em que i = j = +/10 (mod 11). Na forma matricial, q € escrito como

2421 3+ &

Q=1 3.8 2-9

) (3.53)

Este quatérnio se encaixa no Subcaso 1.2 para p = 3 (mod 4), uma vez que 2* + 3> + 8% =
0 (mod 11). Sua ordem multiplicativa é, portanto, dada por ord(q) = mmc(ord(a),p) =
mmc(ord(2),11) = ord(2) x p = 110.

Exemplo 3.4. Considere o quatérnio generalizado sobre F1,
q=1+42i4 35 + 4k, (3.54)
em que i = j = /10 (mod 11). Na forma matricial, q é escrito como

1+20 344

Q= 34 1o

) (3.55)

Este quatérnio se encaixa no Caso 2 para p = 3 (mod 4), uma vez que Q possui dois auto-
valores distintos \y = 3 e Ay = 10, esses autovalores possuem ordens multiplicativas dadas,
respectivamente, por ord(3) = 5 e ord(10) = 2. Assim, a ordem multiplicativa de q é dada por
ord(q) = mmc(ord(Ay),ord(Az)) = mme(5,2) = 10.

Exemplo 3.5. Considere o quatérnio generalizado sobre F,
qg=0+42i4 35 + 4k, (3.56)
em que i = j = /10 (mod 11). Na forma matricial, q é escrito como

2 3+ 4

Q=1 5 4w

(3.57)

Este quatérnio se encaixa no Caso 2 para p = 3 (mod 4), uma vez que Q possui dois autovalores
distintos \y = 2 e \y = 9; esses autovalores possuem a mesma ordem multiplicativa ord(2) = 10
e ord(9) = 5. Assim, a ordem multiplicativa de q é dada por ord(q) = ord(\;) = ord(\y) =
10.

Como os casos analisados para p = 1(mod4) sdo similares aqueles em que p = 3(mod4),
a seguir, apresenta-se apenas um exemplo de ordem multiplicativa de um quatérnio generalizado
sobre um corpo finito I, em que p = 1 (mod 4). O quatérnio em questdo serd usado na defini¢do

de uma transformada que pode ser aplicada ao processamento de imagens coloridas.
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Exemplo 3.6. Considere o quatérnio generalizado sobre Fos7,
q="T7+8i+4j + 8k, (3.58)
em que i = j = /256 (mod 257) = 16 (mod 257). Na forma matricial, q é escrito como

7+ 8i 4+ 81

Q=1 25318 74 249

) (3.59)

Este quatérnio se encaixa no Caso 2 para p = 1 (mod 4), uma vez que Q possui dois autovalores
distintos \y = 72 e \y = 199, esses autovalores possuem a mesma ordem multiplicativa
ord(72) = ord(199) = 128. Assim, a ordem multiplicativa de q é dada por ord(q) = ord(\;) =
ord(Ag) = 128.

Os casos analisados, tanto para p = 3 (mod 4) quanto para p = 1 (mod 4), ddo suporte

ao lema a seguir.

Lema 3.1. Um quatérnio generalizado q sobre I,,, com matriz associada Q e que possui ordem
multiplicativa ord(q) = ord(Q) = N, satisfaz

p

N 0
, N #£0(mod p), sek =0,
. K N] Z 0 ( p)
Q=1 (3.60)
m=0 0 0
]:0, sek=1,2,...,N—1,
0 0
\ L
se, e somente se
0
Q:[g a] 3.61)

ou se Q possuir dois autovalores distintos com ordens multiplicativas coincidentes.

Demonstragdo. Seja Sy (k) = 3."_ Q™. Se Q for do tipo analisado nos subcasos 1.1 (vide
parte inicial desta se¢do), entdo ord(Q) = N = ord(a) e, assim, N|(p — 1); se Q for do tipo
analisado nos casos 2, com os autovalores A\; e s tendo ordens multiplicativas coincidentes,
entdo ord(Q) = N = ord()\;) = ord(\2) e, assim, N|(p? — 1). Logo, se Q for de um dos dois
tipos indicados no enunciado do lema, tem-se ord(Q) = N # 0 (mod p), e, portanto,

N-1 N-1 N-1 N 0

SN(O):Z(QO)m:ZIm:ZI:[ ]
m=0 m=0 m=0 0 N

Para k = 1,2,..., N — 1, considerando o Lema 2.1, tem-se, se Q for do tipo analisado nos

S — S akm 0 oo
wik) = 0 SNLgkm g o |

subcasos 1.1,
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se Q for do tipo analisado nos casos 2, com os autovalores tendo ordens multiplicativas coinci-
dentes, tem-se

N-1 ykm
A 0 0 0 0 0
Sw(k) = v | Zmo A" 0 Cviev Vvl — |
0 SON-LE 0 0 0 0

em que V € uma matriz cujas colunas sdo autovetores de QQ associados aos autovalores \; e Ao.

Por outro lado, se Q nao for de um dos tipos indicados no enunciado do lema, essa
matriz se enquadra nos subcasos 1.2, no subcaso 1.3 (p = 1 (mod 4)) ou nos casos 2, com
os autovalores \; e s tendo ordens multiplicativas distintas. Se QQ for do tipo analisado nos
subcasos 1.2 ou 1.3, tem-se N = ord(Q)|p e, assim, Sy (0) = 0; isso viola o que se estabelece
na primeira parte de (3.60). Se Q for do tipo analisado nos casos 2, com ord(\;) # ord(As),
pode-se assumir, sem perda de generalidade, que ord(\;) < ord(\2) < ord(Q) = N. Assim,

tem-se

o AT 0 4 N0
0 ZNfl )\ord()\l)m Vo=V 0 0 v 7£ 07

m=0 "'2

Sy(ord(M\)) =V

0 que viola o que se estabelece na segunda parte de (3.60). [
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4 A TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER QUATERNIONICA

Neste capitulo, é introduzida uma transformada numérica de Fourier quaternidnica, a
qual constitui a principal contribui¢do desta tese. A transformada € identificada pelo acrénimo
QFNT, do inglés quaternion Fourier number transform. Os resultados derivados na Secdo 3.3,
sobre a ordem multiplicativa de quatérnios generalizados sobre corpos finitos, sdo essenciais
para a definicdo da QFNT, a qual é apresentada na Secao 4.1. Na Sec¢do 4.2, sdo discutidas as
principais propriedades da QFNT; na Sec¢do 4.3, sdo apresentadas proposi¢des relacionadas aos
autovalores e autovetores da matriz da QFNT; por fim, na Secao 4.4, sdo discutidas de forma

preliminar algumas questdes relacionadas ao calculo da QFNT.

4.1 A TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER QUATERNIONICA

A seguir, € introduzida uma defini¢io para a transformada numérica de Fourier quaternid-
nica e determinada a respectiva transformada inversa. A transformada corresponde, a uma versao
sobre corpos finitos da versao discreta da transformada de Fourier quaternidnica, conforme apre-
sentado em (ELL; SANGWINE, 2007), por exemplo. De qualquer maneira, o estabelecimento da
QFNT depende de todo o desenvolvimento realizado na Secdo 3.3; sua invertibilidade depende,
em particular, das condi¢des dadas no Lema 3.1, as quais sdo completamente dissociadas do que

se considera no cendrio usual de defini¢do da transformada, isto €, sobre quatérnios de Hamilton.

Defini¢ao 4.1. Seja ¢ um quatérnio generalizado sobre [F),, com ordem multiplicativa dada por

ord(q) = N e que satisfaz as condi¢oes dadas no Lema 3.1. A transformada numérica de Fourier

quaternidnica (a direita) de um vetor x = (z(n)), z(n) € (7%,;1)’ n=01,...,N—1,€o0
—1,—1 . . ~
vetor X = (XE(k)), XT(k) € ( £ ), k=0,1,...,N — 1, cujas componentes sio dadas
por
N-1
XE(k) = z(n)g™. 4.1)
n=0

Teorema 4.1. Seja q um quatérnio generalizado sobre ), com ordem multiplicativa dada
por ord(q) = N e que satisfaz as condi¢des dadas no Lema 3.1. A transformada numérica
de Fourier quaterniénica (a direita) inversa de um vetor X = (X%(k)), X% (k) € (7%5’;1),

k=0,1,...,N —1, é ovetor x = (x(n)), z(n) € (_1157,,_1)’ n=01,....,.N —1, cujas

componentes sdo dadas por

1 N-1
w(n) = & > X (k). (4.2)
k=0
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Demonstracdo. Substituindo, em (4.2), X (k) pela expressio (4.1) com n substituido por m,

obtém-se
1 N—-1 /N—-1
o) = 3 (S almyg )
k=0 m=0
1 N-1 N-1
= k(m—n)
m=0 k=0

Se as componentes do vetor x e o quatérnio g forem tratados em seus respectivos formatos
matriciais, de acordo com o Lema 3.1, sempre que m # n no primeiro somatdrio da dltima
equacgdo, o segundo somatdrio da mesma equagdo resulta numa matriz 2 x 2 nula; por outro lado,
se m = n, o segundo somatoério fornece a matriz N - I, em que I, é a matriz identidade 2 x 2.

Assim, a dltima equagdo se resume a

1 N 0

Na:(n) 0N = z(n).

]

O célculo de uma QFNT pode ser expresso como um produto matricial entre o vetor x e
uma matriz de transformag¢do F, cuja componente na n-ésima linha e na k-ésima coluna € dada

por
Fy(n, k) = q", (4.3)
n,k=0,1,..., N — 1. Assim, tem-se
X = xF,.
Consequentemente, o calculo de uma QFNT inversa pode ser expresso como
X = XRF(;l,

em que

_ Lk
F, 1(k’,n)zﬁq kn

A QFNT também pode ser definida a esquerda, bastando que, em (4.1) e (4.2), sejam per-
mutadas as posicdes do nicleo da transformada e da componente do vetor que o estd ponderando.
Neste caso, o vetor da QFNT seria denotado por X = (XL(k)), k = 0,1,..., N — 1. Deste
ponto em diante, sempre que se omitir o tipo da QFNT considerada, o leitor deve assumir que
se estd considerando a QFNT a direita. Ainda com relacdo a transformada definida, € relevante
observar que a op¢ao por representar os quatérnios generalizados envolvidos (componentes
dos vetores e nicleo da transformada) como em (3.34) ou matricialmente, como em (3.35), é

um aspecto puramente computacional, ndo influenciando nos resultados que t€m sido obtidos.
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Para manter a coeréncia com relagdo a isso, na escrita das equagdes, sempre que se optar pela
representacdo matricial QQ do nicleo ¢ da transformada, assume-se que as componentes dos
vetores também sdo representadas matricialmente, ainda que nao se indique tal op¢ao por meio

de uma notagao especifica.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, é considerada a dlgebra A = <?1«+$>’ de modo que se possa definir

uma QFNT cujos quatérnios generalizados tém seus coeficientes sobre 7. Como niicleo da
transformada, emprega-se ¢ = 3 + 3i + j + 6k, que possui ordem multiplicativa ord(q) = 16 e

cuja forma matricial é
34+3i 6+1

Q=1 11 344

Assim, uma QFNT com comprimento N = 16 pode ser obtida. Empregando a Defini¢do 4.1,
calcula-se a QFNT a direita X® = (X%(k)), k = 0,1,...,15, do vetor produzido aleatoria-

mente

[ 5+ 6i+0j + 6k
A+ 0i+1j + 3k
6+ 6i-+ 1 + 6k
6+ 3i + 5j + Ok
2+ 6i + 5j + 6k
A+ 0i 455 + 6k
4+ 5i+5j + 2k
A+ 1i 445 + Ok
14 0i + 05 + 5k
4+ 2i 4 6 + Ok
3+ 2i+ 5 + 5k
14 3+ 3j + 4k
A+ 5i+ 1 + 4k
A+ 1i40j + 3k
6+ 2i + 45 + 1k
5+ 1i + 35 + 4k
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Obtém-se -~
0+ 1:+4+ 65 + 6k

3400+ 15 + 2k
3+ 0i + 55 + 3k
5+ 3i + 55 + 3k
4+ 5i+ 55 + 2k
44 6i+5j + 2k
3+ 3i + 65 + 3k
1+ 0i +2j + 5k
6+ 0i + 15 + 1k
5+ 2 + 35 + 3k
5+ 3i + 05 + 3k
44 3i+5j + 6k
3+ 6i + 55 + 5k
1+ 6i+ 1j + 0k
3+ 2i + 05 + 2k
| 2+ 0i+ 65 + 1k

4.2 PROPRIEDADES DA QFNT

Nesta secao, sdo desenvolvidas algumas propriedades da transformada numérica de
Fourier quaternidonica. De modo andlogo ao que acontece com a transformada numérica de
Fourier ordinéria em relacao a transformada discreta de Fourier, essas propriedades guardam
certa analogia com as propriedades da transformada discreta de Fourier quaternionica. O destaque
fica por conta da propriedade de convolugdo ciclica, a qual se imagina que, também no contexto
quaternidnico, possa ser empregada para realizar filtragem empregando apenas operagdes de
aritmética modular convenientemente adaptadas aos quatérnios generalizados definidos sobre

corpos finitos.

Propriedade 4.1 (Linearidade). Se as QFNT dos vetores x; = (x1(n)) e Xo = (x2(n)), n =
0,1,...,N — 1, cujas componentes sdo quatérnios sobre I¥,, forem, respectivamente, X, =
(X1(k)) e Xo = (Xo(k)), k = 0,1,..., N — 1, entdo, a transformada de x = c¢1X1 + X,
_1’_1>, serd X = 1 X + 5 Xo.

Fp

C1,Co €

Demonstragcdo. A prova dessa propriedade decorre diretamente da Definicdo 4.1, sendo omitida
neste trabalho. O

Propriedade 4.2 (Deslocamento). Seja x = x, +Xpi +X.J +xqk = (z(n)),n=0,1,..., N —
1, um vetor de quatérnios, cujas componentes (vetoriais) X,, Xp, X. € Xq possuem QFNT

identificadas respectivamente por X, X X2 e X Entdo, a QFNT do vetor x' = (2'(n)) =
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(x(n + ny)), em que ng € um inteiro, possui componentes dadas por
XM (k) = ¢ X (k) +ig7 M X (k) + g7 X (k) + ka0 X (R),
k=0,1,...,N—1

Demonstracdo. Fazendo z'(n) = z(n + ng), tem-se

N-1 N-1
X'E(k) = Z 2’ (n)g*" = z(n + ng)g*™. (4.4)
n=0 n=0

Substituindo, na ultima equagdo, n + ng = n’, obtém-se

N-1 N—-1
X/R(k) _ Z x(n/)qk(n’,no) — Z x(n/)qkn’qfkno _ X/R(k)qfkn(). (45)
n'/=0 n'=0

Ou escrevendo x(n') = x4(n') + xp(n')i + x.(n')j + z4(n’)k e expandindo a dltima equagdo

em termos dos componentes do vetor z(n’) , a equagdo se torna

=

X(k) = [wa(n') + ap(n)i + xe(n')] + wa(n') K] ¢ g7 (4.6)

n'/=0

=q "X (k) + i X[ (k) g0 + i X (R)g T + kX (k)g M. (4.7)

Se x for uma sequéncia real, o resultado encontrado coincide com aquele obtido para a proprie-
dade de deslocamento da FNT (naturalmente, com o quatérnio ¢ no lugar do elemento que seria

usado como nucleo da FNT). ]

Propriedade 4.3 (QFNT do impulso). A QFNT do vetor § = [100 - -- 0] € o vetor X = (X (k)),
X(k)=1k=0,1,...,N — 1.

Demonstracdo. A prova segue diretamente da Defini¢do 4.1, visto que, em (4.1), para cada

k=0,1,..., N — 1, 0 tnico termo nio nulo no somatério é igual a X (k) = z(0)¢** =1. O

Propriedade 4.4 (QFNT de uma linha da matriz de transformagao). A QFNT do vetor x =

om 1m 2m N—l)m]

" g g q' , correspondente a m-ésima linha da matriz da respectiva transformada,
éovetor X = N6, = (No(—n — m)).

Demonstragcdo. O produto matricial correspondente ao cdlculo da QFNT pode ser visto como
o célculo de somas de produtos ponto a ponto entre o vetor a ser transformado e cada coluna
da matriz de transformagdo F,. Considerando a composi¢do dessa matriz (vide (4.3)), sabe-
se que sua m-ésima linha corresponde ao conjugado de sua (N — m)-ésima coluna. Assim,
como as referidas somas de produtos podem ser vistas como produtos internos e as colunas
de F, constituem uma base ortogonal para o espago formado por vetores /V-dimensionais

cujos componentes sao quatérnios (na qual o vetor a ser transformado serd expresso), a tinica
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dessas somas de produtos a ser ndo-nula, quando o vetor de entrada € a m-€sima linha de F,
¢ aquela calculada com relagdo a (N — m)-ésima coluna da mesma matriz. O fator IV aparece

multiplicando o impulso deslocado §,, pois a referida base nao € ortonormal (vide Lema 3.1). [

Propriedade 4.5 (QFNT de um vetor constante). A QFNT do vetor constantex = [1 11 --- 1]
éovetor N =[N 00 --- 0]

Demonstracdo. A prova segue diretamente do Lema 3.1. [

Em seguida, desenvolve-se a propriedade de convolugao ciclica para a QFNT. Para
isso, considera-se a definicdo a direita dessa transformada; o resultado da convolugao ciclica
de comprimento N entre x = (z(n)) e h = (h(n)) é denotado pory = x oy h, y = (y(n)),
n=20,1,..., N —1, e dado por

y(n) =z oy h(n Zx (m).

Observe que, em fun¢do da ndo-comutatividade entre as componentes de x e h, a dltima equagdo
corresponde a uma espécie de convolugdo a direita; uma convolucdo a esquerda também poderia

ser considerada.

Propriedade 4.6 (Convolugio ciclica). Sejamx = (x(n)) = (z4(n)+xp(n)i+x.(n)j+zq(n)k)
eh=(h(n)),n=0,1,..., N — 1, vetores cujas componentes sdo quatérnios generalizados

sobre F,. A QFNT da convolugdo ciclica’y de comprimento N entre x e h é dada por

YE(k) = HE(K)XE(k) + i HE (k) X (k) + jH (k) XE (k) + KH™ (k)X (k). (4.8)

Demonstracdo. Da defini¢do da QFNT, pode-se escrever

YE(k) = - [z oy h(n [ - x(n — m)h(m)] q". 4.9)

N—-1 [N-1
_ [ ( ] o (4.10)

= ) [Z h(m)q’“m] ¢ (@.11)

=Y z(n)H (k)™ (4.12)
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N-1
YEE) = [2a(n) + 2p(n')i + ze(n')] + zq(n') k] HE(k)g"™ (4.13)
" N-1 N-1
= H k) > wa(n)g* +iH" (k) > xp(n)g"™ (4.14)
" "
+GHR (k)Y a(n) g™ + EHR (k) > xa(n')g™ (4.15)
n’=0 n/=0

= HE(k)XE(K) +iHE () X (k) + jHER)XE (k) + kKHR(E)XF (k). (4.16)
O
Se a QFNT de x for uma sequéncia real X = X% a iltima equagdo assume a forma
Y (k) = HY (k)X (k).

a qual coincide com o resultado do Teorema da convolugdo ciclica para a FNT. Relagdes

semelhantes sdo obtidas se se considerar a QFNT a esquerda.

Propriedade 4.7 (Teorema de Parseval). Seja x um vetor cujas componentes sdo quatérnios

generalizados sobre F,, e X* sua QFNT a direita, cujo niicleo é um quatérnio unitdrio q. Entdo,

a relagdo
N-1 | Nl
> lxn))? = N > IXFR)P
n=0 k=0
é satisfeita.
Demonstragdo.
N—1 N-1 N—1 [N-1
2 * 1 R —kn *
Z |z(n)|* = z(n)z*(n) = N [ X(k)q ] x*(n) (4.17)
n=0 n=0 n=0 Lk=0
= N-1
= > XE(E)Y [ @ (n) (4.18)
k=0 n=0
= N-1
=¥ XE(k) [x(n)qk”} (4.19)
k=0 n=0
= | Nl
==Y Xk [XEER)] ==Y (X)) 4.20
N2 (k) (X" (k)] w2 X0 (4.20)
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4.3 AUTOESTRUTURA DA QFNT

Nesta secdo, sdo desenvolvidos resultados relacionados a autoestrutura da QFNT. O que
se faz, basicamente, € demonstrar que qualquer autovetor da transformada numérica de Fourier é
também um autovetor da QFNT; além disso, sdo identificados os autovalores aos quais esses
autovetores estdo relacionados, bem como suas multiplicidades. No que segue, considera-se uma
versdo unitdria da QFNT, que consiste, basicamente, em incluir o fator de escala 1/ VN em 4.1)
e trocar o fator de escala 1/N por 1/v/N em (4.2).

Proposicao 4.1. Sejav = (v(n)), n =0,1,..., N — 1, um autovetor associado ao autovalor \
de uma FNT definida com niicleo ( = a; + byi € Gy, tal que ord(¢) = N; seja QFNT uma
transformada definida com niicleo ¢ = a + bi + c¢j + dk € Qu, tal que ord(q) = N, a1 = ae
(b19)? = b%i* + ?5% + d*k2.

(a) Se v tem simetria par (caso em que A\ = =+1), entdo ele também é um autovetor com

autovalor A da QFNT indicada no enunciado da proposigao.

(b) Se v tem simetria impar (caso em que A\ = ++/—1), entdo ele é um autovetor com

autovalor i~ \pi, em que j1 = by 'V (q), da QFNT indicada no enunciado da proposigdo.

Demonstragdo.  (a) Se v tem simetria par, i.e. v(n) = v(N —n),n=1,..., N — 1, entdo
N-1
Z v(n)seny(kn) = 0. (4.21)
n=0

Portanto, empregando (3.24), pode-se escrever

1 1
VEE) = —= ) v(n)d" = — v(n) cosy(kn) + 1 » v(n)seny(kn)
\/N n=0 \/N n=0 ! nz—% '
| Nl B
= —= ) wv(n)cos,(kn). (4.22)
\/N n=0 !
Da Proposicdo 3.4, tem-se que cos¢(z) = cosy(x) e sen¢(x) = seng(x),z =0,1,..., N—

1. Entdo, (4.22) pode ser reescrita como

=
L
=

v(n) cos¢(kn) + i - v(n)senc(kn)

n=0 n
A

I
o

~
=0

v(n)C* = Mv(k).
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(b) De modo andlogo, se v tem simetria impar, i. e. v(n) = —v(N —n),n=1,... , N —1le
v(0) = 0, entdo

=z

v(n) cos,(kn) = 0. (4.23)

3
Il
=)

Portanto, pode-se escrever

. | V= . L= N-1

VE(k) = i 2 v(n)g™ = Wi 2 v(n) cos,(kn) +pu nz% v(n)seny(kn)

N ~ y
I N-1
= i 2 v(n)sen,(kn). (4.24)
Mas, por hipétese
| V-l y i Nl

V(k) = TN 2 v(n)¢"" = Wi 2 v(n)senc(kn) = \v(k), (4.25)

e, entao,
| V=

i nzov( )senc(kn) =i~ (k). (4.26)
Utilizando a ultima equagdo, (4.24) pode ser reescrita como

VE(E) = pim do(k). (4.27)

]

Na Tabela 2, sdo indicados os autovalores da QFNT e suas multiplicidades para diferentes
comprimentos /N; naturalmente, essas multiplicidades sao determinadas com base na correspon-
déncia entre os referidos autovalores e os autovalores da FNT (vide Proposicdo 4.1). Autovetores
associados a autovalores especificos da QFNT podem, entdo, ser construidos empregando as
diferentes técnicas para constru¢ao de autovetores da FNT. Essas técnicas incluem o uso de
matrizes geradoras, de férmulas fechadas, de matrizes comutantes etc. (LIMA; CAMPELLO DE
SOUZA, 2012; LIMA; NOVAES, 2014; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2016; OLIVEIRA
NETO; LIMA; PANARIO, 2018). A seguir, um exemplo ilustrativo dos conceitos abordados

nesta secdo € provido.

Exemplo 4.2. Neste exemplo, ilustra-se a associagcdo entre autovetores e autovalores de uma
QFNT de comprimento N = 8 sobre F;, observe que, neste caso, a QFNT como definida

no inicio deste capitulo e a sua versdo unitdria, considerada nesta secdo, coincidem; isso
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Tabela 2 — Multipicidades dos autovalores da matriz F'; da transformada numérica de Fourier
quaternionica com dimensoes N x N.

I #lp V1) #—1} #u V1
-1

4L L+1 L L L
AL+1| L+1 L L L
AL+2 | L+1 L L+1 L
AL+3 | L+1 L+1 L+1 L

Fonte: O Autor (2019).

acontece porque se tem N = 8 = 1 (mod 7). O niicleo da transformada é o quatérnio
q=2+4i+ 65+ k= a+bi+ cj+ dk, que possui ordem igual a ord(q) = 8, naturalmente, e
que é unimodular, isto é, pertence a Q, ,,. A ideia € realizar um paralelo com a FNT apresentada
no Exemplo 2.2, que ¢ definida empregando o elemento ( = 2 + 21 = a1 + byi, que também
possui ordem ord(C) = 8 e é unimodular, isto é, pertence a Gy 7. Observe que a = a; e que
b2 = b + 2 + d? de modo que q e ( se relacionam conforme indicado nas Proposicées 3.4

e 4.1. Neste caso, tem-se j1 = by 'V (q) = 2i + 3j + 4k. Assim, os vetores

Xe+Xe=[4 4 5 3 4 3 5 4 (4.28)

Xe—Xe=[5 2 5 2 0 2 5 2 (4.29)

que sdo autovetores da FNT apresentada no Exemplo 2.2, com autovalores 1 e —1, respecti-
vamente, sdo também autovetores da QFNT deste exemplo, estando associados aos mesmos

ClbllOVGlOl”@S,' oS vetores

Xo—iXo=[0 0 6 4 0 3 1 0 (4.30)

Xo+iXo=[0 6 4 1 0 6 3 1], 4.31)

que sdo autovetores da FNT apresentada no Exemplo 2.2, com autovalores /—1 = 1 e
—+v/—1 = —1, respectivamente, sdo autovetores da QFNT deste exemplo, estando associa-

dos aos autovalores
+i '/ —1p = £(2i + 35 + 4k).

44 CALCULO DA QFNT

Nesta se¢do, realiza-se uma discussao preliminar sobre formas de calcular a QFNT. O

primeiro método apresentado é uma extensdo, considerando a defini¢do da transformada sobre
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quatérnios generalizados em I, de uma ideia que originalmente considera a QFT e demonstra
que esta pode ser calculada por meio de duas DFT (ELL; SANGWINE, 2007). No presente
contexto, o calculo € feito empregando duas FNT, as quais, por sua vez, podem ser calculadas
empregando algoritmos rapidos conhecidos e que demandam nimeros reduzidos de operagdes
aritméticas de adi¢do e multiplicagdo, quando comparados com a complexidade de O(N?)
exigida pelo calculo direto da transformada. A restricdo deste método € que o nucleo da QFNT a
ser calculada precisa ser um quatérnio puro (ELL; SANGWINE, 2007).

Considere um vetor x = (z(n)),n =0,1,..., N — 1, cuja transformada quaternidnica
X =(X(k)),k=0,1,...,N — 1, deseja-se calcular. Segundo a Defini¢do 4.1, assumindo que
o niicleo da transformada é um quatérnio puro ¢ tal que ord(q) = N, as componentes X (k) sdo

calculadas por
X(k)=Y xz(n)g™. (4.32)

Se se fizer ;11 = ¢ e se encontrar um outro quatérnio puro s tal que py L po, determina-se
um terceiro quatérnio puro p3 e compde-se a base ortogonal (p1, 2, it3), porém a condi¢ao
i1 L pe ndo precisa ser satisfeita; neste caso, a base (u1, p2, 113) ndo seria ortogonal, mas
nada do que se considera no desenvolvimento que se apresenta em seguida, com respeito a
representacio simplética de quatérnios generalizados, seria alterado. Assim, € possivel expressar

as componentes x(n) na forma simplética associada a referida base como

z(n) = (d'(n) + V' (n)p1) + (' (n) + d'(n) 1) pa

e reescrever (4.32) como

N—-1

X(k) = [(d'(n)+(n)u) + (< (n) + d' (n)p) po "

(]

3
o

=z

(a'(n) + V' (n)m)uf™ + Z n) i) gl (4.33)

I
o

n
Neste ponto, convém avaliar o comportamento de poténcias de j; €, para iSso, a representacao
matricial deste quatérnio, que é denotada por [11;], é considerada. Assumindo que i1 = b, 7 +

¢ J + dy ke, tem-se

b1 Cuy +dyt
(1] = [ S (4.34)
—Cuy d,lﬂZ _me
a qual pode ser expandida como
A0
-V vL 4.35
(1] [ 0 —)\ ] ( )

Na ultima equacdo, V é uma matriz cujas colunas sdo autovetores de [u1] associados aos

autovalores A e —\, em que, segundo (3.37), A = \/—b2 — % — dZ . Sabe-se que A\ # 0, pois,
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caso contrario, ¢ ndo seria inversivel e a QFNT em questdo ndo poderia ser definida. Vé-se,
entdo, que dois casos precisam ser considerados, ao se elevar ;i1 a um expoente m. Se m for par,

tem-se

A0 A0
m o _ V V—l — 436
(k1] [ 0 am ] [ 0 am ] ( )

ou, equivalentemente, ;" = A\™. Neste caso, tem-se que pf* = A" € [F,,. Se m for impar, tem-se

R I W Lo [amt oo
] —V[ . /\m—l(—)\)]V —[ . A’"”]M (437)

ou, equivalentemente, p* = X'y, em que \™ ! € F,.

Voltando a (4.33), observa-se que a expressdo no primeiro somatorio tem a mesma
forma que a do cdlculo de uma FNT definida com nucleo x; e cujas componentes do vetor cuja
transformada se deseja calcular sdo expressas na base (1, 1;) de um espago bidimensional sobre
F,. Noutras palavras, identifica-se um isomorfismo entre o cédlculo neste primeiro somatorio
e aquele realizado apds a substituicdo de 1, por um imagindrio puro v € I,. De modo mais

especifico, se se fizer
N-1

A+ B = Z(@/(n) + 0 (n) )y,

n=0
pode-se obter A’ e B’ escolhendo um elemento « tal que ord(a) = N e o™ = uf* = N, para
m par, isto é, o = £\, e calculando a FNT

N—-1

A"+ Ba= Z(a'(n) + V' (n)a)a™.

n=0
Algo semelhante pode ser obtido do segundo somatério de (4.33). Neste caso, é preciso mover
12 para fora do somatorio (2 direita). Isso pode ser feito considerando o fato de que, devido a

ndo-comutatividade entre p; € pio, se kn for par, tem-se
k k
popy” = py" pa,

e, se kn for impar, tem-se

poph" = —puy" pa.

Assim,
S () + ()l = | 3 () + d’(n)ul)(—l)’“”u’f"] s
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e, se se fizer,
N-1

C'+ D'y =Y (¢ (n) +d'(n)p)(—pa)™,

n=0
pode-se obter C’ e D’ usando o mesmo elemento o = \ anteriormente caracterizado e calculando

a FNT
N-1

C'+Da= Z(c’(n) +d'(n)a)(—a)*".
n=0
Como resultado, obtém-se a QFNT de x em sua forma simplética

X = (A"+ B'u)+ (C"+ D'pa ) po.

Do ponto de vista de complexidade aritmética associada ao célculo propriamente dito
da QFNT, o procedimento desenvolvido requer o cdlculo de duas transformadas numéricas de
Fourier de comprimento NV sobre I,. Conforme mencionado anteriormente, este cdlculo pode ser
feito empregando algoritmos rapidos disponiveis na literatura (BLAHUT, 2010). Além disso, in-
dependentemente do algoritmo que se utilize para computar tais transformadas, deve-se observar
que, como « é puramente imagindrio, os elementos das respectivas matrizes de transformacao
sdo também puramente imagindrios ou pertencentes a If,; assim, todos os produtos efetuados
envolvem duas multiplicacdes em I, (e ndo trés ou quatro, que seria 0 niimero necessario caso

os operandos fossem elementos de I, com partes reais e imagindrias possivelmente nio nulas).
Os passos do procedimento apresentado para o cdlculo de X, a QFNT de comprimento N
com niicleo dado por um quatérnio puro i, = by, +c,, j +d,, k de um vetor x, sdo sumarizados
a seguir:
1. Encontre um quatérnio puro i, tal que i1 L o, € obtenha a representacdo simplética
X = X1 + Xoo;
as componentes de x; e x, pertencem ao plano (1, z7).

2. Expanda as componentes simpléticas

X1 = CL/ —+ b',ul

xo = +d'py;

as componentes a’, I/, ¢’ e d’ s@o escalares.

3. Fagaa = A = |/—b% — 2 —d? e construa os vetores complexos

x| =d +ba

xy = +da.
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4. Calcule as FNT com nitcleos dados por o e —« de x| e x5, respectivamente. Essas FNT

sao expressas como

5. Obtenha as componentes da representacio simplética de X

X! = A + Bla

X, =C"+Da

Xl = A, -+ B'ul

XQ = C/ + Dlll,l.

6. Obtenha X em sua forma simplética por

X = X1 + XQ,UQ.

Exemplo 4.3. A fim de ilustrar a aplicagcdo do procedimento descrito, considera-se a QFNT de

comprimento N = 12 do vetor de quatérnios generalizados sobre IF;

[ 5+6i+0j+ 1k
4+ 0i + 65 + 4k
6 + 6i+ 65 + 1k
6 + 3i + 2j + Ok
2+ 6i +2j + 1k
A+ 0i+2j + 1k
A+ 5i+2j + 5k
4+ 10435 + 0k
14 0i + 05 + 2k
A+ 2i+ 15 + Ok
3+ 20+ 2j + 2k

| 1+3i+45 + 3k

O quatérnio puro usado para definir a transformada é q¢ = 61 + 45 + 1k, o qual possui ordem
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multiplicativa ord(q) = 12. Diretamente da defini¢cdo, obtém-se a QFNT de x:

[ 24 6i+2j + 6k
2+ 3i 455 + 3k
5+ 5i + 05 + Ok
2+ 0i + 65 + 2k
2+ 0 + 2j + 6k
0+ 0i + 45 + 2k
5+ 2+ 15 + 4k
5+ 2i + 65 + Ok
44 0i + 45 + 6k
2+ 5i + 65 + 4k
1+ 4i + 3j + Ok

| 243+ 35 + 0k

Para aplicar o procedimento descrito e verificar que, como resultado, obtém-se o mesmo vetor
transformado X dado na tltima expressdo, (1) faz-se, inicialmente, |1, = q e, escolhendo
o = 4i 4+ 45 + 2k, obtém-se a representacdo simplética de x, a qual é dada por

(54 4p1) + (5 + Lpa) o
(44 0p1) + (44 3pa) o
(6 + 3p1) + (14 3p1) o
(64 3p1) + (6 + 6p1) o
(24 6p1) + (6 + 4p1) o
oo | (A dm) + B+ 5
(44 2p1) + 3+ 4pa) o
(4+ Lpn) + (24 2p0) o
(14 4p) + (4 4 4pr) po
(44 4p) + (5 + Opn) o
(34 2p1) 4 (6 + 2p1) 2
(4 + 6+ g
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(2) As componentes simplex e perplex de x sdo dadas respectivamente por

[ 54 4u, | [ 54 1 |

4+ 0pq 4+ 3

6 + 31 1+ 3y

6 + 31 6+ 6111

2+ 641y 6+ 4

x| = 444 . Xy — 3+ 54

442 3+ 4

4+ 1y 2+ 21

14+4m 444

44 4 5+ Opq

3+ 2 6 + 211

| 1+ | | 6+ 1 |

(3) Fagaa:\/m:\/—_él:%econstma os vetores

[ 54+42i) | [ 541 [ 5+102) | [ 542 ]
4+ 0(21) 4+ 0i 4+ 3(21) 4+ 6i
6 4 3(2i) 6+ 6i 1+ 3(2i) 1+ 6i
6 + 3(2i) 6 + 6i 6 + 6(21) 6 + 5i
2 + 6(21) 2+ 5i 6 + 4(21) 6+ 1i
, 4 4 4(2i) 4414 , 3+ 5(2i) 3+ 3t
T o) || 444 T 30 || 341
4+ 1(2i) 4+ 2i 2+ 2(2i) 2+ 4i
1+ 4(21) 1414 4+ 4(2i) 4414
4+ 4(21) 441 5+ 0(2i) 5+ 0i
3+ 2(2i) 3+ 4i 6 + 2(21) 6 + 4i
1+ 4(21) 1414 6 + 1(29) 6 + 2¢

(4) Na Definicdo 2.4 embora se tenha imposto a restri¢cdo de que o niicleo da FNT predominan-
temente considerada neste trabalho seja unimodular, isto é, pertenga ao conjunto G, p, nada
impede que tal niicleo seja um elemento arbitrdrio pertencente a l,,, como se faz nesta se¢do

e, em particular, neste exemplo. Empregando a Definicdo 2.4 obtém-se a matriz da FNT com
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/
1°

2t a ser aplicada a x':

leo o =

nic

I

3 6t 2 4 6 5 4 1t 5 %

21

1

1 3 2 6 4 5 1 3 2 6 4 5

1

6 1: 1 60 6 12 1 60 6 1¢

61

1 2 41 2 4 1 2 41 2 4

3 5
1 6

2 1z

6 3

5 617

43 4 2
1 6 1 6 1 6 1 6 1 6

1
1

3 1t 2 30 6 20 4 60 5 4

BY)

14 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2

1

6 6: 1 1« 6 606 1 12 6 6¢

1z

1 546 2 3 15 46 2 3

5 1i 4 52 6 4 2 61 3 2

3t

1

Foiy =

analogamente, obtém-se a matriz da FNT com niicleo o = —2i a ser aplicada a X):

9
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M AN © F 10O —A N AN O F o
sMm S S o T S e S
Lo B e R e B e I i T e B e R o R o B o IS |
L

I

>

[\

U

=

dai, obtém-se

o e an o o e e e e T an e s
R S N S D S N S
AN A1 A A A AN AN AN AN AN AN AN
S N N e N T N N N N N N
S O© 0 ©O© 4 N A <t < - 0 <f
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AN N © O © © © < O Mm O M
I
~
»
<
]
L
=
I
/VA2
V)

AN N N N N N N N N N /N
e~ Mo o M Mo o Mo Mo o i Mo Mo
cgdadgagaaaaaaada
+54301522424
o+ +F++ o+

AN 1O AN AN O 10 10 <f AN~ A

I
~
»

5
=

!

1=
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(5), (6) Assim, X é dado em sua forma simplética por

(24 201) + (2 + Oy o |
(2 + 5p1) + (3 + 6pan e
(54 4p1) 4 (6 + Spa) o
(24 3p1) 4+ (0 + 6401 o
(2+ 0p1) + (6 + Ly e

X — (0+ Lp1) + (6 + 3pua e
(5+5u1) + (6 + L )pe |
(5 + 2p1) + (4 + 4p )
(4 + 2p1) + (04 4pa ) o
(24 4p1) + (34 L))o
(1+2p1) + (0 + Spaa e
| (24 4p) + B+ 4 |

a qual, se convertida para a base candnica (i, j, k), coincide com a representagdo de X dada no

inicio do exemplo.

O segundo método para implementacdo da QFNT é baseado nas ideias cldssicas de
dizimag¢do no tempo e na frequéncia. A aplicacdo de tais ideias ao presente cendrio é bastante
direta, uma vez que o nucleo da transformada, assim como no caso da DFT e no da FNT, € uma
raiz wy = ¢ de ordem N da unidade na estrutura algébrica considerada, a qual pode ser usada
para expressar, por exemplo, uma raiz yy- de ordem N’ = N/2 da unidade como vy = w3.
Neste caso, agrupando as componentes de indice par e as de indice impar do vetor x cuja
transformada se deseja obter, a expressao para o cdlculo das componentes da QFNT pode ser

reescrita como

N'—1
= Z (2n)w %) + Z z(2n + 1)w§,(2n+1)
n= n=0
N’*l N'—1
= ")/N/ + UJN Z xo f)/N’ (4.38)

n=0

k=0,1,...,N —1,em que z.(n) = z(2n) e ,(n) = z(2n +1),n = 0,1,..., N — 1.
Em (4.38), vé-se que o cédlculo de uma QFNT de comprimento par /N pode ser realizado por
meio do célculo de duas QFNT de comprimento N’ = N/2; produtos entre w¥; e o segundo
somatorio da referida expressdo precisam ser contabilizados. Essa ideia pode ser generalizada
para valores de N com diferentes fatoracdes. Em particular, quando N € uma poténcia de 2,

algoritmos com complexidade de O(N log, V) operagdes entre quatérnios podem ser obtidos.

Em todo caso, se o objetivo for mensurar a complexidade aritmética deste segundo
método de implementacdo da QFNT em termos de operagdes sobre o corpo base, € preciso

considerar estratégias para calcular sobretudo produtos entre quatérnios de modo mais eficiente
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que o direto, o qual emprega 16 multiplicagdes em [F,, (vide (3.5)). Embora essa questdo ndo seja
abordada com profundidade no presente trabalho, é valido citar algumas referéncias que podem
ser uteis ao leitor interessado. O problema de determinar a complexidade de um produto entre
quatérnios € um caso especial do problema de determinar a complexidade de um conjunto de
formas bilineares (HOWELL; LAFON, 1975). Outros casos especiais aparecem na literatura,
como, por exemplo, o do cdlculo do produto entre matrizes 2 x 2, que, segundo (STRASSEN,
1969), pode ser efetuado com 7 multiplicacdes. Em (HOPCROFT; KERR, 1971) e (WINO-
GRAD, 1971), mostra-se que o referido nimero é também necessario, tanto no caso geral (os
elementos das matrizes podem pertencer a anéis comutativos ou ndo-comutativos) quanto no caso
comutativo. Em (FIDUCCIA, 1972), o autor menciona que 10 multiplicacdes sdo suficientes para
o produto quaternionico e, em (GROOTE, 1975), demonstra-se que 10 é o ndmero necessario e
suficiente de multiplicagdes para calcular simultaneamente os produtos ¢; g2 € g2q; entre dois
quatérnios ¢; € ¢o. Finalmente, em (MAKAROV, 1977), mostra-se que 8 € o nimero necessario
e suficiente para realizar um produto quaternidnico no caso geral e que pelo menos 7 multi-
plicacdes sdo necessdrias no caso comutativo. Em trabalhos futuros, pretende-se considerar as
referéncias citadas e avaliar, inclusive, se o fato de, no célculo de uma QFNT, estar-se realizando
produtos basicamente por poténcias de um elemento ¢ fixo empregado como nicleo, permite
que o nimero global de operag¢des no corpo base [F,, requeridos pela transformada seja reduzido

ainda mais.



64

5 APLICACOES DA QFNT EM PROCESSAMENTO DE IMAGENS

Neste capitulo, sdo discutidas de forma preliminar algumas possiveis aplica¢des da
transformada introduzida no Capitulo 4. O foco € no campo de processamento digital de imagens,
em que a QFNT permite a manipulagdo simultinea de até quatro canais associados a algum
espaco de cores. Essa ideia, que tem sido explorada em diversos trabalhos arquivados na literatura,
faz contraponto a maioria das técnicas voltadas ao processamento digital de imagem, que sao
aplicaveis a imagens monocromaticas (imagens em escala de cinza, por exemplo); quando se
trata de processar imagens coloridas, o que normalmente se faz € aplicar essas técnicas de forma

independente a cada canal de cor.

Recorrendo aos quatérnios, o que se faz € mapear nas coordenadas de um quatérnio
os valores numéricos associados a cada canal de cor de um pixel em determinada posicao da
imagem. No caso de uma imagem RGB (red, green, blue), pode-se, por exemplo, atribuir o
valor zero a parte real do respectivo quatérnio, e atribuir os valores numéricos associados as
camadas vermelha, verde e azul de um pixel aos coeficientes de ¢, j € k do mesmo quatérnio,
respectivamente. No caso de uma imagem PNG (portable network graphics), além dos trés
canais de cor RGB, pode-se ter uma camada adicional de transparéncia que € aplicada as
primeiras; essa camada de transparéncia seria associada a parte real dos quatérnios, que tinha sido
anulada no caso de imagens RGB sem canal extra de transparéncia. Utilizando estratégias como
essas, uma imagem colorida pode ser representada por uma matriz de quatérnios, cuja QFNT
pode ser calculada. Observe que, se os quatérnios nessa matriz forem também representados
matricialmente, ter-se-4 a imagem representada como uma matriz de matrizes 2 X 2, cujos
nimeros de linhas e de colunas sdo o dobro dos nimeros de linhas e colunas da imagem

correspondente.

Naturalmente, a aplicagdo de uma QFNT a uma imagem requer uma versdo bidimensio-
nal dessa ferramenta. De fato, versdes 2D da QFT discreta tém sido extensivamente estudadas
e aplicadas em cendrios envolvendo processamento de imagem. A maior parte das proprieda-
des dessas transformadas decorre de extensdes relativamente simples a duas dimensdes das
respectivas propriedades da QFT unidimensional; algo semelhante deve ocorrer, quando sdo
consideradas as versdoes em uma e em duas dimensdes da QFNT. De qualquer forma, para o que
se apresenta neste capitulo, € suficiente observar que uma QFNT bidimensional de uma imagem
y quadrada com dimensdes /N x N pode ser calculada multiplicando a matriz de transformagao
da QFNT unidimensional e a sua versdo transposta respectivamente a direita e a esquerda por y,,

representacio quaternionica de y. Dessa forma, a 2D-QFNT ¢ calculada por
Y, =Fy,Fl, (5.1)

em que F, €, conforme anteriormente estabelecido, a matriz da QFNT unidimensional. Da
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matriz quaternidnica Y, obtém-se a imagem (colorida) transformada Y. A 2D-QFNT inversa
¢ calculada trocando-se F', por F;l. Note que, da forma como a dltima equagdo € escrita, a
2D-QFNT equivale ao calculo da QFNT a esquerda das colunas de y, e da QFNT a direita das
linhas de y, (visto que os respectivos produtos matriciais sdo ndo-comutativos). Embora neste
trabalho se assuma que a referida forma € a que se usa para definir a 2D-QFNT, tal transformada
poderia ser definida combinando de maneiras diferentes os tipos de QFNT unidimensionais

aplicadas as linhas e colunas de y,.

Como consequéncia da possibilidade de se calcular a QFNT de imagens coloridas, algu-

mas aplicacdes mais especificas podem ser vislumbradas. Dentre elas, podem ser mencionadas:

e A filtragem de imagens coloridas usando filtros cujos coeficientes sejam quatérnios gene-
ralizados sobre um corpo finito. E razodvel esperar que uma filtragem desse tipo possa
ser processada no dominio da 2D-QFNT, empregando alguma versao do Teorema da
Convolugdo adaptado para essa transformada (SANGWINE; ELL, 2000);

e A inser¢do / extracdo de marcas d’dgua friageis. Ha artigos em que sdo documentados
esquemas de marca d’4dgua baseados em transformadas numéricas (TAMORI; AOKI;
YAMAMOTO, 2002; TAMORI; YAMAMOTO, 2009; CINTRA et al., 2009). Usando a
QFNT, talvez seja possivel criar esquemas semelhantes diretamente aplicaveis a imagens

coloridas;

e A cifragem de imagens coloridas. Recentemente, t€m sido propostas técnicas para cifragem
de imagens empregando transformadas numéricas e, em particular, versoes fraciondrias
dessas transformadas (LIMA; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2017; LIMA; NOVAES,
2014). Isso € possivel, basicamente, empregando a ordem fraciondria como um parametro
secreto, que muda a cada bloco de imagem processado. Introduzindo alguma espécie de

parametrizacdo na definicdo da QFNT, algo similar pode ser proposto.

Nas secdes que se seguem, sao apresentados resultados preliminares relacionados a dois
dos pontos listados acima. Na Se¢do 5.1, € demonstrado que QFNT pode ser titil na uniformizacio
de histogramas de imagens digitais coloridas; neste caso, ainda que ndo haja uma parametrizagdo
(para que se use uma chave-secreta) e outras operagdes que configurariam um esquema de
cifragem propriamente dito, mostra-se que uma etapa de aplicacdo da QFNT pode contribuir
para a robustez de tais esquemas contra ataques baseados em medidas estatisticas. Na Se¢do 5.2,
revisita-se o método para marca d’agua proposto em (CINTRA et al., 2009), porém, adaptando-o
para insercdo de marcas coloridas em imagens também coloridas, no dominio da QFNT; nesse
contexto, sdo investigados aspectos relacionados a degradagdo que a inser¢do da marca impde
as imagens em questdo e a possibilidade de identificacdo de regides das mesmas imagens que

tenham sofrido manipulacao ndo-autorizada.
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Figura 1 — Imagem original: camadas (a) vermelha, (b) verde e (c) azul.

() (b) (c)

Fonte: WIKIPEDIA (2019).

5.1 UNIFORMIZACAO DE HISTOGRAMAS PARA CIFRAGEM DE IMAGENS

Nesta secao, sdo apresentados alguns resultados ilustrativos da aplicagdo da QFNT a
imagens coloridas, com vistas a uniformizagao de histogramas para cifragem dessas imagens.
Define-se uma 2D-QFNT a partir de uma QFNT unidimensional cujo nicleo é o quatérnio
q = 7+ 8i + 45 + 8k sobre Fa5;. A ordem multiplicativa de g é ord(q) = 128 e, portanto,
uma transformada com comprimento N = 128 é obtida. Essa transformada é, entdo, aplicada a
representacdo quaternionica de uma imagem PNG com dimensdes 128 x 128 e com camada de
transparéncia, conforme descrito anteriormente. Os pixels da imagem, em cada camada de cor e

de transparéncia, sdo nimeros inteiros de 0 a 255 (8 bits).

Nos experimentos computacionais realizados, considerou-se a imagem cujas camadas
de cor sao apresentadas na Figura 1. Na Figura 2a, € apresentada a respectiva imagem colorida,
sem a inclusdo da camada de transparéncia, que é mostrada isoladamente na Figura 2b. Nesta
camada de transparéncia, que, alinhada com as camadas de cor, funciona como uma espécie
de “janela”, quanto mais préxima do branco for determinada regido, mais se vera das cores que
estdo “por tras” dessa regido; quanto mais proxima do preto for determinada regido, menos se
verd das cores que estdo “por trds” dessa regido, a qual, na imagem final, € substituida por uma
regido com tom igualmente proximo do branco. A referida imagem final, considerando a acdo da

camada de transparéncia, é apresentada na Figura 2c.
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Figura 2 — Imagem original: (a) trés camadas de cor (sem camada de transparéncia), (b) camada
de transparéncia e (c) trés camadas de cor (com camada de transparéncia).

(a) (b) (c)

Fonte: WIKIPEDIA (2019).

Nas Figuras 3 e 4, sdo apresentadas camadas e imagens correspondentes aquelas apre-
sentadas nas Figuras 1 e 2, porém, considerando a versao transformada da imagem original.
O que mais chama aten¢do nas dltimas figuras é o aspecto visual ruidoso, que sugere uma
degradacao do conteudo das camadas e imagens originais. Tal aspecto tem reflexo no histograma
de cada uma das referidas camadas, conforme mostrado na Figura 5. Enquanto os histogramas
das camadas de cor e de transparéncia da imagem original t€m formatos arbitrarios, os mesmos
histogramas t€ém formato predominantemente uniforme na imagem transformada. A aparente
ocultacdo, proporcionada pela aplicacdo da QFNT, da distribui¢do original dos valores dos pixels
da imagem € um fenomeno desejado do ponto de vista criptogréfico; ele estd associado a robustez
contra ataques estatisticos que um esquema para cifragem de imagens tendo a aplicacdo da

QFNT como um dos seus blocos construtivos deve possuir.

Outra observacao interessante pode ser feita ao se calcular os coeficientes de correlagdao
para as camadas da imagem original e da imagem transformada. Este coeficiente mede a
correlacdo entre pixels vizinhos de uma imagem (a vizinhanca pode ser vertical, horizontal
ou diagonal) e deve ser elevado (préximo de 1) em imagens que ndo tenham sido manipuladas
ou construidas artificialmente (BLACKEDGE; AHMED; FAROOQ, 2010); isso é confirmado
pelos valores obtidos e exibidos na primeira parte da Tabela 3. Por outro lado, ao se transformar
a imagem com a QFNT, os coeficientes de correlacdo obtidos t€ém valor absoluto sempre menor
que 0, 05, o que indica pouca dependéncia entre os valores assumidos por pixels vizinhos. Tal

comportamento também € desejavel do ponto de vista criptogréfico.

Conforme exposto anteriormente, a simples aplicacao da QFNT a uma imagem nao
constitui um esquema criptografico. Seria necessdria a inclusdo de algum mecanismo dependente

de uma chave secreta e de etapas que garantissem a satisfacdo de premissas basicas neste cendrio.
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Figura 3 — Imagem transformada: camadas (a) vermelha, (b) verde e (c) azul.

() (b) (©

Fonte: O Autor (2019).

Figura 4 — Imagem transformada: (a) trés camadas de cor (sem camada de transparéncia), (b)
camada de transparéncia e (c) trés camadas de cor (com camada de transparéncia).

() (b) (©

Fonte: O Autor (2019).

De qualquer forma, considerando os resultados apresentados nesta se¢do, pode-se observar
indicios de que a QFNT ¢ uma candidata em potencial a fazer parte de sistemas para cifragem de
imagens, trazendo, inerentemente, a possibilidade de se processar de forma agregada todas as

camadas de uma imagem colorida.

5.2 MARCA D’AGUA DIGITAL NO DOMINIO DA QENT

Nas ultimas décadas, tem sido cada vez mais fécil o compartilhamento de diversos tipos
de arquivo por meio das redes de computadores; na Internet, em particular, ttm aumentado
em taxas crescentes os nimeros de imagens, videos e dudio disponibilizados pelos usudrios

e, em velocidade semelhante, as estratégias para manipulacdo muitas vezes nao-autorizadas
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Figura 5 — Histogramas: camadas (a) vermelha, (b) verde, (c) azul e (d) de transparéncia da
imagem original; camadas (d) vermelha, (e) verde, (f) azul e (g) de transparéncia da
imagem transformada.

(a) (b) (c) (d)

%

(e ® €y )
% 50 100 150 200 250 % 50 100 150 200 250 % 50 100 150 200 250 % 50 100 150 200 250

Fonte: O Autor (2019).

Tabela 3 — Coeficientes de correlagio entre pixels vizinhos nas camadas da imagem original (7)
e nas da imagem transformada (7). As letras v, h e d estdo associadas as vizinhangas
vertical, horizontal e diagonal, respectivamente.

vermelha  verde azul transp.
r, 09837  0.9937 0.9855 0.9700
r, 09576  0.9620 0.9394 0.9723
rq 0.9515  0.9589 0.9268 0.9487
7, 0.0061 -0.0056 -0.0238 -0.0233
7, 0.0052  0.0325 0.0401 -0.0048
rq 0.0086  0.0117 -0.0244 0.0216

Fonte: O Autor (2019).

dessas midias. Atualmente, tais manipulagdes tém estabelecido como alvo ndo apenas grandes
produtoras de conteido ou pessoas em evidéncia na sociedade, mas atingido, também, pessoas
comuns, as quais sdo, em nao raras situagdes, vitimas de montagens de fotografia, por exemplo,

e de toda sorte de vazamento de informagdo que deveria ser de cunho privado.

Nesse contexto, uma necessidade advinda de questdes relacionadas a cOpia e a divulgacao
irregular de midias (pirataria digital) € a protecdo e verificacdo de sua autenticidade. Quando
se trata de imagens digitais, uma ferramenta muito util na prevencdo e detec¢do das acoes
mencionadas € a insercao de marcas que possam servir para sua identificacao; tal processo, que

€ conhecido como marca d’4gua digital, possui algumas premissas, dentre as quais se pode
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mencionar a facilidade de detec¢do por quem a utiliza (a parte que a inseriu ou uma segunda
parte que deseje identificar a sua presenca), a robustez contra alteracdes (maliciosas ou nao)
que uma imagem pode sofrer (compressao, filtragem, corte etc.), a invisibilidade estatistica e a
imperceptibilidade visual (LUO; HEILEMAN; PIZANO, 2004; NIKOLAIDIS; PITAS, 1998;
VERMA; JHA; OJHA, 2015).

Existem dois grandes grupos de métodos para inser¢ao de uma marca d’agua em uma
imagem: no primeiro grupo, a inser¢ao da marca acontece no dominio espacial e, no segundo,
a insercdo da marca ocorre no dominio da frequéncia (da transformada). No primeiro caso,
a marca € incluida pela realizacdo direta de algum ajuste nos pixels (normalmente, em seus
bits menos signficativos, a fim de que haja pouca alteracdo peceptivel a visao humana) (LUO;
HEILEMAN; PIZANO, 2004; NIKOLAIDIS; PITAS, 1998; VERMA; JHA; OJHA, 2015).
No segundo grupo de métodos, os bits da marca sao inseridos por meio de ajustes impostos
em coeficientes selecionados no dominio de transformadas como a transformada discreta do
cosseno (DCT) e a transformada discreta de Fourier (DFT) (LUO; HEILEMAN; PIZANO, 2004;
NIKOLAIDIS; PITAS, 1998; VERMA; JHA; OJHA, 2015).

O método de inser¢do de uma marca d’dgua em uma imagem pode ser ainda dividido
em duas classes distintas baseadas na necessidade de possuir ou ndo a imagem original para
detec¢do da marca inserida; tais classes sdo identificadas, respectivamente, como nao-cega e
cega, respectivamente. Um método ndo-cego tem utilidade, por exemplo, num cendrio em que o
detentor dos direitos autorais de uma imagem, ao comercializa-la com determinado comprador,
introduza um certo identificador associado a transac¢ao; posteriormente, se o referido detentor
interceptar uma coOpia ndo-autorizada da imagem, ele poderd, de posse da imagem original

nio-marcada, determinar a origem da copia.

Marca d’4gua em imagens coloridas que nao fazem uso de quatérnios, de uma forma
geral, operam dividindo a imagem em suas respectivas camadas de cor e inserem a marca em
uma ou mais dessas camadas; de modo similar, pode-se inserir a marca apenas na camada
de luminancia, por exemplo, o que normalmente € de facil implementacdo, mas ndo utiliza o
vinculo que existe entre as camadas de cores e nem explora o possivel aumento na capacidade
de informagao inserida pelo uso de mais de uma camada (MA et al., 2008; RZADKOWSKI,;
SNOPEK, 2015).

Nos ultimos anos, tém surgido alguns métodos que utilizam quatérnios como uma
ferramenta que permite a inser¢do de uma marca d’dgua em todas as camadas de cor de uma
imagem (MA et al., 2008; RZADKOWSKI; SNOPEK, 2015). A seguir, revisita-se o esquema
de marca d’agua fragil e ndo-cego proposto em (CINTRA et al., 2009), que, originalmente,
emprega a transformada numérica do cosseno e se enquadra entre as técnicas voltadas a insercio
de marcas em imagens monocromdticas (ou em camadas isoladas de imagens com multiplas
camadas). O esquema € adaptado a imagens coloridas por meio do emprego da QFNT definida

no presente trabalho.
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5.2.1 Marca d’agua binaria

Nesta parte do trabalho foi seguido o método desenvolvido por (CINTRA et al., 2009)

adaptado para o caso quaternionico.

5.2.1.1 Inser¢do de marca d’agua bindria

A imagem em que a marca serd inserida € uma imagem colorida / no formato PNG, que
possui uma quarta camada adicional denominada de transparéncia; ela € mapeada numa matriz
de quatérnios /q conforme descrito nas secdes anteriores deste capitulo. A referida imagem na

forma quaternidnica pode ser escrita como
Iq=Iqr + Iqu, (5.2)

em que /qr = Iq (mod p) é o residuo médulo p de Iq e gy, é uma matriz contendo elementos
que sdo multiplos de p. O que se pretende fazer € inserir uma marca d’dgua M no dominio da
QFNT do residuo de /q. Mais especificamente, denotando por I qr @ QFNT bidimensional de
IqgR, tem-se

I'qr = Iqr + Mg (mod p) (5.3)

em que M q € a marca na forma quaternionica; tal forma € obtida copiando nos quatro coeficientes
do quatérnio associado a um dado pixel (binario) da marca o valor do respectivo bit. Se o bit
for “1”, o quatérnio associado é 1 + ¢ + j + k; se o bit for “0”, o quatérnio associado serd
o quatérnio nulo. Aplicando a QFNT bidimensional inversa a I qr, obtém-se I'qp, a versao
quaternionica residual da imagem marcada no dominio de origem (espacial). Para se obter a

imagem quaternionica marcada final, I'q, faz-se
I'q=Tqr + Iqu. (5.4)

Por fim, transforma-se a imagem quaternionica marcada /’'q na imagem marcada [’.

5.2.1.2 Extracio de marca d’4gua bindaria

A extracdo da marca d’dgua da imagem marcada percorre passos semelhantes aos que
foram empregados na sua insercdo. Inicialmente, versdes quaternionicas da imagem original e

da imagem marcada s@o obtidas, bem como seus residuos sdo calculados:

Iqr = Iq (mod p); (5.5)

I'qp = I'q (mod p). (5.6)

Ap6s isso, aplica-se a QFNT a Iy e I'qR, obtendo-se, respectivamente, I qr € I qr-. Dai, obtém-

se a marca em sua forma quaternionica M q calculando a diferenca
Mq = TI'qp — Iqz (mod p). (5.7)

A marca M € obtida ao se converter M ¢ para o formato de imagem.
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Figura 6 — Imagem original e imagem de marca d’dgua bindria: (a) camada vermelha, (b) camada
verde, (c) camada azul, (d) camadas RGB, (e) camada de transparéncia, (f) camada
RGB juntamente com a transparéncia e (g) marca a ser inserida.

(a) (b) (© (d)

(e) ® €y
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Fonte: WIKIPEDIA (2019).

5.2.1.3 Simulagdes e resultados para marca d’dgua bindria

Foram realizados experimentos em que uma imagem colorida do tipo PNG com tamanho
600 x 800 pixels e com uma camada adicional de transparéncia; cada pixel da imagem € codificado
em 24 bits (8 bits para cada uma das trés camadas de cor) e mais 8 bits sdo usados para impor
alguma transparéncia. Noutras palavras, cada camada tem os valores de suas componentes

quantizadas em 256 niveis. A marca a ser inserida € bindria e possui dimensdes 32 x 32 pixels.

Nas Figuras 6a, 6b e 6¢, sdo apresentadas as camadas de cores correspondentes a imagem
colorida e, na Figura 6e, mostra-se a camada de transparéncia; na figura 6d, é apresentada
a versdo colorida da imagem e, na Figura 6f, a imagem com a camada de transparéncia; na
Figura 6g, ¢ mostrada a marca a ser inserida na imagem em questdo. O quatérnio utilizado
como nucleo da transformada envolvida nos processos de insercdo e extracdo da marca foi
q=4+31+3j+10k € (%), o qual possui ordem multiplicativa ord(q) = 16. Isso significa
que QFNT bidimensionais com dimensdes 16 x 16 sdo aplicadas a cada bloco da versao residual
da imagem original, a fim de que a imagem no dominio da transformada seja obtida (linhas nulas
sao acrescentadas a imagem para que a referida divisdo por blocos seja exata). A imagem de
marca d’agua € replicada até que se obtenha uma “matriz de imagens” de marca d’4gua que possa
ser diretamente somada a QFNT da versao residual da imagem a ser marcada, como indicado

em (5.3).

Na Figura 7, sdo apresentadas as camadas de cor e de transparéncia, bem como as
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Figura 7 — Imagem marcada: (a) camada vermelha, PSNR= 32, 01, (b) camada verde, PSNR=
32,75dB, (c¢) camada azul, PSNR= 36, 85dB, (d) camadas RGB, (e) camada de
transparéncia, PSNR= 33,95dB e (f) camadas RGB com a camada adicional de
transparéncia.

(a)

() (f)
Fonte: WIKIPEDIA (2019).

versoes multicamada da imagem marcada. Para cada uma das referidas camadas, foi calculada a

relacdo sinal-ruido de pico (PSNR, do inglés peak signal-to-noise ratio) por meio da expressao

2552
PSNR =10 loglo (M—SE]) s

em que o erro médio quadritico, MSE (do inglés mean squared error), entre uma camada
especifica da imagem de referéncia / e sua versao modificada I , ambas com dimensodes L x C, é
dado por
| Lot 3 )
MSE = —— lzzoj ;[l(z, ¢) —I(l, )%
Os valores obtidos, que variam de 32,01 dB a 36, 85 dB, sdo dados na legenda da Figura 7.
Essa métrica permite avaliar o nivel de degradac@o que a insercao da marca d’4gua introduz
na imagem; nesse sentido, o fato de os valores de PSNR serem todos acima de 30 dB pode ser
considerado como indicativo de que a referida degradagao € tolerdvel (WELSTEAD, 1999).
Além disso, inspecionando visualmente as imagens, ndo sdo percebidos tragos de distor¢ao que

a marca possa ter pI'OVOCEIdO.

Como forma de averiguar outras configuragdes para inser¢ao da marca d’agua, nas
Figuras 8b e 8c, s@o apresentadas imagens marcadas no dominio da QFNT definida utilizando
como nucleo os quatérnios ¢ = 1i + 45 + 3k € (%) eq="7T+1i+25+4+2k € <M>,

F1io1
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Figura 8 — (a) Imagem original (600 x 800), (b) imagem marcada, p = 5, (¢) imagem marcada,
p = 101, (d) marca d’agua inserida (32 x 32).
(a) (b) (©) (d

V¥ ¥

Fonte: O Autor (2019).

Figura 9 — Curva PSNR X p: (a) camada de transparéncia, (b) camadas RGB e (c) camadas RGB
com transparéncia.

(a) (b) (©

p X PSNR (camada Vermelha) p X PSNR (camada Verde) p X PSNR (camada Azul)

PSNR(dB)
8
PSNR(dB)
@
3

Fonte: O Autor (2019).

respectivamente. Mesmo visualmente, percebe-se que o aumento no valor de p acarreta, também,
maior degradacdo na imagem marcada. Nas Figuras 10 e 9, sdo apresentadas curvas que indicam
o PSNR relativo a cada camada de cor e de transparéncia, bem como as versoes multicamada
da imagem (comparando a imagem marcada com a imagem original), em fun¢do do nimero
primo p que caracteriza o corpo em que se encontram os coeficientes dos quatérnios utilizados
para representar os pixels das imagens. Além das configuracdes anteriormente mencionadas,
considera-se também a inser¢do da marca no dominio de uma QFNT definida empregando como
nicleo o quatérnio ¢ = 9 + 4i + 4k € (%). Observando as curvas, a tendéncia de diminuicao
de PSNR com o aumento de p € confirmada. Tal comportamento € explicado pelo fato de que,
para um dado p, modifica¢des de até p — 1 unidades no valor de cada pixel podem ser impostas

pela insercao da marca.
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Figura 10 — Curva PSNR xp: camadas (a) vermelha, (b) verde e (c) azul.
(a) (b) ()

w0 p X PSNR (camada Alpha) s p X PSNR (camadas RGB) w© p X PSNR (Imagem com transparéncia)

PSNR(dB)
&
PSNR(dB)
8
PSNR(dB)

Fonte: O Autor (2019).

5.2.2 Marca d’agua colorida

Nesta parte do trabalho foi seguido o método desenvolvido por (CINTRA et al., 2009)

adaptado para o caso quaternidnico, onde a marca inserida € uma imagem colorida.

5.2.2.1 Inser¢do e extragdo de marca d’dgua colorida

Empregando uma metodologia andloga a descrita na ultima secao, € possivel inserir
numa imagem uma marca d’agua colorida, em vez de bindria. Neste caso, o que se assume € que
a referida marca é uma imagem com 4 bits por pixel, isto é, com 16 cores. Dai, na conversdo da
marca para a forma quaternionica, se um pixel for representado pelo nimero bindrio b3b20; by,
o quatérnio correspondente serd by + b17 + boj + bsk. A insercdo propriamente dita da marca
ocorre no dominio da QFNT do residuo da imagem original; a extracdo se processa de modo

semelhante.

5.2.2.2 Simulagdes e resultados para marca d’dgua colorida

Nos experimentos realizados, considerou-se a mesma imagem original utilizada para
insercdo da marca d’4gua bindria, uma imagem com dimensdes 600 x 800 pixels e no formato
PNG. A marca a ser inserida possui dimensdes 200 x 160 pixels e também se encontra no
formato PNG; no caso da marca, ndo ha camada de transparéncia e cada pixel € identificado por
um ndmero bindrio com quatro bits, permitindo a aplicagcdo da estratégia de conversdo para o
formato quaternionico anteriormente descrita. O quatérnio utilizado como nicleo da transformada
envolvida nos processos de insercdo e extracdo da marca foi ¢ =4 + 3¢ + 35 + 10k € (%),
o qual possui ordem multiplicativa ord(q) = 16. Os complementos de linhas e/ou colunas da
imagem com zeros e as replicagdes da imagem de marca d’agua, para adequacio dos tamanhos
das imagens as operagdes as quais estas sdo submetidas, s@o realizados de forma andloga ao que

se fez no caso da marca d’dgua bindria.
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Figura 11 — Imagem marcada: (a) camada vermelha, (b) camada verde, (c¢) camada azul, (d) ca-
madas RGB, (e) camada de transparéncia, (f) camadas RG' B com camada adicional
de transparéncia; (g) imagem de marca d’agua colorida.

(a) (b) () (d)

(e) ® (2

Fonte: O Autor (2019).

Nas Figuras 11a, 11b e 11c, sdo apresentadas as camadas de cor da imagem, apds a
inser¢do da marca d’agua. Os valores de PSNR obtidos foram os seguintes: camada vermelha,
PSNR= 32,04 dB; camada verde, PSNR= 32, 78 dB; camada azul, PSNR= 36,89 dB. Na
Figura 11e, apresenta-se a camada de transparéncia, para a qual se obteve PSNR= 33,99 dB; na
Figura 11d, apresenta-se a versdo multicamada RGB da imagem e, na Figura 11f, apresenta-se a
versdo multicamada da imagem, incluindo a camada de transparéncia; na Figura 11g, mostra-se
a marca d’agua colorida inserida na imagem hospedeira. Mais uma vez, os valores de PSNR
obtidos comparando cada camada da imagem marcada com a respectiva camada da imagem

original sugerem que a degradacio da imagem em funcdo da inser¢do da marca € aceitavel.

5.2.3 Consideracoes sobre o esquema de marca d’agua investigado

Nesta secao, foi realizada uma investigacdo preliminar a respeito do potencial de uso
da QFNT para inser¢do de marcas d’dgua em imagens coloridas. Nesse contexto, € importante
considerar os pontos a seguir. Em primeiro lugar, esclarece-se que as marcas d’agua extraidas,
tanto a bindria quanto a colorida, correspondem exatamente as respectivas marcas inseridas;
isso ocorre porque, além de as imagens marcadas ndo terem sido submetidas a qualquer tipo de
manipulacdo, os passos executados no esquema estudado ndo envolvem arrendondamento ou

qualquer outra operacdo que possa acarretar imprecisao.

Conforme anteriormente mencionado, o esquema estudado € fragil. Tal propriedade, que

decorre basicamente da alta sensibilidade das operagdes de aritmética modular efetuadas no
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célculo da QFNT, implica que, caso a imagem marcada tivesse sofrido alguma manipulacgdo, a
marca extraida, provavelmente, teria sido afetada; a marca, poderia, inclusive, ser completamente
destruida, dependendo do tipo de manipulacdo realizado. Em fung¢ao disso, na pratica, o esquema
investigado serviria para identificar regides da imagem marcada que tivessem sofrido determinada
modificacdo, auxiliando, por exemplo, na deteccao de montagens maliciosas ou de outros ajustes
que tivessem sido praticados por partes ndo-autorizadas. A ideia € que, em trabalhos futuros, a

possibilidade descrita seja averiguada.

Também em trabalhos futuros, métricas diferentes do PSNR devem ser empregadas para
avaliacdo objetiva dos resultados alcancados. Pode-se usar, por exemplo, o indice de similaridade
estrutural (SSIM, do inglés Structural Similarity Index) para avaliar a degradagdao provocada
pela insercdo da marca numa imagem e a correlacdo normalizada para avaliar quao semelhante a

marca original é uma marca extraida apds a imagem marcada ter sido processada.
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6 CONCLUSOES

Neste capitulo, sdo apresentadas as principais conclusdes desta tese e indicadas dire¢des
para o desenvolvimento de pesquisas futuras. Realizando um paralelo com o que fora colocado
como objetivo geral a ser alcancado pela execucgdo deste trabalho, ratifica-se que se conseguiu
definir uma transformada numérica de Fourier quaternidnica, a qual corresponde a uma ver-
sdo quaternidnica da transformada numérica de Fourier, de modo andlogo aquele em que a
transformada discreta de Fourier quaternidnica corresponde a transformada discreta de Fourier.
Tal definicao preencheu uma lacuna tedrica importante na drea de ferramentas quaternionicas
aplicdveis ao processamento digital de sinais, vindo acompanhada da deriva¢do de diversos
outros resultados inéditos e igualmente relevantes. Nesse contexto, as seguintes contribui¢cdes

especificas podem ser elencadas:

1. Partindo de um estudo sobre os quatérnio de Hamilton, foram desenvolvidos diversos resul-
tados relacionados a quatérnios generalizados sobre corpos finitos, como, por exemplo, o
estabelecimento de propriedades relativas ao célculo de poténcias de um desses quatérnios

e a caracteriza¢do do conjunto (), , de quatérnios unimodulares;

2. Foi realizada uma extensdo dos principais conceitos da trigonometria sobre corpos finitos a
trigonometria sobre quatérnios generalizados (sobre corpos finitos). Mais especificamente,
foram definidas as fung¢des cosseno e seno calculadas com respeito a esses quatérnios e
identificadas propriedades dessas fun¢gdes quando computadas com respeito a quatérnios

generalizados unimodulares sobre corpos finitos;

3. Realizou-se um estudo acerca da ordem multiplicativa dos quatérnios generalizados sobre
corpos finitos e foram estabelecidos diversos resultados relacionados a isso. Conforme
demonstrado ao longo da tese, tal estudo desempenha um papel fundamental na defini¢ao

da transforma numérica de Fourier quaternionica;

4. Foi definida a transformada numérica de Fourier quaternidnica e estudadas as suas proprie-
dades de linearidade, deslocamento, transformacao de sinais quaternidnicos especificos
(impulso, linha da matriz de transformacgdo e vetor constante), convolucdo ciclica e Teo-

rema de Parseval;

5. Propriedades referentes a autoestrutura da QFNT foram estabelecidas e alternativas para

implementacdo da transformada foram indicadas;

6. Foi descrita uma estratégia para representacao de imagens coloridas empregando quatérnios
e com indicios que a QFNT pode ser empregada na uniformizacdo de histogramas dessas

imagens, visando a sua cifragem;
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7. Uma investigacdo preliminar a respeito do uso da QFNT num esquema de marca d’4gua
para imagens coloridas foi conduzida. Foram obtidos resultados que sugerem que o referido
esquema atende os requisitos usuais de imperceptibilidade visual e quantitativa, e apresenta
potencial de aplicabilidade pritica no mapeamento de manipula¢cdes realizadas por partes

ndo-autorizadas numa imagem.

6.1 CONTINUIDADE DA PESQUISA

Conforme enfatizado em diversos pontos da tese, o trabalho desenvolvido teve foco
na definicdo da QFNT e no estudo de suas propriedades. Isso levou, naturalmente, a op¢ao
por uma abordagem mais tedrica ao longo dos estudos e a necessidade de colocagdo de certos
delimitadores a partir dos quais o trabalho poderia ser posteriormente continuado ou outros
trabalhos relacionados poderiam ser iniciados. Nesse contexto, apresenta-se a seguir uma lista

referente as perspectivas de trabalhos futuros relacionados a esta tese:

1. Estudo de outras propriedades dos quatérnios generalizados sobre corpos finitos, sobretudo
aquelas relacionadas ao isomorfismo entre esses quatérnios e algumas estruturas algébricas

conhecidas (grupos de matrizes, por exemplo);

2. Caracterizacdo da QFNT com respeito ao lado em que esta é definida (a direita ou a
esquerda), no sentido de esclarecer se a op¢ao por uma dessas defini¢cdes pode trazer alguma
consequéncia importante nas propriedades, implementagdes e aplicagdes da transformada.

Tal caracterizacdo pode ser estendida também ao caso da QFNT bidimensional;

3. Estabelecimento de outras propriedades da transformada numérica de Fourier quaternidnica
e investigacao mais detalhada das propriedades introduzidas (outros tipos de convolugdo

ciclica podem ser estabelecidos, por exemplo);

4. Estudo de forma mais detalhada das possibilidades de implementacdo da QFNT (inclusive

em hardware), avaliando de modo criterioso a complexidade envolvida em cada alternativa;

5. Definicdo de outros tipos de transformadas numéricas quaternionicas, como as do cosseno,
as do seno e a de Hartley. Observe que, com o estabelecimento das fungdes cosseno e
seno calculadas com respeito a quatérnios generalizados sobre corpos finitos, foi dado o

principal suporte para definicio das transformadas mencionadas;

6. Definic¢do de versoes fraciondrias da QFNT. Observe que, com o estudo realizado sobre
a autoestrutura da QFNT, a defini¢do de uma dessas transformadas parece ser bastante

direta;

7. Estudo mais detalhado de aplicacdes da QFNT sobretudo em processamento de imagens
coloridas. Mais especificamente, pode-se estudar a possibilidade de empregar a QFNT para

(1) realizar filtragem quaternionica livre de erro de arredondamento (a ideia € semelhante
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aquela em que o corpo finito € usado como surrogate field para calcular convolugdes
empregando a propriedade de convolugdo ciclica da transformada numérica de Fourier),
(i1) realizar cifragem de imagens (neste caso, poder-se-ia utilizar uma QFNT fraciondria
em que a ordem fraciondria seria usada como chave-secreta do esquema, como tem sido
feito em alguns trabalhos recentes) e (iii) estabelecer o esquema de marca d’agua fragil
estudado no capitulo anterior, considerando o que foi observado na secdo final do mesmo

capitulo.

6.2 ARTIGO ASSOCIADO A ESTA TESE

Como resultado desta tese, foi publicado no periédico “Circuits, Systems and Signal
Processing” (Qualis A2 em Engenharias IV; fator de impacto 1,998) o artigo intitulado “The Qua-
ternion Fourier Number Transform” (Dezembro/2018, Volume 37, Ntimero 12, p. 5486-5506).
O autor desta tese é o primeiro autor do artigo, que foi escrito em coautoria com o seu orientador.
No trabalho, € apresentado o estudo sobre as ordens multiplicativas de quatérnios generalizados
sobre corpos finitos, € definida a QFNT, suas principais propriedades sao derivadas e o uso da

transformada na uniformizagdo de histogramas de imagens coloridas € ilustrado.
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