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RESUMO

O problema de determinar se é finito o niimero de equilibrios relativos de N massas
que se atraem segundo a lei da gravitacao universal é um problema classico da Mecanica
Celeste, e estd em aberto no caso geral. Nesse trabalho é apresentado uma solucao para
o caso de quatro corpos no plano, sendo um deles com massa nula. Esse problema é
conhecido como o problema restrito de quatro corpos no plano, ou ainda por PR4CP. O
PRA4CP ja foi consideravelmente estudado por alguns pesquisadares da area. O principal
resultado foi obtido numericamente por Pedersen, (PEDERSEN, 1944), e analiticamente
por Barros e Leandro em (BARROS; LEANDRO, 2014), o qual afirma que existem 8, 9
ou 10 equilibrios relativos no PR4CP. No entanto, em (KULEVICH; ROBERTS; SMITH,
2009), ha um diferencial que é a técnica utilizada. Kulevich, Roberts e Smith, por meio
da teoria BKK, fornece um critério suficiente de finitude e estimativa para o nimero de
solugoes de sistemas de equagoes polinomias. A sigla BKK se refere aos nomes Bernstein,
Khovansky e Kushnirenko. Um dos primordiais resultados dessa teoria é o teorema de
Bernstein, o qual fornece uma cota superior para o niimero de solugoes no toro algébrico
de um sistema polinomial com n equacbes em n variaveis. A imprescindivel hipétese
desse teorema ¢é a finitude de solugoes do sistema. A teoria BKK fornece um método
para determinar se um dado sistema de equagoes polinomiais possui um ntmero finito
de solugoes com todas as variaveis diferentes de zero. As principais ferramentas que essa
teoria utiliza estao desenvolvidas nesse trabalho. O objetivo desse trabalho é mostrar como
esse problema foi resolvido utilizando a teoria BKK, provando a finitude dos equilibrios

relativos do problema e a existéncia de no maximo 196 equilibrios relativos.

Palavras-chave: Problema de N-corpos. Equilibrios relativos. Finitudes. Teoria BKK.



ABSTRACT

The problem to determine whether the number of relative equilibria of N masses that
attract each other by the law of universal gravitation is a classical problem in Celestial
Mechanics, and it is open in the general case. In this work, a solution is presented for
the case of four bodies on the plane, one of them with null mass. This problem is known
as the restricted four-body problem on the plane, or R4ABPP. The R4BPP has been
considerably studied by some researchers. The main result was achieved numerically by
Pedersen (PEDERSEN, 1944), and analytically by Barros and Leandro in (BARROS;
LEANDRO, 2014), which asserts that there are 8, 9 or 10 relative equilibria in the R4BPP.
However, in (KULEVICH; ROBERTS; SMITH, 2009), there is a differential, which is
the technique that was used. Kulevich, Roberts and Smith, by means of BKK theory
(Bernstein-Kushnirenko-Khovanski), provides a sufficient criterion of finiteness and an
estimate for the number of solutions of systems of polynomial equations. The initials
BKK refer to Bernstein, Khovansky and Kushnirenko. One of this theory’s main results is
Bernstein’s theorem, which provides an upper bound for the number of solutions in an
algebraic torus of a polynomial system with n equations in n variables. This theorem’s
indispensible hypothesis is the finiteness of the system’s solutions. BKK theory provides a
method to determine whether a given system of polynomial equations has a finite number
of solutions with nonzero variables. The main tools of this theory are developed in this
work. The goal of this work is to show how this problem was solved using BKK theory,
proving the finiteness of the relative equilibria of the problem and the existence of at most

196 relative equilibria.

Keywords: N-body problem. Relative equilibria. Finiteness. BKK Theory.



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . . ittt e e e e e e et e et e 8

O PROBLEMA RESTRITO DE QUATRO CORPOS NO PLANO . 10

Configuracao Central . . . . . . . . . ... ... 10
Formulacdo do Problema . . . . . . .. ... ... .. .. .. ..... 12
Equilibrios . . . . . . .. 18
Massas iguais . . . . . . . .. 22
TEORIA BKK . . . . . e e e e e e e e e e e e 25
Politopos . . . . . . . . . . 25
Faces de um politopo . . . . . . . . ... ... oL 27
Politopo de Newton de um polinbmio de Laurent . . . . . . . . . .. 34
Soma de Minkowski . . . . . ... ... 36
Volume misto e Teorema de Bernstein . . . . . . . ... ... .. .. 40
SERIES DE PUISEUX . . . . .« i i ittt i it e e e e 45
O corpo das séries de poténcias formais . . . . . . ... .. ... .. 45
O Corpo das séries de Puiseux . . . . . ... ... ... ... ..... 48

TEORIA BKK NO PROBLEMA RESTRITO DE QUATRO COR-
POS NO PLANO . . . . . . . e e e e e e e 49

CONCLUSAO . . . . .t e e e e s s s s s s, 58

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s s, 59



1 INTRODUCAO

Finitude de equilibrios relativos no problema de n-corpos é um importante problema
da Mecénica Celeste. Em 1998, Smale (SMALE, 1998) incluiu este problema na lista de
problemas matematicos do século com a seguinte formulagao: “No problema do n-corpos
da mecanica celeste, é finito o nimero de equilibrio relativos, para qualquer escolha de

nimeros reais positivos mq, ..., m, como massas?”.

O objetivo desse trabalho é mostrar como esse problema foi resolvido no caso n = 4,
contudo, com uma pequena diferenca, considerando m4 = 0. Esse problema é conhecido
como o problema restrito de quatro corpos no plano, ou ainda por PR4CP. O PR4CP ja
foi consideravelmente estudado por alguns pesquisadares da area. Entre os mais conhecidos
trabalhos relacionados estdo os dois de Pedersen, (PEDERSEN, 1944; PEDERSEN, 1952),
um de Leandro, (LEANDRO, 2006), e finalmente, aquele que serd apresentado nessa
dissertagao, (KULEVICH; ROBERTS; SMITH, 2009). O principal resultado foi obtido
numericamente por Pedersen, (PEDERSEN, 1944), e analiticamente por Barros e Leandro
em (BARROS; LEANDRO, 2014), o qual afirma que existem 8, 9 ou 10 equilibrios relativos
no PR4CP. No entanto, em (KULEVICH; ROBERTS; SMITH, 2009) ha um diferencial
que é a técnica utilizada para obter o resultado de finitude e encontrar uma cota superior

para o nimero de equilibrios relativos do problema, a teoria BKK.

Os resultados da teoria BKK foram cruciais para resolver certas questoes no
campo da Mecanica Celeste. Moeckel, (MOECKEL, 2005), aplica esta teoria para provar
a conjectura de Saari no caso de trés corpos no plano. Em seguida Hampton e Moeckel,
(HAMPTON; MOECKEL, 2006), utilizam a teoria para resolver o problema proposto
por Smale no caso n = 4. E importante ressaltar que o trabalho que serd apresentado
aqui difere desse ultimo, uma vez que uma das massas é nula, caso necessariamente
exluido por Moeckel e Hampton. Todavia, varios resultados utilizados seguem diretamente
dos resultados apresentados em (HAMPTON; MOECKEL, 2006). Também foi possivel
mostrar, utilizando a teoria BKK, a conjectura de Saari para o caso restrito de trés corpos
no plano, (ROBERTS; MELANSON, 2007).

A sigla BKK se refere aos nomes Bernstein, Khovansky e Kushnirenko. Um dos
primordiais resultados dessa teoria é o teorema de Bernstein, o qual fornece uma cota
superior para o nimero de solugoes no toro algébrico de um sistema polinomial com n
equagoes em n variaveis. A imprescindivel hipdtese desse teorema é a finitude de solugoes
do sistema. A teoria BKK fornece um método para determinar se um dado sistema de
equagdes polinomiais possui um ntmero finito de solu¢des com todas as variaveis diferentes

de zero. As principais ferramentas que essa teoria utiliza estao desenvolvidas nesse trabalho.
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O objetivo crucial do capitulo 1 é apresentar o problema restrito de quatro corpos
no plano e formular o método de como sao encontrados os pontos de equilibrios relativos do
problema. Chegaremos em dois importantes sistemas de equagdes polinomiais equivalentes
aos quais, adiante, sera aplicada a teoria BKK. No capitulo 2 sdo apresentadas as ferra-
mentas mais elementares desse trabalho, a teoria de politopos e o teorema de Bernstein,
as referéncias seguidas nesse capitulo foram: (COX; LITTLE; O’'SHEA, 2006), (GUNTER,
1996), (BOUREL, 2005) e (SANTOS, 2009) . Uma pequena introdugao a séries de Puiseux
¢é encontrada no capitulo 3. Esse conceito tera um papel indispensavel para concluir a
finitude de solugoes nao-triviais do sistema polinomial, e aqui utilizamos como referéncia
(WALKER, 1978). Por fim, veremos no capitulo 4 a inten¢ao central dessa dissertacao,
ou seja, provaremos a finitude dos equilibrios relativos do problema e a existéncia de no

maximo 196 equilibrios relativos, tudo isso aplicando a teoria BKK.
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2 O PROBLEMA RESTRITO DE
QUATRO CORPOS NO PLANO

2.1 Configuracao Central

Considere n pontos com massas positivas myq, ..., m, localizadas nas posic¢oes z1,...,x,
em um espac¢o Euclidiano de dimensao d. Definimos o centro de massa da configuracao

x=(x1,...,2,) por ¢ = ﬁ > mix;, sendo M = mq + ...+ m, a massa total.

A forca exercida no i-ésimo corpo é

m;m;
J
Iy = Z 3 - @),
[[#; — ;]|
iz 1% = T
i =1,...,n. De acordo com as leis de Newton, a posi¢ao do i-ésimo corpo, x; = z;(t),

satisfaz a equacao do movimento

iz g — l?
1=1,...,n.
Defini¢do 2.1. Uma configuragdo x = (z1,...,x,) é central se existe uma constante
A € R tal que
Z Lg(xﬂ —z;)+AMc—xz;) =0, (2.2)
com?=1,...,n.

(1.2) é chamada de equagao de configuragao central.

Proposicao 2.1. z = (xy,...,2,) € configuragio central com massas my,...,m, Sse,
e somente se, v = (x1,...,2,) € configura¢io central com massas kmy, ..., km,, com
ke R*.

Demonstragao.

> L(a:j — ;) + )x(]\l/[ > mx; —x;) =0

7 g = ail]?

Zikmj —(r; — ;) + EXN(— Zmzx,— ;) =0
J#i o
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Com isso, sempre podemos estudar as configuracoes centrais do problema de n-corpos

considerando M =m; + ... +m, = 1.

Definigdo 2.2. Uma configuracao central plana, isto é, uma solucio de (2.1) em R? é

chamada de equilibrio relativo.

Proposicao 2.2. As equacoes de configuragoes centrais sao invariantes por transformagoes

de rotacao, translagdo e dilatacao no plano.

Demonstragdo. Seja x = (x1,x9,...,x,) um equilibrio relativo. Inicialmente iremos consi-

derar T' uma transformacao de dilatacdo por o > 0 a partir do centro de massa. Entao,
1
T(zj) = ct+alz; —c) = ——(c = T(z;)) = (¥; —¢).
Temos ainda que

1T (2:) = T(x))|| = lle + alzi = ¢) = (¢ + a(z; = ]

= [la(z: = 25)l| = allz: — 2]

Portanto, usando que T'(¢) = ¢, temos

> T (2;) — T(x;)|]? (T(w)) = T(w:) = D ———malr; — ;)

= S Ne— )
= e~ T()

Logo T'(x) é equilibrio relativo.

Suponha agora que 1" é uma rotacao ou uma translagao. Sabemos que rotagao e

translagao preservam distancias, isto ¢,

1T(x;) = Tl = llj — il

Logo,
~MT(©) = T(@) = T(=Me =) = (% Hx"j”< )
= 2. ;) — Ty )~ T
Potanto, T'(x) é equilibrio relativo. O

Dois equilibrios relativos sao considerados equivalentes se um deles pode ser obtido
do outro por uma rotacgao, translacao ou dilatacao do plano. No estudo de equilibrios

relativos, basta considerar classes de equivaléncias modulo essas transformagoes.
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2.2 Formulacao do Problema

O problema restrito planar de quatro corpos, conhecido como PR4CP, consiste de quatro
particulas em um plano rotatério, onde uma delas possui massa nula. A particula de
massa nula estd sujeita a atragdo gravitacional das outras trés, mas nao interfere no
movimento das mesmas. Logo, podemos considerar configuragoes centrais do PR4CP como
solucoes de dois tipos de equacoes: equacoes de configuracao central do problema de trés
corpos e equagoes correspondentes a agao gravitacional que as trés particulas exercem na
particula de massa nula. As soluc¢oes do primeiro tipo de equacoes citadas anteriormente
sao conhecidas como: configuracao do tridangulo equilatero de Lagrange e configuracao

colinear de Euler. Ambas existem para qualquer valor das massas.

Nesse trabalho, consideraremos a configuragao central do problema de trés corpos
como configuragao do triangulo equilatero de Lagrange. Isto é, as trés particulas com
massas positivas arbitrarias (ms, ms, ms3), chamadas de particulas primérias, localizadas
nos vértices de um triangulo equilatero rotacionando em movimento circular uniforme em

torno do seu centro de massa.

Classes de configuragdes centrais sao invariantes por homotetias e invariantes por
rotacoes. Logo, podemos considerar, sem perda de generalidade, que os lados do triangulo
equilatero sao iguais a 1 e, nesse plano rotatorio, as trés primarias mi, ms e mg estao
fixadas nas respectivas posicoes: ¢ = (?, 0),q2 = (—%, 3)eqs= (—?, —1/2). Podemos
supor também que a massa total M = m; + ms + m3 e a velocidade angular sao iguais
a 1. Sejam a,b e ¢ as distdncias, respectivas, das particulas ¢;, g2 € g3 a ¢ = (z,y) de
massa nula, como mostra a figura (1.1). Essas distdncias nao sdo independentes. Adiante,

veremos que elas devem satisfazer uma importante condicao.

Definigdo 2.3. Seja x = (1,29, . .., T,) uma configuracio de n corpos em R?%. A dimensio

de z, 6(z), é a dimensdao do menor subespaco afim de R? que contém z.

Definigao 2.4. Seja ¢ = (x1,29,...,r,) uma configuragdo de n corpos. Definimos a

matriz (n + 1) x (n + 1) de Cayley-Menger associada a = por

0 1 1 |
1 O 512 513 .. Sln
A= 1 S 0 Sy ... So |,
1 S Son S3 ... 0
onde Sij = ||J]Z - ZL’jHQ.
Proposicao 2.3. Seja © = (z1,x9,...,x,) uma configuragio de n corpos e seja F o

determinante da matriz de Cayley-Menger associado a x. Entao 6(x) < n—2 se, e somente
se, F'=0.
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(-v3/6,1/2) 2 _

T ;
\H\H ’ b
\’< ".kl_t.
f/ \ \1.
: L
. (/3/3,0)

(—v3/6,—1/2) o7,

Figura 1: Formulacao do PR4CP.

Demonstracio. Podemos considerar que z; € R*~! para todo i = 1, ...,n. De fato, basta
fixar algum z;, digamos x,,, assim podemos considerar esses vetores no espaco afim gerado

por (1 — Ty, To — Ty, ..., Tn_1 — Ty ). Munido dessa informagao, considere a seguinte matriz

(1 1 ... 1)
X = .
1 T2 ... Tp

Fazendo algumas operagoes elementares com as colunas de X, chegaremos a seguinte

/ 0 0 |
X = .
1 —Tp To— Ty ... Ty

Claramente posto(X') = §(z) + 1. E ainda, ultilizando que posto(X') = posto(X), conclui-

nxn:

matriz n X n:

mos que
d(z) = posto(X) — 1

Portanto, temos que §(z) < n—2 se, e somente se, existe um vetor nao-nulo A = (Aq, ..., A,)

no nicleo de X, isto é, existe um vetor ndo-nulo A = (Aq, ..., A,) que satisfaz o seguinte
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conjunto de equagoes

Ay o+t A =00,
(2.3)
Al.flfl —+ -+ An.flfl =0
Observe que
2 2 2
Sij = Nz — 5" = [l = 2(i, 5) + 57,
entao, para todo ¢ temos que
n n n n
2 2
DSl = [l DAy = 2wy Y wilg) + ) [lalIPA. (2.4)
j=1 j=1 j=1 j=1

Se §(x) < n — 2, entdo (2.3) tem uma solu¢do ndo-nula (Aq,...,A,). Com essa informacao

podemos concluir que (2.4) é constante independente da escolha de 4, isto é,
j=1 j=1

Logo, temos que o vetor (Ag, Ay, ...,A,) é um vetor ndo-nulo do nicleo A, onde A é a

matriz de Cayley-Menger associada a configuragao x. Concluimos que F = 0.

Suponhamos agora que F' = 0. Logo, existe um vetor nao-nulo (g, Ay, ..., A,) no

nucleo de A. Isso garante que
S A; =0, (2.5)

Entéo, comparando (2.4) com as equagoes (2.5) e (2.6), temos que

n n 9
2<LIZ‘¢, ZLL’J'A]'> = AQ —+ Z ij” Aj = 6, (27)
j=1 j=1
para todo i. Perceba que (Ay,...,A,) é um vetor ndo-nulo. Caso contrario, por (2.6),
teriamos que (Ao, ..., A,) seria nulo, contradizendo a suposigao.

Seja o = 377, w;A;. Iremos provar que >°7_; 2;A; = 0. Usando (2.5) e (2.7), temos

j=1
que
ol = (a, ) = O @i, 3o wp) = Y (mild, Yo aA) =
1=1 7j=1 =1 7j=1
> A, Y wiAj) = AZE = Ai)g =05 =0
i=1 j=1 i=1 i=1
Podemos concluir que a = 0, logo 7} A; = 0 e 37 2;A; = 0. Concluimos que

(Aq,...,A,) é um vetor ndo-nulo que satisfaz (2.3), portanto §(z) < n — 2. O
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Voltando ao nosso problema inicial, considere a matriz 5 x 5 de Cayley - Menger

associada a configuracao = = (q¢1, g2, g3, q)

1 1 1 1
0 S Si3 Su
Si2 0 Sz Soy | (2.8)
S13 Sz 0 Sy
Sia Saq Sz 0

N
I
e e e e =)

onde Si; = |lg — ¢;||” e Sia = |l — ql|* Vi = 1,2,3 e j = 1,2, 3. Podemos reescrever (2.8)

da seguinte maneira

01 1 1 1
1 0 1 1 a
A=]11 0 1 v (2.9)
1 1 1 0 ¢
1 a2 ¥ & 0

Temos que d(x) = 2, entdo pela proposi¢ao anterior, o o determinante de Cayley-Menger

de (2.8) é nulo, ou seja, determinante de (2.9) é zero. Isto é,
F=a"+b"+c* = (a®0* + > + 0’ — (> + b + %) +1=0. (2.10)
Concluimos que as distancias da 4° particula ¢ das 3 primaérias satisfazem a equagao (2.10).

Podemos considerar essas distancias como coordenadas. Isto é, determinar a coorde-

nada de ¢ = (z,y) em fungao de a, b e c. Temos o seguinte sistema:

(z—V3/3)2+9* = a? (2.11)
& (x4+V3/6)2+ (y—1/2)% = b° (2.12)
& (x4+V3/6)2 4+ (y+1/2)?° = & (2.13)

Subtraindo a equacao (2.13) da equagao (2.12), temos as seguintes equivalécias:

(y—1/2° = (y+1/2)* = "¢
Sy —y+1/d—y  —y—1/4 = PP - —-2y=0b>-¢
1

=Yy = 5(02—172).

Fazendo (2.11) - (2.12), temos

(x—V3/3) +y° — (x+V3/6)* = (y—1/2)* = a* =’
=22 —2V3x/3+1/3—2® —V3Bx/3-1/12+ > -’ +y—1/4 = a* -1
= 3z = > -1 —y.
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Substituindo o y encontrado, temos:
1 9 1
— o b2 (2 b2
e Gl G D)
— 1 2 1 2 1 2
= _\/g(a 2b 5¢ )
1
= TB(bz + C2 2&2)
3
= \é_(bQ + ¢? — 2a?)
Logo,
T = ﬁ(bg +c? — 2a?)
16 (2.14)
Yy = 5(02 )

Sejam x1, T2, T3 € x4 as posicoes dos corpos em R? fixo. Entao a posiciao da quarta

particula no plano rotatério entorno do centro de massa das priméarias é dada por

q—c=R(zy—¢),

com ¢ = (¢, ¢y) sendo o centro de massa das particulas primarias e

sen(—t)  cos(—t)

R ( cos(—t) —sent(—t) )

a matriz rotacao. Temos entao

q' = R(IL’4 — C) + R.I"4,

Isolando x4 em (2.15) e substituindo em (2.16), chegaremos que

iy = R'(§— RR'(q — ¢)).

Substituindo x4 e @4 em (2.17), temos que

= (RR'—2(RR")?)(q — ¢) + 2RR'q + Ri,.

Calculando as matrizes, iremos encontrar os seguintes valores

0 -1 -1 0

(2.15)

) -1 0 : 0 1 :
RRt:( ):—1, RRt:< ):J e (RRY=J*=—I.

Portanto,

G=(q—c)+2J4+ Riy=is=R(G—2J4— (q—c)).
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Utilizando a equagao (2.1), temos que

RYG— 24— (q—c)) = Z’Z; (21 — 24) + %(xz — ) + %(xg ~ )
U
(G—2J¢—(q—¢) =

mq mo ms
g(ch —q)+ (Ts(% —q)+ 73(613 —q).
Portanto, se ¢ = (z,y), a equagdo do movimento que descreve a trajetéria de ¢ no sistema

rotatério é dada por:

P =25+ Vi,
j=—2i+V,

onde

V=Vl g) = (- e + (- o)) + 4 T T

V' é chamado de potencial eficaz. Perceba que ¢ = (¢, ¢,) s6 depende das massas, pois

3 1
c=m1(vV3/3,0)+ma(—+/3/6,1/2)+ms(—V/3/6,—1/2) = (\é_(le—mQ—mg), §<m2—m3)).
Podemos também expressar V' em termo das coordenadas a, b e ¢. Para isto, prova-

remos o seguinte lema.

1 ;1 /
Lema 2.1. Se I = 5((x —)+(y—c)?) el = §(m1a2 + mgb? + mac?), entio I — I

nao depende de a , b e c. Isto €, é constante em relacdo as coordenadas a, b e c.

Demonstracao. Utilizando my + my + msg = 1, ”‘]2H2 = %, para todo i = 1,2 e 3, e

C= Z?Zl m;q;, obtemos que

/ 1
I = S(mlla=al®+mallg— el +msllg — o)
1 3 2 2
. §Z(mz‘||Q|| —2m(q, ¢;) + millql|”)
=1
1 3 5 3 3 5
= §(Zmz||q|| _QZmi<QaQi>+ZmiHQiH)
=1 =1 =1
1, .o 3 1
= §(||(J|| _2<Q7zmi(h‘>+§)

=1

1, 1

= 2(HCIH —2<q,C>+3)
1

= §(||q—CI|2—HC|I2+

Sendo I = }lq — C||*, entdo

1
3)

;1 2 2 2 1
1-1' = Slla-Cl’ - la=CIP +C)* - 5)

R D |
= S(lc) - 3).
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s ~ 2 ~
C é um vetor em fungao apenas das massas my, ms e mg. Logo ||C||” ndo depende de a, b

e ¢. Concluimos que I — I’ = K é constante. O

Sendo assim, o potencial eficaz transforma-se facilmente em
)

b

1
V = §(m1a2 + m2b2 + m3c2) + % + + % + K7 (218)

onde K é constante.

2.3 Equilibrios

Qualquer ponto critico de V' (z,y) é imediatamente um ponto de equilibrio para o PR4CP.
Vimos que V também pode ser escrito em func¢ao das distancias a, b e ¢. Veremos que
encontrar os pontos criticos de V' nas variaveis a, b e ¢ é equivalente encontrar os pontos

criticos nas variaveis x e y. Como segue na proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.4. Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos. (a,b,c) € um ponto critico de

V =V(a,b,c) se, e somente se, (x,y) dado pela férmula (2.14) é ponto critico de V (x,y).

Demonstragio. Temos que V = V(z(a,b,c),y(a,b,c)) = V(a,b,c) onde = = x(a,b,c) e
y = y(a, b, c) é dado pela formula (2.14). Pela regra da cadeia concluimos
oV _avor avay
da  Ox Oa Oy Oa
oV V3
= g Tl
oV _ovor vy
ob  0x b Oy Ob
ov 23 oV
E + = (=b)
Jdr 6 dy
b (W\/g _ W)

oV _ovor vy
dc  Ox Oc = Oy Oc

_Wevs oV
or 3 Gyc
oV 3 oV
=c|l "+
or 3 Jy

Utilizando o fato que a, b e ¢ s@o nao-nulos, as trés equacoes acima garantem que

ov oV ov oV oV
(axa ay) - (07 0) <~ (8@’8()’ (%) - (07070)
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O nosso objetivo agora é encontrar os pontos criticos do potencial eficaz V' (a, b, ¢)
restrito a superficie:

F=a"+b"+c"— (a®0® + P + b)) — (a® + b + %) + 1= 0.

A fim de encontrar tais pontos, desenvolveremos o seguinte sistema

(Vm‘/ba‘/c)—i_%)\(FaanaFc) =0
F=0 ’

com A o multiplicador de Lagrange.

V, = %(mﬂa) - T = mya(l a%),
V;) = %(mQQb) — 7&2 = mzb(l — big),
V. =21(ms2c) — 2 = mge(l — 5).

E ainda,

F, =4a®—2ab® — 2ac* — 2a = 4a® — 2a(b* + 2 + 1) = 2a(2a®> — b* — & — 1),
Fy =4b® — 2ba® — 2bc* — 2b = 4b® — 2b(a® + 2 + 1) = 2b(2b* — a® — 2 — 1),

F. =4 —2ca® — 2cb* — 2¢ = 4% — 2¢(a® + 0> + 1) = 2¢(2¢2 — a® — B> — 1).
Munido disso, surge o seguinte sistema de equagoes

mya(l —

mzb(l —

L)+ A12a(20® = 0> — 2 — 1) =0
1
3

)+ A32b(20* —a? — * — 1) =
mac(l — %) + A32c(2¢2 —a® — 0> — 1) =

b

at +b* + = (a0 + PP+ 0*A) — (@ + 0P+ A)+1=0

mi(1—5)+A(2a® =0 —? -1
b%)+)\(2b2—a —c2 -1

)=0
a )= . (2.19)
ma(1 — %) + A2 — a? —-1) =
) —

a* + bt + ¢ (2b2+a2c2+b“ (2+b2+02)—|—1:0
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Eliminando os denominadores, temos um sistema de quatro equacoes polinomiais em

quatro variaveis a, b, ¢ e A\. Somando as 3 primeiras equacoes do sistema acima temos

1 1 1
m1(1 - 5) +m2<1 - §> +m3<1 - 0*3)4‘
M2a? — b - =120 —a* — 2 - 12" —a* - b* - 1) =0

)

1 1 1

Isolando o A e usando o fato que m; + mg + m3 = 1, concluimos que
)\:5(1——————). (2.20)

Substituindo (2.20) nas duas primeiras equagoes de (2.19) e eliminando os denominadores,

produziremos o seguinte sistemas de trés equagoes polinomiais em trés variaveis a, b e c:

2a°b%¢c® — 2msa®b® — 2maa®c® — b + msah® — aPbicd
+(3my — 1)a*b*c® + m3a®b3c® + m3ab® + moab*c® + moa’c®

+maaic® — 2mia®b3c® + mbc + mibic® — 2mib3c® =0

2a30°c3 — 2msah® — 2m b5c® — a’bPcE + msa’h? — aPbicP (2.21)
+(3mg — 1)a*b*c® + mza®b3c® + mzadb® + mya®b?c + mb3c®

3

+mib3c® — 2maalb?c® + moa®c® + moatc® — 2mayatc® =0

at + vt + = (@ + P+ VPE) — (@A) +1=0

Observe que as duas primeiras equagoes do sistema acima estao escritas em uma ordem
de importancia tal que, fazendo a <— b e my; <— my, a primeira equacao se transforma

na segunda e a segunda equacgao se transforma na primeira.

Visto que a, b e ¢ sao as distancias da particula ¢ das trés particulas primarias, pode-
mos desconsiderar qualquer solucdo que possua pelo menos uma variavel nula. Claramente
os sistemas (2.19) e (2.21) sao equivalentes. Afirmamos mais ainda que (a,b,c) € (C*)3 é
solucdo do sistema (2.21) se, e somente se, (a,b,c,\) € (C*)* é solugdo do sistema (2.19),
com A dado pela equagao (2.20) e C* = C — {0}. O tinico problema estaria no fato de A

ser nulo, o lema abaixo garante que isso nao pode acontecer.

Lema 2.2. Ndo existe solu¢ao real ou complexa do sistema (2.19) com A = 0.

Demonstragio. Suponhamos que existe uma solugao (a, b, ¢, \) para o sistema (2.19) tal
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que A = 0. Entao

1 3
ml(].—g):()@ax =

1
m2(1—ﬁ):()<:>b3—1

1 3
mg(l—g)—()@c =1

Ou seja, a, b e ¢ sdo raizes ctubicas da unidade. Considere a matriz a (2.9):

01 1 1 1

1 0 1 1 a
A=l11 0 1 8|,

1 1 1 0 ¢

1 a®> v 2 0

z / . . . /
temos que 1, a2, b? ¢® devem ser raizes ctibicas da unidade. O determinante de A" pode ser
expandido em somas cujas parcelas sio mondémios onde as varidveis serdo raizes ciibicas
da unidade. Logo, esse determinante serd uma soma de muiltiplos inteiros de 1, w e w?,

onde w = —% + z@ De fato, temos que

d€t<A/> = Z (-1)S(U)CL10(1)CL20(2) c. CL5J(5).
oES5
Como as entradas de A’ séo raizes cibicas da unidade ou zero, podemos classificar os

o € S5 da seguinte maneira

o€ S5 tasque aip(1)a2.(2) - - - Uso(s) = 0
oy =0€S55 tasque a15(1)a2.(2) - - - Uso(s) = 1
gy =0 €55 tas que a15(1)a20(2) - - - As0(5) = W

03 =0 € S5 tas que alo(l)agg(g) Ce CL5U(5) = w2
Logo,

det(A) =3 (=1)) £ 37 (—1)2) 4 37 (—1)* )2,
o1 g2 o3
ou seja, det(A/) = a + fw +yw?, onde a , B e v sdo nimeros inteiro. Observe que a + 3
+ 7~ nao depende da particular escolha de a, b e c. J& vimos que det(A/) = F' =0, temos
assim que a + Bw + yw? = 0. Uma expressao desse tipo se anula se, e somente se, for
miltiplo do polinémio minimo de w, 1 + w + w?, ou seja, se, e somente se, @ = 3 = 7.
Concluimos que o + 3 + v é divisivel por 3. Por outro lado, considerando a matriz A’
tomando a2 =1, =1lec? =1, temos que a + B3 + v = det(A/) = —2, contradizendo a
conclusao anterior. Logo a, b e ¢ nao podem ser raizes ctibicas da unidade, ou seja, A deve

ser diferente de zero. O
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2.4 Massas iguais

Um exemplo interessante do PR4CP é quando consideramos as massas das 3 primarias
iguais. Estudaremos agora o caso em que my, = mgy = ms = % e mostraremos que existem
precisamente 10 pontos de equilibrio. Antes, iremos observar alguns resultados importantes

que essa condicao garante.

Proposicao 2.5. No caso de massas iguais, o sistema (2.19) é invariante por qualquer

permutagao de (a,b,c).

Demonstracio. Primeiro perceba que o determinante de Cayley-Menger F = a* + b* +
A —(a?b* + a*c* + v?c?) — (a® + b? + ¢) + 1 ndo muda para qualquer permutacdo de (a, b, ¢).

Considere agora a = a1,b = ay € ¢ = ag e chame

1

fr=mi(l— =)+ A2a? —b* — - 1),
1

fo=mo(l — =)+ A20* —a® — 2 — 1),

b3
1
fz=ms(1 — g) +A2¢% —a® —b* —1).

Seja a permutagao (a;,a;,ar) com i # j # k e i,j,k € {1,2,3}. Considerando que

mi = Mgy = Mg, temos que

fl(ai,aj,ak) = fz'v
f2(ai=aj7ak) = fj7
fS(aiaaj;ak) = [

Logo, o sistema (2.19) é invariante a qualquer permutacao de (a, b, c). ]

Proposicao 2.6. No caso em que my = my = mg3 = 3, todas solucoes reais e positivas do

1
37
sistema (2.19) estao em uma linha de simetria, isto é, a =b, a = c ou b = c.

Demonstra¢io. Para uma demonstragao consultar (LEANDRO, 2008), theorem 3.1.
m

Munido desses dois importantes resultados, podemos concluir que, no caso em que
1
3
(v, o0, B), (o, B, ) ou (f3, r, ). Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade,

my = mg = m3 = , solugoes reais positivas do sistema (2.19) vém em grupo de trés:

0 caso em que a = b.
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Fazendo my = my = mg = % e a = b no sistema (2.21), as duas primeiras equagoes

tornam iguais, entao

aSc® — 1ab — 2a°¢® — aS + 1ab 4 a8 + 23 — 1P =0
=

a* —2a?? -2+ -2+ 1 =0
3a8c¢ — a® + ab — 2a°¢® — 3a8¢® + abc? + 2a3® — a3 =0

=
a* —2a?c? -2+ -2+ 1 =0
a®(a —c)(3a*c® — a* + 3a®c* — adc + a® — 2ac® + ac — 2t + 2) =0
a* —2a’c? -2+ -2+ 1 =0

Podemos separar em dois sistemas. Do primeiro sistema,

a*(a — c) =0

a* —2a’c® - 2>+t —2+1 =0
pode-se concluir que a = ¢. E assim, substituindo na ultima equagao, temos que

at—2a* —2d°+a*—-a®>+1=0
—3a®> = —1

1

7

Logo,a=b=c= % é um ponto critico e assim nos fornece um equilibrio na origem, no

a =

centro do triangulo formado pelas trés primarias. O segundo sistema ¢é

3atc® —a* + 3a3* —dPc+ a2 —2at +ac—2c*+c2 =0 (2.22)
a* —2a*? -2+ -2 +1 =0 .

Chamaremos

g1 = 3a’c® — a' + 3a3c* — dPc+ a® — 2ac® + ac — 2t + &2,

o =a' — 2’ —2a® + ' — 2+ 1.
A fim de resolver o sistema (2.22), iremos calcular a resultante de g; e g, considerando-os
como polindmios apenas em a, ou seja, veremos a variavel ¢ como constante. Lembrando

que a resultante de g; e go é 0 determinante da matriz C', matriz de Sylvester associada a
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esses polinémios. C' é definida da seguinte maneira

an, 0o ... 0 b 0 ... 0
Ap—1 G, e bmfl bm :
: D : D by
C:Syl(glaQQ): . . )
ag : (1 bo : b1
0 aop 0 b()
0 0 ao 0 0 bo

vendo g; e g como

g1 = X"+ ap X"+ 4 ag X, an, #0
g2:mem—'—bm,leil—F...—i—boXo, bm7é0

O determinante de C' serd um polinémio na variavel ¢, como segue

P(c) = — 243 ¢* + 810 + 324 ¢* — 1701 ¢** — 972 c* + 2241 c*
+ 1944 ¢ + 243 '8 — 2376 17 — 405 ¢'° + 972 15 — 999 14
—108¢"® — 24312 + 540 ¢ + 351 ¢! — 54¢® — 108¢” + 9

As raizes de P(c) correspondem aos valores de ¢ tais que g; e go possuem raizes em
comum. Logo, encontrado esses valores, basta substituir no sistema (2.22) e resolver o
sistema apenas na variavel a. Para calcular essas raizes resolveremos a equagao P(c) = 0.
A equagao possui 22 solugdes complexas nao-nulas, cinco delas sao reais positivas, mas
apenas 3 correspondem ao valor de a ndo-nulo. As trés solugoes relevantes (a, ¢) do sistema
(2.22) sao

{(0.502465683134481, 0.816308578384975), (1.55145156726892, 0.602648135699807),
(0.817298143882299, 1.51253623586187) }.

Cada uma das trés solugoes encontradas anteriormente produz mais duas solugoes para o
problema (por meio de permutacao). Somando essas solugoes com a solucao da origem,
temos exatamente dez pontos de equilibrios. Vale ressaltar que todos os calculos e valores

encontrados acima foram feitos utilizando o programa sagemath.



25

3 TEORIA BKK

3.1 Politopos

Definicao 3.1. Dizemos que um conjunto C' C R™ é um conjunto convexo se dados
dois pontos quaisquer em C, o segmento que os une, [A, B], também estd em C'. Isto é,
dados A e B em C, entao

tA+(1-t)Be C, Vtelo,1].

Definicao 3.2. Seja X um subconjunto qualquer de R"™. Chamaremos de fecho convexo

de X o seguinte conjunto

Conv(X) ={Mz1+ ...+ s € X, N € Ry Vizl,...,n,Z)\i:

=1

Os elementos de Conv(X) sdo chamados de combinagéo linear convexa de X. Estamos
interessados em saber qual é o menor conjunto convexo que contém o subconjunto X de

R". Veremos que esse conjunto coincide com o fecho convexo de X.
Lema 3.1. Se X = {A, B} € R", entdo o fecho convexo de X € [A, B].
Demonstragio. Temos que Conv(X) = { A\ A+ Xa2B : A\ + Ay = 1}. Portanto, Ay = 1 — A;.
Logo,
Conv(X)={MA+(1—-X\)B: )\ €]0,1]} = [A, B].

Lema 3.2. Se X ¢é convexo, entio X = Conv(X).

Demonstragio. Temos de forma trivial que X C Conv(X). Basta provar que Conv(X) C
X. Seja a € Conv(X), entdo a = 31" | \jz; com z; € X e >° | \; = 1. Iremos provar por
inducao em n que a € X.

Se n = 2, como X é convexo temos
o = )\11’1 -+ )\21}2 = )\1]71 -+ (1 — )\1)%’2 = [1’1,1’2] c X.

Suponhamos que para n, a € X. Seja a = Z"H \z; com x; € X e ZnJrl — 1 Ao

menos um )\ é menor que 1, digamos, A\, 1. Observe que, por hipétese de inducao,

b= )\ Tt € X, repare que 37, 1:\\7+1 = 1. Portanto,

a = /\n-&—lxn—‘rl + (1 - )\n—l-l)ﬁ € X:

pois X é convexo e A\, 11 € [0,1]. O
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Lema 3.3. Conv(X) é convero.

Demonstragio. Sejam x, y € Conv(X). Queremos mostrar que tx + (1 —t)y € Conv(X)
para todo t € [0, 1]. Temos que

i=1 =1

Onde)\i;ﬂjeR%aZzl =1, Z] i =1lex;, y; € X.
Seja t € [0, 1]. Logo,

B=tr+ =ty =13 Nwi+ (=1 py; =D thwi+ 3 (1= ;.

i=1 j=1

Repare que t\;, (1 — > 0 Vi, j. E ainda

t)h
PR Zl—t _tZA+1—tZuj:t+(1—t):1.
1=1 7=1 i=1 7=1

Portanto, § é uma combinagao linear convexa de X, assim 5 € Conv(X), como querfamos

demonstrar. O

Proposigao 3.1. Conv(X) é o menor conjunto convezo que contém X.

Demonstragio. Pela defini¢ao de fecho convexo é facil ver que se X C Y, entdao Conv(X) C

Conv(Y). Seja Y um subconjunto convexo tal que

X CcY C Conv(X),

entao
Conv(X) C Conv(Y) C Conv(Conv(X))
4
Conv(X) CY C Conv(X).
Portanto, Y = Conv(X). O

Concluimos da proposicao 7 que
Conv(X) =n{C : C é convexo e X C C}.

Definicao 3.3. Um politopo @) é o fecho convexo de um subconjunto finito do R™. Ou

seja,

Q = Conv(A), no qual A= {xy,...,z,} CR"™
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Para nés, os politopos mais importantes serao os que sao fechos convexos de subcon-
juntos finitos onde todos os elementos possuem coordenadas inteiras. Isto é, ) = Conv(P),
com P C Z" e P finito. Estes politopos sdo chamados de politopos inteiros. O conceito

de dimensao pode ser dado a um politopo e, mais para frente, serd de extrema importancia.

Definicao 3.4. Seja Q um politopo de R™. Definimos dimensao de () como a dimensao

do menor subespago afim de R™ que contém Q. Notagao: dim(Q).

Definicao 3.5. Dizemos que um politopo é r-simplexo de R" se for fecho convexo de

{z1,..., 2,01} CR" e {xyg —x1,..., 2,41 — 1} é linearmente independente em R".

3.2 Faces de um politopo

Se observarmos um politopo em R?, notaremos subconjuntos particulares: vértices que
sao os pontos extremos do politopo, arestas que sao os segmentos de reta e faces que
sao poligonos contidos em um plano. Observe que tais conjuntos podem ser vistos como
politopos de dimensao 0, 1 e 2 respectivamente. A eles chamaremos de faces k-dimensionais

do politopo, no qual k£ é a dimensao correspondente.

Considere o hiperplano H = {x € R" : (z,u) = a}, onde a € R e u um vetor nao -

nulo de R”. Podemos definir dois semi-espagos relacionados a H

a},
a}.

Hy ={x eR": (z,u)
H_ ={zeR":(z,u)

V/ANA\Y

Definicao 3.6. Um hiperplano H de R™ é dito hiperplano de apoio para um subcon-
junto K C R" fechado e convexo, se KN H # () e K C H. ou K C H_. Neste caso,

dizemos que H, e H_ sao semi-espacos de apoio.

Seja H um hiperplano de apoio para um subconjunto K fechado e convexo do R".
Por conveniéncia iremos considerar que K C H_. Logo mais, no entanto, veremos que

podemos equivalentemente considerar K C H,.

Definigao 3.7. Seja H = {x € R" : (x,u) = a} um hiperplano de apoio para um
subconjunto K. O vetor u ¢ dito vetor externo normal a K ¢ o vetor (—u) é dito vetor

interno normal de K.

Considere a fungao continua, de K C R" em R, dada por f,(x) = (x,u), para algum
vetor u nao-nulo do R". Se K for compacto, a fun¢ao f,(z) atinge um maximo e um

minimo. Isso motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.8. Seja K C R"™ compacto. A fungdo hx de R" em R dada por hg(u) =

mazzer{ fu(z)} é chamada de fungao suporte de K.
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Proposicao 3.2. Seja K um subconjunto compacto e convexo de R™.

1. Para todo u # 0, Hx(u) = {x € R" : (x,u) = hx(u)} é um hiperplano de apoio de
K.

2. Todo hiperplano de apoio de K pode ser escrito como no item anterior.

Demonstragio. Sabemos que existe um zo € K tal que f,(zo) = (xo,u) = hx(u), logo
K N Hg(u) # (. E ainda, Yz € K temos que f,(z) = (z,u) < hg(u) = mazx{f,(z)}, logo
K C Hg(u)_, provando o item 1 da proposicao.

Seja H = {x € R": (x,u) = a} um hiperplano de apoio para K. Suponha K C H_,
ouseja, Vo € K (z,u) < a. Como HNK # (), entdo existe um zy € K tal que (zg, u) = a.
Portanto a = hx(u) e H = {x € R" : (z,u) = hg(u)}, provando o item 2. O

Observagao:Seja H = {z € R" : (z,u) = a} um hiperplano de apoio de K compacto e
convexo. Se K C H_, Yy € K temos (y,u) < a = hg(u). Considere agora, H = {z €
R : (z,—u) = —a}. Claramente H = H'. Porém, se y € K, entdo (y, —u) > —a. Assim,
K C H, e —a=min{f_,(7)}.

Definicao 3.9. Seja H um hiperplano de apoio de um politopo P de dimensao n. Cha-
maremos ' = PN H de face P.

Veremos adiante que F' também é um politopo. Ja sabemos que F' é convexo, pois é
intersecdo de conjuntos convexos. Mais especificamente, iremos provar que F é o fecho

convexo dos pontos que estdao em H N C, com P = Conv(C).

Também iremos ver que P é compacto. Portanto, pela proposicao anterior, deduzimos
que para todo vetor ndo-nulo u € R"™, temos que Fp(u) = PN{x € R": (z,u) = hp(u)} é

uma face de P.

Definigao 3.10. Dizemos que Fp(u) é a face determinada por u, ou face induzida

por u.

Teorema 3.1. As faces de um politopo sao politopos. Em particular, existe uma quantidade
finita de faces.

Demonstragio. Sejam P = Conv({x1,...,z,}) um politopo e FF = P N H uma face de
P, com H = {x € R": (z,u) = a} hiperplano de apoio de P. Sendo P C H_, considere
0 caso em que Ty,...,Ts € H e x5y1,...,2, € int(H_). Se x1,...,x, € H, terlamos que
I = P, e assim o teorema estaria demonstrado. Voltando ao caso a ser considerado, segue

que



Capitulo 3. Teoria BKK 29

Defina b; = a — (zj,u), Vj=s+1,...,7,logob; >0.Se xz € P, entdao x = >|_; \;jx;,
com ¥ Ni=1le)>0 Vi=1,...,r. Logo,

<x,u):i)\i(xi,u>+ ZT: Az, u)

j=s+1
S T
i=1 j=s+1
T T
=D da— Y b
i=1 j=s+1
T
=a — Z )\jbj < a.
j=s+1
Portanto,
,
reH & Z)\]b]:() 54 )\s-l-l:---:)\r:O'
Jj=s+1
Concluimos que, se x € F', entao x = Y7, hjx;,com >0 ;N\ =1eN >0 Vi=1,... s,
Isto é, F' = Conv({xy,...,2,}), assim I’ é um politopo.
Podemos concluir ainda que, como o conjunto das partes de {x1,...,z,} é finito,

entao a quantidade de faces de P é finita. Pois, se I’ é uma face de P, entao é fecho

convexo de algum subconjunto de {zy, ..., z,}. O

Proposicao 3.3. Sejam Fy e Fy faces de um politopo P tal que Fy C Fi. Entao Fy é uma
face de F.

Demonstracao. Seja Hy o hiperplano de apoio de P tal que Fy = PN Hy. Entao, Fy C H
e Fy C P (pois Fy é face de P). Logo,

FiNHyCc PNHy=FyC FiNH,.
Portanto, Fy = F1 N Hy e assim Fy é uma face de Fj. O

Definicao 3.11. A dimensao da face de um politopo é definida como a dimensao do

menor subespago afim que contem a mesma.
(Classificaremos algumas faces de um politopo mediante sua dimensao:

1. Faces de dimensao 0 serao chamadas de vértices do politopo. Vert(P) denota o

conjunto de todos os vértices de um politopo P.
2. Faces de dimensao 1 serao chamadas de arestas do politopo.

3. Se um politopo tem dimensao n, as faces de dimensao n — 1 serao chamadas de

facetas.
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Observacao: No caso em que P C R™ é um politopo de dimensao n, o vetor normal que
induz uma faceta de P é tinico, a menos de multiplicagao por constante. De fato, se F' é
uma faceta de P, s6 existe um tnico hiperplano de apoio H tal que F' = H N P, pois a
dimensao de H também é n — 1. Com isso, o vetor normal a H, e portanto a faceta, deve

ser Unico.

Definigao 3.12. Seja P um politopo. Denotamos por fi(P) a quantidade de faces k-
dimensionais do politopo P. O vetor f(P) := (fo(P),..., fa_1(P)) serd chamado de
f-vetor de P.

J& sabemos que um politopo tem uma quantidade finita de faces, e portanto de
vértices. Podemos dizer mais ainda, que todo politopo é fecho convexo dos seus vértices. E

O que veremos a Seguir.

Lema 3.4. Seja K um conjunto fechado e convero em R™. Para cada x € R™, existe um

tnico ' € K tal que
|z — || < ||z — 2], Vz€K. (3.1)

~ . . A . !/
Demonstracio. K ser um conjunto compacto garante a existéncia de x . Suponhamos que
. " / 1" . ’ " .
exista x € K tal que x # x satisfazendo (3.1). Logo, ||t — x'|| = ||z — = ||. Considere o
PN . s ’ . / " , 7 7.
triangulo isésceles de vértices z, x e x . Como K ¢é convexo, temos que o ponto médio

m = (2" + 2") do segmento [z, 2] deve pertencer a K. No entanto
[z =mll <llz -2 = [lo -
contradizendo (3.1). Portanto, 2/ = . O

Definicao 3.13. Seja K C R” fechado e convexo. A func¢ao pg, de R" em K, dada por

/ / . , ~ N
pi(x) =2, x como no lema anterior, é chamada de fungao do ponto mais perto.

Observacio: E facil ver que pr(r) = x < o € K. Em particular, px é sobrejetiva.

Lema 3.5. Seja x € R" — {K'}, com K um subconjunto nao-vazio fechado e convexo. O

hiperplano H que contem pg(x) =z e é perpendicular ao vetor x — x', é um hiperplano
de apoio de K. Mais ainda, H = {y € R" : (y,u) = 1}, onde u = ==

@ a—a)

Demonstracdo. Claramente & € H e & — a' é perpendicular a H. Iremos mostrar que H é
hiperplano de apoio de K.
Afirmacao: x € int(H,).

/ ~
De fato, como z # x , entao

(z—2 x2—2)>0=> (z,x—2)> (@, x—2)= (z,u) > 1
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Logo, z € int(H).

Suponhamos, que K ¢ H_. Isto é, existe y € K, y # z, tal que y € int(H,).
Considere a bola fechada B centrada em x de raio ||z—z'||. Com certeza existe z € [2/,y]NB

tal que
lz = 2|l < [|lz = ). (3.2)

Mas K é convexo, entao z deve pertencer a K. Logo, (3.2) ndo pode acontecer, ¢ ontradigao.

Portanto, H é hiperplano de apoio de K. O

Figura 2: Hiperplano de apoio de K perpendicular a z — .

Teorema 3.2. Um politopo P é o fecho convero do conjunto dos seus vértices. Isto é,

P = Conv(Vert(P)).

Demonstragio. Temos que Vert(P) C P. Entao, Conv(Vert(P)) C P. Resta provar
que P C Conv(Vert(P)). Seja P = Conv({xy,...,z,}). Pela minimalidade do conjunto

gerador {z1,...,x,}, podemos considerar que, para todoi=1,...,r,
x; ¢ P,=Conv({z1,...,2i_1,Tis1,. .., 2}

Considere H; o hiperplano de apoio de P; que contém pp,(z;) = z; e é perpendicular
ax;— . Logo, P, C H;_ e z; € int(H;,). Transladando H; por z; — x; obtemos um
hiperplano HZ»/, que é hiperplano de apoio de P.

Afirmacdo: PN H; = {z;}.

De fato, sendo, pelo lema 1.5,

! / /

Hi={reR": (z,x; —x; ) = (x; ,x; — 25 ) }.
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Logo,

!/ /

) = (i, v — i)}

H ={z eR": (z,2; — x;

Ou ainda

’

Hi/:{xGR”:<:E—xi,:vi—$i>:0}.

Como z; = x; + (z; — x; ), é facil ver que z; € H, . Logo, {z;} C PN H;'. Seja xj, com
J # . Sabemos que x; € H; . Entao,

!

(Tj, 20 — 27 )

/ !

<$i,$z‘—$i>

/

<[L’j—$i+$i,l‘i—l’i>

/ /7

(5151' 75Ez‘—$i>

!

<Z’j — T, Ty — X5 >]

/

(xl- — T4, Ty — $il> = —Hxl — l'ZIH <0

N = N = A

Concluimos que z; € int(HZ-’_), para todo j # i. Considere y € P. Entao y = 377_; a;z;
tal que 3% _ja;=1ea; 20, Vj=1,...,7. Se 34 a; #0, entdo

T
/ !/

(y,m; — ;) = Zaj@j,xi — xi/) = Zaj@j,xi — x/) + ai{x;, x; — x; )

J=1 J#i
< Z%(%‘, Ti— $z‘/> + ai(x;, x; — $i/> = (1, x; — xi/>-
J#i

Concluimos que para y € Hi/, > jziaj = 0. Ou seja, y = ;. Portanto, PN H = {z;}. A
afirmacao anterior garante que {z1,...,z,} C Vert(P). Logo, P C Conv(Vert(P)). O

Definicao 3.14. Se xy,...,x, sdo os vértices de um politopo P. Chamaremos o conjunto

{z1,..., 2.} de gerador de P.

Estamos interessados agora em determinar um politopo P em termos de suas facetas.
Digamos que $q,...,S, sao as facetas de P com vetores normais externos vy, ..., v,

correspondentes. Veremos que
P=n/_{z e R": (z,v;) < a;},
para o qual a; = hp(v;) Vj=1,...,n.
Definicao 3.15. A intersecao finita de semi-espacos fechados em R™ é chamada de

conjunto poliedral.

Observacao: Um conjunto poliedral serda um subconjunto fechado e convexo do R",
pois é intersecao finita de conjuntos fechados e convexos. Portanto, podemos estender os
conceitos de hiperplano de apoio, faces e dimensao para um conjunto poliedral, de maneira

similar ao politopo.
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Lema 3.6. Seja v € R" — K, com K subconjunto fechado e convexo do R™. Suponha que y

pertenca d semi-reta de origem em ' = pg(x) e que passa por x. Entio, x' =y = px(y).
Demonstracao. Primeiro, considere o caso em que y € [:B/, x]. Se z +# y/, entao
le =zl =lz=yll+lly—zl>le-yll+ly—yl=lz—-yl

que é uma contradicio. Logo, ' = y. Suponha = € [z',y] e ¢/ # «'. Entao, a reta paralela
a [y,7'] que passa por z corta o segmento [z’,y] em um ponto xy. Como K é convexo,

entdo r( € K. Usando semelhanca de triangulos, segue que

|z —zoll _ lly =¥l nlly =yl
— — Hx—%H:Hx—xHﬁ-
lo = 2] |ly — | ly =2
Por hipétese, ||y —v'|| < ||y — 2||. Logo,
lz = ol < [lz =2,
que é uma contradicdo. Portanto, = =y O

Lema 3.7. A funcdo px € Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1. Em particular,

P € uniformemente continua.

Demonstragio. Para uma demonstracao consultar (GUNTER, 1996), pagina 13. ]

Teorema 3.3. Todo conjunto fechado e convero K C R™ possui um hiperplano de apoio

em cada um dos seus pontos de fronteira.

Demonstragio. Seja xy € OK. Existe uma sequéncia {z;} que converge para z, com
2z € R" — K, Vi. Como pg é continua, entdao {x;} converge para z, sendo px(z;) = ;.
Considere S a esfera centrada em zy de raio r > 0. Com ¢ suficiente grande, s;, a semi-reta
com origem em x; que passa por z;, intercepta a superficie da esfera no ponto y;. Perceba
que {y;} converge para um ponto de acumulagao yo, tal que yy # o. Sabemos, pelo lema
1.6, que pk(y;) = z;. Usando a continuidade de px mais uma vez, temos que xz; deve

convergir para pg(y,). Portanto, px(yo) = xo. Temos ainda que yy ¢ K, caso contrério

pK(yo) = Yo = Lo,

que é uma contradicdao. Logo, pelo lema 1.5, existe um hiperplano de apoio de K que passa

por xg. ]

Observagao: O teorema anterior garante que 0K C U;erH;, com H; hiperplanos de

apoio de K.

Teorema 3.4. Todo politopo P é um conjunto poliedral limitado.
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Demonstragio. Para uma demonstragao consultar (BOUREL, 2005), teorema 1.31 O

Teorema 3.5. Todo conjunto poliedral limitado é um politopo.

Demonstracao. Iremos provar por inducao completa na dimensao do conjunto poliedral.
Seja P um conjunto poliedral limitado. Se P tem dimensao 0, claramente P é um politopo.
Suponhamos que todo conjunto poliedral limitado de dimensao até n — 1 seja um politopo

e suponha P de dimensao n > 0. Entao,
P:H170H27m...ﬂH37,

com H; hiperplanos em R".

Faga F; = H; N P. Perceba que F; ¢ um conjunto poliedral limitado de dimensao
menor igual a n — 1. Por hipdétese de inducao, F; ¢ um politopo, para todo j. Como
Us_ I C P, entao Conv(U5_, F;) C Conv(P) = P.

Afirmacao: Sejam x € int(P) e 0 uma semi-reta com origem em x. Entdo ¢ intercepta
OP em um tnico ponto x,.

De fato, seja A a reta que contém o. Sabemos que P é fechado, convexo e limitado.
Portanto, P é compacto e convexo. Logo, a intersecao de A com P deve ser um conjunto
compacto e convexo de dimenséo 1, isto é, deve ser [z, x,]. Isso implica que o NP = x,,.
Como OP C Uj_, Fj (teorema 1.3), x, pertence a alguma face Fj,. De maneira andloga

podemos concluir que x, € F} . Segue que

r € |1, 2,] C Conv(F;, UF},) C Conv(Ui_, Fy),

isto é,
P = 0P U Int(P) C Conv(U;j_, F}).
Portanto,
P = Conv(Uj_, 4;),
com A; finito e Conv(A;) = F;. Logo, P é politopo. ]

3.3 Politopo de Newton de um polinbmio de Laurent

Uma conexao entre polinomios e politopos inteiros é um dos pontos mais importante desse
capitulo. Antes, introduziremos a seguinte notagao para polindémios em n variaveis sobre

C,

f = Z CaXaa

aesS
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com a = (ky,...,k,) € S, S é um subconjunto finito de Z%; chamado de suporte de f,
Xo=x" . X, rec,eC.

Definigao 3.16. O politopo de Newton de um polinémio f € C[X7, ..., X,], denotado
por NP(f), é o fecho convexo do suporte de f. Isto é,

NP(f) = Conuv(S),

onde S é conjunto suporte de f.

Perceba que os valores dos coeficientes ¢, nao importam na definicao de NP(f).
Exemplo 3.1. Considere f € C[z,v, 2] tal que
[ =axyz + bry + cz +d,
a,b,c,d € C*. Entao
NP(f)= Conv({(1,1,1),(1,1,0), (0,0, 1),(0,0,0)}).

Observe que N P(f) é um politopo em R3 de dimensao 2.

Figura 3: Politopo NP(f) do exemplo 1.
Podemos ainda associar um subconjunto finito A = {ay,..., 0} € Z%; a um C -
espago vetorial L(A), definido da seguinte maneira
L(A) = {cho‘l + ...+ ClXal 1C € (C} C (C[Xl, . ,Xn]

Note que dim(L(A)) =1 e NP(f) C Conv(A) para todo f € L(A). A igualdade nem

sempre acontece, como mostra o exemplo a seguir.



Capitulo 3. Teoria BKK 36

Exemplo 3.2. Seja A = {(1,1,1),(1,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} C Z2,. Observe que f =
c1xyz + coxy + c3z + ¢4 € L(A). Caso algum ¢; = 0, para algum j = 1,2,3,4, entdo o

conjunto S, suporte de f, é um subconjunto préoprio de A. Portanto,

NP(f) & Conv(A).

Concluiremos essa se¢do com uma pequena generalizagao da noc¢ao de politopo de
Newton. Visto que os vértices de um politopo inteiro podem ter coordenadas inteiras
negativas, seria bastante 1til ter uma correspondéncia entre politopos inteiros e polindémios.

Isto motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.17. Seja a = (ay,...,a,) € Z™ um vetor inteiro. X* = X;% ... X, ™ é
chamado de monémio de Laurent associado a «. Uma combinacao linear finita de

monomios de Laurent com coeficientes em C é chamado de polinémio de Laurent sobre

C.

Denotamos polinémio de Laurent sobre C por

f = Z CaXaa
a€esS
com o = (ay,...,a,) €5, 5 é um subconjunto finito de Z" chamado de suporte de f, X

monomio de Laurent associado a « e ¢, € C*. Definimos

X*. XP =X o X®. X =1, Va,peZ"

A cole¢ao de todos polinémios de Laurent sobre C forma um anel comutativo com
a soma e o produto usuais. Denotaremos esse anel por C[X,*, ..., X,,*]. A definicdo de
politopo de Newton é a mesma para polindmios de Laurent. Assim como, dado um conjunto
finito A C Z", podemos associar um C - espago vetorial L(A) composto por todos os

polinémios de Laurent com expoentes em A.

3.4 Soma de Minkowski

Definicao 3.18. Sejam P, P, C R" politopos. Definimos como soma de Minkowski

de P, e P, o seguinte conjunto
P+P={x+y:x€P, e yc b}
Podemos definir ainda o conjunto
AP, ={)z:x € P},

com A\ € R*.
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Teorema 3.6. Se P, e P, sao politopos, entao P, + P, e APy sao politopos, com \ € R*.

Demonstra¢io. Suponha Py = Conv({zy,...,2,}) e Py = Conv({yi,...,yr}). Claramente
AP, = Conv({Axy, ..., Az, }). Iremos mostrar que P, + P, = Conv(C'), onde C' = {x; +y; :
i=1,...,r e j=1,...,k}.Se z € P, podemos escrever z =x+y comzx € P ey € Ps.

Isto é,

T

,
xzz/\ia:i, com N =0 e Z)\izl,
i=1 i=1
k k
y:Zajyj, com «; =20 e Zajzl.
j=1 j=1
Faca 7;; = A5, temos que 7;; = 0 Vi, 7 e ainda
D v =D Ny =3 N a;=1
i ij i j
Portanto,

Z %’j(xi + yj) = Z Aio;x; + Z i y;
4,3 i,j

1,

k r r k
=D iy Aiwi+ Y N ay;
j=1 =1 =1 j=1

Logo, z € Conv(C) ... P, + P, C Conv(C). Sabemos que C C P + P,, para provar que
Conv(C) C P, + P, = P, basta concluir que P é convexo. De fato, dado =,y € P, entao

r=1 +z e Y= yl —l—y" com :Ul,yl eEP e x",y" € Pp.
Entao,
tr+(1—ty=tlz +2 )+ 1 -y +y ) =2 +2.
com

2=t +(1-1t)y,
ZH _ tgj// _'_ (1 B t)y//_
Como P e P, sdo politopos, podemos concluir que, para todo ¢ € [0, 1], temos que 7 ePe
2" € Py. Logo , tx+ (1 —t)y € P, para todo t € [0, 1]. Portanto P é convexo, demonstrando

o teorema. O

Perceba que o teorema anterior nos fornece um método eficaz de encontrar a soma
de Minkowski de dois politopos. Basta somar seus vértices e tomar o fecho convexo. Outra
consequéncia importante é que a soma de Minkowski de politopos inteiros resulta em um

politopo inteiro.
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Exemplo 3.3. Sejam

Entao

P+ Py= Conv({(2,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,2), (3, 1), (4,1), (4,2)})
= Conv({(2,1),(2,3),(3,3), (4,2), (4, 1)}).

Proposicao 3.4. Sejam Py, ..., P, politopos em R" e P= P, + ...+ P, a sua soma de

Minkowski. Se F ¢ uma face de P, entdo
F=F+...+F,,

com F; face de P;.

Demonstragio. Suponhamos r = 2; para r > 2 a demonstragao é similar. Seja Fp(u) uma

face de P induzida pelo vetor u. Entao
Fp(u)=Hp(uyNP ={x € P:(x,u) =hp(u)}.
Perceba que
hp(u) = mazyep(y, u) = mazy,cp (Y1, u) + mazy,ep, (Y2, u) = hp, (u) + hp,(u).
Portanto,
Fp(u)={z € P:(x,u) = hp (u) + hp,(u)}.
Mas,
Fp (u) + Fp,(u) = {z1 + 22 : (1 € Py : (x1,u) = hp, (u) e xy € Py : (wg,u) = hp,(u)}.
Podemos concluir que
Fp, (u) + Fp,(u) C Fp(u).

Seja x € Fp(u). Entdo © = x1 + 9 com z; € P;. Temos que (x;,u) < hp,(u), com ¢ = 1,2.

Caso (x1,u) < hp,(u) ou (xa,u) < hp,(u), entdo
(x,u) = (z1,u) + (x2,u) < hp (u) + hp,(u),

o que seria uma contradigao, pois € Fp(u). Portanto,

Logo, © € Fp,(u) + Fp,(u) ... Fp(u) = Fp,(u) + Fp,(u). O
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Proposicao 3.5. Sejam Pi,..., P, politopos em R* e P = P, + ... 4+ P, sua soma de
Minkowski. Se Fp(B) C Fp(a), entao Fp,(B) C Fp,(«), para todoi=1,...,r.

Demonstracao. Suponhamos r = 2; para r > 2 a demonstracao ¢ similar. Por hipétese,

Fp (8) + Fp,(B) C Fp(a) = Fp (a) + Fp,(a).

Seja vy 4 vg, com v; € Fp (8). Como vy + vg € Fp, () + Fp,(), entao vy + vy = wy + we,

com w; € Fp (a). Logo,
(1, @) + (v2, @) = (wy, ) + (weq, a).

Temos ainda que

NN

(v9, ) < (wg, a) = hp,(a).
Caso (v, a) < (wy, @) ou (vg, ) < (wy, @), entdo

(v1, @) + (vg, @) < (wy, @) + (wa, @),

que é uma contradi¢ao. Portanto,

isto é, v; € Fp(«), para todo i = 1,2. ]

Proposigio 3.6. Sejam fi, f» € C[X,F,..., X, | polinémios de Laurent. Entdo,
NP(fi-f2) = NP(f1) + NP(f2).

Demonstragao. Considere f; = > cs, ca X € fo = 5cs, CBX'B com S; C Z™ finitos e c,,
cs € C*. Logo,

firfo= D cacgXTP

a€S1,BE€52

Assim, o conjunto S, suporte de f; - fo, sera
S:{CY—FﬁI()éGSleﬁESQ},
isto é,

NP(f1- f2) = Conv(S).
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Como o € Sy e € Sy sao vértices de NP(f1) e NP(f2), respectivamente, entao ja

sabemos que
NP(f1)+ NP(fs) = Conuv(S).
Portanto,

NP(fi- f2) = NP(f1) + NP(f2).

O corolario seguinte é uma consequéncia imediata da proposicao anterior.
Corolario 3.1. Se f € C[X,F,..., X,,*], entdo
NP(f-X")=p+NP(f) e NP(f*)=aNP(f),

com o € L=y e B €Z".

3.5 Volume misto e Teorema de Bernstein

Vimos que um politopo é um conjunto poliedral limitado, portanto um conjunto compacto.

Faz sentido medir o volume n-dimensional de cada politopo.

Definicao 3.19. Seja P um politopo em R". Definimos o volume n-dimensional de P

por

Vol,(P) :/// dz1dzy . .. den.
P

Definigao 3.20. Sejam P, ..., P, politopos em R" e Ay,..., A\, € R. Vol, (M P, + ... +
A-P,) serd o volume n-dimensional do politopo soma de Minkowski A\ Pi+...4+\,. P,

em R™.

Proposicao 3.7. Considere qualquer colegio Py, ..., P, de politopos em R", e sejam
ALy .-y Ap nUmeros reais nao-negativos. Entao, Vol,(M Py + ...+ \.P.) € uma fungdo
polinomial homogénea de grau n nas variaveis Ay, ..., A,

Demonstrag¢io. Para uma demonstragao consultar (COX; LITTLE; O’SHEA, 2006) pagina
337 ou (GUNTER, 1996) pagina 116. O

Definicao 3.21. O volume misto n-dimensional de uma colecao de n politopos
Py, ..., P, em R" denotado por MV, (Py,...,P,), é o coeficiente do mondémio A; ...\,
em Vol,(MPy+ ...+ N\ Py).
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Este invariante geométrico ganha um papel crucial nesse trabalho por estar relacio-
nado com o Teorema de Bernstein, teorema de principal importancia para nés. Antes de

abordarmos esse assunto, veremos algumas propriedades e exemplos do volume misto.

Teorema 3.7. 1. O volume misto MV, (Py,..., P,) € invariante se os Pys sao substi-

tuidos por suas imagens por transformagoes que preservem volume.
2. MV,(Py,...,P,) é simétrico e linear em cada varidvel.

3. MV,(Py,...,P,) > 0. Além do mais, se algum P; tém dimensdo zero (isto €, P;
consiste de um tnico ponto), entio MV,(P,...,P,) = 0. Se todos os P; tem
dimensao n, entio MV, (P,...,P,) > 0.

4. O volume misto de qualquer colegao de politopos pode ser calculado como

MVn(Pl,...,Pn):i(—l)”"“ o Vol,(dP).

k=1 I1c{1,...n}, iel

Demonstragio. Para uma demonstragao consultar (COX; LITTLE; O’'SHEA, 2006) pagina
338. O

Corolario 3.2. No caso em que n = 2, a formula do item 4 do teorema anterior se reduz

a

M‘/Q(Pl, PQ) = —VOZQ(Pl) — VOZQ(PQ) + VOlg(Pl + Pg)

Demonstracao.

MVy(P, P) =Y (=177 > Volb(d_ P) =

k=1 I1c{1,2} i€l
\I|=k
— (=" Y Vol (S P)+(-1)° Y Volo(Y P) =
1c{1,2} icl 1c{1,2} iel
[7]=1 |7|=2

= _(VOZQ(Pl) + VOZQ(PQ)) + VOlQ(Pl + PQ)

Exemplo 3.4. Sejam fi, fo € C[X,Y] dados por

f1(X,Y) =aX?Y? + bX 4 cY? +d,
fo(X,Y) = eXY' 4+ [X° + gY,

com a,...,q € C*. Sejam P, = NP(f,), P, = NP(fs) e P, + P>, como mostra na figura 4,

respectivamente.
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n

(=)

¥

[}

Figura 4: Politopos P, P, e P| + Ps.

Podemos concluir, utilizando nog¢oes basicas de calculo de areas de figuras planas,
que Voly(Py) =4 e Voly(P,) = 5. Dividindo a area de P; + P, em quatro figuras (como

mostra na figura), podemos também concluir que

15 15
VOZQ(P1+P2):6+6+7+?:27

Portanto, de acordo com o coroldrio anterior, temos
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Dados subconjuntos finitos Ay, ..., A; C Z". Considere agora os C-espagos vetoriais
L(Ay),...,L(4;) de polindémios de Laurent, isto é
= {fl Z Cz kX C@k c C}
keA;

Defini¢ao 3.22. Uma propriedade é dita valer genericamente para todo (fi,..., fi) €
L(Ay) x ... x L(A)), se existe um polinémio p nao-nulo nas varidveis dos coeficientes dos
polindmios fis, tal que a propriedade vale para toda l-upla (f1,..., fi) cujo os coeficientes

dos polinémios f;s ndo anulam p.

Exemplo 3.5. Sejam A; = {a1, a2}, Ay = {1, 52} e A3 = {71} subconjuntos do Z*.
Considere (fi, fo, f3) € L(A1) x L(A3) x L(A3) = L. Entéo,

J1=a X" + ap X%,
o= bi X7 4 by X,
f3 = ClX’ﬂ?

com aj, ag, bl, bg ec € C.

Afirmamos que a propriedade P := a? + b3 # 0 vale genericamente para todos

(f1, f2, f3) € L. Antes, perceba que nem todos elementos de L satisfazem P. De fato, tome
(XCQ,XBl,X’h) eL,

temos que a;? + by> = 0. Considere o polinémio nao-nulo h(Xy,...,X5) = X1* + X2
Todos (f1, fa, f3) € L tais que h(ay, as, by, b, ¢1) = a1 + by® # 0 satisfazem a propriedade
P. Isto é, a propriedade P vale para toda tripla (f1, f2, f3) cujos coeficientes ndo anulam

h. Ou seja, P vale genericamente para todo elemento de L.

O proximo teorema é conhecido como Teorema de Bernstein.

Teorema 3.8. Dados polinomios de Laurent fi, ..., f, sobre C em n varidveis com uma
quantidade finita de zeros comuns em (C\ {0})", seja P, = NP(f;) o politopo de Newton de

fi em R™. Entdo o nimero de zeros comuns dos firs em (C\ {0})" € limitado superiormente

pelo volume misto MV, (P, ..., P,). Além do mais, para escolhas genéricas dos coeficientes
dos fis, 0 niumero de solugoes comuns € exatamente MV, (Py, ..., P,).
Demonstragio. Consultar (COX; LITTLE; O’'SHEA, 2006) pagina 346. m

Exemplo 3.6. Seja seguinte sistema de equacoes polinomiais:

) (3.3)
fo =x+y+ay—2=0
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Podemos concluir, sem muitas dificuldades, que o sistema acima possui finitas solugoes em
(C \ {0})71 Se P1 = NP(fl) (§] P2 = NP(f2)7 entao VOlQ()\lPl + /\QPQ) = /\% + 2)\1)\2 + %/\%
Pela definicdo de volume misto, temos que MV,(P;, Py) = 2. Aplicando o teorema de

Bernstein, podemos concluir que o sistema (3.3) possui no maximo duas solugoes em

(C\{0})".
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4 SERIES DE PUISEUX

4.1 O corpo das séries de poténcias formais

Fixemos um dominio D. Uma sequéncia infinita (ag, a1, . . .), denotada por (a,,), com a; € D,
Vi, é chamado de série de poténcia formal sobre D. Denotaremos por D[[X]] o conjunto
de todas as séries de poténcias formais sobre D, onde X é uma variavel independente.

Convencionamos escrever cada elemento (a,) € D[[X]] como a expressdo simbdlica
0 .
aX' =ataX+.. . +a,X"+....
=0

Dados f = Y2,a; X' e g = 32,0, X" € D[[X]]. Podemos definir em D[[X]] duas

operacoes de soma e multiplicacdo, ambas herdadas das operacoes do dominio D. Vejamos:

f+g= Z(ai +b,) X",
=0
f-g= iciXi, com ¢; = i:ajbi,j.

i=0 =0
Pode ser verificado, sem muita dificuldade, que D[[X]] munido das operagdes acima é
um anel comutativo com unidade, onde 1 = (1,0,0,...) e 0 = (0,0,0,...). Seja D[X]
o conjunto de todos elementos f = -7 ;a; X, isto é, o conjunto de todas as séries de
poténcias formais com a; # 0 somente para um nimero finito de indices. D[X] é subanel

de D[[X]] chamado de anel dos polinémios na varidvel X sobre D.

Definigao 4.1. Seja [ = 3°,a;X* € D[[X]], f # 0. A ordem de f, denotada por o(f) ,
6 o menor inteiro n tal quer a, # 0. E conveniente definir 0(0) = oo, no qual o simbolo oo

possui as seguintes propriedades:

1. oo > n, para todo inteiros n.

2. 00+ n =n-+ oo = oo, para todo inteiro n.

Proposigdo 4.1. f =2 a; X" e g=32,b; X" € D[[X]]. Entdo

1. o(f - g) = o(f) + olg),

2. o(f £ g) = min{o(f),0(g)}.

Demonstra¢io. 1. Primeiro iremos mostrar que se o(f) = 0 ou o(g) = 0, digamos
o(f) =0, entao

o(f-g)=o(f)+o(g) =o(g).
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Sendo o(f) = 0, entao ag # 0. Sendo o(g) = k, entao by # 0. Suponha f-g =
20X Se i < k temos

C;, = (Zobi + albi—l + ...+ aibo = 0,
pois b; =0, Vi< k. Sei =k, temos
Cr — agbk + albk_l + ...+ akbo = aobk 7é 0.

Portanto, o(f - g) = k = o(g), como querfamos. Agora, considere o(f) =n >0 e

o(g) =m > 0. Logo,

f=X"an+an1 X +...),
g = Xm(am +am+1X + .. .),

com a,, a,, # 0. Portanto,
f g = Xnerhlhg,

onde o(hy) = 0 = o(hg). Isto é, f- g pode ser escrito como um produto do monémio

X™™ com uma série h de ordem igual a 0. Ou seja,
o(f - g9) = o(X"T"h) = O(X"™™) = n +m = o(f) + o(g)-

2. Suponha que o(f £ g) =m < mm{o(f), o(g)}. Entao (a,, £ b,,) # 0. Absurdo, pois

m < o(f),o0(g). Logo, o(f £ g) = m = {o(f),0(g)}.
O]
Teorema 4.1. D[[X]] é um dominio.
Demonstragio. Se f, g € D[[X]] tal que f-g =0, entdo o(f-g) = o(f)+0(g) = 0(0) = oc.
Portanto, o(f) = 0o ou o(g) = c0. Isto é, o(f) =0 ou o(g) = 0. O

Teorema 4.2. ag + a1 X + ... é uma unidade em D[[X]| se, e somente se, ag é uma

unidade em D.

Demonstracao. Se ag ¢ uma unidade em D, definimos by, by, ... por

apby = 1,

apby + arby = 0,

anbn -+ albn_l + ...+ G,nbo = 0,
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Entao,
(a0+CL1X+)(b0+b1X+) = 1. (41)
Reciprocamente, se (5.4) acontece, entao agbyg = 1 e ay é unidade em D. O

Teorema 4.3. Se K é um corpo, qualquer elemento do corpo de fragoes de K[[X]],

denotado por K((X)), pode ser escrito na forma

ap+ a1 X + ...
X" ’

h > 0.

Demonstragio. Seja f =2 € K((X)) com h = o(p) > 0. Logo, p = X™Mep+epm X + ...,
c¢n # 0. Como K é um corpo, entao ¢, possui inverso em K e, pelo teorema anterior,

(ch + cp1 X + ...) possui um inverso S € K[[X]]. Portanto,

;o g-S _a0+a1X+...
XM(en + enn X +...)S Xh .
O
Podemos escrever
ag+a1 X + ... _ _ _
. )1(h =X h(a0+a1X+...)=a0X h+a1X M

Isto é, K((X)) consiste de séries de poténcia formal com um nimero finito de termos com
expoentes negativos. Qualquer elemento nao-nulo de K((X)) pode ser expresso de maneira

Unica na forma
f = Xk(a0+a1X+ ),

com k um numero inteiro e ag # 0. Com essa motivagao, podemos estender a nogao de

ordem para elementos de K ((X)).
Definigdo 4.2. Seja f = X¥(ag + a; X + ...) um elemento ndo-nulo de K((X)). k ¢
chamado de ordem de f, denotado por o(f).

Observe que, assim como em K[[X]], podemos concluir que para todo f, g € K((X))

temos

o(f-g)=o(f)+o(g),
o(f £ g) = min{o(f),0(g)}.
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4.2 O Corpo das séries de Puiseux

Uma série de Puiseux ¢ uma modesta extensao do conceito de série de poténcia formal.

y . 1 : . -
Vamos usar no lugar da variavel X o simbolo X#. Agora, introduziremos uma relagao

entre os simbolos X%, n=1,2,..., definida por
X1 =X, (4.2)
(X7)" =X, (4.3)
X5 = (X)), (4.4)

Das equagoes (4.3) e (4.4) segue que
X=X,
Considere o corpo de fracdes K ((X=)). Perceba que a relacio (4.3) fornece que K ((X#)) C
K((X 7)), para todo n.
Proposigio 4.2. K((X)) = U2, K((X%)) é um corpo.
Demonstragio. Basta provar que K ((X)) é fechado para soma, produto e quociente. De

fato, sejam y,z € K((X)). Logo y € K((X=)) e z € K((Xw)), para m,n > 1 inteiros.

Portanto,
y,z € K((X77)) € K((X))"
Como K ((X#m)) é um corpo, entio
y+z yr e g (quando =z # 0) € K((X™)) € K((X)).

]

K((X)) é chamado de corpo das séries de Puiseux na varidvel X sobre o corpo K.

Definicao 4.3. Seja a(X) um elemento ndo-nulo de K((X))". Entao,

m mo

a(X) = X™ +a X" +...,

com a; # 0 e 7 < 2 < ... O nimero racional "+ é chamado de ordem de a(X),

denotado por o(a(X)). K((X))* é chamado de corpo das séries de Puiseux.

Teorema 4.4. K((X))' ¢ algebricamente fechado.
Demonstragio. Consultar (WALKER, 1978) péagina 98. O

Observagao: E possivel mostrar que o conjunto das séries de Puiseux complexas conver-
gentes em alguma vizinhanca de um ponto o € C, formam um corpo, e mais, que esse
corpo é algebricamente fechado. Para uma demonstracao consultar (LEFSCHETZ, 1953)
pagina 103 ou Picard citado em (WALKER, 1978).
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5 TEORIA BKK NO PROBLEMA
RESTRITO DE QUATRO CORPOS
NO PLANO

Defini¢ao 5.1. Chamaremos o conjunto I' := (C \ {0})" de toro algébrico.

Defini¢ao 5.2. Seja o = (ay,...,q,) € Q. Para um polindémio em n varidveis f =

S ies e X*, o polinémio a-reduzido de f é definido por

foz: Z Ckaa

(k,a)=p

com ¢ = minges{(®, k)}.
Exemplo 5.1. Considere a restricao do nosso problema
F=a*4+b" 4 — (a®* + a® + b)) — (a® + b? + 2) + 1.
Para os vetores a = (1,1,0), 5 = (2,1,0) e vy = (1,1, 1), temos
F,=F;=c"-c+1 e F,=1

Podemos estender a nocao de polindbmio a-reduzido para sistemas. Considere o

seguinte sistema de m equagoes polinomiais complexas em n variaveis:

fl(l’l,...,l‘n) = O

(5.1)
fm(xh cee 7xn) =0
O sistema de equagoes a-reduzido correspondente é definido por:
fla(l‘ly Ce ,l’n) = 0
: (5.2)

fma<$1, RN ,.an) =0

Definicao 5.3. Considere T = C((¢))* o corpo das séries de Puiseux na variavel ¢ sobre
C. Seja x(t) = (z1(t),...,zn(t)) € T". Chamaremos de ordem de z(t) a n-upla

o(a(t)) = (o(ar(t)), .., olan(t))) € Q.

Proposicao 5.1. Se existir x(t) = (z1(t),...,z,(t)) € T uma série-solu¢io para o
sistema (5.1) de ordem o = (au, ..., ), entdo existe uma solugio (ay, .. .,a,) € T’ para o
sistema (5.2).
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Demonstragio. Seja f = Y iescxX® € C[X1, ..., X,] esejax(t) = (x1(t),...,2,(t)) € T,
tal que

ri(t) =aitd +... com a;#0 Vi=1,...,n. (5.3)
Iremos mostrar que se f(x(t)) = 0, entao f,(ay,...,a,) = 0. Por conveniéncia, considere
S ={ki,....,km} CZ=o", entdo podemos escrever f da seguinte maneira

f= f: e, XX R
i=1
Logo,
f(z(t) = ickixl(t)kﬂ N (5
Observe que, para cada i, o termo

ki
Cp e (8)™ L ()
¢ um elemento de T com o termo de menor grau igual a

Ckialkil N .ankmtmkﬂ-l-----i-ankm.

Entao, o menor termo de f(x(t)) é
( Z Cr, a1 . a, e,
(ki,a)=p
com ¢ = ming,es{{a, k;)}. Portanto, se f(z(t)) = 0, entdo
Z Ckialkil o ankm — fa(ala . ’an) = 0.
<kiva>:§0

]

Observacao: O proximo teorema utiliza alguns conceitos de geometria algébrica cujas
definigbes e propriedades se encontram em (IGOR, 1994) e (FULTON, 2008).

Teorema 5.1. Suponha que o sistema (5.1) tenha infinitas solu¢oes no toro algébrico T'.
Entao existe um vetor o = (ayq,...,ay) com a; € Q e a; = 1, para algum j, tal que o

sistema a-reduzido (5.2) tenha solugao em I

Demonstragao. Utilizando a proposicao anterior, basta provar que existe uma série-solucao

para (5.1) de ordem o = (o, ..., ) com a; € Q e a; = 1, para algum j.

Seja S C C™ a variedade algébrica definida pelas equagoes f; = 0 do sistema (5.1). Ou
seja, S é o conjunto de todas as solugoes do sistema (5.1) em C™. As variedades algébricas

induzem uma topologia em C", no qual seus complementares definem os conjuntos abertos.
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Essa topologia é chamada de topologia de Zariski. Considere agora V' =S NT. Observe
que I' é o complementar de uma variedade algébrica definida pela equacao X;... X, =0.
Portanto I' é um aberto de Zariski, o que implica V' ser um aberto relativo na topologia

induzida em S. Esses abertos relativos sao chamados de variedades quase-projetivas.

Por hipédtese, V' € infinito. Segue que existe alguma coordenada z;, tal que o conjunto

imagem da projecao de V' em x;, II;(V), é infinito.

Os tnicos fechados de Zariski ndo-triviais em C sao os conjuntos finitos. Portanto,
o fecho (na topologia de Zariski) de IT;(V') deve ser igual a C. Logo, o conjunto II;(V') é
complementar de um conjunto finito de C (ver teorema 6, pagina 63 de (IGOR, 1994)).
Segue que II;(V') é denso na topologia cldssica em C. Indexando novamente, podemos

assumir [ = n.

Considere z,,(t) =t e seja
F}<X17 B 7Xn*1) = fj(Xb s >Xn71>$n(t))a VJ - 17 e

F; podem ser vistos como elementos no anel R = P[Xy, ..., X,,_1] dos polindmios em n — 1
variaveis sobre P, com PP sendo o corpo das séries de Puiseux complexas convergentes em
uma vizinhanga perfurada de 0. As equacoes F; = 0 definem uma variedade algébrica
no espaco P! Nosso objetivo é mostrar que essa variedade contém pelo menos um
ponto com todas as coordenadas nao-nulas (ndo esquega que um "ponto" nessa variedade
algébrica é um vetor cujas coordenadas sao séries de Puiseux complexas convergentes em

uma vizinhanca perfurada de 0).

Para isto, introduziremos outra variavel X, e outra equacao
Fo(Xo, X1, ., Xn1) = XoX7... X, 1 —1=0.

Basta provar que a variedade algébrica W C P™ definida por Fy = Fy =... = F,, =0 ¢
nao-vazia. De fato, seja um elemento x(t) = (zo(t),...,z,—1(t)) € W. Entéo, F;(z(t)) = 0,
para todo j e x;(t) # 0 para todo i = 0,...,n — 1. Caso contrario Fy(z(t)) = 1, o que seria

uma contradigao.

Aplicando o teorema dos zeros (ver (FULTON, 2008), pagina 10), W é vazio se, e

somente se,
1=FGo+ F1Gi+ ...+ F,,G,,, (5.4)

com Gy, ...,Gy € PlXy, ..., X,_1]. Como IL, (V') é denso na topologia classica em C, temos
que, para quase todo t, € C, existe x;, i = 1,...,n — 1, tal que f;(z1,...,2p-1,t0) =0,
para todo j = 1,...,m. Sabemos que os coeficientes dos G; sao elementos de P. Logo, basta
escolher um tg € C que esteja na interse¢cao de todas as regides de convergéncias de todos

os coeficientes dos G, para todo j, que aparecem em (5.4). Assim, substituindo esse ( e
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seus respectivos valores x; no segundo membro de (5.4), concluimos que F1G1+. ..+ F,,Gp,
converge para . Fagamos agora, zo = (r123...2,_1) ' € C e assim Fy = 0. Portanto (5.4)

nao pode acontecer e assim W # (). O

Utilizando esse teorema, podemos estabelecer um método para provar que um dado
sistema polinomial f; = 0 possui finitas solugoes em I'. Considere a um vetor racional
com pelo menos uma coordenada positiva. Veremos se o sistema de equacoes a-reduzido
correspondente possui solugoes em I'. Se ndo possuir, entdao « e todos os outros vetores
que induzem o mesmo sistema reduzido sao excluidos como possibilidades de ordens para
série-solugoes do sistema. Se o sistema a-reduzido possuir solugoes em I', basta provar que

nao pode existir série-solu¢do para o sistema com ordem a.

Felizmente, embora existam infinitas possibilidades para «, existem possibilidades

finitas de sistemas reduzidos para checar. Veremos adiante o porqué.

Definicao 5.4. Seja P um politopo em R"™. Para toda face F' de P definimos o conjunto

de todos vetores normais internos que induzem a face F,
NF = {U e R": Fp(—u) = F}
Entao, o leque normal de P sera definido por

N(P) :={Np : F face de P}.

Perceba que se P = NP(f), entdo todo o vetor a € Ng induz o mesmo polinémio a-
reduzido f,. Isto é, existe uma quantidade finita de polinémios reduzidos correspondentes

a f, tantos quantos o nimero de elementos de N(P).

Definig¢ao 5.5. Sejam Py, ..., P, politopos e N(P),..., N(P,,) seus respectivos leques

normais. Definimos seu refinamento comum por

N(P)AN...AN(P,) ={NpN...0NNg, : N, € N(P)}.

Observe que, dado um sistema polinomial f; = 0, existe um ntimero finito de sistemas
reduzidos correspondentes, tantos quantos a quantidade de elementos do refinamento
comum N(P)A...ANN(P,), com P; = NP(f;).

Teorema 5.2. O leque normal de uma soma de Minkowski é o refinamento comum de

seus leques normais. Isto €,
NP +...4Py)=N(P)A...ANN(P,).

Demonstragio. Ver (ZIEGLER, 1995), proposition 7.12, pdgina 198. O
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Portanto, provar finitudes de solugdes em I' de um sistema polinomial f; = 0,
se resume em analisar solugoes em I' dos sistemas a-reduzidos, no qual a é um vetor
representante do conjunto de todos os vetores internos normais que unduz cada face da
soma de Minkowski dos politopos N P(f;). Lembrando que « deve ser um vetor racional

com pelo menos uma coordenada positiva.

Iremos utilizar esse método para provar o principal teorema do nosso trabalho. Antes,

lembremos dos dois sistemas polinomiais do PR4CP:

mi(1— %)+ A2a® —0* — 2 — 1) =0
ma(l — 35) + A(20%* —a? — ¢ — 1) =0 (55)
(1 C%)+>\(2c —a?—b*-1) =0
+ 01+t — (a®V? + a*P + b*A) — (a®* + 0P+ A)+1 =0
e
2a°b3¢c® — 2msa®b® — 2maa’c® — PP + msah® — a3
+(3my — 1)a*b*c + mzab3c® + mzadb’® + moa®b?cd + moac®
+maac® — 2mia?b3c® + mb®c® + mibic® — 2m b3 =0
2a30°c3 — 2m3ab® — 2miboc® — aPbPcE + msa’h? — aPb3cP : (5.6)

+(3ma — 1)a3b3c® + mza3b3c® + mzab® + mia®b3c® + m b3

+my b3 — 2moalb?e® + maa®c + maac® — 2mayac® =0

F=a'+b"+c* = (a®* + a*A+ 0**) — (> + 0P+ ) +1=0
Teorema 5.3. O niumero de equilibrios relativos no problema restrito de quatro corpos no

plano € finito para qualquer escolha de massas ndao-nulas.

Demonstracao. Como os dois sistemas sao equivalentes, é suficiente provar finitude de
solugoes em I' do sistema (5.6). Todos os calculos dessa demonstragao foram feitos pelo

programa Sagemath.

Calculando a soma de Minkowski dos politopos de Newton de cada um dos trés
polindémios do sistema, obtemos um politopo M .S dimenséo 3 com f(MS) := (12,24, 14),

isto é, 12 vértices, 24 arestas e 14 facetas.

Primeiramente, iremos analisar os sistemas a-reduzidos, com « vetor interno normal
de cada faceta de M S. Lembramos que cada faceta possui um tinico vetor interno normal, a
menos de multiplos. Podemos desconsiderar os vetores com todas as coordenadas negativas.

Logo, a lista de vetores internos normais das facetas que devemos considerar se resume a

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1).
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Figura 5: A soma de Minkowski M S, pela frente e por tras, respectivamente.

Perceba que o sistema (5.6) é invariante pela transformagao a <— b, m; <— my. Com
isso, o método de analisar as solugoes do sistema a-reduzido considerando a = (a, b, ¢) e
a = (b,a,c) é o mesmo. Por exemplo, com o = (0,1, 1) temos o seguinte sistema reduzido

correspondente

—a*(2a* — 1)(msb® + myc®) = 0, (5.7)
a®(msa?b® + maa®c® + mab® — 2moyc® = 0, (5.8)

at—a*+1=0. (5.9)

Note que os polinomios a* — a? + 1 e 2a® — 1 nao possuem raizes comuns. Pela equacao
(5.7), isso implica que m3b®> = —myc?®. Substituindo na equagao (5.8), chegaremos em
—3mea’c® = 0, o que implica que ¢ = 0 e b = 0. Portanto, o sistema a-reduzido nao
possui solugao em I'. O caso em que a = (1,0, 1), o sistema reduzido correspondente serd o
mesmo, basta fazer a «— b, m; <— mo. E assim, utilizando o mesmo argumento, iremos

concluir que ¢ =0 e a = 0, isto é, nao existem solugoes no toro algébrico para o sistema.

Para a = (1,0, 1), temos o seguinte sistema

myb®(—2¢* + ) + maa®(¢® + ¢°) = 0, (5.10)
maa®(—2¢* 4 ) + mib?*(¢* + ¢°) = 0, (5.11)
t—c+1=0. (5.12)
Somando as duas primeiras equagcoes, produziremos o sistema
A (mib® + moa®)(—1 4 2¢%) = 0,
d-c+1=0.
Como os polinoémios (—1+2¢?) e ¢* — ¢ + 1 nao possuem solucdes comuns, mb> = —moa®.

Substituindo em (5.10), chegaremos que 3msa®c® = 0, o que implica a =0 e b = 0.
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O vetor interno normal o = (1,1, 1) produz um sistema reduzido inconsistente, pois
o polinémio a-reduzido de F', F,,, ¢ igual a 1. Um fato importante a ser observado ¢é que,
pela proposicao 2.5, podemos eliminar todos os vetores internos normais das arestas e
vértices que estao contidos nessa faceta. A proposi¢do garante que qualquer vetor interno
normal a correspondente a uma face de dimensao menor contida nessa faceta, produzira

também um sistema inconsistente com F,, = 1.

Restaram os vetores (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1). J& observamos que a anélise dos
vetores (0,1,0) e (1,0,0) é a mesma (basta fazer a <— b, m; <— my). Entdo, s6 iremos

analisar os casos em que a = (1,0,0) e a = (0,0, 1).
Quando « = (1,0,0), o sistema a-reduzido é
=P -+t —c2+1 =0,
mi b (0* + ¢ — 2) =0, (5.13)
mib3c3(—20% + 2 + 1) =0.
Quando o = (0,0, 1) o sistema a-reduzido é
b —a?t? — b +at—a®>+1 =0,
mza’b3(—2a® + b* + 1) =0,
m3a’h’3(—2b* 4+ a* + 1) = 0.
Sendo my, ms # 0, as solugoes do primeiro sistema em I' sdo da forma (a,£1,+1) com
a € C* e a do segundo sistema é da forma (+1, 41, ¢), com ¢ € C*. Temos que provar que

nao existe uma série-solugdo para o sistema (5.6) de ordem (1,0,0) e (0,0,1). O argumento

que iremos utilizar a seguir serve para os dois casos, a menos de pequenas modificagoes.

Iremos provar para o caso a = (1,0,0). Suponhamos que exista uma solugao para o
sistema (5.6) da forma a =¢, b=414... e c = £1 +.... De maneira mais conveniente,

podemos escrever essa série-solucao na forma
x(t) = (x1(t), zo(t), xs(t)) = (t, £1 4+ ..., £1 +...),

com x1(t) e xo(t) séries de Puiseux. Fazendo a substituigao (a, b, c) = (¢, z1, 22) no sistema
(5.6), obtemos um sistema de trés equagoes polinomiais em duas varidveis, z = (21, 22),

com coeficientes que sao polindmios em t. Vamos representar esse sistema da seguinte

maneira:
Gy (t, 2) Goi(2) G (2) Gs1(2) 0
Go(t,z) | =] Goa(2) | + | Gaalz) 2+ .+ Gs2(2) =10
Gs(t, z) Gos(2) Gas(2) Gs3(2) 0
Observe que nao existe termos com apenas t como coeficiente e que o sistema
Go1(2)

GO = GOQ(Z) =0
G03<Z)
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é precisamente igual ao sistema a-reduzido (5.13), pois cada equagao é a soma dos

monomios em que a variavel a tem grau 0. Entao z = (£1, £1) é solugdo para o sistema

Gy = 0.

Agora, defina a funcao

G = G<t72) = <f17f2)7
com f; = Gsy(t, 2) e fo = Gs(t, z). Temos entdo que G(0,—1,1) = 0 e analisando a matriz
jacobiana

(32(0,—1,1) 25;(0,—1,1>):(6§;3<_1,1> 8;;32(_1,1)):( o _2m1>

2L(0,-1,1) g2(0,-1,1) Oa(—1,1) % (— —4m;  —2my

concluimos que seu posto é maximo. Logo, pelo teorema da funcao implicita, existe uma
fungao h(t) = (hi(t), ha(t)) de classe C*, tal que G(t, h(t)) = 0 para todo t € B, com

B C C uma vizinhanga aberta de 0. O teorema ainda garante que h(t) é tnica.

Visto que h(t) possui derivadas de todas as ordens, hy(t) e ho(t) sdo fungoes analiticas,
logo, sdo séries de poténcias formais com expoentes positivos. Como G(z(t)) = 0, podemos
concluir pela unicidade de h(t) que z5(t) = hi(t) e x3(t) = ho(t). Isto é, as séries de
Puisuex zo(t) = £1+... e z3(t) = £1 + ... sdo séries de poténcias formais com expoentes

positivos. Podemos representa-las da seguinte maneira

ro(t) = £1 + vt +ugt? + ...,
l’3(t)::|:1—|—1}2t—|—u2t2+....

Um célculo feito pelo programa Sagemath conclui que, para x(t) = (¢, xz2(t), z3(t)) ser

solugao do sistema (5.6), v; = 0 = vy. Segue que,

$2(t)::t1+u1t2+,

Outro calculo mostra que z(t) nao pode ser solu¢ao da dltima equagao do sistema, F' = 0,
pois produz uma equacdo inconsistente —3t> + ... = 0. Conclufmos assim, que nao existe

série-solugao para o sistema (5.6) de ordem (1,0, 0).

Devemos agora checar os sistemas reduzidos correspondentes as faces de dimensoes
menores. Observe que apenas as arestas devem ser consideradas, pois cada vetor o que
induz um vértice, produz um sistema a-reduzido onde as equagoes possuem apenas um
tnico mondmio. Portanto, esse sistema sé possui solugoes triviais (com alguma coordenada

nula).

Para encontrar um vetor interno normal de cada aresta, basta somar os vetores

internos normais das duas facetas adjacentes a aresta. Das vinte e quatro facetas, nove nao
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possuem vetores internos normais com pelo menos uma coordenada positiva. Trés arestas
estao contidas na faceta correspondente ao vetor (1,1, 1). Cinco podem ser desconsideradas
pelo fato do sistema ser invariante pela transformacao a <— b e m; <— msy. Portanto,
segue a lista dos vetores que sdo suficientes, escritos como soma dos vetores internos

normais das duas facetas adjacentes:

(2,1,0) = (1,0,0) + (1,1,0),
(2,0,1) = (1,0,0) + (1,0, 1),
(1,0 2) = (0,0,1) + (1,0,1),
(1,—1,—1) = (1,0,0) + (0, -1, 1),
(— 1,—1,1):(0,0 1)+ (=1,-1,0),
(1,—1,1) = (1,01) + (0, —1,0),
(1,1,-1) = (1,1,0) 4 (0,0, —1).

O sistema reduzido correspondente a cada vetor acima nao possui solu¢ao no toro

algébrico I'. Por exemplo, para a = (2, 1,0), o sistema a-reduzido

A - +1 =0
mib3c(c> —2) =0,
mib*c(*+1) =0

requer b = 0. Similarmente, o vetor a = (1, —1, —1) produz o sistema reduzido

bt — b2 + 4 =0
mib3cA(b? + ) =0,
—my b33 (20 — *) =0

que requer b = ¢ = 0. Considerando o = (1,1, —1) , temos a ultima equagao F, = c¢* = 0,
que implica ¢ = 0. O calculo para eliminar os vetores retantes é completamente similar. E

assim, provamos a finitude do conjunto de equilibrios relativos PR4CP. O

Teorema 5.4. Ezistem no mdzrimo 196 classes de equilibrios relativos no PRACP.

Demonstracao. Para obter uma cota superior de pontos de equilibrios do problema, aplica-
remos o teorema de Bernstein no sistema (5.5). O Lema 1.2 garante a finitude de solugoes
em I' desse sistema, pois é provado que nao existe solugao (a,b,c) € T' tal que A = 0.
Calculando o volume misto, encontraremos o valor de 196. Esse valor da uma cota superior
de niimeros de solugoes em I (reais ou nao-reais) do sistema (5.5) e para escolhas genéricas
dos coeficientes, esse valor é nimero total de solugdes. Ou seja, existem no maximo 196
pontos equilibrios no PR4CP. O



o8

6 CONCLUSAO

Esta dissertacao de mestrado assumiu como objetivo central mostrar a utilidade da teoria
de BKK no estudo, ainda escorregadio, da finitude de equilibrios relativos na Mecanica
Celeste. Para tal, apoiou-se no problema restrito de quatro corpos no plano, o PR4CP,
mostrando a eficiéncia da técnica em determinar se um sistema polinomial possui finitas

solugdes em um determinado conjunto, o toro algébrico.

Politopos de Newton, séries de Puiseux, algumas nocoes e resultados de geome-
tria algébrica, forneceram um método para verificar que um dos sistemas de equagoes
polinomiais cujo o conjunto solugao contém os equilibrios relativos do PR4CP possui
um numero finito de solu¢des complexas nao-triviais, isto €, que o nimero de equilibrios
relativos do problema deve ser finito. Calculando o volume misto dos politopos de Newton,
conseguimos, utilizando o teorema de Bernstein, uma cota superior para a quantidade

desses equilibrios.

Sem duvidas, a maior limitagdo da técnica foi a extrema necessidade de softwares
matematicos para encontrar os vetores internos normais de cada face do politopo soma de
Minkowski, e assim, analisar as solu¢oes dos sistemas reduzidos correspondentes a esses
vetores. Tudo isso nos faz pensar na dificuldade de aplicar essa teoria aos problemas de
finitude da Mecanica Celeste envolvendo mais corpos. Certamente, nesse caso, os sistemas
polinomiais teriam mais variaveis e o politopo soma de Minkowski possuiria dimensao maior
e, portanto, mais faces, dificultando assim o estudo dos sistemas reduzidos correspondentes

aos vetores internos normais.

Apesar das limitacOes verificadas, considera-se que a teoria BKK, unida a novas
tecnologias, permanece uma ferramenta de alto nivel no ambito do estudo das raizes de
sistemas polinomiais. Mais especificamente, na area da Mecanica Celeste, essa teoria deixa
um esperancoso mecanismo para os futuros desfechos de problemas de finitude ainda

abertos.
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