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RESUMO

Na presente dissertacao apresentamos solugdes dependentes do tempo para 0 movimento
de muiltiplos dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw com tensdo superficial nula. As
solugdes sdo representadas em termos de um mapeamento conforme de um dominio apropriado
em um plano complexo auxiliar para a regido ocupada pelo fluido no plano z. Come¢camos
com uma detalhada revisdo das solucdes estaciondrias para 0 movimento de multiplas bolhas e
dedos viscosos na célula de Hele-Shaw retangular. Nesta revisao, introduzimos o formalismo
das funcdes secunddrias de Schottky-Klein utilizado na construcao de mapeamentos conformes
entre dominios multiplamente conexos. Verificamos que estas solu¢des quando tomadas no
caso de uma tunica bolha e um tnico dedo reproduzem exatamente as solugdes originalmente
encontradas por Saffman e Taylor. Para a construc¢io de solu¢des dependentes do tempo, que
representam a principal contribuicio desta dissertacdo, introduzimos inicialmente o conceito da
funcao de Schwarz de uma curva. Usando o fato de que as singularidades da funcdo de Schwarz
sdo grandezas conservadas, derivamos um sistema de equacdes diferenciais ordindrias para a
evolucdo temporal dos pardmetros do mapeamento. Integrando numericamente o sistema de
EDO’s para diferentes configuragdes iniciais, obtivemos a dependéncia temporal dos parametros
do mapeamento conforme, o que nos possibilitou acompanhar o comportamento da interface
ao longo do tempo. Observamos o acontecimento de tip-splitting, fendmeno no qual um dedo
viscoso inicial se divide em dois ramos que assintoticamente convergem para dois dedos dis-
tintos. Explicamos através do nosso modelo o fendmeno da sele¢do da velocidade assintética,
mostrando que a solugdo estaciondria com velocidade U = 2 € o tnico atrator da dindmica. Este
comportamento concorda com diversos experimentos e reafirma que a selecio da velocidade em

escoamentos de Hele-Shaw € um fendmeno inerente a dindmica com tensao superficial nula.

Palavras-Chave: Escoamentos de Hele-Shaw. Dinamica de Interfaces. Formacao de Padrdes.

Escoamentos Potenciais. Transformag¢des Conformes. Célula de Hele-Shaw.



ABSTRACT

In this thesis we present time-dpendent solutions for the motion of multiple viscous
fingers in a Hele-Shaw cell with zero surface tension. The solutions are presented in terms of
a conformal mapping from an appropriate domain in an auxiliary complex plane to the region
occupied by the fluid in the z plane. We begin with a detailed review of the steady solutions
for the motion of multiple bubbles and fingers in a rectangular Hele-Shaw cell. In this review
the formalism of the secondary Schottky-Klein functions used in the construction of conformal
mappings between multiply connected domains is introduced. It was verified that these solutions
when taken for the case of a single bubble and a single finger reproduce the solutions originally
found by Saffman and Taylor. For the construction of time-dependent solutions, which repre-
sent the main contribution of this thesis, we introduce the concept of Schwarz function of a
curve. Using the fact that the singularities of the Schwarz function are conserved quantities, we
derived a system of ordinary differential equations for time evolution of the parameters of the
conformal mapping. Integrating numerically the system of ODE’s for different initial conditions,
we obtained the time dependence of the parameters of the mapping, which in turn enabled us
to follow the behaviour of the interface in time. Zip-splitting, phenomenon in which an initial
viscous finger divides itself in two branches that converge asymptotically to two distinct fingers,
was observed and discussed. We explained using our solutions the phenomenon of asymptotic
velocity selection, showing that the steady soluiton with velocity U = 2 is the only attractor
for the dynamics. This behaviour is in agreement with several experiments and reaffirms that
velocity selection in Hele-Shaw flows is a phenomenon inherent to the zero-surface-tension

dynamics.

Keywords: Hele-Shaw Flows. Interface Dynamics. Pattern Formation. Potential Flows. Confor-

mal Transformations. Hele-Shaw Cell.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacdo vamos estudar a evolucdo de interfaces entre dois fluidos de visco-
sidades distintas em uma célula de Hele-Shaw. Nosso principal interesse € formular solu¢des
exatas para a evolucdo temporal destas interfaces. O problema da evolu¢do de interfaces livres se
enquadra em uma classe geral de problemas dindmicos que geram padrdes complexos. O inte-
resse nessa classe de problemas vem tanto do ponto de vista tedrico, quanto de suas aplicagdes

préticas.

Pelo lado da teoria, a dinAmica de interfaces em uma célula de Hele-Shaw tem conexao
com escoamentos em meios porosos, crescimento denditrico de estruturas cristalinas (vide figura
la) e com outros sistemas fisicos de grande importancia [1]. No ambito das aplicag¢des praticas
podemos citar seu uso para modelar a recuperag@o secunddria de petroleo [2, 3], onde um fluido
menos viscoso, digamos dgua ou gas carbOnico, € injetado por um duto entre as rochas para
empurrar o petréleo em direc@o a outro duto, onde ele € entdo recolhido. Este procedimento é

esquematicamente ilustrado na figura 1b.

Esta drea da dinamica de fluidos comecou a ser estudada depois da publicacdo em 1898
de um trabalho pioneiro pelo engenheiro britanico Henry Selby Hele-Shaw [7]. Neste trabalho o
autor introduziu um aparato que posteriormente passou a ser utilizado para visualizar as linhas

de corrente de um escoamento em volta de um obstaculo, chamado de célula de Hele-Shaw.

Mais de meio século depois, em 1958 e 1959, o matematico aplicado Phillip G. Saffman

T
©0; FOR REJKJECTION

(b)

Figura 1 — (a) Dendritos (estruturas cristalinas com aparéncia semelhante a de arvore com
ramificagcdes que se repetem) de 6xido de manganés em um substrato de calcario.
Fonte: [4]; (b) lustracdo esquemadtica do processo de recuperagdo secundaria de
petréleo, onde dgua ou gés carbdnico € injetado entre as rochas para forcar a saida
de petréleo por um duto coletor. Fonte: [5].
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Figura 2 — Dedo viscoso no regime estaciondrio propagando-se com velocidade constante. Fonte:

[6].

e o fisico Geoffrey 1. Taylor fizeram contribui¢des de grande importincia nessa drea ao estudar a
penetracdo de um fluido menos viscoso em outro mais viscoso em uma célula de Hele-Shaw.
Saffman e Taylor estudaram tanto experimentalmente quanto matematicamente a evolucao
da interface entre os dois fluidos [6, 8]. Eles observaram que apds um transiente, a interface
atingia um regime estacionario em que um "dedo viscoso" era formado e propagava-se com
velocidade constante sem se deformar, como mostrado na figura 2. Lancando méo de técnicas de
transformacdes conformes, os autores conseguiram calcular uma solug¢do exata para o problema
de um dedo viscoso propagando-se com velocidade constante, que descrevia muito bem o padrdo
observado nos experimentos como mostrado na figura 3. Logo em seguida resolveram também o

problema de uma bolha de area finita propagando-se na célula de Hele-Shaw [8].

A partir da década de 1980 houve uma explosdo de trabalhos nessa area, em conexao
com o chamado "problema de selecdo" [9, 10, 11, 12]. Diversos grupos buscavam explicar
0 mecanismo por trds da selecdo de um Unico padrdo assintético em meio a um continuo de
solugdes estaciondrias para tensdo superficial nula previstas teoricamente. As solu¢des propostas
por esses grupos se baseavam na introdugao de tensao superficial no problema, o que restringia as

solugdes estaciondrias a um conjunto discreto de possiveis valores para a velocidade assintética.

Figura 3 — Comparacio entre a teoria e experimento. A linha cheia € a interface do dedo viscoso
obtida experimentalmente e os circulos sdo a forma da interface calculada através da
teoria. Fonte: [6].
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Todos esses "ramos" de solucdo convergem para aquele em que o dedo se move com o dobro da

velocidade do escoamento no infinito quando € feito o limite de tens@o superficial indo a zero.

Mais recentemente, a partir dos anos 2000, houve um reflorescimento da drea com a
descoberta de profundas conexdes matematicas entre a dindmica de interfaces numa célula de
Hele-Shaw (também chamado de crescimento Laplaciano) com varios outros problemas da
fisica e matemadtica, como sistemas integraveis, gravidade quantica em 2D, efeito Hall quantico,
teoria de matrizes aleatdrias, entre outros [13, 14, 15]. E nesse contexto, de grande e renovado
interesse no problema, que se insere a presente dissertacao, onde apresentamos uma formulacdo
alternativa para o célculo de solucdes exatas para dedos viscosos na célula de Hele-Shaw. Com

nossa abordagem, vérios aspectos importantes do problema foram melhor elucidados.

1.1 A célula de Hele-Shaw

Como mencionado acima, a célula de Hele-Shaw € um aparato experimental introduzido
no fim do século XIX com o intuito de estudar escoamentos bidimensionais. O aparato consiste
em duas placas planas dispostas de forma paralela e com um pequeno espaco entre elas, como
mostrado na figura 4a. O escoamento no intersticio das placas tem, efetivamente, um perfil de
velocidade parabdlico, como em um escoamento de Poiseuille, vide figura 4b. Fazendo-se uma
média do campo de velocidade sobre a direcdo z perpendicular as placas, € possivel reduzir o

problema a um escoamento efetivamente bidimensional.

Apesar de o fluido em seu interior ser muito viscoso, as linhas de corrente do escoamento
bidimensional (ou seja, visto de cima das placas) comportam-se como as de um fluido inviscido,
o que faz com que a célula de Hele-Shaw seja também uma boa ferramenta para visualizar
escoamentos em torno de obstaculos como aerofélios, como ilustrado nas figuras 5a e S5b. De

fato, essa foi a motivacdo original de Hele-Shaw ao criar esse aparato.

Uma importante aplicacdo dos escoamentos de Hele-Shaw € estudar a penetragdo de

um fluido de baixa viscosidade em outro de viscosidade bem maior. Nesse caso, preenche-se

Oleo - X

(a) (b)

Figura 4 — (a) Penetracdo de ar em uma célula de Hele-Shaw preenchida com dleo esque-
maticamente demonstrado; (b) Perfil de velocidade parabdlico no espaco entre as
placas.
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W L oS AN ¢

(b)

Figura S — (a) Linhas de corrente de um escoamento uniforme em torno de uma placa inclinada
em 45 graus com relacdo ao eixo central do canal; (b) Linhas de corrente de um
escoamento uniforme em torno de um aerofélio. Ambas as figuras foram retiradas de

[7].

inicialmente a célula de Hele-Shaw com o fluido mais viscoso, digamos 6leo, e depois injeta-
se o fluido menos viscoso, digamos ar ou dgua, a partir de um orificio na placa superior ou
de uma abertura na lateral da célula, como mostrado nas figuras 6a e 6b. A figura 6b ilustra

esquematicamente o arranjo utilizado por Saffman e Taylor em seus experimentos [6].

Para uma taxa de injecdo elevada, a interface entre os fluidos pode desenvolver algumas
invaginacdes que eventualmente evoluem para formar padrdes conhecidos como dedos viscosos
("viscous fingering", como conhecidos em inglés), como ilustrado na figura 7. Esse tipo de
fendmeno € muito importante na extracio de petréleo e gés natural, onde deve-se evitar ou atrasar
a formacdo de dedos viscosos, visto que se o dedo (contendo o fluido injetado) atingir o poco de
producdo desenvolvendo um caminho na forma de um tnico dedo longo e muito 6leo ainda é
deixado nas rochas. O entendimento de tais instabilidades, bem como dos padrdes formados em
func¢ao da taxa de injecdo e da geometria do campo de producdo pode aumentar a eficiéncia da

extracdo e evitar perdas.

W s)
%

7

AN\

(b)

Figura 6 - (a) Injecdo de ar ou dgua através de um orificio na placa superior da célula de Hele-
Shaw. Figura retirada de [16]; (b) Injecdo de ar ou dgua através de uma abertura
lateral na célula de Hele-Shaw. Figura retirada de [6].
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Figura 7 — Evolucdo das envaginagdes iniciais e eventual formacdo de dedos viscosos em trés
estagios de desenvolvimento. Fonte: [6].

Depois desta breve motivagcdo, vamos agora introduzir o problema em torno do qual a
presente dissertagdo sera construida. Queremos encontrar solu¢cdes ndo estaciondrias, ou seja,
solucdes dependentes do tempo, para 0 movimento de dedos viscosos em um canal infinito
de Hele-Shaw. Solucdes estaciondrias para 0 movimento de um tnico dedo viscoso em que o
dedo propaga-se com velocidade constante sem se deformar sdo conhecidades desde o brilhante
trabalho de Saffman e Taylor [6]. No ano seguinte, os autores calcularam também solucdes
estaciondrias para o movimento de uma bolha e solu¢des dependentes do tempo para um
dedo simétrico em um canal de Hele-Shaw [8]. Recentemente, solu¢des estaciondrias para o
movimento de arranjos de multiplas bolhas e dedos foram encontradas [17]. Foram encontradas
também solucdes dependentes do tempo para o movimento de multiplos dedos em diferentes
geometrias [18, 19, 20]. O célculo de solucdes exatas dependentes do tempo para bolhas tem a
dificuldade adicional da multipla conectividade do dominio, desta forma ha apenas poucos anos
que estas solu¢des foram encontradas para uma tnica bolha em um canal de Hele-Shaw [21] as
quais recentemente foram generalizadas para o caso de multiplas bolhas [22]. Nesta dissertacao,
vamos construir solugdes dependentes do tempo para multiplos dedos viscosos usando uma
formulacdo mais geral que as citadas acima. O formalismo matematico usado no célculo dessas
solugdes € inspirado exatamente nos recentes desenvolvimentos envolvendo a fun¢ao de Schottky-

Klein, embora o problema tratado serd exclusivamente em dominio simplesmente conexo.

A construcdo de solugdes exatas, tanto estaciondrias quanto dependentes do tempo, para
multiplas bolhas e dedos na célula de Hele-Shaw faz uso de poderosas ferramentas recentemente
desenvolvidas na drea das funcdes analiticas, as funcdes primas de Schottky-Klein, que serao
introduzidas e discutidas no capitulo seguinte. No restante deste capitulo, discutiremos apenas
conceitos basicos necessarios para a formulagao dos problemas considerados nesta dissertacao, a

saber: potencial complexo e transformacdes conformes.
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1.2 Potenciais complexos

Uma classe extremamente importante quando falamos de escoamentos planares € o caso
dos escoamentos potenciais e incompressiveis, que como veremos adiante contam com uma
poderosa ferramenta: a anélise complexa. Escoamentos potencias, ou escoamentos irrotacionais
como também s@o conhecidos, sdo escoamentos que possuem vorticidade nula. Da defini¢io de
vorticidade, temos

O=Vxi=0, (1.1)

onde ¥(x,y) é o campo de velocidade do escoamento. Podemos entdo definir um potencial tal

que

7=Vo, (1.2)
onde a fungdo ¢ (x,y) é o potencial de velocidade. Da condigio de incompressibilidade, temos
ainda

V.3=0 (1.3)
e consequentemente,

V2 =0. (1.4)

Esta dltima relag¢do para o potencial nos mostra que ¢ (x,y) é uma fung¢do harménica, logo
deve ser a parte real (ou imagindria) de alguma fun¢do complexa. Definimos entdo o potencial

complexo w(z) como sendo a fungdo analitica dada por

w(z) =9 (x,y) +iy(x,y), (1.5)
onde y(x,y) é chamada de fun¢do de corrente. Da equag@o (1.2) temos que:

9¢ 99
Vy= =, V= —, 1.6
onde V = (vx, vy) sdo as componentes da velocidade nas direcdes x e y, respectivamente.

Temos entao que

_dw _d¢  dy

"= "2 =2F ;2" 1.7
w(z) dz 8x+l8x’ (1.7)
para dz = dx. Por outro lado, das relacdes de Cauchy-Riemann, temos
d d
a—ﬁ - a—‘;’ (1.8)
d d
8_¢y) — _a_il' (1.9)

Tomando a derivada com relacdo a x da equacdo (1.8) e com relacdo a y da equacgdo (1.9) e

somando as duas, recuperamos a equacao (1.4). Usando (1.9) em (1.7) obtemos entdao que

99 20
w'(z) = = ox lay. (1.10)
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Definindo a velocidade complexa como
V = vy —ivy, (1.11)

vemos entdo que w'(z) =V = v, — ivy. Ou seja, o campo de velocidade do escoamento pode ser

facilmente obtido a partir do potencial complexo.

O conceito de potencial complexo juntamente com o método das transformacdes con-
formes ou mapeamentos conformes, introduzido na préxima secdo, t€ém papel fundamental na

formulacdo e solucao dos problemas considerados nesta dissertacao.

1.3 Mapeamentos conformes

Em problemas de contorno em duas dimensdes, a liberdade concedida a nés pelo uso
da ferramenta da andlise complexa nos permite fazer mudancgas de varidveis a fim de resolver
o problema em um dominio mais simples, um plano complexo § auxiliar, como ilustrado
esquematicamente na figura 8. No entanto, tal mudanca apesar de tornar o dominio do problema
mais simples, traz consigo uma dificuldade inerente, qual seja a necessidade de encontrarmos
uma funcdo analitica que mapeie univocamente o dominio candnico no plano complexo auxiliar
¢ no dominio original no plano fisico z. Para construirmos tais mapas podemos langar mao de
transformacdes conformes bem estabelecidas na literatura, cujos mapas para certos dominios sao
conhecidos [23]. Em outros casos, porém, para problemas definidos em regides multiplamente

conexas, as técnicas para construcio de tais mapas s6 foram desenvolvidas recentemente.

Por volta de 1945, Polubarinova-Kochina [24] e Galin [25] reformularam independente-
mente o problema da evoluciao de uma interface na célula de Hele-Shaw como um problema de
valor de contorno para um mapeamento conforme de algum dominio candnico para o "dominio
do fluido". Esta técnica tornou-se amplamente utilizada ndo apenas para solucionar problemas de
dindmica de fluidos, mas também em teorias de campos em duas dimensdes. Outras aplicacdes

de mapeamentos conformes para solucionar problemas envolvendo a geometria de Hele-Shaw

S(Q)

Figura 8 — Mapeamento conforme de um dominio circular (disco unitdrio) no plano auxiliar §
para o dominio do fluido no plano z.
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surgiram com o pioneiro trabalho de Saffman e Taylor [6], mencionado acima, em que eles
estudaram a penetracao de um fluido em outro mais viscoso na célula de Hele-Shaw. Uma
revisao historica detalhada dos estudos envolvendo problemas de interface livre em uma célula
de Hele-Shaw desde o desenvolvimento do aparato experimental em 1898 até os dias atuais pode

ser encontrada em [26].

1.4 A lei de Darcy

Como discutido anteriormente, a célula de Hele-Shaw é um aparato experimental com
importantes aplicacdes em diversas dreas do conhecimento. O sistema de Hele-Shaw é composto
por duas placas planas dispostas paralelamente e com uma pequena separagao (gap) entre elas,
de tal forma que o fluido em seu interior adquire um perfil parabdlico, como ja mostrado na
figura 4b. Podemos encontrar uma relagéo entre o campo velocidade v(x,y) e o campo de pressdo
p(x,y) do fluido, conhecida como a lei de Darcy, partindo da equacdo de Navier-Stokes em sua
forma geral e fazendo algumas simplificacdes oriundas da geometria da célula de Hele-Shaw,

como serd mostrado a seguir.

A equagdo de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incompressivel é

—

Dy -
pE:—Vp—f—an\_z’, (1.12)

onde p € a densidade do fluido, 1 € a viscosidade dindmica do fluido, ou simplesmente viscosi-

dade, e DV/Dr é a chamada derivada material ou convectiva

DV dv -
2 (5. V> 7. 1.1
Dt dt + (V Y (1.13)
Inserindo (1.13) em (1.12), obtemos
a_‘ — —
P [a—‘; + (V—V)V] = —Vp+nV2\7. (1.14)

Note que no caso de interesse, a célula de Hele-Shaw € disposta horizontalmente, de
forma que a forca gravitacional ndo tem qualquer influéncia na dindmica do problema. Nos
escoamentos que estudaremos no decorrer desta dissertacao, a velocidade do escoamento no
interior da célula € muito pequena, o que resulta em um nimero de Reynolds préximo de zero,
ou dito de outra forma, as forgas viscosas sdo muito mais relevantes que as forcas inerciais. Além
disto, os escoamentos sao estaciondrios ou quase-estaciondrios, portanto podemos desprezar
prontamente o primeiro termo entre colchetes na equacao (1.14), visto que tal termo deve ser

muito pequeno (ou nulo).

Podemos fazer um outro cancelamento ao compararmos o segundo termo entre colchetes
desta mesma equagdo com o dltimo termo do lado direito da equagdo. Para isto convém reescrever

(1.14) em termos de grandezas adimensionais e do nimero de Reynolds:

Re(v - V)W = —V'p/ + V"2, (1.15)
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onde Re é o nimero de Reynolds, dado por

VL
Re=P'~ (1.16)
n
€ —
gt gy y_pPL
% L Vi

Nestas expressoes V e L sdo escalas caracteristicas de velocidade e de comprimento do sistema,

respectivamente. Para niimeros de Reynolds pequenos, temos que

Re(v - V)W < V2V, (1.17)

Voltando a equacdo (1.14), vemos que os dois termos entre colchetes do lado esquedo

podem ser desprezados e ficamos entdo com a chamada equacdo de Stokes:
—Vp+nV*¥ =0, (1.18)

que governa os escoamentos com baixo nimero de Reynolds. A expressao anterior pode ser

simplificada no caso dos escoamentos de Hele-Shaw, pois devido ao fato de as placas estarem

separadas por uma distancia muito pequena, as variagdes trasversais de velocidade sdo muito

maiores que as variagdes longitudinais. Temos portanto as seguintes relacdes:
9%V _ 9% 9%V 9%

822 > W; aZZ > ayz. (1.19)

Desprezando, pois, as derivadas com relagdo a x e y em comparagao as derivadas em
relacdo a z, temos que o laplaciano reduz-se a
9%V
9%

Usando o resultado acima em (1.18), obtemos uma versao simplificada da equagdo de Stokes:

V2V & (1.20)

- 0%V
-V — =0. 1.21
P+ 922 (1.21)
Considere agora uma célula de Hele-Shaw em que a placa inferior estd na posi¢do z =0 e a placa

superior na posi¢ao z = b, onde b € muito menor que as dimensdes laterais das placas. Temos

nesse caso a expressao para o perfil de velocidade parabdlico [27]:

(.0.2) = 6n(x.0)7 (1-7 ) (1.22)

onde V,,(x,y) é a média da velocidade do escoamento, ao longo da dire¢do z. Note que a partir
de (1.22) vemos que vV = 0 para z = 0 e z = b, como esperado pela condi¢do de nio deslizamento

("no slip") nas placas s6lidas. Usando (1.22) em (1.21), temos

_Vm(-xay)a (123)
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ou alternativamente )

b —
—V 1.24
121 P (1.24)
que € a chamada lei de Darcy — a equag@o que governa os escoamentos potenciais na célula de
Hele-Shaw.

‘_;(xvy) = -

Vemos de (1.24) que na célula de Hele-Shaw a pressdo p(x,y) faz o papel (a menos de
um fator constante multiplicativo) do potencial de velocidade. Mais especificamente o potencial

de velocidade aqui é
b2

(P(xay) = _m

p(x,y). (1.25)

Além disso, pela condi¢do de incompressibilidade, V.i#=0, segue que
Vi =0, (1.26)

confirmando que, de fato, escoamentos na célula de Hele-Shaw podem ser modelados como
escoamentos potenciais. Sendo escoamentos de Hele-Shaw escoamentos potenciais em duas
dimensdes, podemos introduzir o potencial complexo w(z) = ¢ (x,y) +iy(x,y), como discutido
na secao 1.2, e usar as técnicas de transformacdes conformes mencionadas na sec¢io 1.3 para
resolver o problema. Esse € o plano geral que adotaremos nesta dissertacdo para calcular as

solucdes exatas para a evolugdo de dedos viscosos na célula de Hele-Shaw.

1.5 Organizacio da dissertacio

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2 fazemos uma breve
revisdo das solucdes estaciondrias para multiplas bolhas e dedos viscosos em um canal de
Hele-Shaw. Comeg¢amos por introduzir o formalismo das fun¢gdes primas de Schottky-Klein,
utilizado na constru¢do das solugdes para o0 movimento de multiplos dedos e bolhas. Utilizando
esse formalismo contruimos solucdes estaciondrias para o movimento de multiplas bolhas em
um canal de Hele-Shaw e analisamos o caso particular de uma tnica bolha. Ainda no capitulo 2
mostramos e discutimos alguns exemplos de arranjos de multiplas bolhas. Construimos também
solugdes estaciondrias para o movimento de multiplas bolhas e novamente analisamos o caso

particular de um tnico dedo viscoso.

No capitulo 3, que constitui a contribui¢do central desta dissertacao, formulamos so-
lugdes dependentes do tempo para o movimento de multiplos dedos viscosos em uma célula
de Hele-Shaw. Comecamos por introduzir os conceitos da func¢do de Schwarz e discutimos
algumas de suas aplicacdes, como a dindmica de pdlos em uma célula de Hele-Shaw radial.
Em seguida, construimos as solu¢des dependentes do tempo para multiplos dedos e discutimos
diferentes tipos de configuracdes iniciais que levam a casos assintéticos distintos. A partir de
quantidades conservadas da dindmica, derivamos um sistema de equacdes diferenciais ordindrias

para a evolug@o dos parametros do problema e o integramos numericamente para diferentes
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configuracdes iniciais, ilutrando o movimento nao uniforme dos dedos em diversos casos. Ainda
no capitulo 3 abordamos o problema da seleciao de velocidade assintdtica € mostramos como

nosso modelo explica tal fendmeno sem a necessidade de invocar efeitos de tensao superficial.

No capitulo 4 apresentamos as principais conclusdes do nosso trabalho e damos pers-
pectivas para estudos a serem desenvolidos futuramente. Entre essas perspectivas mencionamos
a formulagdo de solu¢des dependentes do tempo para multiplas bolhas em um canal de Hele-
Shaw. Embora uma proposta de solu¢des tenha sido formalmente apresentada em [22], o cédlculo
numérico de configuracdes especificas com multiplas bolhas permanece um desafio. A luz dos
resultados desta dissertagdo, apresentamos um panorama geral de como solu¢des com multiplas
bolhas sdo construidas e discutimos algumas das dificuldades associadas ao calculo numérico

dessas solugdes.
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2 ESCOAMENTOS DE HELE-SHAW

2.1 Formulacao do problema

Com a lei de Darcy em maos e tendo conhecimento dos conceitos que nos auxiliarao
no decorrer desta dissertacdo, vamos considerar o problema de um arranjo composto por um
numero finito M de bolhas ou dedos viscosos desprezando-se a agdo da tensdo superficial.
Queremos modelar o movimento deste arranjo na dire¢do longitudinal de um canal de Hele-Shaw
preenchido com um fluido viscoso (Sleo, glicerina). Na figura 9 ilustramos o caso de 3 bolhas e
2 dedos. Vamos comecar revisitando as ja conhecidas solucdes estaciondrias para 0 movimento
de dedos e bolhas [6, 8, 17].

Desta forma, consideramos que o arranjo mencionado acima move-se com velocidade
constante U. A velocidade no infinito 2 montante e a jusante do arranjo é V, tal que U > V. Por
conveniéncia e sem qualquer perda de generalidade, vamos escolher a largura do canal como 7 e

a velocidade no infinito V = 1.

(a) (b)

Figura 9 — (a) Arranjo de 3 bolhas movendo-se uniformemente com velocidade U; (b) Arranjo
de 2 dedos viscosos movendo-se uniformemente com velocidade U'.

2.2 A construcido dos potenciais complexos

Nesta secao vamos computar 0s potenciais complexos para o movimento de bolhas em
um canal de Hele-Shaw. O caso de dedos viscosos pode ser visto como um caso especial das
bolhas, ou seja, quando elas tornam-se infinitamente alongadas em uma direcdo, e serd discutido
posteriormente. Do capitulo anterior sabemos que os escoamentos chamados potenciais podem

ser descritos, de maneira geral, através de um potencial complexo da forma

w(z) = 0(x,y) +iy(x,y), (2.1)

onde ¢(x,y) é o potencial de velocidade e y(x,y) é a fungdo de corrente.
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Para nosso problema de bolhas podemos descrever o movimento do arranjo através de
dois referenciais: o referencial do laboratario e o referencial que acompanha o movimento das
bolhas. Os potenciais que descrevem os escoamentos nestes dois referenciais relacionam-se de

forma bastante simples, dada por
w(z) = 1(z) + Uz, (2.2)

onde w(z) € o potencial complexo no referencial do laboratdrio e 7(z) no referencial das bolhas.

Podemos encontrar uma relagdo para as velocidades complexas nos dois referenciais
Viab = Vmov + U, (2.3)

onde vy, € a velocidade no referencial do laboratério e v, a velocidade no referencial que se
move com as bolhas. Perceba que a relagdo acima € na verdade uma transformacao de Galileu

para as velocidades nos dois referenciais.

2.2.1 O potencial w(z)

Seja D, a regido do fluido exterior as bolhas no que chamaremos daqui por diante de

“plano do fluido” e sejam dD; com j = 1,...,M a fronteira da j-ésima bolha.

Da velocidade do escoamento no infinito podemos encontrar o comportamento assintdtico

do potencial completo w(z), dado por
w(z) =~ Vz+wy=1z, para [|x|— oo, (2.4)

onde usamos que V = 1 e wo € uma constante sem relevancia para o nosso problema e podemos

escolhé-la como nula sem perda de generalidade.

O potencial complexo w(z) deve ser analitico em toda regido D, e deve satisfazer as

condig¢des de contorno abaixo:

Imw(z)] =0 em y=0, (2.5)
Imw(z)] =7 em y=m, (2.6)
Re[w(z)] =c¢; para z€dDj, (2.7)

onde cj, j = 1,...,M, sdo constantes reais. As condi¢des (2.5) e (2.6) seguem do comportamento
assint6tico do potencial complexo w(z) dado por (2.4) juntamente com o fato de que as paredes do
canal em y = 0 e y = 7 sdo linhas de corrente do escoamento. Na auséncia de tensdo superficial,
a pressao na interface entre os fluidos € constante (e igual a pressao constante no interior da
bolha). Relacionando a pressao com o potencial de velocidade através da lei de Darcy, vemos

que ¢ (x,y) é constante na interface dD; e temos a condigdo de contorno (2.7).

A igualdade das pressoes, quando desprezamos a tensdo superficial, pode ser vista através

da equacao de Young-Laplace
pP1—p2 = OK, (2.8)
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onde o € a tensdo superficial e Kk é a curvatura média da interface. Quando temos tensao

superficial nula, o = 0, obtemos que a pressao na interface e no interior da bolha sdo iguais.

A partir das condi¢cdes de contorno desenvolvidas acima, vemos que no plano w o
dominio do fluido € representado por uma faixa horizontal de largura 7 com M fendas verticais,

correspondendo a pressao constante em cada uma das bolhas, como pode ser visto na figura 10.

A Im(w)

|

? Im(w)=m
w |

|

|

i

|

L — -

Re(w)

Figura 10 — Dominio do fluido representado no plano do potencial complexo w

2.2.2 O potencial 7(z)

Vamos agora construir o potencial complexo no referencial que acompanha o movimento
das bolhas. Neste caso, temos agora que além das paredes do canal, as interfaces das bolhas

também sdo linhas de corrente. As condi¢des de contorno sdo portanto da forma

Im[t(z)] =0 em y=0, (2.9)
Im[t(z)]=(1-U)r em y=m, (2.10)
Im[t(z)] =d; para ze€Dj, (2.11)

onde dj, j = 1,...,M sdo constantes reais relacionadas com a funcdo de corrente em cada uma
das bolhas. Para chegar em (2.9) e (2.10) usamos as condicdes (2.5) e (2.6) juntamente com o
comportamento assintético de w(z) e a relagdo entre os potenciais no referencial do laboratdrio
e no referencial das bolhas, dada por (2.2). Podemos encontrar também o comportamento

assintético do potencial complexo 7(z), dado por
1(z)~(1-U)z+1, para |x|— oo, (2.12)

através da substituicdo de (2.4) em (2.2).

Vemos entido que no plano 7 o dominio do fluido € representado novamente por uma
faixa horizontal, mas nesse caso com largura (U — 1)« e com M faixas horizontais representando

as funcgdes de corrente de cada uma das bolhas no escoamento, como mostrado na figura 11.
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Im(t)=(1-U)r

Figura 11 — Dominio do fluido representado no plano do potencial complexo 7

2.2.3 Os potenciais W({) e T({)

Na formulag@o acima, os potenciais w(z) e 7(z) sdo muito dificeis de serem computados.
Procuramos entdo a solugido do problema em termos de um mapeamento conforme z(&) de
um dominio circular D¢y em um plano complexo auxiliar { para o dominio do fluido D, no
plano fisico z. O dominio D¢ € formado pelo disco unitdrio aqui denominado Cp, excluindo-se
M discos menores, denominados Cj, cujos raios e centros sao denominados de ¢g; € 5J- com
j=0,1,....,M. Obviamente gy = 1 e &y = 0. O circulo unitéario é escolhido ser mapeado nas
paredes do canal, enquanto os circulos menores C; sdo mapeados nas fronteiras das bolhas, dQ;.
O fato de Cj ser mapeado nas parede do canal nos diz que o mapa z({) deve ter singularidades
logaritmicas em dois pontos §; e {; que sdo mapeados em |x| = Foeo. Os graus de liberdade
fornecidos pelo teorema de mapeamento de Riemann-Koebe [28] nos permite escolher §; = —1
e {, = 1. Portanto, o semicirculo superior CO+ ¢ mapeado na parede superior do canal enquanto o
semicirculo inferior C;; € mapeado na parede inferior do canal de Hele-Shaw, como mostrado na
figura 12.

E conveniente definirmos também o chamado canal estendido, dado pela unido do
canal inicial com sua reflexdo na parede inferior (y = 0). O canal estendido tem suas paredes
localizadas em y = +7 e contém 2M bolhas, das quais M sdo geradas pelo espelhamento das
M bolhas originais na parede inferior do canal. Matematicamente o canal estendido € dado por

D, UD,, onde a barra denota conjugacio complexa.

Vamos agora introduzir os potenciais complexos no referencial do laboratério e no

referencial das bolhas no plano auxiliar { através da composicdo

W (&) =w(z(6)), (2.13)
(&) =(z(&))- (2.14)

As fungdes W (&) e T (&) devem ter singularidades logaritmicas em { = F1, que agem
como fonte e sorvedouro nos escoamentos gerados por estes potenciais. Tal fato serd utilizado
para construirmos explicitamente os potenciais W ({) e T({) através do método das imagens.

Apds termos computado féormulas explicitas para os potenciais, podemos encontrar uma férmula
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Figura 12 — Dominio circular D¢ no plano auxiliar g.

explicita também para o mapeamento conforme z({) através da relacéo entre os potenciais nos

diferentes referenciais dada pela equacao (2.2) e aqui repetida por conveniéncia
w(z) =1(z) + Uz

Juntamente com a equivaléncia dos potenciais nos diferentes dominios, temos

2(8) == W(&) =T ()] (2.15)

2.3 As funcoes de Schottky-Klein

Vamos agora introduzir um ferramental matemaético que serd de fundamental importancia
no decorrer desta dissertacdo para computar férmulas explicitas para os potenciais complexos no
plano auxiliar { e consequentemente descrever o movimento de bolhas e dedos em um canal de

Hele-Shaw. Este ferramental € a teoria das fun¢des primas de Schottky-Klein.

Seja D¢ um dominio circular (M + 1)-conexo no plano ¢ formado pelo disco unitdrio e
excluindo-se M circulos menores que ndo intersectam-se, exatamente da mesma forma como
definimos o dominio D¢ na se¢do anterior. Definimos a reflexdo de um ponto ¢ em um circulo
Cy, denotada por ¢ (&), ,

(L) = G+ 5, (2.16)

¢ — 6
onde & e g séo o centro e o raio do circulo C; no qual o ponto { é refletido. Note em particular
que a reflexdo no circulo unitdrio é simplesmente @y({) = 1/¢. Além da reflexdo em um circulo

Cy podemos definir também o mapa de conjugacéo associado a este circulo, ¢ (&), dado por

(&) = 5k+rk§k, 2.17)
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e que obedece { = ¢(¢) quando ¢ € Cy.
Introduzimos também os mapas de Mobius
a$
1-§¢

Note que os mapas de Mobius introduzidos acima sdo composicoes de reflexdes em Cj e

0c(§) = O + (2.18)

posteriormente em Cy, ou seja, 6,($) = @x(00(8)) = @(1/{). De uma maneira mais informal,

podemos €screver:

k(€)= i(@0(C)), (2.19)
ou simplesmente 6, = @, Q.

Além dos mapas, precisaremos também de suas inversas, 6_; = 6, ! definidas por

0_1(6:(8)) = ¢. (2.20)

Perceba que se refletirmos a imagem gerada pela reflexdo de um dado ponto { em um circulo Cy

no mesmo circulo, obtemos o ponto inicial {, portanto,

O =1. (2.21)

Desta forma, podemos escrever o0 mapa inverso como

1
0_1(8) = po(ex(C)) = = (2.22)
6,(1/8)
Sejam C_;, j = 1,...,M as reflexdes dos circulos C; em Cj respectivamente, ou seja,
C_j=¢o(Co), (2.23)
Podemos ver prontamente que
0,(C-j) = @j90(C-j) = 9;(Cj) = Cj, (2.24)

logo concluimos que 6; mapeia o circulo C_; no circulo Cj; vide figura 13. E possivel mostrar
ainda que 6; mapeia o interior de C_; no exterior de C; e analogamente 0 mapa inverso mapeia

o interior de C; no exterior de C_;.

O conjunto g formado por todas as composi¢des dos mapas 6,k =1, ..., M, € conhecido
como um grupo cléssico de Schottky, enquanto os mapas 6; sdo denominados de geradores
fundamentais do grupo ®y. A nova regidao formada pelo exterior dos 2M circulos C; , k =
—M,...,M (k # 0) é chamada de uma regido fundamental do grupo @ e ¢ ilustrada na figura 13.

A regido fundamental Fp é dada formalmente por

Fy= DC U (PO(DQ’) (2.25)
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Figura 13 — Regido fundamental F; obtida através da reflexdo de D¢ em GCo.

Para um dado grupo de Schottky ® e regido fundamental Fy, pode-se definir uma funcio
prima de Schotty-Klein associada para quaisquer dois pontos { e o € Fp. Por simplicidade,
chamaremos daqui em diante apenas funcao de Schottky-Klein. Tal fun¢do admite representagdo

em termos de um produto infinito [29], dada por

_ (£ b(e)(a—6()
e=ma 11 o) ooy 229

onde o subgrupo ®; C @y é tal que para todo 6 € @ apenas 6 ou seu inverso 6~ ! estd incluso

em ®g , mas nunca ambos. Por exemplo, se 8 = 030_ estd incluso em ®( entdo 0;6_3 nio estd.

A funcdo que acabamos de definir possui apenas um zero simples em Fy devido ao termo

(¢ — o) e podemos entdo reescrever @ (&, @) como
o(a)=({-—a)d(l, a) (2.27)

onde @(&, @) é a parte da fungdo de Schottky-Klein que ndo possui zeros.

Vamos agora encontrar uma relacio que serd usada posteriormente fazendo a razio entre

duas funcdes de Schottky-Klein,
0L _((-a) o (E-0(@)(@=0(0) (E=0(0)r-0) %)

o(C,7)  (§=7) geqy (6 —0(8))(a—6(a)) (€ —6(1)(r—6(C))

Podemos reescrever os termos do tipo a — 6(&) como

a—0(8) =" —-0""(a)), (2.29)
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onde f e g sdo funcdes lineares. Substituindo esta relacdo em (2.28) e fazendo alguns cancela-

mentos, temos

0.0 _ iy >(C:a) ! (C—G(a))(g—z_l(“»_ (2.30)

Alterando o produtdrio para percorrer todo o grupo ® ao invés de @) chegamos na relagdo

desejada

6.9 _ g,y T 520 (2.31)

w(Ca'Y) CECH C_G('}’) ’

onde o termo C(a,7) depende dos pontos & e ¥ mas nao do ponto {. Note que o grupo ®

contém a identidade, portanto, os termos (§ — o) e ({ — y) estdo embutidos no somatério. A

deducdo completa desta relacdo pode ser encontrada em [30].

A férmula (2.26) converge para os casos em que as fronteiras C, , k = 1,...,M estao
centradas no eixo real ou quando estdo bastante separadas [29, 30]. No entanto, mesmo nestes
casos a convergéncia pode ser lenta, tornando sua computagdo invidvel para simula¢des numé-
ricas. Recentes avancos desenvolvidos pelo grupo do professor Darren Crowdy [31] tornaram
a computacdo das fungdes de Schottky-Klein muito mais rapida e precisa. Posteriormente seu
grupo desenvolveu um pacote para Matlab [32], que foi usado para gerar algumas das figuras

apresentadas nesta dissertacao.

2.3.1 As funcdes secundarias de Schottky-Klein

Além do grupo cldssico de Schottky ®y podemos definir também uma familia de subgru-
pos do grupo ®g, denominados de @y , N = 1,..., M, juntamente com 0s respectivos geradores
fundamentais e regides fundamentais correspondentes. Naturalmente, novas funcdes de Schottky-

Klein podem ser associadas aos subgrupos ®y, como veremos adiante.

Dado um [/ fixo tal que 1 </ < N uma nova regido pode ser obtida através da adicao da

regido fundamental Fy com sua reflexdo no circulo C;, denotada por Fy,, tal que

oy =FyUg (F()). (2.32)

A partir da reflex@o da regido fundamental do grupo clédssico de Schottky, Fy, novas
fronteiras circulares sdo formadas no interior de C;. Estas novas fronteiras sio denominadas de
% e sdo dadas por

=@ (Ck), k€K, (2.33)

onde o conjunto K é formado pelos indices k = —M, ..., M; k # 0,—I. A regido fundamental
Fo1 para um subgrupo Oy qualquer é esquematicamente ilustrado na figura 14. O detalhe dessa

figura mostra os circulos %} no interior de Cj.



Capitulo 2. ESCOAMENTOS DE HELE-SHAW 31

.
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Figura 14 — Regiao fundamental Fj; de um grupo ®y qualquer.

Os diferentes subgrupos ®y diferenciam-se entre si na forma em que os circulos Cy
sdo pareados com os novos circulos ) para k = —M,....M ; k # 0,—1. Nesta dissertagido

utilizaremos apenas o caso especial ®@;7, conhecido como subgrupo de Burnside [33].

O subgrupo de Burnside

No subgrupo de Burnside, 6y, os circulos C_; sdo pareados com os circulos %%, suas

reflexdes no circulo Cj, através dos geradores fundamentais Yy, dados por

Vi =66, kecKk. (2.34)

Note que os geradores fundamentais do grupo ®,, preservam de certa forma a simetria
presente no grupo cldssico de Schottky, ®¢, onde os circulos Cy sdo pareados com suas reflexdes
no circulo unitério. A regido fundamental Fp; do subgrupo de Burnside é esquematicamente
ilustrado na figura 15. As setas nessa figura indicam quais circulos sao pareados e através de qual

gerador este pareamento € feito. O detalhe da figura 15 mostra os circulos %} no interior de Cj.

De (2.34) € possivel mostrar que qualquer composi¢do de um nimero par de mapas 6y
com k =1,...,M e suas inversas, ¢ um elemento de ®@;,. Tome por exemplo M =3 e [ = 2, entdo
o elemento

030_1 = (636_2)(6,6_1) = (v_3) 'y (2.35)
¢ um elemento de @,. Por outro lado, se tivermos uma composi¢cao de um nimero impar de
mapas 6 e suas inversas, este elemento pode ser representado por ¥ o 6;, para algum v € Oy,.

Por exemplo, tomando os mesmo valores de M e [, temos que

0; = (939_2)92 = (l[/_3>7192. (2.36)
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Figura 15 — Regiao fundamental F; do grupo Oy

De forma geral, qualquer 6 € ®g ou € um elemento ¥ € @, ou é uma composi¢do do tipo Yy o 6;.

Definidos os subgrupos ®;,, juntamente com os geradores fundamentais dados por
(2.34) e aregido fundamental Fp;, podemos naturalmente associar a estes subgrupos fungdes de
Schottky-Klein. Denominadas fun¢des secunddrias de Schottky-Klein, elas foram introduzidas
pelo Prof. Giovani Vasconcelos [21] como pecas fundamentais na constru¢do de mapeamentos
conformes para dominios nos quais suas representacdoes nos dominios w(z) ou 7(z) apresentam
fendas horizontais e verticais simultaneamente. As funcdes secunddrias de Schottky-Klein
admitem representa¢do em termos de um produto infinito andloga a (2.26), e para evitar confusdo

com as fung¢des anteriormente definidas, estas novas fungdes sdo denotadas por Qu (&, o).

A representagdo em produto infinito de Qp (&, o) é

(2.37)

o (€ —y(a))(a—y(l))
Qu (8, a) = (¢ OC)ng, C—w()(a—wy(a))

onde o produto é tomado sobre o grupo ®}, C @y, cuja definicdo € andloga a do grupo @f, ou
seja, para todo elemento W € @), apenas ¥ ou seu inverso W~ ! estd incluso em @}, mas nunca

ambos.

Usando a propriedade da decomposi¢do do grupo ® discutido anteriormente, juntamente
com a identidade (2.31), podemos estabelecer a seguinte relacdo entre as fungdes primdrias e

secunddrias de Schottky-Klein:

O.0) g, Q0% (,6(@)

o(¢,7) Qu (8, 7um(E,61(7)

onde C(«, ) depende apenas de « e ¥, mas ndo de {.

(2.38)
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2.4  Solucdes estacionarias para o movimento de multiplas bolhas

Vamos agora aplicar o formalismo das fun¢des de Schottky-Klein que acabamos de intro-
duzir para construir férmulas explicitas para os potenciais complexos W (&) e T({) introduzidos

anteriormente.

O primeiro passo na computacdo dos potenciais € calcular os infinitos conjuntos de
imagens da fonte e do sorvedouro que fazem-se necessarios para impor as devidas condi¢des
de contorno nas 2M fronteiras da regido do escoamento, C; com k # 0, no plano auxiliar {.
Comegaremos pelo potencial 7'({) no referencial que se move com as bolhas, pelo fato de suas

condig¢des de contorno serem mais simples e tornarem a constru¢ao do mesmo mais intuitiva.

Construcio do potencial T({)

Lembramos que pelas condi¢des de contorno (2.11) para o potencial complexo 7(z), as
fronteiras da regido do fluido no plano auxiliar £, C; com k # 0, devem ser linhas de corrente do
escoamento gerado pelo potencial complexo 7'({). Para satisfazer estas condi¢des de contorno
vamos aplicar o método das imagens para a fonte e o sorvedouro, com o intuito de gerar a partir
da interacdo entre eles e suas imagens as condi¢des de contorno desejadas em cada uma das

fronteiras da regidao do fluido.

Comecemos com a fonte localizada em { = —1. Ao refletirmos a fonte em cada um
dos 2M circulos Cy, obtemos um conjunto de 2M fontes imagens localizadas em @ (—1) =
©rpo(—1) = 6 (—1), onde usamos que @y(§) = ¢ para § € Cy. Esse resultado decorre do fato
de que a reflexdo de uma fonte em uma linha de corrente em forma de circulo gera como imagem
uma fonte de mesma intensidade e cuja localizac@o corresponde a reflexdo da fonte no respectivo

circulo.

Tome agora uma fonte imagem oriunda da primeira reflexdo em um circulo Cy e reflita-a
em um circulo Cy distinto. A imagem desta segunda reflexdo € também uma fonte de mesma
intensidade e localizada em @y (6;(—1)) = @u@o(1/6x(—1)) = O (6_;(—1)), onde k' # k. Por-
tanto, refletindo o primeiro conjunto de imagens {6;(—1) | k # 0} nos circulos Cj obtemos um
conjunto de fontes imagens localizadas em {6 0 6,(—1) | k, k' #0, k-+k'# 0}. E possivel
verificar que apés um ndmero n de reflexdes da fonte em { = —1 nos circulos Ci, obtemos um
ki # 0,
ki+kir1 #0;,i=1,...,n— 1}, onde 6 € By; Continuando este procedimento para um nimero in-

conjunto de fontes imagens cujas localiza¢gdes sao dadas por {9 = 6,000 (—1)

finito de reflexdes, obtemos um conjunto infinito de fontes imagens localizadasem {6(—1) | 6 € ©p}.

Procedimento completamente andlogo pode ser realizado para o sorvedouro localizado
em § = 1 e da mesma forma que reflexdes de fontes em linhas de corrente geram fontes como
imagens, reflexdes de sorvedouros em linhas de corrente geram sorvedouros como imagem. Por-

tanto, as infinitas reflexdes do sorvedouro em { = 1 geram um conjunto infinito de sorvedouros
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imagens localizados em {6(1) | 6 € ©p}.

Relembrando que o potencial complexo em um ponto z de uma fonte ou um sorvedouro

localizado em zp € dado pela equagdo

w(z) = Qlog(z —z0), (2.39)
onde Q corresponde a taxa de injecdo de fluido e temos Q > 0 para fontes e Q < 0 para
sorvedouros. Podemos agora encontrar uma expressao explicita para o potencial complexo 7'({)
ao somarmos a contribuicao de cada uma das fontes ou sorvedouros imagens

=0 Y flog(§ —6(~1)) — log({ —6(1))]. (2.40)

6c0

1 ) (,-1)
lo lo c, 241
¢ g(ee@o >) ¢ ( <<:1>)+ 24y

onde usamos a equagdo (2.31) na ultima igualdade e ¢ é uma constante com relagdo a { que

ou seja,

pode ser omitida sem maiores consequéncias.

Precisamos agora escolher Q de forma que as singularidades logaritmicas de 7 ({)
tenham a intensidade apropriada, ou seja, que ao contornarmos as singularidades localizadas em
{ = +1 o potencial tenha um salto que seja equivalente a largura do dominio do fluido no plano
7, in(U — 1). Para entender melhor este salto no potencial é preciso notar que podemos separar
T (&) em uma parte regular e outra singular usando a equagao (2.26):

T({)=Qlog (%) +Qlog (%) : (2.42)

Para contornar as singularidades localizadas em { = +1 fazemos um caminho que
consiste em um arco de circunferéncia centrado na sigularidade de raio infinitesimal € percorrido
no sentido positivo; Desta forma temos que { + 1 =e exp’® ao redor de —1 e { — 1 =e exp? ao
redor de 1. Portanto, ao irmos de C;; para CO+ no sentido positivo passando por { = 1 e de Car
para C, passando por { = —1 temos uma variagdo de A¢ = 7. Isso leva a uma variagdo em
T(¢) de

AT = Qloge'™ (2.43)
Como de uma parede do canal para outra temos uma variagdo AT = im(U — 1), concluimos que
Q = (1 —U). Usando este resultado em (2.41), e omitindo a constante, obtemos entdo que

T(¢)= (1-U)log (%) (2.44)

Usando a identidade (2.38) podemos reescrever o potencial 7'({) em termos das fungdes

secunddrias de Schottky-Klein
(S, ~1)2u(C,61(~1)) 045)
) ) '

T(§) = <1—U>10g( Qu (L, 1)2u(C, 81

onde novamente uma constante aditiva irrelevante para o escoamento foi omitida.
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Construcio do potencial W ()

O caso do potencial complexo W ({) torna-se um pouco mais complicado ao lembrarmos
que as fronteiras das bolhas no referencial do laboratério sdo equipotenciais, portanto, as
fronteiras Cy, k # 0, também devem ser equipotenciais do potencial W ({). Este fato traz consigo
a dificuldade de que a imagem de uma fonte (sorvedouro) em uma equipotencial € um sorvedouro
(fonte). Para superarmos esta dificuldade lancaremos mao da func¢ao secundaria de Schottky-

Klein e desenvolveremos um procedimento andlogo ao adotado para o potencial 7'({).

Comecemos novamente com a fonte localizada em { = —1. Tomamos o seu primeiro con-
junto de imagens resultantes de reflexdes nas fronteiras circulares Cy, que geram 2M sorvedouros
localizados em {6;(—1) | k € K}. Fazendo novas reflexdes destes sorvedouros imagens nos
circulos Cy temos um conjunto de fontes localizadas em {6y 0 6;(—1) | k,k' # 0; k+Kk' # 0}.
Continuando as reflexdes destas fontes para um nimero infinito, onde em cada reflexao fontes
produzem sorvedouros e vice-versa, obtemos: um conjunto infinito de fontes localizadas em
{6(—1) | 8 € By} e um conjunto infinito de sorvedouros localizados em {6 0 6;(—1) | 6 € Oy},
onde / € um inteiro tal que 1 <[ <M e ®y é o subgrupo de Burnside definido anteriormente,
ou seja, o subgrupo contendo apenas um ndmero par de composicoes dos geradores do grupo
original @y. Isso reflete o fato de que apds um niimero par de reflexdes de uma fonte em equipo-
tenciais temos de volta uma fonte; ao passo que apds um nimero impar de reflexdes da fonte

obtemos um sorvedouro.

Adotando procedimento analogo para o sorvedouro em { = 1, obtemos um sistema de
imagens composto por: um grupo infinito de sorvedouros localizados em {6(1) | 6 € Oy} e
um conjunto infinito de fontes localizadas em {60 6;(—1) | 6 € ®y}. Note que a propriedade
da decomposi¢do dos elementos do grupo classico de Schottky em elementos do subgrupo de
Burnside ou composi¢des destes com o mapa 6; nos permite dar conta das infinitas reflexdes da

fonte e do sorvedouro de forma bastante simplificada e eficaz.

Computando o potencial do sistema de imagens gerado pelas infinitas reflexdes da fonte
e do sorvedouro nas fronteiras Cy, temos que o potencial complexo W ({) é dado explicitamente

por

oy -8 —em)
W(e)=loe (GQM <c—e<1>><<:—e<el(—1>>>> (240

e usando a equacao (2.37) podemos reescrever a expressao anterior em termos das fungdes

secunddrias de Schottky-Klein
QM(C7_1)QM(C791(1))) (2.47)

W0 =102 (G Tt 6 1)
onde omitimos uma constante aditiva irrelevante para a dindmica como feito em 7'({). Note que
em (2.46) e (2.47) o pré-fator Q = 1 foi escolhido para que as singularidades tenham a intensidade
necessdria, ou seja, para que ao contornarmos as singularidades em { = +1 o potencial W({)

tenha um salto de i, equivalente a largura do dominio do fluido no plano w.
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2.4.1 O mapeamento conforme z({)

Agora que obtivemos os potenciais complexos W () e T({), o mapeamento conforme
z(€) que leva as fronteiras circulares C;, com j = 1,...,M, nas interfaces das bolhas dD; segue
imediatamente da equacdo (2.15). Substituindo (2.45) e (2.47) em (2.15) temos

(9D B()_ (1-U) (u(E - DQu(E.8(-1)
(8= lg(QM@,l)szM(c,el(—l))) U 1g( 21 (&, D) (C,01(1)) ()2'4 .

U

Simplificando alguns termos, obtemos a forma final do mapeamento conforme z({),

- m(S) (- Dm(E). e

Podemos portanto encontrar as coordenadas de cada interface das bolhas dD;, j =

1,...,M em forma paramétrica

xi(s) + iyj(s) =z( = 8;+qjexp(is)) ; 0<s<2m. (2.50)

As solugdes com U = 2 sdo especiais, ndo sé por tornarem-se muito mais simples que a
sua forma geral, mas também por que através destas solugdes € possivel chegar na solucao para
arranjos com velocidade qualquer. Este fato foi notado no ambito da solu¢do de Taylor e Saffman
para o movimento de uma tnica bolha [34] e posteriormente para um arranjo de multiplas bolhas
[35]. Note que os potenciais complexos W ({) e T({) obedecem uma relago bastante simples

com 0s mesmos potenciais no caso especial U = 2, denotados por w® (&)e T(Z)(C )s

W) =w3 (), (2.51)
T(¢)=U-1T?(). (2.52)

onde W) (&) e T (£) sdo dados respectivamente por (2.47) e (2.45) substituindo U = 2. Desta
forma, dados os potenciais complexos de um escoamento com um arranjo de bolhas que se
movem com U = 2, podemos encontrar as coordenadas das fronteiras das bolhas de um arranjo
que move-se com U # 2 usando as equagdes (2.51), (2.52), (2.15) e (2.50), como sera feito a

seguir.

Comecemos por notar que o segundo termo da equacdo (2.49) pode ser reescrito em

termos dos potenciais complexos 73 ({) e W3 (¢) como

o (2& 1)) _ T -w) _ | O-weg

Qu(£,6,(1)) D) = @)+ 7O : (2.53)

onde o termo z(?) (£) corresponde ao mapeamento conforme (2.49) substituindo U = 2. Substi-

tuindo a expresao anterior em (2.49), ficamos com

(1+p)xt (s) = pej, (2.54)
(

(1—p)y\? (s) +pd;, (2.55)

xj(s)

yj(s)
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onde p = (1-2/U) e (x;(s),y;(s)) sdo as coordenadas em forma paramétrica da interface
da j-ésima bolha de um arranjo com velocidade qualquer, enquanto (xﬁ.z) (s), y§.2) (5)) sdo as
coordenadas da interface da j-€ésima bolha de um arranjo com velocidade U = 2 e as constantes

c;j e d;j sao obtidas das condi¢bes de contorno (2.7) e (2.11).

De (2.54) e (2.55) podemos notar que se U > 2, entdo p > 0 e temos uma dilatacdo
da interface das bolhas na dire¢do x e uma contracdo na direcdo y. Por outro lado, se tivermos

1 < U <2, teremos uma contracdo da interface das bolhas na direcio x e dilatacdo na direcao y.

2.4.2 Exemplos

Nesta secao apresentamos alguns exemplos de arranjos de bolhas que se movem com
velocidade constante. As figuras desta secdo foram geradas usando o pacote de funcdes para
Matlab desenvolvido pelo grupo do professor Darren Crowdy [32]. No entanto, este pacote
implementa apenas as func¢Oes primdrias de Schottky-Klein, enquanto nds precisamos das
secunddrias para gerar tais imagens. Podemos computar as fungdes secunddrias a partir das

primdrias para o grupo de Burnside através de uma mudanca no dominio, como descrito abaixo.

As fungdes primdrias de Schottky-Klein foram associadas aos geradores fundamentais
definidos pelos mapas que levam os circulos C_y, fora do circulo unitdrio Cp, em suas reflexdes
Ci em Cy. A construcio do subgrupo de Brunside segue o mesmo principio, ou seja, as fungdes
secunddrias de Schottky-Klein associadas a tal subgrupo tém como geradores fundamentais
os mapas que levam os circulos no exterior de C; nos circulos gerados pelas suas reflexdes
em (. Portanto, ao reescalarmos C; para ser o circulo unitario, podemos computar as fungdes
secunddrias a partir das primarias, como serd mostrado a seguir. Para reescalarmos o circulo C;
usamos uma mudanga de variavel { — 1 ({), dada por

{9

= 2.56
n(¢) o (2.56)

que mapeia C; no circulo unitdrio no plano 1. Denominamos por Dy o dominio circular obtido
através do mapeamento da por¢do de Fy; contida no interior de C; no plano {. Desta forma,
podemos contruir um grupo de Schottky @ a partir de D¢, que por sua vez terd uma funcao
priméria associada @(n;,1,). E possivel agora computarmos a fungio secundéria de Schottky-

Klein para o dominio D¢ a partir da fun¢@o primdria para o dominio Dy através da relagdo

QM(C?“) :(N(D(TT(C)W(O‘)), (2.57)

onde relembramos que ¢; € o raio do circulo C;, e Qy (&, @) é a fungdo secunddria associada
ao grupo ®;,. O fator ¢; na expressdo acima vem da substitui¢do direta w(n(§),n(a)) e da

comparacao dos pré fatores das equagdes (2.26) e (2.37), que devem ser iguais.

Na figura 16a mostramos um arranjo com trés bolhas que apresentam simetria em torno

do eixo central do canal de Hele-Shaw. Esta simetria pode ser induzida ao escolhermos os centros
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Figura 16 — (a) Arranjo de trés bolhas simétricas com relagao ao eixo central do canal movendo-
se uniformemente com velocidade U = 2; (b) Dominio circular Dy composto por
trés fronteiras circulares com centros e raios dados por: 8, = —0.6, 6, =0, 03 =
0.5; q1 =43 = 0.1, qr = 0.3.
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Figura 17 — (a) Arranjo de trés bolhas simétricas em relagc@o ao eixo vertical x = 0 movendo-se
uniformemente com velocidade U = 2; (b) ADominio circular Dy composto por
trés fronteiras circulares com centros e raios dados por: 8; = —0.6i, 6, =0, 03 =
0.5i; q1 =gz = O.l, qr = 0.3.

dos circulos C; ao longo do eixo real do plano §. Na figura 16b mostramos o dominio D¢ no
plano auxiliar {, composto por trés fronteiras circulares centradas ao longo do eixo real no
interior do circulo unitario, Cy. Caso andlogo é mostrado na figura 17a apresentando a simetria
em relacdo ao eixo vertical x = 0. Neste caso, a simetria é obtida ao escolhermos os centros dos
circulos ao longo do eixo imaginério do plano . A figura 17b mostra o dominio D¢ no plano
auxiliar {, composto por trés fronteiras circulares centradas ao longo do eixo imagindrio no

interior do circulo unitario.

E possivel também obter um caso em que uma das bolhas apresenta ambos os casos de
simetria, enquanto as demais apresentam apenas um deles, como mostrado na figura 18a. Nessa
figura podemos ver que a bolha localizada no centro do canal apresenta simetria com relagdo ao
eixo central do canal e ao eixo vertical x = 0, enquanto as demais bolhas apresentam apenas um

dos dois casos de simetria. A figura 18b mostra o dominio D¢ no plano auxiliar £, composto por
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Figura 18 — (a) Arranjo de cinco bolhas movendo-se uniformemente com velocidade U = 2.
Nesse caso a bolha no centro do arranjo apresenta simetria em relacdo ao eixo
central do canal e ao eixo vertical x = 0, enquanto duas das demais apresentam
apenas o primeiro tipo de simetria e as duas restantes apresentam apenas o dltimo
tipo de simetria; (b) Dominio circular D¢ composto por cinco fronteiras circulares
com centros e raios dados por: 6; = —& = 0.5, &5 = -84 = 0.5, §5=0; q| =

1
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Figura 19 - (a) Arranjo de trés bolhas sem simetria movendo-se uniformemente com velocidade
U = 2; (b) Dominio circular D¢ composto por trés fronteiras circulares com centros
e raios dados por: 0; =0.440.2i, 6, = —0.3+0.3i, 63 =—-04i; g1 =qp =q3 =
0.3; (¢) Arranjo de trés bolhas sem simetria movendo-se uniformemente com velo-
cidade U = 4; (d) Arranjo de trés bolhas sem simetria movendo-se uniformemente

com velocidade U = 1.5
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cinco fronteiras circulares no interior de Cy. Nessa figura podemos ver que um dos circulos Cy
estd centrado na origem, dois deles estdo centrados ao longo do eixo real e os dois restantes estdo
centrados ao longo do eixo imagindrio. Essa escolha da posi¢c@o dos circulos Cy € a responsavel

pela simetria observada na figura 18a.

De forma geral, podemos obter um arranjo de bolhas sem qualquer simetria se movendo
com velocidade uniforme U no canal de Hele-Shaw. A figura 19a mostra um arranjo de trés
bolhas sem qualquer simetria que se move com velocidade uniforme U = 2. O dominio D¢ no
plano auxiliar { é mostrado na figura 19b. Esse dominio é composto por trés fronteiras circulares

centradas no interior de Cy.

As figuras 19¢ e 19d mostram esse mesmo arranjo de trés bolhas se movendo com
velocidade uniforme U =4 e U = 1.5, respectivamente. Perceba que nessas duas ultimas figuras
podemos ver claramente uma distor¢do das bolhas em relagdo a figura 19a. A partir das equagdes
(2.54) e (2.55) temos que para U > 2, p > 0 e ha uma dilatacdo da interface na direcdo x e
contragdo na direcdo y, enquanto para 1 < U < 2, p < 0 e hd uma dilatacdo da interface na

direcdo y e contragdo na direcao x.

2.4.3 Caso especial: Solucdo estacionaria para o movimento de uma dGnica

bolha simétrica

Agora que dominamos o caso geral, ou seja, o movimento de um arranjo de bolhas sem
qualquer simetria imposta, podemos voltar ao caso mais simples possivel examinado por Taylor
e Saffman em 1959 [8]. Neste cendrio especial, a regido fundamental, os geradores fundamentais
e as funcdes secunddrias de Schottky-Klein tomam uma forma consideravelmente mais simples.
O dominio D¢ € composto apenas pelo circulo unitério Cy e pelo circulo Cj, centrado na origem
e de raio p < 1. A regido fundamental do subgrupo ®; é dado por Fy U ¢;(Fy) como feito
anteriormente para o caso de multiplas bolhas e estd ilustrado esquematicamente na figura
20. Este grupo tem apenas um gerador fundamental, y(¢) = 02({) = p*{, portanto, a fungdo
secunddria de Schottky-Klein associada a ele em termos do produto infinito é dada por

Q(t.0) = (-] (C:p4ka)(a:p4k€). (2.58)

Fatorando alguns termos na equagéo anterior, podemos reescrever Q(&, o) como

Q(¢,a) = —50(¢/a,p?). (259)

onde C = [T, (1 — p*) e a fungdo O({, q) € definida por

0(.q) = (1- O 11— 01— /g) = vE/a.4) 2.60)
k=1 [T, (1 —¢%)

e Y4(&,q) é a funcdo theta de Jacobi [36].
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Figura 20 — Regiao fundamental F; do grupo ®; para uma tnica bolha simétrica.

Desta forma, podemos entdo reescrever a expressao para o mapeamento conforme z(¢) usando

(2.59) e ficamos com

2(8) = log (-%) + (1 _ %) log @%) | 2.61)

onde uma constante aditiva foi omitida. A interface da bolha é dada de forma andloga ao caso
das multiplas bolhas,
x(s)+iy(s) = z(pexp(is)) ; 0 <s < 2m, (2.62)

onde (x(s),y(s)) sdo as coordenadas da bolha em forma paramétrica. Pode-se verificar que neste
caso reproduzimos a solucao estaciondria encontrada por Taylor e Saffman em 1959 [8] para o
movimento de uma bolha simétrica em uma célula de Hele-Shaw, cujo mapeamento conforme é

dado por

z(u) = %arctanh [icos(‘u)tan (%)] _% (Ul; 1) arctanh [iexp(iu)tan <7z[ix)] |
(2.63)

onde A é a meia altura da bolha e deve obedecer UA < 1; u = & +in, e a interface da bolha é
obtida tomando-se n =0 e —m/2 < & < pi/2, enquanto a imagem da parede do canal é obtida
fazendo-se & + pi/2 e 1 > 0. Abaixo exibimos uma figura da bolha simétrica gerada utilizando
(2.63). Note que no paper de Taylor e Saffman, o mapeamento gera apenas a parede superior do
canal e a metade superior da bolha, juntamente com a linha central do canal. Para obtermos a

bolha inteira basta espelharmos a figura obtida na linha central do canal.

A partir disto podemos ver que o formalismo das fun¢des de Schottky-Klein nos serve
como uma poderosa ferramenta na generaliza¢ao do problema abordado por Taylor e Saffman
em 1959, tornando possivel a descri¢do do movimento de varias bolhas sem qualquer simetria

imposta.
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Figura 21 - (a) Figura da bolha simétrica retirada de [8]; (b) Figura gerada utilizando (2.63) e
espelhada (linha tracejada) na linha central do canal para obter a bolha completa e
as duas paredes do canal.

2.5 Solucdo estacionaria para o movimento de mdltiplos dedos e

bolhas

Depois de termos discutido a solu¢do estaciondria para o movimento de multiplas
bolhas, vamos agora tratar do caso em que as bolhas (ou algumas delas) tornam-se infinitamente

alongadas na direcdo x — —oo, formando o que chamamos de dedos viscosos.

Considere o caso em que temos M bolhas e p dedos. A solucdo para o problema de
multiplos dedos e bolhas pode ser encontrada partindo da solucdo estaciondria para 0 movimento
de um arranjo contendo (M + p) bolhas. Nesse arranjo tomamos o limite em que p delas

tornam-se infinitamente alongadas, enquanto as M demais se mantém com 4rea finita.

Isso pode ser obtido fazendo os pares de circulos C; e C_; na regido fundamental Fy
associados as bolhas que se transformardao em dedos (ou seja, j =M +1,...,M + p) coalescerem
em um dnico circulo que intersecta Cy ortogonalmente e engloba o ponto { = —1. Uma nova
regidio fundamental denominada de F é formada e estd ilustrada esquematicamene na figura
22 para o caso M = 2. O circulo ortogonal a C serd mapeado nos 2p dedos (p deles na regido
do fluido, D, e outros p em sua reflexdo na parede inferior do canal, D..) Os demais circulos
CjeC_j, com j=1,..,M, permanecem como estavam e sdo mapeados em bolhas como

anteriormente.

Denominamos de A; a largura da j-ésima bolha e A; a largura da regifo de fluido entre
dois dedos ou entre a parede do canal e um dedo, com j=1,..., p+ 1, onde convencionamos

que A € a largura do primeiro dedo contado da parede inferior para a superior e A; é a largura
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Figura 22 - Regiao fundamental £ do grupo ®,,| para o caso M = 2.

da regido de fluido entre a parede inferior e o primeiro dedo. O circulo ortogonal a Cy é chamado
Cyr+1, com centro e raio denominados de Op711 € g1 fixados pela condig¢do de ortogonalidade,

discutida a seguir.

Sejam dois circulos C; e C; de centros z; € z» € raios ry € rp. Se estes circulos sio

ortogonais entdo seus raios devem obedecer a relagdo
it =d, (2.64)
onde d € a distancia entre seus centros. No nosso caso, C; € o circulo Cy e C; é Cyy. 1, portanto,
2 2
1+ gy1 = |8ms1|" (2.65)

Usando esta equacdo em (2.18), podemos construir o mapa de mobius associado a reflexdo em

Crm+1, 5 ‘
M+1—
Op+1(f) = ——=. (2.66)
1—6p18
Pode-se verificar ainda a seguinte relacdo vélida para Cyy
Cate™) = B (CH1). (2.67)
onde C j(jﬂtm) € o arco de Cy. 1 localizado no interior de Cy e C gir]a) no exterior. No lugar do

subgrupo @, teremos o grupo @,/ 1, que consiste em todas as combinagdes pares dos mapas
0;,onde j=1,...,M+ 1 e devemos fixar = M + 1, de forma que os geradores deste grupo sao
dados por Y = 6y 116, comk=—-M,... M , k#0.

Como j4 dito anteriormente, o circulo Cys 1 € mapeado nos 2p dedos viscosos e portanto,

o mapeamento z({) deve ter 2p singularidades logaritmicas que correspondem aos pontos onde
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comegam e terminam os dedos em x = —oo. As singularidades do mapeamento sdao denotadas
por{je (i, com{;eC Afllinltm (NS Cnﬁrla Segue diretamente de (2.67) que as singularidades

do mapeamento conforme z({) obedecem a relagdo

G =0 (8), j=1,.ptl. (2.68)

s pontos (; € 1 sdo especiais, pois sempre encontram-se na intersecao entre Cy € Cpy41, O
¢} t ot t t tre Cy e Cpr
que nos leva a concluir que {f = § e {7 = {11 Uma escolha natural para o raio de Cy+1
é gy+1 = 1 e consequentemente 81 = —+/2 para que o circulo ortogonal englobe o ponto

{ = —1 como necessrio.

Neste caso Oy+1(§) fica

—2-¢
1+v2¢°

Podemos agora encontrar a solug@o para o problema de mdltiplos dedos e bolhas partindo

Ov+1(8) = (2.69)

de (2.49) e substituindo a singularidade logaritmica localizada em { = —1 por 2p singularidades

localizadas em j, {7 € Cyyycom j=1,....,p+1.

~ 2 AR ~ a;/2
()=~ Tog(@ua (€ 1) + (2- 7 o (H B (6. 5) e (£.21)] )
(2.70)

=]
n (% - 1) log(Qu+1(8,-1)),

onde QM+1(C ,a) é a fungdo secunddria de Schottky-Klein associada ao grupo O € 08

expoentes 0 < |¢j| < 1 devem satisfazer

p+1

Y lajl=1 @2.71)
=1

para garantir a univaléncia de z({) em Fj. Perceba ainda que a posi¢do das singularidades
$i» j=2,...,p+ 1 controla a largura (relativa a largura total do canal) de cada um dos dedos,

enquanto os expoentes o, j = 1,..., p+ 1 controlam as larguras relativas das regides de fluido

entre os dedos ou entre um dedo e a parede adjacente, que sdo dadas por A; = (1 —1/U)|o],
para j = 1,...,p+ 1. Da condigdo (2.71) temos que Zfill Aj=(1—1/U) e portanto, as larguras
relativas dos dedos combinadas devem ser 2?21 Ai=1-(1-1/U)=1/U, que satisfaz a

condic¢do de conservacdo de massa do fluido, dada por U 25’7:1 Aj=1

As formas das interfaces dos dedos e das bolhas sdo dados pela imagem de z({) dos

circulos Cj, j =1,...,M + 1. Portando, as coordendas do j-€simo dedo viscoso € dado por
xj(s) +iy;(s) = 2(=V2+exp(is)), j=1,..,p, (2.72)

e as coordenadas das bolhas sdo obtidas como em (2.50) mas usando como mapeamento conforme

a equacao (2.70).
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Figura 23 — (a) Arranjo de p = 3 dedos e M = 2 bolhas com parametros {; = %, 5=

V2410 =G L=C =04 =03, 0p =03 =03, § =0.3i, & =
—0.2-0.3i, g1 =0.2,g2 =0.1; (b) Arranjo de p = 3 dedos e M = 2 bolhas com
0s mesmos pardmetros da figura anterior, com excessao de {3 que muda do valor
anterior para (3 = —v/2 + (/®/20),

Alguns exemplos de configuracdes com multiplos dedos e bolhas sdo mostrados na figura
23. Note que na figura 23a o arranjo dos dedos deveria ser simétrico com relacio ao eixo central
do canal pela simetria imposta pelos parametros escolhidos, no entanto, a presenca das bolhas e
sua relativa proximidade aos dedos quebra a simetria. Na figura 23b uma pequena mudanga no
pardmetro {3 faz com que o dedo inferior torne-se mais largo, enquanto o do meio torna-se mais
estreito e o superior permanece inalterado, ilustrando o controle que a posi¢ao da singularidade

tem na largura relativa de cada dedo.

2.5.1 Caso especial: Um tnico dedo viscoso

Por fim, abordamos o caso especial em que temos apenas um dedo viscoso movendo-se
na célula de Hele-Shaw, ou seja, p = 1. Este problema foi abordado em 1958 [6] por Saffman e
Taylor, onde foi estudado o movimento de um dedo simétrico movendo-se em uma célula de
Hele-Shaw. Um ano apds esse trabalho pioneiro, os autores retornaram ao problema, mas desta
vez abordando o movimento de um dedo assimétrico [8]. Nesta secdo vamos mostrar que nosso
formalismo, quando tomando-se o limite M =0 e p = 1 (ou seja, um dedo sem bolhas) recupera

as solucdes encontradas por Saffman e Taylor em ambas as ocasides.

Tomando o limite M = 0, as fun¢des secunddrias de Schottky-Klein, Q. 1, tornam-se
apenas mondmios (pois agora ndo temos mais os geradores 6;) e podemos reescrever a expressao

(2.70) para o mapeamento conforme como

j=1

+1
l6) = ou(6 1)+ (2= o (pH (6- )¢ z;m“f”)
(2.73)

4 (%—1)1og<z;+1>.
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Ao fazermos agora p = 1, ficamos com

()= ~tog(§ ~ 1)+ (2 7 ) ator(§ = )+ (2 7 ) (1~ e og(¢ ~ &)

) (2.74)
——1)1 1

+ (1) e+ 1),

onde 0 < ¢ < 1e & = ¢ = (—1+1i)//2. Esta expressio recupera a solugio obtida por Saffman

e Taylor para o movimento de um dedo assimétrico em um canal de Hele-Shaw em uma

representacao diferente e além disso, generaliza a solucdo para um dedo simétrico fazendo-

se @ = 1/2. Nas figuras 24a e 24b podemos ver um dedo simétrico e um dedo assimétrico,

respectivamente, propagando-se com velocidade constante U = 2.

1 1
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-2 -1.5 ol -0.5 0 0.5 1 -2 -1.5 ol -0.5 0 0.5 1

(a) (b)

Figura 24 — (a) Dedo viscoso simétrico porpagando-se com velocidade constante U = 2; (b)
Dedo viscoso assimétrico porpagando-se com velocidade constante U = 2.



47

3 SOLUCOES  DEPENDENTES DO
TEMPO PARA DEDOS VISCOSOS

Ap6s termos discutido as solugdes estaciondrias para o movimento de arranjos de dedos
viscosos em um canal de Hele-Shaw, podemos dar um passo a frente e encontrar solugdes
dependentes do tempo para a evolugdo destas fronteiras. Para isto, faremos algumas alteragdes
nos mapeamentos conformes que ja haviamos obtido e vamos introduzir uma nova ferramenta

que nos auxiliard na elaboracdo das solucdes dependentes do tempo, a funcdo de Schwarz.

3.1 A funcdo de Schwarz

O conceito da fungdo de Schwarz [37] de uma curva C no plano € uma maneira de
expressar a equagdo desta curva em termos de uma fungdo analitica. A fungdo de Schwarz, S(z),
da curva C € definida como

7=2S(z) para zeC. (3.1

Seja C a curva definida pela equagao
F(x,y) =0, (3.2)

onde F(x,y) é uma fung¢do analitica. Podemos encontrar a fungdo de Schwarz da curva C através

da mudanga de varidveis x = (z+2)/2 e y = (z —Z)/2i na equagdo (3.2):
G(z,2) =F((z+72)/2,(z—7)/2i) = 0. (3.3)

Da analiticidade de F(x,y), segue que G(z,Z) € uma fungdo analitica de z e Z. Se em um dado

ponto zo da curva C

o6 #0, (3.4)

97 lz=z
podemos entdo resolver a equagdo implicita unicamente para 7 e obter

z2=25(z2). (3.5)

Tal como definida acima a fungdo de Schwarz , S(z), é garantida ser uma funcdo regular e
analitica de z em alguma vizinhanga |z — zo| < p, para algum p > 0. Em outras palavras, a fungio

S(z) é analitica em uma faixa em torno da curva C.

Tipicamente, contudo, a fun¢cdo de Schwarz tem singularidades quando nos afastamos,

por um lado ou pelo outro, da curva. A excecao € a reta, Como veremos a seguir.

Considere por exemplo o eixo real:

F(x,y) =y=0. (3.6)
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Logo

=0 = z=g (3.7)

ou seja,
S(z) =z (3.8)

De forma andloga, para o eixo imagindrio temos x = 0, logo % =0, de onde obtemos

S(z) = —z. (3.9)

Generalizando, podemos mostrar que para uma reta qualquer dada por y = ax + b, temos

~2b+(a+ti)z
a—i

S(z) = (3.10)

Ou seja, a funcdo de Schwarz de uma reta é uma func¢do linear, portanto, uma funcao inteira
exceto no infinito, onde possui um pélo simples.

Considere agora uma circunferéncia de raio g centrada em z = zg. A equagdo desta

circunferéncia é
(z—20)(zZ—%0) = ¢, 3.11)

donde concluimos que a fun¢do de Schwarz desta curva é dada por

S =-1 43 (3.12)

e podemos ver que, diferentemente da reta, a funcao de Schwarz da circunferéncia possui um pélo
em z = 9. No caso das curvas que vamos estudar neste capitulo, e que representam a interface
entre dois fluidos na célula de Hele-Shaw, a fun¢do de Schwarz correspondente tipicamente

possui singularidades logaritmicas, como veremos mais adiante.

3.2 A funcao de Schwarz para curvas dependentes do tempo e sua

conexao com o potencial complexo

Considere ao invés de uma curva C fixa no tempo uma curva C(¢) que evolui no tempo,
seja transladando, mudando sua forma ou ainda uma combinacdo de ambas as possibilidades.
Tomando procedimento andlogo ao utilizado na subse¢do anterior, podemos encontrar a fung¢ao

de Schwarz da curva C(t), dada por
F(x,y,t) =0, (3.13)

onde F(x,y,7) é uma funcdo analitica para todo tempo ¢. Através da mudanga de varidveis

x=(z+3%)/2 ey=(z—7)/2i naequagio (3.13), temos

G(z,z,t) =F((z+72)/2,(z—2)/2i,t) =0, (3.14)
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onde G(z,7,t) é uma fung¢do analitica de z e Z. Se para um dado zp e um dado instante ¢ tivermos

G

— 0 3.15
37 lemans 7 O (3.15)

podemos resolver a equagdo implicita para 7 e obter
Z=_5(z,1). (3.16)

A funcdo de Schwarz como definida acima € uma funcao regular e analitica de z em alguma
vizinhanga |z — zg| < p para um dado instante 7. Note que diferentemente do caso desenvolvido
para uma curva que ndo varia no tempo, neste caso a curva pode eventualmente se aproximar
e coincidir com alguma singularidade da func¢@o de Schwarz. Caso a curva C(t) coincida com
alguma singularidade da fungdo de Schwarz em um dado instante #, a fun¢do S(z,#) deixa de ser

analitica e regular.

A relevancia da fun¢do de Schwarz no calculo da solugdo dependente do tempo para o
movimento dos dedos viscosos na célula de Hele-Shaw torna-se clara quando a relacionamos
com o potencial complexo. Seja s o comprimento de arco que parametriza a interface dos dedos,
dD,(t), e n a dire¢do normal a interface. Podemos entdo reescrever as equagdes de Cauchy-

Riemann em termos das varidveis s e n pra o potencial de velocidade, ¢, e a funcao de corrente,

Y

o  Jdy

o5 an (3.17)
o  Jdy

Frimir (3.18)

Para fazermos a conexao entre a fun¢ao de Schwarz da interface dos dedos e o potencial
complexo precisaremos de algumas relagdes envolvendo S(z,7) e propriedades geométricas da

interface [38]. Primeiro precisamos calcular a derivada tangencial de um ponto z(s,n) sobre a

curva aS
uwzﬁﬁzﬁyﬁzwﬁa
Z
portanto,
dz Y
=) (3.19)

Queremos também calcular componente normal, V,,, da velocidade de um ponto em termos da

funcdo de Schwarz da curva. Pode-se mostrar que

_ dz dz
=V -Ai=Re| —-i— ),
V ) e(dt lds)

onde /i = idz/ds. Lembrando que a derivagdo com rela¢do ao tempo e a conjugacdo comutam,

ficamos com o
dz dz _ dS

i~ dr ~ dr
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Desta forma, podemos reescrever V,, como
idzdz idzdz

V"_2dtds 2 dt ds
i [0S dz dz idz_dz i aS dz
+S s

ot ds 2dt” ds 20tds
Portanto, 5
idS 1
V,=-——(8) 2. 3.20
=550 (320

Temos ainda, pela condi¢do de contorno cinematica, que a velocidade normal da interface deve

coincidir com aquela do fluido, ou seja,

d
Vo= _(P (3.21)
on
Podemos finalmente relacionar a fun¢do de Schwarz com o potencial complexo w(z) através de
dw dw sdz
—=—/— 3.22
dz ds/ ds ( )
Lembrando que o potencial complexo w(z) é dado por w(z) = @(x,y) +iy(x,y), temos
dw _9¢
il 3.23
ds  Os i 8s (3-23)
_99 99
A 3.24
=9 o 629
onde na dltima igualdade usamos (3.18). Como a interface d D, é uma equipotencial, temos ainda
que = 0. Desta forma, a equagdo anterior juntamente com (3.21) nos d4
dw  d¢
— =—i=—=—1V,. 3.25
ds l on (3-25)
Substituindo (3.19), (3.20) e (3.25) em (3.22) obtemos finalmente a relacdo desejada,
dw 198
—_— == 3.26
dz 20t (3.26)

O lado esquerdo da equacgdo (3.26) nos d4 a velocidade complexa do escoamento, vide equagdo
(1.11). A velocidade complexa, dada por V = v, —ivy, deve ser analitica em toda a regido do

fluido, exceto em pontos onde se localizam fontes, sorvedouros ou vértices.

Da equacdo anterior podemos perceber que as singularidades da fun¢do de Schwarz, caso
existam, localizadas na regido do fluido, D,, e que nao coincidam com pontos singulares (como
vortices, fontes ou sorvedouros) do escoamento devem ser fixas em magnitude e posicdo. Esta
imposicao sobre as singularidades da func¢do de Schwarz vem do fato de que o lado esquerdo de
(3.26) nos dd o campo de velocidade do escoamento, portanto, os pontos singulares de S(z,#) sdo
pontos fixos, de modo que a derivada temporal de S(z,7) se anula nas singularidades desta funcéo.
Do contrério, pela equagdo (3.26), a velocidade do escoamento teria singularidades diferentes

daquelas prescritas, o que ndo faz sentido fisicamente.

Assim sendo, as singularidades da func¢do de Schwarz na regido do fluido sdo completa-
mente determinadas por S(z,0). Ou seja, as singularidades de S(z,7) permanecem fixas e iguas

as singularidades prescritas em t = 0.
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3.3 Dinamica de podlos na célula radial

Discutiremos a seguir o problema da injecao ou extracao de fluido em uma célula de
Hele-Shaw radial como ilustracdo da aplicacdo da fun¢do de Schwarz na obtengdo de solugdes

dependentes do tempo para o movimento de dedos viscosos.

O problema consiste em determinarmos a evolu¢do temporal da interface entre dois
fluidos de viscosidades muito diferentes na auséncia de tensdo superficial em uma célula de
Hele-Shaw radial, onde o fluido menos viscoso € injetado ou sugado pela acdo de uma fonte
ou sorvedouro pontual, respectivamente. A evolucdo desta interface livre foi estudada por
Polubarinova-Kochina [24] e Galin [25] como um problema de valor de contorno para um
mapeamento conforme z = f({,¢) que leva um dado dominio em um plano auxiliar { na regido
do fluido. Usualmente, este mapeamento conforme € construido de forma que o disco unitério,
|€| <1, é mapeado na regido do fluido e a origem é mapeada em uma fonte ou sorvedouro no

infinito.

A fungdo analitica f(,¢) deve obedecer a condi¢do de contorno

ofof\ _ _©Q _
Re( xE>——§ para |{| =1, (3.27)

conhecida como a equacio de Polubarinova-Galin. Essa equagdo corresponde as condicoes de
contorno do problema, ou seja: a condi¢do cinematica, V,, = d¢/dn, e a condi¢do de pressdo
constante na interface, que através da lei de Darcy nos leva a ¢ = cte. O termo do lado direito
da expressdo anterior corresponde 2 intensidade da fonte (Q > 0) ou do sorvedouro (Q < 0) no

infinito. Uma deducdo detalhada da equagdo de Polubarinova-Galin € feita no apéndice B.

Seja z = f(,t) o mapeamento conforme discutido acima. Note que f({,7) ndo deve
possuir singularidades no interior do circulo |{| < 1, portanto como uma possivel solucdo,

pOdemOS escrever
r N
£(Eo1) = % + Y () og(£ — ba(t)). (3.28)
n=1

onde |b,(7)| > 1, de forma que os p6los de f({,¢) estdo fora do circulo unitdrio e o, (¢) sdo
N

coeficientes complexos e que obedecem Y, a, (1) = 0.
n=1

Introduzindo a notacdo
8(8,1) =8(z(¢,1),1), (3.29)

segue da defini¢do da fun¢do de Schwarz que

8(8,1) =z(G,1), para |G[=1. (3.30)
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Computando a fun¢@o de Schwarz para a fronteira, obtemos

",
¢

§(60) = f(C.1) = (1) log (€~ bu(r) )

" (3.31)
Z, 1)10g(§ —1/bu(t)) + 0 (1) log (bu(t))

onde usamos que na circunferéncia unitdria, Z = 1/¢. Portanto, podemos perceber que as
singularidades da funcdo de Schwarz da fronteira sdo os pontos { = e §, = 1/b,(t), que se
localizam na regido do fluido, ja que |§,| < 1, pois |b, ()| > 1. Os pélos b,(t) do mapeamento
conforme podem mover-se livremente, pois estdo no exterior do disco unitério, ou seja, fora
da regido do fluido. No entanto, como discutido anteriormente, os pdlos da fun¢do de Schwarz

S(z,t) devem ser fixos em magnitude e posi¢do, ou seja,

o =2(1/bi(t),t) = 1)+ Z 0, (1) 1og (1 /by (1) — ba(t)) (3.32)

devem ser constantes determinadas por seu valor inicial, zx, = f(1/ b(0),0). Para que a magni-
tude destas singularidade seja constante devemos ter primeiramente que os coeficientes oy (¢)
nao dependa do tempo, ou seja, 0y (1) = 0. Além disso devemos determinar a dinimica dos

polos b, (t) tais que as grandezas z; sejam "conservadas”, ou seja, z; = 0.

Partindo destas quantidades conservadas podemos encontrar um sistema de equacoes

diferenciais ordindrias (EDQO), dado por

dze X (97 - Oz~ Oz

==Y (57 bn+ —=by | + = F=0, (3.33)
onde k =1,...,N. Inserindo (3.32) em (3.33) obtemos um sistema de EDO’s da forma

de _ il — 0y N b_k 7 P
E‘Z(l/b_k(z)—bn(z) ) ( Z " 1/be(t) b (t)) lo_kz(t)+bk(t) w0 G

onde usamos que a partir de (3.32), a derivada dzk/db, = 0 para todo n # k.

Perceba que temos em nosso sistema N equagdes complexas, no entanto, temos N para-
metros complexos, b, (t), e um parAmetro real, r(z), a serem determinados. Portanto, precisamos
de mais uma equacdo diferencial. Esta por sua vez pode ser obtida ao substituirmos f({,¢) dado
em (3.28) na equagdo (3.27) e coletarmos termos de mesma poténcia em § ou z Fazendo a
substituicdo indicada e coletando apenas o termo que ndo tem dependéncia em { ou z ficamos

com

: 0
i(t) = )’

Pode-se mostrar que a equagao anterior tem a ver com a forma como a area do fluido menos

(3.35)

viscoso aumenta ou diminui com o tempo. Como podemos ver, Q > 0 representa o caso de
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injecdo, enquanto Q < O representa o caso de extracdo. Com o aumento da drea, eventualmente a
interface pode atingir alguma singularidade da fun¢@o de Schwarz, momento no qual é formada
uma cuspide ou a solucao perde sua univaléncia. Diferentes casos assintéticos e a formacao das

cuspides s@o discutidos em detalhe em [16].

Agora que temos o sistema completo de EDO’s para o problema, podemos integri-lo
numericamente partindo de uma dada configurag@o inicial das singularidades b,(0) escolhida
arbitrariamente e do pardmetro r(0), para determinar a evolu¢do temporal destes parametros e
consequentemente da interface do fluido. Esta € a esséncia da chamada "dinamica de p6los" usada
para o célculo de solugdes exatas para o problema de injecao em uma célula de Hele-Shaw radial
[18, 39]. Esse tipo de abordagem serd a base para as solugdes construidas nesta dissertacio, para

o caso de interfaces se propagando em uma célula de Hele-Shaw retangular.

3.4 Dedos viscosos: Solucées dependentes do tempo

Nesta secao vamos construir solu¢des dependentes do tempo para o movimento de
multiplos dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw retanular. Solu¢des nao estaciondrias
para um dedo foram obtidas pelo proprio Saffman em 1959 [40] e depois foram generalizadas
por varios autores [41, 39, 16, 20]. Apesar de existirem solu¢des dependentes do tempo para
multiplos dedos na literatura, neste capitulo resolveremos o problema através de uma nova
formulagdo, em termos de um dominio circular. Esta nova formulag@o explica com naturalidade
o fendmeno de selecao de velocidade assintética, a ser discutido na tltima secao deste capitulo,

e permite a extensao destas solugdes para o caso de multiplas bolhas de forma simples.

Na formulagao destas solucdes utilizaremos o conceito da fun¢ao de Schwarz de uma
curva dependente do tempo e nos basearemos na dinamica de podlos, ilustrada na subsecao
anterior para injecao/extragdo de um fluido menos viscoso em uma célula de Hele-Shaw radial

preenchida com um fluido de viscosidade muito maior que a do fluido injetado/extraido.

Comecamos com a solugdo estaciondria para o movimento de multiplos dedos (2.73)

discutida no capitulo anterior tomando U = 2,

J=1

+1
2(6) = —log(¢ —1) +log (h [(E=E(E~ C}‘)]a"'ﬂ) : (3.36)

A forma dessa equacdo sugere que podemos construir um mapeamento conforme dependente do

tempo z(,7) que leva o dominio Dy ilustrado na figura 25 na regido do fluido no plano z. Parte

. s P dentro .
do circulo unitdrio Cyy € mapeado nas paredes do canal e o arco Cl( ), na interface entre os

fluidos. O mapeamento conforme z({,7) tem a forma:

{ S ro0(¢ - a0 + Froa(¢ - v/ao) iz + a0, 330

N
(L) = —log(¢— D)+ Y. {5

k=1
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onde

1 N
X = —Ekglm{aklogak} (3.38)

¢ um termo adicionado para garantir que Im(z({,¢)] = constante durante toda a evolucdo da

interface, ou seja,

72(8,t) =z(8,t) para e (3.39)

para todo ¢ > 0. Isto assegura que os arcos CO+ e C, sempre sejam mapeados nas paredes do
canal. O pardmetro d(¢) é um termo real que depende apenas do tempo e cujo significado sera
discutido posteriormente, mas podemos adiantar que ele € o responsavel pelo deslocamento
longitudinal dos dedos no canal de Hele-Shaw. Os pardmetros a;(¢) na equagdo anterior sdo
as singularidades do mapeamento conforme e suas posicdes iniciais sdo escolhidas na regiao

mostrada na figura 25.

Devemos ainda ressaltar uma diferenca importante entre esta expressao € 0 mapeamento
conforme para o caso estaciondrio, dado por (3.36). Os coeficientes  agora podem ser comple-
x0s. A condi¢do sobre os coeficientes ¢ continua a mesma de antes, ou seja, ZQ/:] o =10que

nos leva a concluir que

N
Y Im{oy} =0. (3.40)
k=1

Vamos agora computar a fung¢do de Schwarz da interface, dada por

8(C,1)=2z(8,1), com CeCy, (3.41)

lembrando que C; corresponde no plano § a interface entre os dois fluidos e z(&,7) é dado por

(3.37). Explicitamente, temos

8(¢.1) = —1log(£~1) +k)]_f1 {%mg(Z—a—k(z)) + 2 log(T- l/ak<r>)}—ix+d<r>,

(3.42)

Figura 25 - Localizag@o inicial das singularidades de z({) na solugéo (3.37).
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para { € C;. Usando o mapa de conjugacio introduzido no capitulo anterior, temos Z =¢1(8)
quando ¢ € Cy, com ¢ (&) dado por

0 (L) =—V2+

(3.43)
£+ \/_
onde lembramos as escolhas feitas no capitulo 2, 8 = —v/2 e ¢; = 1. Substituindo explicitamente
€ por ¢1(£) na expressio para g(¢,) e tomando o denominador comum dos termos dentro dos

logaritmos, ficamos com

Ctee[ 8V2ELEEAV2Y o (EV2H 1+ (C 4 V2)a()
g(g.1) = 1g< —(£+V2) )+;§’1{21g< —(E+Vv2) >

% (EV2H1+ (V) /() \ | .
+21g< VD) )} x+d(t), (3.44)

Como os termos log (— 1/(&+ \/5)) na expressdo anterior ndo dependem de k, eles podem ser

retirados do somatorio:

Vo
g(Lo) = — g<(C+1)(1+f> Z{% g(¢(@() +v2)+ 1+ Vaa()

(C+\/_ k=1

+%10g(§(1/ak(t) +V2)+1+ fz/ak(z)) } +log (C ;lﬁ> é (? + %) +d(r)—iy.

(3.45)

Nos valendo da condi¢do sobre os coeficientes o, Zivzl oy = 1, vemos que o somatério no tltimo
termo da expressdo anterior € igual a unidade. Assim, este termo elimina parte do primeiro termo

em g({,t) e ficamos com

g(6.t) = —log((C+1)(14v2)) + ¥ {%log({(a_k(t) +V2)+ 14+ V2 (1))
k=1
+%1og(g(1/ak(t)+f2)+1+\f2/ak(t))}+d(t)—ix. (3.46)

Podemos ainda reescrever g({,¢) em termos de 0 por conveniéncia

. Y (ag, [ C— 61 /a)
¢(Ct) = -1 g<c+1>+k_§{ | g(el<1/a—k<z>>+ﬁ>

£ — 61 (alr))
g<el<ak<t>>+ﬁ

onde uma constante aditiva foi desprezada e 6;({) é dado pela equagdo (2.69) e repetido abaixo:

—V2-¢
1+V2¢

O
—1
+2 0

) } +d(t)—ix. (3.47)

01(C) =
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Da equacao (3.47) podemos ver que as singularidades da funcdo de Schwarz no plano
sio §=—1,8 =01(ar(t)) e £ = 6,(1/a(t)). Perceba que destas singularidades, apenas
¢ = 61(1/a(t)) estdo em Dy, ou seja, na pré imagem da regido do fluido. Isto pode ser visto a0

reescrevermos 0 (1/a(t)) como

61(1/a (1)) = 61(go(ar(1))) = @1(ax(1)). (3.48)

Ou seja, 0;(1/ax(t)) corresponde a uma reflexdo das singularidades a;(¢) em Cj, o que as leva

para D¢.

As imagens das singularidades de g({,) no plano z sdo dadas por

B =200, (1/a5(0)).1) = ~1og(®1(1/a(0) ~ 1)+ 1. { 5 tog(61(1/ai(e)) - (1) +

%
2

e estdo localizadas em D_, ou seja, na regido do fluido. Estas singularidades, B, da fun¢do de

g (61 (1/ax(1) ~ 1/a5(1)) } + i +d0), 3.49)

Schwarz sao interpretadas geometricamente como vértices de fjords virtuais como os discutidos
em [19]. Estes fjords, nomeados desta forma pela sua semelhanca com as estruturas geogréaficas
homodnimas, formam regides inacessiveis para a interface livre que geram reentrancias na fronteira
entre os dois fluidos a medida em que o escoamento evolui. Parte da interface fica presa nos
vértices dos fjords e o resto continua avangando pelo canal, formando assintoticamente os dedos

ViSCOSOS.

A largura de um fjord é determinada pela intensidade da singularidade ay () correspon-
dente, ou seja, pelo valor absoluto do coeficiente . A inclinag¢do deste fjord é determinada pelo

argumento deste coeficiente, como ilustrado esquematicamente na figura 26

Da equacgao (3.26) podemos concluir que as singularidades da funcdo de Schwarz
localizadas na regido do fluido e que nao coincidem com singularidades do campo de pressao

(fontes, sorvedouros e vortices) devem ser constantes em magnitude e posi¢do, portanto,

d
%:O com k=1,...,N. (3.50)

Figura 26 — Largura e inclina¢do de um fjord com relagdo ao eixo central do canal
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Enquanto as singularidades de S(z,¢) no interior do fluido devem ser fixas, as singula-
ridades ax(t) do mapeamento conforme podem se mover livremente pela regido mostrada na
figura 25. Como veremos posteriormente, a posi¢ao incial dos parimetros a(r) e o valor dos
coeficientes o determinam o comportamento assintdtico das solucdes. Note, em particular, que
se uma das singularidades for escolhida inicialmente em { = —1, a imagem desta singularidade,
z(01(1/—1),0) =z(1,0) diverge, ja que £ = 1 é mapeado em x = oo. Desta forma, vamos separar
as possiveis condi¢des iniciais em dois tipos: (i) Nenhuma das singularidades a;(f) comega em

§ = —1; (ii) Uma das singularidades ay(f) comega em § = —1.

Mostraremos posteriormente que condi¢des iniciais do tipo (i) levam a velocidade

assintética U = 2, enquanto condicdes iniciais do tipo (ii) levam a velocidade assintética U # 2

3.4.1 Condices iniciais que levam a U =2

Neste conjunto de possiveis condi¢des iniciais, nenhuma das singularidades ay () comeca

no ponto { = —1, ou seja, todas as imagens f3; obedecem f; < oo e sdo dadas por (3.49).
Para uso futuro, queremos analisar o comportamento da fun¢ao de Schwarz no infinito,
ou seja, S(x — o0,1) = g( = 1,¢), onde g({,7) é dada por (3.47). Quando x — o, 0 potencial

complexo w(z) se comporta como w(z) = z, logo, dw/dz ~ 1. Usando este fato em (3.26), temos

1dg(f=1,1)
l=-—=—1- 3.51
2 ot (551)
Integrando a equacao anterior, ficamos com
2t =g(1,1)+C, (3.52)

onde C € constante no tempo.

Partindo desta equag¢do podemos definir uma quantidade conservada, B, dada por
By =g(1,1)—2t. (3.53)

Usando (3.42) obtemos que

1—61(1/a(t)) ]
61 (1/ax(1)) +v2

% o 1—91(ak(t)) B
Tl {el<ak<z)>+ﬁ]} 2o G3Y

Esta constante de movimento serd utilizada quando formos determinar a evolucao temporal dos

N (=
) (073
= —log2+d(t)—iy+ —1lo
B+ g (1) —ix k§:1,{2 g{

pardmetros ai(t) e d(t).
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3.4.2 CondicGes iniciais que levam a U # 2

Neste segundo conjunto de possiveis condi¢des iniciais, uma das singularidades do mapa
z(&,t) comeca em § = —1, enquanto as demais singularidades s@o tais que a;(0) # —1 para
k> 1.

Assim, supondo que partimos de uma configuracao inicial com uma singularidade em
{ = —1 e as demais singularidades a;(0) # —1, podemos reescrever o mapeamento conforme
z(&,t) na forma

N
z2(8,t) =—log(&— 1)+ aplog(&+1)+ix+d(r) Z{—log —ai (1))

+ % jog( - 1/a—k<r>>} . (3.59)

2
onde o € R € a intensidade da singularidade em { = —1. O termo y pode ser reescrito como
1 Y o
=—=) Im{oyl - — 3.56
X 2/; m { oy logay } T (3.56)

para assegurar que Im(z({,¢)] = 0 para { € Cy durante a evolugéo temporal do problema. A

condic¢do sobre os coeficientes o sofre uma pequena modifica¢do e pode ser escrita como
N N
Y=o+ ) o =1 (3.57)
k=0 k=1

De forma anédloga a como obtivemos (3.47), podemos computar g({,¢),

( §—61(1/a(1)) >

8(8,1) = —log(C+1) +aplog(¢ — 1) +d(1 UHZ{

61(1/ax(t)) + V2
a, (LBl
R g(el(ak(t))+ﬁ)}' (3-5%)

onde novamente uma constante aditiva foi desprezada. As singularidades da funcdo de Schwarz
sdo § =—1,8 =1, =01(1/a(t)) e £ = 0;(ay(r)). Dessas singularidades, apenas § =
01(1/ax(t)) estdo localizadas na pré imagem da regido do fluido, ou seja, no interior de Cy
e exterior do circulo Cj. Podemos computar as posi¢des das singularidades de S(z,¢) no plano z,

que sdo dadas por

B = 2(61(1/a(1)),1) = —log(61(1/ar(t)) — 1) + aolog (61 (1/ax(t)) + 1) +ix +d (1)

N 1 Y-
+j:21 {%bg(@l(l/a_k(t)) —aj(r)) + %log(el(l/@(t)) —1/aj(r)) } . (3.59)

Novamente queremos analisar o comportamento da funcdo de Schwarz no infinito, ou

seja, S(x — oo,1) = g(€ — 1,1), onde g(,¢) é dada por (3.58). Neste caso, diferentemente do
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anterior, ndo podemos substituir { = 1 diretamente em g({,7) pois faria esta equagao divergir.
No entanto, comparando as equagdes (3.55) e (3.58) vemos que com algumas manipulagdes
algébricas podemos reescrever a fun¢do de Schwarz, S(z,7) = g({(z,t),t), no limite { — 1, isto

é, x — o0, COmMo
S(z,t) = —apz+ (0o + 1)d(t) +B(t)+ O(1/z), |z]| — oo, (3.60)

onde B(t) é um termo que permanece finito para qualquer tempo ¢ e é dado por

. _
B0) = (00— iz + o0 Y. { Ftog(1 ~ax() + Frog(1 - 1/a0)}

N % o 1—6;(1/a(t)) %1, 1 —0;(ar(?))
+k221{ 2! g(91<1/a—k<t))+ﬁ>+ 2! g<9](ak(t))+ﬂ)}. (3.61)

Podemos agora definir a constante de movimento 8, como feito na subse¢@o anterior.

Note primeiro que de (3.53) temos

B+:%—2 0 para {—1, (3.62)
ou alternativamente,

[3+:%9—2 0 para Xx— oo, (3.63)
A partir de (3.60) e (3.63), temos

By = (ag+1)d(t) +B(r) —2=0, (3.64)

que apds uma integracdo resulta em
B+ = (o0+1)d(t) —2t+ B(t). (3.65)

onde a constante de integracdo foi feita nula. Assim, as constantes 3; em (3.59) e B em (3.65)

sao suficientes para obtermos a evolugdo temporal dos parametros.

3.5 Sistema de EDQO’s e integracdo numérica

Nesta secdo vamos derivar um sistema de equacdes diferenciais parciais para os parame-
tros ax(t) e d(t) do problema. Isto pode ser feito ao explorarmos as constantes de movimento
discutidas anteriormente, ; e B.. Tomando a derivada com relagdo ao tempo destas quantidades

conservadas, temos

N

Qe
o

d,B+ Al aﬁ-i— aﬁ+
E(aé, on; 1) 20 o
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onde &;(r) e n;(t) sdo parte real e imagindria dos pardmetros a;(t), respectivamente. A depender
das condigdes iniciais, ou seja, se 0 mapa z({,¢) tem ou ndo uma singularidade em § = —1
usamos (3.49) e (3.54) ou (3.59) e (3.65), respectivamente. Além disso devemos prescrever as

condi¢des iniciais a;(0) e d(0).

A partir das N + 1 equagdes acima (N equagdes para 3 e 1 para 1) obtemos um sistema

de equacdes diferenciais ordindrias da forma

MX = A, (3.68)
onde
[ 9B I 9B 9B 9B\ ] - -
Re{ 51}.. Re{ éN}Re{ m} Re{ nN}Re{ d} £, 0
J 9B, 9B 9B 9B : '
Re{a—é] . Re ﬁ Re ‘9_77]\1] . Re ﬁ Re a—év} §N 0
- 9P 9B I 9P 9B ‘ : _
M= {3 i { B {38k am{ Bt i { P | X = iy |e A= o0
B B B 9B 9B J
{3 am{ Bt i { G { 9B i { ZI'V (2>
B B 9B 9p 9B
Re{%} . Re{3% | Re{%:} .. Re{S5: Re{T;}_ | 2]
(3.69)
Este sistema de equacdes pode entdo ser invertido, o que nos da
X=-MTA, (3.70)

e finalmente podemos integra-lo no tempo, encontrando assim os parametros a () e d(t) para
um instante ¢ qualquer. A integra¢do numérica € feita utilizando o software Matlab juntamente
com o pacote de integracdo numérica ode45. Este pacote funciona resolvendo problemas do
tipo formulado em (3.70) e integrando esta equacgdo a partir de uma dada condi¢ao inicial Xy
usando um método de Runge-Kutta com intervado de tempo varidvel. A varia¢do no intervalo de
tempo de cada passo de integracdo € escolhido pelo pacote a fim de obter uma boa precisdao na

integracgao.

3.6 Simulacdoes numéricas

Aplicando o procedimento de integracdo numérica discutido na se¢do anterior para
diferentes configuragdes iniciais dos parAmetros a; () e para diferentes intervalos de tempo,
obtivemos alguns resultados interessantes que serao apresentados abaixo. O nosso interesse €
estudar solucdes que levem a formagao de um ou mais dedos viscosos no limite assintético de
tempos longos, i.e., t — oo. Nesse caso devemos comecar com uma configuracio inicial das

singularidades do mapa z({,7) em que ha uma singularidade em cada ramo do circulo Cy logo
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acima e abaixo de { = —1. Essas singularidades sdo posicionadas inicialmente nos ramos de C
para gerar singularidades da func¢@o de Schwarz, S(z,¢), nas paredes do canal, o que faz parte da
interface ficar "presa" nas paredes enquanto outra parte se propaga gerando um ou mais dedos

no limite assintotico ¢ — oo.

Além disso, as demais singularidades devem estar na regido interior ao circulo unitdrio
Cy e ao circulo Cy, que representa a interface. Como discutimos na Sec. 3.4, temos entdo dois

casos a considerar, a depender se o mapa z({,¢) tem ou ndo uma singularidade em § = —1.

3.6.1 ConfiguracGes que levam a U =2

Nesse caso, usamos condi¢des iniciais em que z({,¢) ndo possui singularidade em
§ = —1; vide Sec. 3.4.1.

Na figura 27a mostramos a formagao de um dedo viscoso com uma reentrancia na sua
parte supertior. As posi¢des iniciais das singularidades a(t) sdo: a;(0) = exp(0.9ir), a>(0) =
exp(—0.9i), a3(0) = —0.95+0.03i, a4(0) = —0.99 — 0.02i e os coeficientes oy sdo a; = 0.3,
o, =04, 03 =0.2+0.15i e o4 = 0.1 —0.15:. Analisando esta figura, podemos entender melhor
a interacdo da interface com as singularidades da fun¢do de Schwarz. Inicialmente a fronteira
assume a forma de uma frente essencialmente plana e move-se praticamente sem se deformar
até encontrar as singularidades da fungdo de Schwarz S(z,t) presentes nas paredes do canal de

Hele-Shaw. Ao encontrar as singularidades, parte da interface fica presa nas paredes do canal,

[
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Figura 27 - (a) Evolucdo de um dedo viscoso na presenca de duas singularidades da fungdo de
Schwarz na regido fisica. As linhas tracejadas representam a evolugdo temporal da
interface, enquanto a linha cheia representa a interface no dltimo instante ¢. A linha
tracejada em vermelho indica a inclina¢do do fjord em relag¢do ao eixo central do
canal; (b) Evolugéo temporal das singularidades ay(t).
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enquanto o resto dela continua movendo-se. Ao encontrar uma outra singularidade de S(z,7)
localizada no interior do canal préxima do eixo central do mesmo, parte da interface fica presa
no vértice do fjord, representado pela singularidade de S(z,¢), causando esta reentrincia na parte
superior do dedo como pode ser visto na figura 27a. A inclina¢do deste fjord com relagdo ao eixo
central do canal € indicada na figura através da linha tracejada em vermelho. Apds ultrapassar as
singularidades, a interface modifica-se de forma a assumir seu perfil assint6tico quando t — oo €

atinge a velocidade U = 2.

Na figura 27b mostramos a evolugdo dos pardmetros a;(f) no tempo. Duas das singulari-
dades do mapa, a;(t), convergem para o ponto {; = (—1+i)/+/2, na intersecio dos circulos Cy
e Cy, e as outras duas convergem para o ponto §, = a Durante a evolu¢@o, uma das singularida-

. ‘o (dentro) ~ . ~
des chega muito proximo do arco C; mas nao se fixa nele. Essa aproximacgdo causa uma

deformacao na interface na forma de uma envaginacio, como pode ser visto na figura 27a.

Podemos fazer uma anélise similiar em termos das singularidades da fun¢do de Schwarz
g(&,1), ou seja, { = 6;(1/ax(t)). Como dito anteriormente, 6, (1/a(t)) equivale a refletir as
singularidades ay(7) em Cidemm). Desta forma, as singularidades de g({,¢) aproximam-se do
arco que € mapeado na interface dos dedos, causando deformacdes nesta interface e convergem
assintoticamente para os mesmos pontos | e {. E importante notar a diferenca entre cada
uma destas singularidades: as singularidade do mapa e as da fun¢do de Schwarz g({,¢) podem
mover-se livremente, no entanto, as imagens destas singularidades através do mapa z({,7), ou

seja, B = z(01(1/ax(t)),t) devem ser fixas.

Na figura 28 podemos ver a evolugdo da derivada do pardmetro d(z) durante esta simu-
lacdo. Note que inicialmente, isto €, para ¢ pequeno, temos d =~ 1, indicando que a interface
move-se com a velocidade do fluido, V = 1, como esperado para uma interface plana. Mostrare-
mos em breve que o parimetro d(t) deve ir assintéticamente para 2t quando ¢ — oo, logo d = 2,
pois ndo h4 singularidade em § = —1. De fato, vemos na figura 28 que d(t) ~ 2t para t — oo,

como esperado.

dd/dt

30

Figura 28 — (a) Valor do pardmetro d(t) para o intervalo t = 0 até r = 30.
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0.5

(a) (b)

Figura 29 — (a) Simulacdo numérica com parametros iniciais selecionados de forma a tentar
reproduzir a figura do experimento; (b) Figura retirada de [6] mostrando o experi-
mento da penetracdo de ar em uma célula de Hele-Shaw preenchida com glicerina.

Na figura 29a apresentamos a simulacdo da evolugdo da interface com uma escolha
cuidadosa dos parametros iniciais na tentativa de reproduzir o experimento da penetracao de
ar em uma célula de Hele-Shaw preenchida com glicerina realizado por Saffman e Taylor [6],
ilustrado na figura 29b. Apds ultrapassar as singularidades, o dedo viscoso novamente evolui
para sua forma assintética com U = 2 quando ¢ — o e simétrico com relagcdo as paredes do

canal.

E possivel ainda termos casos em que a interface forma inicialmente mais de um dedo,
os quais podem se "dividir" posteriormente, gerando outros dedos, levando a uma soluc¢ao
estaciondria em que varios dedos movem-se todos com a mesma velocidade. Isso corresponde
as solugdes estaciondrias de multiplos dedos discutido no fim do capitulo 2. Este fendmeno é

conhecido como tip-splitting. Matematicamente, o fendmeno de tip-splitting acontece quando

0.5

0, 4 0 : 2 3 4 5 o 05 o 0.‘5 1
(@) (b)
Figura 30 - (a) Evolucao de dois dedos viscosos que posteriormente transformam-se em trés
dedos; (b) Evolugdo temporal das singularidades a(z).
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um dedo viscoso encontra uma singularidade da fun¢ido de Schwarz e ndo consegue se desviar
dela. Nesse caso, uma parte da interface fica "presa"por essa singularidade, levando a formacao
de um fjord horizontal. Posteriormente, esses dois ramos da interface avancam, dando origem no
regime estaciondrio a dois dedos viscosos que se formaram a partir de um tnico dedo inicial.
Na figura 30a podemos ver que inicialmente temos dois dedos viscosos, mas em determinado

instante o dedo localizado na parte inferior do canal divide-se em dois.

Na figura 30b podemos ver a evolugdo das singularidades ay(t), inicialmente localizadas
em: a;(0) = exp(0.9i), ax(0) = exp(—0.9ix), a3(0) = —0.6 +0.1i, a4(0) = —0.97 — 0.025i e
os coeficientes oy sdo o = 0.15, ap =0.15, a3 = 0.6 e a4 = 0.1. Note que elas movem-se em
direcdo ao arco C gdemm) da circunferéncia C; que estd no interior do circulo unitario e acabam
fixando-se neste arco, formando assim 3 dedos em contraste com os casos anteriores, onde as
singularidades inicialmente aproximavam-se de Cidemm) mas depois convergiam para {; e {,

dando origem a apenas um dedo viscoso.

3.6.2 Configuracoes que levam a U # 2

Nesse caso, usamos condigdes iniciais em que z({,#) possui uma singularidade em
{ = —1; vide Sec. 3.4.2.

Na figura 31 mostramos a evolu¢do temporal de um dedo viscoso com velocidade
assintotica U = 4 e simétrico com relacdo as paredes do canal. As linhas tracejadas representam
os diferentes estdgios de evolucdo da interface, enquanto a linha cheia mostra o dedo em seu
ultimo instante de tempo ¢ utilizado na simulagdo. Analogamente ao caso das multiplas bolhas
estaciondrias, discutido no capitulo 2, podemos perceber que hd um "achatamento” na direcao
vertical do dedo ao aumentarmos a velocidade. Este fato pode ser explicado ao lembrarmos

da conservac¢do de massa do fluido discutida anteriormente, ou seja, AU = 1. Portanto, ao

151
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Figura 31 - Evolucao temporal de um dedo viscoso com velocidade assintética U = 4.
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(a) (b)

Figura 32 - (a) Evolugdo temporal dos parAmetros a(t); (b) Evolucdo do pardmetro d(t) que
assintoticamente converge para d(t) = 4 quando ¢ — oo.

aumentarmos o valor de U, a largura relativa do dedo, A, deve diminuir para manter o produto

sempre unitdrio.

A evolugdo dos pardmetros a(f) para o exemplo da figura 31 é mostrada na figura
32a. As posicdes iniciais das singularidades sdo: a;(0) = exp(0.9ix), a,(0) = exp(—0.9ix),
az(0) = —0.85+0.2i, a4(0) = —0.85 — 0.2i e os coeficientes o sdo ay = —0.5, oy = 0.5,
o =0.5, o3 =0.25 e o4 = 0.25. Perceba que duas das singularidades convergem para o ponto
{1 e as duas outras para o ponto {; e desta forma, apenas um dedo viscoso é formado em resultado
da evolucgao temporal dos parametros. Na figura 32b € exibido o comportamento da derivada
temporal do parAmetro d(¢), que mostra a tendéncia prevista anteriormente de d(¢t) — Ut, com

U =4, quando t — oo, como indica a figura 32b.

Na figura 33a reproduzimos as mesmas condic¢des iniciais utilizadas para gerar a figura
29a com a adi¢do de uma singularidade em { = —1 de intensidade o = —0.5. As linhas
tracejadas representam os diferentes estdgios de evolucdo da interface, enquanto a linha cheia
mostra o dedo no ultimo instante de tempo ¢ utilizado na simulagdo. Podemos notar novamente
um claro achatamento na direcdo vertical do dedo viscoso, em consequéncia do fato de que
U = 4 nesse caso. Note contudo que a fase inicial da evolugdo (linhas tracejadas) do dedo é
bastante similar ao caso mostrado em 29a, onde U = 2. A figura 33b mostra a evolu¢do temporal
dos pardmetros a;(t) e como antes, as singularidades do mapa a,(¢) aproximam-se do arco

C|(dentro) gerando deformagdes na interface entre o fluido, mas ndo se fixam nele.

Na figura 34a mostramos a evolu¢ao de dois dedos viscosos onde um deles encontra
uma singularidade e se divide em dois ramos que assintoticamente viram dois dedos viscosos,

levando a formagdo de trés dedos que se movem com velocidade U = 1,7 quando t — oo. As
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Figura 33 - (a) Evolu¢ao de um dedo viscoso com velocidade assintética U = 4; (b) Evolucao
temporal dos pardmetros a(t).

linhas tracejadas representam estagios iniciais da evolu¢do da interface, enquanto a linha cheia

mostra os dedos viscosos no instante de tempo final ¢ utilizado na simulagdao numérica.

O comportamento das singularidades a;(¢) é mostrado na figura 34b. As localizagdes
inciais das singularidades sdo a;(0) = exp(0.9ix), a»(0) = exp(—0.9ix), a3(0) = —0.8 4+ 0.14,

a4(0) = —0.97—0.025i e os coeficientes oy sdo op =0.2, ¢y =0.15, 00 =0.15, 3 =0.4 e ay =

0.1. Perceba que em comparag¢do com o caso anterior, as singularidades convergem para pontos

. A dent s . .
no arco de circunferéncia C g o m), ao invés dos pontos {; e §,. Como duas das singularidades
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Figura 34 — (a) Evolucio de dois dedos viscosos em que um deles se divide em dois ramos
formando assintoticamente um arranjo de trés dedos que se movem com velocidade
constante U = 1.7; (b) Evolug¢do temporal dos pardmetros a(t).
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(dentro)

convergem para C; , temos assintoticamente trés dedos viscosos, diferentemente dos casos

mostrados anteriormente em que apenas um dedo € formado no regime estaciondrio.

3.7 Comportamento assintético das solucoes

Nesta secdo vamos analisar o comportamento das solugdes (3.37) e (3.55) quando ¢ — oo
e explicar por que em algumas das simulacdes observamos que as singularidades convergiam

para os pontos {; e {, e em outras convergiam também para pontos no arco de circunferéncia
(dentro)
C‘l .

3.7.1 Solucdes com velocidade assintética U = 2

Agora vamos mostrar como as solu¢des com condig¢des iniciais tais que o mapa z(&,0)
ndo possui singularidade em { = —1 convergem para solug¢Ges estaciondrias com velocidade
assint6tica U = 2 discutidas no capitulo 2. Considere inicialmente a grandeza 3, definida em

(3.54), que reproduzimos abaixo por conveniéncia:

(11— 2% = — 1o ey [T (1= 01(1/ax(r))
By =g(1,1) =2t = —log2+4d(t) x+1;1{21g(91(1/a_k(t))+\/§)

o, (1= bilax() |
2! g(@;(ak(t))+\/§)} o eI

Considere agora o limite # — oo da expressdo acima. O termo ;. € uma contante de movimento,

portanto, como todos os termos de logaritmo e )} permanecem finitos para qualquer #, entdo os
termos d(t) e —2¢ devem se cancelar para que 3 permanega constante. Isso nos leva a concluir
que

d(t)=2t, quando f— oo, (3.72)

Analisaremos agora o comportamento das quantidades f3; definidas em (3.49) e reprodu-

zidas aqui:

B = 2(61(1/ag(t)),1) = —log(6:(1/a (1)) — 1) +Z{ —log (01 (1/ax (1)) — a; (1)) +

leog(el (1/a(r)) —1/aj(r)) } iy +d(r). (3.73)

Tomando agora o limite # — oo na expressdo acima e usando (3.72), vemos que para manter
Bi constante um dos termos (ou os dois) no somatério da expressdo acima deve cancelar a
divergéncia do termo d(t) para t — . Para que isto aconte¢a, um dos termos no interior do
logaritmo deve ir a zero. A unica possibilidade de que isso acontec¢a é para o termo j = k, ou
seja,

61(1/a (1)) — ar(t) =0 (3.74)
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ou

61(1/a(1)) — 1 /ax(r) = 0. (3.75)
Lembrando agora que para pontos no circulo C; temos 0;(1/ z) = {, vemos que hé 3 possibili-
dades em que as igualdades (3.74) e (3.75) sdo verdadeiras: (i) a;(t) — {; quando t — oo; (ii)
ar(t) — & quando t — oo; (iii) ax(f) converge para algum ponto em ngemm) quando t — oo,
Note que (i) e (i1) satisfazem ambas as equagdes acima, pois zi =1/, i = 1,2 no entanto, (iii)

satisfaz apenas a primeira.

Note ainda que os coeficientes o determinam quais das 3 possibilidades acontecem.
Suponha que escolhemos 0y complexo para um dado k. O termo d(t) é real, portanto, os termos
do somatério devem divergir pelo eixo real para cancelar d(¢). Isto s6 acontece se ambas as

equagdes acima forem obedecidas, de forma que teremos

o O

%log(el(l/a_k(t)) —ap(t)) + %IOg(Ql(l/@(t)) —1/a(t)) = <— +

5 2)6, (3.76)

onde 6 — oo, Assim, se escolhermos oy complexo para um dado k, a singularidade a(r)
converge assintoticamente para §; ou {, recuperando a solug@o estaciondria para um tnico
dedo com velocidade assintética U = 2. Se por outro lado escolhermos o real para um dado
k, entdo qualquer uma das duas equagdes acima sendo obedecida € suficiente para cancelar o
termo d(t) quando r — co. Portanto, se escolhermos 0y real para um dado &, a singularidade
ay(t) converge assintoticamente para ;, {; ou para algum ponto no arco C gdgmm), a depender
das condig¢des iniciais, recuperando a solugdo estaciondria para um ou multiplos dedos com

velocidade assintética U = 2, dada por

N[ oy oy -
,t) = —log(C —1 —log(¢ — —lo —1 , 3.77
(00 =—logt - 1)+ X (Flos(~ 80+ Frox(¢-1/E)). a7

onde o nimero de dedos é dado por N — 1 e §; é um ponto no arco C gdemm).

3.7.2 Solucdes com velocidade assintética U # 2

Mostraremos nesta subse¢do como as solu¢des com condigdes iniciais tais que uma das
singularidades do mapeamento conforme estd em { = —1 convergem para solugdes estaciondrias

com velocidade assintética U # 2 discutidas no capitulo 2.

O procedimento a ser seguido nesta subse¢do € o mesmo adotado para o caso de U = 2.

Comecgamos por tomar o limite t — oo na equacao (3.65),
B+ = (o0+1)d(t) —2t+ B(t). (3.78)

O termo B, é uma constante do movimento, portanto, como B(¢) é um termo que permanece

finito para qualquer ¢, os termos (@ + 1)d(¢) e —2¢ devem se cancelar. Portanto, vemos que

2t
d(t) = , quando t — oo, 3.79
(t) w1 @ (3.79)
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Considere agora as quantidades f; para esse caso dadas em (3.59):
B =2(61(1/a(r)),1) = —log(61(1/ar(t)) — 1) + alog(6: (1/a (1)) + 1) +ix +d(t)

+2{ Frog(61(1/ax(1) (1) + F1og(61(1 /(1) - 1/aj) | 3.0

Tomando agora o limite # — o nessa expressao e usando (3.79), vemos que para manter [
constante um dos termos (ou os dois) no somatdrio da expressdo acima deve cancelar o termo d(t).
Para que isto acontega, o termo no interior do logaritimo deve ir a zero, ou seja, as singularidades

ai(t) devem obedecer as equacdes (3.74) e (3.75).

Analogamente ao caso anterior temos 3 possibilidades para o comportamento assintético
das singularidades a;(t): (i) ax(t) — &, quando t — oo; (ii) a;(t) — & quando 1 — oo; (iii) ay(¢)

(dentro)

converge para algum ponto em C; quando t — oo. Note que (i) e (ii) satisfazem ambas as

equagoes (3.74) e (3.75), no entanto (iii) satisfaz apenas (3.74).

Utilizando o mesmo raciocinio da subsecao anterior, podemos concluir que se escolher-
mos oy complexo para algum k, entdo a singularidade a;(¢) converge assintoticamente para ()
ou {,, e recuperamos a solugdo estaciondria para um tnico dedo viscoso com U # 2. Por outro
lado, se escolhermos oy real para um dado k, a singularidade ay () converge asintoticamente

(dentro)

para {;, > ou para algum ponto no arco C, , € recuperamos a solugdo estaciondria para um

ou multiplos dedos com velocidade assintética U # 2, dada por

N[ oy oy -
,t)=—1lo —1 —1lo — —1 —1 1 1), (3.81
(0.0 = —tog(€ ~1)+ L (5 108(¢~ 6+ Froa(£ - 1/E) ) +awlox(C +1). 381

onde o nimero de dedos é dado por N — 1 e {; é um ponto no arco ngemm)

. Comparando o
termo singular em { = —1 nessa expressdo com o termo correspondente na solugio estaciondria

dada em (2.73), concluimos que
2

=——1 3.82
=71 (3.82)

entdo o termo d(¢) converge para Ut quando ¢t — oo.

Vemos assim que partindo de uma condigéo inicial z({,0) com singularidade em § = —1

de intensidade o, a solugdo z({,¢) evolui para a solugdo estaciondria com velocidade U, a qual

¢ determinada pela intensidade da singularidade em { = —1:
2
U=——. 3.83
op+1 (3.83)

3.8 Selecdo da velocidade assintética

Desde o trabalho pioneiro de Saffman e Taylor em 1958 um dos grandes problemas
envolvendo a evolucao de interfaces em canais de Hele-Shaw € a selecdao de um tnico padrao

assintético em meio a um continuo de solug¢des estaciondrias para tensao superficial nula.
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Diversos experimentos mostram que para dedos viscosos longos, ou seja, dedos que ja
atingiram o regime estaciondrio, a velocidade de movimento do arranjo dos dedos é duas vezes
aquela do escoamento no infinito. Em outras palavras, a velocidade assintética dos dedos sempre
converge para U = 2V. Durante mais de 20 anos, diversos grupos trabalharam no problema com
o intuito de encontrar uma explicacdo para o fenomeno da selecdo de velocidade. Em meados da
década de 80 alguns trabalhos [9, 10, 11, 12] mostraram que a inclusdo de tensao superficial no
problema restringia as soluc¢des estaciondrias a um conjunto discreto de possiveis valores para
U, sendo que todos esses "ramos" de solu¢do convergem para U = 2 no limite em que a tensao

superficial vai a zero.

Contudo, recentemente foi mostrado que para um tnico dedo viscoso [42], uma Unica
bolha em um canal de Hele-Shaw [21] e uma bolha em uma célula de Hele-Shaw sem paredes
[43], a selecao de velocidade assintética acontece mesmo quando a tensao superficial é desconsi-
derada. A selecdo se dé pelo fato que as solugdes com U # 2 sdo instdveis, de forma que sob uma
perturbagdo genérica as solugdes que inicialmente resultariam em U # 2 colapsam em solucdes

com velocidade assintética U = 2.

A instabilidade das solugdes com U # 2 pode ser vista com ajuda das discussdes da
se¢do (3.7). Vimos que quando come¢amos com uma configuragdo inicial em que o mapa z((,¢)
tem uma singularidade em { = —1 a evolugdo temporal do mapa leva a solugdes estaciondrias
com U # 2 no limite t — oo. Suponha agora que fagamos alguma perturbacéo nessas condi¢des
iniciais tirar essa singularidade do ponto { = —1. Definamos entdo essa singularidade perturbada
por

ap(0) = —1+¢, (3.84)

onde € é uma pequena perturbagdo, ou seja, | € | < 1. Além disso, mantemos as demais singulari-

dades nas suas posig¢des iniciais originais, ou seja, a;(0) # —1, Vk.

Como agora ndo temos mais nenhuma singularidade de z(&,0) em { = —1, concluimos
a partir da equacdo (3.83) que a solugdo perturbada converge para uma solu¢do estaciondria com
velocidade assintdtica U = 2 quando t — oo. Note em particular que a partir da discussao feita na
subseg¢do 3.7.1, a singularidade perturbada ao(¢) afasta-se de { = —1 e converge para um ponto

i i i ; dent
no circulo Cy, como vimos anteriormente (seja §;, {, ou algum ponto em Ci en m))_

Na linguagem de sistemas dindmicos, dizemos que o ponto { = —1 é um repeller das
singularidades, ou seja, uma vez que a singularidade sai do ponto { = —1 ela € repelida para
longe deste ponto. Nessa mesma abordagem de sistemas dindmicos, podemos entao dizer que
a solugdo estaciondria com U = 2 € o Unico atrator das solucdes dependentes do tempo. Isto
mostra que a selecao da velocidade em uma célula de Hele-Shaw € um fendmeno inerente a

dindmica com tensao superficial nula.

A selecao da velocidade assintética € ilutrada na figura 35a, onde temos um caso em que

h4 uma singularidade em { = —1 (linha azul) e um outro caso em que uma das singularidades
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estd inicialmente em { = —0.9999 + 0.0015i e as demais séo exatamente iguais ao caso anterior
(linha preta). E possivel ver por esta figura que a perturbacio da singularidade em { = —1 é
praticamente imperceptivel na forma inicial da interface. No entanto, com o passar do tempo
as formas dos dedos diferem drasticamente e um deles (linha azul) converge para velocidade

assintdtica U # 2 enquanto o outro (linha preta) converge para velocidade assintdtica U = 2.

Também € possivel ver o comportamento repelente do ponto { = —1 através da figura
35b, que mostra a evolucgdo das singularidades a;(t). Note que além das duas singularidades
que comegam préximas de { = —1 em todos os exemplos explorados nesta dissertagdo, hd uma
outra proxima deste ponto, que corresponde a singularidade perturbada, que por sua vez afasta-se

rapidamente do ponto { = —1 e converge assintoticamente para {.

051

-2 0 2 4 6 8 10 12 - -0. 0

(a) (b)

Figura 35 - (a) Evolucao temporal de duas interfaces que inicialmente parecem ser idénticas mas
que convergem assintoticamente para formas e velocidades distintas; (b) Evolugdo
temporal das singularidades ay(¢) para a solu¢do com velocidade assintética U = 2
(linha preta).
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste capitulo vamos apresentar as principais conclusdes sobre o modelo proposto
nesta dissertagdo. Vamos discutir também algumas perspectivas de extensao do modelo para a
abordagem de problemas mais gerais.

4.1 Conclusoes

No capitulo 2 introduzimos o formalismo das fun¢des secunddrias de Schottky-Klein.
Estas funcdes recentemente desenvolvidas t€m aplicacdo em problemas de teoria de potencial na
representacdo de objetos como a fungdo de Green e medidas harmonicas [44] e em problemas de
fronteira livre. Estas fun¢des foram utilizadas ainda naquele capitulo no desenvolvimento das
solugdes estaciondrias para o movimento de multiplas bolhas e multiplos dedos em um canal de
Hele-Shaw. Ainda no capitulo 2 tomamos ambas as solu¢des para o caso de uma bolha e um
dedo viscoso e comparamos com as solugdes econtradas por Saffman e Taylor em 1959 e 1958,

respectivamente.

No capitulo 3 introduzimos os conceitos de fun¢do de Schwarz e da dinamica de podlos,
ilustrados através do cresimento de uma interface em uma célula de Hele-Shaw radial. A
dindmica de p6los consiste em calcular as singularidades da fun¢do de Schwarz na regiao do
fluido, que sdo constantes do movimento, e a partir delas pode-se encontrar a evolugio da
interface. Na secao 3.4 propusemos solucdes ndo estaciondrias para o movimento de multiplos
dedos em um canal de Hele-Shaw. Ainda neste capitulo derivamos um sistema de equacdes
diferenciais para os parametros do problema. Na secdo 3.6 mostramos diversas simulagdes
numéricas para diferentes condi¢des iniciais, realizadas integrando numericamente o sistema
de EDO’s encontrado anteriormente. Por fim, analisamos o comportamento assintético das
solugdes para dois tipos de configuracdo inicial. Mostramos também como nosso modelo explica
o fendmeno da sele¢do de velocidade assintdtica na auséncia de tensdo superficial verificado em

diversos experimentos.

Nosso modelo para solu¢des dependentes do tempo para dedos viscosos surge como uma
extensdo das solu¢des estaciondrias para o movimento de multiplos dedos viscosos desenvolvidas
em [17]. Utilizando expressdes matematicamente simples — logaritmos de mondmios e mapas
de Mobius — conseguimos modelar a evolugdo da interface livre e mostrar que para tempos
longos as solugdes convergem para o caso assintético, isto €, as solugdes estaciondrias, como
esperado. Através das simulacdes foi possivel observar também o fendmeno de tip-splitting,
onde uma porcao da interface fica "presa" por uma das singularidades da fun¢do de Schwarz

presente na regido do escoamento, causando a divisdo da interface em dois ramos que viram dois
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dedos viscosos no limite assintético.

O fato experimental de um dedo viscoso mover-se com velocidade igual ao dobro da
velocidade do escoamento no infinito, mesmo havendo um continuo de solucdes estaciondrias
para tensdo superficial nula, é explicado naturalmente pelo modelo em questdo sem a necessidade

da inclusdo de tensdo superficial.

Nesse cendrio a sele¢do acontece a partir da escolha das condi¢des iniciais do problema.
Ao escolhermos uma condi¢do inicial tal que nenhuma das singularidades do mapeamento
conforme z({) estd em { = —1 a solugd@o converge assintoticamente para a solugio estaciondria
com U = 2. Por outro lado, se escolhermos uma condicdo inicial tal que uma das singularidades
do mapeamento se localiza em { = —1 a solucdo converge assintoticamentne para a solugdo
estaciondria com U # 2. No entanto, esta solugdo € instavel e qualquer perturbacio que tire
a singularidade do ponto { = —1 a faz convergir para a solucdo estaciondria com U = 2. Isto
reafirma o que fora demonstrado recentemente para um dedo viscoso em um canal de Hele-Shaw
[42], para uma bolha em um canal [21] e para uma bolha em uma célula de Hele-Shaw sem
paredes laterais [43]: A selecdo da velocidade assint6tica em uma célula de Hele-Shaw € um

fendmeno inerente a dindmica com tensdo superficial nula.

Embora as solu¢des dependentes do tempo para multiplos dedos fossem conhecidas em
outro formalismo, que usava circulos e um segmento de reta, formulamos o modelo em termos
do formalismo das fun¢des secundérias de Schottky-Klein e utilizando um dominio circular,
0 que permite a generaliza¢ao para o caso de multiplas bolhas de forma quase imediata. Esta

generalizacdo serd discutida na préxima secao.

4.2 Perspectivas

O modelo discutido nesta dissertacdo possibilita a extensao das solu¢des aqui encontradas
para aplicagdo ao movimento de multiplas bolhas. Genericamente falando, essa extensao € feita
"trazendo-se" o circulo C; (vide figura 22) para o interior de Cy e adicionando-se outras M
fronteiras circulares Cy, a depender da conectividade do problema em questdo. Essa forma de
generalizar as solucdes obtidas anteriormente vem de que um dedo viscoso pode ser visto como
uma bolha de drea infinita e ao "trazermos" o circulo ortogonal C para dentro do circulo unitdrio,
a bolha passa a ter uma drea finita, pois nenhum ponto da interface € mapeado no infinito. Como
mencionado acima, podemos incluir mais bolhas no sistema considerando um conjunto adicional

de M circulos interiores a Cy, sendo cada um desses circulos mapeados em uma bolha.

Neste caso, as condi¢des de contorno para o potencial complexo no referencial do
laboratério, w(z), sdo as mesmas discutidas no capitulo 2. A figura 36a mostra a regidao do
escoamento no plano fisico z para o caso de trés bolhas. A figura 36b ilustra a regido do
escoamento no plano do potencial complexo w(z), formado por uma faixa de largura 7 e trés

cortes verticais representando ¢ = cte para cada uma das bolhas. A figura 36c¢ ilustra a regido
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Im(w)=m

Figura 36 — (a) Regido do escoamento no plano fisico z; (b) Regido do escoamento no plano do
potencial complexo w(z); (c) Regido do escoamento no plano auxiliar §.

do escoamento D¢ no plano auxiliar £, formada pelo interior da circunferéncia unitaria com 3

circulos excluidos, onde cada circulo € mapeado em uma das bolhas.

Como as condigdes de contorno para w(z) sdo as mesmas do problema de mdltiplas
bolhas movendo-se com velocidade constante estudado no capitulo 2, entdo a forma analitica
para W({) é a mesma da equagdo (2.47). Tal como no caso de solu¢des dependentes do tempo
para os dedos viscosos discutidos no capitulo 3, aqui também o problema se reduz a calcular
o mapeamento z({,¢) apropriado que leva o dominio D¢ na regido ocupada pelo fluido, isto €,
exterior as bolhas, no plano z. Em direta analogia com a férmula (3.37) para o caso dos dedos
viscosos, Mineev-Weinstein e Vasconcelos [22] mostraram que uma solugdo exata dependente
do tempo para o caso das multiplas bolhas é dado por

Qu (¢, C)) S

z(C,t) =d(t) +ix +log (m +k):1 {oulogQp (8, ar(t)) +arlogQu(E, 1/a(t))}
- (4.1)

onde d(t) é um pardmetro real e )y é um termo adicionado para garantir que z({,¢) = z({,t) para
{ € Cy, ou seja, para garantir que a circunferéncia unitdria seja mapeada nas paredes do canal

durante toda a evolugdo temporal.

A evolugdo dos pardmetros ay () e d(t) é encontrada através de um procedimento andlogo
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ao aplicado ao problema dos miultiplos dedos. A posicao das singularidades da funcio de Schwarz,

S(z,t), localizadas na regido do escoamento devem ser fixas, ou seja,
Br = 2(6;(1/ax(t)),t) = cte, (4.2)

onde fB sdo as singularidades da fun¢io de Schwarz S(z,¢) e 6;({) é a transformacéo ou mapa de
Mobius definido no capitulo 2. Isso significa que B sdo quantidades conservadas da dindmica. As
outras duas constantes de movimento necessdrias para obter a evolugdo temporal dos pardmetros
ai(t) e d(t) podem ser obtidas ao analisarmos o comportamento da fun¢do de Schwarz quando

7 — oo, Ou seja,
. 0S(z — doo,t
R R (4.3)

Isto nos leva a concluir que B+ = cte e temos entdo o conjunto de constantes de movimento

necessdrio para determinar a evolugdo temporal dos parametros.

Partindo destas quantidades conservadas podemos encontrar um sistema de equacoes
diferenciais como feito na se¢do 3.5 que a principio pode ser integrado numericamente para

determinar os pardmetros do mapeamento conforme (4.1) em um dado instante de tempo ¢.

A dificuldade associada as solu¢des dependentes do tempo para o movimento de mul-
tiplas bolhas reside no célculo das fungdes secundérias de Schottky-Klein Q(&,y) quando
os argumentos { ou ¥ estdo em certas regides do plano . Em algumas dessas regides a rotina
em Matlab desenvolvida pelo grupo do Imperial College (e que foi adaptada nesta dissertagao
para produzirmos as figuras do capitulo 2) ndo "funciona", ou seja, a rotina ndo converge. Desta
forma, torna-se necessario desenvolver uma nova rotina numéria que seja capaz de computar
Qu1(&,v) nos pontos necessdrios para determinarmos a evolugdo temporal dos pardmetros ay(t)
e d(t) da solugdo (4.1).

Chegamos a iniciar a implementacdo dessa nova rotina, mas devido a complexidade
das fung¢des secunddrias de Schottky-Klein ainda nao foi possivel conclui-la. Como extensao
natural desta dissertacdo, pretendemos agora completar a rotina para o cdlculo geral das funcdes
Qu(€,7) e em seguida fazer o estudo numérico detalhado das solu¢des dependentes do tempo

para multiplas bolhas apresentadas na Ref. [22].
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APENDICE A - OS SUBGRUPOS Oy

Neste apéncice mostramos como € construida a familia @y de subrupos de ®, o grupo
classico de Schottky, para N # M.

Fixados N e [, tal que 1 <[ < N, pareamos os circulos C_, k = 1,...,N com suas
reflexdes em Cj, os circulos %} através da composicdo 6;6;. Os demais M — N circulos no
exterior de Cy sdo pareados com suas reflexdes em C através dos mapas 6. Para os circulos no
interior de Cp mas no exterior de C;, escolhemos parear Cy, k =1, ..., N com suas reflexdes em C;,
ou seja, com os circulos . Finalmente, pareamos os circulos ¢, com 6, k=N—+1,....M
através das composicdes 6;0_;0_;. A figura 37 ilustra esquematicamente o caso M =3, N =2 e
[=1.

Podemos entdo listar os geradores fundamentais do grupo Oy, Yy, dados por
6,6,6_, k=N+1,..M
Vi = 4 6,6, k=-N,...N (A.1)
O k=N+1,...M
A escolha do circulo no qual se reflete Fy € irrelevante para a geracdo do grupo ®p. De

forma que diferentes escolhas de C; apenas geram diferentes regidoes fundamentais de ®y. Note

ainda que dado um /, a regido fundamental definida anteriormente, F;, € uma regiao fundamental

Figura 37 — Regiao fundamental F; do grupo Oy
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para todos os grupos Oy para 1 <N < M, tendo em vista que os grupos diferem entre si através

da forma que pareamos as fronteiras circulares do dominio.

Da forma definida acima, os geradores fundamentais do grupo ®y sdo sempre combina-
¢Oes de um nimero par de mapas 6, j = 1,...,N e suas inversas, mas podem ser combinagdes
de um nimero par ou impar dos mapas 0;, j =N+ 1,...,M e suas inversas. Esta caracteristica
dos geradores fundamentais Y implica que um elemento 6 € @ € ou um elemento Y € Oy
ou uma composicao do tipo y o ;. Por exemplo, parao casoM =3, N =2,/ =1, o elemento

0 = 0,0,0_3 claramente nao € um elemento de @y, mas podemos decompd-lo como

616,03 =616,(0_161)0_3(0_161) = (616:0_1)(610_36_1)61 = w2 (y3) '61.  (A2)
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APENDICE B - DEDUCAO DA EQUACAO
(3.27)

Sejaw(z) = ¢ (x,y) +iy(x,y) o potencial complexo do escoamento e W () = g—g log(&)
o potencial complexo do escoamento no plano auxiliar {. Da condigdo de pressdo constante na

interface do fluido, o que equivale a ¢ = cte na interface, e da condicéo cinemética V,, = d¢ /dn

temos 46 aq)
— V.V 0. B.1
oo T ¢ = (B.1)
Escrevendo Vq) = ann + %‘ff e usando que 8‘7’ =0, ficamos com Vq) = ?92 i1. A velocidade pode
ser escrita como V = Vi 4 Vi, portanto,
d d
2 .. (Vat) =0 = —¢ =-V7.
ot
Usando ainda a condi¢do cinemdtica podemos reescrever
19 2
% B.2
5 = 1Ver. (B.2)

Escrevendo V¢ em termos das corrdenadas x e y, temos a equivaléncia

V| = (a¢)«+(%§)z=hw@n?

Lembrando que w' (z)a—g =W'({), ficamos com
2 _IW'(OP ap _ W'(QP
VOP=TOF T T TIOF

onde f'(¢) = 9L. Temos ainda que
0 e (2) e (410))
(GG ) e (ames) = 2o (8)

Igualando as duas expressdes para d¢ /dt, ficamos com

™

-0 Cz) 0’
—Rel S |=——————. B.3
2ne(c VEEILGLE ()
Por fim, temos ainda que em |{| = 1,
af _df

L g =o.
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Podemos entfo reescrever (B.3) como

af/at / Y __Q
Re (—c Gy <c>) -

Tomando o conjugado da equacao anterior, chegamos na versao mais conhecida da equacdo de

afdf\ -0
Re< a_c§> = (B.4)

27

Polubarinova-Galin:



&3

APENDICE C - DERIVADAS DE B, E B,

Neste apéndice computamos explicitamente as derivadas das quantidades conservadas

By € B utilizadas para construir o sistema de equagdes diferenciais ordindrias.

Condicoes iniciais que levam a U =2

Comecamos com o caso das condi¢des iniciais que levam a velocidade assintética U = 2,
no qual B; e B sdo dadas pelas equagdes (3.49) e (3.54), respectivamente. Computando as

derivadas de f3;, temos

P —a;/2 o
Jda;  0y(1/ar(t) —ayt)  4a;(1) €D
Pr a;/2 o .
o7~ O(1ja0) - aar o smo’ 17h (€2
R 0), @/2 L
aar ~ (O (1/a) — Da(e) T (Or(1/a(o) - a)act) * da)
B of (T . 0 )
SNo(1/ax() —a;(t)  61(1/ax(t))—1/a;t) ) a>(r)
P
54 - 1 (C4
Computando as derivadas de 3, temos
N TG 1 1 (a: a;
2, = 2 (1_91(aj(t)) +91(aj(t))+\/§) CH J(r))+4aj (C.5)
B w( 1 oj(1/a) _ o
o5 2 (1 “a(/a0) el<1/a—,-<z>>+ﬁ> an
B
P (C.7)

Condicdes iniciais que levam a U # 2

Vamos agora computar as derivadas das quantidades conservadas f3; e B para o caso

das condi¢0es iniciais que levam a velocidade assintética U # 2, no qual i e B sdo dadas pelas
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equacdes (3.59) e (3.65), respectivamente. Computando as derivadas de f3, temos

Pr —o/2 o;

da; — 01(1/ax(t) —ajt)  4a;(1) €5
9B _ a;/2 a; .
o~ (1@ - g a7 9
9B _ 01 (1/a(t)) /2 L%
day  (61(1/ax(r)) — V)ag>(t)  (61(1/ax(t)) — 1/ax(r))a>(r) ~ 4ax(t)
¥ ( /2 @2 ) 0(1/a(t)) _ oobi(1/ax(r))
S\o(1/ax() —a;(t)  6i1(1/a(t))—1/ajt) ) a>(r) (61(1/ax(r)) + 1)ax*(r)
(C.10)
d Bk
a2d | (C.11)
Computando as derivadas de 3, temos
Ipr - 1 1 Haa(g)) — (a0 —Da;  opo;/2
da; 2 (1 —61(a;(1)) + 91(aj(t))—|—\/§> 61 (a;(?)) 4a; [—a,(1) (C.12)
9B _ % ! N ! 01(1/a;(1)) | (a0~ 1)a  00%/2a5 (1)
daj 2 \1=6:(1/a;(t)) ~ ei(1/a;(1)+v2) a;i(1) 4a; 1—1/aj(r)
(C.13)
oB: _ o +1 (C.14)

ad
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