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RESUMO

Nesta tese investigamos a limitacao /7, o comportamento assintético, a estrutura
topoldgica (fecho e compacidade) do conjunto solugao, a ergodicidade e a periodicidade
assintotica das solugoes de equacoes funcionais em diferengas de Volterra com nicleo
de convolucgao definidas num espago de fase axiomatico do tipo Hale-Kato-Murakami.
Obtivemos diversos resultados de regularidade, alguns novos e outros complementares
de trabalhos anteriores desenvolvidos pelo grupo de Equacoes de Evolucao da UFPE.
Introduzimos novas classes de periodicidade e ergodicidade, as classes m e a classe oo,
e estudamos as condicoes para obter resultados de regularidade maximal nestas novas
classes. Os resultados teodricos sao complementados com um conjunto de exemplos e
aplicagoes. Como abstragao do nosso método, usando um operador linear em vez do
parametro original, modelamos, com uma equagao integro-em diferencas, a propagac¢ao
da bactéria Wolbachia em populac¢des da Drosophila simulans. Para desenvolvimento de
futuras aplicagoes estudamos modelos abstratos de dindmica populacional. Apresentamos

diversas vias para novas investigacoes na conclusao da tese.

Palavras-chave: Limitacao. Estrutura topolégica do conjunto solucao. Periodicidade

assintotica. Equacoes em diferencas do tipo Volterra.



ABSTRACT

In this thesis we investigated the ¢’ boundedness, the asymptotic behavior, the
topological structure (closure and compactness) of the solution set, the ergodicity and the
asymptotic periodicity of the solutions of Volterra functional difference equations with
convolution kernel, defined in an axiomatic phase space of Hale-Kato-Murakami type. We
obtained several results of regularity, some new and others complementary of previous
works developed by the UFPE Evolution Equations Group. We introduced new classes
of periodicity and ergodicity, classes m and class oo, and we studied the conditions to
obtain results of maximal regularity in these new classes. The theoretical results have
been complemented with a set of examples and applications. As an abstraction of our
method, using a linear operator instead of the original parameter, we modeled, with an
integrodifference equation, the propagation of the Wolbachia bacterium in Drosophila
simulans populations. For the development of future applications we studied abstract
models of population dynamics. Several pathways were presented for further investigations

at the conclusion of the thesis.

Keywords: Boundedness. Topological structure of solutions set. Asymptotic periodicity.

Volterra difference equations.
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1 INTRODUCAO

Dia vird em que, com o prosseguimento do estudo através
dos séculos, as coisas atualmente encobertas aparecerdo
com evidéncia; e a posteridade ficard admirada de que

verdades tao claras tenham escapado a nés.

Séneca

Equacgoes em diferencgas sao frequentemente usadas para modelar aproximacoes
para equacoes diferenciais o que permite o subsequente uso de métodos numéricos com-
putacionais. Em outras situacoes, as equagoes em diferencas aparecem naturalmente e
descrevem relagoes de recorréncia ou a evolugao de sistemas naturais, por exemplo, se
uma populacao tem geracoes discretas, o tamanho da populagao na n + 1-ésima geracao
u(n+1) é fungao da n-ésima geragao * u(n). Por outro lado, o Cosmos 2, é ordenado pelas
suas leis naturais mas elas sao essencialmente nao lineares e complexas, de onde, quando
analisamos processos do mundo real usando equacoes diferenciais, é quase sempre impossi-
vel obter solugoes explicitas de forma fechada, ou seja, expressoes analiticas algébricas
ou transcendentais que representem a solucao do problema. Noutros casos existe solugao
em forma fechada mas esta é demasiado complexa para ser analisada. Pode-se entdo
discretizar a equacao, transformando-a numa equacao em diferencas e estudar as solucgoes
aproximadas que obtemos. Ainda assim nos problemas mais complicados (nao lineares) ¢
usualmente impossivel obter a férmula de u(n). Numa entrevista recente (CORDARO;
SALOMAO, 2009), por ocasido da sua visita ao Brasil, Peter Lax referiu: 'Quando Von
Neumann foi pela primeira vez a Los Alamos a énfase era em projetar bombas. S6 que
vocé nao pode projetar armas atomicas por tentativa e erro, vocé tem que calcular com
antecedéncia como o aparato ird funcionar. Isto significa resolver a equagdo que governa a
compressao dos materiais. Von Neumann percebeu quase imediatamente que os métodos
da matematica aplicada classica e tradicional eram inadequados para a tarefa e a tnica
maneira de cumpri-la era transformar as equacoes diferenciais parciais em equagoes em
diferencas e resolvé-las num computador." Entdo uma nova abordagem é possivel, a teoria
das equacoes em diferencas estd suficientemente desenvolvida para podermos responder
a muitas questoes relevantes do problema fazendo uma anélise qualitativa das solugoes
discretas mesmo sem as conhecer explicitamente. O comportamento assintético é um
aspecto muito importante do estudo qualitativo das solugoes de equacoes em diferencas.

Em muitos problemas encontramos quantidades cujo estudo é valioso mas para as quais nao

1 Esta relagdo pode ser expressa pela equacdo em diferencas u(n+1) = f(u(n)). Para uma abordagem

aprofundada do tema ver (ELAYDI, 1996).

2 Ordem em grego.
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temos formulas exatas conhecidas, ou entao as formulas s@o demasiado complexas; nesses
casos podemos deduzir aproximagoes para essas quantidades quando o argumento tende
para o infinito. Nas aplicacoes, tais aproximacoes sao frequentemente tao tteis quanto
uma férmula exata seria. A analise assintotica é um método essencial para descrever o
comportamento limite e uma ferramenta-chave para explorar as equagoes de evolucao que

surgem na modelagem mateméatica de fenomenos do mundo real.

A teoria das equagoes em diferengas permite igualmente responder a perguntas
tais como, qual a natureza topoldgica do conjunto solugao? As solugoes serao limitadas
em algum sentido? Serao periddicas? Quase periddicas? Como se comporta a solugao se
a equagcao sofrer uma pequena perturbacao? Propriedades da equagao permitem inferir

propriedades das solugoes da equagao com perturbagoes?

A nossa curiosidade e em parte, a nossa presenga no mundo, s6 é possivel porque
conhecemos as relagoes de causa-efeito no ambiente de que fazemos parte. A abordagem
qualitativa é uma ferramenta valiosa para entendermos e agirmos sobre o mundo. Esta
tese insere-se nessa linha e é o nosso modesto contributo para a analise qualitativa de

equagoes em diferengas de tipo Volterra.

Equacoes integrais de Volterra sao um tipo especial de equacoes integrais. Estas
equacoes foram introduzidas por Vito Volterra, matematico e fisico italiano. Volterra é
conhecido pelas suas contribui¢oes para a Matematica, Biologia, equacoes integrais e para
a fundacao da Analise Funcional. Traian Lalescu estudou equacoes integrais de Volterra na
sua tese Sur l’équation de Volterra apresentada em 1908 na Sorbonne (LALESCO, 1908)
(disponivel para download no link apresentado na bibliografia), elaborada sob a orientagao
de Emile Picard. Lalescu escreveu o primeiro livro sobre equagoes integrais (LALESCO,
1912) em 1912, prefaciado por Picard (disponivel para leitura no link apresentado na

bibliografia). Foi longa e proficua a amizade e colaboracao destes dois mateméticos 3.

Existem dois tipos de equagcoes integrais de Volterra. O primeiro tipo é uma equagao

linear da forma .
£(t) = / k(t, s)a(s)ds
e o segundo tipo

o(t) = £0) + [ k(e 5)e(s)ds,

onde f é uma funcao dada, x é a varidvel a conhecer e k se diz o ntcleo. Se k tiver a forma

3 Na carta enviada a Rodolphe Raclis, depois da morte de Lalescu, Volterra escreveu: "A tltima carta

que Lalescu me enviou, faz referéncia as minhas memorias. Conservo-a como um dos meus mais queridos
e lisonjeiros souvenirs. Ela mostra a importancia que ele dava ao conjunto das pesquisas as quais nés
consagramos uma grande parte da nossa atividade e que constituia um lago para nds, porque nos juntava
num estreito parentesco intelectual. Nada pode irmanar melhor dois espiritos que as forgas desinteressadas
e harmoniosas que triunfam contra as dificuldades cientificas, e é por isso que as suas qualidades nobres e
elevadas, a sua figura simpatica e alegre, as suas palavras inspiradas pelo mais sincero entusiasmo pela
ciéncia, me faltam.
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k(t — s) a equagao de segundo tipo fica

z(t) = f(t) + /at k(t — s)x(s)ds

e diz-se equacao integral de Volterra de convolugdo. As aplicagoes das equagdes integrais
de Volterra estendem-se da dinamica populacional aos materiais viscoelasticos, materiais

com memoria, matematica financeira, ciéncias atuariais, entre outros.

Trabalhando em modelos de crescimento populacional, Volterra estudou hereditari-
edade no seu livro, publicado inicialmente em 1930, Theory of functionals and of integral
and integro-differential equations (VOLTERRA, 2005). A sua pesquisa levou-o a um tipo
especial de equacoes em que integrais e derivadas aparecem simultaneamente na equacao,

dadas n condicoes iniciais, x(0),2(0),... ,2™(0),

t dn
2 () = £(¢) +/ k(t, )2 (s)ds, onde () — Wf

que se denominam equagoes integro-diferenciais de Volterra.

Aparecendo naturalmente na modelagao de problemas do mundo real ou da discre-
tizacao de equacoes de Volterra em tempo continuo, o estudo das equagoes em diferencas
de Volterra tornou-se importante, em particular desenvolver o seu estudo qualitativo é
essencial. Suprindo esta necessidade, nos tltimos anos, tém sido desenvolvidos muitos
trabalhos na area de equacoes em diferencas, alguns deles na UFPE e em colaboragao
com outras institui¢oes. Para mencionar alguns artigos e livros recentes sobre equacoes em
diferengas de Volterra, temos Elaydi e/ou colaboradores, (ELAYDI, 1996; ELAYDI; MURA-
KAMI; KAMIYAMA, 1999); Murakami e/ou colaboradores, (MURAKAMI, 1997; ELAYDI,;
MURAKAMI; KAMIYAMA, 1999; FURUMOCHI; MURAKAMI; NAGABUCHI, 2004a;
FURUMOCHI; MURAKAMI; NAGABUCHI, 2004b; NAGABUCHI, 2006); Agarwal e/ou
colaboradores, (AGARWAL, 1992; AGARWAL; O’Regan; WONG, 1999; AGARWAL;
CUEVAS; DANTAS, 2013; AGARWAL; CUEVAS; LIZAMA, 2014; AGARWAL; CUEVAS;
FRASSON, 2012); Braverman e Karabach, (BRAVERMAN; KARABASH, 2012); Istvan
Gy6ri e colaboradores, (APPLEBY; GYORI; REYNOLDS, 2006; GYORI; HORVATH,
2008; GYORI; REYNOLDS, 2010; GYORI; AWWAD, 2012); Song e colaboradores ,
(SONG; BAKER, 2004; SONG; BAKER, 2006; SONG; TIAN, 2007; SONG, 2006; SONG,
2008; SONG, 2009); Kolmanosvki e/ou colaboradores, (KOLMANOVSKII; SHAIKHET,
2003; KOLMANOVSKII; CASTELLANOS-VELASCO; TORRES-MUNOZ, 2003; KOL-
MANOVSKII; MYSHKIS, 1998; KOLMANOVSKII; MYSHKIS; RICHARD, 2000) e na
UFPE, Cuevas e/ou colaboradores, (CUEVAS; PINTO, 2003; CUEVAS; PINTO, 2000;
CUEVAS; VIDAL, 2002; CUEVAS; VIDAL, 2006; AGARWAL; CUEVAS; DANTAS,
2013; AGARWAL; CUEVAS; LIZAMA, 2014; AGARWAL; CUEVAS; FRASSON, 2012;
CARDOSO; CUEVAS, 2009; CUEVAS; HENRIQUEZ; LIZAMA, 2012; DEL CAMPO;
PINTO; VIDAL, 2011; CASTRO et al., 2014; DANTAS, 2013; CUEVAS et al., 2013).
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As propriedades qualitativas das solugoes das equagoes em diferencas de Volterra
foram estudadas em muitos contextos, por exemplo na teoria de variedades invariantes
(MATSUNAGA; MURAKAMI, 2005), teoria de convergéncia (CUEVAS; PINTO, 2003;
CUEVAS; PINTO, 2000), regularidade maximal discreta (AGARWAL; CUEVAS; LI-
ZAMA, 2014; CUEVAS; VIDAL, 2006), comportamento assintotico (CUEVAS et al., 2013;
CUEVAS; VIDAL, 2002; MATSUNAGA; MURAKAMI, 2005; GYORI; HORVATH, 2008),
dicotomia exponencial e robustez a perturbagoes (CARDOSO; CUEVAS, 2009; CUEVAS;
DEL CAMPO, 2009), estabilidade (FURUMOCHI; MURAKAMI; NAGABUCHI, 2004a;
FURUMOCHI; MURAKAMI; NAGABUCHI, 2004b; MEDINA, 2001), periodicidade
(CUEVAS; HENRIQUEZ; LIZAMA, 2012; DEL CAMPO; PINTO; VIDAL, 2011; HA-
MAYA, 2003; NAGABUCHI, 2006; DIBLIK; SCHMEIDEL; RUZICKOVA, 2009). Para
mais aplicagoes ver (KOLMANOVSKII; CASTELLANOS-VELASCO; TORRES-MUNOZ,
2003).

Esta tese prossegue na sequéncia de investigagao em equagoes em diferencas do
tipo Volterra (EDV) 4 conduzida pelo professor Claudio Cuevas® na UFPE, complementa
alguns resultados obtidos nos trabalhos citados anteriormente, por exemplo limita¢ao em ¢?
e limitacdo em peso em (AGARWAL; CUEVAS; FRASSON, 2012), dicotomia exponencial
e comportamento assintético (CARDOSO; CUEVAS, 2009) e acrescenta novos resultados

de periodicidade discreta.

O estudo de EDV’s na UFPE® comecou no ano 2000 com a visita do professor
Claudio Vidal na Universidade de La Frontera e a consequente publicacao do artigo
(CUEVAS; VIDAL, 2002) onde os autores deduzem que sob certas condi¢goes ha uma
correspondéncia bijetiva entre solucoes limitadas em peso de EDV’s e as suas perturbagoes
e foi prosseguindo, acrescentando novos resultados com uma sequéncia de publica¢oes onde
sao exploradas e enunciadas propriedades, técnicas de demonstragao, criando métodos e

descobrindo aplicagdes que serao usados e citados ao longo desta tese.

No caso de perturbagoes nao lineares, em geral o Teorema do ponto fixo de Schauder
conjugado com condi¢oes de compacidade impostas ao termo nao linear da equagao e
condi¢oes de limitacao impostas a solucao fundamental da EDV sao suficientes para
garantir a existéncia de solugoes em algum espaco de estado geralmente dado pelo "ADN"
do problema em si mesmo. Contudo é comum as perturbacoes nao verificarem nenhuma
propriedade de tipo Lipschitziano, nesse caso faz-se necessaria uma analise mais fina e
tém de ser usadas ferramentas mais complexas. Nessa situacao, para obtermos os nossos

resultados, utilizaremos a metodologia desenvolvida por Cuevas e colaboradores, ao longo

4 EDV’s de convolugdo e EDV’s para as quais conhecemos a forma da solugdo fundamental (ver Secio

2.4 e equagoes 5.1.19-5.1.20).

Para mais informacao sobre Claudio Cuevas siga o link Cuevas, Claudio.
6 Na UFRO - Universidade de La Frontera, Temuco, Chile - o estudo comegou em 1998 com (CUEVAS,
2000) e uma série de trabalhos de Cuevas & Pinto .


https://mathscinet.ams.org/mathscinet/MRAuthorID/637287
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dos anos, nomeadamente: critérios de compacidade relativa para os espagos em estudo e
defini¢do nesses espacos de operadores completamente continuos. Faremos abundante uso

das técnicas de demonstracao desenvolvidas anteriormente pelos autores citados.

De seguida resumimos os principais resultados apresentados nesta tese. Comegamos
por resultados de limitacdo em /P em espaco de fase em que z(n) toma valores num espago
de Banach e a sua historia é considerada num espaco definido axiomaticamente, do tipo

Hale-Kato-Murakami (ver Segao 2.3), para equagoes de Volterra do tipo

z(n+1)=A Z a(n —j)x(3) + f(n,z,), n € Z, (1)

j=—o00
onde A é um parametro complexo que estabelece um controle ao crescimento do operador
solugao da equagao linear (3.1.3), a(n) é uma sequéncia complexa somavel e f uma fungao

apropriada.

Na escolha do espaco de fase apropriado para estudar esta equagao iremos usar uma
axiomatica semelhante a usada no caso continuo. No caso continuo, os axiomas permitem
estudar a existéncia/unicidade de solugoes, dependéncia continua e continuidade da funcao
t — x;. No seu trabalho pioneiro, Hale e Kato (1978), procuram também garantir a que
se posso fazer andlise qualitativa, orbitas limitada sejam relativamente compactas e o
espectro essencial do operador solucao de um sistema linear auténomo esteja dentro da bola
unitaria. Adicionalmente, impomos condicoes ao espaco de fase que permitem fazer a teoria
qualitativa que pretendemos, limitagao, comportamento assintotico e estrutura topologica
do conjunto solugao. Em particular pretendemos que o espaco das sequéncias limitadas
definidas em Z~ esteja continuamente incluido no espaco de fase. Na continuacao do estudo
de solugoes que apresentam algum tipo de periodicidade imporemos uma condicao de
memoria amortecida ao espago de fase. A nossa escolha é standard para o estudo deste

tipo de equacoes de Volterra.

Se f satisfaz alguma condicdo de Lipschitz, impondo condi¢bes apropriadas a
sequéncia dos coeficientes de Lipschitz, L(n), deduzimos dois resultados de existéncia e
unicidade de solugao ¢? para a equacio (1). Por outro lado, conhecida a histéria’ de x(n)

em Z_, também neste mesmo cenario deduzimos que o problema

un+1) = A aln— Hul) + fn,un), n e Z*,
7=0

Ugp = @
possui uma tnica solucao ¢? somavel®. Um resultado novo, inspirado em Azevedo, Cuevas
e Soto (2017, Teorema 1.8), completa este set a respeito de limitagdo em 7 (ver Teorema
3.1.3).

i. e., dado z¢ definido como z¢(8) = z(0), 6 € Z~.
Vemos também que modificando as condigbes e a natureza da perturbacao se obtém solugoes limitadas
ou que se anulam no infinto.

8
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Na continuagao procedemos sem impor condigoes de Lipschitz. Neste novo quadro
o método caracteriza-se pelo uso de critérios de compacidade e pela aplicagao do Teorema

de ponto fixo de Schauder.

Na secao seguinte caracterizamos a estrutura topolégica do conjunto das solugoes
da equagao (1) em (P e em Cy. Provamos que sob certas condigoes esse conjunto é nao vazio
e compacto. O problema da conectividade foi pensado e discutido mas ainda permanece

em aberto evidenciando a complexidade do tema tratado.

Nas duas segbes seguintes contribuimos com novos resultados qualitativos (ver
teoremas 3.1.1, 3.1.4). Resultados de solugoes cuja média tende para zero, uma hipétese
mais robusta que generaliza a convergéncia para 0 e de aplicacdo pratica mais efetiva® sao
obtidos e correspondem aos chamados resultados ergédicos. Também estamos interessados
em resultados de periodicidade assintética discreta, motivados pelo fato de que na natureza
muitos fendmenos nao acontecem com uma regularidade exatamente peridodica mas sim
de uma maneira aproximadamente periédica (ver (SILVA, 2015)), assim ao estudar-se
periodicidade assintotica torna-se mais sensivel o estudo de sistemas concretos. No primeiro
tépico, ergodicidade, impondo uma condi¢do de memoéria amortecida (ver a condigao
4.1.1) para o espago das histérias, obtemos resultados de regularidade ergddica, i. e., que
relacionam o comportamento qualitativo ergddico das perturbac¢des com propriedades
ergodicas das solugoes, entre eles provamos que se a perturbacao f for Lipzschitziana e
ergddica, de classe infinito (uma nova classe introduzida aqui), entdo existe uma tnica
solucao ergddica (de classe infinito) da equagao (1). Para concluir as contribuigoes, na
secao teodrica final, lidamos com um importante aspecto qualitativo das solugoes das EDVs
que s6 recentemente comegou a ser explorado: periodicidade assintética. Em particular a
nogao de pseudo S-assintética w-periodicidade (PSAP,), um assunto em rapida evolugao'®
em varios ramos das equagoes de evolugao tais como sistemas fracionarios (CUEVAS;
HENRIQUEZ; SOTO, 2014), estruturas flexiveis (DE ANDRADE et al., 2016) e equacdes
de onda fortemente amortecidas (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017). Neste quadro o
nosso método permite estabelecer que se a perturbacao for pseudo S-assintoticamente w-
periédica e localmente Lipzschitziana entao existe uma tnica solugao da equacao (1) pseudo
S-assintoticamente w-periddica. Estabelecemos resultado similar para perturbagoes pseudo-
quase periodicas. Com condigoes semelhantes as usadas por Agarwal, Cuevas e Dantas
(2013) concluimos esta se¢ao obtendo resultados de periodicidade pseudo S-assintética

w-periddica na auséncia de condi¢oes de Lipschitz (ver Teoremas 4.2.6 e 4.2.7).

A matematica pura ocupa um lugar importante no universo das ciéncias e neste
inicio de século XXI é grande a pressao para que a investigacao se foque nas aplicagoes ao

mundo real. Desde sempre o proposito, fazer investigacao focado em aplicagoes, norteou o

9 Um sistema que apresente picos de atividade limitada, ndo se anulando no infinito, se os intervalos de

atividade forem crescentemente espagados pode ser ergddico. Ver exemplo 4.1.1.
10 Na secdo correspondente serd apresentada bibliografia e referidos resultados.
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trabalho de Cuevas e colaboradores no grupo de Equagoes de Evolucao e ja é vasto o con-
junto de resultados obtidos. Naturalmente esta tese insere-se também nesse caminho. Nos
ultimos trabalhos do grupo nesta area de estudo, (CUEVAS; CHOQUEHUANCA; SOTO,
2014) e (CUEVAS; DANTAS; SOTO, 2016), sobressaem duas aplicagoes iminentemente
concretas'!. Por um lado, o processo de infeccao pela Wolbachia em populacoes de insetos
estudado por Turelli e Hoffmann (1991) foi eficientemente modelado por uma equagao de
tipo integro em diferencas'? e por outro lado, superando as dificuldades de adaptacdao do
modelo continuo de Wang, Kot e Neubert (2002) e Yu e Yuan (2012) ao caso discreto, os

investigadores adaptaram modelos integro-diferenciais a dinamicas populacionais.

Na secao de aplicacoes desta tese, depois de alguns exemplos abstratos, na esteira
dos dois trabalhos referidos acima, adaptamos o nosso método a equagoes integro-em
diferencas para obter resultados complementares. Provamos que, em funcao dos parametros
dos modelos e do tipo de perturbagoes, podemos conhecer propriedades topologicas
do conjunto soluc¢ao, podemos estabelecer a existéncia/unicidade de solugoes limitadas,

ergodicas, pseudo-quase periddicas e pseudo S-assintoticamente w-periddicas.

Esta tese esta dividida em seis capitulos. Este primeiro capitulo de introducao; um
segundo, intitulado Preliminares, onde temos por objetivo tornar o conteido relativamente
autocontido, recordamos ai algumas defini¢oes e propriedades das ferramentas matematicas
de Analise Funcional usadas ao longo da tese, por exemplo os teoremas de ponto fixo
e critérios de compacidade, revemos propriedades dos espagos de sequéncias, definimos
espagos de fase, apresentamos elementos da teoria das EDVs e demonstramos algumas
propriedades da solugao fundamental, para completar este capitulo estudaremos alguns
critérios de compacidade uteis para lidar com perturbagoes de tipo nao Lipschitziano; nos
capitulos seguintes, Solucoes limitadas e Solucoes periddicas e ergddicas, apresentamos
os resultados centrais e desenvolvemos as ferramentas matematicas que aplicaremos no
capitulo seguinte, Aplicagcdes, onde apresentaremos um conjunto de aplica¢des do nosso
método ao mundo real. A tese conclui com um capitulo de Conclusoes e follow-up. Os

resultados estabelecidos nos capitulos trés, quatro e cinco podem ser encontrados no artigo
(BERNARDO; CUEVAS; SOTO, 2018).

Como parte do projeto de elaboracao desta tese foram feitas trés apresentagoes
publicas em eventos cientificos internacionais: 3° Workshop de Ecuaciones de Evolucion
y Aplicaciones, Universidad de la Frontera, Temuco, Chile, 7-9 de junho, 2017; XXI
International Symposium on Mathematical Methods Applied to the Sciences (XXI SIM-
MAC), Universidad de Costa Rica, San Jose, Costa Rica, 27 de fevereiro - 2 de margo,
(BERNARDO; CUEVAS; SOTO, 2018, XXI SIMMAC, fevereiro 27 - mar¢o 2) e Seventh

11

Além destas duas aplicagoes apresentamos ainda um exemplo de teoria de controle que tem sido
utilizado na literatura para comunicagdo de canais digitais.

12O modelo de Turelli-Hoffmann é um caso particular da abstracdo do nosso modelo com equacdes de
tipo Volterra.
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Conference on Finite Difference Methods: Theory and Applications (F- DM /18), University
of Ruse, Lozenetz, Bulgaria, 12-16 de Junho, 2018 (BERNARDO; CUEVAS; SOTO, 2018,

FDM: T&A’2018, junho 11 - 16).
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢es e propriedades das ferramentas matemati-
cas de Anélise Funcional que usamos ao longo deste trabalho. O objetivo é que o contetido

seja o0 mais autocontido possivel.
CardE é o nimero de elementos de qualquer conjunto finito F.

N, Z_, Z*, Z, R e C, representam, respectivamente, os conjuntos dos ntimeros
naturais, niimeros inteiros nao positivos, niimeros inteiros nao negativos, niimeros reais e

numeros complexos.

X5+ lx) e (Y; ]| - ||y) sao espagos de Banach sobre R ou sobre C. Bs(X) C X, é a

bola fechada de centro em 0 e raio > 0. (L(X; Y); |- |l L(X;Y)) representa o espaco vetorial
dos operadores lineares continuos definidos de X em Y, com a norma natural || - || .y €
£(X) = £(X; X).

2.1 Teoremas do ponto fixo

Esta secao contém alguns resultados sobre ponto fixo que sao ferramentas essenciais para
a nossa exposigao. Para uma compreensao mais profunda do tema sugerimos (AGARWAL;
MEEHAN; O'REGAN, 2001), (GOEBEL; KIRK, 1990) e (GRANAS; DUGUNDJI, 2013).

Definicao 2.1.1. Sejam (X; dx) e (Y; dy> espacos métricos. Uma aplicagdo f : X —
Y diz-se Lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que para todo z;,z, € X
dy(f(xg), f(acl)) < Ldx(xs, x1). Se L < 1 entdo f diz-se uma contragao.

Definicao 2.1.2. Uma fun¢ao f : X — X tem um ponto fixo xg € X se e somente se

f(ﬂﬁo) = Zo-

Teorema 2.1.1. ' (Principio da contragio de Banach). Seja X um espago métrico completo

e f: X —= X uma contracao, entdao f tem um unico ponto fizo.

Teorema 2.1.2. (Principio dos iterados). Seja X um espago métrico completo e f : X — X
uma fungdo continua. Se para algum m € N, f™ é uma contragdo, entio f tem um unico

ponto fixo.

Teorema 2.1.3. 2 ( Teorema de Schauder). Seja C' um subconjunto fechado e convexo de
um espaco normado E. Entdo toda aplicagdo compacta e continua f : C — C tem pelo

menos um ponto fizo em C.

Para mais informacao sobre Banach siga o link Banach, Stefan.

2 Para mais informacdo sobre Schauder siga o link Schauder, Juliusz Pawel.



https://mathscinet.ams.org/mathscinet/MRAuthorID/30300
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/MRAuthorID/155675
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Teorema 2.1.4. 3 (Alternativa de Leray-Schauder). Sejam C' C X um subconjunto fechado
e convexo de um espago de Banach X e f: C — C uma fungdo completamente continua.
Entdo, ou [ possui um ponto fizo em C ou o conjunto {x € C: v =~f(z), 0 <y <1} é

ilimitado.

2.2 Espacos de sequéncias

Descrevamos agora alguns espagos com que iremos trabalhar. Uma abordagem mais
detalhada pode ser encontrada no Capitulo 4 e na Secao 11.3 do livro (BREZIS, 2010).
Comecamos pelos espacos 7, 1 < p < +4o00. Estes espagos sao casos particulares dos

espagos LP para a medida de contagem. i. e., u(E) = CardE.

Sejam (X; || - ||x) um espago de Banach e 1 < p < 400 definimos

PEn) = {usz % 3 (Ul <-+oof

n=—oo
equipado com a norma

+o0 %
lulloasn) = ( S ||u<n>||§) .

(>°(Z;X) denota o espaco de todas as sequéncias limitadas de Z em X equipado com a

norma || - [|g(z:x) definida por
[lutllee @iy = sup [Ju(n)]]x.
nez

Co(Z;X) é o espago de todas as sequéncias u : Z — X que tendem para 0 quando n — 400

equipado com a mesma norma de (>°(Z;X) .

Finalmente, dada uma funcdo h : Z — [1,+o0o[ tal que h(n) — +oo quando
n — Fo00, definimos
0 ZX = N Z X : l M —
ACY {5 T e R Of

equipado com a norma

— o @]
6l =32 S5y

Todos estes espacos sdo espagos de Banach e em particular C}(Z;X) é isometricamente
isomorfo a Cy(Z; X).

2.2.1 Desigualdades de Hoélder e Young

Proposigao 2.2.1. (Desigualdade de Hélder *) Sejam u, v sequéncias em (P(Z;C) e
V1(Z; C), respectivamente, com 1 < p,q < 400 tais que % + % = 1. Entdo o produto u.v €

Para mais informagdo sobre Leray siga o link Leray, Jean.

4 Para mais informacdo sobre Holder siga o link Hélder, Otto.
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somavel e temos
||U-U||41(Z;C) < ||U||zp(z;(C)~||U||eq(z;<C)'

Observagao 2.2.1. Duas generalizacoes da Desigualdade de Holder sao as seguintes:

e Sejam u e v sequéncias em ¢?(Z; C) e (1(Z; C), respectivamente, com 1 < p, ¢ < 400

tais que % + % = % Entao u.v pertence a " (Z;C) e temos
HU'UHE’“(Z;C) < "UH@(Z;C)-HU’M(Z;Cﬁ

e Sejam u, v e w sequéncias em (?(Z; C), (4(Z;C) e {"(Z;C), respectivamente, com

1 <p,q,r <-+oo tais que % + % + % = 1. Entao u.v.w pertence a £!(Z;C) e temos

||U'U‘wH21(Z;C) < Hu||£p(z;(c)“|U||€q(Z;(C)'||wHZT(Z;(C)'

Definicao 2.2.1. Dadas duas sequéncias, u e v, definidas de Z em C, definimos a convo-
lugao u * v como sendo a sequéncia

n

(wxv)(n)= > uln—j)v(j)

j=—o0

se esta soma estiver bem definida.

Proposigao 2.2.2. (Desigualdade de Young ® para convolugdes) Sejam u e v duas sequén-
cias em (P(Z; C) e L1(Z; C), respectivamente, com 1 < p,q,r < 400 tais que %—i—% =1+ %

Entao a convolugdo u* v pertence a €"(Z;C) e temos
|| * U“gr(z;@) < ||u||ZP(Z;C)'||U||Z¢1(Z;<C)'

~ z ~ PPN . . . / /
Demonstracao. Incluimos a demonstragao por conveniéncia do leitor. Sejam p e ¢ os

expoentes conjugados de p e ¢, respectivamente. Temos

AL T R A R B
p q r r q rop

Entao

[(usv) (n)] < z [u(n — §)|-lv(j)|

= 3 Jutn— ) Jutn = PG )
< z (utn = )P Juln — ) o)
< 3 (jutn =PRI (jut = ) (0G)17)”
< % (jun= PG (lutn— )P)7 (e I)

®  Para mais informacdo sobre Young siga o link Young, William Henry.



https://web.archive.org/web/20051215093739/http://sca.lib.liv.ac.uk/collections/archive/young.htm
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Aplicando a segunda generalizagdo da Desigualdade de Holder temos

(sv) ()] < (f (|u<n—j>\p.rv<j>rq))r-< > (\u(n—j)P))q'.(me (\vw))#

j:—oo j:—OO

l
< (ZOO (|u<n—j>|p.|v<j>|q))T.||u||§i<z;@'||v||£;(z;@-
=,
De onde
(@so) @ < lullpe lbllite 3o lutm— Dl
=,
Logo

S lweml < Y (||unm>r|vr|z;&;@f \u(n—j>rp.\v<j>V)

n=-—00 n=—00 j=—o00

< lullp ziey gz Z Z u(n = )" l(5)]*
n=—00 j=—00
< Nullp@ze)10leze) Z Z u(n = )" Jo()*
Jj=—00 N=—00
B +00 +oo
= |[ullp Z(C)Hvl‘eq(%;(C) Z ()] Z lu(n — j)|°
jzfoo n=—oo
= HUH@ (z;C) HUHZ«:(%;Q‘|U‘|zq(z;<C)||UH§p(Z;<C)
= ||“||ep(z;«:)-||v|‘2q(z;(:)'
O que implica HU*UHET(Z;C) < ||U||ep(z;<C)-||U||eq(z;<C)- N

2.3 Espaco de fase

Murakami (1997) foi o primeiro autor a considerar espagos de fase para estudar propriedades
qualitativas das equagoes funcionais em diferengas. Em (MURAKAMI, 1997) obteve
condic¢oes para a existéncia de solugoes limitadas e uma decomposicao do espaco de fase
em soma direta de subespacos fechados. De seguida Elaydi, Murakami e Kamiyama (1999)
estudaram a equivaléncia entre as solugoes limitadas de um sistema de EDVs homogéneo

e a sua perturbacao.

Nesta Segao usaremos a terminologia e a notagao seguida por Murakami (1997).
Como em (MATSUNAGA; MURAKAMI, 2005; MURAKAMI, 1997) definimos espago de
fase B axiomaticamente. Precisando, B denota um espaco vetorial de sequéncias definidas
em Z_, com valores em X, equipado com uma norma denotada por || - ||z tal que (B, || ||s)

é um espaco de Banach e valem os seguintes axiomas:
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Axioma 2.3.1 (PS1). Existem, uma constante positiva J e sequéncias nao negativas N (-)
e M(-) definidas em Z, com a seguinte propriedade. Se = : Z — X é uma sequéncia tal

que z,, € B, m € Z, entao para todo n > m, n € 7Z, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Tn € B;
(i) [lz(n)llx < Jl[2nlls;
(i) [lzalls < N(n —m) max ||lz(2)[[x + M(n —m)||zmnl]s.

Axioma 2.3.2 (PS2). Se (¢"), oy ¢ uma sequéncia em B, uniformemente limitada que

converge pontualmente para ¢, entdo ¢ € B e ||¢™ — ¢||z — 0 quando n — +o0.

Observagao 2.3.1. De (PS2) temos que ¢*°(Z_;X) estd continuamente incluido em
B. A partir daqui, p > 0, denota uma constante tal que ||p||lz < pl||¢|lo para todo
0 € (°(Z_;X).

Exemplo 2.3.1. Seja v > 0. Definimos B7(X) como sendo o espago de todas as sequéncias

¢ Z_ — X tais que sup |p(i)|e” < +oo equipado com a norma ||¢||sx) = sup |p(i)]e”".
' i€’

1€l _

Este espago satisfaz os axiomas (PS1) e (PS2) (ver (CASTRO et al., 2014)).

Exemplo 2.3.2. Sejal < p < +oo e g:Z_ — R uma sequéncia positiva tal que
0
> g(i) < 400 e g(0) > 0.
Definimos Sg(X) como sendo o espaco de todas as sequéncias ¢ : Z_ — X tais que
0
2 le(@Pg() < +oo,

equipado com a norma

i=—00

el szee = ( > Iso(i)l”g(i))p.

A partir do exemplo 2.1 de Castro et al. (2014), SP(X) é um espaco de fase.

2.4 Solucao fundamental

De seguida apresentamos uma das ferramentas fundamentais para obtermos os nossos

resultados. Esta ferramenta permite, em certas condigoes, caracterizar uma solucao da
EDV em estudo.

Cuevas, Henriquez e Lizama (2012) provaram que, dadas certas condigoes de

limitagao, se pode conhecer explicitamente a solugao da equacao linear em diferencas de
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Volterra:
u(n+1)=X Y aln—ju(j) + f(n), n€Z, (2.4.1)
Jj=—00
onde A é um nimero complexo, a : ZT — C é uma sequéncia somdvel e f : Z — X é uma

sequéncia. A abordagem dos autores citados é a seguinte.

Dado A € C, seja s(\, k) € C a solugdo da equagao em diferengas
k
s\k+1)=Xx> alk—7)s(\j), k=0,1,2,...,n,..., s(),0)=1. (2.4.2)
5=0

Neste caso s(A, k) chama-se solucio fundamental® da equagdo (2.4.1) gerada por af(-).

Definamos o conjunto

+00
Qs :={AeC: s\ )| =D [s(\ k)| < +o0}.
k=0
Sob certas condigdes o conjunto €2, contém uma bola centrada na origem. A saber, temos
o seguinte resultado provado em (DANTAS, 2013, Proposi¢ao 3.1.1).

Teorema 2.4.1. Assuma que M >0, c € (0,1) e seja a(n) uma sequéncia complexa tal
que |a(n)| < Mc™, para todo n € Z*. Entdo o interior da bola B%((C) estd contido em
Q.

Demonstracao. Incluimos a demonstracdo por conveniéncia do leitor. Consideremos a
equagao
vin+1) = MY " Fo(k), n>0

v(0) = 1 kZO

Prova-se por inducao que v(n + 1) = M|A[(M|A| + ¢)", n > 0. De fato, como v(1) = M|)|,

para n = 0 o resultado ¢é valido. Dado n € N, suponhamos que o resultado vale para

m < n, entao:
on+1) = MAY " Fo(k)
k=0

= MY @ FMA(MA] + o)

k=0
= M| (" + " M|+ "2 MIA[(MA] + ¢)

oo MM + )" + MIA(MA] + )" )
= MN(MN + o)™

6 O Teorema 2.4.2 e a igualdade (3.1.9) clarificam o porqué de usarmos esta terminologia.
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Temos que |s(A,0)] = 1 = v(0). Dado n € N, supondo por hipétese de indugao que
|s(A, k)| < v(k), para todo k < n, entdo:

sOun 1) < wi) la(n — )lo())

= M)\ic”_jv(j)

=0
= v(n+1).

Isto é |[s(\,n+ 1)] < M|X(MI|N + ¢)", para todo n € Z*. Logo s(A,-) é somével para
todos os valores de \ tais que |M A + ¢| < 1. Se A pertence ao interior da bola B%((C)
entdo [\ < 1=¢, daf [MA] + ¢ < 1, logo [MX + ¢| < 1. O que conclui a prova. O

Exemplo 2.4.1. Seja a(k) = pFe P, aplicando a transformada-Z & equacio 2.4.2 obtemos

2 Z[s(\ k)] — s()\, 0)z = AZ[p"e ¥ Z[s(\, k)]

sz s\ k) — 2= )\?WZ[S(A, k)]
SZls0) = f’f;_p)
S Z[s(0 k)] = : pe’”

2= (A+pe?)  z—(Atpe?)
& Zs(O0k)] = Z[(A+pe )] = peZ[(A+pe?) ).

Aplicando a transformada inversa obtemos
k—
sV = A +pe) L k>

de onde
D(—pe 1) ={2€C: |z+pe?| <1} C Q..

O préximo teorema, publicado em (CUEVAS et al., 2013, Teorema 2.1), é uma
aplicacao direta da solugao fundamental e mostra a utilidade desta ferramenta. Mostra
em particular como, a partir da solucao fundamental, podemos deduzir uma expressao
para a solugao da EDV (2.4.1) e estimar a sua norma de forma muito eficiente. Por razdes

didaticas e de exposi¢ao transcrevemos parcialmente a demonstracao.

Teorema 2.4.2. Seja A € Q. Entdo para cada f € (P(Z;X) a equagio (2.4.1) tem uma
unica solugao em (P(Z;X) dada por

n

uln+1)= > s(A,n—j)f(j), n €L (2.4.3)

j=—o0

A solugio u(n) satisfaz u € 0P (Z;X) para todo 1 < p < p' < +oo e vale a sequinte

estimativa:
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||l ‘Ep’(Z;X)

Em particular para p = +o0o, temos ||ul|

Demonstragao.

n

A Z a(n — j)u

j=—00

< ls(A )l *

1-1+4

s N8z
I s

< [Js(A

HE_: s(A\n—71)f(7)
3 sn = 7)7() = f(n)
u(n+1) - ()

de onde u é solugao de (2.4.1). A unicidade deriva do seguinte argumento: todas as solugdes

limitadas de (2.4.1) sdo dadas por (2.4.3). De fato seja u uma solucao limitada satisfazendo

(2.4.1), obtemos

j_ioosu,n—m(j) - é@
s
_ é"zio
_ jg@

{=—00

= u(n+1).

s(A,n—j) (u(] +1)—

n

A a(j—f)U(f))

f=—00

sn—Hu@+1) =X D> > ali—0s(An—ju)
Jj=—00f=—00

An+1=uG) =X > > ali—Os(A\n+1-ju)
l=—00 j=I

n

s(Ahn+1—=ju()— > ( Z a(n — 0 —j)s (A,j)U(ﬁ))

l=—00

n

sAn+1=0ul)— > s(An+1—~u(l)

{=—00

Logo, u satisfaz (2.4.3) e temos a unicidade. Finalmente, porque conhecemos uma expressao

explicita para u(n)

7, obtemos daf a estimativa para as normas em (7 (Z; X) e (*(Z;X) de

u, onde 1 < p < p' < 0. De fato sejam p e g expoentes conjugados, de (2.4.1) e aplicando

Toun+1) =30 s\ =) f()-
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a desigualdade de Holder temos

/

lu(m)lly < [ls(A ||f(Z| (A —=1=5)[f( )||p)p

j=—00

< ls(h, )||1 150 Mool L ooz ("Z [s(A\n =1 =J)IIf( )Ilp)

j=—00
de onde
/ +OO
Bl ey < NSO SO Il O )||1<_Z ||f<n>||§z)-
Portanto

+

e

1 1
lullg 2y = NSO 1O el f 1l zx)-

2.5 Compacidade

Em situacoes concretas de nao linearidade aparecem operadores compactos associados.
Precisamos assim de construir bons critérios de compacidade no espaco envolvido no

problema de evolucao estudado. Nesta tese nos trabalhamos com critérios nos espacos
°(2;X), Co(Z; X) e CR(Z; X).

Apresentamos a seguir dois teoremas tteis usados na demonstracao dos resultados

desta Segao.

Teorema 2.5.1. 8 (Eberlein-Schmulyan) Um espago de Banach X é reflexivo se e somente
se € localmente sequencialmente fracamente compacto; isto €, X € reflexivo se e somente
se toda a sequéncia em X fortemente limitada contém uma subsequéncia que converge

fracamente para um elemento de X.

Teorema 2.5.2. ? Seja X um espago de Banach e {x,} uma sequéncia em X

i) Se {x,} converge fortemente para x entdo {x,} converge fracamente para x mas a

proposicao conversa ¢ falsa;

ii) Se {x,} converge fracamente para x entdo {x,} € limitada e em particular ||z|| <

liminf, o0 |2l

8 (YOSIDA, 1995, Cap. V, Ap 4). Para mais informacao sobre William Frederick Eberlein siga o link
Eberlein, William F. e sobre Vitold L’vovich Schmulyan siga o link Schmulyan, Vitold L..

9 (YOSIDA, 1995, Teorema 1, Capitulo V). Para mais informagio sobre Késaku Yosida siga o link
Yosida, Kosaku.
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2.5.1 Critério de compacidade em /?

Para obter o Teorema 3.1.4 precisamos ter um conhecimento detalhado dos conjuntos
relativamente compactos do espago de Banach de todas as sequéncias ¢P-limitadas definidas

de Z em X. Temos o seguinte critério de compacidade em ¢7.

Teorema 2.5.3. Um subconjunto 8§ de (P(Z;X) (1 < p < +o0) € relativamente compacto

em (P(Z;X) se e somente se

(I) O conjunto H,(8) = {&(n) : £ € 8} é relativamente compacto em X para todo
n e Z;

hm > €)% = 0 uniformemente em & € 8.
\ [>T

Observagao 2.5.1. Usando uma terminologia similar a de Simon (1987), (I) é chamado

o critério espacial (discreto) e (II) é chamado critério temporal (discreto).

Observagao 2.5.2. O critério (II) pode ser expresso como:
Ve >0, 3T tal que: V& € 8,VT > Ty, temos que »_ [|E(n)|[g <e.

[n|>T

Observacgao 2.5.3. Podemos verificar que as condigoes (I) e (IT) nos permitem concluir
que 8 é limitado em (?(Z;X).

Observagao 2.5.4 (Optimalidade). A restrigdo p < +00 é necessaria. De fato, fixado
x € X — {0}, o conjunto § = {¢} dado por £(n) = (1 + (—1)")z, n € Z, é compacto em
[°(Z; X) e nao satisfaz (IT).

Demonstragio do Teorema 2.5.3. (i) Assumamos que 8 é um subconjunto relativamente
compacto de 7(Z;X) (1 < p < +00). A aplicacdo & — £(j) é continua de (?(Z;X) em
X, entdo o critério espacial (discreto) é satisfeito. Como 8 é relativamente compacto em
(?(Z;X), entao para todo € > 0, existe um subconjunto finito {&; : 1 <1i < ¢} de 8 tal que:

e \7r
Ve es, I& tal que |€ — &l < (QPH) . (2.5.4)

Por outro lado, existe um nimero T suficientemente grande tal que

€
max > [|G(n)ll; < TS (2.5.5)

- Inl>T

Levando em consideracao (2.5.4) e (2.5.5) temos que ¢é valida a condicao (II), a partir da

seguinte estimativa para 7" definido como (2.5.5):

> lEmIE < 27 > [iEn iz +2" > [l&(n)lk

[n|>T [n|>T [n|>T

< 26— fz”fp(zx+2p{2a<}§|ZT|‘5z n)|[x-
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(ii) Conversamente assumamos que 8 satisfaz (I) e (II). Inicialmente observemos que estas
condicoes implicam que 8 é limitado, isto é, M := 55161183 ||§||ZP(Z;X) < +00. Seja {&} e+ uma
sequéncia em 8. Segue-se de (I), usando um argumento de diagonalizacao!?, a existéncia

jens de {&}yep+ tal que E(n) = jginoo &, (n), para todo n € Z.

Provemos que a sequéncia £ é um elemento de (?(Z;X). Para cada k € Z™,

de uma subsequéncia {@j}

K ,
( > ||€zj(n)||§;) < & llpzz < M-

n=—=k

Fazendo j — 400 obtemos
K ’
> llEmllz | <M.
n=—=k
Como k é arbitrario, mostramos que § € (?(Z;X) e a sua norma nao excede M. Resta

provar que ||§gj — 0 as j — +o00. Isso segue-se da seguinte estimativa:

- €| |gp(Z;x)

16, — iz < 22 1&g () = €M+ X 116, (n) — €I

In|<T [n|>T
< D0 () =& +27 D0 g, (g +27 > [lEm)]l
[n|<T |n|>T [n|>T

Agora, usando a condigao (II) e o fato que ¢ € ¢?(Z; X) concluimos a prova do Teorema
2.5.3. [

2.5.2 Compacidade parcial

Nesta Segao a questao é caracterizar os conjuntos que sao limitados em (7(7Z; X) e sao
compactos em (P(Z; X) para todo ¢ < p < 4+00. Esta propriedade é chamada compacidade
parcial'* uma vez que a compacidade nio se obtém para todas as ordens p para as quais o

conjunto ¢ limitado.

Teorema 2.5.4. Seja 8§ um conjunto limitado em (1(Z;X) (1 < ¢ < +00). Entao 8§ €
relativamente compacto em (P(Z; X) para todo g < p < +0oo se e somente se (1) e a sequinte

condigcdo sao satisfeitas:

(IT*) lim sup |[[¢(n)]| =0 wuniformemente em & € S.
T=+400 >

Observagao 2.5.5. Nao é dificil ver que a condi¢ao (IT*) nao implica a condigao (IT).

Um exemplo concreto é o conjunto singular § = {£} dado por £(n) = \n\_%

10 Comecando por n = 0, existe uma subsequéncia {¢k}kez+ de {&} ez tal que £(0) = limy—, o0 1 (0),

tome-se &, = ¢o; de seguida para n = 1, existe uma subsequéncia {wk}kez+ de {¢r}pez+ tal que
&(1) = limg—y oo ¥ (1), tome-se &, = 11; para n = 2, existe uma subsequéncia {ek}kEZ+ de {¥n}pezt
tal que £(2) = limg_, oo 05 (2), tome-se &, = 05 e assim sucessivamente.

11 A terminologia "compacidade parcial'é devida a (SIMON, 1987) onde o autor caracteriza os conjuntos
que sdo limitados em L%(0,7;X) e compactos em LP(0,7;X) com p < ¢ (X é um espago de Banach).
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Observagio 2.5.6. Com a hipétese do Teorema 2.5.4, o fecho 8 de 8 em (7(Z; X) est4
contido e é limitado em ¢7(7Z; X). De fato, seja & € $ e denote-se por ¢ uma cota superior
de 8 em (?(Z;X), existe uma sequéncia {&,},, tal que [|&l 0z < c € & — § em (P(Z;X).
Fazendo agora u,(7) = |[{a(7)|[x, temos que u, € (Y(Z) e |[un|lpz < c. Como (4(Z)
é um espaco reflexivo, segue-se que existe, pelo Teorema de Eberlein-Schmulyan, uma
subsequéncia {un]. }j de {u,}, que converge fracamente para um elemento u de (¢(Z).
Usando o Teorema do livro de Yosida enunciado na Se¢ao 2.5, [|ul[ ) < ¢. Como u,; — u
fracamente e &, — £ converge em norma em ¢?(Z; X) inferimos que u(7) = ||{(7)||x para

todo 7 € Z. Isto implica claramente que § € (4(Z; X) e |[¢][y0(zx) < ¢

A préxima observagao é inspirada numa observagao de Simon enunciada antes de

(SIMON, 1987, Observagao 4.2).

Observagao 2.5.7 (Optimalidade do Teorema 2.5.4). Verifiquemos que a compaci-
dade parcial ndo implica a compacidade limite. De fato, observemos que ha subconjuntos
limitados de 8§ em (%(Z; X) que sao relativamente compactos em ¢?(Z; X) para todo ¢ < p

mas nao para ¢ = p. Logo a desigualdade estrita ¢ < p é necessaria no Teorema 2.5.4.

Demonstragio. Seja b elemento de X, b # 0 e seja p € C°(R)2?, ¢ =0 forade | — T, T

e ¢ # 0. Para todo o inteiro n, n > 1, definimos a funcao g,, : Z — X como sendo

m+1 t a7
Gnq(m) = nflfb</ © <>'dt)q. Fazendo agora 8§ := {g,,: n > 1}, mostraremos
m n

mais abaixo que 8§ é um subconjunto limitado de ¢4(Z; X). De fato podemos deduzir da

definicao de ¢, 4 que

—+00

1
_1 m+1 t q 1
lanallos = 074k 55 [ fo (5)] @) = Ioldieline, 250

portanto a nossa assercao esta provada'®.

O préximo passo é mostrar que 8 nao é relativamente compacto em (%(Z;X).

Inicialmente podemos deduzir que

=

Q=
S =

_1 = m+l t 7\ ” 1
lgnalloc =m0l 32 ([ e (5)|4)") < (5)

m=—00

1
b po .
bllellel 7y

(2.5.7)

Estamos prontos para provar a nossa assercao. Argumentaremos da seguinte forma:

se assumirmos que existe uma subsequéncia {gm 4}, de {gnq}, tal que g, — g quando

12
13

Infinitamente derivavel.
A equagdo (2.5.6) terd um papel chave na demonstragao do fato que 8§ ndo é relativamente compacto
em ((Z;X).
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1
m — +oo em (*(Z; X); mas [|g]|pzx) = [[bllxll@llf1g) © que é claramente impossivel

porque g = 0 (a partir da convergéncia em (*(Z; X) e de (2.5.7) ).

Um argumento envolvendo o Teorema 2.5.4 prova que o conjunto & é relativamente
compacto em (P(Z;X). Podemos afirmar que o critério espacial (discreto) (I) é satisfeito
porque existe r > 0 tal que 3,,,(8) C {ub : |u| < r} que é compacto em X para todo
m € Z.

Se g < p para provar a condigao (II) primeiro usemos o fato de que ¢, , — 0
quando n — +oo em (*(Z;X) (ver (2.5.7)). Dal para todo € > 0 existe ny € N tal que

para cada n > ng
U [lgng(m)] | < . (2.5.8)
meZ

Como g, , € (P(Z;X) existe um nimero 1" suficientemente grande tal que

sup ||gn,q(m)||x <e 1< n<ng (259)
|m|>T

Pelas desigualdades (2.5.8) e (2.5.9) temos que Tlirf Sup ||gn,q(m)||x = 0 uniformemente
 |m|>T
em n. Observemos que para p = ¢ a condicdo (II) ndo é satisfeita uma vez que g, , - 0

quando n — 4o00. Isto termina a demonstracao da Observacao 2.5.7. O

De acordo com um critério de compacidade de Cuevas e Pinto (2003), temos o

seguinte resultado.

Lema 2.5.1. Seja F um subconjunto de Co(Z;X). Entdo F € relativamente compacto em

Co(Z;X) se e somente se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(Col) O conjunto H,(F) = {u(n) : u € F} € relativamente compacto em X para todo
n ez,
(Co2) O conjunto F € equiconvergente em +o0o, isto €, para todo € > 0 existe T > 0 tal que

[|u(n)||x < € para todo |n| > T e todo v e JF.

Demonstragio do Teorema 2.5.4. Assumamos que 8 satisfaz as condigoes (I) e (IT*). A

compacidade relativa sera obtida em trés passos.

Primeiro passo: Provaremos que M,,(8) C Cy(Z;X), onde M,, é o conjunto das fungoes

em meédia, discretas.

Para £ € 8 fixemos um m € Z* e a funcdo em média discreta 4 M,,¢ : Z — X seja
definida por
n+m

(M) (0) = —— 3 £0)).

4 M, € é a versdo discreta da fungio média a direita (ver (SIMON, 1987)).
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Segue-se de um calculo simples que

3=

(408 e < 2y S 1) Hx_(nfug H”) (25,10

Atendendo a (2.5.10) notamos que M,,& pode ser estimada como:

j=—o00

(M) ()]l < min (Zus H”) (nzmus H”)p | (2.5.11)

Voltando as limitagoes (2.5.11) podemos concluir que limy,|—, o0 (Mn&) (n) = 0, 0 que
significa que M, € Cy(Z;X) , desta forma temos M, (8) C Cy(Z;X).

Segundo passo: O conjunto M, (8) é relativamente compacto em Cy(Z; X).

Observamos que pela condigao (I), o conjunto M,, (8) satisfaz (Cp1) do Lema 2.5.1.
Por (IT*) vemos que M,, (8) é equiconvergente em +oo. De fato isso segue-se da seguinte

estimativa para um 7' grande o suficiente
1§(n) + ... +&n+m)lly < (m+1) SF%HS(Z)HX <6
>

uniformemente em £ € 8. Estamos agora em condicoes para aplicar o critério de compaci-

dade em Cy(Z; X). Isso leva a que M, (8) seja relativamente compacto em Cy(Z; X).

Terceiro passo: 8 é relativamente compacto em (P(Z; X).

Por um argumento de interpolagao vemos que M,, (8) é relativamente compacto em
(?(Z;X). Daremos os detalhes desse argumento. Observamos que o espago (EP(Z; X001 p)
¢ um espago de classe § =1 — I com respeito a (KQ(Z;X), IE Hq> e (Co(Z;X), ] - ||.), ou
seja Hfuep(zx < ngeq 7:;X) HgHZoo(Z;X)a ¢ € 11(Z;X). De fato

p q—p
111 z:x) 111 z:x) (||§Hep(z;x)) (Hf“zw(z;x)) -1

LD g NElnallElntzzy  \Ellaen ) \ Tl

Como 8 é limitado em (%(Z; X), temos que M,,(8) é limitado em ¢4(Z;X). De fato isso

segue diretamente da desigualdade
HMmeeq(z;X) < ngeq(z;}g)? for all £ € ¢4(Z; X). (2.5.12)

Sejam ¢’ e ¢ expoentes conjugados. Iremos obter (2.5.12) a partir das seguintes estimativas:

¥ 06O < ot Y (nfnf ||X)

n=—oo n=—oo

(m+1/m —+00

< (m_i_quZHg]"i‘nHX

j=0n=—o00

(m+ 1) /+1

WH& |Zq(Z;X)'
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Agora tendo em conta que M, (8) é relativamente compacto em Cy(Z; X). Obtemos a
partir do Lema 10 de Simon (1987) que M,, (8) é um conjunto relativamente compacto
contido em (?(Z;X) para todo m € Z*. Em particular isto leva a que M, (8) = 8 seja

relativamente compacto em (?(Z; X).

Conversamente assumamos que 8 é um conjunto relativamente compacto de 7(Z; X),
de (i) da demonstragao do Teorema 2.5.3, a condicao (I) vale. Por outro lado, para € > 0

existe um subconjunto finito 8. = {&; : 1 <7 <[} de 8 tal que
VE € 8,3& € S tal que [|€ — &gy < % (2.5.13)

Existe um ntmero 7', suficientemente grande tal que

€

max sup |[&(n)]]g < (2.5.14)

1<l | > T 2

Usando (2.5.13) e (2.5.14) temos que é valida a condigao (II) tendo em conta a seguinte

estimativa:
sup [[{(n)|lx < sup [[€(n) — &(n)]lx + sup [1€:(n)]lx
[n|>T [n|>T In|
< |[€- 5¢||ew(Z;X) + {r<1a<xl|8}1p Hfz( ) x
< 116 = &llogaan + a3 s Nl
Isto termina a prova do Teorema 2.5.4. O

2.5.3 Critério de compacidade em C}

Seja h : Z — RT uma fungao tal que h(n) > 1 para todo n € Z, e h(n) — +oo quando

|n| — +o00. Consideremos o espaco

C’,?(Z;X)z{{:Z—)X: lim & >HX—O}

equipado com a norma

[1€(n)]Ix
€M, = o (2.5.15)

E evidente que CY(Z;X) é um espaco de Banach isometricamente isomorfo ao espago

Teorema 2.5.5. (AGARWAL; CUEVAS; DANTAS, 2013) Um subconjunto 8 de CY(Z;X)

¢ relativamente compacto se e somente se valem as sequintes condicoes:

(RC1) O conjunto H"(8) = {% Cou € 8} ¢ relativamente compacto em X para todo
nel;

(RC2) 8§ ¢ equiconvergente em peso em +00, isto é, para todo € > 0, existe T > 0 tal que
[|u(n)||lx < €h(n), para todo |n| > T e todo u € 8.
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3 SOLUCOES LIMITADAS

Seja X um espaco de Banach arbitrario. Consideremos aqui a equacao semi-linear em

diferengas de Volterra em X (ver por exemplo o artigo de Castro et al. (2014)):

z(n+1)=X Y aln—j)z(j) + g(n,z), n €Z, (3.0.1)
j=—o00

onde A é um nimero complexo, a(n) é uma sequéncia em C, soméavel e g uma fungao
apropriada. Equagdes como (3.0.1) tém uma grande variedade de aplicagoes. Por exemplo o
artigo de Castro et al. (2014) investiga a existéncia de solugoes discretas quase automorficas,
e os autores também estudam o comportamento assintético das solugoes. Em (CUEVAS
et al., 2013) os autores tratam as propriedades de limitagdo em [P para equagoes do tipo
(3.0.1). Foram levados em consideracao os efeitos de diferentes formas de crescimento do
termo nao homogéneo g e em consequéncia a unicidade da solucao nao pode ser garantida.
Em (CUEVAS; CHOQUEHUANCA; SOTO, 2014) os autores lidam com o comportamento

assintético, a continuidade e a compacidade das solugoes para equagoes do tipo (3.0.1).

No que se segue B é um espago de fase; p é a constante dada na Observagao 2.3.1;
A é um elemento do conjunto admissivel s e s(\, k) é a solugdo fundamental da equagao

(2.4.1) gerada por a(-). Denotamos por ||s(A,-)||; a norma ¢! de s(A, ).

3.1 Propriedades de limitacao em /P

A propriedade de limitacao /? é um topico classico e importante do estudo de EDO,
em particular o estudo da existéncia de solugdes limitadas (p = 00) e solugoes soméveis
(p = 1). De notar que a existéncia de solugdes em [P com p finito nos informa sobre
o comportamento assintotico da solugao, garantindo o seu decaimento para 0. O seu
analogo discreto, equagoes em diferencas, importa esse carater. Para as equagdes em
diferengas com retardo infinito, em (BEREZANSKY; BRAVERMAN;, 2006) os autores
provaram que a estabilidade exponencial é equivalente a P-input, ¢?-estabilidade de estado
(Propriedade de Perron) quando (p,q) # (1,400) e sdo satisfeitas certas condigoes de
limitagdo dos coeficientes. Em (AGARWAL; CUEVAS; FRASSON, 2012) os autores
estudaram a existéncia de solucgoes limitadas no sentido /7 para equacoes funcionais em

diferencas com retardo infinito.

Nesta secao apresentamos os resultados de existéncia e unicidade de solugoes
(P-limitadas que obtivemos para a equagao (3.1.3), em fungdo de vérias perturbagoes.

Comegamos por um resultado que complementa (CUEVAS et al., 2013, Teorema 1.1) e



Capitulo 3. Solugées limitadas 35

que foi comunicado em (BERNARDO; CUEVAS; SOTO, 2018, XXI SIMMAC, fevereiro
27 - margo 2).

Teorema 3.1.1. Sejam p e q expoentes conjugados e f : 7. x B — X uma funcdo que

satisfaz a condicao de Lipschitz:

1f(n, ) — f(n,¥)[lx < L(n)[|9(0) — ¥(0)|[x (3.1.2)

para todo @, € B e para cada n € Z, onde L : Z — R é (9-somdvel e f(-,0) € ((Z;X).
Se [|s(A, )|l L][eazir+y < 1 entdo a equagdo

x(n+1) =2\ Z aln —z(j) + f(n,x,), n €Z, (3.1.3)
j=—o00

tem uma unica solucao ¢P-somduvel.

Demonstragio. Definimos o operator F, no espago ¢7(Z; X), pela expressao

n—1

(Fu)(n) = > s(An—1-j)f(u), (3.1.4)

j==o0

onde u(-) é uma sequéncia ¢P-somavel. O primeiro passo da nossa andlise serd provar que

F estd bem definido. Temos

1 ullamn = 3 fGulk= 3o 17 u) — £G.0) + 76,0l

+oo
< 2 (I1FGw) = FGOl + 176, 0)ll)
J=—00
+o0
< 3 (L)) = Oll + 16, 0)l|x)
< Z L) u()lx + Z [1f (7, 0)]lx
< g1l @z + 117G Ol zix) (3.1.5)
e também
n—1
1 (Fu) ()llx < _Z [s(An =1 =D up)llx
n—1
< [ls e 1560l
j=—00
< s solLf G u)ll 25y
< ls(A )lleo (||L||€q(Z;R+)||u||£P(Z;X) + Hf('vo)Hel(Z;X)> :
Logo

H&rUHew(Z;X) < [s(A )llso (‘|L||EQ(Z;R+)||uHZP(Z;X) + [, O)Hel(z;x)) : (3.1.6)
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Usando (3.1.5) e (3.1.6) temos

||3ru‘|§p(z;X)

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN A

IN

<

Z | (Fu) ()]

Z | (Fu) ()5 1] (Fu) (n)]5
|1 Fulfr= ZX) Z || (Fu) (n)|lx

n=—oo

H?UHEOOZX) Z | Z (A —1—=17) f(,u)llx

n=—00 j=—00

[1Fulfp z:%) Z ZI = 1= )G ui)llx

n=—00 j=—00

[1Ful ety 5 (IO 1 Gl ) (= 1)

n=—oo

n=—oo

||3~u|| ZX)H S LI )||£1(ZX)

[Tl 15O s (1L oz el gy + 11 C )||@<Z;X))
15O (1 gz el oz + 117G Oz )

<15 My (1 oz [l oz + 1 C O )

s (A, )HZIHS( a')H1(|’LHeq(Z;RﬂHUH@(Z;X) + [, )Hel(Z;X))p
5O Lo gy 1l zey + 1O s zey)

[Egtlp= Zx)zos ) (1)) (m)
)
)

e dai obtemos a estimativa

[Fullpzsy < O (1 la@anllellm@m + 176ags) - (31.7)

Pela desigualdade (3.1.7) deduzimos que JF estd bem definido.

O ultimo passo seréd mostrar que F é uma contracao. Sejam u e v elementos de

?(Z;X), temos

| (Fu) (n) =

(Fv) (n)llx = ”]_Zoo s(hn—1=3)(fG.u) = £G.03) Il
< zw 5O — 1= DI Gow) — Gl
< st ->||mj§m 1Gws) — G0l
< "“j_ZmL ) = o0y
<

[[s(A, ')HOOHL||€Q(Z;R+)Hu - UHZP(Z;X)'
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Logo

|Fu — ?U||zoo(z;x) < |Is(A, ')||oo||L||zq(z;R+)||U - UH@(%X)' (3.1.8)

Usando (3.1.8) temos

—+o00

1Fu=Follp@n = 2 1T [0) = GF0) WP
+oo

< 2 [1Eu)(n) = (Fv) (51 (Fw) (n) = (Fv) ()]l
+oo

< [1Fu— Follfm iz 2 1@ () = (Fv) ()l

< |[Fu - ?UHEOO(ZX Z | Z )‘”_1_J>(f(jauj)_f(j7vj))||x
n=—00 j=—00
+oo n—1

< Fu = Tl gy 2 2 s =1 =l Gug) = S G0l
“+o0o

< T = Folliizz 2 (5O IFCw) = FC o)) (= 1)
+o0o

< 1w — Fol [z ; (s 1F ) = Fw)ll) (n)

< 1Fu = Follim iz IO LG w) = FC o)l

< 1T = Foll g SO Ll 1o = Ul

< SO0 S L gz e = ol 18OS L IL o) e = Ol iy

< lsO I s NG g 1 = vz

< lsQ RN zazmen e = vl z)-

Isto significa que

||Fu — rﬂ)“zp(z;X) < [[s(A, ')||1||L||zq(z;ug+)||“ - UH@(%X):
que mostra que F é uma contracao.

Seja u € (P(Z;X) o ponto fixo de F, examinemos em detalhe o fato de que wu(-)
satisfaz a identidade

n

uln+1)= > s(A\n—7)f(jy), n€Z. (3.1.9)

j=—o0
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Temos que

A atn—ul) = A aln— ) ( > s(A,j—l—ﬂf(T,uT))

j:—oo ]Z—OO

= nz_: s(A\n—71)f(1,u,)
- _Xn:s()\,n—T)f(T,UT) f(n,uy)

= uln+1)— f(n,uy,),

de onde u(-) é a solugao da equagao (3.1.3).

Adaptando a demonstracdo do Teorema 2.4.2 podemos verificar igualmente que
todas as solugoes (P-limitadas da equacao (3.1.3) verificam a equagao (3.1.9) e portanto
sao pontos fixos de F. Como F é uma contragao o seu ponto fixo é tinico. Esta completa a

demonstracao do Teorema 3.1.1. O

Observacao 3.1.1. O teorema anterior da-nos uma estimativa a priori para a norma P
da solugao, u(-), de (3.1.3), a saber:

s\ Iy
lullepzix) < 7G5Oz -
PED =1 s Rz o

Demonstracao. De fato, como u = Fu, o resultado deduz-se imediatamente da estimativa

(3.1.7). 0

A préxima observagao foi apresentada e ilustrada com o Exemplo 5.0.2 no Seventh
Conference on Finite Difference Methods: Theory and Applications (FDM'18), Lozenetz,
Bulgaria, 12-16 de Junho, 2018 e é parte da publicacao Bernardo, Cuevas e Soto (2018).

Observacgao 3.1.2. Sob condicoes similares ao Teorema 3.1.1 se substituirmos a condicao

(3.1.2) pela seguinte condigao:

1f () = f(n, ¥)[lx < L(n) ([[9(0) = L(0)[|x + - .. + [le(=1) = ¥(=p)]lx) -
(3.1.10)

E verdadeira a mesma conclusdo do Teorema 3.1.1.
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Teorema 3.1.2. Sejam 1 < p, ¢ < +00 expoentes conjugados. Seja p um elemento de
B tal que p(0) = 0. Seja f: ZT x B — X uma fungao que satisfaz (3.1.2). Se uma das

sequintes condigoes for verdadeira:

(E1) L € (P(Z";RY), f(-,0) € P(Z+:X) e |[s(A, )| Ll|erz+mty < 1.

(E2) L € (4(Z;R"), f(-,0) € ({(ZT;X) e ||s(\, )|1||L||a(z+rey < 1.
Entao o problema

uln+1) = zn: J)+ f(n,u,), ne€Zr, (3.1.11)
7=0

U = @, (3.1.12)

tem uma unica solucao (P-limitada.

Demonstragio. Fazendo (7 := {u € (P(Z*;X) : ug = ¢} é facil ver que este espago é uma
copia isométrica de (P(NT; X), logo pode ser naturalmente visto como um espago métrico

completo. Definimos o operador J no espago £, pela expressao
(Fu)(n+1) = Z .n—7)f(Ju), n>0, (3.1.13)
(Fu)y = ¢, (3.1.14)

onde u € (7. Sejam u e v elementos de (. Sob a condicao (E1) temos
1 (Fw) ()l < > [s(hn =1 =Df{ )l

< 2 lsOun = 1= EODu()lx + 117, 0)llx)
= (s ) (LOu)lx + 17 0)lx)) (= 1),

Adaptando a demonstracio da Proposicao 2.2.2 para esta convolucao!, ¥, também vale
a desigualdade de Young de onde, procedendo como na demonstracao do Teorema 3.1.1

temos:

1Fullzesy < QIR LONO e+ 1O g0
1AM (OO ] gy + 1€l

< s\ )l <||L||ew(Z+;R+)||U||ep(Z+;X) + £, 0)||ep(z+;x))
< st )l (||L||£P(Z+;R+)||u||ZP(Z+;X) + ||f('70)||£P(Z+;X))

Dadas duas sequéncias, u, v, definidas de Z* em C, definimos a convolugao u#%v como sendo a sequéncia

(ukv) (n) = 325 u(n — j) v(j)-

IN

1
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que mostra a boa definicao de F e de

|Fu — ?UHZP(W;X) < ls(A, ')||1||L||ep(z+;R+)||“ - UHep(th)-
deduzimos que F é uma contracdo no espago métrico Eﬁ(Z*; X).
Sob a condigao (E2) obtemos
1Fullzr ) < 15O M (12l lazs o el )+ 1 OMlazez))
|Fu — fﬂb“@(zﬁx) < Is(A, ‘)||1||L||zq(z+;R+)||u - U||ep(z+;x)

e temos o resultado pretendido. O

A préxima observagao é inspirada em Aparcana et al. (2018, Proposigoes 3.1 e 3.2).

Observagao 3.1.3. Seja ¢ € B tal que ¢(0) = 0. Seja f : ZT x B — X uma funcdo que
satisfaz (3.1.2).

(a) (solugdes-limitadas) Fazendo W (g) = sup,,ez+ > o [s(A, 7 — j)|g(j). Suponhamos
que W(L) < 1e W(||f(-,0)]]x) < +o0, entao existe uma tnica solucao limitada,
u(), de (3.1.11)-(3.1.12).

(b) (Solugodes que se anulam no infinito) Supondo que f(-, 0) se anula no infinito, L(n) = L
e ||s(\, -)|]1L < 1, entdo existe uma unica solucao, u(-), de (3.1.11)-(3.1.12) tal que

nl_lgloo u(n) = 0.

Demonstragio. (Item (a)) Fazemos (°(Z7;X) = {u € £>°(Z*;X) : up = p}. Definimos o
operator F no espago £3° por (3.1.13) e (3.1.14). Temos que

Tl oe 2+ ) < WD) |0l 2+ ) + WL, 0)]x),

de onde J esta bem definido. Além disso, para u e v elementos de £ (Z*;X), inferimos
que
||Fv — §U‘|ew(z+;5g) < W(L)||u— UH@OO(ZJF;X)

e isso implica que F é uma contracao. O
Demonstracio. (Item (b)) Introduzimos a seguinte notacao:

CS(Z+;X) = {u € Co(Z;X) 1 up = @} .
Definimos o operador F no espago C¥(Z";X) por (3.1.13) e (3.1.14). Temos a estimativa

[1f(nun)llx < Llfu(n)]lx +[1£(n, 0)]l,
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de onde f(-,u.) € Co(Z™;X) para todo u € Co(Z™;X), entdo

ngrﬁl}mg (>‘7n - ])f(]:uj) =0,
e dai F estd bem definido. Por outro lado, podemos ver que F é uma ||s(A, -)||; L-contracao.

A prova da Observacao 3.1.3 esta concluida. n

Para formularmos o préximo resultado precisamos introduzir as seguintes notagoes:
1

a—1 P
Lyo :=supL(n); Lg; = ZL i Loy = (z L(j)p> :
Jj=0

n>a

R(a,s, L) := [[s(A,-)[[&.a"" 1L” ;

a,p’

O(a) = |[s() H%Lmz( “L))

O proximo teorema corresponde a um teorema do tipo Azevedo et al. para equagoes
de onda fortemente amortecidas (ver (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 1.8)).

Teorema 3.1.3. Seja ¢ um elemento de B tal que ¢(0) = 0. Seja f: ZT x B — X uma
fungao que satisfaz (3.1.2) com f(-,0) € (P(Z";X). Supondo que existe um inteiro positivo
a tal que ||s(A,-)|[1Lace < 1 € O(a) < 1, entdo o problema (3.1.11)-(5.1.12) tem uma

unica solucao (P-limitada.

Demonstragio. Seja LP*(X) o espago constituido por todas as sequéncias u € €$(Z+; X)
“+o0o

tais que Y [[u(m)|[§ < +o0, equipado com a norma |[[|ul[| = ||u|| 4 + |[u|lea, onde
m=a

1/p
lull = max ||u<>||xe||uuep,a—(z||u ||p) .

0<i<a

Definimos o operador F no espago £P*(X) por (3.1.13) e (3.1.14). Observemos que

max || (Fu) (Dl < 15O )y (Zaglltlloa + 1FC )z ) - (3.1.15)

0<i<a

1@ DB < 2lsO0 IS Ishn — HILGPG)IE

7=0

+ 2°[]s( 152 An=PI GO (3.1.16)
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De (3.1.16) temos

IA
)
_‘3

S || (Fu) (n+ DI Nk fz| Ao — HILG (I

n=a—1 Lo+ "
+ 27| |s(X, )| :Z_ Z:: s(An = INIFG 0
< 2YIsO I (22, max lu)ll)”
+L§OOZHU I+ 17Oz )
Isto leva a
(3.1.17)

1Tl < 20Oy (Lapllullg + Losollullgn + 176 0)lwgzes0))

De (3.1.15) e (3.1.17) obtemos

1l < 3115 My (Lo + Zaoo) Halll + 1 Ol i) - (3.1.18)

De onde F estd bem definido. Agora mostremos que o operador F tem um tnico ponto

fixo em LP*(X). Sejam u e v elementos de L£7*(X), temos

max || (Fu) (1) = (Fo) Dllx < ZL Mu(G) = v()llx-

0<i<a—1

Entao
MNloo La,l““ - UH[O,a]-

[1Fu = Follpa < [ls(A,

De seguida estimamos F2u — F%v. Temos
n 7j—1
1 (F%) (n+1) = (F0) (n+ DIl < Z (ZL )|u(7) —U(T)le)
j=0 7=0

De onde
2
182 = F0lla < 5 (lsh Moo Lt ) Tl =l

Analogamente podemos deduzir que

(@) (1) - () 4 )l < PO (iL (ib )) =l

(VAN
=
>
8_w
~
INgE
t~
<X
~
oW
=
=
=
2
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Isto significa que

3
1% = Folloar < 5 (115 Mo Laa ) = ol
Um argumento de indugdo mostra-nos que
1 n
157 = 5000 < — (HsO Mloe L ) e = vl (3.1.19)
Seguidamente introduzimos as seguintes notagoes:

=T — F"0| pa, m > 1,

62, (f (azlr L= PO () () — (7 U)()Hx)p) |

l=a—1 \j=0

(f (Z\ (ML= DILG) (i) — mux) )

l=a

3=

No sentido de obtermos uma estimativa para 9},1 estudemos as contribui¢oes dos termos

G2 e G. Observamos que

1 [+oo+o0 %

§ < Lonlls) f(ZZZI 01— ) [lul) - <j>||§)

< LucollsO0 3] = 0]l (3.1.20)
g < (f “ZO| <A,z—j>|L<j>p||u<j>—v<j>||§)p

< Hl(; PlluG) <j>u§;)p

S | U||[O(l]’

22 < st (] ||pZL (Z llu(r) - <T>||X))

< fIs0 )l ||s<A,->||’;2L<j>p<J§_%L<T>)) lu = ol
< fsll Hs(A,-)Hzoap-liL(j)p (i)L(T)p))pH“_“H[O,a]
< s(n >||1((“L>) u — vl
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Agora devemos lidar com a contribuigao de G2, temos

e m(u \WZL (iL (ZL it <”M»)p

sl | ME:L (E;Mﬂ) e — ol

< Jls(n m(mﬁi”)w\—mmw

Por um argumento de induc¢ao, finalmente obtemos

R(a,s,L)" >
Gn <Ils(), -)!!1<()) [t = 0]j0,q (3.1.21)

n!

S
A

3 >

IN

Usando (3.1.20) e (3.1.21) deduzimos que

R(a,s,L)™ >
st < sl (O EY

1
asL)
s wmmz( )|w—wm}

+ (5O )l Laoo) ™ [Ju = UHW- (3.1.22)
1
R(a,s,L)™\» m
Fazendo W,, :=|[s(}, )], (m') + (||s(A, ')||1La,oo) (” A ) al) A
partir da cota (3.1.19) combinada com (3.1.22) temos que

11370 = F"0[[| < (Wi + ©(a)) |[[u = vl]]. (3.1.23)

Recordando que se m for suficientemente grande entdao W,, + O(a) < 1, temos que, a

partir desse valor m, 3 é uma contragao. Donde concluimos a demonstracao. O

Observacao 3.1.4. Definamos

Lin) = @H ML (55 n+np)ﬁﬁ

onden € ZF e p, = ||s(\, )| [.||s(), )||; 2. Observemos que L é nio crescente e 1_1){{1 L(n) =

0. Neste caso para obtermos as condi¢oes do Teorema 3.1.3 é suficiente escolher um ntimero

positivo a tal que L(a) < ||s(,)|[7".

Para obtermos o préximo resultado, exigimos que a seguinte condicao seja valida.

Condicao 3.1.1 (Hp). Seja f : Z x B — X uma fungao tal que vale a seguinte afirmagao:
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(Hp — 1) Existe uma fungao Wy : Z x RT — R* nao descrescente em relagao a
+oo

segunda varidvel com Y Wy (j,7)” < +oo0, para todo o r > 0 tal que || f(k, ¢)||x <

j==oc

We(k,|l¢lls), para todo k € Z e ¢ € B.
(Hp — 2) A funcao ® € £°(Z; B) — f(-,®(-)) € ?(Z;X) é uniformemente continua.

(Hp — 3) Existe R > 0 tal que

3=

1 +o00
RHS(A,-)\M( > Wf(j,pR)p> <1,

j=—o00

onde p ¢ a constante da Observacao 2.3.1.

O proximo resultado fornece condigoes para a existéncia de solugoes P da equagao
(3.1.3). Tal resultado generaliza (CUEVAS et al., 2013, Teorema 1.3).
Teorema 3.1.4. Assuma que a condicao (Hp) se verifica. Adicionalmente suponha que

(Lp). Para todo k € Z e todo o conjunto limitado, K C B, o conjunto f(k, K) é relativa-
mente compacto em X.

Entdo existe uma solugdo, (7 limitada, da equagao (3.1.3).

Demonstragio. Definimos o operador F : ?(Z;X) — (?(Z;X) pela expressao (3.1.4).
Dividimos a prova em varios passos:

Passo 1 O operador JF esta bem definido.

Sejam p e g expoentes conjugados e fixemos u € (P(Z; X), entao

00 2y 400 .
Yo @) M5 < s IF D2 Wil pllull)
n=—oo Jj=—00

Portanto

1
400 P
H?UH@@;X) < [ls(A, )“1( Z Wf(j>PHUHoo)p) :

j=—o00

Logo F estd bem definido.
Passo 2 O operador J é continuo de ¢?(Z; X) nele préprio.

De fato, de (Hp — 2) para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo ®, ¥ €
((Z;B), || = V| poo (7,5 < 0 implica

3

[fC @) = fE YO eEx) < ml'
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)
Para todo u,v € (P(Z; X) com |[u — v||p(zx) < — temos
BT

+0oo 400

1Fu — Fol[f g5 < WNE D2 D lsn=DINFGug) = FG )l

j=—ocon=j

P+1 +0o

= M D2 I Gw) = £, )l

j=—00

Zy1—p
eP.

< lsOs )l

Passo 3 O operador F é completamente continuo.

Seja r um nimero real positivo. No que se segue denotaremos U = ?(BT (KP(Z; X))> .

(a) Observemos que H,(U) é relativamente compacto em X para todo o n € Z. Seja
{(Fu™) (n)},, uma sequéncia em H,(U). Como W¢(n, pr) — 0 quando |n| — +o0,
inferimos que o conjunto {f(-,u™)},, € Co(Z;X) é equiconvergente em +oo. De
(Lp), o conjunto {f(n,u)")}, ¢ relativamente compacto em X para todo n € Z.
Usando o Lema 2.5.1 temos que {f(-,u)},, é relativamente compacto em Cy(Z; X),
de onde, existe uma subsequéncia { f (~,u.mj)}j que converge uniformemente para

algum u € Cy(Z;X). Da proxima desigualdade

n—1
(Fum™) (n) = D> s(A\n—1—=5u@)| < sLIFC ™) = ull g,
J=—00 X
(3.1.24)
deduzimos que H,,(U) é relativamente compacto em X.
(b) Temos que
T vy &
Yo @G ) < (sl Y2 We(Gor)”,
n=-—o0o j=—00
T
: P _ - :
de onde Tgrfloo n;m | (Fu) (n)||% = 0, uniformemente em v € B, (EP(ZX)). Por
outro lado, a estimativa
5% IsCun— HWGopr)? < sl 3o Wyl pr)? < oo
n=—00 j=—00 j=—o00

+00
. p _ . .
garante que TEIEOOE || (Fu) (n)||% = 0, uniformemente em u € B, <€P(Z, X))
De (a) e (b) e usando o Teorema 2.5.3, obtemos que JF é completamente continua.
Passo 4 Observemos que ?(BR (ﬂ”(Z; X))) C Bgr (EP(Z; X)) onde R é dado na condigao
(Hp — 3). De fato, seja u € BR(EP(Z; X)), temos

400 P
[Fullpp(z.5) < lIs(A, ||1( > Wi(j, pR) ) <R

]_—OO
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Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, deduzimos que F tem um ponto fixo u

em Bp (EP(Z; X)), o que termina a demonstracao do Teorema 3.1.4. O]

Corolario 3.1.1. Seja f : Z x B — X uma fungao que satisfaz (Lp) e tal que

1£(n, @) = F(n,9)|lx < L(n)llp — ¥I5 (3.1.25)
para todo ¢, € B e cada n € Z, com B € (0,1), L € P(Z;R*) e f(-,0) € *(Z;X).

Entao, existe uma solugdo (P-limitada da equagao (3.1.3).

Demonstragio. A partir da condicao (3.1.25) podemos escolher uma funcao Wy nas
condigdes de (Hp — 1) como W¢(n,&) = L(n)&? + ||f(n,0)|x. Por outro lado, para
®, U € (>(Z;B) inferimos que [[f (-, @(-)) = f (-, ¥()) llerzx) < |[Lller@zien) [|® = Voo z:m)-

Isto por sua vez implica que (Hp — 2) é satisfeita. Uma vez que

. 1 ||f(70)||£p :
lim ((p5||s()\,-)||1||L||ZP(Z;R+)) R1*5+ - (Z:X) _ 0,

R—+o00

obtemos de imediato (Hp — 3). Estéd terminada a demonstracao do Corolario 3.1.1. [

3.2 Estrutura topoléogica do conjunto solucao

3.2.1 Compacidade na estrutura C

O préximo resultado é inspirado no artigo de Cuevas, Choquehuanca e Soto (2014,
Observacao 3.3).

Teorema 3.2.1. Seja f:7Z x B — X uma fungio que satisfaz a condi¢io (Lp) e tal que
f(k,-) é continua para todo k € Z. Adicionalmente, suponhamos que a sequinte condi¢io é

satisfeita:

(TS1) Ezistem fungoes & e v em (*(Z;R") tais que para todo (k,p) € Z x B,

1
17k, @)l < ve(k) Il + v(k), onde v € (0’ Al -)II1H€Hoo>'

Entao a equagao (3.1.3) tem uma solugdo limitada em Cy(Z;X). Mais ainda, o conjunto

S de todas as solugoes da equagao (3.1.3), em Cy(Z;X), é compacto.

Demonstragio. Seja F : Co(Z; X) — Cy(Z;X) o operador dado por (3.1.4). Seja u um
elemento de Cy(Z;X) e € > 0 arbitrario. Escolhendo n, 7 € Z" constantes suficientemente

grandes, temos a seguinte estimativa

1 (Fu) ()l < 2 |50 )| (vE(n =1 = f)pllull, +v(n—1—5))

+o0
+(vllelsopllullo + [[0]]se) 31501, 5)] (3.2.26)

g,

IN
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isto indica que
lim || (Fu) (n)|[x = 0.

n—-+00
Escolhendo n,7 € Z_ constantes suficientemente grandes, em valor absoluto, temos a

seguinte estimativa

—7—1

IF ol < X s (vE(m = 1= )pllull + v(n =1 = )

+00
(vl sepllullo + 1olloe) 32 15N )] (3.2.27)

j=-7

IN

<,

logo
lim [ (Fu) (n)|lx = 0.

n——oo

De onde concluimos que Fu € Cy(Z; X).

Afirmamos que F é um operador completamente continuo. Para obter este resultado
consideremos uma sequéncia limitada arbitraria {u™}, = em Cy(Z;X). Note que com a
ajuda de (Lp) e do Lema 2.5.1 inferimos que {f(-,u™)},, é relativamente compacto em
Co(Z; X). Por uma estimativa semelhante a (3.1.24) deduzimos que {(Fu™) (n): m € Z*}
é relativamente compacto em X, para todo n € Z. Ainda precisamos verificar que {Fu™}
é equiconvergente em £oo. Observando (3.2.26) e (3.2.27) podemos afirmar que existem

constantes, c; e ¢, independentes de m, tais que:
T—1 +oo
1F) Ml < a X IsO(En—1-5)+vm—1—-5))+e S [s(hj)l.
§=0 j=r

de onde {Fu™}, ¢ equiconvergente. Pelo Lema 2.5.1 existe uma subsequéncia {u™}; de
{um},, tal que {Fu™}, converge. Dai F é um operador completamente continuo. Estamos
interessados em obter uma estimativa a priori para qualquer solucao u das equagoes
homotopicas, u = vFu, v € (0,1), pertencente a Cy(Z; X). Consideremos u € Cy(Z; X)

uma solucao arbitraria das equagdoes homotopicas. Temos

lutm)llx < VllsOA LIl aopllullo + s o]l

Como 0 < v < , obtemos que

1
1A L€l oo #

s I [l
(L =wlls(A L €]l £)°

o que significa que as solugoes das equagoes homotdpicas sao, a priori, limitadas em

lulloo <

Co(Z;X). Dali, aplicando a alternativa do teorema de Leray-Schauder, deduzimos que
F tem um ponto fixo, u, em Cy(Z;X). Além disso, a continuidade de F implica que o
conjunto S é fechado. Por outro lado, como

1
o IO )€

ve (0 ),
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S é limitado. Finalmente, recordando que & é um operador completamente continuo,
deduzimos que S é um conjunto compacto, o que conclui a demonstracao do Teorema

3.2.1. [l

O préximo teorema complementa o Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.2. Seja f : Z x B — X uma funcao tal que f(k,-) é continua para todo
k € Z satisfazendo (Lp). Adicionalmenmte, suponhamos que as sequintes condigdes se

verificam:

(TS2) Para cada R > 0 existe uma fungio positiva Yr(-) tal que yr € (*(Z;R") e

sup {[[f(n, )llx = [lells < R} <r(n), Vn € Z.

(T'S3) hmmf plls ( ee Z Yr(

R—+o00
+ S§=—00

Entao a equagao (3.1.3) tem uma solucao limitada em Co(Z;X). Mais ainda, se a provima

condicao € vadlida,

(T'S4) limsup ——=—— pllst HOO Z Yr(

R—+00 s=—00

entdo o conjunto S, de todas as solugoes de (3.1.3) em Cy(Z;X), é compacto.

Demonstragio. Seja F : Co(Z;X) — Cy(Z; X) o operador dado por (3.1.4). A partir da

proéxima estimativa?:

150) 00l < (001 (9] 3= 15000 + o),

temos que F estd bem definido. Seja {u™}, uma sequéncia em Cy(Z;X) tal que u™ — u.

Inferimos que
[Fu™ = Full, < 2+ Dls(A, )l | _max Z||f(j, ui') = f (s ug)llg
+2[[s(A\ o D YR

|51>1

onde R :=p sup (||u™|| + ||u||.)- De onde F é um operador continuo.
mezZt

Pela condicao (TS3) existe n € Z7 tal que B, (C’O(Z; X)) é invariante por F. De
fato, se assumirmos que esta assercao é falsa, entao para todo n € Z*, podemos escolher
u" € B, (C’O(Z;X)) e m" € Z tal que || (Fu™) (m")||¢ > n. Dai
s oo <

= _Zoo%n(j)a

1<

Se o tlzg_noo i;(;) = 0 dizemos que f(t) = o(g(t)).

2
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que contraria a hipétese (T'S3). Usando (TS2), (Lp) e o Lema 2.5.1 estabelecemos
que F : B, (C’O(Z;X)> — B, (C’O(Z;X)> ¢ completamente continuo (a demonstragao
desta afirmagdo faz uso de uma construgao similar a usada na prova do Teorema 3.1.4).
Aplicando agora o teorema do ponto fixo de Schauder inferimos que F tem um ponto fixo
em B, (C’O(Z; X)) Além disso, se a condigao (T'S4) é valida, entao S ¢é limitado. De fato,
se assumirmos que S nio é limitado, existe uma sequéncia v’/ € S tal que ¢; = ||v/]| > j.

Como N
q; < ||S(>")||oo Z ’7/%13'(7_)7

T=—00

entao

+oo
L<limsup pl[s(\, )l B 32 va(7),

R—+o0 T——00
que é uma contradi¢ao com (T'S4). Finalmente, usando o fato de .S ser um conjunto fechado

e de F ser um operador completamente continuo, deduzimos que S é compacto. O

3.2.2 Compacidade na estrutura ¢?

Teorema 3.2.3. Sejam 1 < p < 400 e q expoentes conjugados. Seja f : Z x B — X
uma fungio que verifica (Hp — 2) e ( Lp) . Assuma ainda que as sequintes condigoes sao

satisfeitas.

(TS5) Existem fungoes v € (1(Z;R*) e n € (/(Z;RY) tais que ||f(k,¢)|lx <
YR O)|lx +n(k), k€ Z, ¢ €B.

(TS6) [[s(As )y [V eo gy < 1-

Entdo existe uma solugio (P-limitada de (3.1.3) e o conjunto S formado pelas solugoes (P
de (3.1.3) é compacto em (P(Z;X).

Demonstragio. Definimos o operador §F : P(Z;X) — (P(Z;X) por (3.1.4). Seja u um
elemento de ¢P(Z;X). As proximas duas estimativas sao responsaveis pelo fato que F esta
bem definido.

[1Full e gy < M5O Moo ([ zsin 11l iz + [l iz ) (3.2.28)

||9:U||el(z;x) < [ls(A )l <||’V||eq((z;R+)||U||gp(z;X) + ||77||£1(Z;1R+)) : (3.2.29)

De fato, de (3.2.28) e (3.2.29) obtemos
15l zzey < 15Oy (M leoqzzeey 1ellirzy + [0l zizny) -

Procedendo como no Passo 2 da demonstracao do Teorema 3.1.4 observamos que a

partir da condi¢ao (Hp — 2) obtemos que F é continua de ¢?(Z; X) nele mesmo. De seguida,
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vemos que o operador F é completamente continuo. Fagamos uso da mesma notagao do
Passo 3 da demonstragao do Teorema 3.1.4. Observemos que 3, (U) é relativamente
compacto em X para todo n € Z. Seja {(Fu™) (n)},, uma sequéncia em H,(U). Como
| f(k,u)|lg < v(k)r+n(k) e~y(k),n(k) = 0 quando |k| — 400 inferimos que o conjunto
{f(,um™)},, € Co(Z;X) é equiconvergente em +o00. De (Lp), o conjunto { f(n,u]’)},, €
relativamente compacto em X para todo n € Z. A partir do Lema 2.5.1 sabemos que
existe uma subsequéncia { f,ul™ )}] de {f(-,u™)},, que é uniformemente convergente. De
(3.1.24) deduzimos que H,, (U) é relativamente compacto em X. Por outro lado, levando

em consideragdo a cota a priori, (3.2.28), temos a seguinte estimativa:

T

> NEW) W < Fullimzy 2 11(Fu) @)l

n=—oo n=—oo

< s NE (Il ™+ Il e

p—1

>< (,_2 v(j)‘I)qw 3 )

Isto significa que
T

: p __
Jim S @) o) =0

uniformemente em u € B, ((?(Z;X)). De forma analoga, podemos deduzir que

p
Jim_ 3 110 ;=0
uniformemente em u € B, (/P(Z;X)). Usando o Teorema 2.5.3, temos que F é um operador

completamente continuo.

Afirmamos que existe R > 0 tal que F (Bg (?(Z;X))) C Bg ((?(Z;X)). De fato,
assumamos, pretendendo chegar a uma contradi¢ao que para todo R > 0 podemos escolher

uf* € Bg ((P(Z; X)) tal que ||F (uR) > R. A partir desta suposigdo temos

| |€P (Z;X)

HS()‘? ')H1H77H£1 7R+
1< HS()\, -)‘|1”7“eq(z;R+) + 7 (Z; )’

que contraria (TS6).

Pelo teorema do ponto fixo de Schauder, o conjunto S, formado pelas solugoes
(P-limitadas de (3.1.3), é nao vazio. E claro que S é um conjunto fechado e a partir da

cota superior
sup ||ul| s, A 0l 2w+
ues (LX) = 1 — [[s(A, )||1H,Y||ZQ(Z;X)’

deduzimos que S é limitado, o que nos permite inferir que S é um conjunto compacto. [J
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Observacgao 3.2.1. E relevante saber quando é que o conjunto, S, das solucdes da
equacao (3.1.3) goza de propriedades topologicas relevantes. Podemos nos perguntar: S é
um conjunto conexo? Nao sabemos a resposta. Outra interessante questao em aberto é
a seguinte: sob que condig¢oes é S um conjunto Rs? Observe que um conjunto Rs é nao

vazio, compacto, conexo com a mesma homologia do conjunto singular.
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4 SOLUCOES PERIODICAS E ER-
GODICAS

Neste capitulo desenvolveremos métodos e ferramentas para lidar com objetos de tipo
ergddico e periédico. Ambos os conceitos sao classicos da mateméatica e encontram-se
ligados nas periodicidades assintoticas em geral, tema de moda nesta tultima década que
tem trazido grandes dividendos ao grupo de Equagoes funcionais do DMAT em termos de

citacoes nas bases de dados internacionais’.

4.1 Ergodicidade

Teoria ergddica é o estudo matemético do comportamento médio dos sistemas em longos
periodos?. Por exemplo, em estatistica mecanica (ver o artigo de Moore (2015) para mais
detalhe), oferece ferramentas mateméticas para estudar o comportamento médio a longo
prazo (estudo das moléculas num gas ou a interacao das vibragoes num cristal). Modelos
ergddicos também sao tteis na teoria da informagao, e outras areas de aplicacao onde é

interessante e por vezes necessario, considerar a média temporal a longo prazo

> (T )

k=0

1
N +1
para um grande niimero N de observacoes sucessivas; onde T : X — X é uma aplicagao
que preserva a medida®, {T"x, n € Z} uma 6rbita de z e f : X — R uma medicao de

interesse efetuada sobre os estados do sistema.

Uma questao basica da teoria ergddica é a analise qualitativa destas médias, em
particular a sua convergéncia: quando é que

_ 1 N

() > (T )

= m ——-
N—o+oo N —+ 1 =0

existe e em que sentido?

Foi provada a convergéncia em alguns casos especiais (por exemplo a lei forte dos

grandes ntimeros* de Borel (1909), no caso em que as f1T* sao independentes e identicamente

1
2

Web of Science, Scopus, ResearchGate, Google Scholar.

Com os recentes avangos tecnologicos este conceito "longos periodos", associado ao nimero de observagoes
N, encolheu enormemente uma vez que atualmente em muitos sistemas se pode fazer um grande nimero
de observagbes num curto intervalo de tempo.

Para detalhes sobre estes operadores m.p.t. - measure preserving transformation - ver o livro de Petersen
(1989).

4 Resultado classico da estatistica que estabelece que se X é uma varidvel aleatéria real, e X1, Xo, X3, ...
uma sequéncia infinita de cépias de X, independentes e identicamente distribuidas; supondo que E[X] é

finito, entdo X,, = X2t Xn converge quase certamente para E[X], isto é P(lim,,—, oo X» = B[X]) = 1.

3
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distribuidas), mas o caso geral de convergéncia no sentido em média quadrética (L?) apenas
foi provado por Neumann (1932) e a convergéncia quase certa por Birkhoff (1931), ambos
em 1931. Os seus resultados sdo conhecidos por Teorema ergdédico médio e Teorema
ergddico pontual, respectivamente. Desde 1932 que apareceram generalizacoes e melhorias
destes resultados. Para uma visao geral da teoria ergddica ver por exemplo (PETERSEN,

1989). No nosso trabalho vamos usar a seguinte definigao.

Definigao 4.1.1. Uma sequéncia limitada f : ZT — X diz-se ergbdica (discreta) se

Jim g YWl =0 (4.1.1)

Usaremos a notagao Erg(Z*';X) para representar o espaco de todas as sequéncias ergddicas
definidas em Z* com valores em X. Erg(Z*;X) equipado com a norma da convergéncia
uniforme ¢ um espago de Banach®. Denotaremos por Erg(Z;X) o conjunto formado por
todas as sequéncias ergddicas definidas em Z com valores em X, isto é, o espago de todas

as sequéncias limitadas tais que

Z 1F(R)llx = 0.

n—>+oo 2n +1 —

Observagao 4.1.1. Uma sequéncia pode verificar a equagao (4.1.1) e ndo ser limitada,

consequentemente nao é ergddica no sentido da Defini¢ao 4.1.1. Por exemplo a sequéncia
u(n), definida por

p se n=p° para algum p € N,
u(n) = .
0 caso contrario,

verifica a condigao (4.1.1) e nao é limitada. De fato, seja n € N, existe p € N tal que
pPP<n<(p+ 1)3, dai

1 1 p(p+1) p2+p
E = 1+...4+p) = <
|u ( P) n+1 2 - 2(p3+1)

n+1
quando n — +o0.

O préximo lema é essencial para o estudo da existéncia de solugoes ergddicas das

EDVs lineares e nao lineares de tipo convolucao.

Lema 4.1.1. Seja b : ZT — C uma sequéncia somdvel. Entdo para toda a sequéncia

ergédica u : ZT — X, a sequéncia ®, : Z* — X dada por

- i b(k — D)u(l) (4.1.2)

=0

¢ também ergodica.

5 Adaptando a demonstragdo do caso continuo, (DIAGANA, 2013, Teorema 5.9), prova-se que Erg(Z*; X)
¢ um subespago fechado de espago de £>°(Z";X).
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Demonstracao. Temos a seguinte estimativa a priori:

>

1k:O

n

< 3 (S o)
< Ploaeor $= gy,

n+1 P

zk:b(k;—

=0

X

o que mostra que ¥, é uma sequéncia ergodica. O

Lema 4.1.2. Seja b : Z* — C uma sequéncia somdvel. Entdo para toda a sequéncia

ergédica v : Z — X, a sequéncia % : Z — X dada por

OF (k)= > bk —1u(l) (4.1.3)
¢ também ergodica.

Demonstracio. B evidente que ®# € ¢>°(Z;X). Por outro lado, temos

+o0
< D b(D)w,(D),
nl=—oo 5 =0
1
onde ¥, (1) := 1 Z |w(k —1)||x-

k=—n
Uma vez que Erg(Z;X) é invariante por translac¢do inferimos que b({)W, (I) — 0
quando n — +o0. Temos a dominacao b({)¥, (1) < b()||ul[sxzx) € recordando que

[ — |b(l)| é somavel, segue-se, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

lim Z\b = 0.

n——400

O que completa a demonstragao O

Como consequéncia imediata do lema precedente temos a seguinte observacao.

Observagao 4.1.2. Seja A um elemento de ). Para cada f € Erg(Z;X) a equagao

u(n+1) —)\zn:an—j () + f(n), n€Z, (4.1.4)

J=—0

tem uma tnica solu¢do u(n) em Erg(Z;X) que é dada por u(n+1) = > s(\,n—j)f(j).
j=—00

Definigao 4.1.2. Dizemos que uma funcao f : ZT x X — Y é limitada em conjuntos limita-

dos de X se para cada subconjunto limitado, K C X, o conjunto {f(n,z): n € Z*, » € K}

¢é limitado.
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Definicao 4.1.3. Uma funcdo f : Z x Y — X diz-se uniformemente continua unifor-
memente em n € Z em conjuntos limitados se para todo o niimero real ¢ > 0 e todo o
subconjunto K de Y existe d.x > 0 tal que ||f(n,z) — f(n,y)||x < € para todon € Z e

todos os elementos x,y € K tais que ||z — y|ly < 6 k-

Defini¢ao 4.1.4. Dizemos que uma funcao f : Z* x X — Y é uniformemente ergddica

em conjuntos limitados de X se para todo o subconjunto limitado K C X,

lim
n—+oo n 4+

ZSUpllf (k; 2)[ly = 0.

kOm

Observacgao 4.1.3. Temos uma defini¢do similar para uma funcao f definida em Z x X.

Observacgao 4.1.4. Seja f : Z* x X — Y uma func¢ao limitada em conjuntos limitados e
uniformemente ergddica em conjuntos limitados. Se u : ZT — X é uma sequéncia ergddica,
entdo a sequéncia de Nemytskii v(n) = f (n,u(n)) é ergddica. De fato, como u é limitada

basta tomar K = BH“H@OO(zx)<O> e temos

Z||f/fu )y < 7zsup||f/fl‘)||y

n+1 n kOxE

que converge para 0 porque f é uniformemente ergédica em conjuntos limitados.

Teorema 4.1.1. Seja f : ZT x X — X uma funcio limitada em conjuntos limitados de X,

e uniformemente ergodica em conjuntos limitados de X que verifica a condigdo de Lipschitz
[ f(n,2) — f(n,y)|lx < Lllz —yllx,Vn € Z",Va,y € X. Se ||s(\,-)|[1L < 1, entdo existe

uma unica solugdo ergédica, u(-), de

un+1) = i a(n — Hu(j) + f (n,u(n)), nezZ*, (4.1.5)

€ X. (4.1.6)

Qz

u(0) =

Demonstragio. Facamos Erg“(Z";X) = {u € Erg(Z*;X) : u(0) = ﬂ} Definimos o ope-
rador J no espaco Erg"(Z";X) pela expressio

(Fu) (n+1) =

(Fu) (0) =

Mostremos inicialmente que Fu estd em Erg™(Z";X) para u € Erg"(Z";X). Comecemos

s(An—4)f (4, u(j)), n=0, (4.1.7)

(4.1.8)

NE

0

STy

por observar que f (-, u(-)) é uma sequéncia limitada. Como

sup [(Fu) (n + Dllx < (s LI G ul)) o @)

nezZ+t
Usando a Observacao 4.1.4 e o Lema 4.1.1 obtemos que Fu € Erg®(Z*;X). Além disso,
F 6 uma L||s(], -)||,-contragio no espago Erg”(Z*;X), daqui concluimos que F tem um

tinico ponto fixo u € Erg"(Z";X). O que completa a demonstracio. O
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Seja m um ntmero inteiro positivo, vamos considerar os seguintes espacos de
sequéncias inspirados em Herndndez e Henriquez (2008):
Erg, (Z;X) =< f € >°(Z;X) :  lim >

max
n—too 2n + 1, 7= rek—mkNZ

Hf(T)HX:O}-

Erg,,(Z;X) é chamado o espago das sequéncias ergddicas de classe m. Este espago equipado
com a topologia da convergéncia uniforme é um espaco de Banach. De fato nao ¢é dificil
ver que Erg,,(Z;X) é fechado em Erg(Z;X).

Para lidarmos com retardos infinitos, precisamos introduzir um novo espaco de

sequéncias a que chamaremos espago das sequéncias ergddicas de classe infinito:

Brg (Z;X):= (| Erg,(Z;X).
meZ+—{0}
Obviamente FErg. (Z;X) é um subespaco fechado de Erg,,(Z;X) logo é um espago de

Banach.

Antes de apresentarmos o proximo resultado, iremos indicar uma hipotese classica
sobre as fungoes N e M dadas no Axioma (PS1):

Condicao 4.1.1 (Fad). A funcao N ¢ limitada e lim M(n) = 0.

n—-+o0o

Observacao 4.1.5. E importante observar que a Condicao (Fad) é verificada se B é um
espago de memoria uniformemente amortecida (para material de consulta referimos Hino,
Murakami e Naito (1991)).

Lema 4.1.3. Supondo que a Condi¢io (Fad) € satisfeita. Se u : Z — X € ergddica de

classe infinito, entao u. : Z — B dada por n — u,, € também ergddica de classe infinito.

Demonstragio. Sejam m um elemento de Zt — {0} e € > 0. Pela Condi¢ao (Fad) existe
no > m tal que M (l) < € para todo | > ngy. Consequentemente, paran € ZT —{0} e [ > ng
obtemos
Y el € g Y |
2n + 1, relk-mknz 5= + it relkom Kz B
N(l) " :
e DD IR N 0]

1€[k—(m+1),k]NZ

Ny &

< o E— ' .
> pe HUHEOO(Z;X) + on+1 k;nie[kf%?n%:l(),k]mz ||U(Z)||X

Esta desigualdade prova a assercao uma vez que € é arbitrario e u € Erg,, ,(Z;X). O

O presente cenario exige a introducao dos seguintes espagos, Erg,,(Z;Y;X) e
Erg. (Z;Y;X).



Capitulo 4. Solugées periddicas e ergodicas 58

Erg, (Z;Y;X) = { f:ZxY —X| félimitada, f(n,-) é continua para cada n € Z

e para todo o subconjunto limitado K C Y,

: 1 -
3 2l S ) e =0}
Erg (Z;Y;X) = N Erg.(Z;Y:X).
meZ+t—{0}

Lema 4.1.4. Seja f um elemento de Erg,,(Z;Y;X) tal que f(n,y) € uniformemente
continua em todo o subconjunto limitado K C Y uniformemente em n € Z. Sew : Z — Y

e

¢ também ergodica de classe m.

Demonstracao. Definamos

Ug(k):= max_||O(7)||x e Ee(n,e):={ke[-—n,nNZ: [£k)|>e€}.

T€lk—m,k]NZ

Para demonstrar que a sequéncia de Nemytskii pertence a Erg,,(Z;X), levando em
consideragao Ding, Fu e N’Guérékata (2011, Lema 2.9), é suficiente mostrar que para todo

e>0

CardEy,(n,e) = 0. (4.1.9)

1m
n—too 21 + 1

Como u € ¢>*(Z;Y), podemos escolher um subconjunto limitado K C Y tal que u(Z) C K.
Por hipotese f é uniformemente continua em K uniformemente para n € Z. Entao, dado
€ > 0, existe § > 0 tal que z,y € K e [[x — y[|y <0 implica que [|f(n,z) — f(n,y)[lx < §

para todo o n € Z. E facil ver que

€
E‘I/v (n7 6) c E‘I’u (n7 6) U Eg’f’(y())(”? 5)
Como V¥, ®y. o) € Erg(Z;R), entao Ding, Fu e N’Guérékata (2011, Lema 2.9) faz com

que o (4.1.9) seja vélido e conclui a demonstracao. O

Observacao 4.1.6. Vale ressaltar que, na prova do Lema 4.1.4, podemos substituir a
condigao f € Erg,,(Z;Y;X) pela condigao mais fraca f(-,0) € Erg,,(Z; X).

Corolario 4.1.1. Seja f um elemento de Erg. (Z;Y;X) tal que f(n,y) é uniformemente
continua em todo o subconjunto limitado K C Y wuniformemente em n € Z e u €

Erg (Z;Y), entao a sequéncia de Nemytskii n — f (n,u(n)) pertence a Erg. (Z;X).

O proximo resultado é ao andlogo discreto de Herndndez e Henriquez (2008, Lema

3.5).
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Lema 4.1.5. Seja b : ZT — C uma sequéncia somdvel entdo para toda a sequéncia ergédica
de classe infinito u : Z — X, a sequéncia ®¥ dada por (4.1.3) é também ergddica de classe

infinito.

Demonstragio. Tome-se qualquer m € ZT — {0}, temos a seguinte estimativa:

1 " 1 "

T 2 e Ol < ji:\b(m(znﬂkz max HU(T—Z)HX>

= relk—m,kNZ = relk—m,kNZ
=—n =—N

IN

lzm B(0)[Zu(n, 1),

onde

21 1 n+l
Zu(n,l)=1(1 .
0 < " 2n + 1> (Q(n +1)+1 k:%+l)7€[k@%§]mz Hu(T)HX)

Invocando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue® deduzimos que ®# ¢ uma
sequéncia ergddica de classe m e como m é arbitrrio entdao ®# é uma sequéncia ergddica

de classe infinito. O

Observagao 4.1.7. Da demonstrac¢do do Lema 4.1.5 concluimos também que Erg,,(Z; X)

¢ invariante por translagao.

Discutiremos agora as condigoes a impor a perturbacgao f que garantem a existéncia
de uma solugao ergddica para a equagao (3.1.3). Por outras palavras, a existéncia de uma

solucdo cuja média temporal (discreta) tenda para zero.

Teorema 4.1.2. Suponha que a Condi¢ao (Fad) (ver 4.1.1) é satisfeita e que a fungdo
f:7Z x B — X satisfaz a sequinte condicao de Lipschitz:

17 (n,0) = F(n, )Ix < Lllp(0) = ¢(0)]Ix (4.1.10)

para todo v, € B e para cadan € Z, onde L > 0 e f(-,0) € Erg.(Z;X). Se ||s(\,)||1 L <

1, entao a equagao (3.1.3) tem uma inica solugcao ergodica (de classe infinito).

Demonstragio. Definimos o operador F no espaco Ergs(Z; X) pela expressao (3.1.4). Seja

u um elemento de Erg.(Z;X), obtemos

||3ru||eoo(z;x) < |[ls(A )]l <L||u||eoo(z;x) + ||f<'70)||eoo(z;x)) :

Pelo Lema 4.1.3, a sequéncia n — u, pertence a Erg..(Z;X). Pela Observacao 4.1.6
inferimos que a sequéncia n — f(n,u,) estd em Erg.(Z;X) . Levando em consideracao o
Lema 4.1.5 deduzimos que F estd bem definido. Além disso, temos que F é uma L||s(A, -)||,-

contragao, logo existe uma tnica solu¢do, u € Erg.(Z; X), da equagao (3.1.3). ]

6 Como na demonstracio do Lema 4.1.2.
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4.2 Periodicidade

Um aspecto muito importante do estudo qualitativo das solugoes de equacoes em diferengas
¢ a sua periodicidade e mais geralmente a sua periodicidade assintética. Os resultados
nesse campo nao podem ser deduzidos diretamente da teoria do seu homélogo continuo
(ver e. g. (SONG, 2009), onde os autores analisam a existéncia de solugoes positivas quase
periddicas de uma equagao de Volterra com retardo infinito), além disso a discretizacao
da maioria das fungoes periddicas nao conduz a sequéncias periddicas, por exemplo a

sequéncia {sin(n)}, ,+ nao é periddica, é quase periédica.

4.2.1 Quase periodicidade e pseudo-quase periodicidade

A teoria de quase periodicidade foi introduzida na literatura por volta dos anos de 1924-
1926 com o trabalho pioneiro do matematico dinamarqués Bohr (1925). Uma década mais
tarde, foram feitos varios trabalhos importantes que deram contribuicdes significativas para
a teoria, principalmente Bochner (1927), Neumann (1934), e Kampen (1936). A nocao de
quase periodicidade, que generaliza o conceito de periodicidade, tem um papel importante

em varios campos incluindo analise harmonica, fisica, sistemas dinamicos, entre outros.

Quase periodicidade de uma fungao discreta foi introduzida em (WALTHER, 1928;
WALTHER, 1929). Para resenha, num artigo sobre modelos populacionais, Diagana,
Elaydi e Yakubu (2007) estabelecem a teoria das sequéncias quase peridédicas. Nos ultimos
anos tem havido muito desenvolvimento da andlise da periodicidade para equacoes em
diferencas. Para obter detalhes, incluindo aplicagoes e desenvolvimentos, ver as monografias
de Agarwal (1992), Elaydi (1996) e Agarwal e Wong (2013); e os artigos de Halanay (1963),
Sugiyama (1971), Corduneanu (1982), Agarwal e Popenda (1995), Pang e Agarwal (1996)
e Agarwal, O’'Regan e Wong (2005). Varios trabalhos recentes (ver (SONG; TIAN, 2007;
SONG, 2006; SONG, 2007; SONG, 2008)) foram dedicados ao estudo da existéncia de
solugoes periodicas de sistemas discretos com retardo. O principal método empregado nestes
artigos é assumir certas propriedades de estabilidade de solugoes limitadas. Mencionaremos
aqui trés trabalhos. O artigo (DEL CAMPO; PINTO; VIDAL, 2011), onde os autores
estabelecem a existéncia de solugoes quase periddicas e assintoticamente quase periddicas

para uma equacao funcional em diferencas da forma

un+1) = L(z,) +9(n,z,), n€Z", (4.2.11)
u = @ €B (4.2.12)

em que £ : B — C" é um operador linear limitado. O artigo de Agarwal, Cuevas e
Frasson (2012), no qual os autores estabelecem a existéncia e unicidade de solugoes S-

assintoticamente w-periddicas para o problema (4.2.11)-(4.2.12) e apresentam aplicagoes
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as EDVs do tipo

z(n+1) Z k(n — s)x(s) + va(n)x(n), n € Z*, (4.2.13)

s=—00
onde k é uma matriz r X r que verifica certas condigbes de limitacdo, a(n) é uma sequéncia
S-assintoticamente w-periédica e ¥ um nimero real tal que |v| é suficientemente pequeno.
O artigo de Song e Tian (2007) onde os autores estudam uma EDV com retardo infinito
e estabelecem condigoes para a existéncia de solugbes periddicas, quase periddicas e

assintoticamente quase periodicas.

Definigao 4.2.1. Uma sequéncia f : Z — X diz-se quase periédica’ (discreta) se para
cada € > 0 existe um inteiro N(e) € Z" tal que entre cada N(e) inteiros consecutivos ha

pelo menos um ntmero inteiro p com a propriedade
1f(k+p)— f(K)|lx <e€ VEEZ

O inteiro p chama-se uma e-transla¢ao de f. Denotamos por AP(Z;X) o conjunto de todas

as sequéncias quase periddicas, quando equipado com a norma do supremo ¢ um espago
de Banach.

Para a proxima observagao consultar (DEL CAMPO; PINTO; VIDAL, 2011).
Observacao 4.2.1. Se © € AP(Z;X), entao z. € AP(Z;B).

Observagao 4.2.2. Se f € AP(Z;X), entdao o conjunto Im(f) = {f(n): ne€Z} é

relativamente compacto.

O préximo conceito, funcao quase periddica dependendo de parametros, sera til

para acomodar perturbagoes do tipo f(n,u).

Definigao 4.2.2. Uma funcao f : ZxY — X diz-se quase periddica (discreta) se para cada
e > 0 e todo o subconjunto compacto, K C Y, existe um inteiro positivo Ny = Ny(¢, K)
tal que entre quaisquer N, inteiros consecutivos existe pelo menos um inteiro p com a
propriedade

1f(k+p,x) = fk,2)|lx <
para todo k € Z e todo = € K.

Denotamos por AP(Z x Y;X) o conjunto de todas estas fungoes.

Observacao 4.2.3. Usando uma demonstracao similar a que é usada para as fungoes
quase periddicas podemos ver que se f € AP(Z x Y;X) e x € AP(Z;Y) entao k —
f(k,2(k)) € AP(Z;X).

Para uma exposicao autocontida das fungoes do tipo quase periddico e suas aplicagoes, recomendamos
ao leitor o livro de Diagana (2013).

7
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Zhang (1994) introduziu o conceito de fun¢ao pseudo-quase peridédica em tempo

continuo®

como uma generalizacao natural do conceito de quase periodicidade introduzido
por Bohr. Recentemente Dads, Ezzinbi e Lhachimi (2011) e Kong e Fang (2018) utilizaram o
conceito de pseudo-quase periodicidade em tempo discreto, os tltimos autores apresentando

aplicacoes em redes neurais.

A préxima definigao é o andlogo discreto de Diagana e Hernandez (2007, Defini¢ao
2.7).

Definig¢ao 4.2.3. Uma sequéncia f € (*°(Z;X) diz-se pseudo-quase periddica (discreta)
de classe mse f = g+ ¢ onde g € AP(Z;X) e v € Erg,(Z;X).

A classe destas sequéncias é denotada por PAP™(Z; X). Este espago equipado com

a topologia da convergéncia uniforme é um espago de Banach.

De (HERNANDEZ; HENRIQUEZ, 2008) uma sequéncia f € (>°(Z;X) diz-se uma
sequéncia pseudo-quase periddica de classe infinito se f = g + ¢ onde g € AP(Z;X) e
v € Erg.(Z;X). A colegao de todas as sequéncias pseudo-quase periddicas de classe
infinito definidas de Z em X é denotada por PAP*(7Z;X). Por Hernandez e Henriquez
(2008), AP(Z;X) N Erg..(Z;X) = {0}. Observemos ainda que PAP*(Z;X) é um espago
de Banach (ver por exemplo (DING; FU; NGUEREKATA, 2011)).

Definig¢do 4.2.4. Uma funcao f: Z x Y — X diz-se pseudo-quase periddica (discreta) de
classe mse f =g+ ¢ onde g € AP(Z x Y;X) e ¢ € Erg,(Z;Y;X). A colegdo de todas
as fungoes pseudo-quase peridédicas de classe m definidas de Z x Y em X é denotada por
PAP™(Z;Y; X).

De Hernandez e Henriquez (2008) uma fungao f : Z x Y — X diz-se uma fungao
pseudo-quase periédica de classe infinito se f = g+ ¢ onde g € AP(Z x Y;X) e ¢ €
Erge(Z;Y;X). A colegdo de todas as fungoes pseudo-quase periddicas de classe infinito
definidas de Z x Y em X é denotada por PAP*(Z;Y;X).

Lema 4.2.1. Supondo que a Condicio (Fad) ¢é satisfeita. Se u : Z — X € uma sequéncia
pseudo-quase periodica de classe infinito, entao u. € também uma sequéncia pseudo-quase

periodica de classe infinito.

Demonstrag¢do. A demonstragao é essencialmente uma combinagao da Observagao 4.2.1 e
do Lema 4.1.3. ]

8 Ver (JIALIN; NUNEZ, 1998).
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Lema 4.2.2. Seja f um elemento de PAP™(Z;Y;X) tal que f(n,y) € uniformemente
continua em qualquer subconjunto limitado, K C Y, uniformemente em n € Z e h €

PAP>(Z;Y), entao a sequéncia de Nemytskii n — f(n,h(n)) pertence a PAP*(Z;X).

Demonstracio. A demonstragao é baseada no argumento da demonstracao de Agarwal
et al. (2011, Teorema 2.1). Faremos um esbo¢o da demonstragao. Usemos a notagao do
Lema 4.1.4 e assumamos que f = fi + @ e h = h; + hy, onde f; € AP(Z x Y;X),
p € Erg(Z;Y;X), hy € AP(Z;Y) e hy € Erg, (Z;Y). Consideremos a decomposicao
f(n,h(n)) = fi(n,hi(n)) + (f(n,h(n)) — f(n, hi(n))) + ¢(n, hi(n)). Usando a Observagao
4.2.3, fi(-,hi(-)) € AP(Z:;X). Definamos F(n) := f(n,h(n)) — f(n, hi(n)). Tomando
qualquer m € Z* — {0} mostremos que F € Erg,,(Z;X). Claramente F € (>(Z; X). Para
isso, tomando em consideragao o Lema 2.9 de Ding, Fu e N'Guérékata (2011), é suficiente
mostrar que para cada € > 0 tem-se

lim
n—+oo 21, + 1

CardBEy . (n,€) = 0.

Dado ¢ > 0, seja 6 = 0(e) a constante positiva envolvida na continuidade uniforme
de f no conjunto K = h(Z) N hi(Z), temos que Ey,(n,¢) C Ey, (n,d). Uma vez que
hy € Erg,,(Z;Y), obtemos

lim
n—+oo 2n + 1

CardEy,, (n,d) = 0.

Isto mostra que F € Erg,,(Z;X). Tendo presente a Observacao 4.2.2 podemos verificar
que ¢(-, hi(+)) € Erg,,(Z;X) (para mais detalhe ver (AGARWAL et al., 2011) ). Isto

completa a demonstracao. O]

Lema 4.2.3. Seja b : ZT — C wma sequéncia somdvel, entdo para toda a sequéncia
pseudo-quase periddica de classe infinito, u: Z — X, a sequéncia ®# dada por (4.1.8) é

também pseudo-quase periodica de classe infinito.

Demonstracao. Obtemos o Lema 4.2.3 como uma consequéncia imediata de Cuevas, Dantas
e Soto (2016, Teorema 2.1) e do Lema 4.1.5. O

De seguida, estudamos a existéncia de solugoes pseudo-quase periddicas para a

equagao (3.1.3). Até onde sabemos, este assunto é um t6pico nao tratado na literatura.

Teorema 4.2.1. Suponha que a Condi¢io (Fad) € satisfeita, a fung¢io f:Z x B — X é
pseudo-quase periddica de classe infinito e verifica a condigao de Lipschitz (4.1.10). Se
l|s(A, )1 L < 1, entao existe uma tdnica solugao pseudo-quase periddica (de classe infinito)
da equagdo (3.1.3).

Demonstragio. Definimos a aplicacio F no espaco PAP™(Z;X) pela expressao (3.1.4). E
facil ver que Fu pertence a (*(Z;X). Além disso, pelo Lema 4.2.1, Lema 4.2.2 e Lema
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4.2.3 inferimos que Ju € PAP*(Z;X). Por outro lado, I é uma ||s(}, -)||, L-contragao,
o que permite concluir que existe uma tnica solu¢ao pseudo-quase periédica (de classe
infinito) da equacao (3.1.3). O

Teorema 4.2.2. Suponha que a Condi¢io (Fad) € satisfeita, a fun¢io f:7 x B — X é
pseudo-quase periddica de classe infinito e verifica a condi¢io de Lipschitz (3.1.2), onde
L :7Z — R" é uma sequéncia somdvel. Entao a equagao (3.1.3) tem uma inica solugdo

pseudo-quase periodica de classe infinito.

Demonstragio. Definimos a aplicagdo F no espago PAP>(Z;X) pela expressao (3.1.4).
Usando a demonstragao do Teorema 4.2.1, concluimos que F estd bem definido. Agora,
dadas u,v € PAP*(Z;X) temos

|[Fu — 5L~U”eoo(z;x) < [[s(A, ')||ooHLHel(Z;R+)H“ - U”eoo(z;x)'

Usando a demonstracdo de Cuevas, Henriquez e Lizama (2012, Teorema 4.3) obtemos

1 n
Hgn“—ﬁmvHeoo(Z;X) < 7("‘9()‘7')||oo||L||€1(Z;R+)) HU—UHeoo(Z;X)-

— nl

O que completa a demonstracao do Teorema. O

4.2.2 Periodicidade assintdtica

Uma familia de fungoes discretas, adaptada recentemente por Xia (2014) do artigo de Pierri
e Rolnik (2013) e ainda pouco estudadas, sdo as sequéncias pseudo S-assintoticamente
w-periddicas. Em particular a literatura sobre estas fungoes, na sua versao discreta, com
valores num espaco de Banach, tanto quanto sabemos, até agora, limita-se ao trabalho

acima referido.

O conceito de fungao pseudo S-assintoticamente w-peridédica foi introduzido em
tempo continuo por Pierri e Rolnik (2013) generalizando o conceito de funcao S-assintoticamente
w-periddica proposto por Henriquez, Pierri e Taboas (2008). A periodicidade assintética
¢ um aspecto importante da teoria qualitativa das EDV. Notemos que muitos sistemas
do mundo real exibem perturbacoes internas ou externas que podemos assumir serem
aproximadamente periddicas. Ha poucos resultados na literatura que lidem com a periodi-
cidade assintética da equagdo (3.1.3) e devido ao rapido desenvolvimento desta nova nogao
de periodicidade (isto é, fungoes PSAP,) estudaremos nesta se¢do a existéncia desta
classe de solugbes para a equacao (3.1.3). Entre outras coisas, aplicagOes interessantes
deste novo tipo de fungoes sao discutidas em varios ramos das equagoes de evolucao, tais
como sistemas fraciondrios, estruturas flexiveis e equagoes de onda fortemente amorteci-
das (ver Azevedo et al. (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017), Cuevas et al. (CUEVAS;
HENRIQUEZ; SOTO, 2014) e de Andrade et al. (DE ANDRADE et al., 2016)).
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De referir que desenvolvemos um forte conjunto de ferramentas matematicas para

alcangarmos os nossos objetivos de existéncia de solugoes PSAP,, para a equacao (3.1.3).

Definicao 4.2.5. (XIA, 2014) Uma sequéncia limitada f : ZT — X diz-se pseudo S-
assintoticamente w-periddica (XIA, 2014) (discreta) se existe w € Z* — {0} tal que

lim
n—+4o0o n, —|—

lef (k+w) = f(B)llx = 0.

Usamos a notacao PSAP,(Z";X) para representar o subespaco de (*(Z™";X)
formado por todas as sequéncias pseudo S-assintoticamente w-periddica definidas em
Z*t. PSAP,(Z";X) equipado com a norma da convergéncia uniforme é um espaco de
Banach. Naturalmente denotamos por PSAP,(Z;X) o conjunto formado por todas as
sequéncias pseudo S-assintoticamente w-periédica definidas em Z, isto é, o espago de todas

as sequéncias limitadas tais que

lim
n—-too 2n +1

Z_ 1f(k+w) = F(R)llx = 0.

Observe que AP, C SAP, C PSAP,, onde SAP,, (respectivamente, AP,) é o
espago formado por todas as sequéncias S-assintoticamente w-periédicas (respectivamente,
assintoticamente w-periddicas) (ver (AGARWAL; CUEVAS; FRASSON, 2012)).

Lema 4.2.4. Seja b : Z* — C uma sequéncia somdvel. Entdo para toda a sequéncia
u: ZT — X pseudo S-assintoticamente w-periddica, a sequéncia ®,(-) definida em (4.1.2)

¢ também pseudo S-assintoticamente w-periodica.

k4w
Demonstragio. Observe que k — > |b(l)] é uma sequéncia ergédica. De fato, obtemos
I=k+1
n  k+tw w n 1
blt < bllpre
n—i_lkzg)lzk—:i-l’ =1 k=0 (Z+;0) +1H "El(Z+7(C)

Temos a estimativa: || yl[gee(z+.5) < [10l]g1z+.0) [l goo (z+ - Além disso, para n >0

temos que
I -l < S bk w0 — D) )]
+1 “ b oo n+1:=1= “ Hlx
1 n k
k=D |ull +w) —
i )l + ) — @)l
= 1b(D] [Ju(k +w = D)
n+ 1k 0l=k+1 %
+ D> Mok =D u(l 4+ w) = u(l)|lx

n+1l 0 k=1
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De seguida estimamos os termos [;(n), i = 1,2, da expressao supra, separadamente.

o Para o primeiro termo no lado direito da desigualdade temos

n k4w

Il<n)§ HUHKX’ (Z+;X) Z Z |b

n+l 2055
a partir daqui inferimos que I;(n) — 0 quando n — +o0.

e O termo I5(n) pode ser estimado como

L = 5 (S b0 -+ w0l

=0 \k=0

< ||b||ﬂm( 3l +4) —u<>||x),

l:O

0 que mostra que 1_1}111 Ir(n) = 0. Esta completa a prova de que ®, € PSAP,(Z1;X).

]

Lema 4.2.5. Seja b : Z* — C uma sequéncia somdvel. Entdo para toda a sequéncia
pseudo S-assintoticamente w-peridédica, u : Z — X, a sequéncia ®¥(-) definida em (4.1.3)

¢ também pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracio. A demonstracao do Lema 4.2.5 é baseada no argumento da demonstracao
de Agarwal, de Andrade e Cuevas (2010, Lema 2.3). E evidente que ®# € (>(Z*;X). De

fato, obtemos H@fHM(ZﬁX <l oo g+ 30 1] |2 7.y Para n € Z* vemos que

1 n

o 12 Zb )(ulk +w—1) = u(k - 1))
—n I11=0 X

LS S b )= ulk =Dl = Y PO,
b(D|||lu(k +w —1) —ulk =1)|x = b(l)| W

2n+1k*nl0 % 1=0

1 n
onde U#(l) = i, Z u(k +w —1) —u(k =)l

Usando o fato de que PSAP,(Z";X) é invariante por translagao (ver Xia (2014,
Lema 10)) segue-se que a sequéncia k — u(k — [) pertence a PSAP,(Z";X) para cada
| € Z e portanto b(1)¥# (1) — 0 quando n — +o00. De seguida, como ¥# ¢ limitada e a
sequéncia [ — b(l) é soméavel, usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

segue-se que

lim Z|b (D|W#(1) = 0.

n—-+00

A demonstragao esta completa. O
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Definicao 4.2.6. Seja w um elemento de Z* —{0}. Dizemos que uma fungéo f : Z* x X —
Y é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica em conjuntos limitados® de X
se para cada subconjunto limitado K C X

lim
n—+oo n, + 1

ZSUEHf(kZ—}-u),%) _f(kvx)HY =0.

k=07%€

Observacao 4.2.4. Uma nocao similar pode ser considerada para fungoes definidas em

7 x X.

Definigao 4.2.7. Uma funcao f : ZT x X — Y diz-se assintoticamente limitada em
conjuntos limitados? de X se para todo o subconjunto limitado, K C X, existe myg € Z*

tal que o conjunto {f(n,z) : n > mg,x € K} é limitado.

Definigao 4.2.8. Uma funcao f : Z* x X — Y diz-se assintoticamente uniformemente
continua em conjuntos limitados de X se para todo o nimero real ¢ > 0 e todo o
subconjunto limitado, K C X, existem constantes m = m.x € Z* e 0 = i,k tais que

| f(n,z) — f(n,y)|ly < € paratodon >m etodo z,y € K com ||z —y||x < 9.

Temos o seguinte resultado de composicao para sequéncias pseudo S-assintoticamente

w-periddicas.

Lema 4.2.6. Scja [ : ZT x X — Y wma fungdo assintoticamente limitada em conjuntos
limitados, assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados de X, e
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados. Se u :
77 — X € uma sequéncia pseudo S-assintoticamente w-periddica, entdo a sequéncia de

Nemytskii v(n) = f (n,u(n)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstrag¢do. A demonstracao do Lema 4.2.6 é baseada no argumento da demonstragao
de Cuevas, Henriquez e Soto (2014, Lema 2.3). Fagamos K = Im(u). Para € > 0 seja
0 = 0c,x € Me i a constante envolvida na Defini¢ao 4.2.8. Seja mg a constante dada na
Definicao 4.2.7. Denotamos Cs5 = {k € Z" : |Ju(k +w) — u(k)||x > 0} e escolhemos m

9 Ver (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014).
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suficientemente grande (m > max {m. x, mx}). Entao temos a seguinte desigualdade:

S ok +w) —o(k)ly < #zsupuf (h+w,2) — f(k2)lly

— Z Lf (R ulk + w)) = (R, u(k))]ly

< niziggnfmw) k)l
il S 11kl + ) = SO0 )
S Gkl ) — Ok ul
=
T 3 MGl ) = ),
kng

E evidente que I;(n), I5(n) — 0 quando n — 400 e I4(n) < e. Observemos que

Card (Cs N [m,n))
n+1 '

I3(n) < 2sup || f(k, z)||y
zeK
k>m
Usando (DING; FU; N'GUEREKATA, 2011, Lema 2.9) inferimos que I5(n) — 0 quando

n — +oo. Portanto v é pseudo S-assintoticamente w-periddica. n

Corolario 4.2.1. Seja f : ZT xY — X uma fungio assintoticamente limitada em conjuntos
limitados e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados

que satisfaz a condigdo de Lipschitz

1f(n,2) = f(n, 9)llx < L)l = ylly

para todo n € Z* e todo x,y € Y, onde Ly : Z* — R € limitada em Z,, para algum'®
m e Z'. Seu:Z" — Y éuma sequéncia pseudo S-assintoticamente w-periddica, entio a

sequéncia de Nemytskii associada a u é pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. A limitacao de L e a condicao de Lipschitz garantem que f é assintotica-

mente uniformemente continua em conjuntos limitados e aplica-se o Lema 4.2.6. O]

Corolario 4.2.2. Seja f : ZTxX — Y uma funcdio assintoticamente limitada em conjuntos
limitados e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados

que satisfaz a condigdo:

(PW1) Para cada nimero positivo o, para todo n € Z*+ e todo x,y € B,(X) temos
| f(n,z) — f(n,y)lly < Ly(o)|lz — yllg, onde Ly : RT — R € uma fungao continua.
ozt ={mm+1,...}
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Se u : Zt — X ¢ uma sequéncia pseudo S-assintoticamente w-periddica, entdo a sequéncia

de Nemytskii associada a u é pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Como uma aplicacdo do Corolario 4.2.2 temos o préximo resultado.

Teorema 4.2.3. Scja f : ZTxX — Y uma funcao uniformemente pseudo S-assintoticamente

w-periodica em conjuntos limitados e assintoticamente limitada em conjuntos limitados que
satisfaz (PW1). Se existe v > 0 tal que ||s(A, )] (Lf(r) + %|]f(~,0)|!£oo(z;x)) < 1 entdo

existe uma solugao pseudo S-assintoticamente w-periddica, u(-) de (4.1.5) e (4.1.6).

Sejam w e m elementos de Z* — {0}, definimos V¢(k) := f(k+w) — f(k). Vamos

considerar o seguinte espaco
PSAP(Z;X) ={f € *(Z,X) : V¢ € Erg,,(Z;X)}.

PSAPT diz-se os espaco das sequéncias pseudo S-assintoticamente w-peridédicas de classe
m. PSAP” C PSAP, e este espaco equipado com a topologia da convergéncia uniforme

é um espaco de Banach.

Introduzimos o espago PSAPY(Z;X) = ( PSAP"(Z;X). PSAPY(Z;X),
meZ+—{0}
chamado espago das sequéncias pseudo S-assintoticamente w-periddicas de classe infinito.

Lema 4.2.7. Suponhamos que a Condigcao (Fad) é satisfeita. Se v : Z — X € pseudo
S-assintoticamente w-periddicas de classe infinito, entao n — u, € também € pseudo

S-assintoticamente w-periodicas de classe infinito.
Demonstracao. A demonstracao deste Lema 4.2.7 segue a demonstragao do Lema 4.1.3. [

Para f:7Z x Y — X definimos

[ (n,y) == f(n+w,y) — f(n,y), n€Z, y €Y.

Seja m um elemento de Z™ — {0}. Introduzimos os seguintes espagos de sequéncias:
PSAP!M(Z;Y;X) = {f :Z xY — X | f élimitada e f(n,-) é continua para cada

nez, I e Ergm(Z;Y;X)},
PSAPY(Z;Y;X) = (1 PSAPI(Z;Y;X).

meZt—{0}
PSAPT(Z; Y;X) (respectivamente, PSAP (Z; Y; X)) diz-se o espago das fun¢ées unifor-
memente pseudo S-assintoticamente w-periédicas de classe m (respectivamente, infinito)

em conjuntos limitados de Y.
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Lema 4.2.8. Seja f uma funcio pertencente a PSAP!(Z;Y;X) que verifica a condi¢io
de Lipschitz: ||f(n,z) — f(n,y)|lx < Lfllzr —ylly, Yn € Z, Vz,y € Y. Seu:Z — Y é
uma sequéncia pseudo S-assintoticamente w-periodica de classe infinito, entdo a sequéncia
de Nemytskii v(n) = f (n,u(n)) é também pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe

infinito.
Demonstragio. Tome-se m € Z* — {0}, qualquer e faga-se K = Im(u), obtemos

v <L v 14 .
e VoDl < Ly max  [[Vu(T)lly +_ max - sup || (7, z)]]

(4.2.14)

Como V, € Erg,,(Z;X) e I} € Erg,,(Z;Y;X), segue-se de (4.2.14) que V,, € Erg,,(Z; X),
de onde v € PSAP(Z;X). Como m é arbitrario a prova esta completa. O

Lema 4.2.9. Seja f : Z x Y — X uma funcao uniformemente continua em conjuntos
limitados de Y e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe infinito

em conjuntos limitados. Entao a conclusao do Lema 4.2.8 € verdadeira.

Demonstragio. Usamos a mesma notagao da demonstracao do Lema 4.1.4. Fazendo A(+) :=
3
demonstracao. O

SUD, ek HH‘;(-,x)HX, temos que By, (n,¢) C Ey, (n,0) U Ey,(n,5), o que termina a

Lema 4.2.10. Seja b : ZT — C uma sequéncia somdvel. Entdo para toda a sequéncia
pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe infinito, u : Z — X, a sequéncia ®¥ dada

por (4.1.3) é igualmente pseudo S-assintoticamente w-periodica de classe infinito.

Demonstragio. Temos a identidade Vgx = ®#,, . De onde, aplicando o Lema 4.1.5 com-

pletamos a prova. O

Estamos agora em condigoes de apresentar um resultado central desta secao.

Teorema 4.2.4. Suponha que a Condi¢ao (Fad) € satisfeita. Seja f : Z x B — X
uma funcao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe infinito em
conjuntos limitados de B que verifica a condi¢ao de Lipschitz (4.1.10). Se ||s(\,-)|1L < 1
entdo existe uma unica solugao pseudo S-assintoticamente w-periddica (de classe infinito)
da equagdo (3.1.3).

Demonstragio. Definimos a aplicacao J no espago PSAP.’(Z;X) pela expressao (3.1.4).
Mostremos inicialmente que Fu estd em PSAP (Z;X) para u € PSAPZ (Z; X). Deduz-se

da nossa hipétese que f(-,u.) € £>°(Z;X). De onde, temos a seguinte estimativa:

1Tl oo ey < M5O LG 1) oo iy
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Usando (4.1.10), Lema 4.2.7, Lema 4.2.9 e Lema 4.2.10 obtemos que Fu € PSAP(Z; X).
Além disso, para u,v € PSAP;’(Z;X), temos a estimativa

||Fu — Sr’quoo(Z;X) < L{[s(A )| lw — UHZOO(Z;X)’

o que prova que F é uma contragao no espago PSAP(Z;X), daqui concluimos que F
tem um tnico ponto fixo, u € PSAP(Z;X). O

No préximo resultado consideramos perturbagoes locais em (3.1.3).

Teorema 4.2.5. Suponha que a Condicio (Fad) € satisfeita. Seja f : Z x B — X
uma fungao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe infinito em
conjuntos limitados de B tal que satisfaz a condi¢cio (PW1) em Z (ver Coroldrio 4.2.2).
Se existe r > 0 tal que [|s(\, )|, (po(pT) +r Y f(, O)||ZOO(Z;X)) < 1, entdo existe solugdo

pseudo S-assintoticamente w-periodica (de classe infinito) da equagao (3.1.3).

Demonstragcdo. Observemos que como f é limitada em conjuntos limitados de B, entao
f(-,0) é uma funcao limitada em Z. Seja F : PSAP(Z;X) — PSAP(Z;X) a aplicagao
definida em (3.1.4). Para v € PSAPZ (Z;X) com ||u|je (5 < 7, temos que

1@l < 5 Jsn = 1= DL+ 3 IsOun = 1= )] 1£G. 0l

< s (Z(or)pr + 176 0) gz -
portanto
T ullpoo g3y < 7 (4.2.15)

Em face do Lema 4.2.7, Lema 4.2.9 e Lema 4.2.10, segue-se que F envia PSAPL’ (Z; X) nele
préprio. Por outro lado, para u,v € PSAP(Z;X) com HuHeoo(z;x) <re H”Heoo(Z;X) <r,

obtemos
| (Fu) (n) = (Fv) (n)]lx < j:z:; s\ =1 = 5)[Ly(pr)lfu; — vyl 5.
Isso significa que
[1Fu = Follo gy < s oL (or)llu = vll e 7.5y - (4.2.16)

De (4.2.15) e (4.2.16) segue-se que F é uma contracao em B, (PSAP(Z;X)). Esta

completa a demonstracao do Teorema. O]
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Para entender o efeito de perturbagoes num sentido mais lato necessitamos lidar com
teoremas do ponto fixo mais gerais do que o principio da contragao. Usando a metodologia
introduzida por Agarwal, Cuevas e Dantas (2013) podemos estudar a existéncia de solugoes
pseudo S-assintoticamente w-periédicas (respectivamente pseudo-quase periddicas) para a
equacao (3.1.3) quando a perturbacao f nao satisfaz uma condi¢do do tipo Lipschitziano.
Para estabelecermos o nosso préximo resultado consideramos fungoes f : Z x B — X que

satisfazem a seguinte condi¢ao de limitacao:

(AP1) Existem uma funcéo nao decrescente Wy : RT — R* e uma fungao M : Z — R*
tais que
[Lf (R, @)l < M(E)Wi([le(0)]]5),

para todo k € Z e ¢ € B.

Podemos agora formular o nosso resultado.

Teorema 4.2.6. Suponhamos que a Condi¢ao (Fad) € satisfeita. Seja X um elemento de
Qg e f:7ZxB — X uma funcio uniformemente continua em cada subconjunto limitado de
B, uniformemente em k € 7Z, e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica de
classe infinito em conjuntos limitados de B que satisfaz a condi¢io (AP1). Suponhamos,

adicionalmente, que as sequintes condigoes sao satisfeitas.
(AP2) Para cada v > 0,

1) 2 S = DIMG)W (h() =0,

onde h é dado pelo Teorema 2.5.5.

(AP3) Para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todo u,v € C(Z;X), |Ju—vl|, <&

implica que

S Json = DIFGag) — £Gooy)lly < e

j=—o0

para todo n € Z.

(AP4) Para todo a,b € Z, a <b e o >0, o conjunto

{flk,p): a<k<b peB, [lp0)ly <o}
¢ relativamente compacto em X.

(AP5) lim inf —— > 1, onde

r—+00 B(fp)

3(r) :=sup(h(n+1 >[50~ MW, (rh(s >))

neZ j=—00

Entao a equagio (3.1.3) tem uma solugao pseudo S-assintoticamente w-periédica de classe

infinito.
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Demonstragio. Definamos o operador F : CP(Z;X) — CP(Z;X) por (3.1.4). A partir
da demonstracao de Agarwal, Cuevas e Dantas (2013, Teorema 3.2) podemos ver que
F é completamente continuo e que o conjunto de solugoes das equagoes homotodpicas,
u=~yFu, v € (0,1), é limitado. Segue-se do Lema 4.2.7 e do Lema 4.2.9 que a sequéncia
k — f(k,u) pertence a PSAP (Z;X), sempre que u € PSAP(Z;X). De onde usando
o Lema 4.2.3, temos que PSAP(Z;X) é invariante por F e consequentemente podemos

considerar

F . PSAP(Z;X)" — PSAP(Z;X)".

Aplicando a alternativa do Teorema de Leray-Schauder deduzimos que a aplicagdo F tem
um ponto fixo, u, em PSAP(Z; X)h. Seja {u"}, uma sequéncia em PSAP (Z;X) tal

que u" — u, quando n — 400 na norma || - ||,. Podemos ver pela condicao (AP3) que

{Fu"}, converge para u uniformemente em Z. Isto implica que u € PSAP(Z;X), o que

completa a demonstracao. O

E também interessante considerar o seguinte resultado.

Teorema 4.2.7. Assuma que a Condicio (Fad) e (AP4) sao vdlidas. Seja A um elemento
de Qs e f:7Z x B — X uma fungao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica
de classe infinito em conjuntos limitados de B, com f(-,0) limitada em Z. Assuma ainda

que valem as sequintes propriedades.

(AP6) Existe uma fungio continua ndo decrescente W : [0, +00) — [0, 4+00) com W(0) =0
tal que || f (n, h(n)p) — f (n, h(n)9) llx < W([[(0) = ©(0)][x), para todon € Z e p, ) € B,
onde h € dado pelo Teorema 2.5.5.

(APT) i int Ol T <1

Entao a equagio (3.1.3) tem uma solugao pseudo S-assintoticamente w-periodica de classe

infinito.

Demonstracdo. Usemos a mesma notacao da demonstracao do Teorema 4.2.6. Seja v um
elemento de CP(Z;X), como Fv € £*(Z;X) temos que Fv € CY(Z;X), de onde o operador

F esta bem definido. Como W ¢é continua, a estimativa

i s n = DG ug) = LG vl < s DLW (lu = oll,),

j=—00

mostra que a condi¢do (AP3) é valida. Usando novamente o fato de W ser continua e
[1Fu = Fofl, < [[s(A )W ([[u = vl],)

obtemos que JF é uma aplica¢ao continua. Usando a demonstragdo de Agarwal, Cuevas
e Dantas (2013, Teorema 3.2) e o Teorema 2.5.5 podemos ver que F é uma aplicagao

completamente continua. Observemos que existe 79 > 0 tal que B, (CY(Z;X)) é invariante
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por &F. De fato, se assumirmos que esta assercao ¢ falsa, entdo para todo r > 0 podemos
escolher u” € B, (CY(Z;X)) tal que ||[Fu"||, > r. De onde deduzimos que

. . 1
1< l;glglof [[s(A, [, W(r) 7

que é uma contradicao a nossa hipotese (APT), estabelecendo a assercao.

Por outro lado, observemos que f satisfaz todas as condi¢bes do Lema 4.2.9.
Entao aplicando o Lema 4.2.10 obtemos novamente que PSAP’(Z;X) é invariante por
F. Consequentemente inferimos que B,, (CP(Z;X)) N PSAPLOUO(Z;X)'LL ¢ invariante por
F. Aplicando o Teorema do ponto fixo de Schauder, deduzimos que a aplicacdo F tem
um ponto fixo u em B,, (CY(Z; X)) N PSAPX(Z; X)h. Usando o mesmo raciocinio da
demonstragdo do Teorema 4.2.6 pode-se mostrar que u € PSAPX(Z;X ), o que completa

a demonstracao do Teorema 4.2.7. O
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5 APLICACOES E METODOS

A matematica foi sempre uma ferramenta essencial para praticamente todas as areas de
conhecimento. Algumas areas utilizam-na como ferramenta didria, outras usam modelos

matematicos para melhor entender os sistemas em estudo.

Um critério fundamental no trabalho de investigacao desenvolvido pelo grupo de
Equagoes de Evolugao da UFPE ¢ o de que os métodos e ferramentas tedricas desenvolvidos
tenham aplicagdes concretas no mundo real. A investigacao deve ter um impacto social,
servir para a resolucao de problemas concretos. A "ética de investigador' deve ser também

a de responder as demandas da sociedade que torna possivel a investigacao.

Um dos grandes desafios atuais é o desenvolvimento de modelos matematicos que
sejam eficientes para explicar processos fisicos, quimicos ou bioldgicos, altamente complexos
que brotam nas areas de medicina, engenharia e tecnologia. De fato, nos tultimos anos
foram desenvolvidas técnicas altamente sofisticadas para a obtencao de dados. A ciéncia
moderna vive atualmente uma situagao Unica entre a grande produgao e coleta de dados
experimentais e o pequeno desenvolvimento de modelos tedricos. A ciéncia de hoje é muito
mais rica em dados do que em teoria. A matematica é a ferramenta chave para fazer a

ponte entre dados e a explicagao.

O objetivo da pesquisa interdisciplinar na area de Matematica é desenvolver modelos
que realmente contribuam para o entendimento dos fatos experimentais. Mais especifi-
camente, deseja-se o desenvolvimento de modelos que tenham capacidade de previsao,
em contraposicao a modelos descritivos. Isso exige uma colaboracao e envolvimento de
pesquisadores de diversas areas. Além dos modelos teodricos, é de fundamental importan-
cia o desenvolvimento de algoritmos e procedimentos eficientes,que possam ser usados e

confrontados com os dados.

Dentro da estrutura de tempo continuo o grupo de Equagoes de Evolucao da
UFPE desenvolveu aplicagoes de modelos fracionarios a problemas de condutividade
térmica e contribuigbes para a teoria dos sistemas viscoeldsticos em (APARCANA et
al., 2018); periodicidade assintética em sistemas fraciondrios (APARCANA et al., 2018;
ANDRADE et al., 2015); estruturas flexiveis, difusdo térmica, equagoes fraciondrias e
viscoelasticidade em (DE ANDRADE et al., 2016); problemas de transporte para equagoes
de vigas de Euler-Bernoulli e teoria de difusao térmica em (DE ANDRADE et al., 2014);
equagoes de Navier Stokes em (DE ANDRADE, 2018) e quimiotaxia em (AZEVEDO;
CUEVAS; HENRIQUEZ, 2018). Na estrutura de tempo discreto salientamos as aplicagoes
ao oscilador harménico em (CASTRO; CUEVAS; LIZAMA, 2009); teoria de controle e
dindmica populacional em (CUEVAS; CHOQUEHUANCA; SOTO, 2014). Nas préximas
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secoes desta tese continuaremos a explorar e desenvolver estas aplicagoes.

Para ilustrar a estratégia geral, bem como para descrevermos alguns aspectos da

nossa abordagem, consideremos algumas aplicagoes dos nossos resultados.

Exemplo 5.0.1. Assumamos que v > 0. Consideremos o espago de fase B7(X) definido
no Exemplo 2.3.1, onde X é um espaco de Banach. Seja p um elemento de C tal que |p| < 1
e A€ D(p,1). Seja £ : Z — R* uma sequéncia tal que 37°° /()¢ < +oo. Consideremos
a seguinte EDV no espaco de Banach X:

B SN , , vl(n)u(n)
u(n+1) —/\jgoop cos((n—j)w)u(j)—i-m(nmx“, n € 7. (5.0.1)

Comecemos por observar que, aplicando a transformada-Z a equagao linear da solugao

fundamental, temos:

Z[s(\, k)] — s(\,0)z = \Z[pFcos(nm)]| Z[s(\, k)]
z(z — peos(m))
22 — 2zcos(m) + p?

ez Z[s(\ k)] —z = )\Z +pZ[s()\, k)]

sz Z[s(\NEk) —z=A Z[s(A\ k)]

250K = 1+ A5y

Aplicando a transformada inversa obtemos s(\, k) = A(A — p)* ™', k > 1, logo D(p,1) C €.
Note-se que (3.1.2) se verifica para L(n) = 2v|{(n)|. Portanto se supusermos que |v| é
suficientemente pequeno para fazer 2v|[s(A, -)|[1[|¢(-)||mzr+) < 1 segue-se do Teorema

3.1.1 que a equagao (5.0.1) tem uma tnica solugao 7 somavel.

Exemplo 5.0.2. Consideremos agora a EDV no espago de Banach X:

uln+1) = A Zn: p"eos((n = j)m)ulj)

;_oon u(n) u(n —1)
A ><Hu<n>ux+1 Tutn— Dl + 1

Seguindo o raciocinio do exemplo anterior e com a ajuda da Observagao 3.1.2; se supusermos

> ,neZ  (502)

que |v| é suficientemente pequeno entéo existe uma tnica solugao ¢P-somével de (5.0.2).

Exemplo 5.0.3. Assuma que v > 0, 0 < 3,p < 1 e seja A um elemento de C tal que
|IA| < 1—p. Sejam a e b elementos de ¢P(Z,R™). Consideremos a seguinte equagao funcional

em diferencas de Volterra:

n k
u(n +1) = A 2} \n—k|+1 u(k) + (lu(m)| + e u(n = 1)]) a(n) + b(n), n € Z.

(5.0.3)
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Com o propésito de estudar a equacio (5.0.3), observemos que |s(\, k)| < [A[(J]A| +p)""

k > 1, de onde D(0,1—p) C Q,. Note-se que (3.1.25) é satisfeita tomando L(n) = 2°]a(n)|

no espago de fase BY (R™). Sob estas circunstancias temos, pelo Corolario 3.1.1, a garantia

Y

da existéncia de uma solugao 7 limitada para a equacao (5.0.3).

Exemplo 5.0.4. Seja ¢y o espaco de Banach das sequéncias reais {a,}, tais que a,, — 0.
Definimos h, : R — R, n € N, por h,(s) = %ﬁ|s|, e seja h : ¢g — ¢o definido por
h({an}n) = {hn(ay,)},. Assumamos que ¥ >0, 0 <p <1 e tome-se A € (=1 +p,1—p).
Consideremos a seguinte equacao em diferencas de Volterra definida em cg

nfk
1) = k) + vh (e7I" Z. 5.0.4
u(n + k2m|n_k|+1 u(k) + v (e u(n)),ne (5.0.4)
Seja f(k, ) a perturbagdo associada a equacao (5.0.4), temos que f(k,-) é continua para
todo k € Z. De fato, isso segue-se da estimativa |[f(k, ) — f(k, )., < [V[[l© = ¥l (ep)s
para todo k € Z e cada p,1) € BY(cy). Note-se que (TS1) é satisfeita com &(k) = e~ I¥
e v(k) = 0. Seja K um subconjunto limitado de B7(cy), temos que f(k, K) é limitado e

equiconvergente em +o00. De fato, temos

sup || f(k, 9)ll,, < V| sup e 5 (o)
peEK IS

4
|f(k ) (n)| < T 2161}13( |1 (o) -

Recorrendo ao critério de compacidade (CUEVAS; PINTO, 2003, Lema 2.3) o conjunto

w segue-se do Teorema 3.2.1 que

f(k, K) ¢é relativamente compacto em ¢y. Se |v| <
a equacao (5.0.4) tem solugoes limitadas em Cy(Z;cp) e o conjunto formado por estas

solugoes é compacto.

Exemplo 5.0.5. Assuma que 7 > 0. Consideremos o espago de fase BY(¢?(Z)) definido
no Exemplo 2.3.1. Seja p um elemento de C tal que |p| < 1 e tome-se X\ € D(p, 1). Seja
¢(-) uma sequéncia em (4(Z;R") e ¢g € (P(Z). Consideremos em (P(Z) a seguinte equacao

em diferencas de Volterra:
un+1) =\ zn: p"_jcos((n —j)w)u(j) + < Vf(m
n*+1

j=—o00

)y + )¢o, ez

(5.0.5)

Seja f(k, ) a perturbagdo associada a equacao (5.0.5). Para ®, W € (P (Z; B ((P(Z))) e

p € BY((P(Z)), temos as seguintes estimativas:
NG 2C) = FGYONe@maz)y < T @z 9ol
1

+o00 1 >
X( Z (TLQ—{—l)p> ||(I)_\Ij||Z°°(Z;BW(Zp(Z)))7 (506)

n=—oo



Capitulo 5. Aplicagées e Métodos 79

1
1K DMlewzy < WLEER)Gollnizy 10O lewzy + 1511 @0llenzy. (5.0.7)
|f(k)(n)| < {|v] ||£||€°°(Z;]R+) sup ||7/’||Bw(ep(z)) +1 ||¢0||e°o(z): (5.0.8)
YeK
onde K C BY (¢P(Z)) é um conjunto limitado, e
Yo fR))” <0 > [go(n)]” — 0 (5.0.9)
[n|>T [n|>T

quando 7" — 400 uniformemente em v € K, onde

p
0= <’V| H£||€°0(Z;R+) sup |W||%W(€”(Z)) + 1) :
ek

Observamos que a estimativa (5.0.6) implica que a condi¢do (Hp — 2) é verificada. A
estimativa (5.0.7) implica que (TS5) é valida com (k) = |v] [|¢o||pz)|¢(K)| e n(k) =
k—leqbngp(Z). As estimativas (5.0.8) e (5.0.9) implicam que f(k, K') é relativamente compacto
em (P(Z).

1=([A[+p)
(A=p)ll¢oller iz [1ell pa(zx+) ’
Teorema 3.2.3 o conjunto das solugoes 7 de (5.0.5) é compacto em (P(Z; (P(Z)).

Para completarmos a discussao escolhemos |v| < logo pelo

Exemplo 5.0.6. Estamos interessados no estudo da equacao em diferencas
un+1) =X > p"u(j) + Va(n)g(u(n - 1)), n € Z, (5.0.10)

onde p € (=1,1), A € D(—p,1), v € R, a € {*(Z;R) e g : R — R é uma funcao L-
Lipschitziana. Consideremos o espago de fase B7(R) com v > 0 e seja f(n, ¢) a perturbagao

associada a (5.0.10). Temos as seguintes estimativas:

|f(n, )| < [v] "aHZOO(Z;R)HgHCb(R;R)v n €z, ¢ € B'(R), (5.0.11)
|[F(:0) = f(n, @o)l < L[] [[all ezl 9 = #0ll2 gy 7 € Zs 0500 € BY(R),
(5.0.12)

|f(n, ) = f(n, )] < [VIL[|al] e gy l9(—1) = ¥(=1)|, n € Z, ¢, € B'(R)
(5.0.13)

n

> max sup |I5(7,0)| < o] Nllgymmy Do max[Va(7)], (5.0.14)

b TE[k—m,kINZ pe K R TE€lk—m,k|NZ

onde K C B7(R) ¢é limitado e V, ¢ dado na Secao 4.2.2.

Nesta etapa observemos que a estimativa (5.0.11) implica que f é limitada e
a estimativa (5.0.12) implica de imediato que f(n,-) é continua para cada n € Z. Se

assumirmos que a(n) é uma sequéncia pseudo S-assintoticamente w-periédica de classe
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infinito, de (5.0.14) temos que f(n,¢) é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periédica de classe infinito em conjuntos limitados de BY(R). Por outro lado vemos que o

Teorema 4.2.4 é valido em BY(R) para perturbagoes do tipo

£00.9) = F00)] < L3 lol—) = (=B

Se supusermos que |v| é suficientemente pequeno, concluimos que (5.0.10) tem uma tnica

solugao pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe infinito.

Exemplo 5.0.7. Assumamos que v > 0, 0 < p < 1, e tomemos A € (=1 +p,1 — p).

Consideremos a seguinte equagao em diferencas no espago de Banach X:

nk
uln +1) =\ Z \n—k\+1u(k)+

k=—o00

va(n)u(n)

PR e 7 5.0.15
Tu()+ 1 " (5:015)

Consideramos aqui como espago de trabalho o espago de fase B7(X) e seja f : Z X
B7(X) — X a perturbagao associada a equagao (5.0.15). Se assumirmos que a(n) é uma
sequéncia pseudo-quase periddica de classe infinito temos que f(k, @) é um elemento de
PAP>(Z; B"(X); X). Portanto se supusermos que |v| é suficientemente pequeno, segue-se
do Teorema 4.2.1 que a equagao (5.0.15) tem uma tnica solugdo pseudo-quase periédica
de classe infinito.

1-|al

Ilwllgoo (zm) ?
onde u(n) é um input de controle pertencente a ¢'(Z;R). Consideremos os seguintes

sistemas de controle discreto estudados por Delchamps (1990), Nair e Evans (2000), Phat
e Jiang (2005), Cuevas e Lizama (2010), Cuevas, Choquehuanca e Soto (2014):

Exemplo 5.0.8. Sejam «, 3, ¢ e d nlimeros reais tais que |a| < 1 e (|c|+2]d|) <

z(n+1) = ax(n)+ pu(n), n € Z, (5.0.16)
r(n+1) = ax(n)+ Buln) + cx(n)sinu(n) + du(n)cos’z(n), n € Z. (5.0.17)

Baseados no método de quantizacdo sobre o espago de estado usado por Delchamps (1990)
(ver também (NAIR; EVANS, 2000)) Phat e Jiang estabeleceram em (PHAT; JIANG,
2005) condigoes suficientes para a estabilizacao global do sistema semilinear (5.0.17). No
nosso estudo consideramos o espago de fase B7(R), v > 0 para modelar o sistema de
controle (5.0.17). Seja f(k, ) a perturbagao associada a equacao (5.0.17). Observemos
que (TS1) é satisfeita com (k) = |u(k)|, v(k) = (|8] + |d|)|u(k)| e v = |c| + 2|d|. Seja K
um subconjunto limitado de BY(R), temos que f(k, ) é limitado, isto significa que vale
(Lp —1). Como v € (O 1—|a|R> segue-se do Teorema 3.2.1 que a equagao (5.0.17) tem
pelo menos uma solugao limitada em Co(Z; R) e que o conjunto formado por estas solugoes
é compacto. Por outro lado, se assumirmos que o input de controle é um elemento de
Erg..(Z;R) entao, pelo Teorema 4.1.2; a equagdo (5.0.17) tem uma unica solugao ergddica

de classe infinito.
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Consideremos a seguinte perturbacao do sistema de controle (5.0.16)

W + du(n)cos®z(n), n € Z. (5.0.18)

z(n+1) = az(n) + Pu(n) + csinu(n)

Seja f(n,p) a perturbacdo associada a equagao (5.0.18) no espago de fase B7(R). Se
assumirmos que o input de controle é limitado podemos afirmar que f é limitada. Por outro
lado podemos ver que a condigao (4.1.10) é satisfeita com L = 2(|c|+|d|)|[u| o (7,r)- Usando
a desigualdade [p(0)| < [|¢[|5(r) temos que f(n,-) é continua para cada n € Z. Agora,
se assumirmos que o input de controle u(n) é pseudo S-assintoticamente w-periddico de
classe infinito inferimos que a perturbacao f é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periddica de classe infinito. De fato isso segue-se como consequéncia imediata da estimativa
T4 (7, )| < (18] + [d] + |c])[Vu(T)| (ver a Secdo 4.2.2 para a defini¢do de V,,). Finalmente

1—|a|

se escolhermos «, ¢ e d tais que |a| < 1 e |c| + |d| < concluimos pelo Teorema

QHUHEOO(Z;]R)
4.2.4 que (5.0.18) tem uma tnica solu¢ao pseudo S-assintoticamente w-periddica de classe
infinito. Vale a pena notar que, se o input de controle u(n) pertence a PAP*(Z;R) entao f
é pseudo-quase periodica de classe infinito. De fato, escrevemos u = uj +uy, u; € AP(Z;R)

euy € Erg. (Z;R), dail f =g+ ¥, onde
©(0)

g(n,p) = Pui(n)+ csinuy (n)W + duy (n)cos®p(0),
= ) ' 7¢(0) uy(n)cos®
U(n,p) = Pug(n)+ c(sinu(n) — sinui(n)) POES + dus(n)cos“p(0).

Manipulagoes elementares mostram que g € AP(Z x B'(R);R) e ¥ € Erg.(Z; B"(R); R).
Se |e|+|d] < s~

2(lullpoo (Z;R

pertencente a PAP™.

g pelo Teorema 4.2.1 concluimos que (5.0.18) tem uma tnica solugao

5.1 Modelos integro-em diferencas

Equagoes integro-em diferengas (IDE) sdo modelos em tempo discreto que possuem
muitos dos atributos das equacoes reacao-difusao em tempo continuo. A estrutura de IDE
pode acomodar dindmicas de difusao sendo o comportamento da dindmica determinado
pela especificagao do nucleo. Equagoes integro-em diferengas surgem naturalmente para
examinar a dispersao de populagoes, incluindo a interacao de populagoes compostas por
organismos que se reproduzem localmente via geragoes discretas e competem pelos recursos
ecolégicos disponiveis, antes de se dispersarem. Ha muitas referéncias na literatura referente
a modelos de IDE, mencionaremos duas delas (LATORE; GOULD; MORTIMER, 1998;
WIKLE, 2002).

Sob o ponto de vista das aplicagoes para lidar com equagoes integro-em diferencas
é necessario substituir o parametro A em (3.0.1) por um operador limitado definido em X.
E construtivo considerar um par de exemplos de modelos IDE (ver Exemplos (5.1.1) e
(5.1.2)).
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Seja L£(X) o espago de Banach constituido por todos os operadores lineares limitados
definidos de X em X. Seja 7" um elemento de £(X) e seja f : Z — X uma fungado limitada,
entdo existe uma solucao limitada! de

n

uln+1) = > aln—j)Tu(j) + f(n,u(n)), n €z, (5.1.19)

j=—o0

e é dada por

n

un+1) = > s(Ton—j)f(j,us)), (5.1.20)

j=—o00

onde s(T, k) € L(X) ¢é a solucao somével da equagdo em diferencas

n

s(Tyk+1) Z )s(T,5), k=0,1,2,..., s(T,0)=1. (5.1.21)

5.1.1 O modelo de Turelli-Hoffman
Exemplo 5.1.1. Consideremos a seguinte equacao integro-em diferengas

pre(z) = /abk‘(lw — o) [sop W) (1 = @) (W) = D) + 9ey) — (1 = sp)pe(v)] dy,
(5.1.22)

teZ, x € la,b.

Antes de continuarmos com os resultados vamos dar algum contexto. Modelos
relacionados com (5.1.22) foram estudados recentemente por (SCHOFIELD, 2002), onde
(5.1.22), com g = 0, modela a expansao espago-temporal da infecgao pela bactéria Wolbachia
em populacoes californianas da mosca Drosophila simulans®. A infeccao pela bactéria
reduz ligeiramente a fertilidade das fémeas mas se o percentual de machos estiver acima de
um certo limiar, confere uma vantagem reprodutiva as fémeas infectadas uma vez que as
fémeas nao infectadas sdo reprodutivamente muito menos eficientes quando cruzadas com
machos infectados, isto significa que, quanto maior for o percentual de machos infectados
na populacao, menos descendentes serao gerados pelas fémeas nao infectadas. Como a
transmissao ¢é vertical (de mae para filho(a) com uma taxa de sucesso, 1 — u, muita elevada)
o percentual de individuos nao infectados na geragao ¢t + 1 depende diretamente das fémeas
nao infectadas na geragao t terem a "chance" de cruzar com machos nao infectados. A partir
de um certo limiar de infec¢ao, aproximadamente 11% segundo Turelli e Hoffmann (1991),
essa vantagem torna-se decisiva e o percentual de individuos infectados na populagao cresce
rapidamente estabilizando em torno de 95%. Esta estabilidade assint6tica é explicada por

uma transmissao imperfeita da bactéria da mae para a progenitura.

Cuevas, Choquehuanca e Soto (2014, Observagio 2.3).

E importante referir que esta infeccdo é muito comum em outros insetos e em particular infecta o
mosquito Aedes aegypti bloqueando a transmissdo dos virus Zika (ver (DUTRA et al., 2016)) tendo
portanto um vasto potencial de aplicagdo ao mundo real.

2
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Neste modelo p = i—ﬁ, sy € a reducao de fecundidade causada pela infeccao pela
Wolbachia, sp, é a redugdo do sucesso nos cruzamentos incompativeis (macho infectado
vs fémea nao infectada), pu é a taxa de transmissao imperfeita da infec¢ao; o processo
espago-temporal no momento ¢ e na localizagao® x é denotado por p(z) e k(|x —y|) é o
nticleo de dispersio (distribuigio Gaussiana ou leptoctirtica?). Temos [T k(|z —y|)dy = 1
e seguindo Turelli e Hoffmann (1991) fazemos s, = 0.45 e sy = 0.05, de onde p = 0.11.

Definimos
b

(T9) (@) = =t =sp) [ k(x = yl)e(w)dy.
(Fo) @) = [ k(e — D) [sne0) (1 o) (olo) ~ 5)] .
90 = [ ke - uhat)dy

Na nossa abstragao, para modelar (5.1.22), consideremos X = C/([a, b];R), o operador
linear limitado 7" : C'([a, b]; R) — C([a, b]; R) (observemos ainda que, a partir da Tabela
1 de Schofield (2002) podemos tomar a taxa de transmissdo imperfeita p < 1, dai
T g (apmy < 1) € a fungdo de perturbacéo associada a (5.1.22) como sendo a fungao
f(t,¢) = fe+ g(t). Introduzindo a notacao p(n)(x) = p,(x), temos que (5.1.22) pode ser

formulado como a seguinte equagao em diferencas:

p(n+1) = Tp(n) + f(n, p(n)), n € Z. (5.123)
Este modelo pode ser visto dentro da classe dos modelos do tipo (5.1.19). Assim se p(n) é
uma solugdo limitada da equacao (5.1.23), entdo

pnt1)= 3 T (jp():

j=—o0

Suponhamos que g € Erg (Z; C(la, bl; R)) Estamos interessados em discutir a existéncia de
uma solugao ergddica da equagao (5.1.22). Definamos o operador M em Erg (Z; C([a,b]; R))

da seguinte forma

n

(Mu)(n) = Y T (f(u(h) +4(j)) . n € Z, (5.1.24)

Jj=—00
onde u € Erg(Z; C([a, b];R)).

Temos que a norma > de Mu ¢é controlada por
0.45
1 - ||T||L(C([a,b];R))

X (1 + HuH@""(Z;C([a,b};R))) (HuHE‘X’(Z;C([a,b];R)) + Oll)

][ goo (Z:C([a,b];R))

1
+ 1911 e 2:0(ab1:2))-
L= 1T ¢ (c(aimy) (k)

3 Fixado um ponto x, a equagdo Ap = spp:(y) (1 — Pt (y)) (pt (y) — ]5), fornece uma aproximacio para a

dindmica temporal com transmissao maternal imperfeita.

4 Para uma comparagio das dindmicas induzidas por estas duas distribuicdes ver (SCHOFIELD, 2002).
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Afirmamos que a sequéncia n € Z — f(n, u(n)) € C([a,b];R) é ergddica. De fato

1 n
s S ()l

< 045 (1+ [[ull ooz (1l ooz +0-11)

R R
X 5= 2 lelloganm + 377 k;ﬂ 196l e 1a,012)-

k=—n

Usando o Lema 4.1.2 obtemos que Mu € Erg (Z; C(la, bl; ]R)), o que significa que M esta
bem definido.

De seguida precisamos introduzir a seguinte notagao auxiliar:

0.45 1 g1 gee 7:C([a,b];R
vi(g) = 9 (ZC(ahR)

_ (3r? +2.22r +0.11) +
L= 1T g (o(papyry)

L= 17| ¢ (opapymy) "

Assumamos adicionalmente que a norma (> de g é suficientemente pequena e que
i < 1. Escolhamos um ntmero positivo r tal que v,(g) < 1. Para quaisquer u,v €

ETQ(Z§ C’([a,b];R)) com ||U||zoo(z;0([a,b];R)) <re ||U||K°°(Z;C([a,b];]R)) < 7. Obtemos que

| (Mu) (n) = (M) ()] (a,1:m)

< 0.45 Z HTHZ(CJ’([a,b];R))( (1 + el oapr) + Hu(jN'C([a,b];R))

j=—o00

% (11l + 011) + 100 cgasa (1+ 100 egasa) )

x[u(3) = vDlleanz)
0.45

=T cqamry)

2
(3r° +2.22r + 0.11)||u — U”eoo(Z;C([a,b};R))'

Isto garante que

0.45
L= |71 g o(papymy)
||u— UHéoo(Z;C([a,b];R))' (5.1.25)

(3r? +2.22r +0.11)

1M = M0l gz asimy <

Além disso, para u € £*°(Z; C([a, b]; R)) com |[u|]jee(z.0((apr)) < 7 Obtemos

0.45
HMU| IZOO(Z;C([a,b]ﬂR)) < 1 — ||T|| (37'2 + 2.22r + 011)“16’ ’ZOO(ZC([(Z,I)];R))
£(C(a,biR))
1
+ T
L= T leoqapay O
< wlgr<r (5.1.26)

As desigualdades (5.1.25) e (5.1.26) permitem-nos concluir que M é uma contragdo em
B, (Erg (Z; C(la, b];R))). Isso significa que (5.1.22) tem uma solugao ergédica. Agora
assumamos que g € Erg_, (Z; C([a, bl; R)) e seja v um elemento de Erg, (Z; C(la, bl R)),
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temos que a sequéncia n — f (u(n)) + g(n) é ergddica de classe infinito. De fato, seja m

um numero natural, temos que

Loy 1F (u(r) + ()]

2n+1 kz; TE[k mk]mz
< 0.45 (1 + llull i zoqaary) (1l zeonm) +0-11)
1 1

X o+ 1 kZ} e %k]mz [|u(r )HC([a,b];R) + o+ 1 k;ﬂe[gﬁimz HgTHC([a,b};R)'

C([a,bliR)

Pelo Lema 4.1.5 temos que Mu € Erg,, <Z; C([a, b]; R)) Observemos que, com 0 mesmo
tipo de argumentacao usado anteriormente, podemos deduzir que M é uma contracao em
B, (Ergoo (Z; C(la, b]; R))) De onde podemos garantir que a equagao (5.1.22) tem uma
solucao ergodica de classe infinito.

Suponhamos agora que g € PSAP,, (Z; C’([a,b];R)) e seja u um elemento de
PSAP, (Z; C([a,b]; R)), temos que a sequéncia n — f(u(n)) +g(n) é pseudo S-assintotica-
mente w-periddica. Esta assercao ¢ consequéncia da seguinte estimativa:

1 no
1 0 () = () g

< 045 (14 2lullim s R))(||u||goom[am>)+011)
+ [l e zsoenmn (1 + |’“‘|ew<z;c<[a,b1;R>>)>

1 n
X on 1 k;n [u(k +w) — u<k)||C([a,b];R)

Pelo Lema 4.2.5 obtemos de imediato que Mu € PSAP,, (Z; C(la, b];R)). Além disso M
¢ uma contracao em B, (PSAPW (Z; C(la, b];R))). De onde a equagao (5.1.22) tem uma
solugdo pseudo S-assintoticamente w-periddica. Se g € PSAP;; (Z; C(la, b]; ]R)) er éum
niumero positivo tal que v,(r) < 1, podemos provar que M tem um tnico ponto fixo em
B, (PSAPZO (Z; C([a, b];R))). Dai (5.1.22) tem uma solugao pseudo S-assintoticamente

w-periddica de classe infinito.

Assumamos que g € ¢7(Z; C([a, b];R)) com (]| (z.¢((a,5)r)) Suficientemente pequeno

e 1 < 1. Escolhamos um ntimero positivo r tal que v#(g) < 1, onde

0.45 1 .
g) = (3r2 +2.22r + 0.11) + o 191lerzicq BiR)

L= 17| g (o(papyry) — Tz e (fapry) r
Sejam u,v € B, (€p (Z; C([a, bl; R))), temos as seguintes estimativas:
0.45

1— ||T||L(C([a,b];]R))

|| Ml |€P(Z;C([a,b];R)) < <3T2 +2.22r 4 0.11)|Ju| |€P(Z;C([a,b};R))

1
+ 9l er z:c 0t
1 - ||T||L C([a,b];R)) ZP(Z’C([ 7b}7R))

< l/f(r)r <.
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0.45

My = Mol o apmy < (3r* +2.22r + 0.11)

L= [Tz canry)
X[|u = v||pzc((abm):

Portanto o operador M é uma contracao em B, (Ep (Z; C(la, bl R))) Dai podemos afirmar
que a equacao (5.1.22) tem uma tnica solugao ¢P-limitada. Um fato relevante é que no
caso particular de g = 0 e vg(r) < 1, a tnica solugao limitada de (5.1.22) pertencente a

bola de raio r é a solugao nula.

5.1.2 Modelos de dispersao populacional

Exemplo 5.1.2. Consideremos o seguinte problema de dispersao populacional descrito

pela equacao integro-em diferencas
Npgi(x) = /Qk(a: — y)F(n,y, Nn(y))dy, nez, xefl, (5.1.27)

onde ) é um subconjunto compacto de R, N,(z) denota a densidade populacional no
ponto z, pertencente a 2, no final do periodo de dispersdo do anon € Ze k(x —y) éa
funcao densidade que determina a probabilidade de sucesso da dispersao de um ponto y
para um ponto x. Assumamos que o nicleo de dispersao satisfaz [, k(y)dy = C < 1. O
crescimento da populacdo é modelado pela funcdo ndo negativa F' : Z x Q2 x Rt — RT que
¢ dada por F(n,y,r) =~vr+ f(n,7) + ga(y), gn(y) >0, para todoon € Z e todo o y € ;
f é a fungao de Beverton-Holt f(n,r) = % com f € (1, %) ey € (O, %), 0
parametro de dependéncia temporal, K (n) > 0, é a capacidade de carga no momento n (ver

(KIRK R; LEWIS, 1997; KON, 2004; HASKELL; SACKER, 2005; CUEVAS; DANTAS;
SOTO, 2016)). Escrevemos (5.1.27) na forma abstrata no espago C'(€2; R)

u(n+1) = Tu(n) + G(n, u(n)), n € Z,

onde
(T)(x) = 7 [ klz—yey)ay.
B B pK(n)¢(y)
G090 = [Ho=) |t E )] an
Temos que
||T||L(C’(Q;]R)) <~C

|G(n, &) — G(nvn)HC(Q:R) < pell§ — 77||0(Q:R)-

Assumamos que g € Erg (Z; C(£; ]R)) Definamos o operador I' on Erg (Z; C'(L; R))

pela expressao
n

(Tu) (n) = 3> TG (j,u()),

j=—o0
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onde u € Erg (Z; C(9; R)) Observemos que a sequéncia n — G(n, u(n)) é ergodica. De
fato temos

1 " . e e
3+ 1 2= 10040 g <5 12 Z le)llem + 57 > ol

]_717,

A partir do Lema 4.1.2 obtemos que I'u é ergddica, de onde I' estd bem definido. Célculos

simples mostram que o operador I' é uma 1’jie—contragéo. Observemos que o espaco
ETg(Z; C’(Q;R)) pode ser substituido pelo espaco Erg(Z; C(€; Rﬂ). Dai obtemos de
imediato que a equagao (5.1.27) tem uma tnica solugao ergddica u : Z — C(2; RT). Repe-
tindo a maior parte do argumento anterior podemos deduzir que se g € Erg,, (Z; C(; R))
entdo a equagao (5.1.27) tem uma tnica solugao ergédica, u : Z — C(Q : RT), de classe

infinito.

Seja u : Z — C(€2;R) uma sequéncia limitada tal que u(n)(y) > 0, para todo o
n € Z e todo o y € Q. A partir da seguinte estimativa
1

T ]Zn 1G (5 +w, u(j +w)) = G(4, U(j))IIC(Q;R)
n 1 n .
~ ]%-W _-u()HCGIR)+-2n_%1 ow— 1 E: u(.j%_w> }(U)|

j=-n
(i’
+2 +1]_Z:n’|gj+w QJHC (R)?
inferimos que se g € PSAP,, (Z; C(£2; R)) e a capacidade de carga ¢ uma fungao pseudo
S-assintoticamente w-periddica, entdo a sequéncia G(-, u()) € PSAP, (Z; C(Q;Rﬂ)
quandou € PSAP,, (Z; (& R*)). Pelo Lema 4.2.5 obtemos que 'u € PSAP,, (Z; C(&; R*)).
Esta importante observacao permite-nos deduzir a existéncia de uma tnica solucao pseudo

S-assintoticamente w-periédica para a equagao (5.1.27).

Aplicando técnicas andlogas podemos garantir a existéncia de uma solug¢ao pseudo
S-assintoticamente w-periédica (de classe infinito) da equagao (5.1.27). Sendo mais precisos,
¢ necessario supor que g € PSAP; (Z; C’(Q;R)) e K € PSAP(Z;R). Prosseguindo o

raciocinio deduzimos a existéncia da solucao com a periodicidade requerida.

De seguida assumamos que a capacidade de carga é quase periddica e g €
PSAP>® (Z; C’(Q;R*)), escrevemos g = g*+g¢2, g' € AP(Z; C(Q; R*)) eg’ € Erg,, (Z; C(Q;R*)),
entao G é pseudo-quase periddica de classe infinito. De fato temos que

G(n,&) = G'(n,&) +G*(n), where
K(n)¢(y)
G (n,€)(a =/m—y[ - + a ()| dy,
W= ] M= ey 4 o ey T
(@) = [ ka—y)g2y)dy.

Observemos que G' € AP(Z X C(Q;R+);C(Q;R+)) e G* € Erg,, (Z; C’(Q;R*)). Pelo
Lema 4.2.2 a sequéncia de Nemytskii n — G(n, u(n)) pertence a PAP* (Z; C(€; R+)>,
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quando u € PAP™ (Z; C(Q;R+)). Do Lema 4.2.3 temos que 'u € PAP™ (Z; C(Q;R*)).
Consequentemente podemos inferir que a equagao (5.1.27) tem uma tnica solugao pseudo-

quase periodica de classe infinito.

Discutamos o caso g € P (Z; C'(L; ]R)) com mais algum detalhe. Seja © um elemento
de €p<Z; C’(Q;R)), queremos provar que ['u pertence a KP(Z;C(Q;]R)). Sejam p e ¢

expoentes conjugados, temos

Z ||(FU)(”)H%(Q;R) < (1_1ve>q Z ||G<j’ UU))HZ(Q;R)

n=—oo n=—oo

1\
< (2M€)p<1 - 7€> (HUHZP (Z;C(Q;R)) i ||g||jp (Z;C(Q;R)))

Portanto temos o limite superior

2,u€

[ Tl

(H I, (zc QR)) + HgHep(z;C(Q;R)))'

o (Z (9 R))
Isto indica que I'u € (P (Z; C(; R))
Sejam u e v duas sequéncias em P (Z; C'(£2; R)), temos que

P

0Tl ) (3160 )~ () )

n=—oo

< -l
u—7v .
- 1—-9C o (Z;C(Q;R))

Uma vez que =5 < 1, o operador I' ¢ uma contragao em (? (Z (& R)) . Assim podemos
afirmar que a equagao (5.1.27) tem uma tnica solugao P-limitada. Note-se que quando

g = 0 a equagao (5.1.27) nao tem solugoes nao triviais.

Vale a pena notar que se considerarmos na equacao (5.1.27) a fun¢do de Shepherd
(ver (COOK; SINCLAIR; STEFANSSON, 1997)), no lugar da fun¢iao de Beverton-Holt,
podemos obter todos os resultados acima. Sendo mais precisos, observe que a funcao
de Shepherd é dada por f(r) = ﬁ Seguindo a mesma estratégia que seguimos
anteriormente considere-se j e v com as mesmas restrigdes impostas acima. O problema

abstrato associado a fungdao de Shepherd ¢
u(n+1) =Tu(n) + é(mu(n)), n € Z,

onde

Gn.&)(@) = [ kla—y)

1 (y)

ez T W) |dy.

14 (S2)

Observe que G ¢é uC-Lipschitziana com respeito & segunda varidvel. Assim, pode-se tratar
facilmente este caso por meio de uma compilagdo 6bvia dos argumentos usados até agora.

Esta assim completa a discussao do Exemplo 5.1.2.
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6 CONCLUSAO

Nao hd nada tao belo e legitimo como fazer bem o papel de
homem e fazé-lo devidamente, nem uma ciéncia tdo drdua
quanto a de bem e naturalmente, saber viver esta vida; e

de nossas doengas, a mais selvagem, € desprezar nosso ser.

Ensaios III, XIII: Da Experiéncia - Montaigne

Os nossos resultados sao novos e contribuem para o desenvolvimento da teoria

qualitativa das equacgoes em diferencas de tipo Volterra.

Enfatizamos que devido ao papel central das equacoes em diferencas nos modelos
do mundo fisico é muito importante o desenvolvimento da sua teoria qualitativa. Neste
trabalho investigamos a limitagao (P, a estrutura topologica do conjunto solugao e a
periodicidade assintética de uma classe de equagoes em diferenca do tipo Volterra. Os
instrumentos chave para alcangarmos os nossos resultados foram a nocao de solucao

fundamental e os argumentos do ponto fixo.

Esperamos que este trabalho seja valioso para mateméticos aplicados que estejam
interessados em novas ideias para o estudo de equacoes em diferencas. Nesse sentido
aplicamos o nosso método a alguns sistemas de controle, modelos de infeccao pela Wolbachia

e modelos de dispersao populacional.

Sao possiveis muitos estudos subsequentes a este. Um deles é aplicar a teoria
desenvolvida a equagoes em diferencas nao-autéonomas no cenario de dimensao infinita,
outro é impor condi¢oes de limitacao menos restritivas a solu¢ao fundamental. Podemos
também estudar aplicacoes para a compacidade parcial, adaptar o Teorema 3.1.1 a outros
espacos ou ainda generalizar o conceito de ergodicidade a outra familia de operadores. A
crescente popularidade dos modelos fracionérios sugere a extensao dos nossos resultados a
analogos para equacoes fracionarias em diferencas. Um problema dificil de tratar é o das
equagoes integro-em diferencas de Volterra com niicleo de nao convolugao em que talvez
possamos encontrar fungoes de Liapunov, como sugerido por de Andrade et al. (2016),

que nos permitam a caracterizagao das solucoes.

Um caminho que se nos afigura promissor e que ainda nao foi explorado pelo
grupo de Equacoes de Evolucao da UFPE é o da implementacao numérica computacional,
abrindo assim mais uma via de aplicacgdo do nosso método e contribuindo para expandir

e tornar acessivel a sua utilizagao noutras areas de conhecimento. No prosseguimento



Capitulo 6. Conclusio 90

da investigacao desenvolvida nesta tese iremos trabalhar simulagdoes numéricas numa
colaboracao cientifica com um centro de investigagao europeu, tratando o nosso modelo
como um sistema dindmico que modele a infeccao pela Wolbachia. Procuraremos ajustar a
dindmica da infeccdo, em particular o efeito Allee !, o limiar de sucesso da infeccao e a
estabilidade assintética 1 — u de taxa de individuos infectados 2. A funcao de Shepherd
devera ser a perturbagao considerada pela sua flexibilidade no ajustamento deste tipo de

modelos populacionais. A fungao logistica também sera avaliada.

1O ecélogo Warder Clyde Allee observou que algumas espécies com populacdes muito pequenas nao

competiam entre si; notou que a agregacao tinha efeitos positivos sobre a sobrevivéncia dos individuos,
quando isolados do seu grupo em extingao, esses animais morriam mais rapidamente que os seus com-
panheiros de espécie. Usando o modelo logistico, a populagdo tem um crescimento lento no inicio, uma
fase de aceleragdo e por fim uma fase de estacionaridade. Em pequenas populac¢ées Allee observou que
o crescimento pode existir mas também pode ocorrer a extin¢do. Tudo dependendo de uma densidade
populacional critica (COURCHAMP; BEREC; GASCOIGNE, 2008). O efeito Allee aplicado a invasao
pela Wolbachia faz com que a onda nao seja "puxada'pela sua extremidade de baixa densidade, mas sim
"empurrada’por individuos que se reproduzem em pontos interiores de densidades de infecgado mais altas,
suficientes para superar o limiar de crescimento da infec¢do na populagio (KOT; LEWIS; VAN DEN
DRIESSCHE, 1996).

A transmissao maternal imperfeita tem duas consequéncias, por um lado aumenta o limiar para que a
infec¢do tenha sucesso - numa dada localizagdo = do espago - e por outro lado gera um ponto de equilibrio
estavel perto de 1 — ;1 em que um pequeno percentual de individuos néo infectados permanece na populacao
(SCHOFIELD, 2002).

2
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