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Resumo

Desde que Artin formulou sua conjectura em 1927, muitos matematicos tentaram de-
monstra-la, mas nao obtiveram um resultado significativo. Entretanto, em 1967 houve
um avanc¢o notério em torno da conjectura de Artin com o trabalho de Hooley. De fato,
o teorema de Hooley foi o primeiro resultado de grande importancia no que diz respeito
a conjectura, fornecendo uma prova rigorosa para a mesma, assumindo a Hipdtese de
Riemann Generalizada para funcoes zeta de Dedekind de certos corpos de niimeros. Te-
mos por objetivo, neste trabalho, apresentar os detalhes da demonstragao do teorema de
Hooley. Detalharemos o raciocinio heuristico que levou Artin a formular a sua conjectura.
Veremos que a relagao com a Hipotese de Riemann aparece quando Hooley usa uma versao
efetiva do teorema de Chebotarev, que também é um resultado de grande relevancia em
Teoria dos Numeros. Além disso, veremos também como o trabalho de Hooley tem relagao
com os métodos de crivos, demonstrando a famosa desigualdade de Brun-Titchmarsh via

crivo de Selberg.

Palavras-Chave: Teoria dos Numeros. Métodos de Crivos. Conjectura de Artin. Raizes

Primitivas.



Abstract

Since Artin formulated his conjecture in 1927, many mathematicians attempted to
demonstrate it, but did not obtain a significant result. However, in 1967 there was a
notable advance around the Artin conjecture, with Hooley’s work. In fact, Hooley’s the-
orem was the first major result with respect to this conjecture, providing rigorous proof
for it, assuming the Generalized Riemann Hypothesis for the Dedekind’s zeta functions
of certain number fields. The purpose of this work is to present the details of the proof
of Hooley’s theorem. We will detail the heuristic reasoning that led Artin to formulate
his conjecture. We will see that the relation with the Riemann Hypothesis appears when
Hooley uses an effective version of Chebotarev’s theorem, which is also a result of great
relevance in Number Theory. In addition, we will also see how Hooley’s work relates to si-

eve methods, demonstrating the famous Brun-Titchmarsh inequality via the Selberg sieve.

Keywords: Number Theory. Sieve Methods. Artin’s Conjecture. Primitive Roots.
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1 Introducao

A conjectura de Artin para raizes primitivas é um dos problemas mais famosos da
Teoria dos Nimeros. E bem verdade que antes de Artin formular formalmente essa
conjectura, Gauss ja tinha estudado o problema quando analisava o tamanho dos periodos
das expansoes decimais de fracoes com denominador primo.

Ao longo dos anos, varios trabalhos foram publicados em torno dessa conjectura, como
por exemplo, em [4], Bilharz demonstrou a versao para corpos de fungoes, assumindo a
Hipdtese de Riemann para funcoes zeta de tais corpos, que foi demonstrada depois, em
1948, por André Weil. Em 1967, Hooley (ver [14]), assumindo a Hipdtese de Riemann
para funcoes zeta para corpos de numeros da forma @(bﬁ, Cx), onde k é um inteiro livre
de quadrados, k; um divisor de k e (, uma k-ésima raiz primitiva da unidade, mostrou
que a conjectura de Artin é verdadeira. Em [9], Gupta e Ram Murty demonstraram que

dados trés primos distintos ¢, r e s, o conjunto

S = {qs%, ¢*r?, ¢*r, 135 r?s, ¢*s, qr3, ¢*rs®, rs®, *ris, ¢Ps, qr?s®, qrs}

tem pelo menos um elemento para o qual a conjectura de Artin é verdadeira. E em
[11], Heath-Brown mostrou que dados trés inteiros ndo-nulos ¢, r e s multiplicativamente
independentes (ou seja, se ¢°r/s9 =1 come, f,g € Z, entdo e = f = g = 0) e supondo
que nenhum dos numeros ¢, 7, s, —3qr, —3qs, —3rs ou grs seja um quadrado, a conjectura
de Artin é valida para pelo menos um dos nimeros ¢, r, s.

Neste trabalho temos por objetivo estudar detalhadamente o teorema de Hooley. No
Capitulo 1, mostramos a origem da conjectura e como Artin raciocinou para formular sua
conjectura.

No Capitulo 2, nos voltamos para a Teoria Analitica dos Ntimeros, onde veremos um
pouco sobre Métodos de Crivos. Nesse capitulo, mostraremos o Crivo de Selberg e o
usaremos para demonstrar a desigualdade de Brun-Titchmarsh.

No Capitulo 3, demonstraremos uma versao efetiva do Teorema de Chebotarev (isto
é, o teorema com um termo de resto) para corpos da forma @(bﬁ, (k). Para isso, assu-
miremos que a Hipétese de Riemann é verdadeira para fungoes zeta de Dedekind de tais
corpos. Também assumiremos a equacao funcional para funcgoes zeta de Dedekind e a

formula explicita, uma vez que as demonstragoes estao além de nossos objetivos.



No Capitulo 4, demonstraremos o Teorema de Hooley, usando os resultados obtidos
ao longo dos capitulos.

Por fim, queremos deixar claro que estaremos assumindo conceitos e resultados bésicos
da Teoria Elementar e Algébrica dos Numeros e alguns teoremas conhecidos da Teoria
Analitica dos Numeros como o Teorema dos Nimeros Primos e os Teoremas de Mertens.
Boa parte desses resultados estdo no Apéndice D. Além disso, recomendamos [2], [18],

[26] e [31] como referéncias.
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2 A Conjectura de Artin

2.1 A Origem da Conjectura

Nos artigos 314-317 de sua Disquisitiones Arithmeticae, Gauss estudou expansoes de-
cimais de fragoes com denominadores primos e poténcias de primos. Ele observou que
se p é um primo diferente de 2 e de 5 entdo a mantissa (expansado decimal com a parte

inteira excluida) é infinita e periddica. Seja
- :0,a1a2...ak...
p

a sua expansao decimal com periodo de tamanho k. Ele também observou que o tamanho

do perfodo ajas . .. ax é o menor inteiro que satisfaz 10¥ = 1 (mod p) (Art. 314). De fato,

—<a1+a2+ +a’“> RIS T
S \10 0 102 T 10k 106 777 1020 ) 10k —17

onde M é algum inteiro. Logo, 10¥ — 1 = Mp, ou seja, 10* = 1(mod p).

1
p

Se k ¢ o menor inteiro satisfazendo 10* = 1(mod p), dizemos que 10 tem ordem k

(mod p). Pelo pequeno teorema de Fermat,
10~ = 1(mod p)

o que implica que 0 < k < p—1. Além disso, pelo teorema de Lagrange, k|(p—1). Assim,
o maior periodo de % ocorre se, e somente se, 10 tem ordem p — 1 modulo p. Nesse caso,

dizemos que 10 é uma raiz primitiva modulo p. Em geral, temos a seguinte

Definicao 1. Seja p t a um primo. Dizemos que a € uma raiz primitiva (mod p) se o

menor k tal que a* =1 (mod p) é p— 1.

Vejamos alguns exemplos:

1 — 1 — 1 — 1
7 0, 857; 11 0,09; 3 0,076923; 1 0,0588235294117647

Assim, 10 é raiz primitiva (mod 7) e (mod 17) e nao é raiz primitiva (mod 11) e (mod
13).
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Atribui-se a Gauss a conjectura de que 10 é uma raiz primitiva modulo p para infinitos
primos p e também o interesse em saber com que frequéncia isso ocorre.

Vérios matematicos do século XIX fizeram alusao ao problema, mas a maioria dos
resultados era de natureza inconclusiva. Entretanto, destacamos um resultado interessante

provado por eles:

Teorema 2.1.1. 2 € uma raiz primitiva mod p se p € da forma 4q + 1, onde q € um

pPrimo.

Demonstracao. Primeiro observe que um inteiro a é uma raiz primitiva mod p se, e so-

mente se, para cada primo g,
p=1(mod ¢) = a® V7 2 1(mod p).

Se p é da forma 4q + 1, entao p — 1 tem somente dois divisores primos, a saber, 2 e q.

Como ¢ é impar, p =4g+ 1 =5 (mod 8) e (%) = —1. Por outro lado, pelo critério de
Euler <%> = 2(0=1/2 (mod p). Assim,

2(P=D/2 = _1(mod p).

Também, se 2°~1/¢ = 24 = 1(mod p), com ¢ primo, entdo p = 3 ou 5 e nenhum desses é
da forma 4¢g+1, portanto, pelo critério no comecgo da demonstracgao, 2 é uma raiz primitiva
(mod p). O

Uma conjectura precisa para determinar os niimeros primos para os quais um inteiro

dado é uma raiz primitiva foi formulada em 1927 por Emil Artin.

Conjectura 2.1.2 (Conjectura de Artin para raizes primitivas). Dado um inteiro a # —1
e que nao ¢ um quadrado perfeito, existem infinitos primos p para 0s quais a € uma Taiz
primitiva (mod p). Além disso, se N,(x) denota o nimero de tais primos menores ou
1guais a x, entao

Na() ~ A(a)—

log

U quando x — oo, onde A(a) é uma constante que depende de a.

A seguir, veremos heuristicamente como se obtém a constante A(a).

f(z)

LA notacdo f(x) ~ g(r), quando z — oo significa lim,_, e)

g(z).

=1 e dizemos que f(z) é assintético a
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2.2 Intuicao Elementar

Como ja vimos anteriormente, um inteiro a é uma raiz primitiva mod p se, e somente

se, para cada primo g,
p=1(mod ¢) = a® V7 2 1(mod p).
Assim, a é uma raiz primitiva se os “eventos ”
p = 1(mod q)

a?~Y/1 = 1(mod p)

nao ocorrem simultaneamente. Fixemos um primo g. Vamos calcular a probabilidade de
um primo p satisfazer ambas as condigoes acima. Pelo teorema dos ntimeros primos para

progressoes aritméticas (veja teorema D.9),

xZ Xz
.0, 1) = p(q)logz (¢ —1)logx
p=1(mod q)

Ou seja, p = 1 (mod ¢) é verdade para primos p com frequéncia 1/(¢ — 1). Agora,
calculemos a probabilidade de um primo p satisfazer a~1/¢ = 1 (mod p). Afim de fazer

isso, provaremos a seguinte

Proposigao 2.2.1. Tem-se que a® /9 = 1 (mod p) se, e somente se, v7 = a(mod p)

admite solugao (mod p).

Demonstragdo. De fato, se m é uma solugao (mod p) de x9 = a(mod p), entdo mP~1 =
a?~Y/4 (mod p). Como p nao divide m , m?~' = 1 (mod p) pelo pequeno teorema de
Fermat. Logo, a®V/¢ = 1 (mod p). Reciprocamente, se a®~1/9 = 1 (mod p), escrevamos
a = 7* com ~ uma raiz primitiva (mod p). Dessa forma, v*®»~1/7 = 1 (mod p), o que
implica que q|k, ja que a poténcia de uma raiz primitiva é congruente a 1 (mod p) se o
expoente for um miltiplo de p — 1. Assim, k = bg e (7°)? = a (mod p), o que mostra que
z? = a(mod p) admite solu¢ao. Além disso, se ay, ..., @, sdo solugoes distintas mddulo

p de 27 =1 (mod p) entdo a7’ . .., sao todas as solugoes distintas de z? = a (mod
p). O

Pela proposicao 2.2.1, a®?~1/7 = 1 (mod p) se, e somente se, @ € (F2)9 = {yy e F;}?
que tem cardinalidade ’%1. Portanto, a?~1/74 = 1 (mod p) ocorre com probabilidade

(h-Vfg _1

p—1 q

2Aqui usamos F, como uma notagdo para Z,, o conjunto das classes de congruéncia médulo p que
munido das operagoes de adigao e multiplicagao para classes de congruéncia se torna um corpo.
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Se os eventos forem independentes, a probabilidade de eles ocorrerem é 1/q(q — 1). Para
garantir que a seja uma raiz primitiva (mod p), os eventos acima nao podem ocorrer para

qualquer que seja o ¢. Isso sugere uma probabilidade de

(i) =@

q

para tais primos.
Em geral, se h é o maior expoente tal que a é uma h-ésima poténcia perfeita, entao
para q | h, temos
p—1 h(p—1)
as =b ¢ =1 (modp),
trivialmente. Com isso, se os eventos fossem independentes, a probabilidade deles ocor-

rerem simultaneamente é de qu1 e, portanto, o valor esperado para A(a) seria

=T () T )

qlh qth

Observacao: Na realidade, os eventos acima nao sao independentes. Por exemplo, se a é
-1

livre de quadrados e a = 1 (mod 4) entdo se p satisfaz p = 1 (mod ¢) ea’ 7 =1 (mod p)

para cada primo ¢ | @ entao T =1 (mod p). De fato, note que p é quadrado médulo ¢

para cada ¢ | a. Pela lei de reciprocidade quadratica (ver [2], teorema 9.8) temos

() - TO-T(E) =+

qla gla
= (—1)T a7
Como a = 1 (mod 4), segue que qu% = 21 =0 (mod 2). Logo, a'r = <%> =1
(mod p). Em casos como esse é necessério modificar a constante A(a), o que sera feito no

capitulo 4. Para saber mais sobre esse assunto, veja, por exemplo, [23], [29] e [34].

2.3 Intuicao de Artin

A motivacao de Artin teve origem na teoria algébrica dos nimeros. Ele observou que
as condigoes

p = 1(mod q)
a?~Y/4 = 1(mod p)

~ . . ~ ~ . 1
sao satisfeitas se, e somente se, p se decompoe completamente na extensao L, = Q((,, a /a),
27

onde ¢, = e ¢« ¢ uma raiz primitiva da unidade. Para ver isso, lembremos do seguinte

Teorema 2.3.1. Um primo se ramifica em um corpo de numeros K se, e somente se, ele
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divide o disc K (discriminante de K ).
Demonstragao. Ver [26], capitulo 13, teorema 1. ]

No caso em que K = Q((,), o anel de inteiros algébricos é Ox = Z|[(,] (ver [26], secao

5.5), assim,

(¢—1)(g—2) 1)(q

disc K = disc(1, ¢, .-, Cg_Q) = (=1 NK/Q( ;(Cq))
= (=1)"T Niso(®,((,))-

Para calcular Ng;q(®;,((,)), derivamos em ambos lados da igualdade
(x —1)Py(z) =27—-1
para obter ®,(z) + (# — 1)@/ (z) = qo?~'. Calculando em (, e aplicando a norma, temos

Nio(Cq — 1) Nijo(P4(¢,)) = Ngjo(g¢d™) = ¢

A norma Ng/q((; — 1) é dada por
q—1 q—1
NijolG =D =][G-D=[[a-¢) =2,0)=¢
j=1 j=1

Logo, Nk/o(®}(¢;)) = ¢~ e o discriminante de K é (—1)"2 ¢72. J4 que p ndo divide o

disc K, segue do teorema 2.3.1 que p nao se ramifica em K. Por isso,

pOK:pl--’pga

com os graus de inércia todos iguais a f, ja que K é uma extensao de Galois (veja teorema
D.11). Ou seja, N(p;) = p/, para todo j.

Lema 2.3.2. Sejam K = Q({,), p um nidmero primo diferente de q e p um ideal primo

de Z[¢,) com morma N(p) = p/. Entio f é a ordem de p (mod q).

Demonstragao. Denotemos a ordem de p médulo ¢ por ord,(p). Como N(p) = p/, o grupo
(Ok/p)" ¢ finito e consiste de raizes da unidade (teorema D.14), logo 1,(,,.. .g_q_l €
(Ok/p)*. Se Cq = Cq com j > [, entao CJ ! =1 mod p o que implica que p](Ck —1), onde
k=j—1. Agora, como Gal(K/Q) = {o;0: (; — ("},

NG =) =Ngplgg D= [ old-1D=2(1)=¢

0€Gal(K/Q)

onde ®,(z) é o g-ésimo polindomio ciclotémico. Dai, segue que p/|g, um absurdo. Logo,
()] = q e q/(N(p) —1). Assim, p/ = 1 (mod ¢) e ord,(p)|f. Por outro lado, ja
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que p4® = 1 (mod ¢), segue que Cgordq(p) = (,- Dessa forma, se a € Ok, entao

_ q—2 m ¢
a=7 1" an(", com a, € Z. Dai,

q—2
apordq(P) = amC;” . (mOd p)7
m=0
o que implica que
o = o (mod p).
Assim, Ok /p = {@; @ é raiz de P z} e, portanto, p ) > N(p) = p/, donde
segue que ord,(p) > f, o que prova o resultado. O

Dai, concluimos que p = 1 (mod ¢), se e somente se, p se decompde completamente
em K.

Teorema 2.3.3 (Kummer-Dedekind). Sejam K wum corpo de nimeros algébricos e L|K
uma extensao de grau n; sejam Ok e O o0s anéis de inteiros de K e L, respectivamente.
Seja L = K(0), com 0 € Oy, e seja F' € Ok[X] o polindmio minimo de 6 sobre K.

Suponhamos ainda que uma das sequintes condicoes € satisfeita:
(a) Ok € um dominio de ideais principais.
(b) O = Ok[0].

Seja p um ideal primo nao-nulo de O, tal que, no caso (a), p nao divide de aOk,
com o = det(c;;) onde (¢ij)nxn € a matriz de mudanca entre uma Og-base de Op e
{1,0,...0"'} . Seja F = []_,G;" € (Ok/p)[X], onde G; € Ok[X], os polinémios
G, ... ,G_g sdo distintos e irredutiveis sobre O /p, o grau de G; € f;, parai = 1,...g.

Entao
g

poL =] o

i=1
onde Qy,...,Q, sao ideais primos ndao-nulos de O, e [O/Q; : Ok /p] = fi para todo
i=1,...,g9. Além disso, Q; N Okl[0] = pOkl[0] + G;(0)Ok|[0] parai=1,...,g.

Demonstragao. Ver [26], teorema 2 do capitulo 11. O

Seja L = Q(a'/?) e escrevamos = a'/?. Temos que Oy, e Z[f] sio Z-médulos com
mesma dimensao e Z[f#] C Op. Seja {fi,...,5,} uma base de O e considere a base
{1,0,...,0971} de Z[#]. Se C' é a matriz tal que

1 8,
N N

ga-1 By
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entdo disc(1,6,...,07") = (det C')*disc(fy, . .., 3,;). Por outro lado, existem base
{71,-..,7} de O, e inteiros ay, ..., a, € Z tais que {a171,...,a,7,} ¢ base de Z[0] (teo-
rema D.15). Desse modo, detC' =ay...a, = |Z/aiZ & ... ® Z/a,Z| =[Oy, : Z[f]]. Além

disso, se g(z) = 27 — a, entao temos a seguinte relacao

q(g—1) q(g—1)

dise(1,6,....07") = (~1)"7 Nijg(d'(0) = (~1)" Nijglg6™™)

_ (_1> q(q;l) qqaqfl .

Assim,
a(g=1)
2

qla?t.

0y, : Z[0)Pdisc(By, . .., B,) = (1)

Como p # q e p{a, concluimos que p 1 [Oy, : Z[0]].

Teorema 2.3.4. Sejam K e L corpos de niumeros. FEntao os primos que dividem o

discriminante de KL sao os mesmos que dividem o produto disc K - disc L.
Demonstragao. Ver [26], segao 13.2, pagina 253. O

Dos teoremas 2.3.1 e 2.3.4 concluimos que p nao se ramifica em L,. Como p =1 (mod
q) e T =1 (mod p), 9 = a mod p possui ¢ raizes (mod p). Logo, para cada ideal
primo p de Ok que estd acima de p, 9 = a (mod p) tem ¢ solugdes e, portanto, pelo
teorema 2.3.3, p se decompoe completamente em L,. Reciprocamente, suponha que p se
decompoe completamente em L,. Pelo teorema 2.3.4, p nao se ramifica em K e nem em
L. Sejam p um ideal de Ok que estd acima de p e pOp, o levantamento de p a Or,. Cada

divisor primo B de pOp, ¢ divisor primo de pOp, e, por isso, estd acima de p, assim
1= [01,/B:F,) = [01,/B: Ox/p) - [Ox o : B},

o que implica que p = 1 (mod ¢). Agora, usando o mesmo argumento para um ideal
primo q de Op, obtemos que z? = a (mod p) tem solugao, ou seja, T =1 (mod p).

Para concluir, Artin utilizou o teorema de Chebotarev, que enunciaremos a seguir.

Teorema 2.3.5 (Chebotarev). Seja L/K uma exstensio de Galois finita de corpos de

nimeros e seja C uma classe de conjugac¢ao de Gal(L/K). Seja
. . L/K
Pe =< p € P(K);p nao se ramifica em L, o =CY,

onde P(K) é o conjunto de todos os ideais primos de Ok e (L/TK> ¢ o simbolo de Artin

em p. Entao a densidade de Dirichlet (resp. natural) eziste e é igual a ZGalyR) 7 U seja,
D 1
i PR N #HPE L Np) <y #C
S Yo wor | mo #{p € P(K); N(p) <} #Gal(L/K)
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Voltaremos para esse teorema no capitulo 3.

Lq/Q
(»)

Chebotarev, a densidade dos primos que se decompoe em L, ¢

Assim, se p se decompde em L,, entdo #( ) = 1 e, portanto, pelo teorema de

1 1

- )

[Le:Ql alg—1)
desde que @ nao seja uma g-ésima poténcia. Agora, a é uma raiz primitiva (mod p) se,
e somente se, as condi¢oes acima nao sao validas, ou seja, a é uma raiz primitiva se, e

somente se, p nao se decompoe completamente em L, algum. Assim a densidade esperada

I(-9)

q

de tais primos seria
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3 A Cota Superior do Crivo de Sel-
berg

Os métodos de crivos tiveram origem nos trabalhos de Viggo Brun sobre a conjectura
de Goldbach e a conjectura dos primos gémeos. Qualquer crivo aritmético se baseia na
seguinte ideia: dados um conjunto finito de inteiros 4, um conjunto de primos P e um
numero z > 2, se removermos de A todos aqueles elementos que sao divisiveis por primos
de P menores do que z, entao os elementos nao crivados de A podem ter divisores primos
de P somente se esses sao maiores do que ou iguais a z. O conjunto A é o conjunto a ser
crivado e o conjunto de primos P é o conjunto de crivagao. O objetivo de qualquer teoria
de crivos é estimar o nimero S(A, P, z) de elementos nao crivados de A. Neste capitulo
falaremos de um crivo descoberto por Selberg na década de 1940 em sua pesquisa sobre

os zeros da funcao zeta de Riemann.

3.1 Teorema de Selberg

Sejam f € Z[X], M, N nimeros inteiros. Sejam também A = {f(n);1 <n < N} e
P={peP; p< M} onde P é o conjunto de todos os niimeros primos. Nés iremos

estimar

S(A, P, M) = #{f(n) € A; plf(n) = p> M parap € P}.

Se P(M) = [],< p, entdo

SAPM)= Y 1=> pld) = > p(d) > 1L
n<N d|(

n<N P(M d|P(M n<N
(f(n),P(M))=1 (), P(AD)) |P(M) dIf(n)

Escrevendo S(d) = Z 1, temos S(A, P, M) = >, par) #(d)S(d). Selberg observou que

n<N
d|f(n)

dada qualquer sequéncia (\;) de nimeros reais com \; = 1 tem-se

2

Do) < [ DA

dlk dlk
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Em vista disso,

S(A,P,M) = pld) < DY

n<N d|(f(n),P(M)) <N \d(f(n),P(M))
=20 X =X X sld)
<N \dids|(f(n),P(M)) n<N d|(f(n),P(M))
= D pd) ) 1= p(d)S(d),
diP(a)  pEN o dP(M)
onde p(d) = > Ay g, e [di, do] =mmc(d;, dy). Seja

[dy,do]=d
dy,d2|(f(n),P(M))

s(d) = #{f(n);d|f(n),n < d}.
Observando que f(jd + k) = f(k) (mod d), j € N, vemos que

() = s(d) | ] + i)

com 0 < r(d) < s(d). Tendo em vista que [%] = % — ¢, com 0 < € < 1, obtemos

S(d) =N - #dd) +r(d) — es(d) = Nq(d) + R(d),

onde ¢(d) = %l) e R(d) = r(d) — es(d). Temos ainda |R(d)| < (1 —¢€)s(d) < s(d) = dq(d).

Teorema 3.1.1. Sejam f um polinomio com coeficientes inteiros, my, ma, ..., M, inteiros

positivos coprimos dois a dois e m = mimsy - --m,. Entao a congruéncia
f(z) =0 (modm) (3.1)
tem uma solugao se, e somente se, cada uma das congruéncias
f(z) =0 (mod m;) (1=1,2,...,r) (3.2)

tem uma solugao. Além disso, se v(m) e v(m;) denotam o nimero de solugoes de (3.1) e

(3.2), respectivamente, entao
v(m) = v(my)v(ms)---v(m,). (3.3)

Demonstragao. Ver [2], teorema 5.28. O

Lema 3.1.2. As funcdes s e q sao multiplicativas.
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Demonstragao. Sejam dy, dy inteiros positivos relativamente primos. Observe que s(d;),
s(ds) e s(dyds) sdo o nimero de solugdes de f(z) = 0 (mod dy), f(x) = 0 (mod dy) e

f(z) =0 (mod dyds), respectivamente. Logo, pelo teorema anterior

s(dydy) = s(dy)s(dy),

ou seja, s é multiplicativa. Dai e de ¢(d) = #, segue que ¢ é também multiplicativa. [J

Assim,

SAPM) < S pdS@=N Y pldyad)+ S p(d)R(d).

d|P(M) d|P(M) d|P(M)

O objetivo é escolher os A\ (d > 2) de forma que

Y oodgld) = > A ag(d, da)),

d|P(M) d1,d2|P(M)
que é uma forma quadrética nos As, seja minima.

Lema 3.1.3. Seja g uma funcdao multiplicativa e sejam dy e dy inteiros positivos livres de

quadrados. Entao
9([d1, da])g((d1, d2)) = g(d1)g(d2).

Demonstracao. Como d; e do sao livres de quadrados, (di—tiz,)’ (df’—ilz)) e (dy,dy) sao dois a

dois coprimos. E como [dy, ds](dy, ds) = dyds e g é multiplicativa, segue que

ol gl )) =g () s o) o o) = gl
O
Como ¢ é multiplicativa, segue do lema 3.1.3 que
> Ndwaldeb) = Y Mduadalb) s B4

di,d2|P(M) dy,d2|P(M)

Vamos agora introduzir a funcao aritmética w:

Lema 3.1.4. w é multiplicativa.
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Demonstracao. Sejam dy e dy relativamente primos. Temos que

1 11
w(dydy) = mpg2(l —a) = RPN };[1(1 —~ Q(p))g(l —q(p))
= w dl)’w(dg)

]

Os numeros w(d) sao chamados de pesos. Observe que para w(d) esteja bem definido,
devemos ter g(d) # 0. Note ainda que ¢(p) = 0 para algum primo p é equivalente a
s(d) = 0 que, por sua vez, é equivalente a (f(n),p) = 1 para todo n € {1,..., N}. Sendo
assim, devemos excluir da definigao de P(M) esses primos. Também queremos que os
pesos sejam nao nulos. Para isso, devemos ter ¢(p) # 1 para todos os primos que dividem
d. Observamos que ¢(p) = 1 é equivalente a s(p) = p que também é equivalente a p|f(n),
para todo n € {1,..., N}. Com isso, devemos também excluir esses primos na definigdo

de P(M). Fazendo essas corregoes, temos que

1 »

p<M
q(p)#0,1

Uma vez que

w(d) = s TT0 — ao) = - S wlohg 5=y 1)
i@l 2 )

segue da férmula de inversdo de Mobius que o = Y 5aw(0). Usando isso em (3.4),

obtemos

Y Aadld)Aga(ds) Y w(@) = Y w(@u(6)

dy,d2|P(M) 0|(dy1,d2) o|P(M)

= ) Ag(d

d|P(M)
sld

onde

Novamente, pela formula de inversao de Mobius, tem-se

rsa(6) = S u(d/o)v(d)

sld
d|P(M)

Em particular, para 0 = 1, temos 1 = }_, 5 (d)v(d). Assim, devemos minimizar
> sip(ar) W)V (6)? sujeita a restricao > sipan #(0)v(8) = 1 (com v(8) = 0 para § > M).

Pelo método dos multiplicadores de Lagrange,

2w(6)v(d) = cp(0)
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para algum escalar c¢. Assim,

de modo que

CcC = —_=

opon wy V(M)

com W(M) =3 5 p(ar) wis- Portanto, o valor minimo ocorre em v(d) = 5% ()

W(M)w(3)

p@ 1 11
2 wl) (W<M>w<6>) = WO 2= w(@) ~ W)

e ¢ igual

a

Assim,

S(AP.M) < &

+Z|p

d|P(M

Observe que

> o) Y PaallR((dy ).

d|P(M) di,d2|P(M)

Lema 3.1.5. ’R([dl,dg])| S dldg‘q(dl)q<d2)|
Demonstracao. Temos que

dydy (dl)Q(d2)

B([d, da])| < ldy, dola(ldh, dol) = = =0

< dydyq(dy)q(dz),

pois (dy,d2)q((dy,ds)) = s((dy,dz)) > 1. O

Logo, pelo lema 3.1.5, temos

Y DadallB(did])l < Y [didg,q(d)]|daAa,q(ds)]

dy,d2|P(M) dy,d2|P(M)

= (Z d|Aaq(d) )2.
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Como N\gq(d) = Z w(0/d)v(d) , segue que
51P(M)
)5

Maa(@)] < > |u(8/d)v(5)]

§|P(M)
d|s

onde escrevemos 0 = dd;. Portanto,

S MadslR(da < | S | < quwny

dy,do| P(M d|P(M) w< )
12| P(M) P

uma vez que v(d) = 0 para d > M. Isso encerra a prova do

Teorema 3.1.6 (Selberg). Com as notagdes e hipdteses acima, temos

N
W (M)

S(A,P, M) < + (MW (M))?,

com W (M) = Zé\P(M) ﬁ-

3.2 Desigualdade de Brun-Titchmarsh

Nesta secao veremos uma aplicacao do crivo de Selberg, a saber, a desigualdade de

Brun-Titchmarsh. Seja m(z;q,a) = E 1, ou seja, o numero de primos menores ou

p<z
p=a (mod q)
iguais a = que sao congruentes a a (mod ¢). O teorema a seguir fornece uma estimativa

para esse numero.

Teorema 3.2.1 (Brun-Titchmarsh). Sejam a,q nimeros naturais coprimos com 0 < a <

q, 0 < qg<z. Dado € > 0 existe xo = xo(€) tal que se x > xy entdo

m(z;q,a) < (2+ e)m.

Demonstra¢ao. Vamos aplicar o teorema de Selberg com f(n) = ng+a, N = [% + 1] e

7_5/
M = [(%) ’ } + 1, onde € = ﬁ Se p 1 q, entao existe somente um multiplo de p
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entre ¢ + a, 2¢ + a, ..., pg+ a. De fato, se ig + a = jq+ a (mod p), com 1 < i,5 < p,
entdo (i — j)g = 0 (mod p) e, por conseguinte, ¢ = j (mod p). Assim, ig+a = jqg+a
eq+a,2q+a, ..., pg+ a é um sistem completo de residuos (mod p). Dai, temos que
s(p) =1, q(p) = 3, w(p) = 51— ap)) = p(1 = 3) = (p) e w(d) = ¢(d) se (d,q) = 1.
Se p | ¢ entao ig+ a = a (mod p) com 1 <i < p. Se p | a entdo p|(¢g,a) = 1, um absurdo.
Assim, s(p) =0 e ¢(p) = 0. Portanto,

M) = 1] »
p<M
plq
Temos ainda que
won=3Y —— =3 L _ <1+_)
d|P(M) w(d) d|P(M) (d) ;EM ¢(p)

1 1\ ! 1 1 1

H(1+—):H<1——) :H(1+—+—2+...)2 -,
p<M gp(p) p<M p p<M p p m
piq pla plq (m,q)=1

Como ¢(q) = qu‘q (1 — %), segue que

1\ ! 1 1
(LW(M)ZH<1—]—9> Y. =D, —>lgM

©(q)

Dali,
N Ngq x

W) = pla)log M = plg) (5— ) log 2

Observe que ﬁ =2+ 2 =2 +¢. Assim,

T (24

w(q) (3 —¢)log (5) v(q)log (§> |

Agora vamos estimar (MW (M))?:

w) =Y LI ’“;(g; (1 + L) < [T (1 - ]1?)_1 < log M,

d|P(M) »(d) d| P(M)

(d,q)=1 plq

I
fijam
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3 pela férmula de Mertens (ver [31], pagina 17, teorema 11). Assim,

(MW (M))? < (Mlog M)?* < (2>~ log(z/q))* = 2% log? (g) '

Ja que

1-2¢ 2 3

v logi(z/q) _log'(z/a)

z/log(x/q) e

quando x — 00, segue que
(2+e)x
S(A,P M) < ——F—,
( ) ¢(q)log(z/q)

para x suficientemente grande.
Por outro lado,
S(A,P,M)>n(Nq+a;q,a) —n(M).

1/2—¢€
Além disso, (M) < M ~ (g) . Portanto,

q

(2+€)x
¢(q) log (f) |

m(z;q,a) < m(v +ajq,a) <

3Escrevemos f(r) < g(z), ou equivalentemente, f(x) = O(g(z)), quando existe uma constante C' tal
que |f(z)| < Cg(z) para todos os valores de x sob consideragao. Para mais detalhes veja [2], [5], [6] e
[13].
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4 A Conjectura de Artin, a Hipdtese
de Riemann Generalizada e o Te-

orema de Chebotarev

Em 1922, em sua tese de doutorado, o matematico russo Nikolai Grigor’evich Che-
botarev (1894-1947) provou uma conjectura de Frobenius que é conhecida hoje como o
teorema de densidade de Chebotarev. Esse teorema é o mesmo que enunciamos no pri-
meiro capitulo: seja L/K uma extensao de Galois finita de corpos de nimeros e seja C

uma classe de conjugacao de Gal(L/K). Seja

Pe = {p € P(K);p nao se ramifica em L, (L/TK) = C} ,

onde P(K) é o conjunto de todos os ideais primos de Ok e (L/TK> ¢ o simbolo de Artin

em p. Entao a densidade de Dirichlet (resp. natural) existe e é igual a ou seja,

#C
#Gal(L/K)’

b wer Wor . #{p € P N(p) <) #C
1

X
Y ep whyr o #p € P(K):N(p) <o} #Gal(L/K)’

Uma demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [17] ou em [33]. A técnica
usada por Chebotarev foi fundamental para Artin demonstrar sua lei de reciprocidade,
que hoje é considerado o principal resultado da Teoria de Corpos de Classes. Com o
desenvolvimento das versoes efetivas, o teorema de Chebotarev tem varias aplicagoes na
Teoria dos Niimeros Moderna e Geometria Aritmética. Algumas dessas aplica¢oes podem
ser encontradas em [27]. Para mais detalhes sobre o contexto histérico no qual o teorema
de Chebotarev foi demonstrado, veja [30].

Neste capitulo veremos uma versao efetiva do teorema de Chebotarev, usando a

Hipdtese de Riemann Generalizada para certos corpos de niimeros.
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4.1 Versao Efetiva do Teorema de Chebotarev para Ly,

Teorema 4.1.1. Seja P,(z, k) = #{p < x;p se decompoe completamente em L, para todo q |

k}. Entao, admitindo a Hipdtese de Riemann Generalizada, temos

Li(x)

n

P,(x,k) = + O(v/zlog(kz)).

A fim de provar este teorema veremos algumas propriedades da funcao zeta de Dede-
kind de um corpo de niimeros.

Para um corpo de nimeros K, definimos a funcao zeta de Dedekind de K por

Cels) =) ! (4.1)

ICOgk N(I)S

com Re(s) > 1 e s =0 +it. A seguir provaremos dois resultados sobre a fun¢ao (x como
em [25].

Lema 4.1.2. Seja f uma fungcao complexa sobre o conjunto de todos os ideais de Ok

e suponha que ela seja multiplicativa, isto €, para ideais relativamente primos I e J
(I +J = Ok) temos f(IJ) = f(I)f(J). Suponha ainda que a série

f()
NI

ICOgk

converge absolutamente em um semiplano o > C. Entao nesse semiplano temos a igual-

dade
BRI

pCOx m=0

Demonstracdo. Para um numero real positivo T, seja Ar o conjunto dos ideais de Oy

cujos ideais divisores primos tem suas normas menores ou iguais a 7. Entao

Hzf zfj

m=0

N(p)<T

fp f(I) f)
030 % S = 2
N<p)<T I)<T N(I)>T

que tende a zero quando 7' tende a infinito, j& que G(f,s) é absolutamente convergente

com ¢ > C. Portanto,

> Hzf

ICOgk
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com o > C. O

Proposicao 4.1.3. No semiplano o > 1 a série (4.1) converge absolutamente, e a con-

vergéncia € uniforme em todo subconjunto compacto contido nesse semiplano, e portanto
-1

Cr(s) € analitica ai. Além disso, nesse semiplano o produto infinito P(s) =[], (1 - W)

converge e P(s) = (k(s).

Demonstragao. Seja [K : Q] = n. Como existem no maximo n ideais primos em O com
uma norma dada e essa norma € uma potencia de primo, a série Ep W é absolutamente
convergente para ¢ > 1. Além disso, a série é uniformemente convergente em todo

conjunto compacto, pois é majorada por
3 n
q ¢
onde g percorre todas as poténcias de primos em Z. Agora se T" > 0, entao

1 1 1
2w = 1l (”N(p)a*N@)“'")'

I

N(I)<T N(p)<T
A série no lado direito da desigualdade acima nao excede 1 + ﬁ, pois é igual a
1+ !
N(p)7 —1
‘ 1 3 3
< < N(p)” =3
N(p)7 =17 N(p) 2
Assim,

1 3
2 wayr = 1 (”N@)a)SB’

N(I)ST N(p)<T

~? converge uniformemente em todo

onde B ¢é uma constante, pois a série 3 N(p)
subconjunto compacto do semiplano o > 1. Isso mostra a primeira parte da proposicao.

A segunda parte segue diretamente do lema 4.1.2. O]

Sejam oy,...,0, as imersoes de K em C. Se 0;(K) C R, dizemos que o; é uma
imersao real; do contrario, dizemos que ¢; é uma imersao complexa. Como o conjugado
complexo de uma imersao é uma imersao, podemos fazer uma indexacao dos ¢;’s de modo
que oy,...,0, sejam as imersoes reais e o, 41,...0, as imersoes complexas onde o, ;
€ Oy 4ry+j Sa0 conjugados complexos e j = 1,...,75. Dessa forma, existem 2ry imersoes
complexas e 1, + 2ro = n. Seja ainda r = ry + 1y — 1.

Em [12], Erich Hecke demonstrou o seguinte:
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Teorema 4.1.4 (Equagao funcional para funcao zeta de Dedekind). Sejam K wum corpo

de numeros e vy e ro como definidos acima. Entdao tem-se

(i) A funcao zeta de Dedekind (i (s) admite uma continuac¢ao analitica a todo plano

complexo com um polo simples em s = 1.
(ii) A funcdo Ck(s) satisfaz a equagdo funcional
spry S T 1—spr l—s T
AT () T2 (5)Ciels) = AT (=52 ) T72(1 = 5)Cie(1 — ),

onde A =271~ 2\/|disc K|.

Uma demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [12], [20], teorema 154 e em

1
[21], pdg. 254. Voltemos para o caso em que o corpo é da forma L, = Q(b*1, (;). Vamos
obter uma cota superior, que é uniforme em relacao a k na faixa —% <o< % Primeiro,

temos que para o > 2

Gl = T e = T1 (]
< 1;[ (1 - Z%) — (@) = (%2) (4:2)

Antes de seguir em frente, vejamos a férmula de Stirling para uma varidvel complexa.

Teorema 4.1.5. Seja s = o + it uma varidvel complexa. Entao tem-se que

1 1 1
logI'(s) = (s— 5) logs — s+ 510g27r+0 (—) ,

5]

quando |s| — oo, uniformemente com |arg s| < m — 0, com 6 > 0 e o ramo do logaritmo

€ o principal.

Como consequéncia tem-se para um valor fixo de o e [t| — 0o que

ikl

ID(o + it)| ~ V2me 2 [t 2.

Para mais detalhes veja [1] e [32].

Dando continuidade, se o0 = —%, temos do teorema 4.1.4, item (ii) que
T (%)™ 0@ - s>
= |A|* ! 1—s)|.
(o) = 417 — ) o) CL, (1 = 5)]




Se s = —% + it, entao
(5| PGyl Veme "2t
) | PR+l vame ™2
(§]
'm —s)|_ [PG-it)]  Vome T
Cs) | 0(=3+it)]  are 't

Dai, existe uma constante C; tal que

[t (] +2)?
1 1

[t* ~ (It +2)".

[ (s)] < [AFCT (] + 2 O (|t] + 2) ™[, (1 = )]
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Lembrando que A = 27272 /|disc Lg|, 71 + 2rs = n, Re(1 — s) = 2 > 2 e usando (4.2),

temos o\ 7
. 7 ™ n
(9 < lais a2+ 20 () .
Mas,
: . 1
|disc Ly,| = [disc H@(aq)HQ(Cq)
qlk1 qlk
(L1001 [Lk:Q(aFT)
< |disc HQ(Cq) disc HQ(aé)
qlk qlk1
1060 )
(k) k
< Hdisc@((’q)% l—IdiSC@(@%)71
alk alk1
[Lk:0() [Lk:Q(aFT)
S H q(q—Qgﬂp(k) H ’a| (q—;)kl,qkl
qlk qlk1
< (TTaITlala | < (al©ny = (5502 < sl
alk  qlk
— kan7

(4.3)

com Cy = log|a| + 2. Na igualdade acima usamos a proposigao 5.1.4 e proposigao D.16

e para as duas desigualdades seguintes usamos os teoremas D.12 e D.13. Assim, para
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o=-3,
25 2\ "

-6l £ 2 rmmem e (T) o
< (¢ + 2)3%2"02k;"(log(%)ﬂogcl)

(
< (k(|t|+2))(2Cz+log<§)+1ogcl>n
(1] + 20", (1.0

onde C5 = 20, + log(n?/6) + log Cy. Para o = 4, temos por (4.2), |1, (s)] < (”—2>n

Além disso, temos |s — 1| < ([t| +2)% . Com isso, para o = L, temos

(s = e, (s)] < (%2)"<|t|+2>3;

INA
oy
3
53
[«
—~
Uﬁ‘:‘w
N>
YamS
=~
_l’_
[\
S~—
o

< (k(|t] +2))m. (4.5)

Seja Cy = [C3] + 1 e definamos a seguinte funcao

(5 - 1)§Lk (S) .

7(s) —
(S) (S + 2)C4n
Sobre as retas o0 = —%, o= %, tem-se
2(5) (s = DSrus) |  (B(JE] +2))"
(S_|_2)C4n ‘S+2|C4n
k,C’4n (lt’ + 2)C4n
|s + 2|C4"
Como para o = —% eo = %, ||i:r22| — 1 quando [t| — oo, segue que para |t| suficientemente
grande, existe uma constante C'5 tal que m—f‘ < (5. Assim,
Z(s)| < (Csk)“™™. (4.6)

Mas Z(s) é uma fungao analitica para —% <o < 12—1 e de ordem finita. Logo pelo principio
de Phragmém-Lindeldf (veja teorema D.18), a desigualdade (4.6) permanece vélida sobre

a faixa —% <og< % Portanto,

|Z(s)]]s + 2| " < (Csk) " (Jt] + 2)°%"
kn(10g05+6’4)(|t’ + 2)20411

(k(Jt] +2)°", (4.7)

(s = 1)¢r, (s)]

IA

IN
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onde Cs = max{log C5 + Cy,2C,}. Agora vamos obter uma cota inferior |(s — 1)(z, (s)]

o)

com o = 2. Temos que

=5

QUGS

p

‘ ch ) < (2).

o que implica para o = 2

1 1 m2\"
E OO (E) ’

por (4.2). Assim,
2

(s — 1) (s)] (%) . como=2 (1)

Essas cotas foram obtidas com intuito de encontrar informacoes no que diz respeito a
distribuigao vertical dos zeros complexos de (r, (s). Vamos denotar por p = 5 + iy, com
0 < 8 < 1, um zero nao-trivial complexo de (z, (s). Denotemos ainda por N(T'), para um
numero real nao-negativo 7', o nimero de zeros p tais que 0 < v < T'. Consideremos a
funcao &(s) = (s —1)(z, (s) e definamos por v(y) o nimero de zeros (ndo necessariamente

complexos) de £ no circulo com centro 2 + i7" e raio y. Pela de Jensen (teorema D.17),

1 27
o Y 21 Jo

N~

3 (2 + 40T + ;ei9> ‘d@ —log |€(2 +4T)).

Por (4.7),
’5 (2—1—2’T+gew) < ( (’T—l——senﬁ +2>)Cﬁn
< (+(r03))
< (K3(T 4 2)3)%"
= (k(T +2))3%n

e por (4.8), |£(2 +1T)| > (%2>7 . Dai, segue que

(NI

v(y) i
/0 =, W < 3Cenlog(k(T +2)) + nlog <E>
< Cmlog(k(T +2)),

onde C'; = 3Cs 4+ 1. Por outro lado, temos

7

/0; iy)dyzéQMdyEV@/f%ZV@)IOgg

) Y
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v(3) > N(T + 1) — N(T).

Logo,
N(T +1) — N(T) = O(nlog(k(T + 2))). (4.9)

A seguir, vamos introduzir uma funcdo que estd relacionada com (z,(s) e seus zeros, a

saber,

Y(x) =Pz, k)= Y logN(p).

N(p)m<z

Teorema 4.1.6 (A férmula explicita). Para x > %, temos

1 1 1 xf
W(x) =x — (rlogz + ag) — érllog <1 - P) —rylog (1 - E) —Z—,

o P

onde

Gy = aO(k)v

a série no sequndo membro converge uniformemente em qualquer intervalo de x que nao

contém um numero inteiro.

Uma demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [20], teoremas 197 e 199.

Agora vamos assumir a hipotese de Riemann generalizada, que enunciamos a seguir.

Hipé6tese de Riemann Generalizada: A parte real 5 de todo zero complexo nao-

trivial p = 8 + iy da funcao zeta de Dedekind ¢ igual a % para todo corpo da forma Ly.

A fim de estimar () através da férmula explicita, escreveremos v na seguinte forma

b(y) =y — ao —Zy—:+o<nlogy>, (4.10)

p

com y > 3 5, uma vez que r1,79,7 < n. Suponha por enquanto que x ¢ da forma j + %

onde]21esejax§y§x—l—}l. Comop:%—I—i% segue que

y” 1
S Uiy ho(s X ).

<o P r/<a ol 05r%e 7T
Ja que

1 L N(u+1) =N
Z?:Z Z Z ﬁSN(l)J“Z (u+1) (#)7

0<y<z v 0§'Y<1 p=1 p<y<p+1
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segue que

Como log(k(u + 2)) = O(log kz), segue por (4.9) que

a2 (N(1)+zj:N(M+1)_N(M)) =0 (nm?log (kx) (1—1—2 ))

I

Por fim, temos
1+ Z O(log x)

Portanto,

Z yp O(ny/xlog(kz)log x).

M<z

Dai e de (4.10),

V() =9Y(y) =y —ao— Z Y + O(ny/xlog(kx)log z).

[v|>=

Integrando em relagdo a y no intervalo [z, z + }1] obtemos

1 1 1\* 22 q Pt — (z+1/4)P11
V) = 5(“5) BEIRE T Pl ey

ly[>z
+ O(nyzlog(kz)log x)
1 p+1 _ 1/4 p+1
:£+__@+Z93 (z+1/4)
1732 1 p(p+1)

O(nv/zlog(kz)log ),

[v|>z

sendo a integracao termo a termo justificada pela ultima afirmacao no teorema 4.1.6.

Assim,
P+l Pt
W) = g ; Z - 11>/4) Fom ko
=z —ao+ O(nyxlog(kx)logz) + O (m 2. i2> '
~y
y>u
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Agora, temos por (4.9)

N _ o, 5 losku) ) _ ) (nlog(kz)
I N 0 L RG]

v>x w>j w>j

Logo,
P(x) =2 — ag + O(ny/x log(kx) log 7).

Assim, para evitar o problema de determinar a magnitude de ay diretamente, concluimos

que

Y(x) =(x) — (—) =z + O(nv/zlog(kz) log x). (4.11)

Observando que ¢(z) < ¢ (([#] + 1) + 3) para © > 2, concluimos que a férmula (4.11)

permanece valida removendo a restricao r = j —i— 5

Seja U(x) = 3y < 108(N(p)). Temos que
I(z) = ¥(z) + O(nyvr) = x + O(ny/zlog(kr)log ).

Vamos denotar por 7(x, k) o nimero de ideais primos p de Op, tais que N(p) < z. Pela
identidade de Abel (veja teorema D.6),

_ @) [T 9@
m(x, k) = 10gx+/2 tlothdt

Todt ? log(kt) )
— + O(nx2 log(k / + 0 dt
log (mc og(kz)) + 9 log2 t (n 9 \/Zlog t

= / —+O (nvzlog(kz))
= +O(n\/_10g(kx)) (4.12)

Para concluir a demonstracao do teorema 4.1.1, vamos estabelecer uma relacao entre
m(x, k) e P,(z, k). Escrevamos

m(z, k) = Qz, k) + Q' (z, k),

onde Q(z, k) conta os ideais primos de O, com grau relativo 1 que nao dividem ak (isto
é, que nao contém (ak)Oy, ) e ' (z, k) contam os demais ideais primos. Se p é um nimero
primo tal que (ak,p) = 1, entdo p nao divide o discriminante de Lj e por isso p nao se
ramifica em Lj. Além disso, como L, é uma extensao de Galois, os ideais primos que

dividem pOy, tém o mesmo grau relativo, portanto, temos que

Qx, k) =nP,(x, k).
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Temos ainda que

Q/(:C, k) = # ({p C OLk:; N(p) =p<ux, (pa ak) :p}
U {pCO; Np)=p' <z, f>2}),

logo,

V(x,k) < nwlak)+n#t{p’ <z f>2}

Das duas relacoes acima, obtemos
nPy(z, k) = n(x, k) + O(nw(k)) + O(n\/x).
Dai e de (4.12) segue que
Pufir, k) = —Li(w) + O(v/F log(ka),

como queriamos demonstrar.
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5 O Teorema de Hooley

Em 1967, Christopher Hooley (ver [14]), assumindo a hipdtese de Riemann generali-
zada para certos corpos de numeros, demonstrou a conjectura de Artin e uma férmula
assintética para N,(z), o nimero de primos p menores ou iguais a = para os quais a é
uma raiz primitiva (mod p). Neste capitulo apresentaremos a demonstracao de Hooley

para a conjectura de Artin.

5.1 O Teorema e Demonstracao

O enunciado do teorema é o seguinte:

Teorema 5.1.1 (Hooley, 1967). Assuma que a hipdtese de Riemann generalizada € ver-
1
dadeira para a fungdao zeta de Dedekind sobre corpos de Galois da forma Q(b*1, (), onde

k € livre de quadrados e ky | k. Entdo temos:

(a) Para qualquer inteiro nao nulo a diferente de —1 e de um quadrado perfeito, seja
Ny(x) o nimeros de primos p menores ou iguais que T para 0S quais a € uma raiz
primitiva (mod p). Seja também ay a parte livre de quadrados de a, seja h o maior

inteiro com a propriedade que a € uma h-ésima poténcia e seja
c<h>H(1_L>H<1_;)
B —1 -1/

o q o q(q —1)

Entao, se a; Z1 (mod 4), temos

Ny(@) = C(h)—*— 4+ 0 (M) |

log x log® x

quando © — oo, enquanto, se a; =1 (mod /), temos

1 1 x xloglog x
N,(z)=C(h) | 1— +O(—- ’
() () M<|a1|)!_h[q—2 s ¢?—q—1]logx ( log” z >
qlay qlay

quando x — 00.
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(b) Se a € diferente de —1 e de um quadrado perfeito, entdo existem infinitos primos p

para 0s quais a € uma raiz primitiva (mod p).

Vamos denotar as condi¢oes

p=1 (mod q), T =1 (mod p)

por R(q,p). Assim, a é uma raiz primitiva se, e somente se, R(q,p) for falsa para todo

primo ¢. Tendo em vista que ha dois primos variando, vamos definir para z < =z,

Nu(x,z) = #{p < x;ptaeR(q,p)é falsa, para todo g < z},

M, (z,21,22) = #{p < x;ptae R(q,p) é verdadeira para algum q € (z1, 22|}

Agora, se p < z é tal que a é uma raiz primitiva (mod p), entao em particular R(q, p) nao

¢ vélida para todo ¢ < z, logo Ny(x) < Ny(z,z). Além disso, se p < x ¢ tal que R(q,p)

nao é vélido para ¢ < z, entdao ou R(q,p) é falsa para todo primo ¢ <z — 1 ou R(q,p) é

verdadeira para algum primo g € (z,x — 1]. Assim,
No(x,2z) < No(z) + My(z, 2,2 — 1).

Dai, segue que
Na(x) = No,2) + O(M, (2, 2,2 — 1)).

Na se¢ao 1.3 vimos que R(q,p) é equivalente a p se decompor completamente em L.

Assim,

Ny(z, z) = #{p < z; pnao se decompde completamente em L,, Vg < z}.

Para qualquer nimero livre de quadrados k defina
P.(z, k) = #{p < x; R(q, p) é verdadeira Vq | k}.
Pelo principio de inclusao e exclusao temos para k =[] g<= 4 que

Ny(x,z) = Z w(d)Py(x, d).

d|k
Pela versao efetiva do teorema de Chebotarev aplicada ao corpo Ly temos que

Li(z)

P,(z,d) = ()

+ O(z'*log dx),

onde n(d) = [Lg : Q]. Se usdssemos isso em (5.1), o termo de erro se tornaria muito
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grande. Sendo assim, temos que estimar N,(z, z) para z muito menor do que z. Iremos

log x
6 -

escolher z = Além disso,

Ma(iL',Z,ZL' - 1) < Ma(xa 2 Lgx) + Ma(xa Lf: \/Elogx) + Ma(xv \/Elongx - 1)
log” x log” x

Portanto, temos

RS TAEA (AT
log” x log” x

+ My(z,v/zlogx,x —1)). (5.2)

Ny(z) = Ny(z,2)+ O(My(z,z,

Primeiro vamos estimar M,(z, logLfm, Vrlogz). Se p < z é tal que R(q,p) é verdadeira
vz

log? «

para algum primo ¢ € ( ,v/xlog ], entdo p se decompde completamente em L, logo

T
G T ER SR )

Jz
- <a<VEloga

Se p < x se decompde completamente em L,, entdao p =1 (mod ¢) e, assim

Puz,q) < Y. l=mn(x,q1)

p<z
p=1 (mod q)

Pela desigualdade de Brun-Titchmarsh

Czx

(@ q,1) < d(q)log(z/q)’

para alguma constante C'. Com isso,

NI x 1
Ma(vag—2x7ﬁlogx) < Z 7T<x7Q7 1)20 Z a

log =
1o\g/25z <q<y/zlogzx v <q<y/zlogx

log2 T

Pelo teorema de Mertens (ver teorema D.7),

1 1
Z—zloglogx—i—M—l—O( >,
q log

q<z
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para alguma constante M, logo

Z I 0 [ 1og log(y/x log )

\/5
lo‘g/gz <g<y/zlogw ¢ log <1og2x>
1
_ 0 (log (12 log x + log log x )) .
3 logx — 2loglog
Como
1 %logx + loglogx 1 m 3loglog x
0 = lo
& %logx—Qloglogx & %loga:—Qloglogx
3loglogx
i
3 logx — 2loglog x
e

1
=t 2

1
5 logr — 2loglogw
quando x — 00, segue que
Z EZO(loglog:U).
q log =

VA
osZ x <q</zlogx

Portanto,
log 1
Mo, Y2 Uz logz) = O (&) (5.3)
log” x log® x
Agora vamos estimar M, (z, /xlogx,x—1). Por R(q,p) ser védlida temos que T =1

(mod p) e, com maior razao,
2(p=1)

a ¢« =1 (mod p).

Assim, como ¢ > /xlogx e p < x, segue que

p—1 x NZ7

< = .
q Vrlogz  logx

Portanto, os primos p que sao contados em M,(z, /xlogz,z — 1) dividem o produto

Por isso,

2Ma(x,\/§10g*1x,x—1) < H p< H an,

p contado por My (z,/x log ™! x,x—1) m<y/xlog lx
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21
My(z,/rlog 'mx —1) < %';4 Z m
m<y/zlog ' x

2log |a| vz log ™tz - (yrlog 'z + 1)
log 2 2

= 0 <10g$2x> . (5.4)

Logo, de (5.2), (5.3) e (5.4) obtem-se

N,(2) = No(z,2) + O (Ma(x, , ﬂ)) +0 (M) . (5.5)

log? = log? z

VT
’ log?

vamos escrevé-los em termos de P,(z, k). Em (5.1), vimos que

log x

o Para isto

Ainda nos resta estimar N,(z,z) e M,(z,z ), lembrando que z =

Nu(w,2) =Y p(d)Pu(x, d),

djl

com [ =1]]

M, (x, logL;x’ Vxlog ), encontramos

g<24- B usando o mesmo argumento para obter a desigualdade para

Ma(a:,z,ﬁ)< Z P.(x,q). (5.6)

Como

vamos nos empenhar entao a calcular o grau n(k) de L.

Seja h o maior inteiro positivo tal que a é uma h-ésima poténcia perfeita. Observamos
que a é uma d-ésima poténcia se, e somente se, d | h. De fato, se d | h, entdo escrevendo
h = Id temos a = b" = (b'). Reciprocamente, supondo que a é uma d-ésima poténcia,
temos, ¢ = a = b". Dai, segue que ¢ = bi. Se b = V), coml € Nel > 1, de modo
que % € N, entdao a = b" = (V')™, o que contradiz o fato de que h é o maior expoente tal
que a é uma h-ésima poténcia perfeita. Portanto, d | h. Dessa forma, como a ndo é um

quadrado perfeito, h é um ntmero fmpar. Agora, seja

klzm.

Como h é impar, (h, k) também o é, e por isso, k e k; tém a mesma paridade. Note que

p=1 (mod q) para todo ¢ | k é equivalente a p =1 (mod k). Além disso, se ¢ | h, entdo
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x9 = a admite solugdo inteira. Sendo assim, basta considerar ¢ = a (mod p) quando

qfth.

Lema 5.1.2. Sejam ki, ko inteiros tais que (ky, ko) = 1. Se 2¥* = a (mod p), 2** = a

k1ko =

(mod p) admitem solugao, entio x a (mod p) admite solugdo.

Demonstracdo. Sejam x; e xo solugoes de 2% = a (mod p) e de z*? = a (mod p), res-

pectivamente. Entao, 5% = ¢* (mod p) e z5'% = a* (mod p). Como (ky,ks) = 1,
existem r, s € Z, tais que rk; + sko = 1. Logo,
a=a™-a" = (ap)"* - (a])M = (2f25)"" (mod p).

]

Assim, do lema 5.1.12 e argumentando indutivamente, concluimos que z? = a (mod p)
ser soltivel para todo divisor primo ¢ de k; é equivalente a z¥! = a (mod p) ter solucao.
Portanto, P,(z, k) conta os primos p que sdo relativamente primos com a que satisfazem
as condigoes:

p=1 (modk); 2™ =a (mod p)tem solucdo. (5.7)

Uma vez que os divisores primos ¢ de k; nao dividem A, a nao é uma g-ésima poténcia e,
assim, o polinomio X* —q é irredutivel em Q[X](ver Apéndice A). Por isso, a extensao L =
Q(aﬁ) tem grau k; sobre Q. Além disso, os fatores primos que dividem o discriminante
de L ou dividem a ou dividem k;. Com isso, p nao se ramifica em L. Analogamente, se
(x € uma k-ésima raiz primitiva da unidade, entao a extensao ciclotomica K = Q((;) tem
grau ¢(k) e tem discriminante que é formado apenas por divisores primos de k. Assim, p

kl:

nao se ramifica em K. Agora, a solubilidade de x a (mod p) e a congruéncia p = 1

(mod k) sdo equivalentes ao fato de que ¥ = a (mod p) tem exatamente k; solugoes.

Portanto, pelo teorema de Kummer-Dedekind p se decompoe completamente em L. Da
mesma forma, p = 1 (mod k) é equivalente a p 1 k e ao fato de que p se decompode
completamente em K. Assim, (5.7) é equivalente a condigdo p 1 k e que p se decompoe

completamente na seguinte extensao de Galois
Lin=KL=Q(a",¢).
A seguir, vamos calcular o grau
n=n(k) = [Lx: Q) (5.8)
de Ly sobre Q. Para isto, basta determinar [Lj : K|, pois

(L : Q) = [Le : K)[K : Q) = o(k)[Li : K. (5.9)
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Lema 5.1.3. Seja K uma extensao de Galois finita de F'. Seja L uma extensao arbitrdria
de F. Suponha que K e L sdo subcorpos de algum outro corpo. Entao [KL : L] divide
(K : F).

Demonstragao. Ver [22], teorema 6.1.12 e coroldrio 6.1.13. ]

Assim, como K é de Galois, segue do lema 5.1.3, que [Lj : L] divide [K : Q)] e,
portanto, [Ly : K| divide [L : Q] = k;. Escrevamos

ki = mlLy : K. (5.10)

Seja ¢ um fator primo de m e considere a extensao K (aé) de K. Se X9 — a for irredutivel
em K, entao [K(a%) : K] = q. Se X? — a for redutivel em K, entdo a = b? com b € K

1 1k

e, assim, ar € K. Logo, [K(aé) : K] = 1 ou ¢ Além disso, ja que as = (ak )7,
K C K(a%) C Ly, e, por isso,

(K(a%) : K] | [Ly - K] = %

Como (k1/m,q) = 1, segue que [K(a%) : K] = 1 e, consequentemente, ar € K. J& que
K/Q é uma extensao abeliana (Gal(K/Q) ~ (Z/kZ)* ), temos que Q(a%)/(@ é também

uma extensao abeliana (ver [22], ¢ coroldrio 6.1.11). Assim,
1 1
Q(av) = Qfar, (),

o que implica que ¢(¢—1) = g, ou seja, ¢ = 2. Concluimos que m = 1 ou 2, sendo possivel

m = 2 se k; (e por sua vez k) for par.

Proposigao 5.1.4. Sejam K um corpo, a € K, I,y ely nimeros inteiros tais que (l1,ls) =
1 1
1 el=1lily. Entio K(a1) = K(alt,al).

1 1 1 1
Demonstracio. Como ai = (a1)? e a2 = (a1)", segue que K(ar,a’) C K(at). Por

outro lado, como (ly,1l3) = 1, existem 7, s € Z tais que rl; + sly = 1. Assim,

o~

by lo s Ll
al = g7 75 =gl cal2,

11
portanto, K (a1) C K(a™,a’2) e o resultado segue. O

Observe que pela discussao acima, m = 2 implica que y/a € K. Por outro lado, se
Va € K, entao m = 2. De fato, se m = 1, entéo [Ly, : K] = k;. Além disso, da proposi¢ao
k1

5.1.4, podemos escrever L, = K( %1/57 va). Como v/a € K, temos que L, = K( 3/a).
Logo, [Li : K] < k1/2 < ki, um absurdo. Agora seja

a=aya3,
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onde a; é livre de quadrados e possivelmente negativo. Com isso, m = 2 se, e somente se,

Qlya) € K.

Lema 5.1.5. Seja p um numero primo impar. Entdo o unico subcorpo quadrdtico de

Q(¢p) € . < (_?1) p) |

Demonstragao. Como Gal(Q(¢,)/Q) é ciclico de ordem p—1, ele possui um tnico subgrupo

-1 . T N . .
de ordem P5=, ou seja, de indice 2. Pelo Teorema de Correspondéncia de Galois, existe um

tnico subcorpo quadratico de Q((,). Agora, observe que (%) p ¢ Q. Para concluir a

demonstracao temos que mostrar que

Para este fim, considere a soma

v
=2 (5)¢
veD p
onde D = {+1,£2, ..., j:p%l}. Com isso temos

SO

v,ueD

pela multiplicatividade do simbolo de Legendre. Quando v percorre os elementos de D,

v também o faz para qualquer p € D fixado. Assim, substituindo v por vu, obtemos

SQ — Z (VT/jZ) Cg(u-‘rl) _ Z <%) g];j(u—i—l)

v,u€D v,ueD
-1 v y
-2 (F)er T (BT
neD Vl;iDl neD

Como 1+ (p+...+1=0,> p CH ) & igual a —1. Logo,

# - @enrg()

veD
v#£—1
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pois a quantidade de residuos quadraticos ¢ igual a quantidade de residuos nao quadraticos.

Portanto,
-1
(?) p € Q(¢)
]

Agora, como k é livre de quadrados, disc K é impar. Além disso, como disc Q(/a7) |
disc K, devemos ter a; = 1 (mod 4) e a; | k. Por outro lado, suponha que a; = 1 (mod

4) e ay | k. Escrevamos
T
ay == szu
i=1

onde os p;’s sao primos e definamos ¢; = (;73) pi- Note que ¢; = 1 (mod 4) para todo i.

Dai e de a1 =1 (mod 4), segue que

T
ay = H qi-
i=1

Pelo lema 5.1.5, Q(/g;) ¢ subcorpo de Q((p,) € K, ou seja, ¢; ¢ um quadrado em K, para

todo i. Assim, a; = [[;_; ¢; ¢ também quadrado em Q((y), isto é,

Q(Var) € Q(¢)-

Portanto, Q(y/a1) € Q({x) é equivalente a a; = 1 (mod 4) e a; | k. Por fim, lembrando
que m = 2 86 é possivel se k for par, temos de (5.8), (5.9) e (5.10) que

kip(k)
k) = A1
i) = 25, (5.11)
onde (k) é dado por
(k) = { 2, se2a |k e/a‘l =1 (mod 4) (5.12)
1, caso contrario.

Observacao: Note que o caso em que a; = 1 tem que ser excluido, pois estamos supondo

que a nao é um quadrado perfeito.

Voltemos agora para o trabalho de estimar N,(z, z) e M,(z, z, lo\g/gcx)' Por (5.1),

Ny(x,z) = Z w(d)Py(x,d).

djl
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Pela versao efetiva do teorema de Chebotarev, temos

B Li(x)
M) = S (M +o<¢zlogx>>

Agora,
l = Hq = 619(2) S GQZ — x%’

q<z

onde ¥(z) = ) .. logq ¢é a fungdo ¥ de Chebyshev que satisfaz J(z) < 2z. Dal,

Ny(z,2) = Z ;l—l—O Z\/Eloga;

1
djl i<k

g2 o (o)
(d) logZz )’

djl

pois
5 3
zelogx log’x
8T _ 8 T, 0,
T

_T
log? x

o=

quando x — oco. Como todos os niimeros livre de quadrados k que nao excedem z sao do
tipo d, temos de (5.11)

. = e(k)u(k ) 1 v
St = 1S o (1 L) o ()

- 1oz~x i 61(;;);21(;;) +0 (10;623;) 0 <zl(fgx) ’

k=1

0T oY),

(confira [2], teorema 3.2, (c)). Portanto,

Aa)x x
No(z,2) = —5 | 1
(x,2) gz +0 <10g2:v) (5.13)
onde A(a) = > 77, k’fg@“k) Agora vamos calcular A(a). Se a; # 1 (mod 4), entao (k) é

— (hE)

i @(k) =0 é uma funcao multiplicativa, segue da identidade

igual a 1 por (5.12). Como —=
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de Euler (teorema D.10) que

— C(h). (5.14)

Para o caso a; = 1 (mod 4), dividiremos a soma A(a) em duas somas, a saber, uma sobre

os k’s que sdo divisiveis por 2a; e a outra sobre os que nao sao. Assim, por (5.12)

k k
aw = 3 e Y

kZ0 (mod 2|a1]) 190( ) k=0 (mod 2|a1|)
— (k) pu(k)(h, k)
> + oy B (5.15)
k=1 kip(k) k=0 (mod 2|a1]) keo(k)
A primeira soma é C'(h) como vimos em (5.14). Agora, considere a segunda soma. Seja
kK = ﬁ Para k livre de quadrados (os k’s que nao livres de quadrados nao contribuem

na soma, pois (k) = 0), temos que (k',2|a;|) = 1. Assim, a segunda soma ¢ igual a

aakp2lailk)  2laile(2lar])

koK)

3 p2lar[K)(h, 2lar k) p(2laa])(R, 2] ]) T p(k) (R, K)

(K',2]a1|)=1 (K',2[a1])=1

Agora, de (K',2|a;|) = 1, segue que ¢q | K/, se e somente se, ¢ { 2a;, portanto, pela
identidade de Euler

> A = -5 (- )

qlh qth

qf2aq qf2aq

-1 q—2 1 ¢ —q—1
w 4= 14 alg—1)
qf2ay qf2a;

B q—1 q(q—1)
— C(h)l;[q_Q § s

q|2aq q|2aq

Dessa forma, segue de (5.15) que

(2]ai1])(h, 2|ai]) H q—1 q(q —1)
20arlp(2far]) ot a—2 ot @?—q—1

q|2ay q|2ay

Ala)=Ch) [ 14+
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Ja que
[Te-0]J[@-1=]]@-1=]] e =e2lal).
qlh qth ql2a1 q|2a1
q|2a; q|2a3

obtemos

A(a) = C(h) 1+ M<2‘a1|)(h72|@1’) H 1 H q

2 _
2|1 e 1=2 g1
ql2aq q|2aq
Finalmente, como h é impar,
H r 1
an 47 Ih q-2
q|2a; qlay
e
[Mo—— = el =
2 - — g —
qth q q 1 qth ath (] q 1
ql2aq ql2a1  ql2a
B 2|aq] 1 H 1
o (h2a)\22-2-1) Llg?—g—1
qlay
segue que
Ala) =C(h) | 1 — u(|aq]) H H 1
a7
qlay qlaj

3

% s ——). Lembremos que

Por fim, vamos estimar M,(z, z
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Pelo teorema de Chebotarev, temos

Myr Yy < % (Li(m) +O<ﬁlog:r>>

Z,—
log” x q(q—1)
z<q£lo\g/§:c
= 0 le + O ﬁlongl
log x q>
= qgloga:
v (10\?1;) Vrlogx
= 0 ] +0 v
zlog x z
) log (—log21>
log” x
pois
rlog'z  log’x B log x

— 2

log(vzlog™®z) = B log(v/zlog™ z)

quando z — oo. Daf e de (5.5), obtemos

Ny(2) = Az g (

xloglogx
log x

log? z

concluindo a demonstracao do teorema 5.1.1.
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Apeéendice A - Irredutibilidade de
X" —a

Neste capitulo estudaremos a irredutibilidade do polinémio X" —a em K|[X], onde K

¢ um corpo arbitrario. Faremos isso seguindo [19] e [22].

Lema A.1. Sejam K um corpo, a um elemento de K, e m,n inteiros positivos relativa-
mente primos. Entao X™" — a € irredutivel sobre K se, e somente se, X™ —a e X" —a

sao irredutiveis sobre K.

Demonstragao. Como X™ —a = (X")" —a = (X™)" — a, segue que se X™ —qa ¢
irredutivel em K[X], entdo X™ —a e X™ — a também sdo irredutiveis em K[X]. Reci-
procamente, suponha que X™ —a e X" — a sdo irredutiveis em K[X]. Denotemos por
L o corpo de decomposi¢ao de X™" — a e seja a € L uma raiz de X™" — a. Entao o™

é uma raiz de X" — a e o™ é uma raiz de X — a o que mostra que [K(a™) : K] =n

e [K(a™) : K] = m. Assim, n e m dividem [K(«) : K| e portanto mn|[K («) : K], pois
(m,n) = 1. Por outro lado, o é uma raiz de X™ — a, por isso, [K(«) : K] < mn.
Portanto, [K(a) : K] = mn e X™" — q é irredutivel em K[X]. O

Lema A.2. Sejam p um primo e a um elemento de um corpo K. Entao XP? —a é

irredutivel sobre K se, e somente se, a ¢ KP.

Demonstracao. Se a = of para algum o € K, entao « é uma raiz de X? — a e, portanto,
XP—a=(X—-a)(XP P+ XP2a+ ...+t

Logo, X? — a nao é irredutivel. Reciprocamente, suponha que a ¢ K?. Sejam a uma raiz
de X? —a e N anorma de K(a) a K. Se [K(«a) : K| =d < p, entdo como a = o segue
que

N(a) = N(a?) = N(a)*.

Por outro lado, N(a) = a%. Como (d,p) = 1, existem r, s € Z, tais que rd + sp = 1.
Assim,
a=a"""" = (N(a))(a*)" = (N(a) a)?,
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o que implica que a € K?, o que é uma contradigao. Logo, [K(a) : K] =pe XP —a é
irredutivel. ]

Lema A.3. Sejam p um primo, a um elemento de um corpo K e XP — a irredutivel sobre

K. Se a ¢ uma raiz de XP — a, entdo

(a) Se p € impar, ou se p=2 e car K = 2, entio a ¢ K(a)?

(b) Sep=2 e car K # 2, entao o € K(a)?* se, e somente se, a € —4K*.
Demonstragao. (a) Suponha por contradigao que o = 7 para algum g € K(«).

e Caso em que car K =p: Se § € K(«a), entao

b= a0+a1a+...+ap_1ozp’1

pP =ab+ala? + ... + agflap(p_l) eK
o que implica a € KP?, contradizendo o lema A.2.

e Caso em que car K # p: Se N é a norma de K(«) a K, entdo a = N(a?) =

N(a)? € K?, uma contradigao.

(b) Suponha que a = 32 com 3 = b+ ca, b,c € K. De a = (b + ca)? obtemos

b* + ac® + (2bc — 1)a = 0,

donde segue que b? + ac? = 0 e 2bc = 1. Substituindo ¢ = 5 em b? + ac? = 0, obtemos
a = —4b* € —4K*. Reciprocamente, se a = —4b*, b € K, tome ¢ = 5. Dai, temos que
1 4p*
2 _ Lo A
(b+ca)” = (b+ 2boz) b* +a =
Portanto, a € K(a)?. O

Lema A.4. Sejam K um corpo arbitrdario, n > 2 um inteiro e p um primo. Seja a um

elemento arbitrario em K

(a) Se p é impar, oup = 2 e car K = 2, entdo XP" — a € irredutivel sobre K se, e

somente se, a ¢ KP.

(b) Sep=2ecar K # 2, entio X*" — a € irredutivel sobre K se, e somente se, a ¢ K?
ead —4K*
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Demonstragdo. (a) Se a = bP para algum b € K, entdo XP" —a = XP" — P é divisivel por
Xpn71

em K|[X], usaremos indu¢do em n. Para n = 1, o resultado é verdade pelo lema A.2.

— b. Reciprocamente, suponha que a ¢ K?. Para provar que X*" — a é irredutivel

Agora, seja « uma raiz de X?" — a e seja 8 = o' . Entdao [ é uma raiz de X? — a e,
portanto, pelo lema A.2, [K(f) : K] = p. Além disso, temos que § ¢ K(S)P pelo item
(a) do lema A.3. Assim, pela hipétese de inducdo, X?" ' — § é irredutivel sobre K ()
e, portanto, o tem grau p"~! sobre K (). Logo, a tem grau p" sobre K e X?P" — a é
irredutivel em K[X].

(b) Se a € K?, entdao X2" — a é redutivel. Se a € —4K*, entdo a = —4b*, para algum
be K. Escrevendo Y = X%, temos

X —a =Y 446" = (Y2 +2bY + 20%) (Y2 — 20Y + 2b°).

Reciprocamente, suponha que a ¢ K? e a ¢ 4K*. Vamos mostrar que X2" —a é irredutivel.
Novamente, sejam « uma raiz de X2" —a e f=a?" . Como a ¢ K2 e § é uma raiz de
X? —a, temos [K(B) : K] = 2, pelo lema A.2. Temos que mostrar que [F(a) : F(8)] =
2"~ Para n = 2 isso ¢ verdade, pois 8 nao é um quadrado em K(3), j4 que a ¢ —4K*
(ver lema A.3 (b)). Suponha n > 2. Novamente, temos que 3 ¢ K ()2, pelo lema A.3
(b). Agora se 8 = —4~* para algum v € K(3), entao

—a=N(B) = 16N(7)",

donde segue que v/—1 € K(8) e, portanto, 3 = (2v/—19?)? € K(B)?, uma contradigao.
Logo, B ¢ —4K(B8)*. Assim, por hipétese de inducio X2~ — § é irredutivel em K (f),
ou seja, [K(a) : K(8)] = 2"L. Portanto, [K(a) : K] = 2" e X?" — a é irredutivel. O

Teorema A.5. Seja K um corpo e n um inteiro > 2. Seja a € K, a # 0. Entdo, X" —a
¢ irredutivel em K|[X]| se, e somente se, a ¢ KP para todos os primos p que dividem n e
a ¢ —4K* quando 4 | n.

Demonstracao. Seja p® a maior poténcia de um primo p que divide n. Se a € KP?, entao
XP" — a é redutivel pelos lemas A.2 e A.4. Assim, X" — a é redutivel, pelo lema A.1. Se
4ln e a = —4b*, b € K, entdo

X" —a=X"+4b* = (X"/? — 20X™* 4 20%) (X% + 20X ™4 4 2b7).

Reciprocamente, suponha que a ¢ K? para todos os primos p que dividem n e a ¢ —4K*
se 4 | n. Escreva n = p*m. Podemos supor indutivamente que X™ — a é irredutivel em
K[X]. Além disso, pelos lemas A.2 e A.4, XP" — q é irredutivel. Como (p,m) = 1, segue

do lema A.1 que X" — a é irredutivel. O]
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Apeéendice B - Equacao funcional para

a funcao zeta de Riemann

Seja s = 0 41t uma variavel complexa. Definimos a funcao zeta de Riemann pela série

(=31,

n?
n=1
com o > 1. A seguir mostraremos que ((s) admite uma continuagao analitica a C\{1} e
satisfaz uma equagao funcional que relaciona o argumento s com o argumento 1 —s. Para
fazer isto, usaremos uma outra funcgao, a saber, a funcao gama.
A fungao gama, denotada por I'(s), pode ser definida por uma das seguintes expressoes:

(1) T'(s) = [;"evy*~'dy, Res > 0.

0

(2) T'(s) = lim, 00 %, com s # —n para n natural.

(3) wy = s Iy [(14s/n)e =] onde y = limy, o0 (32, & — logm) = 0,5772156649 . ..

é a constante de Euler-Mascheroni.

Em seguida, mostraremos alguns resultados envolvendo a fun¢ao gama.
De (2) e (3), segue que a fungdo gama é uma fungao analitica cujas singularidades

finitas sdo s = 0,—1,—2,.... De (1) temos que

1 0
I(s) = / ey dy + / e vy dy = P(s) + Q(s),

onde Q(s) é uma fungao inteira. Expandindo e™¥ em séries de poténcias e integrando

termo a termo, obtemos
o0

P(s) = S (=1)"[nl(s +n)] .

Por isso, % é o residuo de I'(s) nos pélos simples s = —n (n =0,1,2,...).
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Agora, integrando (1) por partes, temos

e} S 00 0 S
[(s) = / e Yyt dy = —ev - +/ v dy
0 s lo 0 5
1

o 1
0 S

S

o que implica
[(s+1) =sI(s).

Se n é um inteiro positivo, entao

I'(s+mn) Fs+n—14+1)=(s+n—1)I'(s+n—-1)

s(s+1)---(s+n—1)TI(s).

Além disso, como I'(1) = [[* e ¥dy = 1, segue que I'(n+1) = n!. Temos ainda de (3) que

- (se%ﬁ;uu D) (Tl 2))
- em(

n—

A

e ja que
sen(7s —7TSH (1——) ,
obtemos
7
['(s)['(—s) =— B.1
(s)I'(—s) Sen(7s)) (B.1)
Dai e de FF(;:S“;) = —s, vem que
s
Ls)I'(1—3s) = .
(s)0(L =) sen (7s)

Uma outra equacao funcional que envolve a funcao gama é a féormula de duplicagao de

I(s)T (w%) = 22‘2/: I'(2s).

Legendre:

Para uma demonstracao dessa férmula veja [3].

Para relacionar a funcao gama com a funcao zeta, fazemos a substituicao y — mn2y

> d o d
P(S) — / 6—yy _y — / 6—7rn Y sn25ys y
0 Y 0 Yy’

para obter



o que implica

1 o d
7 T(s)—= = / eiﬂnzyys—y.
0

n2s Yy

Agora somamos sobre todo n € N para obter
oo o0
d
7T (s)((2s) = / Z e‘m2yys—y.
((—— Y
A troca entre a integral e a série é legitima porque

3 / .S / e~y ()
n=170 Yy n=10 Yy

2
e TI'nny

= 7 R (Re(s))¢(2Re(s)) < oo.

Agora a série sob a integral,
—7T'I’L2
gly) =Y e ™,
n=1

advém da série teta de Jacobi
0(5) _ Zewin2s =14+ 2ze7rin23’

nez n=1

ou seja,
1

9(y) = 5(0(iy) — 1).

A funcao
Z(s) = n*/2T (g) ¢(s)

é chamada de funcao zeta completa. Obtemos assim a

Proposicao B.1. A funcao zeta completa Z(s), admite a representa¢do integral

205 = / " (0Gy) 1>y8/2%.

o8

Seja f : R} — C uma fungao sobre o grupo R? de nimeros reais positivos. Definimos

a transformada de Mellin como sendo a integral impropria

L(f.s) = / ") - ey,

Y

desde que o limite f(oco0) = lim, ,~ f(y) € a integral existam.

Teorema B.2 (Principio de Mellin). Sejam f,g : R% — C fungoes continuas tais que

fly) =ao+0(e™"), g(y) =by+O(e™"),
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para y — o0, com constantes positivas c, «. Se essas funcgoes satisfazem a equagao

f G) = Cy*q(y)

para algum nimero real k > 0 e algum nimero complexo C # 0, entao tem-se:

(i) As integrais L(f,s) e L(g,s) converge absoluta e uniformemente se s varia em um
dominio compacto arbitrdrio contido em {s € C; Re(s) > k}. Elas sao portanto

fungoes holomorfas sobre {s € C; Re(s) > k}. Elas admitem continuagdes analiticas

a C\{0, k}.
(ii) Elas tém pdlos simples em s =0 e s = k com residuos
Ress—oL(f,s) = —ag, Ress—xL(f,s) = Cby, respectivamente.
Res,—oL(g,s) = —by, Res.L(g,s) = C a.

(i1i) FElas satisfazem a equagdo funcional
L(fa 8) = L<ga k — S)‘

Demonstragdo. Se s varia sobre um subconjunto de C, entdao a funcdo e=%"y?, com o =
Re(s), é limitada para y > 1 por uma constante independente de o. De f(y) = ag +
O(e="), vem

B/

y*

para todo y > 1, com constantes B, B’. A integral [*(f(y) — ao)y* 'dy ¢ majorada

|(f(y) — ao)y’™"| < Be "y Hy > <

por floo ]y%/dy que ¢é convergente e ¢ independente de s. Portanto, ela converge absoluta
e uniformemente, para todo s no subconjunto compacto. O mesmo vale para floo(g(y) —
bo)y*~'dy.

Agora seja Re(s) > k. Dividimos o intervalo de integracao (0,00) em (0,1] e (1,00) e

escrevemos
d d

L(f,s) = /loo(f(?/) - Go)ysgy +/0 (fly) — ao)ysgy.
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Para a segunda integral, a substituicao y 111 e a equagao f <§> = Cy*g(y) nos dao

f =t = ] [

a o 1 d
S 1 Y Yy

a o0 0o
= —;0 + C/ (9(y) — bo)y* " 'dy + O/ boy" 5 dy
1 1
o > k—s—1 Chbo
20 [ o) — bty -

Por isso, essa integral converge absoluta e uniformemente para Re(s) > k. Portanto,

obtemos Ch
Qo 0
L = ——
(f.5) = =22+

+F(s),

onde
F(s) = / (F(4) — ao)y® + Claly) — bo)y’”]d—yy.

De f (%) = Cy*g(y), vem g <§> = Cly* f(y). Assim, de forma similar temos

by O
b G

S s—k

L(g,s) = +G(s),

onde

G(s) = / gty — o)y + O (F ) — ao>y’“—ﬂ%y.

As integrais F'(s) e G(s) convergem absoluta e localmente uniformemente sobre todo plano

complexo, como vimos acima. Dessa forma, elas representam fungoes holomorfas e

F(s)=C [ [0 —a + o) - m)fﬂ%} )

Portanto, L(f,s) e L(g, s) foram continuadas a C\{0, k} e temos

Cb
L(f.s) = ==+ +F(s)
bo C_lao
= — k—
¢ [S—k s + Gl S)}
bo C_ICZO
= k —
C{k—s+(/€—s)—k+G( S):|
= L(.g: k — 5)7

e o teorema esta provado. [l
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Pode-se provar que para s € H = {s € C; Im(s) > 0} a série 0(s) satisfaz

0 (—1) = /26(s) (B.2)

(ver [6], pag. 63).
Teorema B.3. A funcao zeta completa
_s S
Z(s) = 730 (3) ¢(s)

admite uma continuagao analitica a C\{0,1} tem pdlos simples em s =0 e s =1 com

residuos —1 e 1, respectivamente, e satisfaz a equacdo funcional

Z(s)=Z(1—s).
Demonstracao. Temos que
1 [~ . sd
22s) =5 [ 660 - vy,
0 Y

ou seja, Z(2s) é a transformada de Mellin
Z(2s) = L(f,s)

da funcao f(y) = 36(iy). J& que

O(iy) = 14 2™ (1 +y e—ﬂ"“’—l)y)
n=2

tem-se f(y) = L +O(e™™). Pela férmula de transformacio (B.2)

- pOHE)

y20(iy) = y2 f ().

DN | —

Pelo principio de Mellin, L(f,s) tem uma continuacdo holomorfa a C\{0,1} e pdlos

1

simples em s = 0, 5 com residuos —% e %, respectivamente, e satisfaz a equacao funcional

Consequentemente, Z(s) = L(f, 5) tem uma continuagao holomorfa a C\{0,1} e pélos
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simples em s = 0,1 com —1 e 1, respectivamente, e satisfaz a equacao funcional,

Z(s)=L(1.3) :L<f,%—%) —Z(1-s).
0

Corolario B.4. A funcdo zeta de Riemann ((s) admite uma continuagdo analitica a

C\{1}, tem um pdlo simples em s =1 com residuo 1 e satisfaz a equacao funcional

s

(1 —s)=2(2m)"°T(s)cos (7> ¢(s).

Demonstragio. Z(s) =m2T (£) ((s) tem um pélo simples em s = 0, mas I' () também
tem. Logo ((s) nao tem pdlos ai. Em s = 1, no entanto, Z(s) tem um pdélo simples, e
¢(s) também tem e I' (3) = /7. O residuo é

(T
R68521C(3) =qmzT (5) RQSS:12<S) = 1.

Da equagao Z(1 — s) = Z(s), temos que

C(1—s)=mz"" L (3) ¢(s). (B.3)

S

Substituindo 1=2, respectivamente, 5

2
Legendre, obtemos

na férmula (B.1) e na férmula de duplicagao de

CoS (%s)
¢ 1 2
r(f)r( +S> _ 2T
2 2 28
Tomando o quociente
@ _ 2 m
T (%) 25\/?cos <7> ['(s)



Juntando com (B.3), temos

¢(1—s)
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Apéndice C - Formula Explicita para

()

Para x > 0 definimos a fungao ¢ de Chebyshev por

bla) = 3 Aln),

n<x
onde A é a funcao de von Mangoldt definida por

A(n) logp, sen = p™, para algum m > 1
n)=
0, caso contrario.

Com isso, podemos escrever ¥ (z) como segue:

dla) =Y An)=>_ > A" =) > logp.

n<lx m=1pm<z m=1 p<gl/m

Na verdade, a soma em m é uma soma finita. De fato, nao hd termo na soma sobre p
1/m logz _
log2

quando x < 2, ou seja, % log x < log2, o que implica m >

Y(a)= Y. > logp.

m<logy  p<gl/m

log, x. Assim,

Também pode-se escrever ¥(z) = > . logp. A fungio ¢ tem descontinuidades nos
pontos onde x ¢ uma poténcia de primo e para que a férmula explicita seja também
valida nesses pontos é necessario modificar a definicao tomando a média dos valores que

a fungao assume a esquerda e a direita desses pontos. Ou seja, definimos

Y(x), sexndo é uma poténcia de primo
U(z) -

=A(x), caso contrario.
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onde a soma sobre 0s zeros nao-triviais p =  + iy de ((s) € no sentido simétrico como

seque

Antes de provar o teorema, mostraremos o seguinte lema.

Lema C.2. Sejam

0, se0<y<1,
iy) = %, sey =1
1, sey>1
e L
1 CT1 ys
I(y,T)=— “—ds.

Entao, paray > 0,c> 0,7 >0,

yomin(1, T logy ™), sey # 1
cI=1 sey=1.

[1(y, T) — d(y)| <{

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que 0 < y < 1. A funcao y? tende a zero quando

0 — 400, e o faz uniformemente em ¢t. Sejam b > ¢ e C' o contorno de um retangulo cujos

vértices sao ¢ — T, c+iT,b+ T e b — iT. Pelo teorema de Cauchy, temos

c+iT s c+iT s b+iT s b—iT s
/ y—ds :/ y—ds+/ y—ds —i—/ y—ds.
e—iT S btiT S b—iT S c—iT S

Dai, fazendo b — oo, temos

1 oco+iT s 1 oco—iT s

Y Yy
I(yT) = —— =—d — ~—ds.
(v, T) 270 Jorir S * T om e_ir S °
Agora,
oco+iT | s b+iT | s
/ y—ds = lim / y—ds
c+iT S b=oo | Jorir S
b c+iT
. Y
= 1 d
e /C o+iT 7
b, o
< 1im [ Ldo
b—o00 c
1 D
= T/C yadO_
yC

Tlogy|
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Similarmente, mostramos que

oco—iT | s c
/ y—ds’ < y .
c—iT § T|1Og y|

C

Com isso,
C

) Y
Iy, T)—0(y)| =1y, T)| < < .
10.7) = 000)| = 0. T)] € i<

Para a outra desigualdade substituimos o segmento de integragao por um arco circular

com centro 0, raio R = v/c? 4+ T2, que estd a direita do segmento. Assim, sobre o arco
[y°] <y° e |s| = R. Dal,
yrR
I(y,T)| <
15,7)) < £

Para y > 1, o argumento é anédlogo, entretanto, usa-se um retangulo ou um arco circular

<y~

a esquerda do segmento. A curva entao inclui o polo em s = 0, onde o residuo é 1.

Para o caso y = 1, calculamos diretamente:

1 [*Tas 1 (T at

nr = — — = ,

21 Jo_ir S 2 J_rc+at
1 (T c—it I [t

- —/ udtz—/ Ldt—i/ —
2w J_p 2+ t2 2 J_p 2+ t? 21 J_p 2+ t?
1 [T ¢ 1 (¢ du

= —| Zopd=r 7
T Jo c¢*+1 T™Jo 14w
1 ‘ T 1 < ¢ c>

= —arctan — = — ( = — arctan
m c m\2 T
1 1 ; c

= — — —arctan —
2 7 T

J4 que arctan % , temos que ‘I (1,7) ‘ 7, concluindo a demonstragao. [l

Demonstracao do teorema C.1. Sabemos que para o > 1,

onde p percorre todos os primos. Tomando logaritmo de ambos os lados, obtemos
log((s) = —Zlog (1—

- Ty

p m=l1

p m=l1

mpms
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Derivando, encontramos

g((j;:_zibﬂ:_i%, (C.2)

p m=1 pms n=1
De
‘ 0, se0 <y <1,
1 c+100 ysd ) g:i
—_— —as = = =
2700 Joling S 2 5¢Y
1, sey>1,

de (C.2) e do fato de que a série >~

o) = 31 /fff qa)

e

I, T) = — /:HT [—Cl(ﬂ 2 s, (C.3)

2mi T C(s)] s

Agora, sejam ¢ =1 + g7

Pelo lema C.2, temos

i — e = [ [ [ S g [ [ S

ctico © s c+iT s
= L/ Zwids_i/ me—ds

270 Jolino ~ n s 21t J it ~ n° s
_ iA(m |i/c+’ioo (x/n)sds - /chiT (I/mstH
n— 2mi c—100 S c—iT S

< ZA (z/n)°min(1, T~ log(x/n)| ") + T *A(x).  (C.4)

n;éz

A escolha ¢ = 1 + nos darda um bom resultado sem muito trabalho e implica que

z¢ = ex. O préximo passo é estimar a série no lado direito de (C.4). Primeiro, tomamos

3z oun > 3z, Nesse caso, £ > 2 ou 2 < 49
4 4 ’on 3 n 5

que implica log = > log‘gL ou log & < log‘gL = —log%. J& que log§ > logg, segue que

log T

todos os termos para os quais n <

|log%‘ > log %. Logo,

o Am)(z/n)min(1, T og|z/n| ™) < 2Ty A(n)n ¢ =T [_C«(;]

< 2T 'log ,

pois—%(()<< ec=1+
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Considere agora os termos para os quais %x < n < z. Seja rp a maior poténcia

de primo menor que xz. Podemos supor que %x < x1 < x, pois do contrario, o termos

correspondentes seriam nulos. Para o termo correspondente a n = z1, temos

logz = logﬁz—logﬁ
n T x
_ _log<w>:_log(1_x—xl)
x x
r — I
T 7

e portanto a contribuicao desse termo é

< A(z1) min [1, } < (log ) min [1, L} .

T(x — 1) Tz — )

Para os outros termos, podemos por n = x; — v, onde 0 < v < 7 e entao

n—xl—i-xl)

logz zlogﬂ = —logﬁ——log(
n n Ty il

Por isso a contribuigao desses termos é

1
< Z Az — V)T_l% < 2T 'logx Z o< T log® .

0<V<iz 0<V<iz

Para os termos correspondentes a ©x < n < %x o procedimento é similar, com excecao de
que 1 é substituido por x5, a menor poténcia de primo maior do que .
Para z diferente de uma poténcia de primo, denotemos por (z) a distancia de = a

poténcia de primo mais proxima. Juntando as estimativas obtemos

z(log x)? , T
[o(z) — J(z,T)| < —7 + (log ) min (1, W) . (C.5)

Agora, vamos substituir o segmento vertical de integragao em (C.3) pelos outros lados

do retangulo com vértices em
c—1T,c+T,-U+T,-U —iT,

onde U é um inteiro impar grande. Dessa forma, a reta vertical a esquerda passa entre

dois zeros triviais de ((s). A soma dos residuos do integrando no seus pélos dentro do
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retangulo é

[v|<T P 0<2m<U
p (0 —2m ~ ¢ ;
onde z,— 2, —$O0 o _ 22" 55 o5 residuos do integrando em s = 1,s = p,s = 0 e
) P ¢(0) —9m ) )
s = —2m, respectivamente.

Proposicao C.3. Se p = [ + iy percorre os zeros nao-triviais de ((s), entao para T

grande
1
—— =0(logT).
>y = OlsT

Demonstragao. Ver lema do capitulo 15 de [6]. O

Da proposigao segue que o numero de zeros para os quais |y —T| < 1 é < logT.
Assim a diferenga entre as ordenadas desses zeros é > (log T)~!. Logo, escolhemos T de
modo que

[y = T| > (logT)™"

para todos os zeros [ + iy. Sabe-se que

¢'(s) _ 1 ) L
C(s) Z s—p+O(IgT) (-1<0<2)

[v—=T|<1

(ver capitulo 1 de [15]). J& que pela escolha de T, temos |T' — ~| > (logT)~! e o niimero

de termos no somatério acima é O(logT'), segue que

¢'(s)
¢(s)

< log?T (—1<0<2). (C.6)

A seguir, vamos estimar ‘%‘ para o < —1. Para isso, usamos a equacao funcional de

(o) .

C(1—s)=2(2m)"°T'(s) cos (7) ¢(s).

Em seguida, tomamos o logaritmo e derivamos para obter
ws I(s '(s
(s)  ¢'(s)

SN —log27r—ztan—+

i) 2 T T (€7

O segundo termo ¢é limitado se |s — (2m + 1)| > 1, ou seja, [(1 — s) + 2m| > 2. O terceiro
termo ¢é < log|s| e, por conseguinte, < log(2|1 — s|) para o > 2 e o ultimo termo ¢é
limitado. Portanto,
) <logl2lsh (o< ) 3
['(s) -

desde que os circulos de raio % em torno dos zeros triviais de ((s) sejam excluidos. Usando
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(C.6) e (C.8) temos

ctiT / c 1 2T
/ { <<S)]—d < T 'log? T/ 27do < =28

—UiT C(S) —o0 Tlogx

e de (C.8) também temos

—U+iT C/(S) T TlOgU
2 ds < U o U/ rVdt < :
/UiT [ ¢(s) } & -T UV

que tende a zero quando U — oo. Dai e de (C.5), temos

z(log x)?

bola) = J@.T)+0 ((T + (log z) min (1, fo>))
_ % [%z‘ (m%%% > :c;:;)
o (L o o) ]
+0 (gj(bTW + (log ) min (1, ﬁ))
-y I ¥ I

|y |<T 0<2m<U
rlog?(xT) TlogU ) x
1 1 )
+0 ( T + Ual + (log z) min { 1, T
Fazendo U — o0, obtemos
z’ ¢(0) 1 2
Yo(r) = o — — === —-log(l -2~
o) 25y )

+0 (% + (log ) min (1, ﬁ)) .

Agora, fazendo T" — oo, obtemos

como queriamos. [l
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Apéndice D - Lista de Resultados
Utilizados

Nesse capitulo listamos alguns resultados que utilizamos ao longo da dissertacao.

Teorema D.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Se a é um inteiro e p é um primo tal que
p1a entdo
a?'=1 (mod p).

Consequentemente, para qualquer inteiro a e qualquer primo p tem-se
a’* =a (mod p).
Demonstragao. Veja [2], teoremas 5.17 e 5.18. O
Teorema D.2. Sejam a, m inteiros, comm > 1, (a,m) =1 e f = ord,,(a). Entdo temos
(a) a* = a" (mod m) se, e somente se, k = h (mod f).
(b) a* =1 (mod 1) se, e somente se, k =0 (mod f). Em particular, f | ¢(m)
Demonstracao. Veja [2], teorema 10.1. O

Definimos a funcao p de Mobius por

1, sen=1

p(n) =49 (=D sen=pi---prep; #pjsei#j
0, caso contrario.

Teorema D.3. Sen > 1 entao

Zﬂ(d>:{ (1), sen =1

i sen > 1.

Demonstracao. Veja [2], teorema 2.1. O
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Teorema D.4 (Férmula de Inversao de Mobius). Sejam f e g fungoes multiplicativas.

Se
fn) =2 g(d)
dln
para todo n, entao
n n
g(n) =" fdn (5) =D u@f ()

dln dln
para todo n.
Demonstracao. Veja [18], teorema 8.6. O

Teorema D.5. Paran > 1 temos
1
o(n) = nH 1- )

Demonstragao. Veja [2], teorema 2.4. O

Teorema D.6 (Identidade de Abel). Para qualquer fungdo aritmética a(n) seja

n<x

onde A(x) = 0 se x < 1. Suponha que f tem uma derivada continua sobre o intervalo

[y, z], onde 0 <y < x. Entdo temos

S aln)f(n) = A@)f@) - AW - [ " A f(t)dr.

y<n<z
Demonstragao. Veja [2], teorema 4.2. ]

Teorema D.7 (Mertens). Eziste uma constante M tal que

1 1
Z—zloglogx—i—M—i—O( >
P log

p<w
para todo x > 2.
Demonstracao. Veja [2], teorema 4.12. O

Teorema D.8 (Férmula de Mertens). Para x > 2, temos

() i {0 ()}

p<x
Demonstragao. Veja [31], pag. 17, teorema 11. O]
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Teorema D.9 (Teorema do Nimeros Primos para Progressoes Aritméticas). Se k > 0 e

(h,k) =1 temos, para todo x > 1,

log p 1
—— = ——logz + O(1),
2 p ek .

p<z
p=h (mod k)

onde a soma € sobre 0s primos p < x que sao congruentes a h (mod k).
Demonstragao. Veja [2], capitulo 7. ]

Teorema D.10 (Identidade de Euler). Seja f uma funcdo aritmética multiplicativa tal
que a série Y~ | f(n) seja absolutamente convergente. Entao a soma da série pode ser

expressa como um produto absolutamente convergente,

S fm) =T+ @)+ f@* +--),

p

tomado sobre todos 0s primos.
Demonstragao. Veja [2], teorema 11.6. O

Comegaremos falando sobre o simbolo de Artin. Seja L/K uma extensao de Galois
de corpos de numeros. Para qualquer ideal primo p de Ox que nao se ramifica em L e
qualquer ideal primo B de Oy, que esta acima de p o automorfismo de Frobenius em
B ¢ o unico elemento o € Gal(L/K) tal que

o(z) =2V®  (mod P) para todox € Op,.

B

[LT/—sg] =T [L/TK} 71, Logo, quando 3 percorre sobre todos os ideais primos de Oy, que

estao acima de p, o automorfismo de Frobenius percorre sobre alguma classe de conjugagao

de Gal(L/K) que depende de p. Essa classe de conjugagao é o simbolo de Artin, (L/TK)

Denotamos o automorfismo de Frobenius em B por [L/—K} Se 7 € Gal(L/K), entao

Para mais detalhes, veja [17].

Teorema D.11. Sejam L/K uma extensio de Galois de grau n, p um ideal primo nao-
nulo de Og. Se pOp = [[_, Q" e se [O1/Q; : Ok/p] = fi, entio e; = -+ = ey,
fi=-=f, eseOk/p € um corpo finito, entio cada Or/Q; € isomorfo a extensio de

grau f; de Ok /p.
Demonstracao. Veja [26], capitulo 11, proposigao F. O]

Teorema D.12. Sejam K C L C L' corpos de nimeros algébricos. Entao

Or/K = (5L/K)[L/:L] Nk /1)
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Demonstragao. Veja [26], capitulo 13, proposi¢ao Q. [

Teorema D.13. Sejam Ki, Ky corpos de numeros algébricos, extensoes do corpo K e
seja L = K 1K5. Entao N, kx(0r/k,) divide 5%17[1(] e Nk, /k(0n/k,) divide 5%2712(]

Demonstragao. Veja [26], capitulo 13, proposigao U. [

Teorema D.14. Seja K um corpo. Se H é um subgrupo finito de K*, entao H é ciclico

e, consequentemente, consiste de raizes da unidade.
Demonstragao. Veja [16], teorema 2.18. O

Teorema D.15. Seja M um mdodulo livre de posto finito n > 1 sobre o dominio de ideais

principais R, e seja K um submddulo de M. Entao existe uma base {y1,...,y,} para
M e elementos nao-nulos ay,...,a, € R tal que r < n, a; divide a;4q1 para todo 1, e
{a1y1,...,a,y.} € uma base para K.

Demonstragao. Veja [7], capitulo 12, teorema 4. ]

Proposicao D.16. Se n,m > 1 com (n,m) =1, entao

Demonstracao. Veja a demonstracao do coroldrio 3.2 no capitulo 6 de [22]. O

Teorema D.17 (Formula de Jensen). Seja Q@ um aberto que contém o fecho de um disco
Dg e suponha que f € analitica em Q, f(0) # 0, e f ndo se anula no circulo Cr. Se

S1,...,Sy denotam os zeros de f dentro do disco (contando as multiplicidades) entao

N |S| 1 2 ]
log | f(0)] = Zlog (ﬁ) + %/o log}f(Re“’)‘dG.

Demonstragao. Veja [28], capitulo 5, teorema 1.1. O

Teorema D.18 (Principio de Phragmém-Lindel6f). Se f(s) € uma fun¢do analitica e de
ordem finita para By < & < By, f(s) = O(t™) para & = By e f(s) = O(t™) para o = By
entao

f(s) = O([t|"),

uniformemente para b1 < o < [y e T(x) € a fun¢ao linear de x tal que T(f1) = T e

7(52) = To.

Demonstragao. Veja [10], capitulo 3, teorema 14. ]



