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RESUMO

Nesta tese sdo estudadas as transi¢oes de fase e as propriedades termodindmicas
do modelo de Ising com variavel de spin-1, definido em redes hierdrquicas com dimen-
sdo d arbitraria. Esses modelos tém sido estudados por diversos métodos e técnicas
utilizadas para andlise das transi¢des de fase em mecénica estatistica e aplicados em
muitos sistemas fisicos, como para a transi¢do-A para a superfluidez e separacdo de
fases em misturas de *He-*He liquidos, a qual exibe um ponto tricritico. As proprieda-
des criticas e termodinadmicas de modelos de Ising com spin-1, em redes hierdrquicas
diamante, sdo investigadas com uma metodologia que combina a técnica do grupo
de renormalizacdo de Migdal-Kadanoff com um procedimento exato que possibilita
calcular, através de relagdes de recorréncia, o pardmetro de ordem e outras grandezas
locais do modelo. Inicialmente, 0 modelo Blume-Capel ferromagnético foi estudado
em detalhes. O diagrama de fases, no espaco de parametros temperatura versus campo
cristalino, apresenta o fendmeno da reentrancia entre as fases ferromagnética € paramag-
nética onde observa-se uma descontinuidade no parametro de ordem e na densidade
de spins np no estado S = 0 sobre a linha de transicdo em baixas temperaturas. Essas
descontinuidades se reduzem até se anularem a medida que, sobre a linha de transigao,
aumentamos a temperatura sinalizando a presenca do ponto tricritico. Utilizando as
relagdes de recorréncia exatas para as magnetizagoes e fung¢des de correlagado locais,
entre hierarquias sucessivas, sdo calculadas as propriedades locais e globais do mo-
delo incluindo, além dos pardmetros de ordem que descrevem cada fase, grandezas
termodinamicas do modelo. Os expoentes criticos associados ao parametro de ordem
e ao comprimento de correlacdo sdo estimados e apresentam boa concordancia com
resultados exatos conhecidos na literatura para o modelo de Ising com spin-1/2 nas
mesmas redes hierdrquicas. Ademais, foi estudada como a magnetizagao esta distri-
buida ao longo de uma geodésica ligando os sitios externos da rede, em temperaturas
e campos cristalinos sobre a linha de transicdo. A estrutura formada apresenta um
espectro multifractal, nas transi¢des de segunda ordem, convergindo para o espectro
fractal de um tnico ponto (monofractal) 8 medida a temperatura critica do sistema é
reduzida ao longo da linha de transi¢do. As descontinuidades no parametro de ordem
e na densidade de spins 1y, o comportamento das propriedades termodinamicas e
do espectro multifractal do parametro de ordem foram utilizados para delimitar a
localizagdo do ponto tricritico sobre a linha de transi¢do. O modelo Blume-Capel desor-
denado com interagdes e campos cristalinos competitivos é também estudado. Nesse
caso, as intera¢des entre pares de spins e os valores para o campo cristalino local sdo
tixados através de varidveis aleatdrias independentes que seguem uma distribuigdo
de probabilidades gaussiana simétrica. Para esse modelo, o procedimento recursivo

exato para as grandezas locais entre hierarquias sucessivas é generalizado para incluir



a desordem. A temperatura critica para a transi¢do vidro de spins-paramagnética é
calculada através da evolugdo das distribui¢des de probabilidades para as intera¢des e
campos sob renormalizacado. Por fim, as propriedades multifractais do pardmetro de
ordem de Edwards-Anderson nas vizinhancas da transicao sdo calculadas e discutidas.

Palavras-chaves: Modelo de Ising spin-1. Modelo Blume-Capel. Redes Hierarquicas.

Magnetizagdo Local



ABSTRACT

In this thesis we study the phase transitions and thermodynamic properties of
the Ising model with spin-1 variable, defined on hierarchical lattices with arbitrary di-
mension d. These models have been studied by several methods and techniques used to
analyze the phase transitions in statistical mechanics and applied in many physical sys-
tems, such as for the A-transition of the superfluidity and phase separation in mixtures
of *He-*He liquids, which exhibits a tricritical point. The critical and thermodynamic
properties of spin-1 Ising models in diamond hierarchical lattice are investigated with
a methodology that combines the technique of the Migdal-Kadanoff renormalization
group of with an exact procedure that makes it possible to calculate, through recurrence
relations, the order parameter and other local quantities of the model. Initially, the
ferromagnetic Blume-Capel model was studied in detail. The phase diagram, in the
parameter space temperatureversus crystal field, presents the phenomenon of reentrancy
between the ferromagnetic and paramagnetic phases, where a discontinuity is observed
both in the order parameter and in the density of spins 1 in state S = 0, on the transition
line at low temperatures. These discontinuities are reduced until they are annulled as we
increase the temperature on the transition line, signalizing the presence of the tricritical
point. Using the exact recurrence relations for the magnetizations and local correlation
functions, between successive hierarchies, the local and global properties of the model
are calculated, including, in addition to the order parameters that describe each phase,
the thermodynamic quantities of the model. The critical exponents associated with the
order parameter and the correlation length are estimated and show good agreement
with the exact results known in the literature for the Ising model with spin-1/2 in the
same hierarchical lattice. In addition, it has been studied how the magnetization is
distributed along a geodetic linking the external sites of the lattice, at values of the
temperatures and crystal fields on the transition line. The structure formed has a mul-
tifractal spectrum, at the second order transitions, converging to the fractal spectrum
of a single point (monofractal) as the system critical temperature is reduced along the
transition line. The discontinuities in the order parameter and the spins density ny, the
behavior of the thermodynamic properties and the multifractal spectrum of the order
parameter were used to delimit the location of the tricritical point on the transition
line. The disordered Blume-Capel model with competing interactions and random
crystal fields is also studied. In this case, the interactions between pairs of spins and
values for the local crystalline field are set by independent random variables following
a symmetric Gaussian probability distributions. For this model, the exact recursive
procedure for local quantities between successive hierarchies is generalized to include
disorder. The critical temperature for the transition paramagnetic-spin glass is calcu-
lated through the evolution of probability distributions for the interactions and fields



under renormalization. Finally, the multifractal properties of the Edwards-Anderson
order parameter in the vicinity of the transition are calculated and discussed.

Keywords: Spin-1 Ising model. Blume-Capel model. Hierarchical lattices. Local magne-
tization
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1 INTRODUCAO

Sistemas de muitas particulas ocorrem na natureza, quando em equilibrio,
em diversas fases termodindmicas, as mais conhecidas sdo as fases gasosa, liquida e sélida
dos meios materiais. Entretanto, sdo bem conhecidas outras fases como, por exemplo,
as fases magnéticas e as fases supercondutora e de superfluidez. Estas diferentes fases
estdo associadas as condi¢des e vinculos externos nos quais o sistema estd submetido.
Além disso, cada fase apresenta diferentes caracteristicas que as tornam distintas entre
si. Em particular, para sistemas magnéticos em equilibrio as diferencas nas propriedades
fisicas estdo relacionadas as orienta¢des dos momentos magnéticos. Tais orientagdes sdo
governadas pelas diversas formas possiveis de intera¢des entre os momento magnéticos
como, por exemplo, as interagdes de intercdmbio entre momentos magnéticos vizinhos.
Assim, a mudanga de uma fase para outra, no mesmo sistema, com simetrias diferentes
ndo pode ocorrer de maneira continua (3). Em geral, tais mudancas drésticas ocorrem
quando parametros externos como a temperatura, a pressao e o campo magnético sdo
modificados e alcangam certos valores especiais. Em sistemas magnéticos as transi¢oes
de fase podem ocorrer espontaneamente em uma certa temperatura finita e campo
magnético nulo.

As transi¢oes de fase sdo identificadas por singularidades ou divergéncias nas
grandezas termodindmicas fundamentais. Dependendo da forma como ocorre a singu-
laridade as transi¢des de fase podem ser classificados como continuas ou descontinuas.
Estas, também nomeadas transi¢des de primeira ordem, ocorrem quando a primeira
derivada dos potenciais termodindmicos apresenta uma singularidade. Também é co-
mum ser observada uma descontinuidade no parametro de ordem. Ja aquelas, também
nomeadas de transi¢des de segunda ordem, ocorrem quando as singularidades se apre-
sentam em derivadas de ordem superior a primeira. Neste caso, o parametro de ordem
decresce continuamente até zero quando o sistema passa entdo de uma fase ordenada
para uma fase desordenada.

Frazer, Shirane, Cox e Olsen (4) mostraram, experimentalmente, que a transigao
paramagnética-antiferromagnética do diéxido de uranio UO;, um semicondutor, é de
primeira ordem. Nessa transicdo ndo foi observada nenhuma alteracdo na estrutura ou
volume no sistema, indicando que a mudanga na fase ocorria devido as propriedades
magnéticas do sistema. O caso mais simples de um modelo magnético ndo-trivial que
exibe uma transigdo continua com quebra de simetria é o modelo de Ising ferromagné-
tico de spin 1/2 (puro). Por sua simplicidade, diversas generaliza¢des desse modelo
tém sido estudadas com aplicagdes em numerosas areas.

Motivados por observagdes experimentais (4), o modelo de Ising generalizado para
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variaveis de spin 1 foi proposto originalmente ha mais de 50 anos para investigar nao
sO a transi¢do de fase magnética em UO,, mas também a transi¢do emblemdtica A para
a superfluidez e separagdo de fase em misturas de *He-*He liquidos, a qual exibe um
ponto tricritico. A partir do trabalho de Frazer et al. (4) o modelo de Ising ferromagnético
com varidveis de spin 1 foi formulado, independentemente, por Blume (5) e Capel (6) e
chamado mais a frente de modelo Blume-Capel (BC). O modelo BC tornou-se um dos
modelos mais investigados desde entdo por ser um dos primeiros a descrever transi¢oes
de fase de primeira ordem e a incluir a interagdo com campo cristalino anisotrépico (D).

Seu hamiltoniano é descrito por

H=-K) SSj+D) S7, (1.1)
(if) i

onde K > 0 é a interacdo de troca entre os spins em sitios vizinhos e D é o campo
cristalino com simetria axial atuando em uma direcdo bem definida para todos os spins
do sistema. O campo cristalino é oriundo das intera¢des efetivas entre os 4tomos e o
potencial quimico. O modelo BC exibe diversos fendmenos multicriticos incluindo uma
mudanca de uma transi¢do de fase continua para uma transicao de fase de primeira or-
dem no ponto tricritico. Além disso, o modelo BC pode ser visto como uma extensdo do
modelo de Ising para varidveis de spin 1, uma vez que no limite D — —oo é equivalente
ao modelo de Ising de spin 1/2, isto é, um sistema com dois estados S; = £1, enquanto
que no limite D — oo equivale ao modelo de Ising trivial com S; = 0, isto é, uma fase
ordenada com todos os spins no estado S; = 0.

Outro modelo de Ising com varidveis de spin 1, mais geral que o modelo BC, é
o chamado modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) (7), que simula o comportamento
termodindmico ao longo da transi¢do A para a superfluidez e a separagdo de fase em
misturas de *He-*He liquidos. O modelo de Ising com spin 1 reproduz, ao menos,
qualitativamente o diagrama de fases da transicdo A( ver Figura 1). Por se tratar de
um sistema de variaveis de spin discretas, é possivel associar os dtomos de *He aos
sitios da rede no estado S; = 0 e os 4tomos de *He aos sitios nos estados S; = £1. No
diagrama de fases, a temperatura é colocada em funcdo da concentracdo molar (x3)
de 3He. A transigdo de fase ao longo da linha-A é de segunda ordem separando as
fases superfluida-normal. No final da linha-A, no encontro com as linhas que marcam a
regido de coexisténcia, estd a localiza¢do do ponto tricritico. Ilustramos na Figura 2 o
comportamento do calor especifico, tipico de segunda ordem, calculado sobre a linha A.
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Figura 1 - Diagrama de fases para misturas de *He-*He liquidos. Temperatura em
funcdo da concentracio molar (x3) de He?, ao final da linha-A no encontro
com as linhas que contornam a regido de coexisténcia esta localizado o ponto
tricritico. Figura retirada da referéncia (1).
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Figura 2 — Calor especifico do He* a temperatura de vapor sobre o ponto A. Figura
retirada da referéncia (1).

Usualmente, o primeiro método teérico empregado para se estudar transicdes de
fase é a aproximagdo de campo médio. Para o modelo de Ising com spin 1 nédo foi
diferente. Além dos trabalhos originais de Blume e Capel (5, 6), podemos destacar o
trabalho de Plascak et al. (8) onde foi utilizada a solugdo de campo médio para o modelo
Blume-Capel com varidveis de spin inteiras e semi-inteiras, determinando a existéncia
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de um ponto tricritico e uma fase ordenada em baixas temperaturas para varidveis de
spin inteiras. Além da aproximagao de campo médio, outros métodos foram usados
como, por exemplo, o da aproximagdo de campo efetivo (9, 10, 11, 12, 13). Na Figura 3,
ilustramos os diagramas de fases apresentados por Santos et al. (2) obtidos através de
solucdes de (a) campo médio e (b) aproximacdo de campos efetivos. Em ambos os casos
é previsto o ponto tricritico, representados por C; e C; respectivamente, na fronteira de

separacdo das fases ferromagnética (F) - paramagnética (P).

T MFA

2.5 — . -

7] x\\\_\ ]

1.5 \\_ :
= F \C,

kg T/ J

(b) D/J

Figura 3 — Diagramas de fases para (a) aproximagdo de campo médio (MFA) e (b) apro-
ximagdo de campo efetivo para o modelo Blume-Capel numa rede diamante
para um cluster de cinco sitios. Em ambos os casos a fronteira de transicao F -
P apresenta um ponto tricritico C; e Cy. Figura retirada da referéncia (2).

O modelo BC também foi investigado pelo método da variagdo de cluster (14, 15, 16),
pelo método de expansdo em série para altas e baixas temperaturas (17, 18, 19, 20), por
simula¢des de Monte Carlo (21, 22, 23, 24, 25, 26), usando as igualdades e desigualdades
das funcoes de correlagdes para modelos de spins (27, 28, 29, 30, 31, 32) e pelo grupo
de renormalizagdo no espaco real (33, 34, 35, 36, 37, 38). Além disso, algumas variantes
do modelo BC com diferentes valores de spin e/ou na presenca de desordem nas

interagdes e/ou nos campos tém sido objeto de estudos recentes (39, 40, 41, 42, 43, 44,
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45,2). A existéncia do ponto tricritico é detectada tanto para os métodos mencionados
acima quanto em simulagdes computacionais. O ponto tricritico é obtido na vizinhanca
da fronteira que separa a fase com magnetizacdo nula da fase com magnetizagao
diferente de zero. Entretanto a localizacdo deste ponto depende da técnica utilizada
para investigar a transicao de fase. O trabalho de Zierenberg, J., Fytas, N.G., Weigel, M.
et al (46) apresenta alguns dos procedimentos para a localizagdo do ponto tricritico.

Nas vizinhangas de um ponto critico certas grandezas termodindmicas possuem
comportamento singular, anulando-se ou crescendo sem limites e divergindo no ponto
critico. Verifica-se que as singularidades sdo bem representadas por uma lei de poténcia
quando as grandezas sdo representadas por desvios em relagdo ao ponto critico. Para
isso, é necessdario estimar valores para um conjunto de indices, chamados de expoentes
criticos (47). Podemos supor que essa diferenca se anule no ponto critico seguindo uma
lei de poténcia do tipo

yN(E%ESiTen, (1.2)

com y representando uma grandeza termodindmica arbitrdria e x é denominado o
expoente critico a essa grandeza. Por exemplo, considerando que a grandeza y de
interesse seja a magnetizagdo m, o expoente x associado a este parametro de ordem é
chamado de B. Neste caso, a equacdo 1.2 pode ser reescrita na forma

mrv(’T%CTC’)ﬁ,T—)TC. (1.3)

De maneira andloga é possivel mostrar (48) que, préximo a regido critica, o compor-
tamento do comprimento de correlacdo (¢) em funcdo da temperatura pode ser escrito
como

¢~ (%)_V,T—m, (1.4)

com v sendo o expoente critico associado ao comprimento de correlagdo. Além disso,
no ponto critico de um sistema grande, porém finito, o comprimento de correlagdo ¢

alcanca todo o sistema, isto é,
¢~ L. (1.5)

Usando as equagdes (1.3), (1.4) e (1.5), se obtém uma importante relacdo definida

por
m~L PV TST,. (1.6)

A equagdo (1.6) representa o comportamento na regido critica do parametro de ordem
m em funcdo do tamanho L da rede através de uma lei de escala segundo um expoente
—pB/v. Em modelos de Ising com spin 1 os expoentes criticos foram estimados para
redes de dimensdes d = 2 e 3 para diversas aproximacoes (19, 49, 33, 50, 51, 52).
Atualmente a solu¢do de campo médio para modelos de Ising com variavel de spin

1 é bem compreendida. Por outro lado, solugdes exatas sdo de extrema importancia para
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o desenvolvimento da mecéanica estatistica. Poucos modelos sdo exatamente soltveis,
como por exemplo: a solugdo de Onsager (53) para o modelo de Ising bidimensional ou
a solucdo de Baxter (54) para o modelo de oito vértices. As solugdes exatas possuem um
efeito profundo nas idéias tedricas e desempenham um papel significativo, tanto em
termos de resultados explicitos quanto como guia de métodos aproximativos.

Nesta tese vamos investigar propriedades do modelo de Ising com spin 1 em redes
hierdrquicas tipo diamante, fator de escala b = 2 e dimensao d arbitrdaria, utilizando a
técnica do grupo de renormalizagdo para obter um conjunto de equagdes de recorréncia
exatas e entdo calcular, com baixo custo computacional, propriedades locais e globais
do modelo.

Além desta introdugdo geral a tese esta dividida em cinco capitulos e trés apéndices.
No capitulo 2, apresentamos a metodologia que serd utilizada durante a tese, definindo
o método do grupo de renormaliza¢do assim como suas principais caracteristicas. Em
seguida, apresentamos defini¢des e propriedades de redes hierdrquicas, em particular,
redes do tipo diamante.

No capitulo 3, implementamos a técnica do grupo de renormalizacdo em redes hie-
rarquicas, apresentando o conjunto de relagdes de recorréncia para calcular as magneti-
zacgOes e pares de correlagdes locais para o modelo de Ising spin 1 com um hamiltoniano
completo.

No capitulo 4, com as equagdes de recorréncia para as magnetiza¢des e pares de
correlagdes locais obtidas no capitulo anterior, aplicamos ao modelo Blume-Capel
ferromagnético e investigamos o diagrama de fases, o parametro de ordem, a densidade
de sitios no estado S; = 0. Grandezas termodindmicas como energia interna, calor
especifico, susceptibilidade e entropia também sdo discutidas, bem como sdo estimados
0s expoentes criticos S e v.

No capitulo 5, sdo discutidas as propriedades das medidas fractais que permitem
uma andlise multifractal da rede. Apresentamos como a magnetizacado esta distribuida
ao longo de uma geodésica que conecta os sitios externos, possibilitando uma analise
das propriedades locais através dos perfis. Observamos através do espectro de f(«)
caracteristicas multifractais que convergem para um monofractal & medida que, ao
longo da linha de transigdo, reduzimos a temperatura.

No capitulo 6, estudamos o modelo Blume-Capel desordenado com interacdes e
campos cristalinos competitivas. Neste caso, os valores sdo fixados através de varidveis
aleatérias independentes que seguem uma distribui¢do de probabilidade gaussiana
simétri-
ca. Delimitamos o intervalo para dimensao critica inferior juntamente com a tempera-
tura critica para transicdo vidro de spin-paramagnética. Além disso, as propriedades
multifractais do pardmetro de ordem de Edwards-Anderson na fronteira de transigao

sdo calculadas e discutidas.
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No capitulo 7, apresentamos nossas conclusdes e perspectivas para os préoximos
trabalhos.

Nos apéndices A e B incluimos o desenvolvimento analitico para obtengdo das equa-
¢Oes de renormalizacdo e de recorréncia associadas ao modelo de Ising spin 1 descrito
no capitulo 3. No apéndice C, incluimos o conjunto de equagdes de renormalizacdo

no regime de baixas temperaturas que descrevem o diagrama de fases no modelo BC

ferromagnético descrito no capitulo 4.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Grupo de renormalizacao no espaco real

O método do grupo de renormalizagdo (GR) fornece uma compreensao
tedrica de problemas que apresentam singularidades, tornando-se uma ferramenta
poderosa na investigacdo das transi¢des de fase. O método foi proposto por Kadanoff
(65) e posteriormente desenvolvido por Wilson (56, 57). A andlise de problemas atra-
vés do método de GR é dividida em dois ramos principais. Um dos ramos, o mais
geral, envolve o trabalho no vetor de onda espacial desenvolvido por Wilson (56, 57),
estendendo o método além do campo das transi¢des de fase. O segundo é aplicado a
sistemas de rede e é conhecido como método do grupo de renormaliza¢do no espaco
real, baseando-se nas idéias fenomenolégicas de Kadanoff (55). Outro ramo do método
do GR que merece destaque é denotado como aproximagdo do grupo de renormalizagdo
de campo médio (58, 59, 60). Nesta tese estamos interessados em entender e aplicar o
método do grupo de renormalizagdo no espaco real.

A ideia fundamental do método do grupo de renormaliza¢do no espago real é
tazer uma reducdo de escala espacial do sistema e calcular a nova fungado de parti¢do
eliminando graus de liberdade (61) mas resguardando as simetrias do hamiltoniano
original. Comparando-se as fungdes de particdo do sistema reduzido com a do sistema
original, encontra-se uma relacdo entre os pardmetros do hamiltoniano reduzido e os
do original, dita equagdo de renormalizacdo. Para um modelo de spins, localizados
nos sitios de uma rede com propriedades de simetria bem definidas, um procedimento
chamado de transformacao blocos de spins permite que em cada etapa uma fragdo de
graus de liberdade do sistema seja somada, esse processo é denominado de dizimacgao
da rede. A transformacao blocos de spins permite obter uma nova rede com menos graus
de liberdade mas envolvendo interagdes cada vez mais complicadas. Impossibilitando a
manutencdo do hamiltoniano em cada etapa, por este motivo o método é aproximativo.
A Figura 4 representa a transformacado de blocos de spins onde (a) representa a rede
original, (b) indica a fragdo de graus de liberdade a serem somadas e (c) a nova rede
com menos graus de liberdade. O mapeamento entre os conjuntos de constantes de
acoplamentos {K'} e {K}, dos sistemas reduzidos e original, respectivamente, constitui

o método do grupo de renormalizagdo no espago real.
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Figura 4 — Representacdo da transformacdo de blocos de spins para de uma rede qua-
drada onde cada sitio é ocupado por um spin: (a) a representacdo da rede
original da construcdo de Kadanoff, (b) blocos de spins representando a fra-
¢do dos graus de liberdades que sdo somados e (c) rede nova renormalizada
com menos graus de liberdade que a rede original.

Com o propdsito de motivar a utilizagdo do método do grupo de renormali-
zagdo no espago real, presumiremos um modelo com graus de liberdade descritos pelas
varidveis estatisticas {c;} e um hamiltoniano #{c;}. O célculo estatistico é definido pela
distribui¢do de probabilidades, dada como uma expressdo na forma exp(—BH{c;}),
com B =1/«xpT, sendo kp a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Uma
grandeza termodindmica arbitrdria G do sistema é definida a partir da média
(0,9 exp(—pH{oi})

(o exp(=pH{oi})

sendo [} a operagdo linear chamada de traco definida como soma sobre todas as

<G>= (2.1)

configuracdes possiveis das varidveis {0;}. Desde modo, o cédlculo exato da média
definida pela equacdo (2.1) possibilita caracterizar o sistema para qualquer temperatura
e valores para os parametros do hamiltoniano. Todavia, na maioria dos casos o cdlculo
do trago sobre as varidveis torna-se impraticdvel, em virtude do grande ntimero de
estados incluidos na soma.

O método do grupo de renormalizagdo sugere um processo iterativo por redugdo
de escala para diminuir os graus de liberdade do sistema. Para isso, um passo funda-
mental é definir a transformagdo do grupo de renormalizacdo, analisar a evolugdo das
constantes de acoplamentos {K} no seu espago de parametros e introduzir o conceito
de ponto fixo que descreverd o sistema na regido de criticalidade. O modelo original,
representado por um hamiltoniano reduzido, H®) = H /xpT, é renormalizado para um

novo sistema, obtendo o novo hamiltoniano reduzido H (1),
HY =RHO (2.2)

aqui o operador R representa transformacado do grupo de renormalizacéo, esse efeito

diminui o nimero de graus de liberdade de N para N'. Isto pode ser feito no espago real,
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removendo ou agrupando spins como ilustrado na Figura 4. Esse processo pode ser
repetido n vezes produzindo uma sequéncia de hamiltonianos. A diminuigdo sucessiva
no nimero de graus de liberdade faz com que o tamanho do sistema seja reduzido a
cada passo, provocando uma diminui¢do do comprimento de correlacdo ¢. Deste modo,
se o fator de escala da redugdo de graus de liberdade do sistema for b, o comprimento

de correlacdo renormalizado ¢ (n+1) obedecera a relacdo

oy _ £ _ g0

— =t (23)

sendo &0 =¢& o comprimento de correlagdo original do sistema.

Para preservar as propriedades da rede original é necessario satisfazer a condigdo
que a funcdo de parti¢do ndo deve mudar, essa exigéncia é fundamental para qualquer
transformagdo de renormaliza¢do de grupo. Além disso as intera¢des do hamiltoniano
renormalizado também deverdo preservar as simetrias presentes no hamiltoniano
original. Deste modo podemos obter, a partir de uma transformagdo, uma equagdo de
recorréncia capaz de relacionar as constantes de acoplamento do hamiltoniano H"*1)

com as do hamiltoniano H (")

K" = f(K™), (2.4)

sendo K(") = (Ki”),Kén), . .,K;J; )) um vetor em que cada componente representa uma

constante de acoplamento para as diferentes formas de interagdes que o sistema apre-

senta. Por este motivo, podemos ponderar que no espago de interagdes cada vetor

(m)
1
sequéncia de pontos produzidos pela repeti¢do da equagdo (2.4) determina a evolucao

K" representa um ponto do espaco e os K;"/ expressam as coordenadas do vetor. A
e o comportamento critico do sistema formando assim uma trajetéria chamada de fluxo
de renormalizacdo. Esta aplicagdo da teoria baseia-se no conceito de um ponto fixo, um
conjunto de sistemas estatisticos que descreve o comportamento de todos os sistemas
estatisticos individuais dentro de uma determinada classe de universalidade.

Para a constru¢do do diagrama de fluxo, o primeiro passo é identificar os pontos
tixos da equagao (2.4), de modo que um ponto fixo é definido por

KD = f(K* M) = K* . (2.5)

Para entendermos o significado fisico de uma transformagdo de grupo de renormali-
zagdo, partimos da equagéo (2.3) no ponto fixo
* K*
ASEESY 26
Como b > 1, a equagdo (2.8) apresenta duas solugdes. A primeira para ¢(K*) =0

denominado ponto fixo trivial a segunda ¢(K*) — oo (limite termodinadmico) chamado

de ponto fixo critico. Os pontos fixos podem ser classificados de acordo com o fluxo de
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renormaliza¢do. Pontos atrativos ou estdveis sdo caracterizados pela convergéncia do
fluxo de renormalizacdo para ele em todas as dire¢des de sua vizinhanga. Nos pontos
repulsivos ou instdveis o fluxo de renormalizacdo diverge em todas as dire¢des de sua
vizinhanga. Por fim nos pontos fixos mistos, conhecidos também como pontos de sela, o
fluxo de renormalizagdo se aproxima em algumas dire¢des e se afasta em outras. Assim,
o agrupamento de todas as trajetérias que fluem em dire¢do a um ponto fixo é chamado
de bacia de atragdo, como pode ser observado na Figura 5 para um fluxo genérico.

A idéia das bacias de atragdo com as trajetodrias fluindo para alguns pontos fixos
no espaco de parametros de acoplamentos remete a uma classe de universalidade.
Entretanto, a andlise torna-se incompleta se nao for investigado o comportamento do
fluxo préximo ao ponto fixo critico. De fato, tal analise permite determinar a natureza
do ponto fixo. Para tanto, escolhemos um ponto K’ ligeiramente afastado de um ponto
fixo K*

K =K*+ 0K , 2.7)

podemos calcular 6K’ fazendo uma expansio em série de Taylor, em torno de K*
K =K —K* = M /K, (2.8)

sendo M uma matriz real com seus elementos de matriz obtidos por M;; = g—%, de modo
que a obtencdo dos autovalores e autovetores de M é de fundamental importancia para
a caraterizacdo da natureza de um ponto fixo. Portanto, se 0 médulo do autovalor em
uma dire¢do for maior (menor) que 1 a constante de acoplamento renormalizada ira se
afastar (aproximar) do ponto fixo. Desse modo, se todos os autovalores de M em todas
as dire¢des forem maiores que 1, o ponto fixo é definido como repulsivo ou instavel; ja
se todos autovalores de M forem menores que 1 em todas as dire¢des, serd chamado
de ponto fixo atrativo ou estdvel. Se possuir autovalores maiores que 1 em algumas
dire¢des e menores que 1 em outras diregdes, serd um ponto fixo misto ou ponto de sela.
Caso o médulo do autovalor seja 1, serd necessario considerar termos de ordem superior
na expansdo de Taylor; caso persista a situagdo, dizemos que é um ponto fixo marginal,
nem atraindo e nem repelindo nesta diregdo, tendo um comportamento diferente de

leis de poténcia.
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Figura 5 — Representacdo de um fluxo genérico e dos tipos de ponto fixo, ponto fixo
repulsivo K7, misto Kj e atrativo K¢, em um espaco de paramétros.

2.2 Grupo de renormalizacao de Migdal-Kadanoff em re-

des hierarquicas

E dificil medir a importancia de modelos exatamente soltveis para o desen-
volvimento da mecanica estatistica das transi¢des de fase. Para entender, basta observar
a solugdo exata de Onsager (53), em 1944, do modelo bidimensional de Ising que, por
longo tempo, manteve-se como o primeiro e tinico modelo como solugdo exata para
sistemas com dimensdo maior que 1, ou a solugdo de Baxter (54) do modelo de oito
vértices, para perceber que solu¢des exatas podem ter um profundo efeito sobre as
idéias tedricas.

A exploracdo de uma grande classe de modelos de rede exatamente soltvel exibindo
uma variedade de transi¢des de fase de primeira ordem e fendmenos criticos em tem-
peraturas finitas deu origem a um entusiasmo considerdavel no mundo da mecanica
estatistica. Isto porque estudos anteriores ao modelo de Ising em redes hierdrquicas
incluiam apenas alguns casos que apresentavam transigdo de fase em T = 0 (62, 63, 64)
e calculo em redes de Bethe (65, 66).

Entretanto, uma descoberta muito importante feita por Berker e Ostlund (67) foi que
a aplicacdo do grupo renormaliza¢do de Migdal-Kadanoff (MK) no espago real aos mo-
delos de Ising em rede de Bravais, rede baseada em uma célula unitéria e que apresenta
simetria translacional, é equivalente a uma solugdo exata para o modelo de Ising (Potts,
etc) em redes hierdrquicas (68). O método do grupo de renormaliza¢do no espaco real
para o modelo de Ising em redes hierarquicas é exato uma vez que ndo é necessario
desprezar intera¢gdes mais complicadas a medida que aplicamos a transformacdo para
seguir o fluxo no espaco de parametros. Porém o niimero de modelos definidos em
redes de Bravais que possuem solugdo exata é limitado. Uma possibilidade na procura
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por solugdes exatas para esses modelos é analisar o comportamento em redes fractais.
Redes fractais sdo geradas a partir de um procedimento de iteragdo de uma célula basica
e sdo chamadas de redes hierarquicas. De modo que, este tipo de rede por vezes é
considerada um tipo de aproximacdo para alguma rede de Bravais (69).

As redes hierarquicas sdo grafos produzidos de forma iterativa por um processo
conhecido como agregacdo (70). Inicialmente partimos de uma ligacdo primitiva de
ordem zero, ver Figura 6 (a). Em seguida, geramos uma rede de ordem 1 substituindo
a ligacdo primitiva por uma célula geradora arbitraria, Figura 6 (b). Neste exemplo a
célula geradora conta com p conexdes e fator de escala b igual ao namero liga¢des por

conexao.

. e e . b-1 sitios

®
(a) (b)

Figura 6 — Processo de construgdo de uma rede hierdrquica tipo diamante: (a) repre-
senta a ligagdo primitiva de ordem 0, (b) célula geradora de ordem 1 com p
conexdes e fator de escala b igual ao ntiimero de liga¢des por conexao.

A partir disso, esse processo pode ser repetido n vezes. Para gerar uma rede de
ordem superior (1 + 1), deve-se substituir cada ligagdo da ordem anterior (1) por uma
célula geradora. Para esta tese vamos considerar uma rede com p conexdes e fator de
escala b = 2. A Figura 7 mostra por simplicidade a constru¢do de uma rede com p =2
conexdes e b = 2. Os sitios externos sdo representados por circulos preenchidos pela cor
preta mostrado na Figura 7 (a). Os novos sitios que sdo agregados no primeiro processo
com n = 1 sdo representados por circulos preenchidos pela cor cinza (Figura 7 (b)) e os
sitios gerado na rede de ordem n = 2 sdo circulos ndo preenchidos ( Figura 7 (c)).
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@
S, S, S,

(@) (0) (©)

Figura 7 — Processo de construgdo de uma rede hierdrquica com p =2 e b = 2 com
dimensdo d = 2. A figura (a) representa a ligagdo primitiva de ordem 0, (b)
célula geradora de ordem 1 e (c) rede de ordem 2.

Estas redes, mesmo em se tratando de redes com propriedades pouco usuais, sdo
uma alternativa interessante uma vez que os procedimentos de renormalizac¢do sdo
simples e o tempo computacional é baixo quando comparado com simulacdes mais
sofisticadas, como exemplo simulacéo de Monte Carlo sobre redes Bravais. E importante
notar que o processo da Figura 7 é auto-similar, ou seja, invariante por mudanca de
escala. Além disso, as redes hierarquicas possuem todas as partes equivalentes por
este motivo sdo redes uniformes mas sdo altamente ndo-homogéneas, isto é, tém uma
simetria muito mais baixa do que as redes de Bravais. Deste modo, sdo tteis para
proporcionar intui¢des sobre outros problemas com baixa simetria, como por exemplo
random magnets, superficies e semelhantes. Existe um universo muito grande de redes
hierdrquicas, as quais podem apresentar propriedades diferentes (67, 68, 70,71, 72, 73,
74, 75).

Descreveremos aqui alguns parametros importantes em uma rede hierdrquica da
familia de MK. (i) O fator de escala b é o ntimero de ligagdes sobre o menor caminho que
conectam os dois sitios raizes (S; e Sy) na hierarquia de ordem 1. Para a Figura 7, b = 2.
(i) N {”], numero total de ligacdes sobre a rede na hierarquia de ordem # é calculado por

N = (po)", (2.9)

com p representando o niimero de caminhos paralelos da célula geradora; (iii) o nimero

] n . z . P .
de sitios NS[ I sobre a rede hierdrquica de ordem #n é fornecido por

NI :2+p(b—1)%. (2.10)
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Sendo N, a razdo do ntiimero de liga¢des por sitio da rede, definida como

(2.11)

para b = 2 e no limite termodinamico, quando n — oo, para redes hierdrquicas da familia

MK, encontramos
2p —1
N, = 2P — (2.12)

P . ~ n . A .
O namero de ligagdes na rede, N £ ), cresce como uma lei de poténcia,

N =14, (2.13)

com L = b" representando o tamanho do sistema e d a dimensdo fractal da rede hierar-
quica definida por

q—108NL o g_q losp (2.14)
log b log b

Assim, a rede hierdrquica definida na Figura 7 possui d = log(2p)/log2. Entretanto,
como ja mencionado acima, devido as redes hierdrquicas serem ndo homogéneas, a
dimensdo apesar de coerente na classificacdo nado é suficiente para determinar sua
classe de universalidade. Para isso outros parametros sdo utilizados para classificar
redes hierdrquicas entre esses parametros podemos destacar a dimensédo topoldgica
(76), lacunaridade (64) e conectividade (71). Sendo esses parametros independentes
um do outro ,a mudanca em algum deles faz com que o modelo mude sua classe de
universalidade (64, 71). Como exemplo, se definirmos g como o nimero minimo de
cortes que devemos fazer nas liga¢des para isolar um sitio externo na célula primitiva, a
conectividade Q da rede é dada por

_logg
Q=g (2.15)

enquanto para redes hierdrquicas ndo ha relacdo entre conectividade Q e dimenséo 4,
para redes de Bravais a conectividade esta relacionada com a dimensado pord =1+ Q.

As técnicas do grupo de renormaliza¢do permitem analisar numericamente sistemas
na regido com escala de comprimento grande, entretanto nas rede de Bravais a aplicacdo
das técnicas de renormalizagdo de grupo leva o sistema a um espago de dimensao muito
grande (infinita). Para contornar esse problema a utilizagdo de redes hierdrquicas que,
assim como o grupo de renormalizag¢do, sdo invariantes por transformacao de escala,
permitem estudar o grupo de renormalizacdo num espaco de dimensdo reduzido. Para
isto, é suficiente que as intera¢des entre spins diferentes ocorram apenas dentro da
propria célula geradora. Com isso, ndo haverd nenhuma perda de informagdo durante a
dizimacao dos spins internos de uma célula geradora.

A aplicagado do grupo de renormalizacdo a modelos em redes hierdrquicas pode
representar uma aproximacdo desses modelos em rede de Bravais. Em outras palavras,
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os resultados encontrados serdo tdo bons quanto forem as aproximagdes do modelo
original na rede de Bravais. Desta forma, podemos pensar que os resultados do grupo
de renormalizacdo em redes hierdrquicas é exato. Por isto, a importancia das redes
hierdrquicas para a mecanica estatistica fornecendo resultados exatos, desempenhando

papel qualitativo e quantitativo na avaliagdo de métodos aproximados.
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3 MODELO DE ISING DE SPIN 1 EM
REDES HIERARQUICAS.

A maioria dos trabalhos realizados em redes hierdrquicas utilizam como
principal técnica o grupo de renormaliza¢do para se obter o diagrama de fases e propri-
edades criticas. O método que viabiliza o cdlculo das magnetizagdes locais em redes
hierdrquicas foi proposto pela primeira vez no trabalho publicado por Morgado, Cou-
tinho e Curado (77, 78) onde calcularam algumas grandezas termodindmicas e as
propriedades multifractais das magnetizac¢des locais do modelo de Ising ferromagnético
definido na rede hierdrquica diamante. Esse método foi inspirado no trabalho (79), onde
o modelo de vidro de spins de Ising foi estudado na rede de Bethe e uma relacdo de
recorréncia exata entre as magnetizacdes de sitios pertencentes a geragdes consecutivas
é obtida. Em seguida, o método foi estendido para diversos modelos magnéticos como
por exemplo, o modelo de vidro de spins de Ising (80, 81), o modelo de Potts ferro-
magnético (69, 82) e o modelo de Ising com campo aleatério (83). Estes trabalhos foram
realizados sobre redes hierdrquicas, com foco em redes com dimenséao fractal d = 3.

A técnica que possibilita investigar as propriedades locais de modelos em redes
hierdrquicas é separada em duas partes. Na primeira, gera-se um sistema com hierarquia
de ordem n. Em seguida, dizima-se a rede até que reste apenas um acoplamento
efetivo entre os dois sitios externos, resultando a hierarquia de ordem zero. Uma nota
importante neste passo, para obtengdo de resultados numéricos, é necessario que todos
acoplamentos renormalizados sejam armazenados, aumentando consideravelmente o
custo computacional, em especial para os casos sistemas desordenados. Na segunda
parte, partindo-se da hierarquia de ordem zero, com acoplamento efetivo entre os dois
sitios externos, refaz-se o processo de agregacdo ou inflagdo da rede, reconstréi-se toda
a rede calculando paralelamente com as relagdes de recorréncia das magnetizacOes e
pares de correlagdes locais dos sitios internos em fungado dos sitios externos de cada
unidade bésica até reobter a hierarquia de ordem n.

Neste capitulo, estuda-se as relagdes de recorréncia exatas que permitem calcular o
parametro de ordem e as correlagdes locais entre spins vizinhos. O método é estendido
para estudar o caso do modelo de Ising com spin 1. O modelo é definido sobre redes
hierdrquicas tipo diamante com fator de escala b = 2 e dimenséao d arbitréria. Para tal,
na primeira se¢do do capitulo, obtemos um conjunto de equagdes de recorréncia do
grupo de renormalizacdo para as ligagdes e campos. Em seguida, na segunda secéo,
descrevemos as equagdes exatas e recursivas que conectam as magnetizagdes e pares de
correlagdes locais dos sitios internos com as grandezas analogas para os sitios externos

de cada célula bésica.
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3.1 Hamiltoniano do modelo de Ising spin 1

Estudamos o modelo de Ising spin 1, cujo hamiltoniano pode ser escrito na
forma

—BH =Y JijSiSj+ Y _KySiS7 + ) LijSiS;(Si+Sj) — Y _AiS; + Y hiSi (3.1)
(i) (if) (if) i i

com B =1/kpT, kg sendo a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. As
constantes de acoplamento adimensionais entre pares de spins primeiros vizinhos, (ij),
sdo representadas por Jj;, K;; e Lj;. A; representa o campo cristalino local adimensional.
h; é o campo magnético local adimensional em cada sitio, com varidveis de spins
S; =0, £ 1. Dois casos particulares desse modelo e que sdo frequentemente alvos de
andlise, jA mencionados na introdugéo, sdo: o modelo de Blume-Capel (BC)(6, 5) com
Kij = L;j = 0 e o modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG)(7), com L;; = 0. Deste modo, o
Hamiltoniano descrito na equacdo (3.1) pode ser reescrito, respectivamente, nas formas

—BHec =Y JiiSiSi— Y AiST+Y_hiS;, (3.2)
B i i
_,BHBEG = ZL]SZSJ —+ ZKZJSZZSJZ — ZAiSz'Z -+ ZhiSi . (3.3)
(ij) (i) i i

O procedimento usual da técnica do grupo de renormaliza¢do funciona no caminho
inverso da construcdo da rede, isto é, iniciamos com uma rede de ordem 7 e dizimamos.
Em certo sentido fazemos uma deflagdo da rede hierdrquica até a rede de ordem zero.
Para ilustrar, considere uma rede hierdrquica com fator de escala b = 2 e p conexdes mos-
trada na Figura 8. Partindo de uma célula basica de ordem n Figura 8 (a) e dizimando
os sitios internos em cada unidade bésica resulta um acoplamento efetivo de ordem

(n — 1) mostrado na Figura 8 (b) com um novo conjunto de constantes de acoplamento.
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Figura 8 — Ilustracdo do processo de deflacdo da rede, por simplicidade, de ordem
(a) n =1 para (b) n = 0. Todos os sitios internos {c;}, i =1, ...p em (a)
sdo dizimados até que apenas reste um acoplamento efetivo entre os sitios
externos S; e Sy como pode ser observado em (b) .

Analiticamente, sob o método do grupo de renormalizagdo, é possivel escrever um
conjunto de equagdes de recorréncia para as constantes de acoplamento e campos,
indicados por um apdstrofo, em fungdo das constantes de acoplamento e campos
da hierarquia anterior. Para o modelo de Blume-Capel descrito pelo hamiltoniano
fornecido na equacdo (3.2), as equagdes do grupo de renormalizagdo podem ser escritas

formalmente como (para maiores detalhes ver Apéndice A):

i %i {z ZH’ 1H' =
mzz Z[OO q, o

B e
=t ) [zz[igl]f][zzﬁ,lll]}' 9

Para o modelo Blume-Emery-Griffiths, com hamiltoniano descrito pela equagéo (3.3),

devemos acrescentar a esse conjunto de equagdes, a equagao

(L1Z[-1, — 1)Z:[1, — 1]21‘[—1/1]21'[0/0]4]

2 i { Z:[1,02Z;[—1,0]2Z;[0,1]2Z;]0, — 1]2 / (3.9)
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com

Zi[Sl,Sg] :Tr{ai}exp[hslal-& + ]1520'1'52 + Klsl(fizs% + KlSZO'iZS% — Ale'iz + hle'i] ,
Zi[51,52) = 1+ exp[Jis,S1 + J15,52 + Kis, ST + Kis,55 — Avj + haj]+
+ exp[—J15,51 — J15,52 + Kis, S5 + Kis,55 — Mqj — hyjl, (3.10)

Z;[51,S2] representando a fungdo de partigdo de uma dada célula bésica com sitios
externos mantidos fixos nos estados (51,5, =0,£1) e Tr {07} indicando o traco sobre
os sitios internos que sdo dizimados. Note que nas equagdes (3.5) - (3.8), referentes
aos campos cristalinos e magnéticos, temos contribui¢do dos campos originais mais
contribui¢do proveniente dos sitios que foram dizimados. Para o modelo BC, os valores

de Kis, e Kys, devem ser nulos na equagao (3.10).

3.2 Equacoes de recorréncia para magnetizacoes e corre-

lacoes locais

Nesta secdo, calculamos analiticamente as equagdes de recorréncia exatas
para descrever as propriedades locais do sistema tais como a magnetizacdo e pares de
correlagdes. Desde modo, pode-se construir a rede a partir de um acoplamento efetivo
entre os sitios externos, possibilitando um estudo do parametro de ordem.

Para determinar as rela¢des de recorréncia, devemos considerar que o hamiltoniano
equivalente do modelo (3.1) pode ser decomposto para a n-ésima geracdo em duas
partes: a primeira refere-se a uma unidade baésica arbitraria introduzida na tltima

geracdo e a segunda incluindo todas as interagdes restantes da rede, isto é:

H = Hint + Hext » (3.11)
com
—BHint =J10:S1 + J20iSy + K1 0782 + Ko 0283 + L1 0781 + Ly 0;S5+
+ L3 al?sz + Ly O'Z'S% — AZ'O'l-z + hio; , (3.12)
e

—BHext = J'S152 + K'S383 + L S35y + L55155 — A} ST — ALS3 + HiS1 4+ 15Sy . (3.13)

Na equagao (3.12) J;,K; (i =1,2) e L; (j = 1,2,3,4) representam as constantes de
acoplamentos das interagdes entre o sitio interno ¢; com o sitio externo S; (j = 1,2).
A; e h; representam os campos cristalino e magnético externo que atuam sobre todos
os sitios, respectivamente. A equacgdo (3.13) descreve um hamiltoniano efetivo sobre

os sitios externos, resultante de todas as intera¢des do restante rede. As constantes de
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acoplamentos e campos efetivos irdo desempenhar o papel da rede, sendo representados
por J',K',L},,A; e b}, ({ = 1,2). A representagdo esquematica desse modelo equivalente,
foi inspirada no célculo das interacdes efetivas (84) e pode ser esquematizada na
Figura 9. As intera¢des e campos efetivos que atuam nos sitio externos sdao parametros

desconhecidos a serem determinados.

Ay by

Figura 9 — Representacdo esquemaética do modelo equivalente. As linhas duplas repre-
sentam as interag¢des (J;, L;, K;) entre o sitio interno (circulo preto) e um dos
sitios externos (circulo branco) de uma tnica conexdo arbitraria da célula
béasica. As linhas pontilhadas representam as intera¢des efetivas do restante
da rede (J), L}, K}) ({ =1,2). As setas cinzas representam o campo magnético
externo efetivo e o campo cristalino externo efetivo sobre os sitios externos.

Podemos entdo escrever formalmente a fungdo de particdo deste modelo, reescre-

vendo da seguinte maneira

Z =Trgs, 5,1G1[51,52]®[51,52] , (3.14)
com

@[51,52] = Tryy,y exp [— fHint] , (3.15)

G1[51,52] = exp[—pHex] - (3.16)

Calculando o trago Tr(g, 5,3, a fungdo de particdo pode ser expandida em nove
termos para as configuragdes possiveis configuragdes de {51,52} com S; = 0, £ 1. Deste
modo

8
Z=RAo+ ) AP, (3.17)
j=1
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sendo Ag e A; sdo grandezas, definidas nas equagdes (B.2)-(B.10) no Apéndice B e
utilizadas para simplificar a notacdo, as quais dependem apenas dos acoplamentos
e campos que atuam nos sitios internos e sdo quantidades conhecidas. Para ilustrar,

apresentamos a seguir o termo Ag

Ao=264 L 41, (3.18)

a5 a3
com as = €27 e ag = ev. Os demais termos sdo semelhantes, contudo com diferentes
combinagdes de sinal e exponenciais das varidveis associadas ao sitio interno. Esses
termos sdo multiplicados pelos termos de ®;, também definidos no Apéndice B no
conjunto de equacgdes (B.11)-(B.18), os quais dependem dos acoplamentos e campos
efetivos que atuam nos sitios externos. Por este motivo sdo variaveis desconhecidas.

Como exemplo, apresentamos o ¥

& =u Ix7! (3.19)

" e u=eM definidos na equacdo (B.20). Novamente os demais termos sao

comx =e
semelhantes, sendo agora uma combinagdo das diferentes varidveis efetivas.

Nosso objetivo, descrito a seguir, sera eliminar as varidveis (®;) do sistema. Para
isto, realizamos as médias térmicas para calcular os momentos magnéticos e pares de
correlagdes médios referentes aos sitios externos e internos (para maiores detalhes ver

Apéndice B). Neste caso, para os sitios externos obtemos,

(S1) = % [—A1 D1 + Aoy + Asds — AgDg — Ay + Agds] (3.20)
(S2) = % [—A3D3 + AyDy — AsD5 + APy — AyD7 4 Agdsg] , (3.21)
(83) = % [A1 D + Ay Dy + AsDs + AgDg + Az D7 + AgDs] , (3.22)
(53) = % [A3®3 + Aydy + As®s + AgDg + Ay Dy + Agds] , (3.23)
(5152) = & [~As@s — Agg + Arhy + Ages] (3.24)
(8183) = % [AsDs5 — AgDg — Ay D7 + Agds] (3.25)
(S1S;) = % [—AsD5 + AgDg — A7 P7 + Agdg] , (3.26)
(S253) = L [Ass + Ag®g — Asy + Asdg] (3.27)

AN
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e para os sitios internos,

1 - - - - - -
0'l> :E [Ao + AP + Ay Dy + AzD3 + Aydy + AsDs+-

+AsD6 + Ar D7 + Agdg] (3.28)
(0:51) % [—A1®1 + Aydy + As®s — Agdg — Ay D7 + AgdDs] (3.29)
(0:55) % [—A3®5 + AyDPy — AsDs + AgDg — Ay Dy + Agds] (3.30)
(0;5%) % [A1®1 + Ay Dy + As®Ds + AgDg + Ay Dy + Agds] , (3.31)
(0;S3) % [A3®@5 + Ay®y + As®s + AgDg + Ay Dy + Agds] , (3.32)

i, (B + (A1 — 1)@ + (A — 1)@ + (A3 — 1) @3 + (Ay — 1) Dy

+(As = 1)P5 + (Ag — 1)D6 + (A7 — 1)®7 + (Ag — 1)Dg] , (3.33)

(0257) :% [— (A = 1)®; + (Ay — 1), + (As — 1)®5 — (Ag — 1)Pg—

— (A7 —1)®y + (Ag — 1)Dg] , (3.34)
(0252) = [~ (A5 — 1)@+ (As — 1)y — (As — 1)s + (A — 1)

— (A7 = 1)®7 + (Ag — 1)Dg] , (3.35)
(075%) :% (A = 1)®1 + (Ay — 1)y + (As — 1)D5 + (Ag — 1) Pg+

+(A7 —1)®; + (Ag — 1)Dg] , (3.36)

(0753) =2 [(As — )3 + (A — 1)y + (A5 — 1)@s + (Ag — 1)@t
+(A7 —1)d; + (Ag — 1)@8] , (3.37)

comBj e A;’s definidos de forma similar A;’s, no Apéndice B ver equacdes (B.39)-(B.48).
O passo seguinte é resolver o sistema de equagdes lineares (3.20)-(3.27) para os sitios
externos, correspondente a um sistema linear 8 x 8 com quantidades desconhecidas <I>j

(j=1,2,3...8), as solugdes, obtidas através do software Mathematica, desse sistema linear
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possui as seguintes solugdes

1= ox [ (50 + (85) + (i) - (sish] (339)
2= o [(51) 4+ (5D - (3153) - (53] (3:39)
5= o [~ (52) + () + (53S2) — (53D (3.40)
1= 5 [(82) + (55) — (s3sa) - (sisB] (341)
D5 = % :—<5152> +($13) — ($25,) + <s§s§>] , (3.42)
Dy = & :—<5152> — (5153) + (S3S,) + <s§s§>] , (3.43)
= 1 [(5152) — (5183) - (5352) + (3)] (3.44)
Dg = % :<5152> +(5183) + (525,) + <sffs§>} , (3.45)
com,
Z = Ao . (3.46)

[1— (1) — (3) + (5153)]

Substituindo as equagdes (3.38)-(3.46) nas equagdes (3.28)-(3.37), com um pouco de
manipulagdo algébrica, podemos reescrever as equagdes de forma que os sitios perten-
centes a hierdrquica atual, representado pelo sub-indice (1 4 1), dependam dos sitios
da hierarquia anterior, representado pelo sub-indice n. Deste modo, as magnetizacdes e
os pares de correlagdes locais para o modelo de Ising spin 1 definidos sobre redes hierar-
quicas com fator de escala b = 2 e dimenséao d arbitréria, sdo descritas pelo conjunto de

equacgoes a seguir

<U>n+1 =Mp + M1<Sl>n + M2<52>n + M3<5152>n + M4<S%>n + M5<5%>n+

+ Mg(S3S2)y + My (513), + Mg (S353),, (3.47)
(ST n41 =M1(S1)n +M3(S182)u + Mo(S3) 1 + M1 (S1S2)n + M7(S153)n+
+M11(S5759)n (3.48)
(0S2) 11 =M2(S2)n + M3(S152)y + M12(S3), + Mg(5252), + My13(S153) ,+
+ M4 (S783)n , (3.49)
(02S1)n+1 =Mi15(S1)n + M16(S1S2)n + M17(S)y + M15(S3S2) s + M19(S153)n+
+ Mo (S7S3)n (3.50)

(0282) 1 =Ma1(S2)n + M2(S5182) s + M3 (S3), + M2g(52S2) s + Mg (S153) n+
4 M25(S5383),, (3.51)
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(02) 141 =Mag + M7 (St} + Mag{(Sa)n + M1g(S1S2)n + Mag(S3) i+

+ M30(S3)n + M31(S1S2) 1 + Mag(S1S3) s + M32(S3S3) s, (3.52)
(0S1) 01 =M33(S1)n + M19(S1S2)n + M1(ST)u + M3 (S7S2) + M11(S153)n+
+M7(S252),, (3.53)
(0S2) 1 =M34(Sa)n + M13(S1S2)n + M2(S3)n + M14(STS2)n + M5(S153)n+
+ My (52S3),, (3.54)
(0%51) 1 =M27(S1)n + M1g(S1S2)n + Mi15(ST) s + M16(S3S2)n + Moo (S1S3)n+
+Mio(S352)n , (3.55)
(0753) n1 =Mas(Sa)n + M1g(S1S2)n + M1 (S3) s + Mas(S3S2) + Mo (S1S3) n+
+ Moy (S1S3)n , (3.56)

sendo os coeficientes M;’s escritos em termos de combinacdes de A;’s e/ou A;’s, também
definido nas equagdes (B.85)-(B.97) no Apéndice B. Como exemplo, apresentamos o
coeficiente My
A, A
= ——. 3.57
17 oA, 24 (3:57)

Note que as equagOes representam uma conexdo entre a magnetizacdo e pares de
correlagdo local dos sitios da hierarquia atual com a magnetizacdo local e pares de
correlagdo da hierarquia anterior. De modo que, partindo de hierarquia de ordem zero
(n = 0), conhecendo os valores iniciais das grandezas associadas aos sitios externos e
seus pares de correlagdo podemos utilizar as equagdes e calcular as propriedades locais
das préximas geragdes para toda a rede. Os valores iniciais das grandezas associadas
aos sitios da hierarquia zero, sdo determinados pelas propriedades da fase condensada
correspondente ao ponto fixo estavel.

O conjunto de equagdes de recorréncia, acima apresentadas, sdo equagdes exatas que
podem ser numericamente iteradas para qualquer modelo de spin um, descrito pelo
hamiltoniano geral dado pela equagdo (3.1), ordenado ou desordenado, exceto para
modelo antiferromagnético. Neste caso, as equagdes precisam ser recalculadas para o
caso de uma rede hierdrquica com fator de escala 3 (ou para um fator de escala impar),
de sorte a atender as simetrias do processo de normalizacdo. Uma vez que, o comporta-
mento do modelo para valores pares do fator de escala b é qualitativamente similar ao
caso b = 2 enquanto que para valores impares do fator de escala b o comportamento
assemelha-se ao caso em que b = 3 (85).
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4 MODELO BLUME-CAPEL FERRO-
MAGNETICO

Neste capitulo, apresentamos a solucdo exata para o caso particular do
modelo BC ferromagnético definido na rede hierdrquica tipo diamante. Na primeira
secdo analisamos as equagdes de renormalizacdo e o diagrama de fase para as dimensdes
d = 2,3 e 4. Na segunda parte do capitulo encontramos as equagdes de recorréncia
particulares que descrevem as propriedades locais do modelo. Por fim, analisamos os
resultados obtidos numericamente a partir das propriedades locais. Investigamos o
comportamento termodindmico do modelo, focalizando nas dimensdes d =2 e 3, para

auxiliar na determinagdo do ponto tricritico do sistema.

4.1 Diagrama de fases do modelo Blume-Capel ferromag-
nético

Nesta se¢do, aplicamos as equagdes de renormalizagao (3.4)-(3.8) ao modelo
Blume-Capel correspondente a um sistema ferromagnético, isto é, com constantes de
acoplamento e campos locais, atuando em cada sitio independentemente, uniformes:
Jii=1] (>0), A=A, Kjj = Ljj = 0. Para um campo magnético diferente de zero, con-
sideramos o termo h; = h, de modo que o Hamiltoniano geral do modelo, dado pela

equagdo (3.2), é reescrito por

—BHec=]) SiS;—AY_ ST+h)_S;. (4.1)
(ij) i i
Analisamos, a seguir, o diagrama de fases parad =2, d =3 e d = 4 obtidos através do
conjunto de equagdes de renormalizagdo no regime de campo magnético nulo (h = 0).
Na auséncia de campo magnético (i = 0), o conjunto de equacdes de renormalizagado
(3.4)-(3.8) é reduzido para,

_ /2
14 2¢2cosh(2])17
o [L2 e w
14 2¢ 2cosh(])]"
A’:A—ln{ Ty (4.3)

O fluxo de renormalizac¢do no espago de parametros (J,A), descritos nas equagdes
(4.2) e (4.3) é caracterizado pelos pontos fixos estdveis: para a fase ferromagnética o
ponto fixo é (] — 00,A — —o0) com a razdo finita « = A/] — ap, descrita na Tabela

4.1 e ilustrada na Figura 10, cujos valores variam com a dimensdo da rede. Para a



Capitulo 4. MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNETICO 44

fase paramagnética obtemos uma linha de pontos fixos com (] =0, —co < A < 00).
Também encontramos um ponto fixo instavel em (J;,A — —o0), onde o limite A — —o0
aplicado ao hamiltoniano corresponde ao modelo de Ising com spin 1/2. Neste regime
as configuragdes com spins no estado S; = 0 sdo termodinamicamente eliminadas com
peso estatistico nulo. Esse limite corresponde a uma temperatura critica fornecida por
T. =1/];. A linha que separa a regido ferromagnética da paramagnética foi obtida

numericamente utilizando o método da bissec¢do baseado nos pontos fixos estaveis.

13

w
JE— —

n

—
—e _—

0

-3-2-1 0 1 2 3
A

Figura 10 — Diagrama de fluxo para o modelo Blume-Capel ferromagnético numa rede
hierdrquica tipo diamante. Os pontos indicam as localiza¢des dos pontos
fixos das fase ferromagnética e paramagnética, o ponto I indica um ponto
relevante e o ponto E indica ponto fixo, definidos na Tabela 4.1.

O diagrama também pode ser representado no espaco de parametros (T =1/],a =
A/]), no qual descreve o diagrama de fases usual do modelo BC. Na Figura 11 mos-
tramos os respectivos diagramas do modelo BC ferromagnético definido numa rede
hierdrquica tipo diamante e fator de escala b = 2 para as dimensdes d = 2 (cor preta),
d =3 (cor azul) e d = 4 (cor vermelha). Para completar o diagrama, na regido de baixa
temperatura, foi necessdrio calcular o fluxo no limite de baixas temperaturas, cujas
equacoes estdo detalhadas no Apéndice C. Entretanto, especificamos a seguir as equa-
¢Oes de renormaliza¢do no estado fundamental T = 0. Deste modo, as equagdes de

renormaliza¢gdes encontradas no limite de baixas temperaturas (C.33) -(C.44) nesse
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Figura 11 — Diagrama de fases para o modelo Blume-Capel ferromagnético numa rede
hierdrquica tipo diamante. As cores indicam a dimensao: a preta para d = 2,
aazul parad =3 e a vermelha para d = 4. Asletras F e P, com cores diferentes,
indicam as regides ferromagnética e paramagnética, respectivamente. As
letras A, B, D e E indicam pontos relevantes, que serdo discutidos ao longo
desta tese, definidos na Tabela 4.1.

subespaco sdo reescritas por

00 0> 2
2
l<a<?2
p(2—a)
2[(1+pla—p]
O<a<1
p(2—a)
AP o0 <0
.\ P

(4.4)

Existe um ponto fixo instavel (0,a;) para cada dimenséao da rede com ay =2(1 — 21_”1)

separando a fase ferromagnética (F), com configuragdo {S =1} ou {S = —1}, governado

pelo ponto fixo estdvel ar, da fase que denotaremos, nesta tese, de paramagnética

ordenada (PO) uma vez que apresenta magnetizacdo zero e todos os sitios ordenados

no estado {S; = 0} no estado fundamental e que tem ponto fixo localizado em (0,00).

Note que pelos diagramas de fases na Figura 11 para um valor de « fixo com a < ay,

existe apenas uma transigdo de fase possivel. Enquanto que para um valor de & fixo no

intervalo a; < « < ap, regido da reentrancia, podem ocorrer duas transi¢des. Partindo de

baixa temperatura para altas temperaturas as transi¢des que ocorrem sdo: paramagnética

ordenada — ferromagnética seguida por ferromagnética — paramagnética. Na regido
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da reentrancia, em baixas temperaturas uma descontinuidade no parametro de ordem

da fase foi observada, que sera explorada mais adiante neste capitulo.

Para facilitar o entendimento e uma melhor compreensédo das regides do diagrama,

na Tabela 4.1 sdo representados os pontos especiais mostrados na Figura 11.

d=2 d=3 d=4
I | v —oo | 1,641 —00 3,830 —00 5888  —oo
H | T Xr 0,000 -2,000 | 0,000 -1,333 | 0,000 -—1,14
ATy X0 1,217 0,000 | 2682 0,000 | 5419 0,000
B | Ty, Xp 0466 1,255 | 1,181 2,218 | 2,497 4,110
D | T4 Xq 0,060 1,046 | 0070 1,500 | 0,030 1,750
E|T=0 a 0 1,000 0 1,500 0 1,750

Tabela 1 — Coordenadas de pontos especiais para dimensdes 2, 3 e 4: I=(Tj, — o) limite
do modelo de Ising de spin 1/2; H=(TF, ar) ponto fixo da fase ferromagnética;
A=(Tp, ap) modelo de Ising spin 1, com campo nulo; B=(Ty,, ) ponto limite
para auséncia de fase ferromagnética; D=(T4, aq) ponto a partir do qual
apresenta uma descontinuidade méxima no parametro de ordem e E=(T =
0, a¢) ponto no estado fundamental que separa as fases ferromagnética e
paramagnética ordenada.

4.2 Propriedades locais e globais

Nesta secdo, analisamos as propriedades locais e globais do modelo BC

ferromagnético para explorar a natureza das fases F, P, PO em torno das transi¢des de

fases. O procedimento recursivo exato para as propriedades locais sdo obtidas usando

as condi¢des do modelo BC ferromagnético nas equagdes (3.47)-(3.56). Deste modo, o

conjunto de equagdes podem ser reescrito na forma

(O)np1 = Wi[(S1)n
(0S) n1 = Wi (S1)n
(0S3) n1 = Wi(S2)n

(0%S1)ns1 = W5(S1)n
(0%S2) 1 = W3(Sa)n

+(S

2)n] — [W1 —
+ W2(S385), —
+ Wa(5155) —
+ [Wy — W3 + W5](5153)n —
+ [Wy — W3 + W5](53S,), —

—[W
— W

W] [(S1S2)n + (S1S5)n) ,

— W2](51S3)n,

— W,](51S2)n,

(Wi — W5](S1S2)n ,
[Wy — W5](5153)n ,

(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)
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(0%)n41 = [Wa = 2Wa][(SF)n + (S3)n] — [Wa — W5](S182)u+

+ [BWy — 2W; + W5](S253),, + 2Wj , (4.10)
(0S1) 1 = WalS1S2)u + Wi (S3), — [Wy — W,](S253),,, (4.11)
(0S2) 1 = WalS1S2)u + Wi (S3), — [Wy — W,](53S3),,, (4.12)
(0757 ns1 = W5 (ST)n — [Wa — Ws](S1S2)n + [Wa — W3 + W5](S1S3)n , (4.13)
(07S5) 1 = W3(S3)n — [Wa — W5](S1S2)n + [Wa — W3 + W5](S1S3)n , (4.14)
com

e — 1

W= (4.15)
1 et —1

Wo= o T (4.16)

e?ln +1
Ws = — T (4.17)

1
Wy=—), 418
=5 (4.18)
4],

W=t e+l (4.19)

T 21+ bt 4 oA’
com o indice subscrito n representando a ordem da hierarquia. Com isso, conhecendo
as magnetizagdes locais e pares de correlagdes entre spins de ordem zero, podemos
decorar a rede e calcular as magnetizac¢Oes e pares de correlagdes locais entre spins da

hierarquia 1, fazendo isso sucessivamente até chegarmos a hierarquia de ordem n.

4.3 Propriedades termodinamicas e comportamento cri-
tico

Nesta parte da tese apresentamos os resultados obtidos através de célculos
numéricos para o modelo BC ferromagnético na auséncia de campo magnético. Em
virtude do niamero de sitios e ligagdes crescerem exponencialmente com o ntimero de
hierarquias, aumentando o custo computacional, ficamos limitados ao tamanho da rede
que conseguimos estudar. Trabalhamos com redes de 15 hierarquias para as dimensodes
d =2ed =3, e 10 hierarquias para dimensdo d = 4. Em casos diferentes para o nimero

de hierarquias, explicitamos no texto.

4.3.1 Magnetizacao

A primeira grandeza fisica calculada é a magnetizagdo total por sitio,

m=Y (), (4.20)
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sendo N; o ntimero de sitios. A magnetizacdo total por sitio é calculada numericamente
para cada valor da temperatura e do campo cristalino. Em seguida, obtemos o gréfico
que representa a dependéncia da magnetizacdo pela temperatura para alguns valores
de « no intervalo 0 < o < ap, ilustrado na Figura 12. E entre 0 < a < a* ocorre uma
Unica transi¢do de fase continua com o parametro de ordem decrescendo continuamente
até zero na temperatura critica. Para a* < « < ap duas transi¢des sdo observadas, a
primeira em baixa temperatura onde ocorre um crescimento abrupto da magnetizacgao
e a segunda em temperatura mais alta em que a magnetizacdo decresce suavemente
até zero na temperatura critica. A dltima corresponde a uma transi¢do continua que
descreve a transigdo da fase paramagnética (P) desordenada para uma fase ferromagné-
tica (F) partindo de altas temperatura para baixas temperaturas. Na primeira transigdo,
ocorre uma variagdo abrupta da magnetizacao entre a fase ferromagnética (F), com mag-
netizagao diferente de zero, e a fase paramagnética ordenada (PO), caracterizada por
apresentar magnetizagdo zero e configuracdo de spins predominantemente no estado
com S; = 0 quando a temperatura é baixada na regido de baixas temperaturas. A fase
paramagnética usual, aqui denominada de paramagnética desordenada, também apre-
senta magnetizacdo nula. Neste caso, 1/3 dos sitios estdo ocupados desordenadamente
no peloestado S; =0,1/3noestado S=1e1/3noestado S = —1.

Na Figura 12(a) ilustramos o comportamento da magnetiza¢do em funcdo da tem-
peratura para rede hierdrquica tipo diamante com dimensao d = 2. Os circulos pretos
representam o caso &« = 0,0 que descreve o modelo de Ising de spin 1. Como esperado,
apresenta apenas uma transigdo de fase continua e é utilizado como referéncia para
os demais casos. Os circulos vermelhos obtido para a« = 1,046 apresentam duas tran-
si¢des distintas, onde a transi¢do em baixa temperatura ocorre a temperatura critica
T; = 0,060. Nesta temperatura, percebemos que ocorre um salto drdstico na magneti-
zagdo desde m = 0,0 até m = 1,0, caracteristico de uma transi¢do de fase de primeira
ordem. Entretanto em altas temperaturas temos uma transicdo de fase continua, da fase
ferromagnética para a fase paramagnética desordenada. Mais dois valores na regido de
reentrancia, foram usados para ilustrar o comportamento da magnetizagéo: os circulos
azuis para o« = 1,151 e os circulos verdes para & = 1,248. Ambos apresentam em baixas
temperaturas duas transi¢des descontinuas, cujo salto se reduz a medida que o valor de
« se aproxima do valor de ap. Vale notar também que o valor maximo da magnetizagao
diminui com a aproximacdo de « para ap.

Comportamento similar também foi observado para a magnetizagdo versus tempera-
tura para as dimensdes d = 3, na Figura 12 (b), e para d = 4, na Figura 12(c). Em ambos
0s casos, também estd ilustrado o caso « = 0,000 que serve de referéncia para cada
dimensao. Entretanto, além de trés valores no intervalo da reentrancia, adicionamos
um valor de « sobre a linha vertical que corresponde a « = 1,500 e « = 1,750 parad =3
e d = 4, respectivamente, representados por tridngulos pretos. Sobre estes valores, de
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acordo com os diagrama fornecido na Figura 11 em baixas temperaturas, podemos notar
uma que transic¢do de fase é separado por uma fronteira vertical, tornando evidente
devido a alta sensibilidade da magnetizagdo em relacdo a pequena variagdo de a. As
propriedades locais serdo discutidas e analisadas no préximo capitulo.
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Figura 12 — Magnetizacdo total por spin versus temperatura para alguns valores de «
de acordo com as cores da legenda antes da reentrancia (x < a*) e na regido
da reentrancia (a* < & < ap) para rede hierdrquica tipo diamante para (a)
dimensao d = 2,(b) dimensédo d = 3 e (c¢) dimensao d = 4.

4.3.2 Parametro Quadrupolar

O parametro quadrupolar g por spin é definido por

7=, L) (4.21)
que pode ser determinado numericamente em funcdo da temperatura para um valor
fixo de a, procedimento analogo ao usado para obter a magnetizagédo total por sitio.
Esse parametro combinado com o parametro de ordem m pode ser utilizado para obter
a fracdo de sitios np, n4 e n_ nos estados S; = 0, 1 e —1, respectivamente. A fracdo de
sitios no estado S; = 0 é dada por

np=1-gq. (4.22)

E usual considerar essa quantidade como o parametro de ordem da fase paramagnética
ordenada (21), associada ao campo conjugado « = A/]. A magnetizagdo e o parametro

quadrupolar podem ser reescritos, respectivamente, nas formas

m=ny—n_, (4.23)
g=ny+n_, (4.24)
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Associando estas equagdes com a equagao (4.21), obtemos que

1
ne=>(q+m), (4.25)
1
n_= E(q —m) . (4.26)
com ng + n4 4+ n_ = 1. Assim, como mostramos a dependéncia do parametro de ordem

m com a temperatura, na Figura 13 ilustramos como a densidade de sitios 19 no estado

S; = 0 varia em funcdo da temperatura, para alguns valores de & > 0 para o caso (a)
d=2,(b)yd=3e(c)d=4.
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Figura 13 — Fragdo de sitios 19 com configuracdo de spin S; = 0 em funcdo da tem-
peratura para valores alguns valores fixos do parametro « indicados nas
legendas (a) parad =2, (b) d =3 e (c) d = 4. Para d = 2, adicionamos um
valor de @« > ap indicado por quadrados pretos.

Nas Figuras 13 (a) ,(b) e (c) os circulos pretos representam o caso a = 0,00 correspon-
dente ao modelo de Ising spin 1, para ser tomado como resultado de referéncia. Neste
caso, notamos que 1 cresce continuamente desde zero até 1/3 (na temperatura critica
ocorre mudancga na concavidade) que é atingido na regido de altas temperaturas. Para
valores de a na regido da reentrancia (a* < & < ap) os graficos sdo representados por cir-
culos coloridos, neste intervalo na regido de baixas temperaturas o parametro de ordem
possui valor np = 1 até chegarmos na temperatura critica da transi¢do paramagnética
ordenada para fase ferromagnética tendo uma queda abrupta e, em seguida, volta a
crescer continuamente até um valor maximo, em seguida decresce continuamente até
chegar ao valor limite com ny = 1/3. Este comportamento é observado em todos os
trés casos, verificando que os valores de minimo e maximo ocorrem nas temperaturas
criticas de transi¢do. Entretanto, analisando também, apenas em (a), um valor de « > ap
representando na figura por quadrados pretos, observamos que o valor de 71y decresce
continuamente de um valor desde 1 até o valor limite de 19 = 1/3 em altas temperaturas.
Para completar e melhor explorar o comportamento de ng, ilustramos nas Figuras 14 e
15 os gréficos das densidades do pardmetro de ordem 7y na regido relevante correspon-
dente ao diagrama de fase, em todos os casos a acrescentamos fronteira de separagao
da regido ferromagnética (magnetizacdo diferente de zero) das regides paramagnéticas
desordenada e ordenada. Vale chamar a atencdo para regido de baixas temperaturas

e proxima a fronteira de separagdo onde ocorre uma mudanga de cor dréstica da azul
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para vermelha evidenciando uma descontinuidade finita na densidade de sitios ny,
onde o0 azul representa maior nimero de sitios no estado S = 1 e vermelho ,sitios no
estado S; = 0. Na regido de altas temperaturas notamos um gradiente na mudanca de

cor mais suave caraterizando uma transi¢do de segunda ordem.

or
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©
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@
= 0.6
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0.2

0 0.5 1 1.5 2
Campo Cristalino

0

Figura 14 — Gréficos das densidades da fracdo de spins no estado S; = 0 (119) em fungéo
da temperatura reduzida (1/]) e do campo cristalino reduzido (« = A/J)
para a rede hierdrquica tipo diamante com dimensédo d = 2. A linha continua
indica a fronteira de separacdo das fases ferromagnética e paramagnética
(ordenada e desordenada). As x marcam os valores onde as derivadas de
np em fungdo da temperatura sdo minimos, para um valor de « fixo. Os
pontos e representam as coordenadas dos pontos (To,x0), (Timax,®8), (Tc,&c)
e (T =0,a4). As cores definem as densidades de acordo com a legenda a
direita.
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or
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Figura 15 — Gréficos das densidades da fracdo de spins no estado S; = 0 (119) em fungéo
da temperatura reduzida (1/]) e do campo cristalino reduzido (« = A/J)
para a rede hierdrquica tipo diamante com dimensdo d = 3. A linha continua
indica a fronteira de separacdo das fases ferromagnética e paramagnética
(ordenada e desordenada). As x marcam os valores onde as derivadas de
no em fungdo da temperatura sdo minimos, para um valor de « fixo. Os
pontos e representam as coordenadas dos pontos (To,x0), (Timax,®8), (Tc,&c)
e (T =0,a4). As cores definem as densidades de acordo com a legenda a
direita.

Para determinar a localiza¢do do ponto tricritico analisamos os resultados encontra-
dos e motivados pelo diagrama de fases experimental ilustrado na Figura 1, apresen-
tamos na Figura 16 para (a) d = 2 e (b) d = 3 o comportamento 1y com a temperatura
para valores de a imediatamente antes e ap6s a linha de transi¢do e representamos
essa andlise no grafico T versus ny. Observa-se na regido de baixas temperaturas que
a densidade n de sitios no estado S; = 0 é maior. A medida que aumentamos a tem-
peratura a diferenca na densidade 7y diminui até que em T, = 0,200, parad =2, e
T. = 0,250, para d = 3, essa diferenga torna-se nula. Esses resultados sdo compativeis,
como sinalizado pela termodinamica e pela propriedades multifractais da magnetizagdo
local, que serdo apresentadas no préximo capitulo. O ponto tricritico é localizado ao
tinal da linha A com (a) T = 0,200 e ng = 0,511, parad =2, e (b) T = 0,250 e ny = 0,951,
para d = 3. As transi¢oes de fase ao longo da linha A sdo de segunda ordem. As outras
duas linhas delimitam a regido de coexisténcia entre a fase ferro (S=1ouS=—-1) e
a fase paramagnética ordenada com S = 0. encontram se com a linha de transi¢do de

segunda ordem no ponto tricritico.
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Figura 16 — Diagrama de fases para o modelo BC ferromagnético da temperatura em

2 0,4
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funcdo da densidade ng para (a)d =2 e (b) d = 3.

4.3.3 Energia Interna

A energia interna U para o modelo Blume-Capel ferromagnético a campo nulo é

definida por

U= (Hge) = —]Z(Sis]'> + AZ(SZZ> =E;+ AE,,
(if) i

(4.27)



Capitulo 4. MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNETICO 56

Ej e AE4 sdo as contribuigdes relativas aos acomplamentos entre spins ligagdo e campo
cristalino sobre spins, respectivamente. Para a rede hierdrquica diamante a densidade

de energia interna da rede com n hierarquias em unidades ] pode ser escrita como:

>_(SiSj) [ 1287, (4.28)

N{l Ns 1

[n]

com N; ' e Ns[n] representando o niimero de ligacdes e sitios da rede diamante com
n hierarquias, respectivamente. Os valores (5;5;) associados a cada ligagdo e (S?)
associados a cada sitio da rede sdo obtidos numericamente através das equagdes (4.5)-
(4.14). Nas Figuras 17 e 18 representamos a densidade de energia u[,; em fun¢éo da
temperatura para « = 0,000 e x = 1,061, respectivamente, descrevendo o comportamento
da energia interna na regido de baixas temperaturas onde o sistema apresenta uma
descontinuidade no parametro de ordem. A Figura 17 descreve o comportamento da
energia para uma transicdo de segunda ordem. A Figura 18 ilustra que na regido de
baixas temperaturas e (¢* < « < ap) ocorre uma descontinuidade, isto é, um salto no
valor da energia interna. Ambas as figuras foram obtidas para o modelo com d = 2
e n = 21 hierarquias, uma vez que comportamento andlogo é obtido para dimensdes

superiores.

-0,20
— 0.000

-0,40

-0,60

Y]

-0,80

'1 ,0 | 1 1 1 1
0,0 0,5 1,0 1.5 20
T/J

Figura 17 — Energia interna do modelo BC em unidades de ] um fung¢do da temperatura
para valores de a fixo com & = 0,00, d = 2 e n = 21 hierarquias recuperando
o modelo de Ising S = 1.
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Figura 18 — Energia interna do modelo BC em unidades de ] um func¢do da temperatura
para valores de « fixo com & = 1,061 na regido da reentrancia («* < & < ap).

O valor da densidade de energia interna do estado fundamental (T = 0) e na regido
entre (x < a,), corresponde a configuracdo onde os spins estdo todos alinhados para
cima com S; = 1 (ou para baixo S; = —1), é dada por:

u[n] =—14a. (4.29)

Na regido a, < « < ap, em baixas temperaturas, o sistema estd na chamada fase para-
magnética ordenada. Em T = 0 os estados ocupados pelo spins sdo S; = 0. Deste modo,
os pares de correlagdes entre sitios mais préximos sao nulos. Portanto a densidade de
energia interna em T = 0 deve possuir valor nulo. Na Figura 19 mostramos a densidade
de energia interna em fungdo da temperatura normalizada pela temperatura critica,
na regido da reentrancia e em baixas temperaturas. Observamos que a medida que
reduzimos a temperatura sobre a fronteira de transicdo ferromagnética-paramagnética
ordenada, a densidade de energia, a partir da temperatura critica T, = 0,150 e . = 1,114
para dimensdo d = 2 (indicado na Figura 19 por tridangulos apontando para direita), a

densidade de energia interna sofre saltos mais evidentes na transigéo.

4.3.4 Calor especifico

O calor especifico foi obtido numericamente, através da derivada numérica
da energia interna em relacdo a temperatura. Na Figura 20, exibimos o calor especifico
em funcdo da temperatura para a = 0,00 para dimensdo d = 2. Como usual para uma

transicdo de segunda ordem, observamos um pico agudo em T.. O calor especifico
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T
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Figura 19 — Densidade de energia interna em funcdo de T/ T, sobre a fronteira de tran-
si¢do F-PO para d = 2, evidenciando o aumento no salto da densidade
de energia a medida que reduzimos a temperatura. Os simbolos indicam
valores das respectivas temperaturas criticas.

da mistura do *He-*He foi obtido experimentalmente ao longo da transicdo A e seu

comportamento ilustrado na Figura 2.
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Figura 20 — Calor especifico versus temperatura em unidades de |, para « = 0,00 para o
modelo BC ferromagnético na rede hierdrquica tipo diamante com dimensdo
d=2.

Para compreender melhor a transi¢do ferromagnética-paramagnética em baixas tem-
peraturas, cruzamos a linha de transicdo de fase fixando uma temperatura e variando
« = D /K. Deste modo, é razodvel estudar a derivada na energia interna em relacdo ao
campo cristalino, em vez da temperatura. Sendo E; uma quantidade de energia mais
simples e que também captura o comportamento singular, como apontado por (86),
analisaremos a parcela do calor especifico, referindo-se a derivada numérica de E; em
funcdo de D. Na Figura 21 exibimos o calor especifico em funcdo de a, mostrando o
efeito do tamanho finito sobre a rede. Este efeito provoca um deslocamento na posi¢ao
do pico, além de um aumento deste valor, 8 medida que aumentamos o niimero n de
hierarquias. A Figura 21 ilustra o comportamento para um valor cruzando a linha de

transicao F-P a temperatura T, = 1,000 e &, = 0,695.
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Figura 21 — Calor especifico versus « para alguns valores de n de acordo com as cores da
legenda com T, = 1,000 para o modelo BC na rede hierdrquica tipo diamante
com dimensdo d = 2.

O estudo do efeito de tamanho finito na rede hierdrquica para transi¢des de fase
permitiu observar como apontado no trabalho (86): (i) um deslocamento no pseudo
ponto critico, como visto na Figura 21, através do deslocamento dos picos, e (ii) uma
diferenga no comportamento do valor dos picos do calor especifico (C}) para diferentes
regides do diagrama. Para transi¢des de primeira ordem, o pico do calor especifico é
regido por uma lei de poténcia do tipo C; ~ L*, com L = 2" em redes hierdrquicas e
escalando com um valor de x dependendo da dimensao analisada como apontado por
(86), como ilustrado nas Figuras 22 (a) e (b). Para a transigdo de segunda ordem os picos
do calor especifico mostraram um comportamento logaritmico, como constatado por
(86), Figura 22 (c), a linha vermelha representando o ajuste logaritmico a partir L > 256.
Na Figura 22 (a) para d = 2 notamos, para o valor de T, = 0,060 na regido de primeira
ordem e L < 256 em escala logaritmica, que o pico do calor especifico se relaciona com
L através de uma lei de poténcia com expoente x = 1,3149. Para dimensdo d = 3, Figura
22 (b), encontramos uma relacgdo linear até L < 512 com valor do expoente x associado
estimado em x = 1,9431.
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Figura 22 — Picos do calor especifico versus L. Observando em (a) d =2 e (b) d =3
o comportamento linear para os picos em funcdo na escala logaritmica
na regido de baixas temperaturas. Enquanto que em (c) observamos um
comportamento semelhante a fungdo logaritmica para transi¢des de segunda
ordem.

4.3.5 Susceptibilidade associada ao campo cristalino D

Devido a impossibilidade de calcular a susceptibilidade magnética através das
propriedades locais, uma vez que as propriedades locais fornecem apenas as correlagdes
entre pares de spins primeiros vizinhos e por tratarmos o modelo na auséncia de campo
magnético. E razoavel investigar como a susceptibilidade da densidade de spins no
estado S; = 0, uma espécie de parametro de ordem com relagdo ao campo cristalino.

Definimos, assim, a susceptibilidade associada ao campo cristalino D

_an
XD=3DIr
Na Figura 23 exibimos o comportamento da susceptibilidade xp em fungdo de
«#=D/K, parad = 3: (a) T, = 0,200 e (b) Tc = 0,300. Observamos que hd uma mudanca

qualitativa no comportamento da susceptibilidade relativa ao campo cristalino. Em

(4.30)

(a) observa-se, para a < ., um aumento radpido na susceptibilidade. Em & = «, ocorre
um aumento significativo do pico, seguido de abrupto decréscimo para o um valor
nulo, no limite n — oo, para valores de a > a.. Em (b) observamos um aumento suave e
continuo, para & < &, mas em & = a. ndo é observado um salto apds o pico. Para o > a,

ocorre uma redugdo da susceptibilidade xp, contudo decrescendo continuamente a
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zero. Investigamos o comportamento do valor do pico da susceptibilidade xp para
valore de « imediatamente antes e depois do valor critico, para varios valores de n. Na
Figura 24, representamos os valores dos picos em fun¢do do ntimero de hierarquias
para os mesmos valores de temperatura da Figura 23. Para (a) T, = 0,200, a medida
que aumentamos o valor de 7 o efeito de tamanho finito é reduzido e o valor do pico
para « < «, estabiliza-se em torno de 1,0 x 10°. Para & > a. os valores tendem a zero,
no limite termodindmico. J4, para (b) T, = 0,300 os picos imediatamente antes e depois
de a, tétm o mesmo valor, dentro da precisdo numérica. Esses resultados apresentam
uma mudanga qualitativa e quantitativa no comportamento da susceptibilidade entre
as temperaturas T, = 0,200 e T, = 0,300, sinalizando a possivel localiza¢do do ponto

tricritico nesse intervalo.
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Figura 23 — Susceptibilidade xp associada ao campo cristalino D sobre a fronteira de
transicdo para n = 15, (a) Tc = 0,200, (b) T, = 0,300 e d = 3.
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Figura 24 — Valores dos picos da susceptibilidade xp em fun¢do do nimero de hie-
rarquias sobre a fronteira de transi¢do para (a) T, = 0,200, (b) T, = 0,300 e
d=23.

4.3.6 Entropia

A densidade de entropia foi obtida através da integracdo numérica do calor

especifico dividido pela temperatura, isto é

Cu = T(?—i)M. (4.31)

Como esperado em uma transigdo de fase de segunda ordem, ocorre uma mudanca
gradual no sinal da concavidade de S x T em T;. Entretanto, para uma temperatura
na regido em que ocorrem transi¢des de fase de primeira ordem, semelhante ao que
ocorre para o caso da energia interna, percebemos uma variagdo abrupta na densidade
de entropia (s). Na Figura 25, apresentamos a densidade de entropia s(T) em fungdo
da temperatura reduzida para alguns valores de temperaturas criticas, indicados na
legenda, para uma rede com n = 21 hierarquias. Devido ao aumento no valor da descon-
tinuidade, fica evidenciado a natureza da transi¢do em primeira ordem. Notavelmente, a
medida que a temperatura da transicdo é diminuida sobre a fronteira entramos na regiao
das transi¢des de primeira ordem que revelam descontinuidades finitas de s(T'). Assim,
como observado na dependéncia da energia interna, em temperaturas de transi¢oes
mais baixas a descontinuidade fica mais nitida, o que demonstra que o método utilizado
permite acessar regides onde ocorrem transi¢des de primeira ordem no diagrama de

fases, ndo descritas por outros métodos.
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Figura 25 — Densidade de entropia s(T) em unidades de | em fung¢do de T/ T, sobre a
fronteira de transi¢do F-PO para o modelo BC em redes com d = 2, evidenci-
ando o aumento na descontinuidade da densidade de entropia a medida que
reduzimos a temperatura. Os simbolos indicam valores das temperaturas
criticas.

Numericamente é possivel obter diretamente os valores para a diferenca de entalpia
AH = TAS, sobre a transi¢do de primeira ordem, chamado de calor latente da transigao.
Na Figura 26, calculamos a diferenca de entalpia em fungdo da temperatura sobre a
linha critica de transi¢do de fase de primeira ordem variando T e « para o modelo BC
em redes com d = 2. A medida que nos aproximamos do ponto tricritico o calor latente

vai se anulando, caracterizando transi¢do de primeira ordem.



Capitulo 4. MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNETICO 67

0,05
7 Ty
°
0,04| ™
©0,03
c
()
E L
20,02 ‘.
O
0,01 ®o.
.. ......................
0,00 .................... ..
0.08 010 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20
Temperatura

Figura 26 — Calor latente em funcdo da temperatura sobre a linha critica de transi¢do de
fase de primeira ordem. O valor na legenda indica a dimensdo dad =2. O
calor latente vai se anulando a medida que se aproxima do ponto tricritico,
em T, = 0,20.

4.3.7 Expoentes criticos

Como mencionado na introdugédo desta tese, no entorno do ponto critico,
certas grandezas termodindmicas possuem comportamento singular, isto é, se anulam
ou crescem sem limites divergindo no ponto critico. Em transi¢des continuas verifica-
se que as singularidades sdo bem representadas por uma lei de poténcia, quando
considerados seus desvios em rela¢do ao valor no ponto critico. Partindo da equagao
(1.3) é possivel estimar, numericamente, 0 expoente 8 associado ao pardmetro de ordem.
Inicialmente fixamos o = 0,00 e T, = 1,216848, T, = 2.681640 e T, = 5,418602 para as
dimensodes d = 2, 3 e 4, respectivamente. Em seguida fazendo variar T inicial em trés

intervalos com 100 passos em cada intervalo, por exemplo, no caso com T, = 1,216848

Intervalo; =[1,216748;1,216848| com acréscimos de 0,000001 ,
Intervalop =[1,2067;1,2167] com acréscimos de 0,0001 ,

Intervalos =[0,20;1,20] com acréscimos de 0,01 .

Na Figura 27 representamos a magnetiza¢do em fungdo de (|T — T|)/ T, para o =
000ed=2.
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Figura 27 — Magnetizacdo versus temperatura para d = 2, com n = 15 e calculada em
trés intervalos.

Em seguida, mostramos na Figura 28 o grafico da Figura 27 em escala logaritmica.
Observe que o grafico estd separado em trés segmentos correspondendo a cada interva-
los. Na regido central onde a magnetizagdo apresenta comportamento de lei de poténcia,
tizemos uma regressdo linear e estimamos o expoente = 0,16100, para d = 2. Este
valor estad coerente com o valor analitico de = 0,1617430 para o modelo de Potts com
q = 2 estados que descreve o modelo de Ising S = 1/2 na rede hierdrquica diamante
na referéncia (69). Os valores de B para o modelo BC nas redes com d = 3 e 4 foram

também obtidos seguindo o mesmo procedimento e seus valores estdo expressos na
Tabela 4.2.
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Figura 28 — Gréfico logm versus log[(|T — T;|)/T;| mostrando o comportamento na
vizinhanga da transicdo em a« = 0,00 e T = 1,216848 para rede com n = 15,
como pode ser observado no gréafico. A linha vermelha indica o ajuste
realizado para estimar o valor de g = 0,16100.

O expoente critico v associado ao comprimento de correlagdo foi estimado utilizando
a equagdo 1.6. O procedimento utilizado foi fixar « = 0,00 e T = 1,216848, T = 2.681640 e
T = 5,418602 para redes com dimensdo d = 2, 3 e 4, respectivamente. Em seguida, calcu-
lamos a magnetizagdo para varios valores n de hierarquias. Expressamos os resultados
em funcdo de L = 2". Na Figura 29, mostramos na escala logaritmica, onde estimamos o
valor B/v = 0,12204 e a partir dele encontramos o valor do expoente critico v = 1,31924.
Esses resultados estdo de acordo com os encontrados em (78, 69), mostrando que o mo-
delo de Ising spin 1 em redes hierdrquicas faz parte da mesma classe de universalidade
dos modelo com variaveis de spin 1/2 . Os demais expoentes, sdo obtidos pelas relagdes
de escala e hiperescala que foi verificada numericamente e comprovada analiticamente

para modelos de Ising ferromagnéticos em redes hierarquicas.

x+286+v=2, (4.32)
x+dv=2. (4.33)

Na Tabela 4.2 apresentamos todos os expoentes obtidos nesta tese, incluindo os estima-
dos pelas relacdes de escala e hiperescala para dimensdes d = 2, 3 e 4. Para efeito de
comparagdo, exibimos também alguns resultados exatos estimados em redes hierdrquica
nas referéncias (87, 78, 69)
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Figura 29 —logm versus logL para d = 2 para o valor fixo de T = 1,216848 com o
coeficiente angular igual B/v.

Expoente d=2 d=3 d=4

B 0,16100 0,45852 0,70009

B/v 0,12204 0,44056 0,68609

v 1,31924 1,04152 1,0204

« -0,63848 -1,12456 | -2,0816

0% 2,31648 2,20752 2,68142
Resultado exato (B) | 0,1617430| 0,463241 -
Resultado exato (v) | 1,33827 - -

Resultado exato (x) | -0,6765320 -1,194450 -
Resultado exato () | 2,3530632| - -

Tabela 2 — Expoentes criticos obtidos nesta Tese para dimensdes d = 2, 3 e 4, incluindo os
valores exatos para redes hierdrquicas para efeito de comparacao calculados
nas referéncias (78, 69).
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5 PROPRIEDADES MULTIFRAC-
TAIS DO MODELO BLUME-CAPEL
FERROMAGNETICO

Até o momento, os resultados obtidos estdo concentrados em propriedades
globais ou médias do sistema. Entretanto, neste capitulo estudaremos algumas pro-
priedades locais do parametro de ordem, isto é, analisaremos o comportamento da
magnetizacdo em cada sitio da rede, em especial, na regido critica. Essa investigagdo
possibilita um melhor entendimento das transi¢des de fases.

Em baixas temperaturas e distantes da regido critica na regido ferromagnética, o
comportamento esperado para a magnetizagdo é que todos os sitios da rede estejam ocu-
pados por spins orientados para cima (ou para baixo), de modo que as magnetiza¢oes
locais sejam iguais a um (ou menos um). Entretanto, ao nos aproximarmos da fronteira
de transigdo ferromagnética-paramagnética é esperado, para uma transicdo de segunda
ordem, que o parametro de ordem médio se anule sobre a linha. Isto ocorre devido a
competicdo entre as interacdes de ligacdo e o campo cristalino local, dando origem a
configuragdes complexas, que ndo sdo perceptiveis quando se analisa as propriedades
globais.

Na primeira parte do capitulo, estudamos o comportamento da magnetizagdo local
ao longo de um perfil representativo, que sera definido na secdo a seguir, para diferentes
pontos do diagrama de fase. Em especial, buscamos entender como se comporta o para-
metro de ordem na regido de baixas temperaturas préximo da fronteira da transigdo
ferromagnética-paramagnética ordenada. Na segunda parte do capitulo, investigamos
como o espectro multifractal dos perfis se comportam a medida que variamos a tempe-
ratura critica do sistema sobre a linha de transi¢do. Essa anélise sera feita para o modelo
BC definido em redes hierdrquicas tipo diamante com fator de escala b = 2 e namero de

conexdes p = 2 e 4, caracterizando as dimensoes fractais d = 2 e 3, respectivamente.

5.1 Perfis das magnetizacoes locais

Nesta se¢do investigaremos, em detalhes, o comportamento do modelo BC
ferromagnético na regido de baixas temperaturas na fronteira de transigdo ferromagné-
tica para as fases com magnetizacdo nula, observadas no intervalo a, < & < ag. Para um
valor fixo de «a neste intervalo, tanto o parametro de ordem m quanto a densidade de
spins 1p no estado S; = 0 exibem uma descontinuidade, quando calculadas ligeiramente

acima e abaixo de T, sugerindo uma transi¢do de primeira ordem. Essas descontinuida-
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des se reduzem até se anularem a medida que, sobre a linha de transi¢do, aumentamos
a temperatura sinalizando a presenga do ponto tricritico. Os valores finitos dessas des-
continuidades sdo apresentados na Figura 30. O valor Am, representado no gréfico por
circulos abertos, e o de Ang, por quadrados abertos, variam de um (descontinuidade
méxima) para zero dentro do intervalo oy < a < ac. Os valores ay = 1,046 e . = 1,151
para d = 2, na figura indicada pela cor preta, e a; = 1,500 e a, = 1,555 para d = 3, no
grafico indicado pela cor azul, foram obtidos numericamente e ja foram apresentados

no capitulo 3, na Tabela 4.1.

o-0Am -d=2
|:|_|:|An0-d=2
o-o0Am -d=3
|:|_|:|An0-d=3

Figura 30 — Descontinuidades de Am (circulos abertos) e Ang (quadrados abertos) ao
longo da fronteira de transi¢do que separa a regido com magnetizagdo
diferente de zero da regido com magnetizacdo nula em baixas temperaturas
no intervalo a, < & < ap parad = 2 cores pretas e d = 3 cores azuis.

O conjunto de equagdes (4.5)-(4.14) possibilita analisar a magnetizagdo e os pares de
correlagdes em cada sitio de uma rede hierarquica de ordem rn. Para uma melhor anélise,
podemos estudar como a magnetiza¢do, ou alguma propriedade local de interesse,
estd distribuida ao longo de uma geodésica ligando os sitios externos S; e Sy, 0 que
costuma-se chamar de perfil representativo. Para melhor ilustrar observe a Figura 31,
nela representamos uma rede hierarquica tipo diamante finita de ordem n = 3 e dimen-
sdo fractal d = 2. A linha tracejada azul representa uma geodésica topolégica ligando
os sitios externos, representados por A e B. As sequéncias de valores obtidas ao longo
de qualquer geodésica sdo idénticas devido a simetria topolégica da rede hierdrquica
tipo diamante. Cada perfil compreende todos os tipos de sitios com nimero e posicao
de coordenacdo distintos em relacdo as raizes. Um perfil de uma rede hierdrquica tipo

diamante e fator de escala b = 2 com n geragdes contém exatamente 2" + 1 sitios.
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(b)

> - - - - --—-06-——---———-0-———-—--0——-0
A 3 2 3 1 3 2 3 B

Figura 31 — Rede hierarquica tipo diamante de ordem 1 = 3 e dimens&o fractal 4 = 2 (a)
e menor caminho que conecta os sitios externos, correspondendo ao perfil.
Na Figura (b) a linha tracejada azul corresponde a geodésica que conecta os
sitios externos representados nessa figura por A e B. Os nameros indicam
em que ordem esses sitios foram introduzidos na rede.

Para um maior entendimento, denotaremos por m(n,d) e my(n,d) as médias da
magnetizacdo da rede e do perfil, respectivamente, de uma rede com n hierarquias e
dimensdo d. Para ilustrar o perfil tipico de uma transi¢do de segunda ordem, investi-
gamos o caso do modelo de Ising de spin 1 com campo cristalino nulo, isto é, « = 0,00
sobre T¢, para a rede hierarquica tipo diamante com d = 2, Figura 32 e d = 3, Figura 33,
com T, = 1,217 e T, = 2,682 , respectivamente. Nas Figuras 32 e 33, mostramos como
os perfis variam com o niimero de hierarquias na rede. As Figuras 32 e 33 ilustram os
casos para (a)n =8, (b)n=10e (c) n = 12.

As magnetizagdes médias dos perfis possuem os seguintes valores 11,(8,2) = 0,477,
my(10,2) = 0,402, m,(12,2) = 0,339, m,(8,3) = 0,088, m,(10,3) = 0,047 e m,,(12,3) = 0,025.
Os valores das magnetizagdes calculadas para toda a rede sdo iguais a m(8,2) = 0,440,
m(10,2) = 0,371, m(12,2) = 0,314, m(8,3) = 0,056, m(10,3) = 0,031 e m(12,3) = 0,017.
Note que os valores das magnetiza¢des médias em toda a rede sdo menores que os
do perfil correspondente. Essa diminui¢do ocorre devido as contribui¢des dos sitios
gerados em ordem maiores possuirem um valor de magnetizacdo menor e apresentarem
frequéncia maior, contribuindo com maior peso na média. No entanto, espera-se que
o parametro de ordem se anule numa transicdo continua (segunda ordem), o que nao
tica evidenciado no caso d = 2, mostrado na Figura 32. Percebe-se que a magnetizagdo
diminui lentamente & medida que aumentamos a ordem da rede, porém no limite
termodinamico (1 — c0) o valor esperado é m — 0, como demonstrado analiticamente na

referéncia (78) para o modelo de Ising com spin 1/2 na rede hierarquica tipo diamante.
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Figura 32 — Perfis tipicos de uma transi¢do continua com campo cristalino nulo a = 0,000
e T =1,217 para d = 2 para redes de ordem (a) n =8, (b) n =10 e (c) n = 12.
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Figura 33 — Perfis tipicos de uma transi¢do continua com campo cristalino nulo a = 0,000
e Tr = 2,682 para d = 3 para redes de ordem (a) n =8, (b) n =10e (c) n = 12

Na regido de baixas temperaturas e fronteira de transi¢do das fases ferromagnéticas-
paramagnética ordenada, os perfis exibem uma estrutura bem diferente dos relatados

acima, como observado nas Figuras 34 e 35. Nesses perfis, a estrutura torna-se menos
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irregular, embora ainda apresentem caracteristicas fractais, como ser invariante por
transformacao de escala. As Figuras 34 e 35 ilustram como o perfil se modifica ao longo
da fronteira. Os casos mostrados na Figura 34 (a) T. = 0,100 e « = 1,076 e (b) T, = 0,150
ewa = 1,114, para d = 2. Na Figura 35 (a) T, = 0,150 , &« = 1,512 e (b) T, = 0,200, « = 1,537
para d = 3. Percebemos que a magnetizacdo média do perfil é finita e ndo serd nula no
limite termodinamico n — co. Para confirmar essa afirmagdo apresentamos um grafico,
ver Figura 36, da magnetizacdo média em fun¢do do ntimero de hierarquias () para rede
com dimensdo (a) d =2 e (b) d = 3. Para isto, calculamos a magnetizacdo imediatamente
antes e depois do «,, na sétima casa decimal. Em ambos o0s casos o valor imediatamente
antes se estabiliza num valor finito para magnetizacdo, enquanto que imediatamente
depois de a. 0 valor da magnetizacdo tende a zero. Os casos sdo calculados na regido
que apresentou descontinuidade no parametro de ordem (a) T, = 0,100 e (b) T = 0,150.
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Figura 34 — Perfis tipicos de uma transi¢do de fase descontinua com n = 12 e dimenséao
d=2para(a)a =1,076e T, =0,100e (b) « =1,114 e T, = 0,150.
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Figura 36 — Magnetizacdo média da rede versus nimero de hierarquias calculado para
um valor fixo de T, com valor de « indicado nas legendas, ligeiramente
antes e depois da fronteira entre as fases ferromagnética e a regido com
magnetiza¢do nula para (a) T. = 0,100, ,d =2 e (b) T. = 0,150 e d = 3.

5.2 Espectro multifractal

A abordagem multifractal é a técnica mais utilizada para investigarmos
como a medida renormalizada, construida atribuindo-se valores aos elementos de um
conjunto pertencente a um suporte geométrico (linha, superficie, volume ou um fractal),
se distribui nas diferentes parti¢des do suporte. Para isso, inicialmente, realiza-se uma
particdo de tamanho fixo (caixas) sobre o suporte. Em seguida, define-se medida de

probabilidade normalizada y;(¢) para medidas na i-ésima caixa

ui(l) = N (5.1)

onde N;(¢) é o numero de pontos na i-ésima caixa. Esta probabilidade escala com o

comprimento através de uma lei de poténcia do tipo
pi(l) ~ € (5.2)

onde & é conhecido como expoente de Holder e pode assumir varios valores em um
intervalo. Embora @ dependa da posicdo, existe um subconjunto de caixas que apresen-
tam o mesmo valor para . De modo geral, o niimero de caixas deste subconjunto com

mesmo valor de & (Ngz({)) escala com ¢ na forma
Ng(€) ~ ¢=f(@ (5.3)

onde f(«) é conhecida como espectro de singularidade e nada mais é que a dimensao
fractal (dimensdo de Hausdorff) do conjunto de medidas que possui expoente de Holder
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(@) entre [@i,,Xmax]. A forma de f (@) é concava com apenas um maximo, cujo valor é a
dimensao fractal do conjunto suporte.

Em resumo, a fungdo f (&) permite visualizar como as singularidades da medida
estdo distribuidas ao longo do suporte.

Na maioria dos problemas em que se deseja medir f(«), aplicando as equagdes
(5.2) e (5.3) ndo conduz rapidamente a bons resultados, isto ocorre devido a lenta
convergéncia dos valores de @ e f(«). Neste caso, uma alternativa para superar essa
dificuldade é usar o método desenvolvido por Chhabra e Jensen (88), que consiste em
calcular a dimensdo de Hausdoff separadamente de cada subconjunto. O procedimento
padrdo é “cobrir"a medida experimental com as caixas de tamanhos iguais e calcular a
probabilidade p;. Em seguida define-se uma familia de medidas normalizadas ;(g),

cujo valor na i-ésima caixa serd dado por

pl(0)
NTAGE

Como o parametro g pode variar, possibilitando investigar regides com expoente

ui(q.l) = (5.4)

w distintos, quando g > 1 a equagéo (5.4) seleciona regides onde p;(¢) é mais singular,
enquanto que para g < 1 as regides selecionadas sdo menos singulares e ¢ = 1 a medida
1(1) replica a medida original. Com isso, conseguimos calcular a fun¢do f(«) e o valor

médio & na forma parametrizada pelo parametro g

pl(0)

i IZ = = g, .~
rila ) xip](6)

w(q) = _}Ei‘o@ Zuz 9,0)logpi(4.0),

fa) = _}52‘0@ Z.”z 9.0)log pi(() -

A grande vantagem de usarmos a parametrizagdo de f(q) e a(q) é a rapida conver-

géncia do limite aplicados a dados experimentais ou computacionais.

5.3 Propriedades multifractais das magnetizacoes locais

Os perfis das magnetizagdes locais, conforme discutido na secdo 5.1, quando
observamos em diferentes posi¢des ao longo da geodésica que liga os sitios externos
da rede, apresentam um comportamento tipico das estruturas fractais denominado
invariancia de escala. Essa propriedade sugere que a distribui¢do heterogénea dos
valores das magnetizagdes locais, em funcdo da temperatura e outros pardmetros do
modelo, deve ser analisada com a técnica multifractal, como realizado em estudos
anteriores (89, 80).
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Para uma melhor distin¢do entre os padrdes dos perfis das magnetizagdes, apresen-
tados nas Figuras 32, 33, 34 e 35, é necessdrio caracterizar a multifractalidade através do
espectro multifractal f(a). Isto sera feito a partir do método desenvolvido por Chhabra
e Jensen (88), acima definido. Exibimos o comportamento do espectro f (@) para diversas
temperaturas: T > T,,, para d = 2, ver Figura 37, e T < T,,, ver Figura 38 para (a) d = 2
e (b) d = 3. Incluimos nesses graficos, o espectro do perfil que representa o modelo
de Ising S = 1 com campo nulo indicado, nas figuras, pela linha tracejada preta que é
utilizado para efeito de comparacdo. Notamos que para T > T,, observa-se um lento au-
mento da largura nas f (@) a medida que a temperatura é reduzida. Este comportamento
foi observado tanto para redes com d = 2 quanto para redes com d = 3, embora a largura
em todos casos fique préxima da largura do modelo de Ising a campo nulo. Enquanto
que para T < T,, observamos inicialmente comportamento analogo ao percebido na
regido T > T,,. Por volta da temperatura T. = 0,30, em ambas dimensdes, as larguras
dos espectros nas f(a) comegam a diminuir. Para transi¢des de fases continuas é possi-
vel caracterizar um comportamento multifractal, através das aberturas dos espectros
f(a) calculando os valores de &min (maiores valores de g) e de @max (menores valores
de g.) A partir de T, = 0,30 a abertura (AX = &max — Xmin) Vai se estreitando a medida
que reduzimos a temperatura, convergindo para um tnico ponto (monofractal), isto €,
um Unico & para todo g. Desta maneira o espectro f(a) pode ser utilizado como critério
para decidir a natureza da transigdo e assim auxiliar na delimita¢do do comportamento

do ponto tricritico.
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Figura 37 — Espectro multifractal de perfis tipicos da magnetizagdo com d = 2 sobre
pontos na linha de transigdo para diversas temperaturas com T > Ty,. A
linha tracejada preta para (a« = 0,000, T, = 1,217) é utilizada para efeito
comparativo. A largura aumenta com a redugdo da temperatura.
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Figura 38 — Espectro multifractal de perfis padrdo da magnetizacdo sobre pontos na
linha de transi¢do para diversas temperaturas com T < T,,. A linha tracejada
preta para (a) (x =0,00,T, =1,217),d =2, (b) (0« =0,00,T, =2,682) ed =3,
utilizadas para efeitos comparativos. Inicialmente, a largura aumenta com
a reducgdo da temperatura, em seguida percebe-se um estreitamento da
largura até convergir para um ponto (monofractal).

A transicdo de fase de primeira ordem na fronteira de separagdo ferromagnética-
paramagnética ordenada para o modelo BC ferromagnético é mostrada, para melhor
visualizar, na Figura 39. Baseado nas propriedades globais e na descontinuidade do pa-
rametro de ordem encontramos o ponto D, que representa o inicio da descontinuidade
maxima, (T; = 0,060,a; = 1,046) para o casod =2 e (T; = 0,070,043 = 1,500) parad =3, e
o ponto C, possivel localizagdo do ponto tricritico, com (T = 0,200,a; = 1,151) para o
casod =2 e (T, = 0,250,a5 = 1,575) para d = 3. O intervalo entre (C-D) delimita a regido
onde a descontinuidade é maxima (ponto D) e diminui até zero (ponto C). A linha
sOlida indica uma transi¢do de fase continua, enquanto que os X’s, intervalo de (D-E),
marcam uma transi¢do de primeira ordem caracterizada por uma descontinuidade
méxima no parametro de ordem. A linha tracejada (C-D) delimita, uma transigao de
fase de primeira ordem caracterizada por uma descontinuidade finita no pardmetro de
ordem que vai a zero ao longo da linha de transi¢do a medida em que a temperatura é
aumentada. Além disso, neste intervalo, o perfil multifractal para a magnetizacao local
aumenta a largura do seu espectro desde (monofractal) até uma largura finita, como

observado em transi¢des de fase de segunda ordem.
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Figura 39 — Temperatura (1/]) em relagdo campo cristalino reduzido (« = A/]) em
baixas temperaturas para modelo BC definido na rede hierarquica com
dimensodes d = 2 (linhas pretas) e d = 3 (linhas azuis). F e P indicam as re-
gides ferromagnéticas e paramagnéticas correspondentes, respectivamente.
B, C, D e E sdo os pontos relatados na Tabela ??. A linha continua indica
uma transicdo de fase continua. Os X’s (trecho D-E) marcam uma linha de
transicdo de fase de primeira ordem com uma descontinuidade completa no
parametro da ordem e um perfil fractal da magnetizacdo. A linha tracejada
delimita uma transicdo de fase descontinua com uma descontinuidade do
parametro de ordem finita e um perfil multifractal da magnetizacéo.
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6 MODELO BLUME-CAPEL DESOR-
DENADO NA REDE HIERAR-
QUICA

Vidros de spins sdo sistemas magnéticos desordenados, onde os momentos
magnéti-
cos, ou spins, em baixas temperaturas estdo “congelados"em dire¢des aleatérias (90,
91). Diferente do ferromagneto ou antiferromagneto, ndo apresentam uma estrutura
magnética ordenada com simetria de longo alcance. Um material tipico que apresenta
propriedades dos vidros de spins sdo as misturas magnéticas formadas a partir de
impurezas magnéticas, como Fe e Mn, distribuidas aleatoriamente na rede de um metal
nobre (Au,Ag,Cu,Pt) formando, assim, ligas metalicas diluidas como AuFe, CuMn e
AuMn.

Como os spins estdo fixos e sdo espacialmente distribuidos aleatoriamente (desordem
congelada), podem ocorrer algumas interagdes positivas ou negativas entre pares de spins.
Por causa disto, um determinado spin poderé sofrer interagdes competitivas oriundas de
outros pares de spins e nenhuma configuragdo serd capaz de, simultaneamente, atender
ao estado de minima energia para todos os pares de interacdo. Este fenomeno é chamado
de frustragio (92). Desta forma, estdo presentes as duas caracteristicas necessarias para o
comportamento tipico de vidros de spin (VS) que sdo: desordem e frustragao.

Tipicamente, as amostras das ligas metalicas com impurezas magnéticas diluidas sdo
preparadas em altas temperaturas e rapidamente resfriadas em um processo chamado
de temperado (quenching). Neste processo, as impurezas magnéticas apresentam um
“congelamento” local espacialmente desordenado. O processo de resfriamento também
pode ser feito lentamente, sendo chamado de recozimento (annealing), nesse caso as
impurezas magnéticas relaxam para estados cuja energia livre alcanga um minimo
global.

Sistemas de vidros de spins sdo de grande interesse em fisica da matéria condensada
e passaram a receber maior atencao por volta de 1970. Do ponto de vista experimental,
um vidro de spin é caracterizado por apresentar algumas propriedades tipicas (90,
91). Por exemplo, uma ctispide na susceptibilidade linear a.c. (campo alternado), que
muda de posicdo quando a frequéncia do campo externo varia como foi observada por
Cannella e Mydosh em 1972 (93, 94). Um méaximo arredondado no calor especifico e
efeitos de irreversibilidade também foram observados nas medidas da magnetizacdo em
baixas temperaturas na presenca de campo magnético externo (95). Em geral, nenhuma

das medidas citadas anteriormente sdo suficientes para caracterizar uma transigdo de
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fase vidro de spin. Somente apés a andlise de medidas da susceptibilidade néo linear x,,;,
definida como o coeficiente do termo de ordem ctibica na expansao da magnetizacdo

em poténcias do campo externo,
m=xh—xuh>+... (6.1)

foi possivel assegurar a existéncia de uma genuina transi¢do de fase (96). A suscepti-
bilidade ndo linear x,; é uma fun¢do bem comportada no tempo, apresentando uma
divergéncia pronunciada em T = T, comparavel a divergéncia observada na susceptibi-
lidade linear y em sistemas ferromagnéticos.

Abordagens tedricas para descrever as propriedades dos vidros de spins levaram
Edward e Anderson (EA) (97), em 1975, a propor um modelo (modelo EA), no qual é
definido numa rede regular com N sitios com spins S; em cada sitio i. As interagdes entre
pares de spins primeiros vizinhos sdo fornecidas por uma distribui¢do de probabilidades
que introduz interagdes positivas e negativas, portanto o modelo EA incorpora as
duas caracteristicas bésicas para vidros de spin, desordem e frustracdo. Além disso,
propuseram o parametro de ordem de vidro de spin g4 para caracterizar a fase vidro
de spin fornecido por:

GeA = %l; [(502]] , (6.2)
onde (...) e [...]; representam as médias térmicas e sobre a desordem, respectivamente.

O modelo de Edwards-Anderson (EA) (97) e um modelo denominado de Sherington-
Kirkpatrick (SK) (98) sdo os primeiros modelos a investigar o comportamento de mate-
riais com caracteristicas de vidro de spin. O modelo SK considera as varidveis de spin
de Ising e investiga as interacdes de longo alcance através da solugdo de campo médio.

Uma vez que a solugdo no regime de campo médio para modelos de VS é bem
compreendida, muitos esforgos tém sido feito na busca de solu¢des que representem
sistemas fisicos reais, onde as intera¢des entre spins tem alcance finito. As redes hie-
rarquicas se tornam uma ferramenta poderosa na investigacdo da fase VS combinada
com o método do grupo de renormaliza¢do que permite o acesso a grandes escalas
de comprimento com baixo custo computacional. A maior parte dos trabalhos sobre
vidro de spin em redes hierarquicas utilizam redes da familia de Migdal-Kadanoff
(99, 100, 101, 102, 89, 80, 81, 103, 104, 105, 106).

Neste capitulo, investigamos a transi¢do de vidro de spin-paramagnética do modelo
Blume-Capel desordenado definido na rede hierdrquica tipo diamante com dimensao
d = 3 e 4. Para isso, utilizamos as equagdes de renormalizacdo obtidas no Apéndice
A e apresentadas na secdo a seguir. Neste caso, o processo de renormalizagdo é feito
partindo-se de uma distribuicdo de probabilidades inicial gaussiana simétrica para
interacdes de troca entre os pares de spins e para os campos cristalinos, como sera

desenvolvido na se¢do 6.2, abaixo.
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6.1 Equacao de renormalizacao do modelo BC desorde-

nado

O hamiltoniano para o modelo BC desordenado foi definido na equagéo (3.2).
Aqui estudamos o modelo BC com campo magnético externo nulo, de modo que

Hec=—Y_K;SiSj+ Y _DiS7, (6.3)
ij i

com {K;;} denotando as constantes de acoplamento aleatérias entre pares de spins
primeiros vizinhos e {D;} os valores para o campo cristalino aleatério em cada sitio da
rede. Neste tese, ambas as varidveis aleatérias seguem distribui¢des de probabilidades

gaussianas independentes, fornecidas por

1 (Kij — Ko)?

P(K;j) = VT _Z]ZT , (6.4)
1 | (D;— Dy)?]

P(D;) = exp |0 6.5)
\/ 2703 i 20 |

com Ky e Dy representando as médias das distribui¢oes de ligacdes e campo cristalino,
respectivamente. | e op sdo as variancias de cada distribui¢do respectivamente. Para
a presente analise adotamos Ko =0 e Dy =0e ] =1 e op = 1. Definindo J;; = BK;;
e Aj = BD;, com B = 1/xpT, o procedimento usual para obtengdo das equagdes de
renormalizac¢do para as liga¢Oes e para os campos cristalinos foram obtidos no Apéndice
A, a partir das equacgdes (A.31), (A.33) e (A.34), isto é

pol : 1Z;[-1, - ]}

_ - 6.6
~ 21 [ 21, -z 11 ©o

J[1,0]Z:[~1,0]
21 [ 100] } (6.7)

- Z;[0,1]Z;[0, — 1]
AZ—AZ—Eizzlln{ 200 } , (6.8)
6.9)

com

Zi[51,52) = Tr(sy explJ15,0i51 + J15,0:52 — Mjo7], (6.10)

6.2 Temperatura critica e dimensao critica inferior

As equagoes (6.6), (6.7) e (6.8) obtidas Apéndice A, de forma analitica exata,

sdo as responsaveis pela evolucdo das constantes de interagdes entre os spins da rede
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sob renormalizagdo. Para determinar as possiveis transi¢des de fase do modelo BC com
interacdes competitivas aleatérias devemos utilizar um método que atribua as variaveis
Jij, Ai valores aleat6rios que obedecam a uma fungéo de distribuicdo de probabilidades.
Utilizaremos um método conhecido como método dos reservatdrios para iterar a equagdes
(6.6) - (6.8) e analisar numericamente a evolucdo das distribui¢des dos acoplamentos
renormalizados (99).

Inicialmente devemos escolher uma funcdo de distribui¢do de probabilidades para
0s campos e acoplamentos a partir da qual construiremos dois bancos iniciais um
para os acoplamentos e outro para os campos com N entradas cada um. Em seguida
selecionamos, de forma aleatéria, alguns desses bancos, para aplicd-los nas equagdes
(6.6), (6.7) e (6.8) gerando assim novos valores para liga¢des e campos cristalinos.
Aplicamos esse procedimento N vezes até que o nimero de acoplamentos e campos
renormalizadas dos novos bancos contenha N entradas. Chegamos assim a novos
bancos constituido por acoplamentos e campos renormalizados, cujas propriedades
(momentos) sdo mensuradas.

Ap6s concluir a primeira etapa de renormalizacdo o préximo passo é substituir
os bancos iniciais pelos bancos dos acoplamentos e campos renormalizados e repetir
o processo de escolha aleatéria dos acoplamentos e efetuar novamente as equagdes
de renormalizagdo, até obter novos bancos que, no préximo passo da renormalizacao,
servirdo de reservatdrio. As propriedades estatisticas dos bancos renormalizados sdo cal-
culados e armazenadas a cada passo do processo. (Para uma defini¢do formal do método
dos reservatorios, ver (102)). A Figura (40) esquematiza o método dos reservatorios.

—|  Acoplamentos Iniciais {J;, A;}

Equacdes de
enormalizagoe

Acoplamentos Renormalizados T,

Figura 40 — Representacdo ilustrativa do processo de renormaliza¢do usando o método
dos reservatdrios
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Esse processo pode ser repetido n-vezes se necessario. O fluxo da renormaliza¢do
pode ser acompanhado, ao longo das n iteragdes do grupo de renormalizacéo, através
da evolugéo das distribui¢des de probabilidades dos acoplamentos adimensionais, {J;;}
e {A;}, calculando-se os momentos das distribui¢des de probabilidades em cada passo

(80), a partir dos quais é possivel obter:

Média: o/ = (J;) (6.11)
Média: 0\ = (7)), (6.12)
Desvio padrao : (72(]) = ((Jij — <]ij>)2>1/2 , (6.13)
Desvio padrao : O'Z(A) = (A — (A)2)YV2, (6.14)

As médias correspondem aos primeiros momentos e os desvios padrdo (ou larguras)
estdo associadas aos segundos momentos. Ao longo do processo de renormalizagdo
é possivel identificar as diferentes fases de acordo com o “fluxo"dos momentos das
distribui¢des renormalizadas. As configuracoes de cada fase podem ser caracterizadas
de acordo com os respectivos momentos das distribui¢des de probabilidades de suas

interacoes e campos, isto é:

(J) () (8)

Ferromagnética: oy’ — o , 0, = 0,0, — —0c0, (6.15)
Vidro de Spins : 01(]) -0, 02(]) — 00 , (Tl(A) — —00, (6.16)
Paramagnética : 01(]) —0, 02(]) —0, 0’1(A) — Fo00. (6.17)

Na Figura 41 acompanhamos a evolucdo das fun¢des densidades de probabilidades
sob a aplicagdo do grupo de renormalizacdo, a partir de uma distribuicdo inicial gaussi-
ana simétrica ao longo de seis iteragdes. Vale destacar que as fun¢des densidades de
probabilidades estdo normalizadas de modo que a soma das probabilidades seja um e
ndo pela area total. A fase vidro de spins tende a aumentar a dispersao das constantes
de acoplamentos ]ij/ ocasionando um alargamento da distribui¢do de probabilidade
como mostrado na Figura 41 (a), enquanto que, para a fase paramagnética a dispersao
das interagdes diminuem a cada passo, causando um estreitamento da distribuicao
de probabilidades que tende a uma fungdo delta no limite n — co como mostrado na
Figura 41 (b). Assim, a distribui¢do de probabilidades associada ao ponto fixo instavel
serd aquela cuja largura permanece inalterada dentro da precisdo numérica, apds n
iteragOes. Para encontrar a temperatura critica T,, investigamos a temperatura para
a qual a distribui¢do de probabilidades fique invariante, isto é P*(] (n +1)) =P*(J Z-(jn)),

l
como mostrado na Figura 41 (c).
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Figura 41 — Exibimos o comportamento da funcdo densidade de probabilidades ao
longo de 11 itera¢des do grupo de renormalizagdo para o modelo BC na
rede com dimensdo d = 3, para trés valores de temperatura (a) T = 0,685,
(b) T=0,785e (c) T =0,735. Em (a), para um valor menor que T, a cada
iteracdo a largura aumenta mantendo-se sempre com média nula. Em (b),
temperatura maior que T¢, a cada iteragdo a largura diminui levando a uma
funcdo ¢ no limite n — co. Em (c), temperatura critica, a cada iteragdo a
largura tende a se permanecer invariante, dentro da precisdo numérica e
estdo normalizadas de modo que a soma de todas as probabilidades seja
um.

Na Figura 42, acompanhamos o fluxo do desvio padrao da distribui¢do renorma-
lizada, passo a passo, para rede com dimensédo d = 3. Esse fluxo é mostrado para trés
valores de temperatura, sugerindo a existéncia de uma transi¢do de fase em T, = 0,735,

indicada pela mudanca no comportamento do fluxo do desvio padréo.
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Figura 42 — Fluxo do desvio padréao da distribui¢do das constantes de acoplamentos J;;
para as varias distribui¢des geradas no processo de renormalizacdo da rede
para trés valores de temperaturas indicadas na legenda.

Investigamos a temperatura critica da transicado VS-P para distribui¢des de proba-
bilidades iniciais gaussiana com média nula e largura unitaria para valoresde p =2 a
p = 10. Para temperaturas T > 0,1 ndo ha transi¢do de fase vidro de spin-paramagnética
para o caso p = 2 (d = 2). Para determinar a dimensao critica inferior é necessario investi-
gar o sistema a temperatura nula através da expansao no limite de baixas temperaturas.
A partir de p > 3 (d > 2,585...) observamos a transi¢do da fase vidro de spin para a
fase paramagnética em temperaturas finitas. As temperaturas criticas da transigao de
tase VS-P para as dimensdes 2,585 < d < 4,32 foram estimadas e estdo representadas
na Figura 43, considerando reservatérios contendo N = 100.000 entradas e médias
sobre 100 amostras da desordem, evidenciando que a dimensé&o critica (dy) inferior
encontra-se no intervalo 2 < d < 2,585. Este resultado é compativel com os valores
encontrados para o modelo vidro de spin de Ising com spin 1/2 nas redes hierdrquicas
(107) e também para os valores obtidos para rede de Bravais (108), onde a dimensao
critica inferior é Dy ~ 2,5, nestes trabalhos.
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Figura 43 — Temperatura critica da transi¢do de fase VS-P em fung¢do da dimensao.

6.3 Propriedades locais

Nesta se¢do, analisaremos as propriedades locais do modelo BC desordenado
para explorar a natureza das fases em torno das transi¢oes de fases. O procedimento
recursivo é exato para a rede hierdrquica e as propriedades locais sdo obtidas conside-
rando as condi¢des do modelo BC para o caso desordenado nas equacdes (3.47)-(3.56).

Deste modo o conjunto de equagdes pode ser reescrito na forma

(o)1 = Ri(S1)n + Ra(Sa)n + [Rs + Ry — RoJ(S1S2)n+

4+ [R3 — Ry — R1](5153),, (6.18)

(@ST)nt1 = Ri(S1)n + [R3 — Ry — R1](S153)n + [Ra + R3] (S752)n , (6.19)
(083)nt1 = Ra(Sa)n + [R3 — RaJ(S153)n + [Rs + Ry — Ro](S752)n , (6.20)
(0®S1)n41 = R5(S1)n + [Rs + R7 — Rs](S153)n — [Rg — R7](S7S2)n , (6.21)
(02S2)nt1 = Re(S2)n + [Rs — R7](S153)n + [Rs + R7 — Re](S152)n , (6.22)
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(0®)n41 = [Rs — 2Ro](ST)n + [Re — 2R9}(S3)u + [Rs — R7](S1S2)u+
+ [2Rg — Rs — Rg + Ry + R8](S353),, + 2R, (6.23)
(0S1)n41 = [Rs + Ra](S152)n + R1(S7)n + [R3 — Ry — Ry](S7S5)n , (6.24)
<0-52>n—|—1 = [R3 — R4] <5152>n -+ R2<52>n -+ [R3 + Ry — Rz] <S%S%>n , (6.25)
(*ST)ns1 = Rs(ST)n + [Rs — R7)(S152)n + [Rs + R7 — Rs](S{S3)n , (6.26)
(0%83) 41 = Re(S3),, 4+ [Rg — R7](S51S2), + [Rg + Ry — Rg](S3S3), , (6.27)
com
2]5, -1
Ry = o (6.28)
1 -+ eAn+]n + ezjn
(2)
2[y7 1
Rp=— (6.29)
14+ eBnt]n + e2Jn
(1), (2
1 32]71 +2J 1
Ry =~ 6.30
T2 et L 2D 5=
(1) @)
1 _p2ln 2]
Ry=7—% : @) - 0_ @ (6.31)
2021 1 o2l 4 Bt i
(1)
2 1
Re=——— 2 (6.32)
1 + eAn+]n -|— 52];1
(2)
2] 1
Re=—— 1= (6.33)
14 eBntln’ + e2Jn
(1) (2)
1 2] 2]
Rr=5—0 : @) 2 DIE) (6.34)
2021 1 o2l 4 Bt + i
(1), (2
1 2]y 2], 1
Rg =5 : M, 0 - M, 52 (6.35)
27 4 ebathn HIi 4 20 20
1
Ro=—— 6.36
9= o (6.36)
(6.37)

com o indice subscrito n representando a ordem da hierarquia e o indice sobrescrito

(1) indica as ligagdes associadas ao sitio raiz S; da unidade bésica (Figura 8, enquanto

(2) indica a ligacdo envolvendo o sitio raiz S;. Com isso, conhecendo as magnetizagdes

locais e pares de correla¢des entre spins de ordem zero, podemos fazer o procedimento

de decoragdo da rede e calcular as magnetizagdes e pares de correlagdes locais entre

spins de ordem um, fazendo isso sucessivamente até chegarmos a hierarquia de ordem

n.
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Para analisar o comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson local
g , devemos iterar as equagdes (6.18) — (6.27), tal como procedido no capitulo 4 para
a magnetizacdo local. No entanto o conjunto dos acoplamento de liga¢des e campos
cristalinos {J;j,A;} é formado por varidveis aleatérias e o processo de renormalizagao
ocorre como discutido na se¢do anterior. Para estudar as propriedades locais, devemos
dispor das distribuicdes renormalizadas, para cada geracdo da rede, isto é, armazenar-
mos esses valores que serdo utilizados no processo de inflacdo da rede. O parametro de

ordem EA local associado ao i-ésimo sitio é definido por
(6.38)

com 7 identificando a amostra e N, o ntimero de amostras. A partir das distribui¢des de
probabilidades iniciais geramos o perfil do parametro de ordem de Edwards-Anderson
para alguns valores de temperatura, incluindo T,. Isto esté feito para uma rede com
n =9 hierarquias para N, = 400 amostras e dimensao d = 3. Na Figura 44, apresentamos
os perfis para a distribuicdo de probabilidades gaussiana nas temperaturas (a) T = 0,300,
(b) T =0,400, (c) T = 0,735 e (d) T = 0,800 para o caso de apenas uma amostra. Na
Figura 45, o perfil é feito para a média sobre 400 amostras. Fica claro na Figura 44 que a
desordem na estrutura do pardmetro de ordem local de Edwards-Anderson aumenta a
medida em que reduzimos a temperatura e nos aprofundamos na fase VS. Entretanto,
quando tomamos a média configuracional sobre a desordem, os perfis na Figura 45
apresentam um padrdo auto-similar semelhante ao que acontece no caso do modelo BC
terromagnético. Observa-se também que o valor médio por sitio diminui com o aumento
da temperatura até que em T, = 0,735 se anula, como o comportamento esperado para
parametro de ordem. Para dimensdes d > 2,585, observamos o mesmo comportamento

qualitativo.
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Figura 44 — Perfil do parametro de ordem local de EA para uma amostra da rede com
dimensdo d = 3 e n =9 hierarquias para (a) T = 0,300, (b) T = 0,400, (c)
T=T,~0,735e(d) T = 0,800.
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campos para rede com dimensado d = 3 e n = 9 hierarquias para (a) T = 0,300,
(b) T=0,400, (c) T =T, ~ 0,735 e (d) T = 0,800.

O espectro multifractal f(«w) dos perfis apresentados na Figura 45, obtido pelo
método de Chhabra e Jesen (88) estd mostrado na Figura 46. Observamos um comporta-
mento multifractal no pardmetro de ordem local de Edwards-Anderson. Para valores de
T < T., notamos uma diminui¢do na largura do espectro a medida que a temperatura
é reduzida, convergindo para um monofractal no limite T — 0. Esse comportamento
é esperado uma vez que, em T — 0, as correlagdes estdo mais fortes e os valores do
parametro de ordem local de EA apresentam valores unitarios. Entretanto para tempe-
raturas acima, mas préximas da temperatura critica é observado um alargamento dos
espectros f(@). Quando a temperatura é aumentada na fase paramagnética o pardmetro
de ordem se anula localmente inviabilizando a obtengdo de f(«) nessa regido.

Para investigar melhor o comportamento de f(«), na Figura 47 apresentamos a
dependéncia dos valores maximo (&) € minimo («,,;,,) do espectro em funcdo da
temperatura. Observamos que abaixo de T;, os valores de &4y € &y, tendem para um
valor constante. No entanto, para um valor imediatamente acima de T¢, observa-se uma
mudanga abrupta no comportamento de &4y, crescendo numa taxa muito maior que
a observada em baixas temperaturas, sinalizando a transi¢do vidro de spin. Na fase
paramagnética, o parametro de ordem de EA tende a se anular na maior parte dos sitios,
sendo eliminado do calculo do espectro. Assim, para uma rede finita é esperado um
valor finito porém grande de &, que é o expoente que caracteriza as singularidades do
conjunto de medidas menores ainda presentes no perfil. Isto é evidenciado pelo rapido
aumento de &, com a temperatura para T > T,. Por outro lado, «,,;,, € 0 expoente que
caracteriza o conjunto das maiores medidas e decai lentamente. Este comportamento
estd associado ao fato de que sitios préximos aos sitios raizes sao influenciados pela
condigdo de contorno, com valores diferentes de zero. Vale destacar que comportamento

semelhante foi observado para o modelo de vidro de spin de Ising 1/2 e dimensdo d =3



Capitulo 6. MODELO BLUME-CAPEL DESORDENADO NA REDE HIERARQUICA 98

(30).

1,0

0.8

0,6

f(ou)

04

0,2

0,0

0,5 1 1,5

Figura 46 — Fungéo f (@) para varias temperaturas indicadas na legenda. A curva verme-
lha estéd associada a temperatura critica T, = 0,735. Para valores menores que
T, observa-se um estreitamento das curvas enquanto que, para temperaturas
acima de T; é observado um alargamento da curva.

2,0 —
o O('max °
- O o
min fo)
1,5 o
B (0]
1,0 o © °©
| 3 o o O
L Op
==
0,5 o
O
0,0 1 | !
0,0 0,5 1,0 1,5

T/T

Cc

Figura 47 — tyax € &y, do espectro f(«) do parametro de EA em funcao da temperatura.



99

7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Ao longo desta tese, estudamos as propriedades locais do modelo de Ising
com spin 1 sob acdo de campos de anisotropia e calculamos, através de um procedimento
exato, as relagdes de recorréncia para as magnetizagdes e pares de correlagdes locais
do modelo definido numa rede hierdrquica tipo diamante com fator de escalab =2 e
dimensdo d arbitraria.

Obtivemos resultados analiticos e numéricos calculados através do método do grupo
de renormalizagdo combinado com as relagdes de recorréncia, para o caso particular
do modelo BC ferromagnético (109). Essa metodologia possibilitou a determinagdo da
magnetizacdo local, do parametro quadrupolar, da energia interna, do calor especifico,
da susceptibilidade associada ao campo cristalino e da entropia. As grandes vantagens
do método utilizado sdo o baixo custo computacional quando comparado com métodos
mais sofisticados e a possibilidade de acessar e observar o comportamento em regides de
baixa temperatura onde a descontinuidade do parametro de ordem fica mais evidentes.
Estimamos os expoentes criticos B e v, através do parametro de ordem e os demais
expoentes «, y estimados foram extraidos de relacdes de escala e hiperescala.

Os resultados foram analisados para diferentes regides do diagrama de fases depen-
dendo do valor de « = A/] que mede forca do acoplamento de campo cristalino em
relacdo ao acoplamento entre pares de spins primeiros vizinhos. Os intervalos estudados
foram a < a*, & <& < Amax € & > Amax. No intevalo « < a* 0 modelo BC ferromagnético
para d > 2 apresenta uma transicdo de fase continua, partindo de baixas temperaturas
da fase ferromagnética para a fase paramagnética desordenada, nesta regido o estudo
das propriedades locais sobre a linha de transi¢do exibiram um no perfil do parametro
de ordem com espectro multifractal. No intervalo a* < a < amax 0 diagrama de fases
apresenta o fendmeno da reentrancia. Quanto partimos de temperaturas mais altas e
vamos abaixando a temperatura o sistema apresenta uma transi¢do ferromagnética-
paramagnética desordenada, onde a magnetiza¢do é nula e a configuragdo é um terco
dos spins no estado S; = 0, um ter¢o no estado S; = 1 e um ter¢o no estado S; = —1.
Quando a temperatura continua sendo abaixada, percebemos uma diminuicdo abrupta
na magnetiza¢do, ocasionando uma transi¢do inesperada da fase ferromagnética para a
fase paramagnética ordenada, com magnetiza¢do nula e a maioria dos spins no estado
S; =0, isto é, com densidade 1y ~ 1. Nesta transi¢do observamos que o parametro de
ordem e a densidade 1 sofrem uma descontinuidade finita, caracterizando uma transi-
¢do de primeira ordem. Essa descontinuidade em m e 1y variam de um valor maximo
caracterizado no diagrama pelo ponto D até se anularem no ponto C, caracterizado

como um ponto tricritico. Investigamos o comportamento de m ao longo desse intervalo
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tanto através das propriedades termodindmicas quanto através das propriedades locais.
Essa mudanga na natureza da transicdo foi sinalizada na vizinhanca do ponto tricritico
através de variagdes abruptas na energia interna e na entropia, na divergéncia do calor
especifico e da susceptibilidade associada ao campo cristalino. Além disso, os perfis das
magnetizacOes dos sitios apresentaram uma estrutura multifractal nas transi¢des de
segunda ordem, enquanto que entre o intervalo (a.,T;) a (ap,Tp), os perfis tornam-se
menos irregulares e o espectro multifractal converge para um ponto, caracterizado como
um monofractal.

No intervalo &« > amax ndo foi observada nenhuma transicao de fase. Entretanto o
modelo apresenta uma fase ordenada e um estado fundamental ndo degenerado em
T = 0 caracterizado por todos os spin estarem no estado S; = 0, isto é, np = 1. Para um
valor fixo de « a densidade 7y decai continuamente quando aumentamos a temperatura
até que na regido de altas temperaturas 1 corresponde a um terco dos sitios.

Para o modelo BC desordenado com intera¢des e campos cristalinos competitivos
investigamos a transi¢do de fase vidro de spins - paramagnética, para varidveis aleato-
rias independentes que seguem uma distribuicdo de probabilidades gaussiana simé-
trica. Acompanhamos a evolu¢do dos momentos das distribui¢des sob renormalizacdo
para determinar temperatura critica. Delimitamos a possivel dimensao critica inferior
(2 < Dy < 2,58) para transigdo vidro de spins - paramagnética. Por fim, investigamos as
propriedades locais e multifractais do parametro de ordem de Edwards-Anderson na
vizinhanca da transi¢ao de fase VS-P.

Futuramente, pretendemos explorar, outras regides do diagrama de fases, do modelo
BC desordenado, considerando distribui¢des de probabilidades para as interacdes e
campos com médias ndo-nulas e larguras varidveis, e investigar as propriedades locais,
globais, multifractais e termodinamica do modelo. Além disso, com a determinagdo
das relagdes de recorréncia para obtencdo das magnetizacdes e pares de correlagdes
locais, para o caso geral, do modelo de Ising com spin 1 em redes hierdrquicas tipo
diamante e fator de escala b = 2 e dimensao 4 arbitrdria, programamos estudar o modelo
Blume-Emery-Griffiths (BEG) ferromagnético e desordenado. Planejamos encontrar
uma generalizagdo do modelo de Ising com spin 1 em redes hierdrquica para um fator
de escala b e dimensdo d qualquer. Além disso, podemos generalizar o método recursivo
desenvolvido nesta tese para investigar modelos de Ising com varidveis de spins, mais

gerais, incluindo os modelos de spins mistos.
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APENDICE A - RELACOES DE
RECORRENCIA: LIGACOES E
CAMPOS LOCAIS

Com a finalidade de obter as relagdes de recorréncia para as ligagdes e campos
locais, utilizamos o processo de dizimacgado dos sitios internos que corresponde, em
certo sentido, a uma deflagdo da rede hierarquica com geracdo n para outra com (n — 1)
geracdes com um novo conjunto de constantes de acoplamento. Sob tal procedimento
de renormaliza¢do, o novo conjunto de constantes de acoplamento serd indicado por
um apostrofo. Neste procedimento o hamiltoniano do modelo original (cela completa)
ilustrado na Figura 48 (a) é descrito por

hy, A
0 5

J’, Kr‘

® S,
ha, &g
(b)

Figura 48 — Ilustracdo do processo de deflacdo da rede, por simplicidade, de ordem (a)
n =1 para (b) n = 0. Todos os sitios internos em (a) sdo dizimados até que
apenas reste uma ligacao efetiva entre os sitios externos S; e S, como pode
ser observado em (b) .

p
—BH = h1S1 4+ hSy — A1ST — A5 + Y [Jis, 0351 + Jis,0:52 + Kis, 0751+
i=1

+ Kis,07S3 — Nijo? + hyjoy] (A1)

de forma que a fungdo de particdo pode ser escrita da seguinte forma:

Z = Tr{SlSz}Tr{(fi}eXp[_:BH] (A2)
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Z[51,52) = Tris s,y exp[h1S1 + haS2 — A157 — Ay S7)] f[zi S1,52],  (A3)
i
com
Zi[$1,52] = Try,,y expl15,0i51 + J15,0i52 + Kys,07S% + K15,0753 — Mjo7 + hijo] . (A4)
Realizando o Tr {0;}» Na equagao (A.4), resulta:
Zi[51,52] = 1+ exp[J15,51 + J15,52 + K15, 57 + Ki5,53 — Ay + haj]+
+exp[—J15,51 — J1s,52 + Kis, S + Kis,55 — Aqj — hyj] - (A.5)

Por outro lado, o hamiltoniano renormalizado, Figura 48 (b), pode ser escrito da seguinte

forma
—BH' =]'S1S; + K'S3S5 — A|S? — A)S5 + K\ Sy + H)yS, . (A.6)

Portanto a fungdo de particdo renormalizada é fornecida por,
Z'[1,52] = Tris,s,1expl)'S1S2 + K'STS5 — A1ST + AyS3 + HiS1+ 15S,] . (A7)

Como discutido no Capitulo 2, para preservar as propriedades originais da rede é
necessdario que a funcdo de particdo seja invariante por transformagao do grupo de

renormalizagdo a menos de uma constante multiplicativa, i.e,
Z[51,5:] = CZ’[Sl,SZ] , (A.8)

As configuragdes possiveis dos estados para S; e Sy, sdo:

Z'MA] =exp[]/ + K — A} — A, + by + 1], (A.9)
Z'[-1, -1 =exp[] + K — A, — N, — W} — K], (A.10)
2'[1,—1] = exp[—J' +I<’ Al Ay +Hy — 1], (A11)
Z'-11] =exp[-] + K — A}l — Ay — hi + hy], (A.12)
Z'[1,0] = exp[—A] + 1], (A.13)
Z'[-1,0] = exp[—A] — K], (A.14)
Z'[01] = exp[—A] + h5], (A.15)
Z'[0, — 1] =exp[—A] — 3], (A.16)
Z'0,0]=1. (A.17)

Para determinarmos as rela¢des de recorréncia para as liga¢cdes e campos, manipu-
lamos as equagdes (A.9)-(A.17). De modo que, ao multiplicarmos (A.9) por (A.10) e
dividirmos pelo produto das equagdes (A.11) e (A.12) encontramos a equagdo para J', e
usando que Z'[$1,S;] = Z[51,52]/C

(A.18)
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Para determinar K’, devemos multiplicar as equagdes (A.9), (A.10), (A.11) e (A.12), em
seguida dividir pelo produto dos quadrados de (A.13), (A.14), (A.15) e (A.16) e obter

Z112[-1,-1]Z[1, - 1]Z[-1,1)Z[0,0)*

Z[1,0122[-1,0]2Z]0,1]2Z]0, — 1]2 (A.19)

exp(4K’) =

As equacgdes de renormalizagdo para os campos cristalinos sdo obtidas multiplicando as
equagoes (A.13) e (A.14) para A}, e (A.15) e (A.16) para A}, i.e.

Z[1,01Z[-1,0
e, analogamente,
Z0,11Z(0,—1
exp(—2A)) = [ Z][O [0]2 ) (A.21)

Por fim, as equagdes de renormalizac¢do para os campos magnéticos sdo encontradas
multiplicando as equagdes (A.9) e (A.11) e dividindo pelo produto de (A.10) e (A.12)
para . Analogamente para /1, multiplicamos as equagdes (A.9) e (A.12) e dividimos
pelo produto de (A.10) e (A.11), assim

N 2111201, - 1]
exp(4h;) = 211211’ (A.22)
Iy _ Z[l,l]Z[—l,l]
exp(4h;) = Z1, - 1120, - 1] (A.23)
Substituindo (A.3) nas equagdes (A.18)-(A.23) resulta,
n o P Zl[lll Zi[—l, - 1]
exp(4]') —E [Zi[l, A 11]} , (A.24)
N [Zi11)Z,(-1, - 1Z,(1, — 1)Z,{-1,1]Z;[0,0)*
exp(4K7) = [H Z:[1,012Z;[—1,012Z:[0,1]2Z;[0, — 1]2 } / (A-25)
P . J—
exp(-287) exp(~28,) [ ]| 22 (A26)
i=1 1LY
exp(—2A%) = exp(—ZAz)ﬁ [Zi[o'zlléig)]'z_ 1]] , (A.27)
i=1 Y
! P Zl[lll]zl [1/ - 1] :|
4hy) = 4h { , A.28
P . J—
exp(4hy) = exp(4h2) [ | {Z[Ell[l'i] f]l[z[illl 1]1 : (A.29)
i=1 L&l ilts
(A.30)

Como a prescricdo do grupo de renormalizagdo de Migdal-Kadanof determina
que as constantes de acoplamento renormalizadas na rede diamante incorporam as
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contribui¢des de todas as p-ligacdes, e 0s campos renormalizados, somam um termo
que reproduz as contribui¢des de todas as ligacdes conectadas ao par do sitio dado, de

modo que as equagdes de recorréncia para as ligacdes e campos resumem-se a

7 1 Zi[— ]
e A
Z;[-1,—1]Z;[1, — 1]Z,[-1,1]Z;[0,0]*
21{ ZUWH]NQ@M%M—W / (A32)
Zl [ 120[55]21 0]}, (A.33)

, (A.34)

Ny L Zlvm1uo q

1,1z, — 1] ] (A.35)

=hty Zln[zl 1—12[ 1]

Z:1,1)Z;[~1,1]
Zln{zl 1, —1 z [1 —1]} (A-36)
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APENDICE B - RELACOES DE
RECORRENCIA PARA A
MAGNETIZACAO E PARES DE
CORRELACOES LOCAIS

Calculando o trago Tryg, 5,1 da equagdo (3.15), a fungdo de partigdo pode ser expan-

dida em nove termos possiveis, deste modo

8
Z=~A+) AD;, (B.1)
j=1

onde definimos as novas varidveis

a 1
Ag==0 4+ —+1, (B.2)
as a5ag

d33638 d14a3
A= +
diadsay d5dgd7ag

+1, (B.3)

d1d3dgayag dazay
Ay = - +1, (B.4)
a5 41353648
4109436 a2a4
As — + +1, (B.5)
d2d539 410353639
41092243639 d4d9
Ay = + +1, (B.6)
as d10923536
d1a10a3d4363738 dzazagay
As = + +1, (B.7)
a2a5d9 4121035363839
d10323334364839 41333449
Ag = + +1, (B.8)
a1asay d10a23a5364748
41093343638 d1a2da334
Ay = + +1, (B.9)
d1d2a54d73a9 d10353637384a9
d1a10a2da3343d63d73gag d3a4azag
Ag = + +1, (B.10)

as 4121022353638
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e
O =ux71, (B.11)
dy =u lx, (B.12)
Oy =v Iy !, (B.13)
dy=vly, (B.14)
®5 = (ruvyz) ltwx, (B.15)
D¢ = (uvwxz) lrty, (B.16)
®7 = (ruvwyx) " ltz, (B.17)
dg = (uv) rtwxyz, (B.18)
onde
ay =el
ap = el

ag =ef1,

ay=ef2,

a5 = e,

Ap = el ,

ay =el1,

ag = el

ag = els
ajg = el . (B.19)

Sao parametros conhecidos, equanto

x=¢e",

y=el,

z—e]/,

u=et,

v=2e",

r=el2,

w=eh,

t =K. (B.20)

Sao parametros a determinar. Para eliminar as varidveis desconhecidas CI>]- é necessario

calcular as médias térmicas do sistema, as quais podem ser calculadas através das
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derivadas a seguir, associadas os sitios externos

Z(S1) =x=— = —A1P1 + A®; + AsP5 — AgDs — Ar®7 + AgPs, (B.21)
Z(S2) ZY%—f = —A3®3 + AyDy — As®s + AgDg — Ay D7 + Agdg, (B.22)
Z(515,) :zaa—f = —As®5 — AgDg + Ay Dy + Agdg, (B.23)
Z(S3) = — u%—f = A1 D1 + Ay Dy + AsDs + AgDg + Ay Py + AgDg (B.24)
Z(S3) = — v%—f = Ag®3 + Ay Dy + AsDs + AgDPg + Ay Dy + Agds, (B.25)
Z($28,) :taa—f = —As®s5 + AgDg — A; Dy + Agdsg, (B.26)
Z(5153) :wg—f = As®s5 — AgdDg — Ay Dy + Agds, (B.27)
Z(5283) :raa—f = As®Ds5 + AgPy — Ay Dy + Agds , (B.28)

com os coeficientes A;, i = 1...8, dados pelas equagdes (B.2)-(B.10). As quantidades
envolvendo os sitios internos ¢; sdo calculadas a partir de:

0Z

Z<U’> = a6a_a6 :AQ + Alq)l + Azq)z + A3q>3 + A4q>4 + A5CD5—|—
+ A6q)6 + A7q)7 + Ag@g , (B.29)
0Z ~ ~ ~ ~ - -
Z<0'51> = ala—al =—A1D; + Ay Dy + AsP5 — AgDg — Ay D7 + Agdg, (B.30)
0Z ~ ~ ~ ~ - -
Z<0’Sz> = aza—az = —A3P3 + AyPy — AsPs5 + AgDPg — Ay D7 + Agdg, (B.31)
0Z
2(0%) = —as . =Bf + (A1~ 1)1 + (A = D@ + (As — s+ (A~ 1)@+
+ (A5 —1)D5+ (Ag — 1)Pg + (Ay — 1)P7 + (Ag — 1)Dg, (B.32)
0Z
Z(0?8) = T3 (A = 1)®; + (A — 1)Dy + (As — 1)P5 — (Ag — 1)Dg—

— (A7 —=1)®7 + (Ag — 1)Pg, (B.33)
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0Z - ~ - - . .
Z<0’S%> = agg =A1D; + Ay Dy + A5P5 + AgDg + A7 D7 + Agdg, (B.34)
8
0Z
Z<0'252> = aga—ag = — (Ag — 1)@3 + (A4 — 1)<D4 — (A5 — 1)(1)5 + (A6 — 1)@6—
— (A7 —1)®7 + (Ag — 1)Pg,, (B.35)
Z - - . - - -
Z(0S5) = a0, =A3D1 + AyDs + AsDs + AgDg + A7 D7 + AgDs (B.36)
0Z
Z(o?S}) = 5, =(A1 = D@1+ (A2 = Py + (A5 — 1)®s + (Ag — 1) Dot
+ (A7 —1)Dy + (As — 1)Dg, (B.37)
0Z
Z(0?83) = 3, =(A3 —1)P3 + (Ay — 1)®4 + (As — 1)Ps5 + (Ag — 1) Dp+
+ (A7 — 1)@7 + (Ag — 1)@8 , (B.38)
com,
gr—2 ! B.39
0 a5 " aag (539
Ro—26_ 1 (B.40)
a5 ads5d6
/5\1 _ d33d64dg _ ajajs ) (B.41)
a1asay  a5a6a7ag
Az _ d1ad3agdyas _ d3ay ) (B.4:2)
as a135363g
- a103634 A3y , (B.43)
a23a539  a10a53639
A, — a1032343639 3439 , (B.44)
as a10323536
As = a1310333436373g  A23azagay ’ (B.45)
a2a5a9 d1d10352638a9
Re = a10323334363839 31333439 ’ (B.46)
ajasay a1022a536373g
A, — a103334363g 31323334 , (B47)
ajazasazag  a103a53a73agag
Ag = 3131022333436373839 33343739 (B.48)
as a131032a52638

Observe que todos os coeficientes dados pelas equagdes (B.2)-(B.10) e (B.39)-(B.48) sdo
grandezas com valores conhecidos. O passo seguinte é resolver o sistema de equagdes
(B.21)-(B.28) para os sitios externos, correspondente a um sistema linear 8 x 8 com

quantidades desconhecidas D, (j=1,2,3...8), as solugdes, obtidas através do software
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mathematica, desse sistema linear possui as seguintes solugdes
1= ox [ (50 + (85) + (i) - (sish] (B.49)
2= o [(51) 4+ (5D - (3153) - (53] (B.50)
5= o [~ (52) + () + (53S2) — (53D (B51)
1= 5 [(82) + (55) — (s3sa) - (sisB] (B:52)
5= o [~(5i82) + (515D - (8152) + (53] (B53)
o= o [ (5152) — (5183) + (532) + (5331 (B.54)
= 1 [(5152) — (5183) - (5352) + (3)] (B.55)
Dy = % :<slsz> +(5153) + (5152) + <S%S%>} : (B.56)
com,
al (B.57)

T 1 (%)~ (S3) + (5257)]

Substituindo as equagdes (B.49)-(B.57) em (B.29)-(B.38), encontramos as seguintes

equagdes de recorréncia, calculadas de maneira exata, para as magnetizacdes e pares de

correlacoes locais, i.e.

(0)ni1 = Mo + M1 (S} +M2(S2)n + M3(S152) s + My(S3),, + Ms5(S3) .+

+ M (S1S2)u + M7(S153)n + Ms(5153)u ,

(0ST)n1 = M1(S1)n + M3(S152)n + Mo(ST)u + M1g(S7S2)n + M7(S153) n+

+ M11(5253),,

(0S3) 1 = Ma(Sa)n + M3(S152)n + M12(S3)n + Mg (S5S2)n + M13(S153)u+

+ M14(S7S3)n
(0%S1)n11 = Mss
+ Myo S >

(S
(

(0%82) ns1 = Ma1(S2)n + M (S1S2)y + M23(S3) + M2y (S3S0), + M1g(5153) 1+
(

+ Mo5(5253),,

(B.58)

(B.59)

(B.60)

10+ Mi16(S5182)n + M17(S3), + My5(S3S2) 1 + M19(S1S3) n+

(B.61)

(B.62)
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(0% 11 = Mg + Ma7(S1)n + Mag(Sa)n + Mig(S1S2)n + Moo (ST)u+
+ M30(S3)n + M31(S1S2)n + Mag(S153)n + M32(S3S3) (B.63)
(0S1)ns1 = M33(S1)n + M19(S152)n + M1(S)n + M3(S5S2)n + M11(S153)u+
+ M7(S252), (B.64)
(0S2)ns1 = M3g(Sa)n + M13(S152)n + M2(S3)n + M14(S7S2) + M3(S153)u+
+ My (S153)n (B.65)
(0251)ns1 = Moz (S1)n + M15(S1S2)n + M15(S3) s + M16(S1S2)n + Mag(S1S3)n+
+ M1o(S753) (B.66)
(0255) ns1 = Mag(S2)n + M1g(S152)n + Ma1 (S3)n + Mas5(S1S2)n + M22(S153)u+
+ M2y (5753)n (B.67)

com os coeficientes descritos a seguir

Mo = i—g ) (B.68)

1= ZATZ - 2ATll / (B.69)
My = 2%“4 — 2% , (B.70)
Ms = 4%8 + 4AA77 - 4166 - 4/155 ’ (B.71)
M4=2%+2AT11—2—8, (B.72)
Ms Ay + As Ay (B.73)

T2AL T 2As Ay’
As A, Ay As Ay A

Mg = -5 — _ 5 B.74
6= 1ps  AA, A, 4As  2A;  2As” (B.74)
A8_A7_A6+A5_A2 Ay
4As  4A; 4Ag | 4As 2A, | 2A;

As A, As As Ar A3 A A A
Mg = SR S A R U B.7
8= 4ps T 4A; T IA, T 3A 2R, 2A; 2A; 2A4 A (B.76)

My, = (B.75)
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Mg = ZA—AZZ 2% , (B.77)

My = 4?88 - 4?77 + 4?66 - 4?55 , (B.78)

Mup = 4A/fg + 4AA77 4166 4?5 (B.79)

Myp = 2%4 + 2%2 , (B.80)

Myz = 4/}88 - 4?77 - 4?66 4?55 , (B.81)

Mg = fASS * 4177 + 4166 + 4/155 - (B.82)

Mis=1— 2172 - 2/11 (B.83)

Mig = _4/18 + 4/147 - 4)16 + 4)15 ’ (B.84)

M7 _ZLAZ + 2'1% , (B.85)

Mis _4/14 B 4/1x7 4/%\6 4/1x5 (B.86)

Mg = _4/148 - 4/17 - 4;;6 - 415 (B.87)

Mao = j4i\8 + 4/1x7 4/146 - 4;5 (B.88)

Mog = i—g ) (B.89)

My7 = _21Tz + 2/11 , (B.90)

Mg = —224 + 2/13 , (B.91)

Mpg = —2%\2—2%1—%, (B.92)

M3 = —2%1—2%3—?—2, (B.93)

Ma1 = _43;8 + 41\7 B 416 + 4}A5 + 214 - 2)&3 ’ ) (B.54)

Ma2 ~1 4/1x~8 4/17 4/16 - 4;;5 + 214 + 2/1A3 * 2/12 * 2/11 + /Eig (B9

M3z = 2AT22 + 2A—A11 , (B.96)
Ay Ag

Mag = b 4 —2 (B.97)
4
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APENDICE C - RELACAO DE
RECORRENCIA PARA AS
INTERACOES E CAMPOS

CRISTALINOS NO REGIME DE

BAIXAS TEMPERATURAS PARA O
MODELO BLUME-CAPEL
FERROMAGNETICO

Neste apéndice vamos escrever o conjunto de equagdes de renormalizacdo no

regime de baixas temperaturas. Partindo das equagdes (4.2)-(4.3)

, P, [14+2¢2cosh(2])
J'=3n [ 1+ 202 } (€1
;o 1+ 2e 2 cosh(])
A_A—pln[ aed } (C.2)

podemos escrever 2cosh(2]) = e?/ + e~/ e2cosh(]) = e/ + e~/ , assim as equagdes (C.1)

e (C.2) sdo reescritas da seguinte maneira

;o E 1 —+ e_(A_ZD -+ e_(A+2])
= Zln[ T h } (C.3)
;o A 1+g_(A_]) _|_e_(A+])
A =1In[e?] pln[ 3 h } (C.4)

No regime de baixas temperaturas T — 0 (] — c0) as equag¢des de renormalizacdo
sdo obtidas para os seguintes valores: (i) A > 2], (i) J< A< 2], (ii)0<A<]Je
(iv) —2] <A <0, (v) —4] <A< —2]e(vi)A< —4].

Assim para (i) A > 2], definimos

A = e_(A_ZI) _|_ e_(A+2]) ,

B=2¢%,
Al = ef(Afj) _|_ ef(A+]) ,
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e as equagoes (C.3) e (C.4) podem ser manipulada e reescritas da seguinte forma

;P [1+A

]_Eln:1+3}

]’zgln (1+A)(1+B)_1}

]’:gln :(1+A)(1—B+...)}, (C.5)

14+ A
I 1nloAT 1
A" =In[e”] pln_1+B}
A =In[e] — pln [ (1+ A1) (1+ B) ']
A =In[e"] = pIn |(1+ A) (1~ B+...)] . (C.6)
Considerando o regime de baixas temperaturas apenas para os termos em 1° ordem em
T, obtemos
1P _
]~21n[1+A B}, (C7)
A ~A — pln [1 LA — B} , (C.8)

sendo para |A — B| <1e|A; — B1| <1 podemos usar a seguinte aproximagao In[1 + x| ~
x para |x| < 1, logo

I zg(A —B)~ ge*UHD ) (C.9)
A ~A—p(Ay—By) =~ A—pe 1)), (C.10)

Desta maneira, podemos escrever as equagdes de renormaliza¢do no espago dos

parametros (T =1/],a = A/]) na forma,

T ~ %e(“_z)/ r (C.11)
N 2(a/T — pe(a=1/T)
/ — ~
W= e T . (C.12)

Para os demais casos realizamos procedimento analogo ao caso (i). Deste modo,
para o caso (i) ] < A < 2], nota-se que na equacao (C.3) o termo dominante da fragdo
é e~ (8-2]), enquanto que para A’, a equacio é a mesma para o caso (i). Considerando

apenas o termo que decai mais lentamente, ficamos com

[ ~ g [ —(A-2)) +e<A*21>} , (C.13)
A/ ~ A _ pe—(A—]) , (C14)
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que podem ser reescritas em fungdo dos parametros (T =1/],& = A/]), na forma

I 2T
re p[_((x - 2) + Te(“—Z)/T] / (C.15)
r A ~ 2(0{ — pTe*(txfl)/T)

T R —at T /1]

(C.16)

Para (iii), 0 < A < ], a equagdo para |’ sera a mesma que no caso (ii). Enquanto que
para A’ o termo dominante é e~ (8=)), Assim,

J'm—(A=2])+e 872, (C17)

N~ [(1+p)A—p]]+pe?, (C.18)

e as equagdes de renormalizagdo para os parametros (T = 1/],a = A/]) neste caso,
ficam

T ~ 2L (C.19)

p[z —x+ Te(tx—Z)/T] ’
oo 2t pla—p o+ pTe /1]
p[2 — a + Tel®=2)/T]

(C.20)

Para (iv), —2] < A < 0. Para J/, os termos dominantes na equagao sdo e(2I=8) e 2¢=A,

Enquanto que para equacio de A/, os termos dominantes sdo 2¢* e e~ (A=), logo

A

' Pl Cnp = &
J~El2-m2- 5], (€21)
A ~A—p[]—In2—e®)/2]. (C.22)
ou simplesmente,
T~ 21 (C.23)

" p[2—TIn2 — Tex/T /2]’
, _2la—p+pTn2+ pTe*/T /2]
T p2—TIn2 — Te®/T /2]

(C.24)

Para (v), —4] < A < —2] a equagdo de ]’ serd a mesma (iv), enquanto que para A’ a
equacdo é diferente

A

1P . _ e
ot [2] In2 - ] ) (C.25)
Na~A—p[]—In2+e 2], (C.26)
e
T ~ 21 (C.27)

" p[2—TIn2 — Tex/T /2]’
e 2[a — p+ pTIn2 — pTe=2/T]
pl2—TIn2 — Tex/T/2]

(C.28)
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Para (vi), A < —4] a equacdo de A’ serd a mesma de (v), enquanto que para | a

equacdo é diferente

J ~ 5[2]—11124—6*4]] ,

AN~A—p[]—In24e ).

" 2T

T p[2—TIn2 + Te—4/T)’

e 2la — p+ pTIn2 — pTe/T]
T p2—TIn2+ Te=4/T]

(C.29)
(C.30)

(C.31)

(C.32)

Em resumo, no regime de baixas temperaturas as equagdes no espago de parametros
(T=1/],a =A/]) sdo fornecidas por

(i) a >2:

(i)l <a<2:

(i) 0 <a < 1:

(iv) —2<a<0:

(V) —d<a< -2

T/ a2 pla=2)/T

4

A 2(a/T —pe (e~ D/T)
&= e pe—(@=2)/T :

_ 2T

p[—(a —2) + Te(®=2)/T]

Y N 2(a - pTe—(«—1)/T)
= ]/ ~ p[Z—DC—FTe([X_Z)/T] .

, 2T
T p2 —a+ Tel-2)/T]’
oo At pla—p+pTe/T]

p[2 — a + Tele=2)/T]

, 2T

~

" p[2—TIn2 — Te®/T /2]’

,  2[a—p+pTIin2 + pTe*/T /2]
[ AN
pl2—TIn2 — Tex/T /2]

, 2T
" p[2—TIn2 — Tex/T /2]’
, _2la—p+pTin2 — pTe 2/T]

TR Tin2 — 10/ /2]

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)
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(vi) o < —4:

2T
T =~ , C.43
p[2—TIn2 + Te=4/T] (C43)
, _2la—p+pTin2 — pTe=2/T]

o p[2—TIn2 + Te—4/T]

(C.44)
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