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RESUMO
Nesta tese são estudadas as transições de fase e as propriedades termodinâmicas

do modelo de Ising com variável de spin-1, definido em redes hierárquicas com dimen-
são d arbitrária. Esses modelos têm sido estudados por diversos métodos e técnicas
utilizadas para análise das transições de fase em mecânica estatística e aplicados em
muitos sistemas físicos, como para a transição-λ para a superfluidez e separação de
fases em misturas de 3He–4He líquidos, a qual exibe um ponto trícritico. As proprieda-
des críticas e termodinâmicas de modelos de Ising com spin-1, em redes hierárquicas
diamante, são investigadas com uma metodologia que combina a técnica do grupo
de renormalização de Migdal-Kadanoff com um procedimento exato que possibilita
calcular, através de relações de recorrência, o parâmetro de ordem e outras grandezas
locais do modelo. Inicialmente, o modelo Blume-Capel ferromagnético foi estudado
em detalhes. O diagrama de fases, no espaço de parâmetros temperatura versus campo
cristalino, apresenta o fenômeno da reentrância entre as fases ferromagnética e paramag-
nética onde observa-se uma descontinuidade no parâmetro de ordem e na densidade
de spins n0 no estado S = 0 sobre a linha de transição em baixas temperaturas. Essas
descontinuidades se reduzem até se anularem à medida que, sobre a linha de transição,
aumentamos a temperatura sinalizando a presença do ponto trícritico. Utilizando as
relações de recorrência exatas para as magnetizações e funções de correlação locais,
entre hierarquias sucessivas, são calculadas as propriedades locais e globais do mo-
delo incluindo, além dos parâmetros de ordem que descrevem cada fase, grandezas
termodinâmicas do modelo. Os expoentes críticos associados ao parâmetro de ordem
e ao comprimento de correlação são estimados e apresentam boa concordância com
resultados exatos conhecidos na literatura para o modelo de Ising com spin-1/2 nas
mesmas redes hierárquicas. Ademais, foi estudada como a magnetização está distri-
buída ao longo de uma geodésica ligando os sítios externos da rede, em temperaturas
e campos cristalinos sobre a linha de transição. A estrutura formada apresenta um
espectro multifractal, nas transições de segunda ordem, convergindo para o espectro
fractal de um único ponto (monofractal) à medida a temperatura crítica do sistema é
reduzida ao longo da linha de transição. As descontinuidades no parâmetro de ordem
e na densidade de spins n0, o comportamento das propriedades termodinâmicas e
do espectro multifractal do parâmetro de ordem foram utilizados para delimitar a
localização do ponto trícritico sobre a linha de transição. O modelo Blume-Capel desor-
denado com interações e campos cristalinos competitivos é também estudado. Nesse
caso, as interações entre pares de spins e os valores para o campo cristalino local são
fixados através de variáveis aleatórias independentes que seguem uma distribuição
de probabilidades gaussiana simétrica. Para esse modelo, o procedimento recursivo
exato para as grandezas locais entre hierarquias sucessivas é generalizado para incluir



a desordem. A temperatura crítica para a transição vidro de spins-paramagnética é
calculada através da evolução das distribuições de probabilidades para as interações e
campos sob renormalização. Por fim, as propriedades multifractais do parâmetro de
ordem de Edwards-Anderson nas vizinhanças da transição são calculadas e discutidas.

Palavras-chaves: Modelo de Ising spin-1. Modelo Blume-Capel. Redes Hierárquicas.
Magnetização Local



ABSTRACT
In this thesis we study the phase transitions and thermodynamic properties of

the Ising model with spin-1 variable, defined on hierarchical lattices with arbitrary di-
mension d. These models have been studied by several methods and techniques used to
analyze the phase transitions in statistical mechanics and applied in many physical sys-
tems, such as for the λ-transition of the superfluidity and phase separation in mixtures
of 3He-4He liquids, which exhibits a tricritical point. The critical and thermodynamic
properties of spin-1 Ising models in diamond hierarchical lattice are investigated with
a methodology that combines the technique of the Migdal-Kadanoff renormalization
group of with an exact procedure that makes it possible to calculate, through recurrence
relations, the order parameter and other local quantities of the model. Initially, the
ferromagnetic Blume-Capel model was studied in detail. The phase diagram, in the
parameter space temperatureversus crystal field, presents the phenomenon of reentrancy
between the ferromagnetic and paramagnetic phases, where a discontinuity is observed
both in the order parameter and in the density of spins n0 in state S = 0, on the transition
line at low temperatures. These discontinuities are reduced until they are annulled as we
increase the temperature on the transition line, signalizing the presence of the tricritical
point. Using the exact recurrence relations for the magnetizations and local correlation
functions, between successive hierarchies, the local and global properties of the model
are calculated, including, in addition to the order parameters that describe each phase,
the thermodynamic quantities of the model. The critical exponents associated with the
order parameter and the correlation length are estimated and show good agreement
with the exact results known in the literature for the Ising model with spin-1/2 in the
same hierarchical lattice. In addition, it has been studied how the magnetization is
distributed along a geodetic linking the external sites of the lattice, at values of the
temperatures and crystal fields on the transition line. The structure formed has a mul-
tifractal spectrum, at the second order transitions, converging to the fractal spectrum
of a single point (monofractal) as the system critical temperature is reduced along the
transition line. The discontinuities in the order parameter and the spins density n0, the
behavior of the thermodynamic properties and the multifractal spectrum of the order
parameter were used to delimit the location of the tricritical point on the transition
line. The disordered Blume-Capel model with competing interactions and random
crystal fields is also studied. In this case, the interactions between pairs of spins and
values for the local crystalline field are set by independent random variables following
a symmetric Gaussian probability distributions. For this model, the exact recursive
procedure for local quantities between successive hierarchies is generalized to include
disorder. The critical temperature for the transition paramagnetic-spin glass is calcu-
lated through the evolution of probability distributions for the interactions and fields



under renormalization. Finally, the multifractal properties of the Edwards-Anderson
order parameter in the vicinity of the transition are calculated and discussed.

Keywords: Spin-1 Ising model. Blume–Capel model. Hierarchical lattices. Local magne-
tization
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas de muitas partículas ocorrem na natureza, quando em equilíbrio,
em diversas fases termodinâmicas, as mais conhecidas são as fases gasosa, líquida e sólida
dos meios materiais. Entretanto, são bem conhecidas outras fases como, por exemplo,
as fases magnéticas e as fases supercondutora e de superfluidez. Estas diferentes fases
estão associadas às condições e vínculos externos nos quais o sistema está submetido.
Além disso, cada fase apresenta diferentes características que as tornam distintas entre
si. Em particular, para sistemas magnéticos em equilíbrio as diferenças nas propriedades
físicas estão relacionadas às orientações dos momentos magnéticos. Tais orientações são
governadas pelas diversas formas possíveis de interações entre os momento magnéticos
como, por exemplo, as interações de intercâmbio entre momentos magnéticos vizinhos.
Assim, a mudança de uma fase para outra, no mesmo sistema, com simetrias diferentes
não pode ocorrer de maneira contínua (3). Em geral, tais mudanças drásticas ocorrem
quando parâmetros externos como a temperatura, a pressão e o campo magnético são
modificados e alcançam certos valores especiais. Em sistemas magnéticos as transições
de fase podem ocorrer espontaneamente em uma certa temperatura finita e campo
magnético nulo.

As transições de fase são identificadas por singularidades ou divergências nas
grandezas termodinâmicas fundamentais. Dependendo da forma como ocorre a singu-
laridade as transições de fase podem ser classificados como contínuas ou descontínuas.
Estas, também nomeadas transições de primeira ordem, ocorrem quando a primeira
derivada dos potenciais termodinâmicos apresenta uma singularidade. Também é co-
mum ser observada uma descontinuidade no parâmetro de ordem. Já aquelas, também
nomeadas de transições de segunda ordem, ocorrem quando as singularidades se apre-
sentam em derivadas de ordem superior à primeira. Neste caso, o parâmetro de ordem
decresce continuamente até zero quando o sistema passa então de uma fase ordenada
para uma fase desordenada.

Frazer, Shirane, Cox e Olsen (4) mostraram, experimentalmente, que a transição
paramagnética-antiferromagnética do dióxido de urânio UO2, um semicondutor, é de
primeira ordem. Nessa transição não foi observada nenhuma alteração na estrutura ou
volume no sistema, indicando que a mudança na fase ocorria devido às propriedades
magnéticas do sistema. O caso mais simples de um modelo magnético não-trivial que
exibe uma transição contínua com quebra de simetria é o modelo de Ising ferromagné-
tico de spin 1/2 (puro). Por sua simplicidade, diversas generalizações desse modelo
têm sido estudadas com aplicações em numerosas áreas.

Motivados por observações experimentais (4), o modelo de Ising generalizado para
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variáveis de spin 1 foi proposto originalmente há mais de 50 anos para investigar não
só a transição de fase magnética em UO2, mas também a transição emblemática λ para
a superfluidez e separação de fase em misturas de 3He-4He líquidos, a qual exibe um
ponto trícritico. A partir do trabalho de Frazer et al. (4) o modelo de Ising ferromagnético
com variáveis de spin 1 foi formulado, independentemente, por Blume (5) e Capel (6) e
chamado mais a frente de modelo Blume-Capel (BC). O modelo BC tornou-se um dos
modelos mais investigados desde então por ser um dos primeiros a descrever transições
de fase de primeira ordem e a incluir a interação com campo cristalino anisotrópico (D).
Seu hamiltoniano é descrito por

H = −K ∑
〈ij〉

SiSj + D∑
i

S2
i , (1.1)

onde K > 0 é a interação de troca entre os spins em sítios vizinhos e D é o campo
cristalino com simetria axial atuando em uma direção bem definida para todos os spins
do sistema. O campo cristalino é oriundo das interações efetivas entre os átomos e o
potencial químico. O modelo BC exibe diversos fenômenos multicríticos incluindo uma
mudança de uma transição de fase contínua para uma transição de fase de primeira or-
dem no ponto tricrítico. Além disso, o modelo BC pode ser visto como uma extensão do
modelo de Ising para variáveis de spin 1, uma vez que no limite D→−∞ é equivalente
ao modelo de Ising de spin 1/2, isto é, um sistema com dois estados Si = ±1, enquanto
que no limite D→∞ equivale ao modelo de Ising trivial com Si = 0, isto é, uma fase
ordenada com todos os spins no estado Si = 0.

Outro modelo de Ising com variáveis de spin 1, mais geral que o modelo BC, é
o chamado modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG) (7), que simula o comportamento
termodinâmico ao longo da transição λ para a superfluidez e a separação de fase em
misturas de 3He-4He líquidos. O modelo de Ising com spin 1 reproduz, ao menos,
qualitativamente o diagrama de fases da transição λ( ver Figura 1). Por se tratar de
um sistema de variáveis de spin discretas, é possível associar os átomos de 3He aos
sítios da rede no estado Si = 0 e os átomos de 4He aos sítios nos estados Si = ±1. No
diagrama de fases, a temperatura é colocada em função da concentração molar (x3)
de 3He. A transição de fase ao longo da linha-λ é de segunda ordem separando as
fases superfluida-normal. No final da linha-λ, no encontro com as linhas que marcam a
região de coexistência, está a localização do ponto tricrítico. Ilustramos na Figura 2 o
comportamento do calor específico, típico de segunda ordem, calculado sobre a linha λ.
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Figura 1 – Diagrama de fases para misturas de 3He-4He líquidos. Temperatura em
função da concentração molar (x3) de He3, ao final da linha-λ no encontro
com as linhas que contornam a região de coexistência está localizado o ponto
tricrítico. Figura retirada da referência (1).

Figura 2 – Calor específico do He4 à temperatura de vapor sobre o ponto λ. Figura
retirada da referência (1).

Usualmente, o primeiro método teórico empregado para se estudar transições de
fase é a aproximação de campo médio. Para o modelo de Ising com spin 1 não foi
diferente. Além dos trabalhos originais de Blume e Capel (5, 6), podemos destacar o
trabalho de Plascak et al. (8) onde foi utilizada a solução de campo médio para o modelo
Blume-Capel com variáveis de spin inteiras e semi-inteiras, determinando a existência
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de um ponto trícritico e uma fase ordenada em baixas temperaturas para variáveis de
spin inteiras. Além da aproximação de campo médio, outros métodos foram usados
como, por exemplo, o da aproximação de campo efetivo (9, 10, 11, 12, 13). Na Figura 3,
ilustramos os diagramas de fases apresentados por Santos et al. (2) obtidos através de
soluções de (a) campo médio e (b) aproximação de campos efetivos. Em ambos os casos
é previsto o ponto tricrítico, representados por C1 e C2 respectivamente, na fronteira de
separação das fases ferromagnética (F) - paramagnética (P).

(a)

(b)

Figura 3 – Diagramas de fases para (a) aproximação de campo médio (MFA) e (b) apro-
ximação de campo efetivo para o modelo Blume-Capel numa rede diamante
para um cluster de cinco sítios. Em ambos os casos a fronteira de transição F -
P apresenta um ponto tricrítico C1 e C2. Figura retirada da referência (2).

O modelo BC também foi investigado pelo método da variação de cluster (14, 15, 16),
pelo método de expansão em série para altas e baixas temperaturas (17, 18, 19, 20), por
simulações de Monte Carlo (21, 22, 23, 24, 25, 26), usando as igualdades e desigualdades
das funções de correlações para modelos de spins (27, 28, 29, 30, 31, 32) e pelo grupo
de renormalização no espaço real (33, 34, 35, 36, 37, 38). Além disso, algumas variantes
do modelo BC com diferentes valores de spin e/ou na presença de desordem nas
interações e/ou nos campos têm sido objeto de estudos recentes (39, 40, 41, 42, 43, 44,
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45, 2). A existência do ponto tricrítico é detectada tanto para os métodos mencionados
acima quanto em simulações computacionais. O ponto tricrítico é obtido na vizinhança
da fronteira que separa a fase com magnetização nula da fase com magnetização
diferente de zero. Entretanto a localização deste ponto depende da técnica utilizada
para investigar a transição de fase. O trabalho de Zierenberg, J., Fytas, N.G., Weigel, M.
et al (46) apresenta alguns dos procedimentos para a localização do ponto tricrítico.

Nas vizinhanças de um ponto crítico certas grandezas termodinâmicas possuem
comportamento singular, anulando-se ou crescendo sem limites e divergindo no ponto
crítico. Verifica-se que as singularidades são bem representadas por uma lei de potência
quando as grandezas são representadas por desvios em relação ao ponto crítico. Para
isso, é necessário estimar valores para um conjunto de índices, chamados de expoentes
críticos (47). Podemos supor que essa diferença se anule no ponto crítico seguindo uma
lei de potência do tipo

y ∼
( |T − Tc|

Tc

)x
, T→ Tc , (1.2)

com y representando uma grandeza termodinâmica arbitrária e x é denominado o
expoente crítico a essa grandeza. Por exemplo, considerando que a grandeza y de
interesse seja a magnetização m, o expoente x associado a este parâmetro de ordem é
chamado de β. Neste caso, a equação 1.2 pode ser reescrita na forma

m ∼
( |T − Tc|

Tc

)β
, T→ Tc . (1.3)

De maneira análoga é possível mostrar (48) que, próximo à região crítica, o compor-
tamento do comprimento de correlação (ξ) em função da temperatura pode ser escrito
como

ξ ∼
( |T − Tc|

Tc

)−ν
, T→ Tc , (1.4)

com ν sendo o expoente crítico associado ao comprimento de correlação. Além disso,
no ponto crítico de um sistema grande, porém finito, o comprimento de correlação ξ

alcança todo o sistema, isto é,
ξ ∼ L . (1.5)

Usando as equações (1.3), (1.4) e (1.5), se obtém uma importante relação definida
por

m ∼ L−β/ν , T→ Tc . (1.6)

A equação (1.6) representa o comportamento na região crítica do parâmetro de ordem
m em função do tamanho L da rede através de uma lei de escala segundo um expoente
−β/ν. Em modelos de Ising com spin 1 os expoentes críticos foram estimados para
redes de dimensões d = 2 e 3 para diversas aproximações (19, 49, 33, 50, 51, 52).

Atualmente a solução de campo médio para modelos de Ising com variável de spin
1 é bem compreendida. Por outro lado, soluções exatas são de extrema importância para



Capítulo 1. INTRODUÇÃO 23

o desenvolvimento da mecânica estatística. Poucos modelos são exatamente solúveis,
como por exemplo: a solução de Onsager (53) para o modelo de Ising bidimensional ou
a solução de Baxter (54) para o modelo de oito vértices. As soluções exatas possuem um
efeito profundo nas idéias teóricas e desempenham um papel significativo, tanto em
termos de resultados explícitos quanto como guia de métodos aproximativos.

Nesta tese vamos investigar propriedades do modelo de Ising com spin 1 em redes
hierárquicas tipo diamante, fator de escala b = 2 e dimensão d arbitrária, utilizando a
técnica do grupo de renormalização para obter um conjunto de equações de recorrência
exatas e então calcular, com baixo custo computacional, propriedades locais e globais
do modelo.

Além desta introdução geral a tese está dividida em cinco capítulos e três apêndices.
No capítulo 2, apresentamos a metodologia que será utilizada durante a tese, definindo
o método do grupo de renormalização assim como suas principais características. Em
seguida, apresentamos definições e propriedades de redes hierárquicas, em particular,
redes do tipo diamante.

No capítulo 3, implementamos a técnica do grupo de renormalização em redes hie-
rárquicas, apresentando o conjunto de relações de recorrência para calcular as magneti-
zações e pares de correlações locais para o modelo de Ising spin 1 com um hamiltoniano
completo.

No capítulo 4, com as equações de recorrência para as magnetizações e pares de
correlações locais obtidas no capítulo anterior, aplicamos ao modelo Blume-Capel
ferromagnético e investigamos o diagrama de fases, o parâmetro de ordem, a densidade
de sítios no estado Si = 0. Grandezas termodinâmicas como energia interna, calor
específico, susceptibilidade e entropia também são discutidas, bem como são estimados
os expoentes críticos β e ν.

No capítulo 5, são discutidas as propriedades das medidas fractais que permitem
uma análise multifractal da rede. Apresentamos como a magnetização está distribuída
ao longo de uma geodésica que conecta os sítios externos, possibilitando uma análise
das propriedades locais através dos perfis. Observamos através do espectro de f (α)
características multifractais que convergem para um monofractal à medida que, ao
longo da linha de transição, reduzimos a temperatura.

No capítulo 6, estudamos o modelo Blume-Capel desordenado com interações e
campos cristalinos competitivas. Neste caso, os valores são fixados através de variáveis
aleatórias independentes que seguem uma distribuição de probabilidade gaussiana
simétri-
ca. Delimitamos o intervalo para dimensão crítica inferior juntamente com a tempera-
tura crítica para transição vidro de spin-paramagnética. Além disso, as propriedades
multifractais do parâmetro de ordem de Edwards-Anderson na fronteira de transição
são calculadas e discutidas.
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No capítulo 7, apresentamos nossas conclusões e perspectivas para os próximos
trabalhos.

Nos apêndices A e B incluímos o desenvolvimento analítico para obtenção das equa-
ções de renormalização e de recorrência associadas ao modelo de Ising spin 1 descrito
no capítulo 3. No apêndice C, incluímos o conjunto de equações de renormalização
no regime de baixas temperaturas que descrevem o diagrama de fases no modelo BC
ferromagnético descrito no capítulo 4.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Grupo de renormalização no espaço real
O método do grupo de renormalização (GR) fornece uma compreensão

teórica de problemas que apresentam singularidades, tornando-se uma ferramenta
poderosa na investigação das transições de fase. O método foi proposto por Kadanoff
(55) e posteriormente desenvolvido por Wilson (56, 57). A análise de problemas atra-
vés do método de GR é dividida em dois ramos principais. Um dos ramos, o mais
geral, envolve o trabalho no vetor de onda espacial desenvolvido por Wilson (56, 57),
estendendo o método além do campo das transições de fase. O segundo é aplicado a
sistemas de rede e é conhecido como método do grupo de renormalização no espaço
real, baseando-se nas idéias fenomenológicas de Kadanoff (55). Outro ramo do método
do GR que merece destaque é denotado como aproximação do grupo de renormalização
de campo médio (58, 59, 60). Nesta tese estamos interessados em entender e aplicar o
método do grupo de renormalização no espaço real.

A ideia fundamental do método do grupo de renormalização no espaço real é
fazer uma redução de escala espacial do sistema e calcular a nova função de partição
eliminando graus de liberdade (61) mas resguardando as simetrias do hamiltoniano
original. Comparando-se as funções de partição do sistema reduzido com a do sistema
original, encontra-se uma relação entre os parâmetros do hamiltoniano reduzido e os
do original, dita equação de renormalização. Para um modelo de spins, localizados
nos sítios de uma rede com propriedades de simetria bem definidas, um procedimento
chamado de transformação blocos de spins permite que em cada etapa uma fração de
graus de liberdade do sistema seja somada, esse processo é denominado de dizimação
da rede. A transformação blocos de spins permite obter uma nova rede com menos graus
de liberdade mas envolvendo interações cada vez mais complicadas. Impossibilitando a
manutenção do hamiltoniano em cada etapa, por este motivo o método é aproximativo.
A Figura 4 representa a transformação de blocos de spins onde (a) representa a rede
original, (b) indica a fração de graus de liberdade a serem somadas e (c) a nova rede
com menos graus de liberdade. O mapeamento entre os conjuntos de constantes de
acoplamentos {K′} e {K}, dos sistemas reduzidos e original, respectivamente, constitui
o método do grupo de renormalização no espaço real.
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Figura 4 – Representação da transformação de blocos de spins para de uma rede qua-
drada onde cada sítio é ocupado por um spin: (a) a representação da rede
original da construção de Kadanoff, (b) blocos de spins representando a fra-
ção dos graus de liberdades que são somados e (c) rede nova renormalizada
com menos graus de liberdade que a rede original.

Com o propósito de motivar a utilização do método do grupo de renormali-
zação no espaço real, presumiremos um modelo com graus de liberdade descritos pelas
variáveis estatísticas {σi} e um hamiltonianoH{σi}. O cálculo estatístico é definido pela
distribuição de probabilidades, dada como uma expressão na forma exp(−βH{σi}),
com β = 1/κBT, sendo κB a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Uma
grandeza termodinâmica arbitrária G do sistema é definida a partir da média

< G >=
{σi}G exp(−βH{σi})
{σi} exp(−βH{σi})

, (2.1)

sendo {σi} a operação linear chamada de traço definida como soma sobre todas as
configurações possíveis das variáveis {σi}. Desde modo, o cálculo exato da média
definida pela equação (2.1) possibilita caracterizar o sistema para qualquer temperatura
e valores para os parâmetros do hamiltoniano. Todavia, na maioria dos casos o cálculo
do traço sobre as variáveis torna-se impraticável, em virtude do grande número de
estados incluídos na soma.

O método do grupo de renormalização sugere um processo iterativo por redução
de escala para diminuir os graus de liberdade do sistema. Para isso, um passo funda-
mental é definir a transformação do grupo de renormalização, analisar a evolução das
constantes de acoplamentos {K} no seu espaço de parâmetros e introduzir o conceito
de ponto fixo que descreverá o sistema na região de criticalidade. O modelo original,
representado por um hamiltoniano reduzido, H(0) ≡H/κBT, é renormalizado para um
novo sistema, obtendo o novo hamiltoniano reduzido H(1):

H(1) = RH(0) , (2.2)

aqui o operador R representa transformação do grupo de renormalização, esse efeito
diminui o número de graus de liberdade de N para N′. Isto pode ser feito no espaço real,
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removendo ou agrupando spins como ilustrado na Figura 4. Esse processo pode ser
repetido n vezes produzindo uma sequência de hamiltonianos. A diminuição sucessiva
no número de graus de liberdade faz com que o tamanho do sistema seja reduzido a
cada passo, provocando uma diminuição do comprimento de correlação ξ. Deste modo,
se o fator de escala da redução de graus de liberdade do sistema for b, o comprimento
de correlação renormalizado ξ(n+1) obedecerá à relação

ξ(n+1) =
ξ(n)

b
=

ξ(0)

bn , (2.3)

sendo ξ(0) = ξ o comprimento de correlação original do sistema.
Para preservar as propriedades da rede original é necessário satisfazer à condição

que a função de partição não deve mudar, essa exigência é fundamental para qualquer
transformação de renormalização de grupo. Além disso as interações do hamiltoniano
renormalizado também deverão preservar as simetrias presentes no hamiltoniano
original. Deste modo podemos obter, a partir de uma transformação, uma equação de
recorrência capaz de relacionar as constantes de acoplamento do hamiltoniano H(n+1)

com as do hamiltoniano H(n)

K(n+1) = f (K(n)) , (2.4)

sendo K(n) = (K(n)
1 ,K(n)

2 , . . . ,K(n)
N ) um vetor em que cada componente representa uma

constante de acoplamento para as diferentes formas de interações que o sistema apre-
senta. Por este motivo, podemos ponderar que no espaço de interações cada vetor
K(n) representa um ponto do espaço e os K(n)

i expressam as coordenadas do vetor. A
sequência de pontos produzidos pela repetição da equação (2.4) determina a evolução
e o comportamento crítico do sistema formando assim uma trajetória chamada de fluxo
de renormalização. Esta aplicação da teoria baseia-se no conceito de um ponto fixo, um
conjunto de sistemas estatísticos que descreve o comportamento de todos os sistemas
estatísticos individuais dentro de uma determinada classe de universalidade.

Para a construção do diagrama de fluxo, o primeiro passo é identificar os pontos
fixos da equação (2.4), de modo que um ponto fixo é definido por

K(n+1) = f (K∗(n)) = K∗ . (2.5)

Para entendermos o significado físico de uma transformação de grupo de renormali-
zação, partimos da equação (2.3) no ponto fixo

ξ(K∗) =
ξ(K∗)

b
. (2.6)

Como b > 1, a equação (2.8) apresenta duas soluções. A primeira para ξ(K∗) = 0
denominado ponto fixo trivial a segunda ξ(K∗)→∞ (limite termodinâmico) chamado
de ponto fixo crítico. Os pontos fixos podem ser classificados de acordo com o fluxo de
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renormalização. Pontos atrativos ou estáveis são caracterizados pela convergência do
fluxo de renormalização para ele em todas as direções de sua vizinhança. Nos pontos
repulsivos ou instáveis o fluxo de renormalização diverge em todas as direções de sua
vizinhança. Por fim nos pontos fixos mistos, conhecidos também como pontos de sela, o
fluxo de renormalização se aproxima em algumas direções e se afasta em outras. Assim,
o agrupamento de todas as trajetórias que fluem em direção a um ponto fixo é chamado
de bacia de atração, como pode ser observado na Figura 5 para um fluxo genérico.

A idéia das bacias de atração com as trajetórias fluindo para alguns pontos fixos
no espaço de parâmetros de acoplamentos remete a uma classe de universalidade.
Entretanto, a análise torna-se incompleta se não for investigado o comportamento do
fluxo próximo ao ponto fixo crítico. De fato, tal análise permite determinar a natureza
do ponto fixo. Para tanto, escolhemos um ponto K′ ligeiramente afastado de um ponto
fixo K∗

K′ = K∗ + δK
′

, (2.7)

podemos calcular δK′ fazendo uma expansão em série de Taylor, em torno de K∗

δK′ = K
′ −K∗ =M δK , (2.8)

sendoM uma matriz real com seus elementos de matriz obtidos por Mij =
∂K′i
∂Kj

, de modo
que a obtenção dos autovalores e autovetores deM é de fundamental importância para
a caraterização da natureza de um ponto fixo. Portanto, se o módulo do autovalor em
uma direção for maior (menor) que 1 a constante de acoplamento renormalizada irá se
afastar (aproximar) do ponto fixo. Desse modo, se todos os autovalores deM em todas
as direções forem maiores que 1, o ponto fixo é definido como repulsivo ou instável; já
se todos autovalores deM forem menores que 1 em todas as direções, será chamado
de ponto fixo atrativo ou estável. Se possuir autovalores maiores que 1 em algumas
direções e menores que 1 em outras direções, será um ponto fixo misto ou ponto de sela.
Caso o módulo do autovalor seja 1, será necessário considerar termos de ordem superior
na expansão de Taylor; caso persista a situação, dizemos que é um ponto fixo marginal,
nem atraindo e nem repelindo nesta direção, tendo um comportamento diferente de
leis de potência.
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Figura 5 – Representação de um fluxo genérico e dos tipos de ponto fixo, ponto fixo
repulsivo K∗A, misto K∗B e atrativo K∗C, em um espaço de paramêtros.

2.2 Grupo de renormalização de Migdal-Kadanoff em re-
des hierárquicas

É difícil medir a importância de modelos exatamente solúveis para o desen-
volvimento da mecânica estatística das transições de fase. Para entender, basta observar
a solução exata de Onsager (53), em 1944, do modelo bidimensional de Ising que, por
longo tempo, manteve-se como o primeiro e único modelo como solução exata para
sistemas com dimensão maior que 1, ou a solução de Baxter (54) do modelo de oito
vértices, para perceber que soluções exatas podem ter um profundo efeito sobre as
idéias teóricas.

A exploração de uma grande classe de modelos de rede exatamente solúvel exibindo
uma variedade de transições de fase de primeira ordem e fenômenos críticos em tem-
peraturas finitas deu origem a um entusiasmo considerável no mundo da mecânica
estatística. Isto porque estudos anteriores ao modelo de Ising em redes hierárquicas
incluíam apenas alguns casos que apresentavam transição de fase em T = 0 (62, 63, 64)
e cálculo em redes de Bethe (65, 66).

Entretanto, uma descoberta muito importante feita por Berker e Ostlund (67) foi que
a aplicação do grupo renormalização de Migdal-Kadanoff (MK) no espaço real aos mo-
delos de Ising em rede de Bravais, rede baseada em uma célula unitária e que apresenta
simetria translacional, é equivalente a uma solução exata para o modelo de Ising (Potts,
etc) em redes hierárquicas (68). O método do grupo de renormalização no espaço real
para o modelo de Ising em redes hierárquicas é exato uma vez que não é necessário
desprezar interações mais complicadas à medida que aplicamos a transformação para
seguir o fluxo no espaço de parâmetros. Porém o número de modelos definidos em
redes de Bravais que possuem solução exata é limitado. Uma possibilidade na procura
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por soluções exatas para esses modelos é analisar o comportamento em redes fractais.
Redes fractais são geradas a partir de um procedimento de iteração de uma célula básica
e são chamadas de redes hierárquicas. De modo que, este tipo de rede por vezes é
considerada um tipo de aproximação para alguma rede de Bravais (69).

As redes hierárquicas são grafos produzidos de forma iterativa por um processo
conhecido como agregação (70). Inicialmente partimos de uma ligação primitiva de
ordem zero, ver Figura 6 (a). Em seguida, geramos uma rede de ordem 1 substituindo
a ligação primitiva por uma célula geradora arbitrária, Figura 6 (b). Neste exemplo a
célula geradora conta com p conexões e fator de escala b igual ao número ligações por
conexão.

Figura 6 – Processo de construção de uma rede hierárquica tipo diamante: (a) repre-
senta a ligação primitiva de ordem 0, (b) célula geradora de ordem 1 com p
conexões e fator de escala b igual ao número de ligações por conexão.

A partir disso, esse processo pode ser repetido n vezes. Para gerar uma rede de
ordem superior (n + 1), deve-se substituir cada ligação da ordem anterior (n) por uma
célula geradora. Para esta tese vamos considerar uma rede com p conexões e fator de
escala b = 2. A Figura 7 mostra por simplicidade a construção de uma rede com p = 2
conexões e b = 2. Os sítios externos são representados por círculos preenchidos pela cor
preta mostrado na Figura 7 (a). Os novos sítios que são agregados no primeiro processo
com n = 1 são representados por círculos preenchidos pela cor cinza (Figura 7 (b)) e os
sítios gerado na rede de ordem n = 2 são círculos não preenchidos ( Figura 7 (c)).
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Figura 7 – Processo de construção de uma rede hierárquica com p = 2 e b = 2 com
dimensão d = 2. A figura (a) representa a ligação primitiva de ordem 0, (b)
célula geradora de ordem 1 e (c) rede de ordem 2.

Estas redes, mesmo em se tratando de redes com propriedades pouco usuais, são
uma alternativa interessante uma vez que os procedimentos de renormalização são
simples e o tempo computacional é baixo quando comparado com simulações mais
sofisticadas, como exemplo simulação de Monte Carlo sobre redes Bravais. É importante
notar que o processo da Figura 7 é auto-similar, ou seja, invariante por mudança de
escala. Além disso, as redes hierárquicas possuem todas as partes equivalentes por
este motivo são redes uniformes mas são altamente não-homogêneas, isto é, têm uma
simetria muito mais baixa do que as redes de Bravais. Deste modo, são úteis para
proporcionar intuições sobre outros problemas com baixa simetria, como por exemplo
random magnets, superfícies e semelhantes. Existe um universo muito grande de redes
hierárquicas, as quais podem apresentar propriedades diferentes (67, 68, 70, 71, 72, 73,
74, 75).

Descreveremos aqui alguns parâmetros importantes em uma rede hierárquica da
família de MK. (i) O fator de escala b é o número de ligações sobre o menor caminho que
conectam os dois sítios raízes (S1 e S2) na hierarquia de ordem 1. Para a Figura 7, b = 2.
(ii) N[n]

L , número total de ligações sobre a rede na hierarquia de ordem n é calculado por

N[n]
L = (pb)n , (2.9)

com p representando o número de caminhos paralelos da célula geradora; (iii) o número
de sítios N[n]

s sobre a rede hierárquica de ordem n é fornecido por

N[n]
s = 2 + p(b− 1)

[(bp)n − 1]
[bp− 1]

. (2.10)
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Sendo Nc, a razão do número de ligações por sítio da rede, definida como

Nc =
N[n]

L

N[n]
s

, (2.11)

para b = 2 e no limite termodinâmico, quando n→∞, para redes hierárquicas da família
MK, encontramos

Nc =
2p− 1

p
. (2.12)

O número de ligações na rede, N(n)
L , cresce como uma lei de potência,

N(n)
L = Ld , (2.13)

com L = bn representando o tamanho do sistema e d a dimensão fractal da rede hierár-
quica definida por

d =
log NL

log b
ou d = 1 +

log p
log b

. (2.14)

Assim, a rede hierárquica definida na Figura 7 possui d = log(2p)/log2. Entretanto,
como já mencionado acima, devido as redes hierárquicas serem não homogêneas, a
dimensão apesar de coerente na classificação não é suficiente para determinar sua
classe de universalidade. Para isso outros parâmetros são utilizados para classificar
redes hierárquicas entre esses parâmetros podemos destacar a dimensão topológica
(76), lacunaridade (64) e conectividade (71). Sendo esses parâmetros independentes
um do outro ,a mudança em algum deles faz com que o modelo mude sua classe de
universalidade (64, 71). Como exemplo, se definirmos q como o número mínimo de
cortes que devemos fazer nas ligações para isolar um sítio externo na célula primitiva, a
conectividade Q da rede é dada por

Q =
log q
log b

, (2.15)

enquanto para redes hierárquicas não há relação entre conectividade Q e dimensão d,
para redes de Bravais a conectividade está relacionada com a dimensão por d = 1 + Q.

As técnicas do grupo de renormalização permitem analisar numericamente sistemas
na região com escala de comprimento grande, entretanto nas rede de Bravais a aplicação
das técnicas de renormalização de grupo leva o sistema a um espaço de dimensão muito
grande (infinita). Para contornar esse problema a utilização de redes hierárquicas que,
assim como o grupo de renormalização, são invariantes por transformação de escala,
permitem estudar o grupo de renormalização num espaço de dimensão reduzido. Para
isto, é suficiente que as interações entre spins diferentes ocorram apenas dentro da
própria célula geradora. Com isso, não haverá nenhuma perda de informação durante a
dizimação dos spins internos de uma célula geradora.

A aplicação do grupo de renormalização a modelos em redes hierárquicas pode
representar uma aproximação desses modelos em rede de Bravais. Em outras palavras,
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os resultados encontrados serão tão bons quanto forem as aproximações do modelo
original na rede de Bravais. Desta forma, podemos pensar que os resultados do grupo
de renormalização em redes hierárquicas é exato. Por isto, a importância das redes
hierárquicas para a mecânica estatística fornecendo resultados exatos, desempenhando
papel qualitativo e quantitativo na avaliação de métodos aproximados.
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3 MODELO DE ISING DE SPIN 1 EM
REDES HIERÁRQUICAS.

A maioria dos trabalhos realizados em redes hierárquicas utilizam como
principal técnica o grupo de renormalização para se obter o diagrama de fases e propri-
edades críticas. O método que viabiliza o cálculo das magnetizações locais em redes
hierárquicas foi proposto pela primeira vez no trabalho publicado por Morgado, Cou-
tinho e Curado (77, 78) onde calcularam algumas grandezas termodinâmicas e as
propriedades multifractais das magnetizações locais do modelo de Ising ferromagnético
definido na rede hierárquica diamante. Esse método foi inspirado no trabalho (79), onde
o modelo de vidro de spins de Ising foi estudado na rede de Bethe e uma relação de
recorrência exata entre as magnetizações de sítios pertencentes a gerações consecutivas
é obtida. Em seguida, o método foi estendido para diversos modelos magnéticos como
por exemplo, o modelo de vidro de spins de Ising (80, 81), o modelo de Potts ferro-
magnético (69, 82) e o modelo de Ising com campo aleatório (83). Estes trabalhos foram
realizados sobre redes hierárquicas, com foco em redes com dimensão fractal d = 3.

A técnica que possibilita investigar as propriedades locais de modelos em redes
hierárquicas é separada em duas partes. Na primeira, gera-se um sistema com hierarquia
de ordem n. Em seguida, dizima-se a rede até que reste apenas um acoplamento
efetivo entre os dois sítios externos, resultando a hierarquia de ordem zero. Uma nota
importante neste passo, para obtenção de resultados numéricos, é necessário que todos
acoplamentos renormalizados sejam armazenados, aumentando consideravelmente o
custo computacional, em especial para os casos sistemas desordenados. Na segunda
parte, partindo-se da hierarquia de ordem zero, com acoplamento efetivo entre os dois
sítios externos, refaz-se o processo de agregação ou inflação da rede, reconstrói-se toda
a rede calculando paralelamente com as relações de recorrência das magnetizações e
pares de correlações locais dos sítios internos em função dos sítios externos de cada
unidade básica até reobter a hierarquia de ordem n.

Neste capítulo, estuda-se as relações de recorrência exatas que permitem calcular o
parâmetro de ordem e as correlações locais entre spins vizinhos. O método é estendido
para estudar o caso do modelo de Ising com spin 1. O modelo é definido sobre redes
hierárquicas tipo diamante com fator de escala b = 2 e dimensão d arbitrária. Para tal,
na primeira seção do capítulo, obtemos um conjunto de equações de recorrência do
grupo de renormalização para as ligações e campos. Em seguida, na segunda seção,
descrevemos as equações exatas e recursivas que conectam as magnetizações e pares de
correlações locais dos sítios internos com as grandezas análogas para os sítios externos
de cada célula básica.



Capítulo 3. MODELO DE ISING DE SPIN 1 EM REDES HIERÁRQUICAS. 35

3.1 Hamiltoniano do modelo de Ising spin 1
Estudamos o modelo de Ising spin 1, cujo hamiltoniano pode ser escrito na

forma

−βH = ∑
〈ij〉

JijSiSj + ∑
〈ij〉

KijS2
i S2

j + ∑
〈ij〉

LijSiSj(Si + Sj)−∑
i

∆iS2
i + ∑

i
hiSi (3.1)

com β = 1/kBT, kB sendo a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. As
constantes de acoplamento adimensionais entre pares de spins primeiros vizinhos, 〈ij〉,
são representadas por Jij, Kij e Lij. ∆i representa o campo cristalino local adimensional.
hi é o campo magnético local adimensional em cada sítio, com variáveis de spins
Si = 0,± 1. Dois casos particulares desse modelo e que são frequentemente alvos de
análise, já mencionados na introdução, são: o modelo de Blume-Capel (BC)(6, 5) com
Kij = Lij = 0 e o modelo Blume-Emery-Griffiths (BEG)(7), com Lij = 0. Deste modo, o
Hamiltoniano descrito na equação (3.1) pode ser reescrito, respectivamente, nas formas

−βHBC = ∑
〈ij〉

JijSiSj −∑
i

∆iS2
i + ∑

i
hiSi , (3.2)

−βHBEG = ∑
〈ij〉

JijSiSj + ∑
〈ij〉

KijS2
i S2

j −∑
i

∆iS2
i + ∑

i
hiSi . (3.3)

O procedimento usual da técnica do grupo de renormalização funciona no caminho
inverso da construção da rede, isto é, iniciamos com uma rede de ordem n e dizimamos.
Em certo sentido fazemos uma deflação da rede hierárquica até a rede de ordem zero.
Para ilustrar, considere uma rede hierárquica com fator de escala b = 2 e p conexões mos-
trada na Figura 8. Partindo de uma célula básica de ordem n Figura 8 (a) e dizimando
os sítios internos em cada unidade básica resulta um acoplamento efetivo de ordem
(n− 1) mostrado na Figura 8 (b) com um novo conjunto de constantes de acoplamento.
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Figura 8 – Ilustração do processo de deflação da rede, por simplicidade, de ordem
(a) n = 1 para (b) n = 0. Todos os sítios internos {σi}, i = 1, . . . p em (a)
são dizimados até que apenas reste um acoplamento efetivo entre os sítios
externos S1 e S2 como pode ser observado em (b) .

Analiticamente, sob o método do grupo de renormalização, é possível escrever um
conjunto de equações de recorrência para as constantes de acoplamento e campos,
indicados por um apóstrofo, em função das constantes de acoplamento e campos
da hierarquia anterior. Para o modelo de Blume-Capel descrito pelo hamiltoniano
fornecido na equação (3.2), as equações do grupo de renormalização podem ser escritas
formalmente como (para maiores detalhes ver Apêndice A):

J′ =
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,− 1]
Zi[1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (3.4)

∆′1 = ∆1 −
1
2

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,0]Zi[−1,0]
Zi[0,0]2

]
, (3.5)

∆′2 = ∆2 −
1
2

p

∑
i=1

ln
[

Zi[0,1]Zi[0,− 1]
Zi[0,0]2

]
, (3.6)

h′1 = h1 +
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[1,− 1]
Zi[−1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (3.7)

h′2 = h2 +
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,1]
Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]

]
. (3.8)

Para o modelo Blume-Emery-Griffiths, com hamiltoniano descrito pela equação (3.3),
devemos acrescentar a esse conjunto de equações, a equação

K′ =
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]Zi[−1,1]Zi[0,0]4

Zi[1,0]2Zi[−1,0]2Zi[0,1]2Zi[0,− 1]2

]
, (3.9)
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com

Zi[S1,S2] =Tr{σi} exp[J1S1σiS1 + J1S2σiS2 + K1S1σ2
i S2

1 + K1S2σ2
i S2

2 − ∆1jσ
2
i + h1jσi] ,

Zi[S1,S2] = 1 + exp[J1S1S1 + J1S2S2 + K1S1S2
1 + K1S2S2

2 − ∆1j + h1j]+

+ exp[−J1S1S1 − J1S2S2 + K1S1S2
1 + K1S2S2

2 − ∆1j − h1j] , (3.10)

Zi[S1,S2] representando a função de partição de uma dada célula básica com sítios
externos mantidos fixos nos estados (S1,S2 = 0,±1) e Tr{σi} indicando o traço sobre
os sítios internos que são dizimados. Note que nas equações (3.5) - (3.8), referentes
aos campos cristalinos e magnéticos, temos contribuição dos campos originais mais
contribuição proveniente dos sítios que foram dizimados. Para o modelo BC, os valores
de K1S1 e K1S2 devem ser nulos na equação (3.10).

3.2 Equações de recorrência para magnetizações e corre-
lações locais

Nesta seção, calculamos analiticamente as equações de recorrência exatas
para descrever as propriedades locais do sistema tais como a magnetização e pares de
correlações. Desde modo, pode-se construir a rede a partir de um acoplamento efetivo
entre os sítios externos, possibilitando um estudo do parâmetro de ordem.

Para determinar as relações de recorrência, devemos considerar que o hamiltoniano
equivalente do modelo (3.1) pode ser decomposto para a n-ésima geração em duas
partes: a primeira refere-se a uma unidade básica arbitrária introduzida na última
geração e a segunda incluindo todas as interações restantes da rede, isto é:

H =Hint +Hext , (3.11)

com

−βHint =J1 σiS1 + J2 σiS2 + K1 σ2
i S2

1 + K2 σ2
i S2

2 + L1 σ2
i S1 + L2 σiS2

1+

+ L3 σ2
i S2 + L4 σiS2

2 − ∆iσ
2
i + hiσi , (3.12)

e

−βHext = J′S1S2 + K′S2
1S2

2 + L′1S2
1S2 + L′2S1S2

2 − ∆′1S2
1 − ∆′2S2

2 + h′1S1 + h′2S2 . (3.13)

Na equação (3.12) Ji,Ki (i = 1,2) e Lj (j = 1,2,3,4) representam as constantes de
acoplamentos das interações entre o sítio interno σi com o sítio externo Sj (j = 1,2).
∆i e hi representam os campos cristalino e magnético externo que atuam sobre todos
os sítios, respectivamente. A equação (3.13) descreve um hamiltoniano efetivo sobre
os sítios externos, resultante de todas as interações do restante rede. As constantes de
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acoplamentos e campos efetivos irão desempenhar o papel da rede, sendo representados
por J′,K′,L′`,∆

′
` e h′` (` = 1,2). A representação esquemática desse modelo equivalente,

foi inspirada no cálculo das interações efetivas (84) e pode ser esquematizada na
Figura 9. As interações e campos efetivos que atuam nos sítio externos são parâmetros
desconhecidos a serem determinados.

Figura 9 – Representação esquemática do modelo equivalente. As linhas duplas repre-
sentam as interações (Ji, Li,Ki) entre o sítio interno (círculo preto) e um dos
sítios externos (círculo branco) de uma única conexão arbitrária da célula
básica. As linhas pontilhadas representam as interações efetivas do restante
da rede (J′`, L′`, K

′
`) (` = 1,2). As setas cinzas representam o campo magnético

externo efetivo e o campo cristalino externo efetivo sobre os sítios externos.

Podemos então escrever formalmente a função de partição deste modelo, reescre-
vendo da seguinte maneira

Z = Tr{S1,S2}G1[S1,S2]Φ[S1,S2] , (3.14)

com

Φ[S1,S2] = Tr{σi} exp [−βHint] , (3.15)

G1[S1,S2] = exp [−βHext] . (3.16)

Calculando o traço Tr{S1,S2}, a função de partição pode ser expandida em nove
termos para as configurações possíveis configurações de {S1,S2} com Si = 0,± 1. Deste
modo

Z = A0 +
8

∑
j=1

Aj Φj , (3.17)
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sendo A0 e Aj são grandezas, definidas nas equações (B.2)-(B.10) no Apêndice B e
utilizadas para simplificar a notação, as quais dependem apenas dos acoplamentos
e campos que atuam nos sítios internos e são quantidades conhecidas. Para ilustrar,
apresentamos a seguir o termo A0

A0 =
a6

a5
+

1
a5a6

+ 1 , (3.18)

com a5 = e∆σ e a6 = ehσ . Os demais termos são semelhantes, contudo com diferentes
combinações de sinal e exponenciais das variáveis associadas ao sítio interno. Esses
termos são multiplicados pelos termos de Φj, também definidos no Apêndice B no
conjunto de equações (B.11)-(B.18), os quais dependem dos acoplamentos e campos
efetivos que atuam nos sítios externos. Por este motivo são variáveis desconhecidas.
Como exemplo, apresentamos o Φ1

Φ1 = u−1x−1 (3.19)

com x = eh′1 e u = e∆′1 definidos na equação (B.20). Novamente os demais termos são
semelhantes, sendo agora uma combinação das diferentes variáveis efetivas.

Nosso objetivo, descrito a seguir, será eliminar as variáveis (Φj) do sistema. Para
isto, realizamos as médias térmicas para calcular os momentos magnéticos e pares de
correlações médios referentes aos sítios externos e internos (para maiores detalhes ver
Apêndice B). Neste caso, para os sítios externos obtemos,

〈S1〉 =
1
Z [−A1Φ1 + A2Φ2 + A5Φ5 − A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8] , (3.20)

〈S2〉 =
1
Z [−A3Φ3 + A4Φ4 − A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8] , (3.21)

〈S2
1〉 =

1
Z [A1Φ1 + A2Φ2 + A5Φ5 + A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8] , (3.22)

〈S2
2〉 =

1
Z [A3Φ3 + A4Φ4 + A5Φ5 + A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8] , (3.23)

〈S1 S2〉 =
1
Z [−A5Φ5 − A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8] , (3.24)

〈S1 S2
2〉 =

1
Z [A5Φ5 − A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8] , (3.25)

〈S2
1 S2〉 =

1
Z [−A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8] , (3.26)

〈S2
1S2

2〉 =
1
Z [A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8] , (3.27)
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e para os sítios internos,

〈σi〉 =
1
Z
[
Ã0 + Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã3Φ3 + Ã4Φ4 + Ã5Φ5+

+Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8
]

, (3.28)

〈σiS1〉 =
1
Z
[
−Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã5Φ5 − Ã6Φ6 − Ã7Φ7 + Ã8Φ8

]
, (3.29)

〈σiS2〉 =
1
Z
[
−Ã3Φ3 + Ã4Φ4 − Ã5Φ5 + Ã6Φ6 − Ã7Φ7 + Ã8Φ8

]
, (3.30)

〈σiS2
1〉 =

1
Z
[
Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã5Φ5 + Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8

]
, (3.31)

〈σiS2
2〉 =

1
Z
[
Ã3Φ3 + Ã4Φ4 + Ã5Φ5 + Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8

]
, (3.32)

〈σ2
i 〉 =

1
Z
[
B+

0 + (A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4+

+(A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6 + (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8] , (3.33)

〈σ2
i S1〉 =

1
Z [−(A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A5 − 1)Φ5 − (A6 − 1)Φ6−

−(A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8] , (3.34)

〈σ2
i S2〉 =

1
Z [−(A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4 − (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6−

−(A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8] , (3.35)

〈σ2
i S2

1〉 =
1
Z [(A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6+

+(A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8] , (3.36)

〈σ2
i S2

2〉 =
1
Z [(A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4 + (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6+

+(A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8] , (3.37)

com B+
0 e Ãi’s definidos de forma similar Ai’s, no Apêndice B ver equações (B.39)-(B.48).

O passo seguinte é resolver o sistema de equações lineares (3.20)-(3.27) para os sítios
externos, correspondente a um sistema linear 8× 8 com quantidades desconhecidas Φj

(j = 1,2,3 . . . 8), as soluções, obtidas através do software Mathematica, desse sistema linear
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possui as seguintes soluções

Φ1 =
Z

2A1

[
−〈S1〉+ 〈S2

1〉+ 〈S1S2
2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.38)

Φ2 =
Z

2A2

[
〈S1〉+ 〈S2

1〉 − 〈S1S2
2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.39)

Φ3 =
Z

2A3

[
−〈S2〉+ 〈S2

2〉+ 〈S2
1S2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.40)

Φ4 =
Z

2A4

[
〈S2〉+ 〈S2

2〉 − 〈S2
1S2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.41)

Φ5 =
Z

4A5

[
−〈S1S2〉+ 〈S1S2

2〉 − 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.42)

Φ6 =
Z

4A6

[
−〈S1S2〉 − 〈S1S2

2〉+ 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.43)

Φ7 =
Z

4A7

[
〈S1S2〉 − 〈S1S2

2〉 − 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉〉
]

, (3.44)

Φ8 =
Z

4A8

[
〈S1S2〉+ 〈S1S2

2〉+ 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

, (3.45)

com,

Z =
A0

[1− 〈S2
1〉 − 〈S2

2〉+ 〈S2
1S2

2〉]
. (3.46)

Substituindo as equações (3.38)-(3.46) nas equações (3.28)-(3.37), com um pouco de
manipulação algébrica, podemos reescrever as equações de forma que os sítios perten-
centes a hierárquica atual, representado pelo sub-índice (n + 1), dependam dos sítios
da hierarquia anterior, representado pelo sub-índice n. Deste modo, as magnetizações e
os pares de correlações locais para o modelo de Ising spin 1 definidos sobre redes hierár-
quicas com fator de escala b = 2 e dimensão d arbitrária, são descritas pelo conjunto de
equações a seguir

〈σ〉n+1 =M0 + M1〈S1〉n + M2〈S2〉n + M3〈S1S2〉n + M4〈S2
1〉n + M5〈S2

2〉n+
+ M6〈S2

1S2〉n + M7〈S1S2
2〉n + M8〈S2

1S2
2〉n , (3.47)

〈σS2
1〉n+1 =M1〈S1〉n + M3〈S1S2〉n + M9〈S2

1〉n + M10〈S2
1S2〉n + M7〈S1S2

2〉n+
+ M11〈S2

1S2
2〉n , (3.48)

〈σS2
2〉n+1 =M2〈S2〉n + M3〈S1S2〉n + M12〈S2

2〉n + M6〈S2
1S2〉n + M13〈S1S2

2〉n+
+ M14〈S2

1S2
2〉n , (3.49)

〈σ2S1〉n+1 =M15〈S1〉n + M16〈S1S2〉n + M17〈S2
1〉n + M18〈S2

1S2〉n + M19〈S1S2
2〉n+

+ M20〈S2
1S2

2〉n , (3.50)

〈σ2S2〉n+1 =M21〈S2〉n + M22〈S1S2〉n + M23〈S2
2〉n + M24〈S2

1S2〉n + M18〈S1S2
2〉n+

+ M25〈S2
1S2

2〉n , (3.51)
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〈σ2〉n+1 =M26 + M27〈S1〉n + M28〈S2〉n + M18〈S1S2〉n + M29〈S2
1〉n+

+ M30〈S2
2〉n + M31〈S2

1S2〉n + M20〈S1S2
2〉n + M32〈S2

1S2
2〉n , (3.52)

〈σS1〉n+1 =M33〈S1〉n + M10〈S1S2〉n + M1〈S2
1〉n + M3〈S2

1S2〉n + M11〈S1S2
2〉n+

+ M7〈S2
1S2

2〉n , (3.53)

〈σS2〉n+1 =M34〈S2〉n + M13〈S1S2〉n + M2〈S2
2〉n + M14〈S2

1S2〉n + M3〈S1S2
2〉n+

+ M4〈S2
1S2

2〉n , (3.54)

〈σ2S1
1〉n+1 =M27〈S1〉n + M18〈S1S2〉n + M15〈S2

1〉n + M16〈S2
1S2〉n + M20〈S1S2

2〉n+
+ M19〈S2

1S2
2〉n , (3.55)

〈σ2S2
2〉n+1 =M28〈S2〉n + M18〈S1S2〉n + M21〈S2

2〉n + M25〈S2
1S2〉n + M22〈S1S2

2〉n+
+ M24〈S2

1S2
2〉n , (3.56)

sendo os coeficientes Mi’s escritos em termos de combinações de Ãi’s e/ou Ai’s, também
definido nas equações (B.85)-(B.97) no Apêndice B. Como exemplo, apresentamos o
coeficiente M1

M1 =
Ã2

2A2
− Ã1

2A1
. (3.57)

Note que as equações representam uma conexão entre a magnetização e pares de
correlação local dos sítios da hierarquia atual com a magnetização local e pares de
correlação da hierarquia anterior. De modo que, partindo de hierarquia de ordem zero
(n = 0), conhecendo os valores iniciais das grandezas associadas aos sítios externos e
seus pares de correlação podemos utilizar as equações e calcular as propriedades locais
das próximas gerações para toda a rede. Os valores iniciais das grandezas associadas
aos sítios da hierarquia zero, são determinados pelas propriedades da fase condensada
correspondente ao ponto fixo estável.

O conjunto de equações de recorrência, acima apresentadas, são equações exatas que
podem ser numericamente iteradas para qualquer modelo de spin um, descrito pelo
hamiltoniano geral dado pela equação (3.1), ordenado ou desordenado, exceto para
modelo antiferromagnético. Neste caso, as equações precisam ser recalculadas para o
caso de uma rede hierárquica com fator de escala 3 (ou para um fator de escala ímpar),
de sorte a atender as simetrias do processo de normalização. Uma vez que, o comporta-
mento do modelo para valores pares do fator de escala b é qualitativamente similar ao
caso b = 2 enquanto que para valores ímpares do fator de escala b o comportamento
assemelha-se ao caso em que b = 3 (85).
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4 MODELO BLUME-CAPEL FERRO-
MAGNÉTICO

Neste capítulo, apresentamos a solução exata para o caso particular do
modelo BC ferromagnético definido na rede hierárquica tipo diamante. Na primeira
seção analisamos as equações de renormalização e o diagrama de fase para as dimensões
d = 2,3 e 4. Na segunda parte do capítulo encontramos as equações de recorrência
particulares que descrevem as propriedades locais do modelo. Por fim, analisamos os
resultados obtidos numericamente a partir das propriedades locais. Investigamos o
comportamento termodinâmico do modelo, focalizando nas dimensões d = 2 e 3, para
auxiliar na determinação do ponto tricrítico do sistema.

4.1 Diagrama de fases do modelo Blume-Capel ferromag-
nético

Nesta seção, aplicamos as equações de renormalização (3.4)-(3.8) ao modelo
Blume-Capel correspondente a um sistema ferromagnético, isto é, com constantes de
acoplamento e campos locais, atuando em cada sítio independentemente, uniformes:
Jij = J (> 0), ∆i = ∆, Kij = Lij = 0. Para um campo magnético diferente de zero, con-
sideramos o termo hi = h, de modo que o Hamiltoniano geral do modelo, dado pela
equação (3.2), é reescrito por

−βHBC = J ∑
〈ij〉

SiSj − ∆∑
i

S2
i + h∑

i
Si . (4.1)

Analisamos, a seguir, o diagrama de fases para d = 2, d = 3 e d = 4 obtidos através do
conjunto de equações de renormalização no regime de campo magnético nulo (h = 0).

Na ausência de campo magnético (h = 0), o conjunto de equações de renormalização
(3.4)-(3.8) é reduzido para,

J′ = ln
[

1 + 2e−∆ cosh(2J)
1 + 2e−∆

]p/2

, (4.2)

∆′ = ∆− ln
[

1 + 2e−∆ cosh(J)
1 + 2e−∆

]p

. (4.3)

O fluxo de renormalização no espaço de parâmetros (J,∆), descritos nas equações
(4.2) e (4.3) é caracterizado pelos pontos fixos estáveis: para a fase ferromagnética o
ponto fixo é (J → ∞,∆→ −∞) com a razão finita α ≡ ∆/J → αF, descrita na Tabela
4.1 e ilustrada na Figura 10, cujos valores variam com a dimensão da rede. Para a
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fase paramagnética obtemos uma linha de pontos fixos com (J = 0, − ∞ ≤ ∆ ≤ ∞).
Também encontramos um ponto fixo instável em (J∗d ,∆→−∞), onde o limite ∆→−∞
aplicado ao hamiltoniano corresponde ao modelo de Ising com spin 1/2. Neste regime
as configurações com spins no estado Si = 0 são termodinamicamente eliminadas com
peso estatístico nulo. Esse limite corresponde a uma temperatura crítica fornecida por
Tc = 1/J∗d . A linha que separa a região ferromagnética da paramagnética foi obtida
numericamente utilizando o método da bissecção baseado nos pontos fixos estáveis.

Figura 10 – Diagrama de fluxo para o modelo Blume-Capel ferromagnético numa rede
hierárquica tipo diamante. Os pontos indicam as localizações dos pontos
fixos das fase ferromagnética e paramagnética, o ponto I indica um ponto
relevante e o ponto E indica ponto fixo, definidos na Tabela 4.1.

O diagrama também pode ser representado no espaço de parâmetros (T = 1/J,α =

∆/J), no qual descreve o diagrama de fases usual do modelo BC. Na Figura 11 mos-
tramos os respectivos diagramas do modelo BC ferromagnético definido numa rede
hierárquica tipo diamante e fator de escala b = 2 para as dimensões d = 2 (cor preta),
d = 3 (cor azul) e d = 4 (cor vermelha). Para completar o diagrama, na região de baixa
temperatura, foi necessário calcular o fluxo no limite de baixas temperaturas, cujas
equações estão detalhadas no Apêndice C. Entretanto, especificamos a seguir as equa-
ções de renormalização no estado fundamental T = 0. Deste modo, as equações de
renormalizações encontradas no limite de baixas temperaturas (C.33) -(C.44) nesse
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Figura 11 – Diagrama de fases para o modelo Blume-Capel ferromagnético numa rede
hierárquica tipo diamante. As cores indicam a dimensão: a preta para d = 2,
a azul para d = 3 e a vermelha para d = 4. As letras F e P, com cores diferentes,
indicam as regiões ferromagnética e paramagnética, respectivamente. As
letras A, B, D e E indicam pontos relevantes, que serão discutidos ao longo
desta tese, definidos na Tabela 4.1.

subespaço são reescritas por

α′ =



∞ ,α ≥ 2

2α

p(2− α)
,1 < α < 2

2[(1 + p)α− p]
p(2− α)

,0 < α < 1

α− p
p

,α < 0.

(4.4)

Existe um ponto fixo instável (0,αd) para cada dimensão da rede com αd = 2(1− 21−d)

separando a fase ferromagnética (F), com configuração {S = 1} ou {S =−1}, governado
pelo ponto fixo estável αF, da fase que denotaremos, nesta tese, de paramagnética
ordenada (PO) uma vez que apresenta magnetização zero e todos os sítios ordenados
no estado {Si = 0} no estado fundamental e que tem ponto fixo localizado em (0,∞).
Note que pelos diagramas de fases na Figura 11 para um valor de α fixo com α < αd,
existe apenas uma transição de fase possível. Enquanto que para um valor de α fixo no
intervalo αd < α < αB, região da reentrância, podem ocorrer duas transições. Partindo de
baixa temperatura para altas temperaturas as transições que ocorrem são: paramagnética
ordenada→ ferromagnética seguida por ferromagnética→ paramagnética. Na região
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da reentrância, em baixas temperaturas uma descontinuidade no parâmetro de ordem
da fase foi observada, que será explorada mais adiante neste capítulo.

Para facilitar o entendimento e uma melhor compreensão das regiões do diagrama,
na Tabela 4.1 são representados os pontos especiais mostrados na Figura 11.

d=2 d=3 d=4

I TI −∞ 1,641 −∞ 3,830 −∞ 5,888 −∞

H TF αF 0,000 −2,000 0,000 −1,333 0,000 −1,14

A T0 α0 1,217 0,000 2,682 0,000 5,419 0,000

B TαB αB 0,466 1,255 1,181 2,218 2,497 4,110

D Td αd 0,060 1,046 0,070 1,500 0,030 1,750

E T = 0 αe 0 1,000 0 1,500 0 1,750

Tabela 1 – Coordenadas de pontos especiais para dimensões 2, 3 e 4: I=(TI, −∞) limite
do modelo de Ising de spin 1/2; H=(TF, αF) ponto fixo da fase ferromagnética;
A=(T0, α0) modelo de Ising spin 1, com campo nulo; B=(TαB , αB) ponto limite
para ausência de fase ferromagnética; D=(Td, αd) ponto a partir do qual
apresenta uma descontinuidade máxima no parâmetro de ordem e E=(T =
0, αe) ponto no estado fundamental que separa as fases ferromagnética e
paramagnética ordenada.

4.2 Propriedades locais e globais
Nesta seção, analisamos as propriedades locais e globais do modelo BC

ferromagnético para explorar a natureza das fases F, P, PO em torno das transições de
fases. O procedimento recursivo exato para as propriedades locais são obtidas usando
as condições do modelo BC ferromagnético nas equações (3.47)-(3.56). Deste modo, o
conjunto de equações podem ser reescrito na forma

〈σ〉n+1 = W1[〈S1〉n + 〈S2〉n]− [W1 −W2][〈S2
1S2〉n + 〈S1S2

2〉n] , (4.5)

〈σS2
1〉n+1 = W1〈S1〉n + W2〈S2

1S2〉n − [W1 −W2]〈S1S2
2〉n , (4.6)

〈σS2
2〉n+1 = W1〈S2〉n + W2〈S1S2

2〉n − [W1 −W2]〈S2
1S2〉n , (4.7)

〈σ2S1〉n+1 = W3〈S1〉n + [W4 −W3 + W5]〈S1S2
2〉n − [W4 −W5]〈S2

1S2〉n , (4.8)

〈σ2S2〉n+1 = W3〈S2〉n + [W4 −W3 + W5]〈S2
1S2〉n − [W4 −W5]〈S1S2

2〉n , (4.9)
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〈σ2〉n+1 = [W3 − 2W4][〈S2
1〉n + 〈S2

2〉n]− [W4 −W5]〈S1S2〉n+
+ [3W4 − 2W3 + W5]〈S2

1S2
2〉n + 2W4 , (4.10)

〈σS1〉n+1 = W2〈S1S2〉n + W1〈S2
1〉n − [W1 −W2]〈S2

1S2
2〉n , (4.11)

〈σS2〉n+1 = W2〈S1S2〉n + W1〈S2
2〉n − [W1 −W2]〈S2

1S2
2〉n , (4.12)

〈σ2S2
1〉n+1 = W3〈S2

1〉n − [W4 −W5]〈S1S2〉n + [W4 −W3 + W5]〈S2
1S2

2〉n , (4.13)

〈σ2S2
2〉n+1 = W3〈S2

2〉n − [W4 −W5]〈S1S2〉n + [W4 −W3 + W5]〈S2
1S2

2〉n , (4.14)

com

W1 =
e2Jn − 1

1 + e∆n+Jn + e2Jn
, (4.15)

W2 =
1
2

e4Jn − 1
1 + e∆n+2Jn + e4Jn

, (4.16)

W3 =
e2Jn + 1

1 + e∆n+Jn + e2Jn
, (4.17)

W4 =
1

2 + e∆n
, (4.18)

W5 =
1
2

e4Jn + 1
1 + e∆n+2Jn + e4Jn

, (4.19)

com o índice subscrito n representando a ordem da hierarquia. Com isso, conhecendo
as magnetizações locais e pares de correlações entre spins de ordem zero, podemos
decorar a rede e calcular as magnetizações e pares de correlações locais entre spins da
hierarquia 1, fazendo isso sucessivamente até chegarmos à hierarquia de ordem n.

4.3 Propriedades termodinâmicas e comportamento crí-
tico

Nesta parte da tese apresentamos os resultados obtidos através de cálculos
numéricos para o modelo BC ferromagnético na ausência de campo magnético. Em
virtude do número de sítios e ligações crescerem exponencialmente com o número de
hierarquias, aumentando o custo computacional, ficamos limitados ao tamanho da rede
que conseguimos estudar. Trabalhamos com redes de 15 hierarquias para as dimensões
d = 2 e d = 3, e 10 hierarquias para dimensão d = 4. Em casos diferentes para o número
de hierarquias, explicitamos no texto.

4.3.1 Magnetização

A primeira grandeza física calculada é a magnetização total por sítio,

m =
1

Ns

Ns

∑
i=1
〈σi〉 , (4.20)
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sendo Ns o número de sítios. A magnetização total por sítio é calculada numericamente
para cada valor da temperatura e do campo cristalino. Em seguida, obtemos o gráfico
que representa a dependência da magnetização pela temperatura para alguns valores
de α no intervalo 0 ≤ α ≤ αB, ilustrado na Figura 12. E entre 0 ≤ α ≤ α∗ ocorre uma
única transição de fase contínua com o parâmetro de ordem decrescendo continuamente
até zero na temperatura crítica. Para α∗ < α ≤ αB duas transições são observadas, a
primeira em baixa temperatura onde ocorre um crescimento abrupto da magnetização
e a segunda em temperatura mais alta em que a magnetização decresce suavemente
até zero na temperatura crítica. A última corresponde a uma transição contínua que
descreve a transição da fase paramagnética (P) desordenada para uma fase ferromagné-
tica (F) partindo de altas temperatura para baixas temperaturas. Na primeira transição,
ocorre uma variação abrupta da magnetização entre a fase ferromagnética (F), com mag-
netização diferente de zero, e a fase paramagnética ordenada (PO), caracterizada por
apresentar magnetização zero e configuração de spins predominantemente no estado
com Si = 0 quando a temperatura é baixada na região de baixas temperaturas. A fase
paramagnética usual, aqui denominada de paramagnética desordenada, também apre-
senta magnetização nula. Neste caso, 1/3 dos sítios estão ocupados desordenadamente
no pelo estado Si = 0, 1/3 no estado S = 1 e 1/3 no estado S = −1.

Na Figura 12(a) ilustramos o comportamento da magnetização em função da tem-
peratura para rede hierárquica tipo diamante com dimensão d = 2. Os círculos pretos
representam o caso α = 0,0 que descreve o modelo de Ising de spin 1. Como esperado,
apresenta apenas uma transição de fase contínua e é utilizado como referência para
os demais casos. Os círculos vermelhos obtido para α = 1,046 apresentam duas tran-
sições distintas, onde a transição em baixa temperatura ocorre à temperatura crítica
Td = 0,060. Nesta temperatura, percebemos que ocorre um salto drástico na magneti-
zação desde m = 0,0 até m = 1,0, característico de uma transição de fase de primeira
ordem. Entretanto em altas temperaturas temos uma transição de fase contínua, da fase
ferromagnética para a fase paramagnética desordenada. Mais dois valores na região de
reentrância, foram usados para ilustrar o comportamento da magnetização: os círculos
azuis para α = 1,151 e os círculos verdes para α = 1,248. Ambos apresentam em baixas
temperaturas duas transições descontínuas, cujo salto se reduz à medida que o valor de
α se aproxima do valor de αB. Vale notar também que o valor máximo da magnetização
diminui com a aproximação de α para αB.

Comportamento similar também foi observado para a magnetização versus tempera-
tura para as dimensões d = 3, na Figura 12 (b), e para d = 4, na Figura 12(c). Em ambos
os casos, também está ilustrado o caso α = 0,000 que serve de referência para cada
dimensão. Entretanto, além de três valores no intervalo da reentrância, adicionamos
um valor de α sobre a linha vertical que corresponde a α = 1,500 e α = 1,750 para d = 3
e d = 4, respectivamente, representados por triângulos pretos. Sobre estes valores, de
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acordo com os diagrama fornecido na Figura 11 em baixas temperaturas, podemos notar
uma que transição de fase é separado por uma fronteira vertical, tornando evidente
devido a alta sensibilidade da magnetização em relação à pequena variação de α. As
propriedades locais serão discutidas e analisadas no próximo capítulo.
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(c) d = 4
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Figura 12 – Magnetização total por spin versus temperatura para alguns valores de α
de acordo com as cores da legenda antes da reentrância (α < α∗) e na região
da reentrância (α∗ < α < αB) para rede hierárquica tipo diamante para (a)
dimensão d = 2,(b) dimensão d = 3 e (c) dimensão d = 4.

4.3.2 Parâmetro Quadrupolar

O parâmetro quadrupolar q por spin é definido por

q =
1

Ns

Ns

∑
i=1
〈σ2

i 〉 , (4.21)

que pode ser determinado numericamente em função da temperatura para um valor
fixo de α, procedimento análogo ao usado para obter a magnetização total por sítio.
Esse parâmetro combinado com o parâmetro de ordem m pode ser utilizado para obter
a fração de sítios n0, n+ e n− nos estados Si = 0, 1 e −1, respectivamente. A fração de
sítios no estado Si = 0 é dada por

n0 = 1− q . (4.22)

É usual considerar essa quantidade como o parâmetro de ordem da fase paramagnética
ordenada (21), associada ao campo conjugado α = ∆/J. A magnetização e o parâmetro
quadrupolar podem ser reescritos, respectivamente, nas formas

m = n+ − n− , (4.23)

q = n+ + n− , (4.24)
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Associando estas equações com a equação (4.21), obtemos que

n+ =
1
2
(q + m) , (4.25)

n− =
1
2
(q−m) . (4.26)

com n0 + n+ + n− = 1. Assim, como mostramos a dependência do parâmetro de ordem
m com a temperatura, na Figura 13 ilustramos como a densidade de sítios n0 no estado
Si = 0 varia em função da temperatura, para alguns valores de α ≥ 0 para o caso (a)
d = 2, (b) d = 3 e (c) d = 4.

(a) d = 2

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
Temperatura

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

n 0

0,000
1,046
1,151
1,248
1,500

(b) d = 3
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(c) d = 4
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Figura 13 – Fração de sítios n0 com configuração de spin Si = 0 em função da tem-
peratura para valores alguns valores fixos do parâmetro α indicados nas
legendas (a) para d = 2, (b) d = 3 e (c) d = 4. Para d = 2, adicionamos um
valor de α > αB indicado por quadrados pretos.

Nas Figuras 13 (a) ,(b) e (c) os círculos pretos representam o caso α = 0,00 correspon-
dente ao modelo de Ising spin 1, para ser tomado como resultado de referência. Neste
caso, notamos que n0 cresce continuamente desde zero até 1/3 (na temperatura crítica
ocorre mudança na concavidade) que é atingido na região de altas temperaturas. Para
valores de α na região da reentrância (α∗ < α < αB) os gráficos são representados por cír-
culos coloridos, neste intervalo na região de baixas temperaturas o parâmetro de ordem
possui valor n0 = 1 até chegarmos na temperatura crítica da transição paramagnética
ordenada para fase ferromagnética tendo uma queda abrupta e, em seguida, volta a
crescer continuamente até um valor máximo, em seguida decresce continuamente até
chegar ao valor limite com n0 = 1/3. Este comportamento é observado em todos os
três casos, verificando que os valores de mínimo e máximo ocorrem nas temperaturas
críticas de transição. Entretanto, analisando também, apenas em (a), um valor de α > αB

representando na figura por quadrados pretos, observamos que o valor de n0 decresce
continuamente de um valor desde 1 até o valor limite de n0 = 1/3 em altas temperaturas.
Para completar e melhor explorar o comportamento de n0, ilustramos nas Figuras 14 e
15 os gráficos das densidades do parâmetro de ordem n0 na região relevante correspon-
dente ao diagrama de fase, em todos os casos a acrescentamos fronteira de separação
da região ferromagnética (magnetização diferente de zero) das regiões paramagnéticas
desordenada e ordenada. Vale chamar a atenção para região de baixas temperaturas
e próxima a fronteira de separação onde ocorre uma mudança de cor drástica da azul
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para vermelha evidenciando uma descontinuidade finita na densidade de sítios n0,
onde o azul representa maior número de sítios no estado S = 1 e vermelho ,sítios no
estado Si = 0. Na região de altas temperaturas notamos um gradiente na mudança de
cor mais suave caraterizando uma transição de segunda ordem.
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Figura 14 – Gráficos das densidades da fração de spins no estado Si = 0 (n0) em função
da temperatura reduzida (1/J) e do campo cristalino reduzido (α = ∆/J)
para a rede hierárquica tipo diamante com dimensão d = 2. A linha contínua
indica a fronteira de separação das fases ferromagnética e paramagnética
(ordenada e desordenada). As ? marcam os valores onde as derivadas de
n0 em função da temperatura são mínimos, para um valor de α fixo. Os
pontos • representam as coordenadas dos pontos (T0,α0), (Tmax,αB), (Tc,αc)
e (T = 0,αd). As cores definem as densidades de acordo com a legenda a
direita.
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Figura 15 – Gráficos das densidades da fração de spins no estado Si = 0 (n0) em função
da temperatura reduzida (1/J) e do campo cristalino reduzido (α = ∆/J)
para a rede hierárquica tipo diamante com dimensão d = 3. A linha contínua
indica a fronteira de separação das fases ferromagnética e paramagnética
(ordenada e desordenada). As ? marcam os valores onde as derivadas de
n0 em função da temperatura são mínimos, para um valor de α fixo. Os
pontos • representam as coordenadas dos pontos (T0,α0), (Tmax,αB), (Tc,αc)
e (T = 0,αd). As cores definem as densidades de acordo com a legenda a
direita.

Para determinar a localização do ponto tricrítico analisamos os resultados encontra-
dos e motivados pelo diagrama de fases experimental ilustrado na Figura 1, apresen-
tamos na Figura 16 para (a) d = 2 e (b) d = 3 o comportamento n0 com a temperatura
para valores de α imediatamente antes e após a linha de transição e representamos
essa análise no gráfico T versus n0. Observa-se na região de baixas temperaturas que
a densidade n0 de sítios no estado Si = 0 é maior. À medida que aumentamos a tem-
peratura a diferença na densidade n0 diminui até que em Tc = 0,200, para d = 2, e
Tc = 0,250, para d = 3, essa diferença torna-se nula. Esses resultados são compatíveis,
como sinalizado pela termodinâmica e pela propriedades multifractais da magnetização
local, que serão apresentadas no próximo capítulo. O ponto tricrítico é localizado ao
final da linha λ com (a) T = 0,200 e n0 = 0,511, para d = 2, e (b) T = 0,250 e n0 = 0,951,
para d = 3. As transições de fase ao longo da linha λ são de segunda ordem. As outras
duas linhas delimitam a região de coexistência entre a fase ferro (S = 1 ou S = −1) e
a fase paramagnética ordenada com S = 0. encontram se com a linha de transição de
segunda ordem no ponto tricrítico.



Capítulo 4. MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNÉTICO 55

(a) d = 2
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

n0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

T/
J

(b) d = 3
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

n0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

T/
J

Figura 16 – Diagrama de fases para o modelo BC ferromagnético da temperatura em
função da densidade n0 para (a) d = 2 e (b) d = 3.

4.3.3 Energia Interna

A energia interna U para o modelo Blume-Capel ferromagnético a campo nulo é
definida por

U = 〈HBC〉 = −J ∑
〈ij〉
〈SiSj〉+ ∆∑

i
〈S2

i 〉 = EJ + ∆E∆ , (4.27)
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EJ e ∆E∆ são as contribuições relativas aos acomplamentos entre spins ligação e campo
cristalino sobre spins, respectivamente. Para a rede hierárquica diamante a densidade
de energia interna da rede com n hierarquias em unidades J pode ser escrita como:

u[n] = −
1

N[n]
L

∑
〈ij〉
〈SiSj〉+

α

N[n]
s

∑
i
〈S2

i 〉 , (4.28)

com N[n]
L e N[n]

s representando o número de ligações e sítios da rede diamante com
n hierarquias, respectivamente. Os valores 〈SiSj〉 associados a cada ligação e 〈S2

i 〉
associados a cada sítio da rede são obtidos numericamente através das equações (4.5)-
(4.14). Nas Figuras 17 e 18 representamos a densidade de energia u[n] em função da
temperatura para α = 0,000 e α = 1,061, respectivamente, descrevendo o comportamento
da energia interna na região de baixas temperaturas onde o sistema apresenta uma
descontinuidade no parâmetro de ordem. A Figura 17 descreve o comportamento da
energia para uma transição de segunda ordem. A Figura 18 ilustra que na região de
baixas temperaturas e (α∗ < α ≤ αB) ocorre uma descontinuidade, isto é, um salto no
valor da energia interna. Ambas as figuras foram obtidas para o modelo com d = 2
e n = 21 hierarquias, uma vez que comportamento análogo é obtido para dimensões
superiores.
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Figura 17 – Energia interna do modelo BC em unidades de J um função da temperatura
para valores de α fixo com α = 0,00, d = 2 e n = 21 hierarquias recuperando
o modelo de Ising S = 1.
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Figura 18 – Energia interna do modelo BC em unidades de J um função da temperatura
para valores de α fixo com α = 1,061 na região da reentrância (α∗ < α ≤ αB).

O valor da densidade de energia interna do estado fundamental (T = 0) e na região
entre (α ≤ αe), corresponde à configuração onde os spins estão todos alinhados para
cima com Si = 1 (ou para baixo Si = −1), é dada por:

u[n] = −1 + α . (4.29)

Na região αe < α≤ αB, em baixas temperaturas, o sistema está na chamada fase para-
magnética ordenada. Em T = 0 os estados ocupados pelo spins são Si = 0. Deste modo,
os pares de correlações entre sítios mais próximos são nulos. Portanto a densidade de
energia interna em T = 0 deve possuir valor nulo. Na Figura 19 mostramos a densidade
de energia interna em função da temperatura normalizada pela temperatura crítica,
na região da reentrância e em baixas temperaturas. Observamos que à medida que
reduzimos a temperatura sobre a fronteira de transição ferromagnética-paramagnética
ordenada, a densidade de energia, à partir da temperatura crítica Tc = 0,150 e αc = 1,114
para dimensão d = 2 (indicado na Figura 19 por triângulos apontando para direita), a
densidade de energia interna sofre saltos mais evidentes na transição.

4.3.4 Calor específico

O calor específico foi obtido numericamente, através da derivada numérica
da energia interna em relação à temperatura. Na Figura 20, exibimos o calor específico
em função da temperatura para α = 0,00 para dimensão d = 2. Como usual para uma
transição de segunda ordem, observamos um pico agudo em Tc. O calor específico
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Figura 19 – Densidade de energia interna em função de T/Tc sobre a fronteira de tran-
sição F-PO para d = 2, evidenciando o aumento no salto da densidade
de energia à medida que reduzimos a temperatura. Os símbolos indicam
valores das respectivas temperaturas críticas.

da mistura do 3He-4He foi obtido experimentalmente ao longo da transição λ e seu
comportamento ilustrado na Figura 2.
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Figura 20 – Calor específico versus temperatura em unidades de J, para α = 0,00 para o
modelo BC ferromagnético na rede hierárquica tipo diamante com dimensão
d = 2.

Para compreender melhor a transição ferromagnética-paramagnética em baixas tem-
peraturas, cruzamos a linha de transição de fase fixando uma temperatura e variando
α = D/K. Deste modo, é razoável estudar a derivada na energia interna em relação ao
campo cristalino, em vez da temperatura. Sendo EJ uma quantidade de energia mais
simples e que também captura o comportamento singular, como apontado por (86),
analisaremos a parcela do calor específico, referindo-se à derivada numérica de EJ em
função de D. Na Figura 21 exibimos o calor específico em função de α, mostrando o
efeito do tamanho finito sobre a rede. Este efeito provoca um deslocamento na posição
do pico, além de um aumento deste valor, à medida que aumentamos o número n de
hierarquias. A Figura 21 ilustra o comportamento para um valor cruzando a linha de
transição F-P à temperatura Tc = 1,000 e αc = 0,695.
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Figura 21 – Calor específico versus α para alguns valores de n de acordo com as cores da
legenda com Tc = 1,000 para o modelo BC na rede hierárquica tipo diamante
com dimensão d = 2.

O estudo do efeito de tamanho finito na rede hierárquica para transições de fase
permitiu observar como apontado no trabalho (86): (i) um deslocamento no pseudo
ponto crítico, como visto na Figura 21, através do deslocamento dos picos, e (ii) uma
diferença no comportamento do valor dos picos do calor específico (C∗J ) para diferentes
regiões do diagrama. Para transições de primeira ordem, o pico do calor específico é
regido por uma lei de potência do tipo C∗L ∼ Lx, com L = 2n em redes hierárquicas e
escalando com um valor de x dependendo da dimensão analisada como apontado por
(86), como ilustrado nas Figuras 22 (a) e (b). Para a transição de segunda ordem os picos
do calor específico mostraram um comportamento logarítmico, como constatado por
(86), Figura 22 (c), a linha vermelha representando o ajuste logarítmico a partir L ≥ 256.
Na Figura 22 (a) para d = 2 notamos, para o valor de Tc = 0,060 na região de primeira
ordem e L ≤ 256 em escala logarítmica, que o pico do calor específico se relaciona com
L através de uma lei de potência com expoente x = 1,3149. Para dimensão d = 3, Figura
22 (b), encontramos uma relação linear até L ≤ 512 com valor do expoente x associado
estimado em x = 1,9431.
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(c) d = 2
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Figura 22 – Picos do calor específico versus L. Observando em (a) d = 2 e (b) d = 3
o comportamento linear para os picos em função na escala logarítmica
na região de baixas temperaturas. Enquanto que em (c) observamos um
comportamento semelhante a função logarítmica para transições de segunda
ordem.

4.3.5 Susceptibilidade associada ao campo cristalino D

Devido à impossibilidade de calcular a susceptibilidade magnética através das
propriedades locais, uma vez que as propriedades locais fornecem apenas as correlações
entre pares de spins primeiros vizinhos e por tratarmos o modelo na ausência de campo
magnético. É razoável investigar como a susceptibilidade da densidade de spins no
estado Si = 0, uma espécie de parâmetro de ordem com relação ao campo cristalino.
Definimos, assim, a susceptibilidade associada ao campo cristalino D

χD =
∂n0

∂D

∣∣∣
T

. (4.30)

Na Figura 23 exibimos o comportamento da susceptibilidade χD em função de
α = D/K, para d = 3: (a) Tc = 0,200 e (b) Tc = 0,300. Observamos que há uma mudança
qualitativa no comportamento da susceptibilidade relativa ao campo cristalino. Em
(a) observa-se, para α < αc, um aumento rápido na susceptibilidade. Em α = αc ocorre
um aumento significativo do pico, seguido de abrupto decréscimo para o um valor
nulo, no limite n→∞, para valores de α > αc. Em (b) observamos um aumento suave e
contínuo, para α < αc, mas em α = αc não é observado um salto após o pico. Para α > αc

ocorre uma redução da susceptibilidade χD, contudo decrescendo continuamente à
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zero. Investigamos o comportamento do valor do pico da susceptibilidade χD para
valore de α imediatamente antes e depois do valor crítico, para vários valores de n. Na
Figura 24, representamos os valores dos picos em função do número de hierarquias
para os mesmos valores de temperatura da Figura 23. Para (a) Tc = 0,200, à medida
que aumentamos o valor de n o efeito de tamanho finito é reduzido e o valor do pico
para α < αc estabiliza-se em torno de 1,0× 105. Para α > αc os valores tendem à zero,
no limite termodinâmico. Já, para (b) Tc = 0,300 os picos imediatamente antes e depois
de αc têm o mesmo valor, dentro da precisão numérica. Esses resultados apresentam
uma mudança qualitativa e quantitativa no comportamento da susceptibilidade entre
as temperaturas Tc = 0,200 e Tc = 0,300, sinalizando a possível localização do ponto
tricrítico nesse intervalo.
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Figura 23 – Susceptibilidade χD associada ao campo cristalino D sobre a fronteira de
transição para n = 15, (a) Tc = 0,200, (b) Tc = 0,300 e d = 3.
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Figura 24 – Valores dos picos da susceptibilidade χD em função do número de hie-
rarquias sobre a fronteira de transição para (a) Tc = 0,200, (b) Tc = 0,300 e
d = 3.

4.3.6 Entropia

A densidade de entropia foi obtida através da integração numérica do calor
específico dividido pela temperatura, isto é

CM = T
( ∂S

∂T

)
M

. (4.31)

Como esperado em uma transição de fase de segunda ordem, ocorre uma mudança
gradual no sinal da concavidade de S× T em Tc. Entretanto, para uma temperatura
na região em que ocorrem transições de fase de primeira ordem, semelhante ao que
ocorre para o caso da energia interna, percebemos uma variação abrupta na densidade
de entropia (s). Na Figura 25, apresentamos a densidade de entropia s(T) em função
da temperatura reduzida para alguns valores de temperaturas críticas, indicados na
legenda, para uma rede com n = 21 hierarquias. Devido ao aumento no valor da descon-
tinuidade, fica evidenciado a natureza da transição em primeira ordem. Notavelmente, à
medida que a temperatura da transição é diminuída sobre a fronteira entramos na região
das transições de primeira ordem que revelam descontinuidades finitas de s(T). Assim,
como observado na dependência da energia interna, em temperaturas de transições
mais baixas a descontinuidade fica mais nítida, o que demonstra que o método utilizado
permite acessar regiões onde ocorrem transições de primeira ordem no diagrama de
fases, não descritas por outros métodos.
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Figura 25 – Densidade de entropia s(T) em unidades de J em função de T/Tc sobre a
fronteira de transição F-PO para o modelo BC em redes com d = 2, evidenci-
ando o aumento na descontinuidade da densidade de entropia à medida que
reduzimos a temperatura. Os símbolos indicam valores das temperaturas
críticas.

Numericamente é possível obter diretamente os valores para a diferença de entalpia
∆H = T∆S, sobre a transição de primeira ordem, chamado de calor latente da transição.
Na Figura 26, calculamos a diferença de entalpia em função da temperatura sobre a
linha crítica de transição de fase de primeira ordem variando T e α para o modelo BC
em redes com d = 2. À medida que nos aproximamos do ponto tricrítico o calor latente
vai se anulando, caracterizando transição de primeira ordem.
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Figura 26 – Calor latente em função da temperatura sobre a linha crítica de transição de
fase de primeira ordem. O valor na legenda indica a dimensão da d = 2. O
calor latente vai se anulando à medida que se aproxima do ponto tricrítico,
em Tc = 0,20.

4.3.7 Expoentes críticos

Como mencionado na introdução desta tese, no entorno do ponto crítico,
certas grandezas termodinâmicas possuem comportamento singular, isto é, se anulam
ou crescem sem limites divergindo no ponto crítico. Em transições contínuas verifica-
se que as singularidades são bem representadas por uma lei de potência, quando
considerados seus desvios em relação ao valor no ponto crítico. Partindo da equação
(1.3) é possível estimar, numericamente, o expoente β associado ao parâmetro de ordem.
Inicialmente fixamos α = 0,00 e Tc = 1,216848, Tc = 2.681640 e Tc = 5,418602 para as
dimensões d = 2, 3 e 4, respectivamente. Em seguida fazendo variar T inicial em três
intervalos com 100 passos em cada intervalo, por exemplo, no caso com Tc = 1,216848

Intervalo1 =[1,216748;1,216848] com acréscimos de 0,000001 ,

Intervalo2 =[1,2067;1,2167] com acréscimos de 0,0001 ,

Intervalo3 =[0,20;1,20] com acréscimos de 0,01 .

Na Figura 27 representamos a magnetização em função de (|T − Tc|)/Tc para α =

0,00 e d = 2.
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Figura 27 – Magnetização versus temperatura para d = 2, com n = 15 e calculada em
três intervalos.

Em seguida, mostramos na Figura 28 o gráfico da Figura 27 em escala logarítmica.
Observe que o gráfico está separado em três segmentos correspondendo a cada interva-
los. Na região central onde a magnetização apresenta comportamento de lei de potência,
fizemos uma regressão linear e estimamos o expoente β = 0,16100, para d = 2. Este
valor está coerente com o valor analítico de β = 0,1617430 para o modelo de Potts com
q = 2 estados que descreve o modelo de Ising S = 1/2 na rede hierárquica diamante
na referência (69). Os valores de β para o modelo BC nas redes com d = 3 e 4 foram
também obtidos seguindo o mesmo procedimento e seus valores estão expressos na
Tabela 4.2.
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Figura 28 – Gráfico logm versus log[(|T − Tc|)/Tc] mostrando o comportamento na
vizinhança da transição em α = 0,00 e T = 1,216848 para rede com n = 15,
como pode ser observado no gráfico. A linha vermelha indica o ajuste
realizado para estimar o valor de β = 0,16100.

O expoente crítico ν associado ao comprimento de correlação foi estimado utilizando
a equação 1.6. O procedimento utilizado foi fixar α = 0,00 e T = 1,216848, T = 2.681640 e
T = 5,418602 para redes com dimensão d = 2, 3 e 4, respectivamente. Em seguida, calcu-
lamos a magnetização para vários valores n de hierarquias. Expressamos os resultados
em função de L = 2n. Na Figura 29, mostramos na escala logarítmica, onde estimamos o
valor β/ν = 0,12204 e a partir dele encontramos o valor do expoente crítico ν = 1,31924.
Esses resultados estão de acordo com os encontrados em (78, 69), mostrando que o mo-
delo de Ising spin 1 em redes hierárquicas faz parte da mesma classe de universalidade
dos modelo com variáveis de spin 1/2 . Os demais expoentes, são obtidos pelas relações
de escala e hiperescala que foi verificada numericamente e comprovada analiticamente
para modelos de Ising ferromagnéticos em redes hierárquicas.

α + 2β + γ = 2 , (4.32)

α + dν = 2 . (4.33)

Na Tabela 4.2 apresentamos todos os expoentes obtidos nesta tese, incluindo os estima-
dos pelas relações de escala e hiperescala para dimensões d = 2, 3 e 4. Para efeito de
comparação, exibimos também alguns resultados exatos estimados em redes hierárquica
nas referências (87, 78, 69)



Capítulo 4. MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNÉTICO 70

0 5 10 15
log L

-2,0

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

lo
g 

m

Figura 29 – logm versus log L para d = 2 para o valor fixo de T = 1,216848 com o
coeficiente angular igual β/ν.

Expoente d=2 d=3 d=4

β 0,16100 0,45852 0,70009

β/ν 0,12204 0,44056 0,68609

ν 1,31924 1,04152 1,0204

α -0,63848 -1,12456 -2,0816

γ 2,31648 2,20752 2,68142

Resultado exato (β) 0,1617430 0,463241 -

Resultado exato (ν) 1,33827 - -

Resultado exato (α) -0,6765320 -1,194450 -

Resultado exato (γ) 2,3530632 - -

Tabela 2 – Expoentes críticos obtidos nesta Tese para dimensões d = 2, 3 e 4, incluindo os
valores exatos para redes hierárquicas para efeito de comparação calculados
nas referências (78, 69).
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5 PROPRIEDADES MULTIFRAC-
TAIS DO MODELO BLUME-CAPEL
FERROMAGNÉTICO

Até o momento, os resultados obtidos estão concentrados em propriedades
globais ou médias do sistema. Entretanto, neste capítulo estudaremos algumas pro-
priedades locais do parâmetro de ordem, isto é, analisaremos o comportamento da
magnetização em cada sítio da rede, em especial, na região crítica. Essa investigação
possibilita um melhor entendimento das transições de fases.

Em baixas temperaturas e distantes da região crítica na região ferromagnética, o
comportamento esperado para a magnetização é que todos os sítios da rede estejam ocu-
pados por spins orientados para cima (ou para baixo), de modo que as magnetizações
locais sejam iguais a um (ou menos um). Entretanto, ao nos aproximarmos da fronteira
de transição ferromagnética-paramagnética é esperado, para uma transição de segunda
ordem, que o parâmetro de ordem médio se anule sobre a linha. Isto ocorre devido à
competição entre as interações de ligação e o campo cristalino local, dando origem a
configurações complexas, que não são perceptíveis quando se analisa as propriedades
globais.

Na primeira parte do capítulo, estudamos o comportamento da magnetização local
ao longo de um perfil representativo, que será definido na seção a seguir, para diferentes
pontos do diagrama de fase. Em especial, buscamos entender como se comporta o parâ-
metro de ordem na região de baixas temperaturas próximo da fronteira da transição
ferromagnética-paramagnética ordenada. Na segunda parte do capítulo, investigamos
como o espectro multifractal dos perfis se comportam à medida que variamos a tempe-
ratura crítica do sistema sobre a linha de transição. Essa análise será feita para o modelo
BC definido em redes hierárquicas tipo diamante com fator de escala b = 2 e número de
conexões p = 2 e 4, caracterizando as dimensões fractais d = 2 e 3, respectivamente.

5.1 Perfis das magnetizações locais
Nesta seção investigaremos, em detalhes, o comportamento do modelo BC

ferromagnético na região de baixas temperaturas na fronteira de transição ferromagné-
tica para as fases com magnetização nula, observadas no intervalo αe ≤ α≤ αB. Para um
valor fixo de α neste intervalo, tanto o parâmetro de ordem m quanto a densidade de
spins n0 no estado Si = 0 exibem uma descontinuidade, quando calculadas ligeiramente
acima e abaixo de Tc, sugerindo uma transição de primeira ordem. Essas descontinuida-
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des se reduzem até se anularem à medida que, sobre a linha de transição, aumentamos
a temperatura sinalizando a presença do ponto trícritico. Os valores finitos dessas des-
continuidades são apresentados na Figura 30. O valor ∆m, representado no gráfico por
círculos abertos, e o de ∆n0, por quadrados abertos, variam de um (descontinuidade
máxima) para zero dentro do intervalo αd ≤ α ≤ αc. Os valores αd = 1,046 e αc = 1,151
para d = 2, na figura indicada pela cor preta, e αd = 1,500 e αc = 1,555 para d = 3, no
gráfico indicado pela cor azul, foram obtidos numericamente e já foram apresentados
no capítulo 3, na Tabela 4.1.
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Figura 30 – Descontinuidades de ∆m (círculos abertos) e ∆n0 (quadrados abertos) ao
longo da fronteira de transição que separa a região com magnetização
diferente de zero da região com magnetização nula em baixas temperaturas
no intervalo αe ≤ α < αB para d = 2 cores pretas e d = 3 cores azuis.

O conjunto de equações (4.5)-(4.14) possibilita analisar a magnetização e os pares de
correlações em cada sítio de uma rede hierárquica de ordem n. Para uma melhor análise,
podemos estudar como a magnetização, ou alguma propriedade local de interesse,
está distribuída ao longo de uma geodésica ligando os sítios externos S1 e S2, o que
costuma-se chamar de perfil representativo. Para melhor ilustrar observe a Figura 31,
nela representamos uma rede hierárquica tipo diamante finita de ordem n = 3 e dimen-
são fractal d = 2. A linha tracejada azul representa uma geodésica topológica ligando
os sítios externos, representados por A e B. As sequências de valores obtidas ao longo
de qualquer geodésica são idênticas devido à simetria topológica da rede hierárquica
tipo diamante. Cada perfil compreende todos os tipos de sítios com número e posição
de coordenação distintos em relação às raízes. Um perfil de uma rede hierárquica tipo
diamante e fator de escala b = 2 com n gerações contém exatamente 2n + 1 sítios.
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Figura 31 – Rede hierárquica tipo diamante de ordem n = 3 e dimensão fractal d = 2 (a)
e menor caminho que conecta os sítios externos, correspondendo ao perfil.
Na Figura (b) a linha tracejada azul corresponde a geodésica que conecta os
sítios externos representados nessa figura por A e B. Os números indicam
em que ordem esses sítios foram introduzidos na rede.

Para um maior entendimento, denotaremos por m(n,d) e mp(n,d) as médias da
magnetização da rede e do perfil, respectivamente, de uma rede com n hierarquias e
dimensão d. Para ilustrar o perfil típico de uma transição de segunda ordem, investi-
gamos o caso do modelo de Ising de spin 1 com campo cristalino nulo, isto é, α = 0,00
sobre Tc, para a rede hierárquica tipo diamante com d = 2, Figura 32 e d = 3, Figura 33,
com Tc = 1,217 e Tc = 2,682 , respectivamente. Nas Figuras 32 e 33, mostramos como
os perfis variam com o número de hierarquias na rede. As Figuras 32 e 33 ilustram os
casos para (a) n = 8, (b) n = 10 e (c) n = 12.

As magnetizações médias dos perfis possuem os seguintes valores mp(8,2) = 0,477,
mp(10,2) = 0,402, mp(12,2) = 0,339, mp(8,3) = 0,088, mp(10,3) = 0,047 e mp(12,3) = 0,025.
Os valores das magnetizações calculadas para toda a rede são iguais a m(8,2) = 0,440,
m(10,2) = 0,371, m(12,2) = 0,314, m(8,3) = 0,056, m(10,3) = 0,031 e m(12,3) = 0,017.
Note que os valores das magnetizações médias em toda a rede são menores que os
do perfil correspondente. Essa diminuição ocorre devido às contribuições dos sítios
gerados em ordem maiores possuirem um valor de magnetização menor e apresentarem
frequência maior, contribuindo com maior peso na média. No entanto, espera-se que
o parâmetro de ordem se anule numa transição contínua (segunda ordem), o que não
fica evidenciado no caso d = 2, mostrado na Figura 32. Percebe-se que a magnetização
diminui lentamente à medida que aumentamos a ordem da rede, porém no limite
termodinâmico (n→∞) o valor esperado é m→ 0, como demonstrado analiticamente na
referência (78) para o modelo de Ising com spin 1/2 na rede hierárquica tipo diamante.
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Figura 32 – Perfis típicos de uma transição contínua com campo cristalino nulo α = 0,000
e Tc = 1,217 para d = 2 para redes de ordem (a) n = 8, (b) n = 10 e (c) n = 12.
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Figura 33 – Perfis típicos de uma transição contínua com campo cristalino nulo α = 0,000
e Tc = 2,682 para d = 3 para redes de ordem (a) n = 8, (b) n = 10 e (c) n = 12
.

Na região de baixas temperaturas e fronteira de transição das fases ferromagnéticas-
paramagnética ordenada, os perfis exibem uma estrutura bem diferente dos relatados
acima, como observado nas Figuras 34 e 35. Nesses perfis, a estrutura torna-se menos
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irregular, embora ainda apresentem características fractais, como ser invariante por
transformação de escala. As Figuras 34 e 35 ilustram como o perfil se modifica ao longo
da fronteira. Os casos mostrados na Figura 34 (a) Tc = 0,100 e α = 1,076 e (b) Tc = 0,150
e α = 1,114, para d = 2. Na Figura 35 (a) Tc = 0,150 , α = 1,512 e (b) Tc = 0,200, α = 1,537
para d = 3. Percebemos que a magnetização média do perfil é finita e não será nula no
limite termodinâmico n→∞. Para confirmar essa afirmação apresentamos um gráfico,
ver Figura 36, da magnetização média em função do número de hierarquias (n) para rede
com dimensão (a) d = 2 e (b) d = 3. Para isto, calculamos a magnetização imediatamente
antes e depois do αc, na sétima casa decimal. Em ambos os casos o valor imediatamente
antes se estabiliza num valor finito para magnetização, enquanto que imediatamente
depois de αc o valor da magnetização tende a zero. Os casos são calculados na região
que apresentou descontinuidade no parâmetro de ordem (a) Tc = 0,100 e (b) T = 0,150.
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Figura 34 – Perfis típicos de uma transição de fase descontínua com n = 12 e dimensão
d = 2 para (a) α = 1,076 e Tc = 0,100 e (b) α = 1,114 e Tc = 0,150.
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Figura 35 – Perfis típicos de uma transição de fase descontínua com n = 12 e dimensão
d = 3 para (a) α = 1,512 e Tc = 0,150 e (b) α = 1,537 e Tc = 0,200.
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Figura 36 – Magnetização média da rede versus número de hierarquias calculado para
um valor fixo de Tc com valor de α indicado nas legendas, ligeiramente
antes e depois da fronteira entre as fases ferromagnética e a região com
magnetização nula para (a) Tc = 0,100 , d = 2 e (b) Tc = 0,150 e d = 3.

5.2 Espectro multifractal
A abordagem multifractal é a técnica mais utilizada para investigarmos

como a medida renormalizada, construída atribuindo-se valores aos elementos de um
conjunto pertencente a um suporte geométrico (linha, superfície, volume ou um fractal),
se distribui nas diferentes partições do suporte. Para isso, inicialmente, realiza-se uma
partição de tamanho fixo (caixas) sobre o suporte. Em seguida, define-se medida de
probabilidade normalizada µi(`) para medidas na i-ésima caixa

µi(`) =
Ni(`)

N
(5.1)

onde Ni(`) é o número de pontos na i-ésima caixa. Esta probabilidade escala com o
comprimento através de uma lei de potência do tipo

µi(`) ∼ `α (5.2)

onde α é conhecido como expoente de Hölder e pode assumir vários valores em um
intervalo. Embora α dependa da posição, existe um subconjunto de caixas que apresen-
tam o mesmo valor para α. De modo geral, o número de caixas deste subconjunto com
mesmo valor de α (Nα(`)) escala com ` na forma

Nα(`) ∼ `− f (α) (5.3)

onde f (α) é conhecida como espectro de singularidade e nada mais é que a dimensão
fractal (dimensão de Hausdorff) do conjunto de medidas que possui expoente de Hölder
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(α) entre [αmin,αmax]. A forma de f (α) é côncava com apenas um máximo, cujo valor é a
dimensão fractal do conjunto suporte.

Em resumo, a função f (α) permite visualizar como as singularidades da medida
estão distribuídas ao longo do suporte.

Na maioria dos problemas em que se deseja medir f (α), aplicando as equações
(5.2) e (5.3) não conduz rapidamente a bons resultados, isto ocorre devido à lenta
convergência dos valores de α e f (α). Neste caso, uma alternativa para superar essa
dificuldade é usar o método desenvolvido por Chhabra e Jensen (88), que consiste em
calcular a dimensão de Hausdoff separadamente de cada subconjunto. O procedimento
padrão é “cobrir"a medida experimental com as caixas de tamanhos iguais e calcular a
probabilidade pi. Em seguida define-se uma família de medidas normalizadas µi(q),
cujo valor na i-ésima caixa será dado por

µi(q,`) =
pq

i (`)

∑i pq
i (`)

. (5.4)

Como o parâmetro q pode variar, possibilitando investigar regiões com expoente
α distintos, quando q > 1 a equação (5.4) seleciona regiões onde pi(`) é mais singular,
enquanto que para q < 1 as regiões selecionadas são menos singulares e q = 1 a medida
µ(1) replica a medida original. Com isso, conseguimos calcular a função f (α) e o valor
médio α na forma parametrizada pelo parâmetro q

µi(q,`) =
pq

i (`)

∑i pq
i (`)

,

α(q) = − lim
`→∞

1
log`

`

∑
i=1

µi(q,`) logµi(q,`) ,

f (q) = − lim
`→∞

1
log`

`

∑
i=1

µi(q,`) log pi(`) .

A grande vantagem de usarmos a parametrização de f (q) e α(q) é a rápida conver-
gência do limite aplicados a dados experimentais ou computacionais.

5.3 Propriedades multifractais das magnetizações locais
Os perfis das magnetizações locais, conforme discutido na seção 5.1, quando

observamos em diferentes posições ao longo da geodésica que liga os sítios externos
da rede, apresentam um comportamento típico das estruturas fractais denominado
invariância de escala. Essa propriedade sugere que a distribuição heterogênea dos
valores das magnetizações locais, em função da temperatura e outros parâmetros do
modelo, deve ser analisada com a técnica multifractal, como realizado em estudos
anteriores (89, 80).
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Para uma melhor distinção entre os padrões dos perfis das magnetizações, apresen-
tados nas Figuras 32, 33, 34 e 35, é necessário caracterizar a multifractalidade através do
espectro multifractal f (a). Isto será feito a partir do método desenvolvido por Chhabra
e Jensen (88), acima definido. Exibimos o comportamento do espectro f (a) para diversas
temperaturas: T > TαB , para d = 2, ver Figura 37, e T < TαB , ver Figura 38 para (a) d = 2
e (b) d = 3. Incluimos nesses gráficos, o espectro do perfil que representa o modelo
de Ising S = 1 com campo nulo indicado, nas figuras, pela linha tracejada preta que é
utilizado para efeito de comparação. Notamos que para T > TαB observa-se um lento au-
mento da largura nas f (a) à medida que a temperatura é reduzida. Este comportamento
foi observado tanto para redes com d = 2 quanto para redes com d = 3, embora a largura
em todos casos fique próxima da largura do modelo de Ising a campo nulo. Enquanto
que para T < TαB observamos inicialmente comportamento análogo ao percebido na
região T > TαB . Por volta da temperatura Tc = 0,30, em ambas dimensões, as larguras
dos espectros nas f (a) começam a diminuir. Para transições de fases contínuas é possí-
vel caracterizar um comportamento multifractal, através das aberturas dos espectros
f (a) calculando os valores de αmin (maiores valores de q) e de αmax (menores valores
de q.) A partir de Tc = 0,30 a abertura (∆α = αmax − αmin) vai se estreitando à medida
que reduzimos a temperatura, convergindo para um único ponto (monofractal), isto é,
um único α para todo q. Desta maneira o espectro f (a) pode ser utilizado como critério
para decidir a natureza da transição e assim auxiliar na delimitação do comportamento
do ponto tricrítico.



Capítulo 5. PROPRIEDADES MULTIFRACTAIS DO MODELO BLUME-CAPEL FERROMAGNÉTICO 81

0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10
α

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

f(α
)

 1,217
 1,000
 0,900
 0,800
 0,700
 0,600
 0,500

Figura 37 – Espectro multifractal de perfis típicos da magnetização com d = 2 sobre
pontos na linha de transição para diversas temperaturas com T > TαB . A
linha tracejada preta para (α = 0,000, Tc = 1,217) é utilizada para efeito
comparativo. A largura aumenta com a redução da temperatura.
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(b) d = 3
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Figura 38 – Espectro multifractal de perfis padrão da magnetização sobre pontos na
linha de transição para diversas temperaturas com T < TαB . A linha tracejada
preta para (a) (α = 0,00, Tc = 1,217), d = 2, (b) (α = 0,00, Tc = 2,682) e d = 3,
utilizadas para efeitos comparativos. Inicialmente, a largura aumenta com
a redução da temperatura, em seguida percebe-se um estreitamento da
largura até convergir para um ponto (monofractal).

A transição de fase de primeira ordem na fronteira de separação ferromagnética-
paramagnética ordenada para o modelo BC ferromagnético é mostrada, para melhor
visualizar, na Figura 39. Baseado nas propriedades globais e na descontinuidade do pa-
râmetro de ordem encontramos o ponto D , que representa o início da descontinuidade
máxima, (Td = 0,060,αd = 1,046) para o caso d = 2 e (Td = 0,070,αd = 1,500) para d = 3, e
o ponto C, possível localização do ponto tricrítico, com (Tc = 0,200,αd = 1,151) para o
caso d = 2 e (Tc = 0,250,αd = 1,575) para d = 3. O intervalo entre (C-D) delimita a região
onde a descontinuidade é máxima (ponto D) e diminui até zero (ponto C). A linha
sólida indica uma transição de fase contínua, enquanto que os X’s, intervalo de (D-E),
marcam uma transição de primeira ordem caracterizada por uma descontinuidade
máxima no parâmetro de ordem. A linha tracejada (C-D) delimita, uma transição de
fase de primeira ordem caracterizada por uma descontinuidade finita no parâmetro de
ordem que vai a zero ao longo da linha de transição à medida em que a temperatura é
aumentada. Além disso, neste intervalo, o perfil multifractal para a magnetização local
aumenta a largura do seu espectro desde (monofractal) até uma largura finita, como
observado em transições de fase de segunda ordem.
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Figura 39 – Temperatura (1/J) em relação campo cristalino reduzido (α = ∆/J) em
baixas temperaturas para modelo BC definido na rede hierárquica com
dimensões d = 2 (linhas pretas) e d = 3 (linhas azuis). F e P indicam as re-
giões ferromagnéticas e paramagnéticas correspondentes, respectivamente.
B, C, D e E são os pontos relatados na Tabela ??. A linha contínua indica
uma transição de fase contínua. Os X’s (trecho D-E) marcam uma linha de
transição de fase de primeira ordem com uma descontinuidade completa no
parâmetro da ordem e um perfil fractal da magnetização. A linha tracejada
delimita uma transição de fase descontínua com uma descontinuidade do
parâmetro de ordem finita e um perfil multifractal da magnetização.
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6 MODELO BLUME-CAPEL DESOR-
DENADO NA REDE HIERÁR-
QUICA

Vidros de spins são sistemas magnéticos desordenados, onde os momentos
magnéti-
cos, ou spins, em baixas temperaturas estão “congelados"em direções aleatórias (90,
91). Diferente do ferromagneto ou antiferromagneto, não apresentam uma estrutura
magnética ordenada com simetria de longo alcance. Um material típico que apresenta
propriedades dos vidros de spins são as misturas magnéticas formadas a partir de
impurezas magnéticas, como Fe e Mn, distribuídas aleatoriamente na rede de um metal
nobre (Au,Ag,Cu,Pt) formando, assim, ligas metálicas diluídas como AuFe, CuMn e
AuMn.

Como os spins estão fixos e são espacialmente distribuídos aleatoriamente (desordem
congelada), podem ocorrer algumas interações positivas ou negativas entre pares de spins.
Por causa disto, um determinado spin poderá sofrer interações competitivas oriundas de
outros pares de spins e nenhuma configuração será capaz de, simultaneamente, atender
ao estado de mínima energia para todos os pares de interação. Este fenômeno é chamado
de frustração (92). Desta forma, estão presentes as duas características necessárias para o
comportamento típico de vidros de spin (VS) que são: desordem e frustração.

Tipicamente, as amostras das ligas metálicas com impurezas magnéticas diluídas são
preparadas em altas temperaturas e rapidamente resfriadas em um processo chamado
de temperado (quenching). Neste processo, as impurezas magnéticas apresentam um
“congelamento” local espacialmente desordenado. O processo de resfriamento também
pode ser feito lentamente, sendo chamado de recozimento (annealing), nesse caso as
impurezas magnéticas relaxam para estados cuja energia livre alcança um mínimo
global.

Sistemas de vidros de spins são de grande interesse em física da matéria condensada
e passaram a receber maior atenção por volta de 1970. Do ponto de vista experimental,
um vidro de spin é caracterizado por apresentar algumas propriedades típicas (90,
91). Por exemplo, uma cúspide na susceptibilidade linear a.c. (campo alternado), que
muda de posição quando a frequência do campo externo varia como foi observada por
Cannella e Mydosh em 1972 (93, 94). Um máximo arredondado no calor específico e
efeitos de irreversibilidade também foram observados nas medidas da magnetização em
baixas temperaturas na presença de campo magnético externo (95). Em geral, nenhuma
das medidas citadas anteriormente são suficientes para caracterizar uma transição de
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fase vidro de spin. Somente após a análise de medidas da susceptibilidade não linear χnl ,
definida como o coeficiente do termo de ordem cúbica na expansão da magnetização
em potências do campo externo,

m = χh− χnlh3 + . . . (6.1)

foi possível assegurar a existência de uma genuína transição de fase (96). A suscepti-
bilidade não linear χnl é uma função bem comportada no tempo, apresentando uma
divergência pronunciada em T = Tc, comparável à divergência observada na susceptibi-
lidade linear χ em sistemas ferromagnéticos.

Abordagens teóricas para descrever as propriedades dos vidros de spins levaram
Edward e Anderson (EA) (97), em 1975, a propor um modelo (modelo EA), no qual é
definido numa rede regular com N sítios com spins Si em cada sítio i. As interações entre
pares de spins primeiros vizinhos são fornecidas por uma distribuição de probabilidades
que introduz interações positivas e negativas, portanto o modelo EA incorpora as
duas características básicas para vidros de spin, desordem e frustração. Além disso,
propuseram o parâmetro de ordem de vidro de spin qEA para caracterizar a fase vidro
de spin fornecido por:

qEA =
1
N ∑

i=1

[
〈Si〉2

]
J

, (6.2)

onde 〈...〉 e [...]J representam as médias térmicas e sobre a desordem, respectivamente.
O modelo de Edwards-Anderson (EA) (97) e um modelo denominado de Sherington-

Kirkpatrick (SK) (98) são os primeiros modelos a investigar o comportamento de mate-
riais com características de vidro de spin. O modelo SK considera as variáveis de spin
de Ising e investiga as interações de longo alcance através da solução de campo médio.

Uma vez que a solução no regime de campo médio para modelos de VS é bem
compreendida, muitos esforços têm sido feito na busca de soluções que representem
sistemas físicos reais, onde as interações entre spins tem alcance finito. As redes hie-
rárquicas se tornam uma ferramenta poderosa na investigação da fase VS combinada
com o método do grupo de renormalização que permite o acesso a grandes escalas
de comprimento com baixo custo computacional. A maior parte dos trabalhos sobre
vidro de spin em redes hierárquicas utilizam redes da família de Migdal-Kadanoff
(99, 100, 101, 102, 89, 80, 81, 103, 104, 105, 106).

Neste capítulo, investigamos a transição de vidro de spin-paramagnética do modelo
Blume-Capel desordenado definido na rede hierárquica tipo diamante com dimensão
d = 3 e 4. Para isso, utilizamos as equações de renormalização obtidas no Apêndice
A e apresentadas na seção a seguir. Neste caso, o processo de renormalização é feito
partindo-se de uma distribuição de probabilidades inicial gaussiana simétrica para
interações de troca entre os pares de spins e para os campos cristalinos, como será
desenvolvido na seção 6.2, abaixo.
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6.1 Equação de renormalização do modelo BC desorde-
nado

O hamiltoniano para o modelo BC desordenado foi definido na equação (3.2).
Aqui estudamos o modelo BC com campo magnético externo nulo, de modo que

HBC = −∑
〈ij〉

KijSiSj + ∑
i

DiS2
i , (6.3)

com {Kij} denotando as constantes de acoplamento aleatórias entre pares de spins
primeiros vizinhos e {Di} os valores para o campo cristalino aleatório em cada sítio da
rede. Neste tese, ambas as variáveis aleatórias seguem distribuições de probabilidades
gaussianas independentes, fornecidas por

P(Kij) =
1√

2πK2
exp

[
−
(Kij − K0)

2

2K2

]
, (6.4)

P(Di) =
1√

2πσ2
D

exp

[
− (Di − D0)

2

2σ2
D

]
, (6.5)

com K0 e D0 representando as médias das distribuições de ligações e campo cristalino,
respectivamente. J e σD são as variâncias de cada distribuição respectivamente. Para
a presente análise adotamos K0 = 0 e D0 = 0 e J = 1 e σD = 1. Definindo Jij = βKij

e ∆i = βDi, com β = 1/κBT, o procedimento usual para obtenção das equações de
renormalização para as ligações e para os campos cristalinos foram obtidos no Apêndice
A, a partir das equações (A.31), (A.33) e (A.34), isto é

J′ =
1
4

l

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,− 1]
Zi[1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (6.6)

∆′1 = ∆1 −
1
2

l

∑
i=1

ln
[

Zi[1,0]Zi[−1,0]
Zi[0,0]2

]
, (6.7)

∆′2 = ∆2 −
1
2

l

∑
i=1

ln
[

Zi[0,1]Zi[0,− 1]
Zi[0,0]2

]
, (6.8)

(6.9)

com
Zi[S1,S2] = Tr{σi} exp[J1S1σiS1 + J1S2σiS2 − ∆1jσ

2
i ] , (6.10)

6.2 Temperatura crítica e dimensão crítica inferior
As equações (6.6), (6.7) e (6.8) obtidas Apêndice A, de forma analítica exata,

são as responsáveis pela evolução das constantes de interações entre os spins da rede
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sob renormalização. Para determinar as possíveis transições de fase do modelo BC com
interações competitivas aleatórias devemos utilizar um método que atribua às variáveis
Jij, ∆i valores aleatórios que obedeçam a uma função de distribuição de probabilidades.
Utilizaremos um método conhecido como método dos reservatórios para iterar a equações
(6.6) - (6.8) e analisar numericamente a evolução das distribuições dos acoplamentos
renormalizados (99).

Inicialmente devemos escolher uma função de distribuição de probabilidades para
os campos e acoplamentos a partir da qual construiremos dois bancos iniciais um
para os acoplamentos e outro para os campos com N entradas cada um. Em seguida
selecionamos, de forma aleatória, alguns desses bancos, para aplicá-los nas equações
(6.6), (6.7) e (6.8) gerando assim novos valores para ligações e campos cristalinos.
Aplicamos esse procedimento N vezes até que o número de acoplamentos e campos
renormalizadas dos novos bancos contenha N entradas. Chegamos assim a novos
bancos constituído por acoplamentos e campos renormalizados, cujas propriedades
(momentos) são mensuradas.

Após concluir a primeira etapa de renormalização o próximo passo é substituir
os bancos iniciais pelos bancos dos acoplamentos e campos renormalizados e repetir
o processo de escolha aleatória dos acoplamentos e efetuar novamente as equações
de renormalização, até obter novos bancos que, no próximo passo da renormalização,
servirão de reservatório. As propriedades estatísticas dos bancos renormalizados são cal-
culados e armazenadas a cada passo do processo. (Para uma definição formal do método
dos reservatórios, ver (102)). A Figura (40) esquematiza o método dos reservatórios.

Figura 40 – Representação ilustrativa do processo de renormalização usando o método
dos reservatórios
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Esse processo pode ser repetido n-vezes se necessário. O fluxo da renormalização
pode ser acompanhado, ao longo das n iterações do grupo de renormalização, através
da evolução das distribuições de probabilidades dos acoplamentos adimensionais, {Jij}
e {∆i}, calculando-se os momentos das distribuições de probabilidades em cada passo
(80), a partir dos quais é possível obter:

Média : σ
(J)
1 = 〈Jij〉 , (6.11)

Média : σ
(∆)
1 = 〈∆ij〉 , (6.12)

Desvio padrão : σ
(J)
2 = 〈(Jij − 〈Jij〉)2〉1/2 , (6.13)

Desvio padrão : σ
(∆)
2 = 〈(∆i − 〈∆i〉)2〉1/2 , (6.14)

As médias correspondem aos primeiros momentos e os desvios padrão (ou larguras)
estão associadas aos segundos momentos. Ao longo do processo de renormalização
é possível identificar as diferentes fases de acordo com o “fluxo"dos momentos das
distribuições renormalizadas. As configurações de cada fase podem ser caracterizadas
de acordo com os respectivos momentos das distribuições de probabilidades de suas
interações e campos, isto é:

Ferromagnética : σ
(J)
1 →∞ , σ

(J)
2 → 0 , σ

(∆)
1 →−∞ , (6.15)

Vidro de Spins : σ
(J)
1 → 0 , σ

(J)
2 →∞ , σ

(∆)
1 →−∞ , (6.16)

Paramagnética : σ
(J)
1 → 0 , σ

(J)
2 → 0 , σ

(∆)
1 →±∞ . (6.17)

Na Figura 41 acompanhamos a evolução das funções densidades de probabilidades
sob a aplicação do grupo de renormalização, a partir de uma distribuição inicial gaussi-
ana simétrica ao longo de seis iterações. Vale destacar que as funções densidades de
probabilidades estão normalizadas de modo que a soma das probabilidades seja um e
não pela área total. A fase vidro de spins tende a aumentar a dispersão das constantes
de acoplamentos Jij, ocasionando um alargamento da distribuição de probabilidade
como mostrado na Figura 41 (a), enquanto que, para a fase paramagnética a dispersão
das interações diminuem a cada passo, causando um estreitamento da distribuição
de probabilidades que tende a uma função delta no limite n→∞ como mostrado na
Figura 41 (b). Assim, a distribuição de probabilidades associada ao ponto fixo instável
será aquela cuja largura permanece inalterada dentro da precisão numérica, após n
iterações. Para encontrar a temperatura crítica Tc, investigamos a temperatura para
a qual a distribuição de probabilidades fique invariante, isto é P∗(J(n+1)

ij ) = P∗(J(n)ij ),
como mostrado na Figura 41 (c).
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Figura 41 – Exibimos o comportamento da função densidade de probabilidades ao
longo de 11 iterações do grupo de renormalização para o modelo BC na
rede com dimensão d = 3, para três valores de temperatura (a) T = 0,685,
(b) T = 0,785 e (c) T = 0,735. Em (a), para um valor menor que Tc, a cada
iteração a largura aumenta mantendo-se sempre com média nula. Em (b),
temperatura maior que Tc, a cada iteração a largura diminui levando a uma
função δ no limite n→ ∞. Em (c), temperatura crítica, a cada iteração a
largura tende a se permanecer invariante, dentro da precisão numérica e
estão normalizadas de modo que a soma de todas as probabilidades seja
um.

Na Figura 42, acompanhamos o fluxo do desvio padrão da distribuição renorma-
lizada, passo a passo, para rede com dimensão d = 3. Esse fluxo é mostrado para três
valores de temperatura, sugerindo a existência de uma transição de fase em Tc = 0,735,
indicada pela mudança no comportamento do fluxo do desvio padrão.
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Figura 42 – Fluxo do desvio padrão da distribuição das constantes de acoplamentos Jij
para as várias distribuições geradas no processo de renormalização da rede
para três valores de temperaturas indicadas na legenda.

Investigamos a temperatura crítica da transição VS-P para distribuições de proba-
bilidades iniciais gaussiana com média nula e largura unitária para valores de p = 2 a
p = 10. Para temperaturas T > 0,1 não há transição de fase vidro de spin-paramagnética
para o caso p = 2 (d = 2). Para determinar a dimensão crítica inferior é necessário investi-
gar o sistema à temperatura nula através da expansão no limite de baixas temperaturas.
A partir de p ≥ 3 (d ≥ 2,585 . . . ) observamos a transição da fase vidro de spin para a
fase paramagnética em temperaturas finitas. As temperaturas críticas da transição de
fase VS-P para as dimensões 2,585≤ d ≤ 4,32 foram estimadas e estão representadas
na Figura 43, considerando reservatórios contendo N = 100.000 entradas e médias
sobre 100 amostras da desordem, evidenciando que a dimensão crítica (d f ) inferior
encontra-se no intervalo 2 < d f < 2,585. Este resultado é compatível com os valores
encontrados para o modelo vidro de spin de Ising com spin 1/2 nas redes hierárquicas
(107) e também para os valores obtidos para rede de Bravais (108), onde a dimensão
crítica inferior é D f ' 2,5, nestes trabalhos.
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Figura 43 – Temperatura crítica da transição de fase VS-P em função da dimensão.

6.3 Propriedades locais
Nesta seção, analisaremos as propriedades locais do modelo BC desordenado

para explorar a natureza das fases em torno das transições de fases. O procedimento
recursivo é exato para a rede hierárquica e as propriedades locais são obtidas conside-
rando as condições do modelo BC para o caso desordenado nas equações (3.47)-(3.56).
Deste modo o conjunto de equações pode ser reescrito na forma

〈σ〉n+1 = R1〈S1〉n + R2〈S2〉n + [R3 + R4 − R2]〈S2
1S2〉n+

+ [R3 − R4 − R1]〈S1S2
2〉n , (6.18)

〈σS2
1〉n+1 = R1〈S1〉n + [R3 − R4 − R1]〈S1S2

2〉n + [R4 + R3]〈S2
1S2〉n , (6.19)

〈σS2
2〉n+1 = R2〈S2〉n + [R3 − R4]〈S1S2

2〉n + [R3 + R4 − R2]〈S2
1S2〉n , (6.20)

〈σ2S1〉n+1 = R5〈S1〉n + [R8 + R7 − R5]〈S1S2
2〉n − [R8 − R7]〈S2

1S2〉n , (6.21)

〈σ2S2〉n+1 = R6〈S2〉n + [R8 − R7]〈S1S2
2〉n + [R8 + R7 − R6]〈S2

1S2〉n , (6.22)
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〈σ2〉n+1 = [R5 − 2R9]〈S2
1〉n + [R6 − 2R9]〈S2

2〉n + [R8 − R7]〈S1S2〉n+
+ [2R9 − R5 − R6 + R7 + R8]〈S2

1S2
2〉n + 2R9 , (6.23)

〈σS1〉n+1 = [R3 + R4]〈S1S2〉n + R1〈S2
1〉n + [R3 − R4 − R1]〈S2

1S2
2〉n , (6.24)

〈σS2〉n+1 = [R3 − R4]〈S1S2〉n + R2〈S2
2〉n + [R3 + R4 − R2]〈S2

1S2
2〉n , (6.25)

〈σ2S2
1〉n+1 = R5〈S2

1〉n + [R8 − R7]〈S1S2〉n + [R8 + R7 − R5]〈S2
1S2

2〉n , (6.26)

〈σ2S2
2〉n+1 = R6〈S2

2〉n + [R8 − R7]〈S1S2〉n + [R8 + R7 − R6]〈S2
1S2

2〉n , (6.27)

com

R1 =
e2J(1)n − 1

1 + e∆n+J(1)n + e2J(1)n
, (6.28)

R2 =
e2J(2)n − 1

1 + e∆n+J(2)n + e2J(2)n
, (6.29)

R3 =
1
2

e2J(1)n +2J(2)n − 1

1 + e∆n+J(1)n +J(2)n + e2J(1)n +2J(2)n
, (6.30)

R4 =
1
2

−e2J(1)n + e2J(2)n

e2J(1)n + e2J(2)n + e∆n+J(1)n +J(2)n
, (6.31)

R5 =
e2J(1)n + 1

1 + e∆n+J(1)n + e2J(1)n
, (6.32)

R6 =
e2J(2)n + 1

1 + e∆n+J(2)n + e2J(2)n
, (6.33)

R7 =
1
2

e2J(1)n + e2J(2)n

e2J(1)n + e2J(2)n + e∆n+J(1)n +J(2)n
, (6.34)

R8 =
1
2

e2J(1)n +2J(2)n + 1

1 + e∆n+J(1)n +J(2)n + e2J(1)n +2J(2)n
, (6.35)

R9 =
1

2 + e∆n
, (6.36)

(6.37)

com o índice subscrito n representando a ordem da hierarquia e o índice sobrescrito
(1) indica as ligações associadas ao sítio raiz S1 da unidade básica (Figura 8, enquanto
(2) indica a ligação envolvendo o sítio raiz S2. Com isso, conhecendo as magnetizações
locais e pares de correlações entre spins de ordem zero, podemos fazer o procedimento
de decoração da rede e calcular as magnetizações e pares de correlações locais entre
spins de ordem um, fazendo isso sucessivamente até chegarmos à hierarquia de ordem
n.
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Para analisar o comportamento do parâmetro de ordem de Edwards-Anderson local
qi

EA devemos iterar as equações (6.18)− (6.27), tal como procedido no capítulo 4 para
a magnetização local. No entanto o conjunto dos acoplamento de ligações e campos
cristalinos {Jij,∆i} é formado por variáveis aleatórias e o processo de renormalização
ocorre como discutido na seção anterior. Para estudar as propriedades locais, devemos
dispor das distribuições renormalizadas, para cada geração da rede, isto é, armazenar-
mos esses valores que serão utilizados no processo de inflação da rede. O parâmetro de
ordem EA local associado ao i-ésimo sítio é definido por

qi
EA =

1
Na

Na

∑
α=1
〈S(γ)

i 〉
2 , (6.38)

com γ identificando a amostra e Na o número de amostras. A partir das distribuições de
probabilidades iniciais geramos o perfil do parâmetro de ordem de Edwards-Anderson
para alguns valores de temperatura, incluindo Tc. Isto está feito para uma rede com
n = 9 hierarquias para Na = 400 amostras e dimensão d = 3. Na Figura 44, apresentamos
os perfis para a distribuição de probabilidades gaussiana nas temperaturas (a) T = 0,300,
(b) T = 0,400, (c) T = 0,735 e (d) T = 0,800 para o caso de apenas uma amostra. Na
Figura 45, o perfil é feito para a média sobre 400 amostras. Fica claro na Figura 44 que a
desordem na estrutura do parâmetro de ordem local de Edwards-Anderson aumenta à
medida em que reduzimos a temperatura e nos aprofundamos na fase VS. Entretanto,
quando tomamos a média configuracional sobre a desordem, os perfis na Figura 45
apresentam um padrão auto-similar semelhante ao que acontece no caso do modelo BC
ferromagnético. Observa-se também que o valor médio por sítio diminui com o aumento
da temperatura até que em Tc = 0,735 se anula, como o comportamento esperado para
parâmetro de ordem. Para dimensões d ≥ 2,585, observamos o mesmo comportamento
qualitativo.
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(b) T < Tc
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(d) T > Tc

0,0 1,0×102 2,0×102 3,0×102 4,0×102 5,0×102

Posição

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

qi
EA

Figura 44 – Perfil do parâmetro de ordem local de EA para uma amostra da rede com
dimensão d = 3 e n = 9 hierarquias para (a) T = 0,300, (b) T = 0,400, (c)
T = Tc ' 0,735 e (d) T = 0,800.
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(a) T << Tc
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(b) T < Tc
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(d) T > Tc
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Figura 45 – Perfil do parâmetro de ordem local de EA para 400 amostras das interações e
campos para rede com dimensão d = 3 e n = 9 hierarquias para (a) T = 0,300,
(b) T = 0,400, (c) T = Tc ' 0,735 e (d) T = 0,800.

O espectro multifractal f (α) dos perfis apresentados na Figura 45, obtido pelo
método de Chhabra e Jesen (88) está mostrado na Figura 46. Observamos um comporta-
mento multifractal no parâmetro de ordem local de Edwards-Anderson. Para valores de
T < Tc, notamos uma diminuição na largura do espectro à medida que a temperatura
é reduzida, convergindo para um monofractal no limite T→ 0. Esse comportamento
é esperado uma vez que, em T→ 0, as correlações estão mais fortes e os valores do
parâmetro de ordem local de EA apresentam valores unitários. Entretanto para tempe-
raturas acima, mas próximas da temperatura crítica é observado um alargamento dos
espectros f (α). Quando a temperatura é aumentada na fase paramagnética o parâmetro
de ordem se anula localmente inviabilizando a obtenção de f (α) nessa região.

Para investigar melhor o comportamento de f (α), na Figura 47 apresentamos a
dependência dos valores máximo (αmax) e mínimo (αmin) do espectro em função da
temperatura. Observamos que abaixo de Tc, os valores de αmax e αmin tendem para um
valor constante. No entanto, para um valor imediatamente acima de Tc, observa-se uma
mudança abrupta no comportamento de αmax, crescendo numa taxa muito maior que
a observada em baixas temperaturas, sinalizando a transição vidro de spin. Na fase
paramagnética, o parâmetro de ordem de EA tende a se anular na maior parte dos sítios,
sendo eliminado do cálculo do espectro. Assim, para uma rede finita é esperado um
valor finito porém grande de αmax que é o expoente que caracteriza as singularidades do
conjunto de medidas menores ainda presentes no perfil. Isto é evidenciado pelo rápido
aumento de αmax com a temperatura para T > Tc. Por outro lado, αmin é o expoente que
caracteriza o conjunto das maiores medidas e decai lentamente. Este comportamento
está associado ao fato de que sítios próximos aos sítios raízes são influenciados pela
condição de contorno, com valores diferentes de zero. Vale destacar que comportamento
semelhante foi observado para o modelo de vidro de spin de Ising 1/2 e dimensão d = 3
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(80).
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Figura 46 – Função f (α) para várias temperaturas indicadas na legenda. A curva verme-
lha está associada à temperatura crítica Tc = 0,735. Para valores menores que
Tc observa-se um estreitamento das curvas enquanto que, para temperaturas
acima de Tc é observado um alargamento da curva.
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Figura 47 – αmax e αmin do espectro f (α) do parâmetro de EA em função da temperatura.
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7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Ao longo desta tese, estudamos as propriedades locais do modelo de Ising
com spin 1 sob ação de campos de anisotropia e calculamos, através de um procedimento
exato, as relações de recorrência para as magnetizações e pares de correlações locais
do modelo definido numa rede hierárquica tipo diamante com fator de escala b = 2 e
dimensão d arbitrária.

Obtivemos resultados analíticos e numéricos calculados através do método do grupo
de renormalização combinado com as relações de recorrência, para o caso particular
do modelo BC ferromagnético (109). Essa metodologia possibilitou a determinação da
magnetização local, do parâmetro quadrupolar, da energia interna, do calor específico,
da susceptibilidade associada ao campo cristalino e da entropia. As grandes vantagens
do método utilizado são o baixo custo computacional quando comparado com métodos
mais sofisticados e a possibilidade de acessar e observar o comportamento em regiões de
baixa temperatura onde a descontinuidade do parâmetro de ordem fica mais evidentes.
Estimamos os expoentes críticos β e ν, através do parâmetro de ordem e os demais
expoentes α, γ estimados foram extraídos de relações de escala e hiperescala.

Os resultados foram analisados para diferentes regiões do diagrama de fases depen-
dendo do valor de α = ∆/J que mede força do acoplamento de campo cristalino em
relação ao acoplamento entre pares de spins primeiros vizinhos. Os intervalos estudados
foram α < α∗, α∗ ≤ α < αmax e α≥ αmax. No intevalo α < α∗ o modelo BC ferromagnético
para d ≥ 2 apresenta uma transição de fase contínua, partindo de baixas temperaturas
da fase ferromagnética para a fase paramagnética desordenada, nesta região o estudo
das propriedades locais sobre a linha de transição exibiram um no perfil do parâmetro
de ordem com espectro multifractal. No intervalo α∗ ≤ α ≤ αmax o diagrama de fases
apresenta o fenômeno da reentrância. Quanto partimos de temperaturas mais altas e
vamos abaixando a temperatura o sistema apresenta uma transição ferromagnética-
paramagnética desordenada, onde a magnetização é nula e a configuração é um terço
dos spins no estado Si = 0, um terço no estado Si = 1 e um terço no estado Si = −1.
Quando a temperatura continua sendo abaixada, percebemos uma diminuição abrupta
na magnetização, ocasionando uma transição inesperada da fase ferromagnética para a
fase paramagnética ordenada, com magnetização nula e a maioria dos spins no estado
Si = 0, isto é, com densidade n0 ≈ 1. Nesta transição observamos que o parâmetro de
ordem e a densidade n0 sofrem uma descontinuidade finita, caracterizando uma transi-
ção de primeira ordem. Essa descontinuidade em m e n0 variam de um valor máximo
caracterizado no diagrama pelo ponto D até se anularem no ponto C, caracterizado
como um ponto tricrítico. Investigamos o comportamento de m ao longo desse intervalo
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tanto através das propriedades termodinâmicas quanto através das propriedades locais.
Essa mudança na natureza da transição foi sinalizada na vizinhança do ponto tricrítico
através de variações abruptas na energia interna e na entropia, na divergência do calor
específico e da susceptibilidade associada ao campo cristalino. Além disso, os perfis das
magnetizações dos sítios apresentaram uma estrutura multifractal nas transições de
segunda ordem, enquanto que entre o intervalo (αc,Tc) à (αD,TD), os perfis tornam-se
menos irregulares e o espectro multifractal converge para um ponto, caracterizado como
um monofractal.

No intervalo α ≥ αmax não foi observada nenhuma transição de fase. Entretanto o
modelo apresenta uma fase ordenada e um estado fundamental não degenerado em
T = 0 caracterizado por todos os spin estarem no estado Si = 0, isto é, n0 = 1. Para um
valor fixo de α a densidade n0 decai continuamente quando aumentamos a temperatura
até que na região de altas temperaturas n0 corresponde a um terço dos sítios.

Para o modelo BC desordenado com interações e campos cristalinos competitivos
investigamos a transição de fase vidro de spins - paramagnética, para variáveis aleató-
rias independentes que seguem uma distribuição de probabilidades gaussiana simé-
trica. Acompanhamos a evolução dos momentos das distribuições sob renormalização
para determinar temperatura crítica. Delimitamos a possível dimensão crítica inferior
(2 < D f < 2,58) para transição vidro de spins - paramagnética. Por fim, investigamos as
propriedades locais e multifractais do parâmetro de ordem de Edwards-Anderson na
vizinhança da transição de fase VS-P.

Futuramente, pretendemos explorar, outras regiões do diagrama de fases, do modelo
BC desordenado, considerando distribuições de probabilidades para as interações e
campos com médias não-nulas e larguras variáveis, e investigar as propriedades locais,
globais, multifractais e termodinâmica do modelo. Além disso, com a determinação
das relações de recorrência para obtenção das magnetizações e pares de correlações
locais, para o caso geral, do modelo de Ising com spin 1 em redes hierárquicas tipo
diamante e fator de escala b = 2 e dimensão d arbitrária, programamos estudar o modelo
Blume-Emery-Griffiths (BEG) ferromagnético e desordenado. Planejamos encontrar
uma generalização do modelo de Ising com spin 1 em redes hierárquica para um fator
de escala b e dimensão d qualquer. Além disso, podemos generalizar o método recursivo
desenvolvido nesta tese para investigar modelos de Ising com variáveis de spins, mais
gerais, incluindo os modelos de spins mistos.
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APÊNDICE A – RELAÇÕES DE
RECORRÊNCIA: LIGAÇÕES E

CAMPOS LOCAIS

Com a finalidade de obter as relações de recorrência para as ligações e campos
locais, utilizamos o processo de dizimação dos sítios internos que corresponde, em
certo sentido, a uma deflação da rede hierárquica com geração n para outra com (n− 1)
gerações com um novo conjunto de constantes de acoplamento. Sob tal procedimento
de renormalização, o novo conjunto de constantes de acoplamento será indicado por
um apóstrofo. Neste procedimento o hamiltoniano do modelo original (cela completa)
ilustrado na Figura 48 (a) é descrito por

Figura 48 – Ilustração do processo de deflação da rede, por simplicidade, de ordem (a)
n = 1 para (b) n = 0. Todos os sítios internos em (a) são dizimados até que
apenas reste uma ligação efetiva entre os sítios externos S1 e S2 como pode
ser observado em (b) .

−βH = h1S1 + h2S2 − ∆1S2
1 − ∆2S2

2 +
p

∑
i=1

[JiS1σiS1 + JiS2σiS2 + KiS1σ2
i S2

1+

+ KiS2σ2
i S2

2 − ∆ijσ
2
i + hijσi] , (A.1)

de forma que a função de partição pode ser escrita da seguinte forma:

Z = Tr{S1S2}Tr{σi} exp[−βH] (A.2)
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Z [S1,S2] = Tr{S1S2} exp[h1S1 + h2S2 − ∆1S2
1 − ∆2S2

2]
p

∏
i

Zi[S1,S2] , (A.3)

com

Zi[S1,S2] = Tr{σi} exp[J1S1σiS1 + J1S2σiS2 +K1S1σ2
i S2

1 +K1S2σ2
i S2

2−∆1jσ
2
i + h1jσi] . (A.4)

Realizando o Tr{σi}, na equação (A.4), resulta:

Zi[S1,S2] = 1 + exp[J1S1S1 + J1S2S2 + K1S1S2
1 + K1S2S2

2 − ∆1j + h1j]+

+ exp[−J1S1S1 − J1S2S2 + K1S1S2
1 + K1S2S2

2 − ∆1j − h1j] . (A.5)

Por outro lado, o hamiltoniano renormalizado, Figura 48 (b), pode ser escrito da seguinte
forma

−βH′ = J′S1S2 + K′S2
1S2

2 − ∆′1S2
1 − ∆′2S2

2 + h′1S1 + h′2S2 . (A.6)

Portanto a função de partição renormalizada é fornecida por,

Z ′[S1,S2] = Tr{S1S2} exp[J′S1S2 + K′S2
1S2

2 − ∆′1S2
1 + ∆′2S2

2 + h′1S1 + h′2S2] . (A.7)

Como discutido no Capítulo 2, para preservar as propriedades originais da rede é
necessário que a função de partição seja invariante por transformação do grupo de
renormalização a menos de uma constante multiplicativa, i.e,

Z [S1,S2] = CZ ′[S1,S2] , (A.8)

As configurações possíveis dos estados para S1 e S2, são:

Z ′[1,1] = exp[J′ + K′ − ∆′1 − ∆′2 + h′1 + h′2] , (A.9)

Z ′[−1,− 1] = exp[J′ + K′ − ∆′1 − ∆′2 − h′1 − h′2] , (A.10)

Z ′[1,− 1] = exp[−J′ + K′ − ∆′1 − ∆′2 + h′1 − h′2] , (A.11)

Z ′[−1,1] = exp[−J′ + K′ − ∆′1 − ∆′2 − h′1 + h′2] , (A.12)

Z ′[1,0] = exp[−∆′1 + h′1] , (A.13)

Z ′[−1,0] = exp[−∆′1 − h′1] , (A.14)

Z ′[0,1] = exp[−∆′1 + h′2] , (A.15)

Z ′[0,− 1] = exp[−∆′1 − h′2] , (A.16)

Z ′[0,0] = 1 . (A.17)

Para determinarmos as relações de recorrência para as ligações e campos, manipu-
lamos as equações (A.9)-(A.17). De modo que, ao multiplicarmos (A.9) por (A.10) e
dividirmos pelo produto das equações (A.11) e (A.12) encontramos a equação para J′, e
usando que Z ′[S1,S2] = Z [S1,S2]/C

exp(4J′) =
Z [1,1]Z [−1,− 1]
Z [1,− 1]Z [−1,1]

, (A.18)
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Para determinar K′, devemos multiplicar as equações (A.9), (A.10), (A.11) e (A.12), em
seguida dividir pelo produto dos quadrados de (A.13), (A.14), (A.15) e (A.16) e obter

exp(4K′) =
Z [1,1]Z [−1,− 1]Z [1,− 1]Z [−1,1]Z [0,0]4

Z [1,0]2Z [−1,0]2Z [0,1]2Z [0,− 1]2
. (A.19)

As equações de renormalização para os campos cristalinos são obtidas multiplicando as
equações (A.13) e (A.14) para ∆′1, e (A.15) e (A.16) para ∆′2, i.e.

exp(−2∆′1) =
Z [1,0]Z [−1,0]
Z [0,0]2

, (A.20)

e, analogamente,

exp(−2∆′2) =
Z [0,1]Z [0,− 1]
Z [0,0]2

. (A.21)

Por fim, as equações de renormalização para os campos magnéticos são encontradas
multiplicando as equações (A.9) e (A.11) e dividindo pelo produto de (A.10) e (A.12)
para h′1. Analogamente para h′2 multiplicamos as equações (A.9) e (A.12) e dividimos
pelo produto de (A.10) e (A.11), assim

exp(4h′1) =
Z [1,1]Z [1,− 1]
Z [−1,− 1]Z [−1,1]

, (A.22)

exp(4h′2) =
Z [1,1]Z [−1,1]

Z [−1,− 1]Z [1,− 1]
. (A.23)

Substituindo (A.3) nas equações (A.18)-(A.23) resulta,

exp(4J′) =
p

∏
i=1

[
Zi[1,1]Zi[−1,− 1]
Zi[1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (A.24)

exp(4K′) =
p

∏
i=1

[
Zi[1,1]Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]Zi[−1,1]Zi[0,0]4

Zi[1,0]2Zi[−1,0]2Zi[0,1]2Zi[0,− 1]2

]
, (A.25)

exp(−2∆′1) = exp(−2∆1)
p

∏
i=1

[
Zi[1,0]Zi[−1,0]

Zi[0,0]2

]
, (A.26)

exp(−2∆′2) = exp(−2∆2)
p

∏
i=1

[
Zi[0,1]Zi[0,− 1]

Zi[0,0]2

]
, (A.27)

exp(4h′1) = exp(4h1)
p

∏
i=1

[
Zi[1,1]Zi[1,− 1]

Zi[−1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (A.28)

exp(4h′2) = exp(4h2)
p

∏
i=1

[
Zi[1,1]Zi[−1,1]

Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]

]
. (A.29)

(A.30)

Como a prescrição do grupo de renormalização de Migdal-Kadanof determina
que as constantes de acoplamento renormalizadas na rede diamante incorporam as
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contribuições de todas as p-ligações, e os campos renormalizados, somam um termo
que reproduz as contribuições de todas as ligações conectadas ao par do sítio dado, de
modo que as equações de recorrência para as ligações e campos resumem-se a

J′ =
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,− 1]
Zi[1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (A.31)

K′ =
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]Zi[−1,1]Zi[0,0]4

Zi[1,0]2Zi[−1,0]2Zi[0,1]2Zi[0,− 1]2

]
, (A.32)

∆′1 = ∆1 −
1
2

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,0]Zi[−1,0]
Zi[0,0]2

]
, (A.33)

∆′2 = ∆2 −
1
2

p

∑
i=1

ln
[

Zi[0,1]Zi[0,− 1]
Zi[0,0]2

]
, (A.34)

h′1 = h1 +
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[1,− 1]
Zi[−1,− 1]Zi[−1,1]

]
, (A.35)

h′2 = h2 +
1
4

p

∑
i=1

ln
[

Zi[1,1]Zi[−1,1]
Zi[−1,− 1]Zi[1,− 1]

]
. (A.36)
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APÊNDICE B – RELAÇÕES DE
RECORRÊNCIA PARA A

MAGNETIZAÇÃO E PARES DE
CORRELAÇÕES LOCAIS

Calculando o traço Tr{S1,S2} da equação (3.15), a função de partição pode ser expan-
dida em nove termos possíveis, deste modo

Z = A0 +
8

∑
j=1

Aj Φj , (B.1)

onde definimos as novas variáveis

A0 =
a6

a5
+

1
a5a6

+ 1 , (B.2)

A1 =
a3a6a8

a1a5a7
+

a1a3

a5a6a7a8
+ 1 , (B.3)

A2 =
a1a3a6a7a8

a5
+

a3a7

a1a5a6a8
+ 1 , (B.4)

A3 =
a10a4a6

a2a5a9
+

a2a4

a10a5a6a9
+ 1 , (B.5)

A4 =
a10a2a4a6a9

a5
+

a4a9

a10a2a5a6
+ 1 , (B.6)

A5 =
a1a10a3a4a6a7a8

a2a5a9
+

a2a3a4a7

a1a10a5a6a8a9
+ 1 , (B.7)

A6 =
a10a2a3a4a6a8a9

a1a5a7
+

a1a3a4a9

a10a2a5a6a7a8
+ 1 , (B.8)

A7 =
a10a3a4a6a8

a1a2a5a7a9
+

a1a2a3a4

a10a5a6a7a8a9
+ 1 , (B.9)

A8 =
a1a10a2a3a4a6a7a8a9

a5
+

a3a4a7a9

a1a10a2a5a6a8
+ 1 , (B.10)
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e

Φ1 = u−1x−1 , (B.11)

Φ2 = u−1x , (B.12)

Φ3 = v−1y−1 , (B.13)

Φ4 = v−1y , (B.14)

Φ5 = (ruvyz)−1twx , (B.15)

Φ6 = (uvwxz)−1rty , (B.16)

Φ7 = (ruvwyx)−1tz , (B.17)

Φ8 = (uv)−1rtwxyz , (B.18)

onde

a1 = eJ1 ,

a2 = eJ2 ,

a3 = eK1 ,

a4 = eK2 ,

a5 = e∆σ ,

a6 = ehσ ,

a7 = eL1 ,

a8 = eL2 ,

a9 = eL3 ,

a10 = eL4 . (B.19)

São parâmetros conhecidos, equanto

x = eh′1 ,

y = eh′2 ,

z = eJ′ ,

u = e∆′1 ,

v = e∆′2 ,

r = eL′2 ,

w = eL′1 ,

t = eK′ . (B.20)

São parâmetros a determinar. Para eliminar as variáveis desconhecidas Φj é necessário
calcular as médias térmicas do sistema, as quais podem ser calculadas através das
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derivadas a seguir, associadas os sítios externos

Z〈S1〉 =x ∂Z
∂x = −A1Φ1 + A2Φ2 + A5Φ5 − A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8 , (B.21)

Z〈S2〉 =y∂Z
∂y = −A3Φ3 + A4Φ4 − A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8 , (B.22)

Z〈S1S2〉 =z∂Z
∂z = −A5Φ5 − A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8 , (B.23)

Z〈S2
1〉 =− u∂Z

∂u = A1Φ1 + A2Φ2 + A5Φ5 + A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8 , (B.24)

Z〈S2
2〉 =− v∂Z

∂v = A3Φ3 + A4Φ4 + A5Φ5 + A6Φ6 + A7Φ7 + A8Φ8 , (B.25)

Z〈S2
1S2〉 =t∂Z

∂t = −A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8 , (B.26)

Z〈S1S2
2〉 =w∂Z

∂w = A5Φ5 − A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8 , (B.27)

Z〈S2
1S2

2〉 =r∂Z
∂r = A5Φ5 + A6Φ6 − A7Φ7 + A8Φ8 , (B.28)

com os coeficientes Ai, i = 1 . . . 8, dados pelas equações (B.2)-(B.10). As quantidades
envolvendo os sítios internos σi são calculadas a partir de:

Z〈σ〉 = a6
∂Z
∂a6

=Ã0 + Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã3Φ3 + Ã4Φ4 + Ã5Φ5+

+ Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8 , (B.29)

Z〈σS1〉 = a1
∂Z
∂a1

=− Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã5Φ5 − Ã6Φ6 − Ã7Φ7 + Ã8Φ8 , (B.30)

Z〈σS2〉 = a2
∂Z
∂a2

=− Ã3Φ3 + Ã4Φ4 − Ã5Φ5 + Ã6Φ6 − Ã7Φ7 + Ã8Φ8 , (B.31)

Z〈σ2〉 = −a5
∂Z
∂a5

=B+
0 + (A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4+

+ (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6 + (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8 , (B.32)

Z〈σ2S1〉 = a7
∂Z
∂a7

=− (A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A5 − 1)Φ5 − (A6 − 1)Φ6−

− (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8 , (B.33)
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Z〈σS2
1〉 = a8

∂Z
∂a8

=Ã1Φ1 + Ã2Φ2 + Ã5Φ5 + Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8 , (B.34)

Z〈σ2S2〉 = a9
∂Z
∂a9

=− (A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4 − (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6−

− (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8 , (B.35)

Z〈σS2
2〉 = a10

∂Z
∂a10

=Ã3Φ1 + Ã4Φ2 + Ã5Φ5 + Ã6Φ6 + Ã7Φ7 + Ã8Φ8 , (B.36)

Z〈σ2S2
1〉 = a3

∂Z
∂a3

=(A1 − 1)Φ1 + (A2 − 1)Φ2 + (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6+

+ (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8 , (B.37)

Z〈σ2S2
2〉 = a4

∂Z
∂a4

=(A3 − 1)Φ3 + (A4 − 1)Φ4 + (A5 − 1)Φ5 + (A6 − 1)Φ6+

+ (A7 − 1)Φ7 + (A8 − 1)Φ8 , (B.38)

com,

B+
0 =

a6

a5
+

1
a5a6

, (B.39)

Ã0 =
a6

a5
− 1

a5a6
, (B.40)

Ã1 =
a3a6a8

a1a5a7
− a1a3

a5a6a7a8
, (B.41)

Ã2 =
a1a3a6a7a8

a5
− a3a7

a1a5a6a8
, (B.42)

Ã3 =
a10a6a4

a2a5a9
− a2a4

a10a5a6a9
, (B.43)

Ã4 =
a10a2a4a6a9

a5
− a4a9

a10a2a5a6
, (B.44)

Ã5 =
a1a10a3a4a6a7a8

a2a5a9
− a2a3a4a7

a1a10a5a6a8a9
, (B.45)

Ã6 =
a10a2a3a4a6a8a9

a1a5a7
− a1a3a4a9

a10a2a5a6a7a8
, (B.46)

Ã7 =
a10a3a4a6a8

a1a2a5a7a9
− a1a2a3a4

a10a5a6a7a8a9
, (B.47)

Ã8 =
a1a10a2a3a4a6a7a8a9

a5
− a3a4a7a9

a1a10a2a5a6a8
. (B.48)

Observe que todos os coeficientes dados pelas equações (B.2)-(B.10) e (B.39)-(B.48) são
grandezas com valores conhecidos. O passo seguinte é resolver o sistema de equações
(B.21)-(B.28) para os sítios externos, correspondente a um sistema linear 8× 8 com
quantidades desconhecidas Φj (j = 1,2,3 . . . 8), as soluções, obtidas através do software
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mathematica, desse sistema linear possui as seguintes soluções

Φ1 =
Z

2A1

[
−〈S1〉+ 〈S2

1〉+ 〈S1S2
2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.49)

Φ2 =
Z

2A2

[
〈S1〉+ 〈S2

1〉 − 〈S1S2
2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.50)

Φ3 =
Z

2A3

[
−〈S2〉+ 〈S2

2〉+ 〈S2
1S2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.51)

Φ4 =
Z

2A4

[
〈S2〉+ 〈S2

2〉 − 〈S2
1S2〉 − 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.52)

Φ5 =
Z

4A5

[
−〈S1S2〉+ 〈S1S2

2〉 − 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.53)

Φ6 =
Z

4A6

[
−〈S1S2〉 − 〈S1S2

2〉+ 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

, (B.54)

Φ7 =
Z

4A7

[
〈S1S2〉 − 〈S1S2

2〉 − 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉〉
]

, (B.55)

Φ8 =
Z

4A8

[
〈S1S2〉+ 〈S1S2

2〉+ 〈S2
1S2〉+ 〈S2

1S2
2〉
]

. (B.56)

com,

Z =
A0

[1− 〈S2
1〉 − 〈S2

2〉+ 〈S2
1S2

2〉]
(B.57)

Substituindo as equações (B.49)-(B.57) em (B.29)-(B.38), encontramos as seguintes
equações de recorrência, calculadas de maneira exata, para as magnetizações e pares de
correlações locais, i.e.

〈σ〉n+1 = M0 + M1〈S1〉n + M2〈S2〉n + M3〈S1S2〉n + M4〈S2
1〉n + M5〈S2

2〉n+
+ M6〈S2

1S2〉n + M7〈S1S2
2〉n + M8〈S2

1S2
2〉n , (B.58)

〈σS2
1〉n+1 = M1〈S1〉n + M3〈S1S2〉n + M9〈S2

1〉n + M10〈S2
1S2〉n + M7〈S1S2

2〉n+
+ M11〈S2

1S2
2〉n (B.59)

〈σS2
2〉n+1 = M2〈S2〉n + M3〈S1S2〉n + M12〈S2

2〉n + M6〈S2
1S2〉n + M13〈S1S2

2〉n+
+ M14〈S2

1S2
2〉n (B.60)

〈σ2S1〉n+1 = M15〈S1〉n + M16〈S1S2〉n + M17〈S2
1〉n + M18〈S2

1S2〉n + M19〈S1S2
2〉n+

+ M20〈S2
1S2

2〉n (B.61)

〈σ2S2〉n+1 = M21〈S2〉n + M22〈S1S2〉n + M23〈S2
2〉n + M24〈S2

1S2〉n + M18〈S1S2
2〉n+

+ M25〈S2
1S2

2〉n (B.62)
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〈σ2〉n+1 = M26 + M27〈S1〉n + M28〈S2〉n + M18〈S1S2〉n + M29〈S2
1〉n+

+ M30〈S2
2〉n + M31〈S2

1S2〉n + M20〈S1S2
2〉n + M32〈S2

1S2
2〉n (B.63)

〈σS1〉n+1 = M33〈S1〉n + M10〈S1S2〉n + M1〈S2
1〉n + M3〈S2

1S2〉n + M11〈S1S2
2〉n+

+ M7〈S2
1S2

2〉n (B.64)

〈σS2〉n+1 = M34〈S2〉n + M13〈S1S2〉n + M2〈S2
2〉n + M14〈S2

1S2〉n + M3〈S1S2
2〉n+

+ M4〈S2
1S2

2〉n (B.65)

〈σ2S1
1〉n+1 = M27〈S1〉n + M18〈S1S2〉n + M15〈S2

1〉n + M16〈S2
1S2〉n + M20〈S1S2

2〉n+
+ M19〈S2

1S2
2〉n (B.66)

〈σ2S2
2〉n+1 = M28〈S2〉n + M18〈S1S2〉n + M21〈S2

2〉n + M25〈S2
1S2〉n + M22〈S1S2

2〉n+
+ M24〈S2

1S2
2〉n (B.67)

com os coeficientes descritos a seguir

M0 =
Ã0

A0
, (B.68)

M1 =
Ã2

2A2
− Ã1

2A1
, (B.69)

M2 =
Ã4

2A4
− Ã3

2A3
, (B.70)

M3 =
Ã8

4A8
+

Ã7

4A7
− Ã6

4A6
− Ã5

4A5
, (B.71)

M4 =
Ã2

2A2
+

Ã1

2A1
− Ã0

A0
, (B.72)

M5 =
Ã4

2A4
+

Ã3

2A3
− Ã0

A0
, (B.73)

M6 =
Ã8

4A8
− Ã7

4A7
+

Ã6

4A6
− Ã5

4A5
− Ã4

2A4
+

Ã3

2A3
, (B.74)

M7 =
Ã8

4A8
− Ã7

4A7
− Ã6

4A6
+

Ã5

4A5
− Ã2

2A2
+

Ã1

2A1
, (B.75)

M8 =
Ã8

4A8
+

Ã7

4A7
+

Ã6

4A6
+

Ã5

4A5
− Ã4

2Ã4
− A3

2Ã3
− Ã2

2A2
− Ã1

2A1
+

Ã0

A0
, (B.76)
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M9 =
Ã2

2A2
+

Ã1

2A1
, (B.77)

M10 =
Ã8

4A8
− Ã7

4A7
+

Ã6

4A6
− Ã5

4A5
, (B.78)

M11 =
Ã8

4A8
+

Ã7

4A7
+

Ã6

4A6
+

Ã5

4A5
− Ã2

2A2
− Ã1

2A1
, (B.79)

M12 =
Ã4

2A4
+

Ã3

2A3
, (B.80)

M13 =
Ã8

4A8
− Ã7

4A7
− Ã6

4A6
+

Ã5

4A5
, (B.81)

M14 =
Ã8

4A8
+

Ã7

4A7
+

Ã6

4A6
+

Ã5

4A5
− Ã4

2A4
− Ã3

2A3
, (B.82)

M15 = 1− 1
2A2
− 1

2A1
, (B.83)

M16 = −
1

4A8
+

1
4A7
− 1

4A6
+

1
4A5

, (B.84)

M17 = −
1

2A2
+

1
2A1

, (B.85)

M18 = −
1

4A8
− 1

4A7
+

1
4A6

+
1

4A5
, (B.86)

M19 = −
1

4A8
− 1

4A7
− 1

4A6
− 1

4A5
+

1
2A2

+
1

2A1 ,
(B.87)

M20 = −
1

4A8
+

1
4A7

+
1

4A6
− 1

4A5
+

1
2A2
− 1

2A1
, (B.88)

M26 =
B̃0

A0
, (B.89)

M27 = −
1

2A2
+

1
2A1

, (B.90)

M28 = −
1

2A4
+

1
2A3

, (B.91)

M29 = 1− 1
2A2
− 1

2A1
− B̃0

A0
, (B.92)

M30 = 1− 1
2A4
− 1

2A3
− B̃0

A0
, (B.93)

M31 = −
1

4A8
+

1
4A7
− 1

4A6
+

1
4A5

+
1

2A4
− 1

2A3
, (B.94)

M32 = −1− 1
4A8
− 1

4A7
− 1

4A6
− 1

4A5
+

1
2A4

+
1

2A3
+

1
2A2

+
1

2A1
+

B̃0

A0
, (B.95)

M33 =
Ã2

2A2
+

Ã1

2A1
, (B.96)

M34 =
Ã4

2A4
+

Ã3

2A3
. (B.97)
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APÊNDICE C – RELAÇÃO DE
RECORRÊNCIA PARA AS
INTERAÇÕES E CAMPOS

CRISTALINOS NO REGIME DE
BAIXAS TEMPERATURAS PARA O

MODELO BLUME-CAPEL
FERROMAGNÉTICO

Neste apêndice vamos escrever o conjunto de equações de renormalização no
regime de baixas temperaturas. Partindo das equações (4.2)-(4.3)

J′ =
p
2

ln
[1 + 2e−∆ cosh(2J)

1 + 2e−∆

]
, (C.1)

∆′ = ∆− p ln
[1 + 2e−∆ cosh(J)

1 + 2e−∆

]
, (C.2)

podemos escrever 2cosh(2J) = e2J + e−2J e 2cosh(J) = eJ + e−J , assim as equações (C.1)
e (C.2) são reescritas da seguinte maneira

J′ =
p
2

ln
[1 + e−(∆−2J) + e−(∆+2J)

1 + 2e−∆

]
(C.3)

∆′ = ln[e∆]− p ln
[1 + e−(∆−J) + e−(∆+J)

1 + 2e−∆

]
(C.4)

No regime de baixas temperaturas T → 0 (J → ∞) as equações de renormalização
são obtidas para os seguintes valores: (i) ∆ > 2J, (ii) J < ∆ < 2J, (iii) 0 < ∆ < J e
(iv) − 2J < ∆ < 0, (v) − 4J < ∆ < −2J e (vi) ∆ < −4J.

Assim para (i) ∆ > 2J, definimos

A ≡ e−(∆−2J) + e−(∆+2J) ,

B ≡ 2e−∆ ,

A1 ≡ e−(∆−J) + e−(∆+J) ,
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e as equações (C.3) e (C.4) podem ser manipulada e reescritas da seguinte forma

J′ =
p
2

ln
[1 + A

1 + B

]
J′ =

p
2

ln
[
(1 + A)(1 + B)−1

]
J′ =

p
2

ln
[
(1 + A)(1− B + . . . )

]
, (C.5)

e

∆′ = ln[e∆]− p ln
[1 + A1

1 + B

]
∆′ = ln[e∆]− p ln

[
(1 + A1)(1 + B)−1

]
∆′ = ln[e∆]− p ln

[
(1 + A)(1− B + . . . )

]
. (C.6)

Considerando o regime de baixas temperaturas apenas para os termos em 1◦ ordem em
T, obtemos

J′ ≈ p
2

ln
[
1 + A− B

]
, (C.7)

∆′ ≈∆− p ln
[
1 + A1 − B

]
, (C.8)

sendo para |A− B|< 1 e |A1− B1|< 1 podemos usar a seguinte aproximação ln[1+ x]≈
x para |x| < 1, logo

J′ ≈ p
2
(A− B) ≈ p

2
e−(∆−2J) , (C.9)

∆′ ≈∆− p(A1 − B1) ≈ ∆− pe−(∆−J)) . (C.10)

Desta maneira, podemos escrever as equações de renormalização no espaço dos
parâmetros (T = 1/J,α = ∆/J) na forma,

T′ ≈ 2
p

e(α−2)/T , (C.11)

α′ =
∆′

J′
≈ 2(α/T − pe−(α−1)/T)

pe−(α−2)/T
. (C.12)

Para os demais casos realizamos procedimento análogo ao caso (i). Deste modo,
para o caso (ii) J < ∆ < 2J, nota-se que na equação (C.3) o termo dominante da fração
é e−(∆−2J), enquanto que para ∆′, a equação é a mesma para o caso (i). Considerando
apenas o termo que decai mais lentamente, ficamos com

J′ ≈ p
2

[
− (∆− 2J) + e(∆−2J)

]
, (C.13)

∆′ ≈ ∆− pe−(∆−J) , (C.14)
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que podem ser reescritas em função dos parâmetros (T = 1/J,α = ∆/J), na forma

T′ ≈ 2T
p[−(α− 2) + Te(α−2)/T]

, (C.15)

α′ =
∆′

J′
≈ 2(α− pTe−(α−1)/T)

p[2− α + Te(α−2)/T]
. (C.16)

Para (iii), 0 < ∆ < J, a equação para J′ será a mesma que no caso (ii). Enquanto que
para ∆′ o termo dominante é e−(∆−J). Assim,

J′ ≈ −(∆− 2J) + e(∆−2J) , (C.17)

∆′ ≈ [(1 + p)∆− pJ] + pe−∆ , (C.18)

e as equações de renormalização para os parâmetros (T = 1/J,α = ∆/J) neste caso,
ficam

T′ ≈ 2T
p[2− α + Te(α−2)/T]

, (C.19)

α′ ≈ 2[(1 + p)α− p + pTe−α/T]

p[2− α + Te(α−2)/T]
(C.20)

Para (iv), −2J < ∆ < 0. Para J′, os termos dominantes na equação são e(2J−∆) e 2e−∆.
Enquanto que para equação de ∆′, os termos dominantes são 2e−∆ e e−(∆−J), logo

J′ ≈ p
2

[
2J − ln2− e∆

2

]
, (C.21)

∆′ ≈ ∆− p[J − ln2− e(∆)/2] . (C.22)

ou simplesmente,

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2− Teα/T/2]

, (C.23)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2 + pTeα/T/2]
p[2− T ln2− Teα/T/2]

. (C.24)

Para (v), −4J < ∆ < −2J a equação de J′ será a mesma (iv), enquanto que para ∆′ a
equação é diferente

J′ ≈ p
2

[
2J − ln2− e∆

2

]
, (C.25)

∆′ ≈ ∆− p[J − ln2 + e−2J ] . (C.26)

e

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2− Teα/T/2]

, (C.27)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2− pTe−2/T]

p[2− T ln2− Teα/T/2]
. (C.28)
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Para (vi), ∆ < −4J a equação de ∆′ será a mesma de (v), enquanto que para J′ a
equação é diferente

J′ ≈ p
2
[2J − ln2 + e−4J ] , (C.29)

∆′ ≈ ∆− p[J − ln2 + e−2J ] . (C.30)

e

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2 + Te−4/T]

, (C.31)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2− pTe−2/T]

p[2− T ln2 + Te−4/T]
. (C.32)

Em resumo, no regime de baixas temperaturas as equações no espaço de parâmetros
(T = 1/J,α = ∆/J) são fornecidas por
(i) α > 2:

T′ ≈ 2
p

e(α−2)/T , (C.33)

α′ =
∆′

J′
≈ 2(α/T − pe−(α−1)/T)

pe−(α−2)/T
. (C.34)

(ii) 1 < α < 2:

T′ ≈ 2T
p[−(α− 2) + Te(α−2)/T]

, (C.35)

α′ =
∆′

J′
≈ 2(α− pTe−(α−1)/T)

p[2− α + Te(α−2)/T]
. (C.36)

(iii) 0 < α < 1:

T′ ≈ 2T
p[2− α + Te(α−2)/T]

, (C.37)

α′ ≈ 2[(1 + p)α− p + pTe−α/T]

p[2− α + Te(α−2)/T]
(C.38)

(iv) − 2 < α < 0:

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2− Teα/T/2]

, (C.39)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2 + pTeα/T/2]
p[2− T ln2− Teα/T/2]

. (C.40)

(v) − 4 < α < −2:

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2− Teα/T/2]

, (C.41)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2− pTe−2/T]

p[2− T ln2− Teα/T/2]
. (C.42)
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(vi) α < −4:

T′ ≈ 2T
p[2− T ln2 + Te−4/T]

, (C.43)

α′ ≈ 2[α− p + pT ln2− pTe−2/T]

p[2− T ln2 + Te−4/T]
. (C.44)
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