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Resumo
Nesta tese generalizamos o modelo de regressão beta com erros de medidas (Carrasco,

2014) propondo um modelo com formas funcionais não lineares para os preditores. Foram
avaliados três métodos de estimação denotados por máxima verossimilhança aproximada,
máxima pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão. Para avaliação
das metodologias de estimação realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo sob
diferentes cenários. Foi possível evidenciar que os métodos de máxima verossimilhança
aproximada e máxima pseudo-verossimilhança aproximada tiveram melhor desempenho,
em geral, quando comparados aos métodos de calibração da regressão e naive. Vale
salientar também que os desempenhos dos estimadores associados à não lineariade e
dispersão variável são afetados negativamente quando o coeficiente de confiabilidade
diminui. Intervalos de confiança foram construídos com o objetivo de avaliar, através dos
estudos de simulação de Monte Carlo, taxas de cobertura. Novos resíduos foram propostos
para o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas com o objetivo de
verificar as suposições assumidas ao modelo e detectar pontos aberrantes. Também foram
construídas medidas de predição e de qualidade de ajuste considerando os três métodos
de estimação e tais medidas foram avaliadas através de estudos de simulação de Monte
Carlo. Três aplicações considerando dados reais são analisadas. Utilizamos as linguagens
de programação Ox (Doornik, 2011) e R como suportes computacionais.

Palavras-chave: Regressão beta. Erros de medida. Máxima verossimilhança aproximada.
Máxima pseudo-verossimilhança aproximada. Simulação de Monte Carlo. Predição.



Abstract

In this thesis we generalize the beta regression model with measurement errors (Carrasco,
2014) proposing a model with nonlinear functional forms. Three estimation methods
denoted by approximate maximum likelihood, approximate maximum pseudo likelihood,
and regression calibration were evaluated. To evaluate the estimation methodologies, we
performed a Monte Carlo simulation study on different scenarios. It was possible to show
that the approximate maximum likelihood and approximate maximum pseudo-likelihood
methods performed better, in general, when compared to the calibration regression and the
naive methods. Besides that the performance of estimators associated with nonlinearity and
variable dispersion are negatively affected when degree of reliability decreases. Confidence
intervals were constructed through the Monte Carlo simulation studies with the objective
of evaluating the coverage rates. New residuals were proposed for the nonlinear beta
regression model with measurement errors in order to verify the assumptions over the
model and to detect aberrant points. Prediction and quality of fit measures were also
constructed considering the three estimation methods. Also, the methods were evaluated
through Monte Carlo simulation studies. Three applications considering real data are
analyzed. We use the programming languages Ox (Doornik, 2011) and R as computational
supports.

Keywords: Beta regression. Measurement errors. Approximate maximum likelihood.
Approximate maximum pseudo-likelihood. Monte Carlo simulation. Prediction.
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1 INTRODUÇÃO
Os modelos matemáticos que relacionam e explicam o comportamento de uma variável

resposta através de uma função das covariáveis (variáveis explicativas), conhecidos como
modelos de regressão, vêm sendo comumente utilizados em diferentes áreas do conhecimento,
tais como sáude, economia, ciências biológicas, entre outras. Os modelos de regressão
podem ser classificados como: modelos lineares ou não lineares, modelos homoscedásticos
ou heteroscedásticos, modelos com ou sem erros nas variáveis, por exemplo. Dentro de
cada classe de modelos existem suposições que devem ser respeitadas para que o processo
inferencial seja válido.

Quando as covariáveis não são observadas diretamente ou estão sujeitas a erros de
medição surge uma classe de modelos de regressão denominados modelos com erros de
medida ou modelos com erros nas variáveis. É importante ressaltar que, se esta suposição
não é respeitada, serão obtidos resultados inferenciais não confiáveis (Stefanski, 1985;
Stefanski e Carroll, 1985; Rosner e Spiegelman, 1989). Nestas circunstâncias, os modelos
de regressão com erros de medida usualmente são definidos e estruturados de modo que a
resposta y seja uma função de preditores ou covariáveis x cujas medições são imprecisas.
Assim, no lugar do verdadeiro valor da variável preditora, x, considera-se o valor de uma
outra variável preditora, w, que está associada a um erro de mensuração.

Existem três modelagens para solucionar a problemática gerada pela mensuração
de covariáveis com erro. A primeira, denotada por modelo estrutural, considera uma
distribuição de probabilidade para as covariáveis não observadas. Na segunda abordagem,
chamada de modelo funcional, os valores desconhecidos de x são vistos como parâmetros.
A última abordagem, conhecida como modelo ultraestrutural, é uma generalização dos
modelos estrutural e funcional. Neste trabalho, focaremos apenas no modelo estrutural.
Preditores com erros de medida podem estar associados a diversos tipos de resposta. Aqui
nosso interesse são respostas que se distribuem de forma contínua no intervalo p0, 1q.

A literatura apresenta diversas metodologias para analisar variáveis dependentes y
limitadas ao intervalo (0,1), como proporções. O modelo de regressão beta, proposto
por Ferrari e Cribari-Neto (2004), vem sendo bastante utilizado nos últimos anos e se
tornou uma abordagem apropriada para modelar variáveis contínuas restritas ao intervalo
unitário, isto é, quando 0   y   1, que podem ser explicadas por covariáveis através de
uma estrutura de regressão para a média. Neste modelo assume-se que o parâmetro de
dispersão é constante para todas as observações. Além disso, a estrutura de regressão para
a média da variável resposta é linear.
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No entanto, sabe-se que em muitas aplicações tais suposições não são satisfeitas. Desta
forma, Simas et al. (2010) estenderam o modelo de Ferrari e Cribari-Neto (2004) que de
maneira semelhante à estrutura da média de yt, propõem uma estrutura de regressão para
o parâmetro de precisão. Os autores ainda generalizaram a proposta ao considerarem que
essas estruturas de regressão sejam também não lineares.

Considere y1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes tais que, para cada t � 1, . . . , n,
yt segue distribuição beta com função de densidade dada por

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓpp1 � µtqφtqy

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, 0   yt   1, (1.1)

em que 0   µt   1, φt ¡ 0. Aqui,

Epytq � µt e Varpytq � V pµtq
1 � φt

,

em que, V pµtq � µtp1� µtq é a função de variância. Uma vez fixada a média da variável
resposta quanto maior o valor de φt menor será a variância de yt. Assim, φt pode ser
interpretado como um parâmetro de precisão do modelo e φ�1

t como o parâmetro de
dispersão.

O modelo de regressão beta com dispersão variável é dado pela função de densidade
(1.1), sendo impostas as componentes sistemáticas

gpµtq � zJt α, (1.2)

hpφtq � vJt γ, (1.3)

em que α � pα1, . . . , αpqJ P Rp, γ � pγ1, . . . , γq̌qJ P Rq̌ são vetores de parâmetros
desconhecidos, a serem estimados; zJt � pzt1, . . . , ztpq e vJt � pυt1, . . . , υtq̌q são vetores
de observações fixas e conhecidas de p e q̌ covariáveis (p � q̌   n). A função de ligação
g : p0, 1q Ñ R é, por suposição, estritamente monótona, contínua e duas vezes diferenciável
e a função de ligação h : p0,8q Ñ R é estritamente monótona, contínua e duas vezes
diferenciável.

Há inúmeras funções de ligação para a média que podem ser utilizadas no modelo
de regressão beta, entre elas, a função logit gpµq � logpµ{1 � µq, probit gpµq � Φ�1pµq,
em que Φp�q representa a função acumulada da distribuição normal, complemento log-log
gpµq � logp� logp1 � µqq, entre outras. Particularmente, quando se utiliza a função de
ligação logit é possível interpretar os parâmetros do modelo de regressão em termos da
razão de chances. Existem diversas funções de ligação para φt, por exemplo, pode-se
utilizar a especificação logarítmica, hpφtq � logpφtq ou raiz quadrada hpφtq �

?
φt.

Na prática é razoável pensar que algumas variáveis explicativas dos vetores zt e vt em
(1.2) e (1.3) não sejam observadas diretamente, mas sim adquiridas com possíveis erros de
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mensuração. Carrasco et al. (2014) propuseram um modelo de regressão beta linear com
erros de medida e dispersão variável, tal que

gpµtq � zJt α� xJt β,

hpφtq � vJt γ �mJ
t λ,

em que β � pβ1, . . . , βrqJ P Rr, λ � pλ1, . . . , λsqJ P Rs são parâmetros desconhecidos,
pp� rq � pq̌ � sq   n, xJt � pxt1, . . . , xtrq e mJ

t � pmt1, . . . ,mtsq são vetores de covariáveis
não observadas diretamente ou associadas a erros de medição que no enfoque estrutural
são consideradas como variáveis latentes.

Carrasco et al. (2014) apresentaram os métodos de máxima verossimilhança aproximada,
pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão para estimar os parâmetros
e avaliaram numericamente, através de estudos de Monte Carlo, os comportamentos
dos estimadores dos parâmetros do modelo calculando as suas médias, vieses e os erros
quadráticos médios. Os resultados mostraram melhores desempenhos para os métodos
de máxima verossimilhança aproximada e pseudo-verossimilhança aproximada. Também
foram avaliadas as taxas de cobertura para os intervalos de 90%, 95% e 99% de confiança
dos parâmetros do modelo, considerando todos os métodos. Os autores concluíram que os
métodos de máxima verossimilhança aproximada e pseudo-verossimilhança aproximada
apresentaram melhores resultados.

Modelos não lineares com erros de medida estão sendo recentemente estudados, como
mostra a literatura (Chesher, 1991; Huwang e Huang, 2000; Wang, 2003; Wang, 2004;
Schennach, 2012). Chesher (1991) obteve uma fórmula aproximada para caracterizar o
viés do estimador para modelo de regressão não linear geral, em que o regressor é medido
com erro e a distribuição do erro não necessariamente é normal. Huwang e Huang (2000)
estudaram um modelo polinomial univariado em que gpx; βq é um polinômio em x de
ordem conhecida e mostraram que o estimador de mínimos quadrados baseados nos dois
primeiros momentos condicionais de y dado w são consistentes. Wang (2003) considerou
modelos não lineares univariados em que todos os erros aleatórios, denotados por ε, são
distribuídos normalmente e mostrou que o estimador da menor distância baseado nos
dois primeiros momentos condicionais de y dados w é consistente e assintoticamente
normal. Wang (2004) propôs um método de estimação para modelos não lineares com
erros de medida tipo Berkson. Este estimador é baseado nos primeiro e segundo momentos
condicionais da variável resposta e considera as variáveis preditoras do modelo. Schennach
(2012) apresentou uma visão geral da recente literatura sobre os modelos não lineares com
erros de medida, aplicados principalmente na área de econometria. A autora explicou as
origens do conceito erro de medição, a identificação e estimativa de modelos não lineares
com erro de medição. Também descreveu abordagens de estimação simples que dependem
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de conhecimento da distribuição em relação à variável com erro de medição. Em seguida,
descreveu métodos que garantiam a identificação do erro de medida através de variáveis
auxiliares mais facilmente disponíveis (como medidas repetidas, variáveis instrumentais e
dados de painel).

Uma etapa importante no ajuste de um modelo de regressão é a verificação de possíveis
afastamentos das suposições feitas ao modelo, especialmente para o componente aleatório
e para a parte sistemática do modelo, bem como a avaliação do efeito de observações
discrepantes nos resultados do ajuste. Tal etapa, conhecida como análise de diagnóstico,
inclui, entre outros, a análise de resíduos que tem como objetivo detectar a presença de
possíveis pontos aberrantes e avaliar a adequação da distribuição proposta para a variável
resposta. As técnicas utilizadas para análise de resíduos e diagnóstico para os MLG’s são
semelhantes às utilizadas no modelo clássico de regressão beta. A literatura apresenta
algumas definições de resíduos para os modelos de regressão beta. Ferrari e Cribari-Neto
(2004) e Espinheira et al. (2008) propuseram alguns resíduos para o modelo de regressão
beta com dispersão constante. Ferrari et al. (2011) estenderam um dos resíduos propostos
por Espinheira et al. (2008) para o modelo que considera a dispersão variável. Rocha e
Simas (2011) definiram um novo resíduo para o modelo de regressão beta não linear e
generalizaram alguns dos resíduos definidos por Espinheira et al. (2008). Espinheira et
al. (2017) propuseram um resíduo, denotado por resíduo combinado, para o modelo de
regressão beta não linear. Carrasco (2012) utilizou um resíduo proposto por Espinheira et
al. (2008) para o modelo de regressão beta linear com erros de medidas.

Outro aspecto importante na modelagem de regressão é a seleção de covariáveis para
o preditor linear ou não linear, bem como a avaliação da qualidade de ajuste do modelo
proposto aos dados. Diversos critérios para seleção de modelos são apresentados na
literatura com o objetivo de escolher um modelo que apresente o número mínimo de
parâmetros possíveis a serem estimados e que explique bem o comportamento da variável
resposta. Entretanto, muitas medidas não fornecem nenhuma visão da qualidade dos
valores preditos. Desta forma, Allen (1971) propôs a estatística soma de quadrados dos
valores preditos para a resposta (PRESS), que é utilizada na identificação do modelo com o
melhor poder preditivo (Liu et al., 1999). Baseada na estatística PRESS é possível calcular
a estatística P 2, que é semelhante ao coeficiente de determinação (R2). Vale salientar que
esta estatística mensura a qualidade de predição enquanto que o R2 mede a qualidade do
ajuste. Silva (2015) propôs a estatística PRESS e a P 2 para o modelo de regressão beta
linear e não linear, baseando-se nos resíduos ponderado e combinado.
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1.1 Objetivos

A presente tese tem como objetivo estudar os modelos de regressão beta não linear
com erros de medida sob o enfoque estrutural. Serão estudados os seguintes métodos
de estimação: máxima verossimilhança aproximada, máxima pseudo-verossimilhança
aproximada e calibração da regressão. Com o intuito de avaliar o comportamento dos
estimadores, serão realizados estudos de simulação via Monte Carlo.

Objetivamos também, encontrar aproximações para a distribuição assintótica dos
estimadores dos parâmetros associados à média e à dispersão de forma análoga aos
trabalhos de Gong e Samaniego (1981), Carroll et al. (2006) e Guolo (2011), além de obter
intervalos de confiança para os parâmetros.

Para possibilitar diagnóstico da qualidade de ajuste do modelo, resíduos para o modelo
de regressão beta não linear com erros de medidas serão propostos e avaliados via simulações
e aplicações à dados reais.

Além disso, coeficientes de predição PRESS, P 2 e medidas de qualidade de ajuste para
o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas serão propostos e avaliados
através de estudos de simulação e aplicação a dados reais.

1.2 Organização da Tese

Esta tese encontra-se dividida em sete capítulos. No Capítulo 2 apresentamos o
modelo de regressão beta não linear na presença de erros de medida sob o enfoque
estrutural. Desenvolvemos inferência baseada nos métodos de máxima verossimilhança
aproximada, máxima pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão. Além
disso, expressões para o vetor escore são obtidas e realizamos um estudo de simulação para
avaliar o comportamento assintótico dos estimadores associados ao modelo. No Capítulo
3 as distribuições assintóticas dos estimadores dos parâmetros do modelo de regressão
beta não linear com erros de medida são definidas. Estudos de simulação para avaliar
a taxa de cobertura dos intervalos de confiança, considerando os métodos de estimação
abordados, foram realizados. O Capítulo 4 apresenta a análise de resíduos, considerando
os resíduos ponderados, resíduos ponderados padronizados e os resíduos combinados, dos
modelos avaliados para os três métodos de estimação estudados. No Capítulo 5 propomos
os coeficientes de predição PRESS, P 2 e medidas de qualidade do ajuste para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medidas. Aplicações a dados reais são apresentadas
no Capítulo 6. Por fim, o Capítulo 7 apresenta as principais considerações finais da tese.
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1.3 Suporte Computacional

A linguagem de programação Ox (versão 7.2) constitui a plataforma computacional
utilizada no desenvolvimento da tese. Ela permite a implementação de técnicas estatísticas
com facilidade e atende a requisitos como precisão e eficiência, o que tem contribuído para
sua ampla utilização no campo da computação científica. Detalhes sobre a linguagem de
programação Ox podem ser encontrados em Doornik (2006, 2007, 2009, 2011).

Utilizamos também a linguagem de programação R (versão 3.2.2) para a produção
de gráficos. R é um sistema integrado para computação estatística e geração de gráficos
(Cribari-Neto e Zarkos, 1999; Venables e Ripley, 2002; Dalgaard, 2002; Murrell,2006; e
Venables et al., 2009).

A presente tese foi digitada com auxílio do sistema tipográfico LATEX. Consiste em
uma série de macros ou rotinas do sistema TEX que facilitam o desenvolvimento da edição
de textos (Knuth, 1986). Mais detalhes podem ser encontrados em Lamport (1994) ou
através do site http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.
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2 MODELO DE REGRESSÃO BETA NÃO
LINEAR COM ERROS DE MEDIDA

Em muitas pesquisas científicas existe o interesse na relação não linear

y � gpx; βq � ε, (2.1)

em que y P IR é a variável resposta, x P IRr1 é a variável preditora, β P IRr é o parâmetro
de regressão desconhecido, sendo r1   r, e ε é o erro aleatório. Em muitos experimentos é
impossível mensurar o preditor x de forma exata. Assim, uma aproximação de x pode ser
feita através da mensuração de w (Wang, 2004).

Por exemplo, um epidemiologista estuda a gravidade de uma doença pulmonar, y,
entre os residentes de uma cidade em relação à quantidade de determinados poluentes
atmosféricos, x. Assume-se que os poluentes são medidos em uma certa estação de
observação na cidade. A exposição atual dos residentes aos poluentes x, contudo, pode
variar de forma aleatória a partir dos valores w mensurados naquelas estações.

Outros exemplos incluem estudos agrícolas em que as relações entre a produção de
uma colheita, y, e a quantidade de fertilizante usada, x, são estudadas. A absorção do
fertilizante pelo solo pode variar aleatoriamente por causa das condições do local. Ou
ainda, estudos médicos em que as relações entre a eficácia de uma droga, y, e a quantidade
droga usada, x, são analisadas. A absorção da droga no sangue do paciente pode variar de
forma aleatória por conta das condições biológicas de cada indivíduo (Wang, 2004).

O objetivo principal deste capítulo é introduzir uma nova classe de modelos denotados
por modelos de regressão beta não lineares em que uma ou mais variáveis explicativas são
mensuradas com erros. As técnicas de estimação de máxima verossimilhança aproximada,
pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão são apresentadas e discu-
tidas para este modelo. Para avaliar o comportamento dos estimadores dos parâmetros
encontrados pelos métodos de estimação citados acima é realizado um estudo de simulação
de Monte Carlo.

2.1 O Modelo

Sejam y1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes tais que, para cada t � 1, . . . , n, yt
segue distribuição beta com função de densidade dada por

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓpp1 � µtqφtqy

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, 0   yt   1, (2.2)
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em que 0   µt   1, φt ¡ 0. Desta forma, yt � Betapµt, φtq.
O modelo de regressão beta não linear com erros de medida assume que a média de yt

e o parâmetro de precisão se relacionam através das funções gp�q e hp�q com os preditores
não lineares η1t e η2t, envolvendo covariáveis, com e sem erros de medida, e parâmetros
desconhecidos. Assim, o modelo de regressão beta não linear com erros de medida baseado
em (2.2) assume que a média e o parâmetro de precisão de yt satisfazem as seguintes
relações funcionais

gpµtq � η1t � f1pzJt ,xJt ;α,βq (2.3)

e hpφtq � η2t � f2pvJt ,mJ
t ;γ,λq, (2.4)

em que α � pα1, . . . , αpqJ P Rp, β � pβ1, . . . , βrqJ P Rr, γ � pγ1, . . . , γq̌qJ P Rq̌ e λ �
pλ1, . . . , λsqJ P Rs são parâmetros desconhecidos, zJt � pzt1, . . . , ztp1q e vJt � pυt1, . . . , υtq̌1q
são vetores de observações fixas e conhecidas de p1 e q̌1 covariáveis, xJt � pxt1, . . . , xtr1q e
mJ

t � pmt1, . . . ,mts1q são vetores de covariáveis não observadas diretamente ou associadas
a erros de medição, com p1 ¤ p, q̌1 ¤ q̌, r1 ¤ r e s1 ¤ s. As funções de ligação
gp�q : p0, 1q Ñ R e hp�q : p0,8q Ñ R são, por condição, estritamente monótonas, contínuas
e duas vezes diferenciáveis. As funções f1p�q e f2p�q são funções contínuas e diferenciáveis,
tais que as matrizes de derivadas F1 � Bη1{Bα, F2 � Bη1{Bβ, F3 � Bη2{Bγ e F4 � Bη2{Bλ
têm postos p, r, q̌ e s, respectivamente.

Como no modelo de regressão beta com erros de medida proposto por Carrasco et
al. (2014), os vetores de variáveis explicativas mensuradas sem erro, zt e vt, podem não
conter variáveis em comum, ocorrendo o mesmo com as variáveis medidas com erros, xt
e mt. Com o objetivo de facilitar a descrição das metodologias que serão abordadas é
considerado que xt e mt, coincidem, isto é, utilizamos as mesmas variáveis mensuradas
com erros na especificação da média e da precisão da variável resposta.

No modelo de regressão beta não linear com erros de medida, o vetor de medidas
aleatórias xt � pxt1, . . . , xtr1qJ não é observado diretamente, isto é, observa-se wt �
pwt1, . . . , wtrqJ, que se relaciona com xt da seguinte forma:

wt � <1pxt; τ q � et, (2.5)

em que <1p�; τ q denota uma função linear ou não linear do vetor de parâmetros τ P IRr2 ,
r2 ¤ r e et � pet1, . . . , etrqJ é um vetor de erros aleatórios. Uma particularidade de (2.5) é
dado por:

wt � τ 0 � pτ 1 � xtq � et,

em que τ 0 � pτ01, . . . , τ0rqJ P Rr e τ 1 � pτ11, . . . , τ1rqJ P Rr são vetores de parâmetros
desconhecidos e o operador “�” representa o produto de Hadamard (produto elemento
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a elemento). É possível considerar que τ 0 é um vetor de zeros e τ 1 é um vetor de uns.
Então, a equação anterior se reduz ao modelo clássico (Carrasco et al., 2014)

wt � xt � et. (2.6)

Considerando o enfoque estrutural, admite-se que a distribuição do vetor da variável
não observada é normal, ou seja, xti � Npµxi, σ2

xiq, com µxi P R e σ2
xi ¡ 0 denotando,

respectivamente, a média e a variância da i-ésima variável explicativa não observável,
independentes, i � 1, . . . , r. Além disso, supõe-se que os erros aleatórios são independentes
tais que eti � Np0, σ2

eiq. Finalmente, a independência entre xti e et1i1 , com t, t1 � 1, . . . , n e
i, i1 � 1, . . . , r, é assumida.

Como nos modelos lineares com erros de medida, os modelos não lineares com erros
de medida sob enfoque estrutural também devem ser tratados levando-se em conta o
problema de identificabilidade (Fuller, 1987). Para contornar tal problema, usualmente
assume-se conhecida alguma quantidade, por exemplo, as variâncias dos erros de medida,
ou uma das razões σ2

xi{σ2
ei ou σ2

xi{pσ2
xi � σ2

eiq, sendo esta última denotada como coeficiente
de confiabilidade (Cheng e Van Ness, 1999; Fuller, 1987).

É possível estimar as variâncias dos erros de medida sempre que existem nti réplicas
para wti, i � 1, . . . , r (Carroll et al, 2006). Assim, sob esta suposição, o modelo com erros
de medida (2.6) tem a seguinte estrutura:

wtij � xti � eti, t � 1, . . . , n, i � 1, . . . , r, j � 1, . . . , nti,

em que wtij é a j-ésima observação da i-ésima covariável medida com erros para o indivíduo
t. Na presença de réplicas, o desvio das observações em torno da média representa a
variabilidade intrapessoal para cada t-ésimo indivíduo. Sendo assim, as variâncias dos
erros de medida podem ser estimadas por

pσ2
ei �

1°n
t�1pnti � 1q

ņ

t�1

nti̧

j�1
pwitj � w̄ti.q2, (2.7)

em que

w̄ti. � 1
nti

nti̧

j�1
wtij.

Uma propriedade importante deste estimador é que IErpσ2
eis � σ2

ei, ou seja, o estimador de
σ2
ei é não viesado (Carrasco, 2012).

2.2 Estimação

Os parâmetros do modelo de regressão beta não linear com erros de medida podem ser
estimados através de três métodos, da mesma forma que o modelo proposto por Carrasco
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et al. (2014). No método de máxima verossimilhança, as estimativas dos parâmetros são
encontradas a partir da maximização do logaritmo da função de verossimilhança. Já no
método da máxima pseudo-verossimilhança os parâmetros de perturbação são estimados
anteriormente através de alguma metodologia usual, como a máxima verossimilhança,
para depois serem substituídos no logaritmo da função de verossimilhança original. Por
fim, no método de calibração da regressão os estimadores são definidos a partir da troca
do vetor de covariáveis não observadas xt por um vetor de estimativas do valor esperado
condicional de xt dado wt, ou seja, xt|wt .

A estrutura do modelo proposto é similar à do modelo linear de regressão beta com
erros de medida proposto por Carrasco et al. (2014). Desta forma, seja um conjunto finito
de pares (y1,w1), (y2,w2), . . . , (yn,wn) de variáveis observadas. A função de densidade
conjunta de (yt,wt), que é o par de observações para o t-ésimo indivíduo, t � 1, . . . , n é
obtida integrando a função de densidade conjunta dos dados completos (yt,wt,xt), definida
por fpyt,wt,xt; Ψq, com respeito a xt. Aqui, Ψ � pθJ, ξJ,σ2J

e qJ representa o vetor de
parâmetros desconhecidos, em que θ � pαJ,βJ,γJ,λJqJ denota o vetor de parâmetros
de interesse e pξJ,σ2J

e qJ o vetor de parâmetros de perturbação, sendo ξJ � pµJx ,σ2J
x qJ .

Os vetores de médias, de variâncias de xt e o vetor de variâncias do erro são definidos por
µx � pµx1, . . . , µxrqJ, σ2

x � pσ2
x1, . . . , σ

2
xrqJ e σ2

e � pσ2
e1, . . . , σ

2
erqJ, respectivamente. Desta

forma, a função de densidade conjunta de pyt,wtq é dada por

fpyt,wt; Ψq �
» 8

�8
� � �

» 8

�8
fpyt,wt,xt;θqdxt,

�
» 8

�8
� � �

» 8

�8
fpyt|wt,xt;θqfpwt|xt;σ2

eqfpxt; ξqdxt,

�
» 8

�8
� � �

» 8

�8
fpyt|xt;θqfpwt|xt;σ2

eqfpxt; ξqdxt, (2.8)

em que fpyt|xt;θq é a função de densidade da distribuição beta dada em (2.2), fpxt, ξq é a
função de densidade da variável explicativa xt, cuja distribuição éNrpµx, diagpσ2

x1, . . . , σ
2
xrqq

e fpwt|xt;σ2
eq é a função de densidade condicional de wt dado xt com distribuição

Nrpxt, diagpσ2
e1, . . . , σ

2
erqq. Aqui, diagpa1, . . . , arq é uma matriz diagonal com elementos

a1, . . . , ar. Observe que, para encontrar (2.8), deve-se assumir que o erro de medida é não
diferenciável, ou seja, que a distribuição de yt dado pwt,xtq depende apenas de xt (Carroll
et al., 2006).

Desta forma, o logaritmo da função de verossimilhança das n observações independentes
correspondente à função de densidade conjunta (2.8) da amostra observada é dado por
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`pΨq �
ņ

t�1
log
» 8
�8

� � �

» 8
�8

fpyt|xt;θqfpxt|wt; ξ,σ2
eqfpwt; ξ,σ2

eqdxt

�
ņ

t�1
log fpwt; ξ,σ2

eq �
ņ

t�1
log
» 8
�8

� � �

» 8
�8

fpyt|xt;θqfpxt|wt; ξ,σ2
eqdxt, (2.9)

em que, fpxt|wt; ξ,σ2
eq denota a função de densidade condicional de xt dado wt com

distribuição Nrpµxt|wt
,σ2

xt|wt
q, com os elementos de µxt|wt

sendo µxi�rσ2
xi{pσ2

xi�σ2
eiqspwti�

µxiq e σ2
xt|wt

sendo uma matriz diagonal cujo i-ésimo elemento da diagonal é σ2
xiσ

2
ei{pσ2

xi �
σ2
eiq, para todo i � 1, 2, . . . , r.
Para exemplificar os métodos de estimação abordados nas subseções seguintes, uma

única covariável mensurada com erro é considerada. Entretanto, vale salientar que esses
métodos podem ser facilmente generalizados para r covariáveis com erros de medida. Desta
forma,

yt|xt, wt � Beta pµt, φtq , (2.10)

g pµtq � f1
�
zJt , xt;α, β

�
, h pφtq � f2

�
vJt , xt;γ, λ

�
, (2.11)

wt � τ0 � τ1xt � et, xt
ind� N

�
µx, σ

2
x

�
, et

ind� N
�
0, σ2

e

�
. (2.12)

Da Equação (2.12) tem-se

wt
ind� N

�
τ0 � τ1µx, τ

2
1σ

2
x � σ2

e

�
, xt|wt ind� N

�
µxt|wt , σ

2
xt|wt

�
, (2.13)

em que

µxt|wt � µx � kx rwt � pτ0 � τ1µxqs , σ2
xt|wt �

σ2
ekx
τ 2

1
, (2.14)

com kx � τ 2
1σ

2
x{pτ 2

1σ
2
x � σ2

eq denotada como coeficiente de confiabilidade (Carrasco et al.,
2014).

Desta forma, a Equação (2.9) pode ser reescrita como

`pΨq �
ņ

t�1
`1tpξ, σ2

eq �
ņ

t�1
`2tpθ, ξ, σ2

eq, (2.15)

em que

`1tpξ, σ2
eq � �1

2 logr2πpτ 2
1σ

2
x � σ2

eqs �
1

2pτ 2
1σ

2
x � σ2

eq
rwt � pτ0 � τ1µxqs2 (2.16)

e

`2tpθ, ξ, σ2
eq � log

» 8

�8
fpyt|xt;θ, ξ, σ2

eq
1b

2πσ2
xt|wt

exp
�
�pxt � µxt|wtq2

2σ2
xt|wt

�
dxt.(2.17)
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2.2.1 Estimação por máxima verossimilhança aproximada

Quando o interesse é obter uma integral de uma função regular fpxq : IR Ñ IR os
métodos de integração numérica baseiam-se na expressão de fpxq como o produto de uma
função de pesos νpxq : IR Ñ IR� e outra função gpxq : IR Ñ IR, isto é,

fpxq � νpxqgpxq.

Muitos desses métodos aproximam uma integral por uma soma ponderada do tipo»
IR
fpxqdx �

Q̧

q�1
νqgpxqq, (2.18)

em que os pontos xq denotam os nós e os νq denotam os pesos, e juntos constituem uma
regra de integração (Fahrmeir e Tutz, 2001). Uma proposta de integral baseada em p2.18q é
a quadratura de Gauss-Hermite (QGH) que tem sido amplamente utilizada, como mostram,
por exemplo, Golub e Welsch (1967), Liu e Pierce (1994), Rabe-Hesketh et al. (2005),
Villegas et al. (2011) e Manco (2013).

O método da quadratura de Gauss-Hermite aproxima integrais da forma» 8

�8
e�x

2
fpxqdx,

por uma soma ponderada, isto é,» 8

�8
e�x

2
fpxqdx �

Q̧

q�1
νqfpsqq, (2.19)

em que sq e νq representa o q-ésimo zero e o peso, respectivamente, do polinômio ortogonal
de Hermite de ordem Q. Aqui, Q denota o número de pontos de quadratura (Abramowitz
and Stegun, 1964).

O segundo termo do logaritmo da função de verossimilhança `pΨq na Equação (2.15),
que depende de uma integral de inviável aproximação analítica, como visto na Equação
(2.17), pode ser aproximado utilizando o método da quadratura de Gauss-Hermite.

Considerando a transformação ut � pxt � µxt|wtq{
b

2σ2
xt|wt na Equação (2.17), tem-se

que xt � µxt|wt �
b

2σ2
xt|wtut e dxt �

b
2σ2

xt|wtdut. Portanto, para py1,w1q, . . . , pyn,wnq,
os n pares de variáveis aleatórias observadas, como no modelo proposto por Carrasco et
al. (2014), o logaritmo da função de verossimilhança em (2.8), admitindo que uma única
covariável é medida com erro, é dado por

`apΨq �
ņ

t�1
`1tpξ, σ2

eq �
ņ

t�1
`2tpθ, ξ, σ2

eq, (2.20)
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em que

`1tpξ, σ2
eq � log fpwt; ξ, σ2

eq � �1
2 logr2πpτ 2

1σ
2
x � σ2

eqs �
1

2pτ 2
1σ

2
x � σ2

eq
rwt � pτ0 � τ1µxqs2 e

`2tpθ, ξ, σ2
eq � log

Q̧

q�1

νq?
π

expr`tqpµtq, φtqqs,

sendo

`tqpµtq;φtqq � log Γpφtqq � log Γpµtqφtqq � log Γrp1 � µtqqφtqs � pµtqφtq � 1q log yt �
rp1 � µtqqφtq � 1s logp1 � ytq,

gpµtqq � f1pzJt , x�t ;α, βq,
hpφtqq � f2pvJt , x�t ;γ, λq,

x�t � µxt|wt �
b

2σ2
xt|wtsq,

µxt|wt � µx � kxrwt � pτ0 � τ1µxqs,
σ2
xt|wt � σ2

ekx
τ 2

1
,

kx � τ 2
1σ

2
x

pτ 2
1σ

2
x � σ2

eq
, em que kx pode ser conhecido.

É importante relembrar que as funções f1p�q e f2p�q são funções não lineares, con-
tínuas e diferenciáveis, tal que F1 � Bgpµtqq{Bα, F2 � Bgpµtqq{Bβ, F3 � Bhpφtqq{Bγ e
F4 � Bhpφtqq{Bλ têm postos p, 1, q̌ e 1, respectivamente. Para evitar problemas de
identificabilidade nos modelos com erros de medida é usual assumir que a variância do erro
de medida σ2

e é conhecida (Carrasco, 2012). O mesmo se aplica aos modelos não lineares
com erros de medida.

Calculando as derivadas parciais do logaritmo da função de verossimilhança aproximada
com respeito aos vetores de parâmetros θ � pαJ, β,γJ, λqJ e de perturbação ξJ �
pµx, σ2

xqJ, obtêm-se os componentes do vetor escore, denotado por

UapθJ, ξJq � pUJ
α, Uβ, U

J
γ , Uλ, Uµx , Uσ2

x
qJ,

com

Uαpθq � FJ
1

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

Uβpθq � FJ
2

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

Uγpθq � FJ
3
�
Ha�J �B�L,

Uλpθq � FJ
4
�
Ha�J �B�L,

Uµxpξq � Wµx �BJAµx e

Uσ2
x
pξq � Wσ2

x
�BJAσ2

x
,
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em que “�” denota o produto de Hadamard (elemento a elemento), L é um vetor n� 1 de
uns. F1 � Bη1{Bα e F3 � Bη2{Bγ são matrizes de derivadas de ordens (n� p) e pn� q̌q,
respectivamente. F2 � Bη1{Bβ e F4 � Bη2{Bλ são vetores de derivadas r-dimensional e
s-dimensional, respectivamente, em que r � s � 1. Φ, G, P, H são matrizes de ordem
(n� q) e a* e o vetor n-dimensional B são definidas no Apêndice 7.1.

O estimador de máxima verossimilhança de Ψ, pΨ, é solução do sistema de equações
Uα � 0, Uβ � 0, Uγ � 0, Uλ � 0, Uµx � 0 e Uσ2

x
� 0, em que a utilização de métodos

iterativos é necessário para sua solução. Algumas propriedades assintóticas dos estimadores
de máxima verossimilhança aproximada serão apresentadas no Capítulo 3.

2.2.2 Estimação por pseudo-verossimilhança aproximada

Um dos métodos mais conhecidos e comumente utilizados na estimação dos parâmetros
de um modelo estatístico é o método de máxima verossimilhança. Segundo Cramér (1999),
as equações de verossimilhança possuem raízes fortemente consistentes, assintoticamente
eficientes e distribuídas normalmente, válidas condições usuais de regularidade (Cox and
Hinkley, 1974).

Na presença de parâmetros de perturbação, diversos métodos de estimação alternativos
vêm sendo propostos, tais como o método de máxima verossimilhança parcial (Cox, 1975),
máxima verossimilhança condicional (Godambe, 1991) e máxima pseudo-verossimilhança
(Gong e Samaniego, 1981). De maneira geral, os processos de estimação na presença de
parâmetros de perturbação estão focados em eliminá-los.

Aqui utiliza-se o método de máxima pseudo-verossimilhança com o objetivo de contornar
a presença dos parâmetros de perturbação referentes às distribuições da variável medida com
erros. A ideia principal deste método é substituir o vetor de parâmetros de perturbação por
uma estimativa consistente na função de máxima verossimilhança original (2.15), gerando
assim uma função de pseudo-verossimilhança que depende somente dos parâmetros de
interesse. As estimativas de máxima pseudo-verossimilhança poderão ser calculadas por
algum método confiável (Carrasco et al., 2014). Nosso intuito é explorar este método no
modelo de regressão beta não linear com erros nas variáveis.

Considere pξJ, σ2
eqJ, em que ξJ � pµx, σ2

xqJ é o vetor de parâmetros de perturbação e
θ � pαJ, β,γJ, λqJ é o vetor de parâmetros de interesse. Como não é possível eliminar o
vetor ξ em (2.9) através de integração, utiliza-se a abordagem de pseudo-verossimilhança
para estimar os parâmetros (Gong e Samaniego, 1981; Guolo, 2011). Desta forma, o
logaritmo da função verossimilhança (2.15) é maximizado em duas etapas. Na primeira
etapa, estima-se o vetor de parâmetros de perturbação ξ a partir da maximização do
logaritmo da função de verossimilhança reduzida, como sugerem Buonaccorsi e Tosteson
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(1993) e Guolo (2011). Ou seja,

`rpξ, wq �
ņ

t�1
log fpw; ξ, σ2

eq (2.21)

denota o logaritmo da função de verossimilhança reduzida, em que a variância do erro
de medição, dada por σ2

e , é assumida conhecida ou é estimada quando existem réplicas
para wt. Na segunda etapa, a estimativa de ξ, denotada por pξ, obtida da maximização
de (2.21) é substituída no logaritmo da função de verossimilhança original (2.15), o que
resulta no logaritmo da pseudo-verossimilhança

`ppθ, pξ, pσ2
eq �

ņ

t�1
`1tppξ, pσ2

eq �
ņ

t�1
`2tpθ, pξ, pσ2

eq, (2.22)

sendo pσ2
e o valor conhecido ou estimado de σ2

e .
Vale salientar que, assim como `apΨq, a função `ppθ, pξ, pσ2

eq é analiticamente intratável.
Contudo, ao contrário do que ocorre com `apΨq, em `ppθ, pξ, pσ2

eq a parcela que envolve
uma integral depende apenas dos parâmetros de interesse. A maximização de `ppθ, pξ, pσ2

eq
também será solucionado pelo método de quadratura de Gauss-Hermite. Desta forma, o
logaritmo da pseudo-verossimilhança aproximada para o modelo de regressão beta não
linear com erros de medida unidimensional é dado por (2.22), sendo

`1tppξ, pσ2
eq � �1

2 logr2πpτ 2
1 pσ2

x � pσ2
eqs �

1
2pτ 2

1 pσ2
x � pσ2

eq
rwt � pτ0 � τ1pµxqs2

e

`2tpθ, pξ, pσ2
eq �

ņ

t�1
log

�
Q̧

q�1

νq?
π

expr`tqpθ; pξ, pσ2
eqs

�
,

em que

`tqpθ; pξ, pσ2
eq � log Γpφtqq � log Γpµtqφtqq � log Γrp1 � µtqqφtqs � pµtqφtq � 1q log yt �

rp1 � µtqqφtq � 1s logp1 � ytq,
gpµtqq � f1pzJt , x�t ;α, βq,
hpφtqq � f2pvJt , x�t ;γ, λq,

x�t � pµxt|wt �b
2pσ2

xt|wtsq,pµxt|wt � pµx � pkxrwt � pτ0 � τ1pµxqs,
pσ2
xt|wt � pσ2

e
pkx
τ 2

1
,

pkx � τ 2
1 pσ2

x

pτ 2
1 pσ2

x � pσ2
eq
.

Aqui, sq e νq representam o q-ésimo zero e peso, respectivamente, do polinômio ortogonal
de Hermite de ordem Q. As Equações (2.21) e (2.22) são idênticas às obtidas no modelo
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proposto por Carrasco et al. (2014), a diferença está em gpµtq e hpφtq que são formadas
por equações não lineares.

Calculando as derivadas parciais de `ppθ; pξ, pσ2
eq com respeito ao vetor de parâme-

tros de interesse θ � pαJ, β,γJ, λqJ, obtêm-se os componentes do vetor pseudo-escore
representado por Uppθq � pUJ

pα, Upβ, U
J
pγ , UpλqJ, com

Upαpθq � FJ
1

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

Upβpθq � FJ
2

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

Upγpθq � FJ
3
�
Ha�J �B�L,

Upλpθq � FJ
4
�
Ha�J �B�L.

As matrizes são obtidas da mesma forma que as apresentadas para a máxima verossimi-
lhança aproximada, considerando px�t . O estimador de máxima pseudo-verossimilhança de
θ, θ̃, é solução do sistema de equações não linear Upα � 0, Upβ � 0, Upγ � 0 e Upλ � 0,
que requer também a utilização de métodos iterativos para a sua solução.

2.2.3 Estimação por calibração da regressão

O método de estimação por calibração da regressão vem sendo muito utilizado na
última década por sua facilidade na estimação de parâmetros quando se evidencia erros de
mensuração nas covariáveis, ver Carroll et al. (2006), Freedman et al. (2008), Thurston
et al. (2005) e Guolo (2011) para maiores detalhes. A principal ideia deste método é
substituir a variável não observável, xt por uma estimativa da esperança condicional de
xt dado wt, IEpxt|wtq, denotada por função de calibração, que depende de um vetor de
parâmetros κ. A troca da variável não observada xt por rpwt, pκq � IEpxt|wtq estabelece
um modelo modificado para os dados. Aqui, pκ é uma estimativa de κ.

Assim como no modelo de regressão beta com erros de medida sob o enfoque estrutural,
o modelo de regressão beta não linear com erros de medida dado pelas Equações (2.2),
(2.3), (2.4) e (2.6), com uma única variável medida com erro, apresenta que a função de
calibração dada por

rpwt, ψq � µx � kxrwt � pτ0 � τ1µxqs,

em que κ � pµx, σ2
x, σ

2
eqJ e kx � τ 2

1σ
2
x{pτ 2

1σ
2
x � σ2

eq é conhecido como coeficiente de
confiabilidade. Sob a suposição de que wt � Npτ0 � τ1µx, τ

2
1σ

2
x � σ2

eq, segue que sw �°n
t�1wt{n e s2

w �
°n
t�1pwt � swq2{pn� 1q são estimadores ótimos de τ0 � τ1µx e τ 2

1σ
2
x � σ2

e ,
respectivamente. Entretanto, não é possível estimar σ2

x através dos dados observados
w1, . . . , wn. Assume-se, então, que kx ou σ2

e é conhecido, ou, alternativamente, que σ2
e

pode ser estimado desde que seja possível observar réplicas de wt.
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Ao substituir rpwt, ψq estimada em fpyt|xt;α, β,γ, λq dado em (2.2), ou seja, a função
de calibração estimada na função densidade de probabilidade de yt dado xt, obtém-se o
logaritmo da função de verossimilhança modificada, que é

`rcpθq �
ņ

t�1
`pµt, φtq,

sendo

`pµt, φtq � log Γpφtq � log Γpµtφtq � log Γrp1 � µtqφts � pµtφt � 1q log yt �
rp1 � µtqφt � 1s logp1 � ytq,

gpµtq � f1pzJt , x�t ;α, βq,
hpφtq � f2pvJt , x�t ;γ, λq,
x�t � w̄ � pkxrwt � pτ0 � τ1w̄qs,

em que pkx é o estimador de kx.
Observe que o logaritmo da função de verossimilhança modificada depende apenas do

parâmetro de interesse θ e coincide com o do modelo de regressão beta usual, uma vez
que x�t atua como uma variável explicativa, medida sem erro. Novamente, os resultados
obtidos são idênticos ao do modelo proposto por Carrasco et al. (2014), exceto para gpµtq
e hpφtq.

Derivando o `rcppθq com respeito ao vetor de parâmetros de interesse θ, obtemos
os componentes do vetor escore baseado na calibração da regressão representado por
Urcpθq � pUJ

rcα, Urcβ, Urcγ , UrcλqJ, definidos por
Urcαpθq � FJ

1 ΦTpy� � µ�q
Urcβpθq � FJ

2 ΦTpy� � µ�q
Urcγpθq � FJ

3 Ha

Urcλpθq � FJ
4 Ha,

em que FJ
1 � Bη1{Bα é uma matriz de ordem n � p, FJ

2 � Bη1{Bβ é uma vetor r-
dimensional, FJ

3 � Bη2{Bγ é uma matriz de ordem n � q̌ e FJ
4 � Bη2{Bλ é um vetor

s-dimensional, em que r � s � 1. Φ � diagtφt, . . . , φnu, T � diagt1{g1pµ1q, . . . , 1{g1pµnqu,
H � diagt1{h1pφ1q, . . . , 1{h1pφnqu e a � diagpa1, . . . , anqJ.

O estimador de máxima verossimilhança usando calibração da regressão de θ, θ̆, é
solução simultânea do sistema de equações Urcα � 0, Urcβ � 0, Urcγ � 0 e Urcλ � 0, que
requer também a utilização de métodos iterativos para calcular a solução.

2.2.4 Valores iniciais para o algoritmo de otimização

Como dito anteriormente, os estimadores aqui propostos não possuem forma fechada.
Assim, é necessário utilizar algoritmos de otimização não linear tais como, Newton-Raphson,
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Escore de Fisher, BHHH ou BFGS, como métodos iterativos de maximização.
Esses processos de maximização necessitam da especificação de valores iniciais para os

parâmetros a serem estimados. Aqui, utilizou-se o valor inicial proposto por Espinheira et
al. (2017), que será sucintamente apresentado.

Quando p1 � p e q̌1 � q̌, uma proposta de valor inicial utiliza a linearização da função
não linear avaliada com base na expansão em série de Taylor. Seja fpzt, αq a função não
linear. Sua expansão até a primeira ordem ao redor do ponto αp0q é

fpzt, αq � fpzt, αp0qq �
p̧

i�1

�Bfpzt, αq
Bαi

�
α�αp0q

pαi � α
p0q
i q,

em que αp0qi � pαp0q1 , . . . , αp0qp q é um valor inicial. Assim,

fpzt, αq � fpzt, αp0qq �
p̧

i�1
j
p0q
ti pαi � α

p0q
i q. (2.23)

Analogamente ao que é feito no modelo normal não linear em que yt � fpzt, αq, aqui
consideraremos gpytq � fpzt, αq. Adicionalmente, supondo θp0qi � pαi � α

p0q
i q, segue que

gpytq � fpzt, αp0qq �
p̧

i�1
j
p0q
ti θ

p0q
i ,

que pode ser visto como um modelo linear e a aproximação por mínimos quadrados de
θp0q será dado por pθp0q � pJ p0qJJ p0qq�1J p0qJpgpyq � fpz, αp0qqq, (2.24)

em que J p0q � rBη1{Bαsα�αp0q e pθ0
i � ppαi�αp0qi q, então αp0qi � pθ0

i � pαi. Essa relação pode ser
generalizada para construir um processo iterativo de passo m tal que αmi � θ

pm�1q
i �αpm�1q

i .
Generalizando (2.24) temos que

αpmq � pJ pm�1qJJ pm�1qq�1J pm�1qJpgpyq � fpz, αpm�1qqq � αpm�1q.

A proposta de Espinheira et al. (2017) é considerar

α
p0q
NL � pJ p0qJ1 J

p0q
1 q�1J

p0qJ
1 pgpyq � fpz, αp0qL qq e α

p0q
L � pZJZq�1ZJgpyq.

Já para o modelo da precisão o mesmo raciocínio será utilizado, mas agora o parâmetro
será γ e na equação equivalente a (4) considera-se hpφtq � fpvt, γq, o que implica

γ
p0q
NL � pJ p0qJ2 J

p0q
2 q�1J

p0qJ
2

�
hpφp0qNLq � fpv, γp0qL q

	
e α

p0q
L � pV JV q�1V Jhpφp0qL q. (2.25)

Aqui, J p0q2 � rBη2{Bγsγ�γp0q ,

φ
p0q
Lt �

µ̌NLtp1 � µ̌NLtq
σ̂2
NLt

� 1,

em que µNLt � g�1pf1pzJt ;αLqq, σ̂2
NLt � ěJNLěNL{rpn� pqg1pµ̌NLtqs com ěNL � gpyq � µ̌NL.

Para obter os valores iniciais para os modelos de regressão beta não lineares com erros
de medida foi utilizado a proposta de Espinheira et al. (2017) descrita anteriormente.
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2.3 Avaliação numérica

Realizou-se um estudo de simulação de Monte Carlo com R � 10000 réplicas cujo
objetivo é investigar o comportamento do viés e do erro quadrático médio dos estimadores
dos parâmetros do modelo obtidos pelos métodos de estimação descritos nas seções
anteriores. Para Ψ � pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4,Ψ5,Ψ6qJ � pα, β,γ, λ, µx, σ2

xqJ, tem-se que

Ψ̄j � 1
R

Ŗ

i�1

pΨpiq
j , yViésppΨjq � Ψ̄j � Ψj e REQMppΨjq �

gffe 1
R

Ŗ

i�1
ppΨpiq

j � Ψjq2,

em que j � 1, . . . , 6. yViésppΨjq e REQMppΨjq são o viés estimado e a raiz do erro quadrático
médio dos estimadores dos parâmetros. Aqui, pΨpiq

j denota a estimativa de Ψj obtida na
i-ésima amostra simulada.

Cinco cenários foram analisados para o modelo de regressão beta não linear com erros
de medida sob o enfoque estrutural. Geraram-se diferentes amostras aleatórias de tamanho
n igual a 40, 80 e 160 para os quatro primeiros cenários e para o quinto cenário as amostras
aleatórias possuem tamanho n igual a 60, 80 e 160. No último cenário avaliamos um
modelo mais complexo, pois ele apresenta não linearidade nos submodelos da média e
da dispersão. Desta forma, foi necessário aumentar o tamanho amostral para diminuir o
problema de convergência.

Para essas amostras foram considerados valores verdadeiros de x, que segue distribuição
normal com média µx e variância σ2

x. As ligações logito e logarítmica foram escolhidas,
respectivamente, para os parâmetros µt e φt obtidos a partir das Equações (2.3) e (2.4)
as quais envolvem parâmetros desconhecidos, para os quais também foram atribuídos
valores. As ocorrências da variável dependente yt foram geradas a partir da distribuição
beta com média µt e precisão φt. Depois, geraram-se ocorrências da covariável wt a partir
de sua distribuição condicional dado xt, ou seja, com uma distribuição normal com média
xt e variância σ2

e . O coeficiente de confiabilidade do modelo foi considerado conhecido
e os seguintes valores foram atribuídos kx � 0.50 (erro de medida alto), kx � 0.75 (erro
de medida moderado) e kx � 0.95 (erro de medida baixo), que representam a σ2

e � σ2
x,

σ2
e � σ2

x{3 e σ2
e � σ2

x{19, respectivamente. A variável w foi utilizada nos estimadores dos
parâmetros de interesse descritos anteriormente e respectivos intervalos de confiança que
serão apresentados no Capítulo 3.

Para cada amostra simulada, os parâmetros do modelo foram estimados sob dois
enfoques: primeiro, assumimos (erroneamente) que não há erros de medida na covariável
xt, ou seja, utilizamos o método naive (Naive); segundo, reconhecemos que xt é medida
com erros e, nesse caso, utilizamos os três métodos descritos nas seções anteriores, a saber:
máxima verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança aproximada
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(MPVa) e calibração da regressão (RC).

2.3.1 Cenário 1: Dispersão constante

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
com dispersão constante, sob o enfoque estrutural, apresenta a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Neste cenário, considerou-se
Q � 50 pontos de quadratura para aproximar os métodos de estimação. Como para cada
réplica de Monte Carlo são geradas diferentes amostras aleatórias de tamanhos n � 40, 80
e 160, não é possível obter um único intervalo para a média da variável resposta.

Tabela 2.1: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Md) para a média da variável resposta (µt) considerando o modelo de regressão beta não linear
com erros de medida com dispersão constante para diferentes coeficientes de confiabilidade (kx)
e tamanhos amostrais (n).

µt
kx n LI LS Md

40 0.1354 0.8832 0.5135
0.95 80 0.1089 0.8970 0.4968

160 0.0875 0.9186 0.4942
40 0.1355 0.8836 0.5136

0.75 80 0.1085 0.8974 0.4967
160 0.0879 0.9195 0.4944
40 0.1350 0.8836 0.5135

0.50 80 0.1085 0.8972 0.4969
160 0.0879 0.9192 0.4941

A Tabela 2.1 apresenta os limites inferiores e superiores médios e suas respectivas
medianas da média da variável resposta (µt) para os diferentes tamanhos amostrais. Note
que µt não é variável aleatória, esse procedimento é realizado para verificar em que
subintervalo do intervalo unitário a média da variável resposta se encontra.

Considerando o tamanho amostral fixo, pode-se verificar que há uma pequena di-
ferença entre as medidas avaliadas quando se aumenta o coeficiente de confiabilidade
(kx). Além disso, vale salientar que os valores dos parâmetros considerados cobrem



55

praticamente todo o espaço paramétrico de µt e estão bem distribuídos dentro do in-
tervalo (0,1), como mostra a mediana. O valor do parâmetro γ0 conduziu a φ � 150
(148.41), constante. Além disso, neste cenário o grau de heterogeneidade, definido como
δ � maxpφ1, . . . , φnq{minpφ1, . . . , φnq, é igual a 1.

Tabela 2.2: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0
considerando o modelo com dispersão constante. Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6,
α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 1.

kx n Método pα0 pα1 pβ1 pγ0
Naive 0.04294 0.33423 0.06304 0.64440

40 RC 0.04368 0.33423 0.04649 0.64440
MVa 0.04375 0.33635 0.04738 0.68518
MPVa 0.04375 0.33635 0.04738 0.68501
Naive 0.03364 0.27754 0.05507 0.67067

0.95 80 RC 0.03401 0.27754 0.03276 0.68547
MVa 0.03386 0.27827 0.03298 0.41468
MPVa 0.03386 0.27827 0.03298 0.41465
Naive 0.02236 0.18087 0.05087 0.68547

160 RC 0.02260 0.18087 0.02340 0.68547
MVa 0.02252 0.17968 0.02303 0.25614
MPVa 0.02252 0.17968 0.02303 0.25613
Naive 0.07456 0.56166 0.23366 1.72891

40 RC 0.08727 0.56166 0.12134 1.72891
MVa 0.08943 0.58798 0.11511 1.72876
MPVa 0.08910 0.58655 0.11044 1.65586
Naive 0.05883 0.47678 0.22946 1.77145

0.75 80 RC 0.06503 0.47678 0.07799 1.77145
MVa 0.06625 0.49010 0.07596 1.32015
MPVa 0.06607 0.48920 0.07409 1.28590
Naive 0.03919 0.31980 0.22779 1.78955

160 RC 0.04319 0.31980 0.05821 1.78955
MVa 0.04358 0.31383 0.05260 0.98699
MPVa 0.04351 0.31322 0.05203 0.97005
Naive 0.10013 0.74308 0.43476 2.31854

40 RC 0.81127 0.74308 3.64234 2.31854
MVa 0.15825 0.80544 0.29861 1.69729
MPVa 0.16722 0.80079 0.38526 1.55503
Naive 0.07957 0.63399 0.43181 2.36738

0.50 80 RC 0.11146 0.63399 0.47713 2.36738
MVa 0.10889 0.67340 0.15704 1.36716
MPVa 0.10911 0.66527 0.17644 1.26691
Naive 0.05360 0.45177 0.43224 2.38938

160 RC 0.07009 0.45177 0.12758 2.38938
MVa 0.07266 0.44610 0.09885 1.11365
MPVa 0.07246 0.44038 0.10124 1.05377

A Tabela 2.2 apresenta os resultados da raiz do erro quadrático médio (REQM) dos
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Figura 2.1: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 considerando os coeficientes de
confiabilidade kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50
(erro de medida alto). Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8,
µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 1: Modelo com dispersão constante.

estimadores considerando o modelo com dispersão constante. Note que a raiz do erro
quadrático médio diminui com o aumento do tamanho amostral para todos os coeficientes
de confiabilidade considerados, exceto para o parâmetro de dispersão, em que a raiz do
erro quadrático médio aumenta para os métodos Naive e calibração da regresão (RC). Por
exemplo, considerando o método RC, quando kx � 0.50, temos que para n � p40, 80, 160q,
REQMpγ0q � p2.31854, 2.36738, 2.38938q, respectivamente.

Considerando o parâmetro associado à variável com erro de medida, β1, tem-se que os
métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
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aproximada (MPVa) apresentaram os melhores desempenhos. Vale salientar que para n �
40, o método RC apresentou piores resultados para os parâmetros α0 e β1, REQMpα0q �
0.81127 e REQMpβ1q � 3.64234, respectivamente (Tabela 2.2).

É interessante notar a dificuldade em estimar o parâmetro associado à não linearidade,
α1, em especial quando o coeficiente de confiabilidade é pequeno, kx � 0.50. Está
dificuldade na estimação é verificada através dos resultados da REQM dos estimadores
deste parâmetro que são muito superiores aos dos estimadores dos demais parâmetros,
mesmo para os métodos MVa e MPVa. Note também que os valores da REQM considerando
os métodos MVa e MPVa são melhores em relação ao naive apenas quando o tamanho da
amostra é grande, ou seja, para n � 160 (Tabela 2.2).

As Figuras 2.1 e 2.2 apresentam os vieses estimados dos parâmetros associados aos
submodelos da média e da dispersão, respectivamente, considerando o modelo de regressão
beta não linear com erros de medida e dispersão constante para os diferentes métodos de
estimação estudados. Verifica-se que os métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MV aproximada) e pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) apre-
sentam melhores desempenhos relativamente aos métodos Naive (Naive) e calibração da
regressão (Calibração da regressão).

Além disso, quando se considera os métodos Naive e RC observa-se que com o aumento
do erro de medida os vieses estimados se afastam de zero, ou seja, os estimadores obtidos
através destes métodos são mais viesados quando comparados com os obtidos pelos métodos
da MVa e MPVa. Vale salientar que o método Naive apresentou o pior desempenho para
todos os parâmetros, exceto para o erro pequeno (kx � 0.95), cujo comportamento é
semelhante aos métodos que consideram erros de medida. Isto é esperado, pois para
kx � 0.95, tem-se que σ2

e � 0.053, ou seja, um erro de medida relativamente pequeno.
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Figura 2.2: Vieses estimados do estimador de γ0 considerando os coeficientes de confiabilidade
kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de
medida alto). Verdadeiros valores dos parâmetros: γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 1:
Modelo com dispersão constante.
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Com relação ao parâmetro associado a não linearidade, α1, os melhores e bons desem-
penhos estão relacionados aos métodos da máxima verossimilhança aproximada e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada. Outro fator importante está associado ao parâmetro
da dispersão, γ0. Note que apenas nos métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MV aproximada) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada)
o viés diminui com o aumento do tamanho da amostra, como mostra a Figura 2.2 (a)-(c).

2.3.2 Cenário 2: Avaliação do parâmetro de precisão φ

Neste cenário é considerado o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
sob o enfoque estrutural apresentado no Cenário 1. Ou seja,

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n, α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, µx � 0.0 e σ2
x � 1.0.

Tabela 2.3: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Md) para a média da variável resposta (µt) considerando o modelo de regressão beta não linear
com erros de medida com dispersão constante para diferentes valores de φ e o coeficiente de
confiabilidade kx � 0.50.

µt
φ n LI LS Md

40 0.1362 0.8826 0.5136
16.44 80 0.1089 0.8965 0.4971

160 0.0877 0.9183 0.4943
40 0.1347 0.8831 0.5143

54.60 80 0.1076 0.8971 0.4971
160 0.0880 0.9190 0.4942
40 0.1354 0.8830 0.5137

298.87 80 0.1081 0.8971 0.4968
160 0.0879 0.9191 0.4942

Aqui, o objetivo é avaliar os desempenhos dos estimadores em relação à variação da
precisão do modelo, medida por φ. Para tanto, utilizou-se valores de γ0 � p2.8, 4.0, 5.7q
que conduziu a valores de φ � p16.44, 54.60, 298.87q, respectivamente. Estes valores foram
escolhidos de forma que fossem obtidos valores baixo, intermediário e alto para a precisão
do modelo. Adicionalmente, o número de pontos de quadratura considerado é Q � 50.

As simulações foram realizadas para diferentes coeficientes de confiabilidade. Aqui,
são apresentados os resultados considerando kx � 0.50. Os resultados considerando os
coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95 encontram-se disponíveis nas Tabelas
1 e 2, respectivamente, no Apêndice 7.1, Seção 7.1.
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Tabela 2.4: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1 e
γ0 considerando o modelo com dispersão constante com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.50.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
Cenário 2.

φ n Método pα0 pα1 pβ1 pγ0
Naive 0.13124 0.92746 0.43574 0.73316

40 RC 0.28865 0.92746 2.92557 0.73316
MVa 0.20267 1.02012 0.44365 1.83898
MPVa 0.20790 1.01637 0.52486 1.69142
Naive 0.10380 0.79152 0.43184 0.76609

16.44 80 RC 0.12915 0.79152 0.25299 0.76609
MVa 0.13284 0.86020 0.24983 1.22622
MPVa 0.13170 0.85491 0.24805 1.11016
Naive 0.06922 0.54617 0.43059 0.77962

160 RC 0.08316 0.54617 0.13786 0.77962
MVa 0.08590 0.55044 0.16759 0.77837
MPVa 0.08544 0.54844 0.16057 0.71491
Naive 0.10932 0.78669 0.43246 1.47890

40 RC 0.43258 0.78669 3.24796 1.47890
MVa 0.17045 0.85063 0.31898 2.00728
MPVa 0.17656 0.84264 0.42223 1.83764
Naive 0.08585 0.67615 0.43208 1.53036

54.60 80 RC 0.21884 0.67615 1.37494 1.53036
MVa 0.11387 0.71302 0.17912 1.54887
MPVa 0.11606 0.70669 0.23510 1.43277
Naive 0.05756 0.48215 0.43175 1.54569

160 RC 0.07381 0.48215 0.12817 1.54569
MVa 0.07590 0.47519 0.12037 1.22764
MPVa 0.07567 0.47136 0.11927 1.16501
Naive 0.09702 0.71864 0.43399 2.96359

40 RC 0.48103 0.71864 2.15074 2.96359
MVa 0.15793 0.78323 0.30087 1.48117
MPVa 0.16988 0.77725 0.38529 1.38905
Naive 0.07791 0.61805 0.43237 3.01863

298.87 80 RC 0.14474 0.61805 2.01565 3.01863
MVa 0.10753 0.66570 0.14718 1.22445
MPVa 0.10804 0.65616 0.19992 1.17087
Naive 0.05264 0.45004 0.43210 3.03524

160 RC 0.06958 0.45004 0.12600 3.03524
MVa 0.07181 0.44705 0.09041 0.98278
MPVa 0.07175 0.44113 0.09368 0.95650

A Tabela 2.3 apresenta os limites inferiores e superiores médios e suas respectivas
medianas para a média da variável resposta (µt), considerando os diferentes valores dos
parâmetros de precisão φ. Pode-se verificar que há uma pequena diferença entre as
medidas avalidas em relação ao valor de φ, para um tamanho amostral fixo. Por exemplo,
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considerando n � 80, tem-se LI � p0.1089, 0.1076, 0.1081q para φ � p16.44, 54.60, 298.87q,
respectivamente.

Além disso, os valores dos parâmetros considerados cobrem praticamente todo o espaço
paramétrico de µt e estão bem distribuídos dentro do intervalo (0,1), como mostra a
mediana. Considerando por exemplo φ � 16.44, tem-se que Md � p0.5136, 0.4971, 0.4943q
para n � p40, 80, 160q, respectivamente. Resultados semelhantes são obtidos considerando
os coeficientes de confiabilidade kx � 0, 75 e kx � 0, 95.

A Tabela 2.4 apresenta as raízes dos erros quadráticos médios (REQM) dos estimadores
para cada valor de φ, considerando o modelo de regressão beta não linear com erros
de medida e dispersão constante com coeficiente de confiabilidade kx � 0.50. Note que
o valor da raiz do erro quadrático médio diminui com o aumento do tamanho amos-
tral para todos os valores de φ avaliados, exceto para o parâmetro de dispersão, em
que a raiz do erro quadrático médio aumenta para os métodos Naive e RC. Por exem-
plo, considerando o método Naive, quando φ � 298.87, para n � p40, 80, 160q tem-se
REQMpγ0q � p2.96359; 3.01863; 3.03524q, respectivamente.

Mais uma vez fica evidente a dificuldade de estimação do parâmetro associado à não
linearidade, α1. Mesmo com o aumento da precisão do modelo os valores da REQM
do estimador associado à não linearidade considerando todos os métodos de estimação
continuam altos e substancialmente superiores aos dos estimadores dos demais parâmetros
do modelo. Novamente os valores da REQM considerando os métodos MVa e MPVa são
melhores em relação ao naive apenas para n � 160, exceto para φ � 16.44.

Considerando o parâmetro associado à variável com erro de medida, β1, tem-se que os
métodos da máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) apresentaram os melhores desempenhos, exceto para φ � 16.44 e
n � 40. Vale salientar que para n � 40, o método da calibração da regressão (RC)
apresentou piores resultados para os parâmetros α0 e β1, para todos os φ avaliados (Tabela
2.2).

As Tabelas 3 e 4 do Apêndice 7.1 apresentam as raízes dos erros quadráticos médios
(REQM) dos estimadores para cada valor de φ, considerando o modelo de regressão beta
não linear com dispersão constante com kx � 0.75 e kx � 0.95, respectivamente. É possível
notar que, para um valor fixo de φ, com o aumento do coeficiente de confiabilidade há
uma diminuição na REQM, como verificado no Cenário 1.

As Figuras 2.3 e 2.4 apresentam os vieses estimados considerando o modelo de regressão
beta não linear com erros de medida e dispersão constante para os diferentes métodos de
estimação estudados, em relação ao parâmetro de precisão φ com kx � 0.50. Verificou-se
que os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada) e pseudo-
verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) apresentam melhores desempenhos
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Figura 2.3: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1e β1 para φ � 16.44, φ � 54.60 e
φ � 298.87 com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.50 (erro de medida alto). Verdadeiros
valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2:
Modelo com dispersão constante.

quando comparados com os métodos naive e calibração da regressão.
Observa-se que com o aumento do tamanho amostral os vieses estimados dos estimadores

se aproximam de zero para todos os valores de φ avaliados, considerando os métodos da
máxima verossimilhança aproximada e pseudo-verossimilhança aproximada. Em relação
ao parâmetro associado à variável com erro de medida (β1), observou-se que o modelo
Naive apresentou o pior desempenho (Figuras 2.3 (g)-(i)).

Com relação ao parâmetro α1, associado à não linearidade, nota-se que os valores de φ
também interferem no desempenho de seu estimador, tal que quanto menor o valor de φ
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Figura 2.4: Vieses estimados dos estimadores de γ0 para φ � 16.44, φ � 54.60 e φ � 298.87
com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.50 (erro de medida alto). Verdadeiros valores dos
parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2: Modelo
com dispersão constante.

mais distante de zero encontra-se o viés, ou seja α̂1 se torma mais viesado, em especial
para os métodos naive e RC. No entanto, para os métodos da máxima verossimilhança
aproximada e máxima pseudo-verossimilhança aproximada o desempenho do estimador
deste parâmetro, quanto ao viés, fica próximo do desempenho dos estimadores dos demais
parâmetros, ou seja, quanto maior o tamanho amostral menor o viés do estimador (Figuras
2.3 (d)-(f)).

Outro fator importante está associado ao parâmetro da dispersão, γ0. Note que quanto
maior o valor de φ, menor o viés, para os métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MV aproximada) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada).
Neste caso, os métodos naive (Naive) e calibração da regressão (Calibração da regressão)
são semelhantes e fornecem vieses muito altos, especialmente com o aumento de φ (Figuras
2.4 (a)-(c)).

No Apêndice 7.1 encontram-se as Figuras 1 e 2 com os vieses estimados considerando
o modelo de regressão beta não linear com dispersão constante para os diferentes métodos
de estimação estudados, em relação ao parâmetro de precisão φ para kx � 0.75. Também
são apresentadas as Figuras 3 e 4 com os vieses estimados considerando o modelo de
regressão beta não linear com dispersão constante para os diferentes métodos de estimação
estudados, em relação ao parâmetro de precisão φ para kx � 0.95.
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2.3.3 Cenário 3: Dispersão variável

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e dispersão variável, sob o enfoque estrutural, apresenta a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Como para cada
réplica de Monte Carlo são geradas diferentes amostras aleatórias de tamanhos n � 40, 80
e 160, não é possível obter um único intervalo para a média da variável resposta, bem como
um único grau de heterogeneidade da dispersão. Os resultados são obtidos considerando
Q � 50 pontos de quadratura.

Tabela 2.5: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Mdµt) para a média da variável resposta (µt) e médias dos mínimos (Mín), máximos (Máx)
e medianas (Mdφt) de φt e seus respectivos graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medida e dispersão variável.

µt φt
kx n LI LS Mdµt Mín Máx Mdφt δ

40 0.1499 0.8829 0.5156 2.1219 94.4678 12.5317 50.6266
0.95 80 0.1245 0.8969 0.4989 1.7209 117.8152 12.4209 76.1024

160 0.1042 0.9188 0.4962 1.4157 145.5675 12.3707 112.9515
40 0.1496 0.8829 0.5157 2.1106 93.2445 12.5002 50.4809

0.75 80 0.1245 0.8970 0.4989 1.7202 117.6784 12.4217 76.0508
160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4161 145.6058 12.3718 112.9530
40 0.1498 0.8823 0.5160 2.1182 92.8067 12.5075 50.0786

0.50 80 0.1245 0.8969 0.4988 1.7201 117.2303 12.4187 75.7692
160 0.1041 0.9187 0.4962 1.4160 145.4027 12.3708 112.7931

A Tabela 2.5 apresenta os limites inferiores e superiores médios e suas respectivas
medianas para a média da variável resposta (µt), considerando os diferentes tamanhos
amostrais e as médias dos mínimos (Mín) e máximos (Máx) de φt e seus respectivos graus
de heterogeneidade (δ) para o modelo de regressão beta não linear com erros de medida e
dispersão variável.

Como no Cenário 1, é possível notar que os coeficientes de confiabilidade, kx, não
influenciam muito nos limites dos intervalos de valores para a média da variável resposta.
O mesmo é verificado para as médias do mínimo e máximo do parâmetro de precisão. Em
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Tabela 2.6: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1,
γ0 e λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável. Valores
verdadeiros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 3.

kx n Método pα0 pα1 pβ1 pγ0 pλ1
Naive 0.11328 0.76821 0.11633 0.24269 0.29035

40 RC 0.11375 0.76821 0.11234 0.24333 0.29554
MVa 0.11389 0.77171 0.11355 0.33487 0.31417
MPVa 0.11389 0.77171 0.11355 0.33487 0.31418
Naive 0.08580 0.63583 0.08674 0.16871 0.21624

0.95 80 RC 0.08612 0.63583 0.07424 0.16918 0.20155
MVa 0.08582 0.63778 0.07463 0.20427 0.19798
MPVa 0.08582 0.63778 0.07463 0.20427 0.19798
Naive 0.05816 0.41016 0.07233 0.13687 0.18577

160 RC 0.05836 0.41016 0.05285 0.13749 0.15929
MVa 0.05857 0.41226 0.05306 0.13433 0.13814
MPVa 0.05857 0.41226 0.05306 0.13433 0.13815
Naive 0.13400 0.88915 0.25536 0.42745 0.47632

40 RC 0.14303 0.88933 0.18033 0.43529 0.42326
MVa 0.14097 0.90139 0.18363 0.71166 0.53361
MPVa 0.14049 0.90064 0.17997 0.68113 0.50719
Naive 0.10389 0.74483 0.23976 0.45471 0.45473

0.75 80 RC 0.10947 0.74483 0.11542 0.45940 0.33535
MVa 0.10353 0.73817 0.11736 0.38013 0.32022
MPVa 0.10350 0.73803 0.11668 0.37455 0.31390
Naive 0.07055 0.50008 0.23473 0.46615 0.44803

160 RC 0.07497 0.50008 0.08023 0.47031 0.30520
MVa 0.07029 0.48403 0.07970 0.21708 0.20224
MPVa 0.07031 0.48403 0.07985 0.21743 0.20150
Naive 0.15949 1.00409 0.44757 0.69569 0.66567

40 RC 1.10224 1.00409 4.01695 2.20079 7.54922
MVa 0.21241 1.04200 0.41636 1.34326 0.99749
MPVa 0.22590 1.03179 0.51507 1.22537 0.98922
Naive 0.12761 0.85402 0.44108 0.74753 0.66151

0.50 80 RC 0.15578 0.85402 0.27771 0.75825 0.49109
MVa 0.13898 0.84712 0.22592 0.78858 0.55717
MPVa 0.13913 0.84435 0.23373 0.74641 0.51627
Naive 0.08914 0.60799 0.43886 0.76607 0.65986

160 RC 0.10658 0.60799 0.15211 0.77372 0.43132
MVa 0.09137 0.55663 0.14563 0.49363 0.34391
MPVa 0.09152 0.55579 0.14703 0.47856 0.32879

relação ao grau de heterogeneidade, vale destacar que o mesmo se modifica com o aumento
do tamanho da amostra. Além disso, os coeficientes de confiabilidade não influenciam os
resultados.

A Tabela 2.6 apresenta as raízes dos erros quadráticos médios (REQM) dos estimadores
considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável. Similarmente
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aos resultados verificados nos outros cenários, a raiz do erro quadrático médio dos es-
timadores diminui com o aumento do tamanho amostral, para todos os coeficientes de
confiabilidade considerados, exceto quanto ao parâmetro de dispersão, γ0, em que a raiz
do erro quadrático médio aumenta para os métodos Naive e calibração da regressão (RC)
quando se considera os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.50. Por exemplo,
considerando o método Naive, quando kx � 0.50, temos que para n � p40, 80, 160q tem-se
REQMpγ0q � p0.69569, 0.74753, 0.76607q, respectivamente.
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Figura 2.5: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para kx � 0.95 (erro de medida
baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Valores
verdadeiros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 3: Modelo com
precisão variável.

Nota-se neste cenário uma dificuldade ainda maior em estimar o parâmetro associado
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à não linearidade. Os valores da REQM são consideravelmente superiores aos dos demais
cenários. Considerando o parâmetro associado à variável com erro de medida, β1, tem-
se que os métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-
verossimilhança aproximada (MPVa) apresentaram os melhores desempenhos. Para kx �
0.50, o método da calibração de regressão (RC) apresenta pior desempenho para n � 40,
por exemplo, considerando o parâmetro λ1, REQMpλ1q � 7.54922.

No entanto, nota-se que a mediana do φ encontra-se próximo de 13 (Tabela 2.5) que é
um valor consideravelmente pequeno para a precisão dos dados. Desta forma o cenário da
Tabela 2.6 pode ser crítico do ponto de vista de estimação e variância dos estimadores
afetando consequentemente os respectivos valores da REQM. Em especial os estimadores
de α1, parâmetro que determina a não linearidade do modelo, são os mais afetados.
No entanto, quanto ao viés, como veremos mais adiante na Figura 2.5 mesmo neste
cenário crítico os estimadores de α1 obtidos pelos métodos da máxima verossimilhança
aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) mostram um
bom desempenho.
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Figura 2.6: Vieses estimados dos estimadores de γ0 e λ1 para kx � 0.95 (erro de medida baixo),
kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Valores verdadeiros:
γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 3: Modelo com precisão variável.

As Figuras 2.5 e 2.6 apresentam os vieses estimados dos estimadores dos parâmetros
associados aos modelos da média e da dispersão, respectivamente, considerando o modelo de
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regressão beta não linear com erros de medida e dispersão variável. Novamente, os métodos
da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada) e pseudo-verossimilhança
aproximada (Pseudo MV aproximada) apresentam os melhores resultados do que os
métodos naive (Naive) e calibração da regressão (Calibração da regressão).

Além disso, fixando o tamanho amostral, observou-se que com o aumento do erro de
medida, ou seja, com a diminuição do coeficiente de confiabilidade os vieses estimados se
afastam de zero, considerando todos os métodos de estimação, em especial os métodos
naive e calibração da regressão. Por exemplo, para o método da máxima verossimi-
lhança aproximada quando n � 40 tem-se que para kx � p0.95, 0.75e0.50q os vieses são
p�0.0116,�0.2984,�0.6111q considerando o estimador de γ0. O método naive apresentou
o pior desempenho quanto ao viés para todos os parâmetros, exceto quando o erro era
pequeno (kx � 0.95). Outro fator importante está associado ao modelo da dispersão,
note que apenas os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada)
e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) diminuem os
vieses dos estimadores de γ0 (Figuras 2.6 (a)-(c)) e λ1 (Figuras 2.6 (d)-(f)) com o aumento
do tamanho da amostra.

2.3.4 Cenário 4: Avaliação dos pontos de quadratura “Q”

Neste cenário é considerado o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e dispersão variável sob o enfoque estrutural apresentado no Cenário 3. Ou seja,

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n, zt1 � Up0.2, 1.2q, α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9,
µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Aqui, o objetivo é avaliar o desempenho dos estimadores em relação
número de pontos de quadratura Q. Para tanto, consideramos Q � p12, 30, 80q.

As simulações foram realizadas para diferentes coeficientes de confiabilidade. Aqui são
apresentados os resultados considerando kx � 0.50. Os resultados para os coeficientes de
confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95 encontram-se disponíveis no Apêndice 7.1 Seção 7.1.

Como para cada réplica de Monte Carlo são geradas diferentes amostras aleatórias
de tamanhos n � 40, 80 e 160, não é possível obter um único intervalo para a média da
variável resposta e para o grau de hereogeneidade δ.

A Tabela 2.7 apresenta os limites inferiores e superiores médios e suas respectivas
medianas para a média da variável resposta (µt), considerando os diferentes tamanhos
amostrais e as médias dos mínimos (Mín) e máximos (Máx) de φt e seus respectivos
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Tabela 2.7: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Mdµt) para a média da variável resposta (µt) e médias dos mínimos (Mín), máximos (Máx)
e medianas (Mdφt) de φt e seus respectivos graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medida com dispersão variável. Coeficiente de confiabilidade
kx � 0.50.

µt φt
Q n LI LS Mdµt Mín Máx Mdφt δ

40 0.1500 0.8826 0.5161 2.1160 94.0082 12.5286 50.7622
12 80 0.1245 0.8970 0.4989 1.7206 117.8071 12.4212 76.1043

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4162 145.5935 12.3717 112.9302
40 0.1498 0.8823 0.5158 2.1157 92.8782 12.5175 12.5175

30 80 0.1245 0.8970 0.4989 1.7207 117.6527 12.4184 76.0025
160 0.1041 0.9187 0.4962 1.4161 145.4276 12.3703 112.7615
40 0.1498 0.8823 0.5157 2.1171 92.7216 12.4978 50.0801

80 80 0.1244 0.8968 0.4989 1.7198 117.1709 12.4223 75.7012
160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4156 145.4827 12.3710 112.8931

graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de regressão beta não linear com erros de
medida com dispersão variável. Como no Cenário 3, é possível notar que os coeficientes de
confiabilidade não influenciam muito nos limites dos intervalos de variação de valores para
a média da variável resposta. O mesmo é verificado para as médias do mínimo e máximo
do parâmetro de precisão. Em relação ao grau de heterogeneidade, vale destacar que o
mesmo modifica com o aumento do tamanho da amostra. Resultados semelhantes são
obtidos considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95 e os resultados
encontram-se, respectivamente, nas Tabelas 5 e 6, no Apêndice 7.1.

A Tabela 2.8 mostra as raízes dos erros quadráticos médios (REQM) dos estimadores
dos parâmetros considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável
com coeficiente de confiabilidade kx � 0.50 e variando o número de pontos de quadratura.
Fixando o ponto de quadratura, os valores das raízes dos erros quadráticos médios (REQM)
diminuem com o aumento do tamanho amostral em todos os métodos de estimação,
exceto para o estimador do parâmetro de dispersão, γ̂0, em que os valores da REQM
aumentam para os métodos Naive e RC. Por exemplo, considerando o método Naive, quando
Q � 30, temos que para n � p40, 80, 160q tem-se REQMpγ̂0q � p0.69376, 0.74754, 0.76610q,
respectivamente.

Considerando o parâmetro associado à variável com erro de medida, β1, tem-se que os
métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) apresentaram os melhores resultados. Note que, para todos os valores
de Q avaliados, o método da calibração de regressão (RC) apresenta pior desempenho para
n � 40. Por exemplo, considerando Q � 12 e o parâmetro λ1, REQMpλ̂1q � 7.63364. Ou
seja, para o método da calibração, o valor da REQM é praticamente sete vezes superior
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Tabela 2.8: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1, γ0
e λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável. Coeficiente de
confiabilidade kx � 0.50. Valores verdadeiros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9,
µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4.

Q n Método pα0 pα1 pβ1 pγ0 pλ1
Naive 0.15947 1.00488 0.44486 0.69187 0.66528

40 RC 1.16270 1.00488 4.53059 2.20590 7.63364
MVa 0.23545 1.07661 0.52990 1.09976 1.03705
MPVa 0.23198 1.06026 0.54575 1.00861 1.04088
Naive 0.12740 0.85444 0.44047 0.74710 0.66112

12 80 RC 0.15582 0.85444 0.28305 0.75791 0.49083
MVa 0.14122 0.86250 0.23905 0.65878 0.50336
MPVa 0.14045 0.85685 0.23016 0.62357 0.46018
Naive 0.08910 0.60824 0.43878 0.76590 0.65977

160 RC 0.10660 0.60824 0.15210 0.77362 0.43120
MVa 0.09189 0.56325 0.14965 0.41717 0.30804
MPVa 0.09171 0.56184 0.14583 0.40229 0.29347
Naive 0.15968 1.00507 0.44638 0.69376 0.66568

40 RC 1.16394 1.00507 4.54550 2.20960 7.64550
MVa 0.21622 1.04948 0.42746 1.28354 1.05662
MPVa 0.22854 1.04020 0.53551 1.17073 1.01945
Naive 0.12757 0.85436 0.44065 0.74754 0.66140

30 80 RC 0.15593 0.85436 0.28270 0.75828 0.49099
MVa 0.13935 0.85237 0.23224 0.78553 0.57157
MPVa 0.13941 0.84671 0.23647 0.73610 0.52188
Naive 0.08918 0.60834 0.43880 0.76610 0.65979

160 RC 0.10663 0.60834 0.15217 0.77377 0.43124
MVa 0.09176 0.55674 0.15102 0.47894 0.34051
MPVa 0.09187 0.55576 0.14990 0.46294 0.32330
Naive 0.15978 1.00418 0.44860 0.69788 0.66662

40 RC 1.09549 1.00418 3.99032 2.19737 7.53546
MVa 0.20806 1.02387 0.41641 1.32431 0.92197
MPVa 0.22081 1.01922 0.50380 1.23298 0.93713
Naive 0.12762 0.85435 0.44120 0.74820 0.66177

80 80 RC 0.15532 0.85435 0.27694 0.75889 0.49129
MVa 0.13746 0.83709 0.22059 0.78667 0.54738
MPVa 0.13824 0.83447 0.23271 0.74262 0.51329
Naive 0.08912 0.60840 0.43886 0.76635 0.65974

160 RC 0.10658 0.60840 0.15210 0.77402 0.43106
MVa 0.09134 0.55442 0.14290 0.48530 0.33709
MPVa 0.09166 0.55350 0.14571 0.47228 0.32631

aos valores da REQM em comparação aos outros três métodos investigados.
Verificou-se que os pontos de quadratura não influenciam expressivamente os resul-

tados, uma vez que os mesmos estão similares. Considere, por exemplo, o parâmetro α1

(não linearidade), o tamanho amostral n � 80 e o método de máxima verossimilhança
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Figura 2.7: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para diferentes pontos de quadratura
Q � 12, Q � 30 e Q � 80 com o coeficiente de confiabilidade kx � 0, 50 (erro de medida alto).
Valores verdadeiros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4: Modelo com
dispersão variável.

aproximada (MVa), então para Q � p12, 30, 80q tem-se REQM � p0.8625; 0.8524; 0.8371q,
respectivamente.

As Tabelas 7 e 8 apresentam, respectivamente, as raízes dos erros quadráticos médios
dos estimadores de α0, α1, β1, γ0 e λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear
com dispersão variável para os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95.

As Figuras 2.7 e 2.8 apresentam os vieses estimados dos estimadores associados aos
submodelos da média e da dispersão, respectivamente, do modelo de regressão beta
nao linear com erros de medida e dispersão variável, considerando diferentes pontos de
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Figura 2.8: Vieses estimados dos estimadores de γ0 e λ1 para diferentes pontos de quadratura
Q � 12, Q � 30 e Q � 80 com o coeficiente de confiabilidade kx � 0, 50 (erro de medida alto).
Valores verdadeiros: γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4: Modelo com dispersão
variável.

quadratura, com coeficiente de confiabilidade de kx � 0.50. Novamente, os métodos da
máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (Pseudo MV aproximada) apresentam melhores desempenhos do que os
métodos naive (Naive) e calibração da regressão (Calibração da regressão).

Como esperado o método naive apresentou o pior desempenho quanto ao viés para
todos os parâmetros, especialmente para o parâmetro associado à variável com erro de
medida, β1 (Figuras 2.7 (g)-(i)). Vale ressaltar também que o número de pontos de
quadratura não influenciou de forma expressiva o desempenho dos estimadores com relação
ao viés.

Outro fator importante está associado aos parâmetros do modelo da dispersão. Note
que, para o parâmetro γ0, apenas os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV
aproximada ) e pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) diminuem
o viés com o aumento do tamanho da amostra (Figuras 2.8 (a)-(c)). Porém, considerando
o parâmetro associado à variável com erro de medida, λ1, os métodos da MVa e MPVa
apresentam vieses próximos de zero mesmo para tamanhos de amostras mais reduzidos
(Figuras 2.8 (d)-(f)).
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As Figuras 5 e 6 apresentam, respectivamente, os vieses estimados dos estimadores
associados aos modelos da média e da dispersão do modelo de regressão beta nao linear
com erros de medida e dispersão variável, considerando diferentes pontos de quadratura
para o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 e encontram-se disponíveis no Apêndice 7.1.

As Figuras 7 e 8 apresentam, respectivamente, os vieses para os estimadores associados
aos modelos da média e da dispersão do modelo de regressão beta nao linear com erros
de medida e dispersão variável, considerando diferentes pontos de quadratura para o
coeficiente de confiabilidade kx � 0.95 e encontram-se disponíveis no Apêndice 7.1.

2.3.5 Cenário 5: Não linearidade na dispersão

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e não linearidade na variável, sob o enfoque estrutural, apresenta as seguintes componentes
sistemáticas

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � vγ1
t1 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que, t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências das
variáveis sem erro de medida zt1 e vt1, ambas com distribuição uniforme com p0.2, 1.2q.
Os seguintes valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações
foram escolhidos: α0 � 0.7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, γ0 � 1.5, γ1 � 2.0, λ1 � 1.3, µx � 1.5
e σ2

x � 0.5. Como para cada réplica de Monte Carlo são geradas diferentes amostras
aleatórias de tamanhos n � 60, 80 e 160, não é possível obter um único intervalo para
a média da variável resposta. Os pontos de quadratura inicialmente estão fixados em
Q � 50.

A Tabela 2.9 apresenta os limites inferiores e superiores médios e suas respectivas
medianas para a média da variável resposta (µt), considerando os diferentes tamanhos
amostrais e as médias dos mínimos (Mín) e máximos (Máx) de φt e seus respectivos graus
de heterogeneidade (δ) para o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas e
não linearidade na dispersão. É possível notar que os coeficientes de confiabilidade não
influenciam muito os limites dos intervalos de variação dos valores para a média da variável
resposta. O mesmo é verificado para as médias do mínimo e máximo do parâmetro de
precisão. Em relação ao grau de heterogeneidade, vale destacar que o mesmo se modifica
com o aumento do tamanho da amostra. Apesar de ter médias relativamente próximas ao
extremo inferior, ocorrem valores de φt altos. Ou seja, alta precisão, o que pode amenizar
problemas de estimação do modelo de regressão beta típicos quando os dados encontram-se
próximos aos extremos do intervalo p0, 1q.
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Tabela 2.9: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Mdµt) para a média da variável resposta (µt) e médias dos mínimos (Mín), máximos (Máx)
e medianas (Mdφt) de φt e seus respectivos graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medidas e não linearidade na dispersão.

µt φt
kx n LI LS Mdµt Mín Máx Mdφt δ

60 0.0291 0.8240 0.2620 8.7692 1345.9608 95.9047 186.5761
0.95 80 0.0255 0.8389 0.2600 7.8235 1518.0251 96.3248 232.2263

160 0.0198 0.8773 0.2687 6.0253 1762.6010 86.2667 336.6258
60 0.0290 0.8207 0.2620 8.9305 1324.0551 95.9861 178.3026

0.75 80 0.0255 0.8359 0.2602 7.9402 1481.7885 96.2731 223.2474
160 0.0198 0.8757 0.2686 6.0559 1716.1938 86.2943 327.1333
60 0.0284 0.8211 0.2623 8.9631 1353.5230 96.1855 182.6783

0.50 80 0.0251 0.8351 0.2603 7.9171 1511.6661 96.3918 229.0370
160 0.0196 0.8758 0.2687 6.0751 1746.4286 86.2813 331.9241

A Tabela 2.10 mostra as raízes dos erros quadráticos médios (REQM) dos estimadores
considerando o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas e não linearidade
na dispersão, considerando diferentes coeficientes de confiabilidade. É possível verificar
que a raiz do erro quadrático médio diminui com o aumento do tamanho amostral, para
todos os coeficientes de confiabilidade considerados. Pode-se notar também que o método
naive apresenta o pior desempenho, especialmente quando o coeficiente de confiabilidade é
igual a k � 0.50. Neste caso, os métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa)
e pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) apresentam melhores resultados, quando
considera-se os estimadores associados à média.

É notável que os valores da REQM dos estimadores de todos os parâmetros são
expressivamente reduzidos neste cenário em que os valores de φ são consideravelmente
superiores aos valores de φ no Cenário 4, mesmo considerando a estimação do parâmetro
adicional ligado a não linearidade do modelo de dispersão e o fato dos valores da média
estarem próximos do limite inferior do intervalo unitário.

As Figuras 2.9 e 2.10 apresentam os vieses estimados dos estimadores associados aos
modelos da média e dispersão, respectivamente, do modelo de regressão beta não linear
com erros de medida e não linearidade na dispersão, considerando diferentes coeficientes
de confiabilidade. Os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada)
e pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) apresentam melhores
resultados do que os métodos naive (Naive) e calibração da regressão (Calibração da
regressão). Como esperado o método naive apresentou o pior desempenho, especialmente
para os parâmetros associado à variável com erro de medida, β1 (Figuras 2.9 (g)-(i)) e λ1

(Figuras 2.10 (g)-(i)).
Outro fator importante está associado aos parâmetros do modelo da dispersão. Note
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Tabela 2.10: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1,
γ0, γ1 e λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas e não
linearidade na dispersão. Valores verdadeiros: α0 � 0, 7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, γ0 � 1.5, γ1 � 2.0,
λ1 � 1.3, µx � 1.5 e σ2

x � 0.5. Cenário 5.

kx n α0 α1 β1 γ0 γ1 λ1
Naive 0.20428 0.40902 0.12478 0.49266 1.25042 0.44051

60 RC 0.14835 0.40902 0.08259 0.53427 1.25042 0.41499
MVa 0.15697 0.42310 0.08785 0.88640 1.31510 0.50744
MPVa 0.15685 0.42315 0.08777 0.88563 1.31407 0.50696
Naive 0.18479 0.35107 0.11605 0.41797 1.20129 0.40392

0.95 80 RC 0.12505 0.35107 0.07057 0.46201 1.20129 0.37302
MVa 0.12612 0.36464 0.07013 0.65221 1.17428 0.41134
MPVa 0.12606 0.36461 0.07009 0.65185 1.17361 0.41115
Naive 0.15678 0.24570 0.10300 0.29966 1.07865 0.36320

160 RC 0.08790 0.24570 0.05058 0.34893 1.07865 0.32253
MVa 0.08779 0.26119 0.04889 0.39655 0.95334 0.26493
MPVa 0.08778 0.26117 0.04888 0.39655 0.95290 0.26493
Naive 0.68453 0.69175 0.46401 0.64930 1.65628 0.79470

60 RC 0.31434 0.69175 0.19643 0.97705 1.65628 0.66835
MVa 0.32192 0.85809 0.19386 2.12353 2.20139 1.06102
MPVa 0.31137 0.85625 0.18554 2.05383 2.15598 1.02825
Naive 0.66686 0.60702 0.45637 0.61357 1.67535 0.77804

0.75 80 RC 0.26802 0.60702 0.16992 0.92863 1.67535 0.63399
MVa 0.27579 0.81356 0.16549 1.71962 2.12388 0.89203
MPVa 0.26732 0.81263 0.15932 1.67585 2.08388 0.86703
Naive 0.64120 0.44555 0.44731 0.59714 1.62987 0.74931

160 RC 0.18786 0.44555 0.12835 0.89719 1.62987 0.57940
MVa 0.18440 0.67889 0.11076 0.94733 1.80180 0.57941
MPVa 0.18133 0.67845 0.10853 0.92657 1.78092 0.56796
Naive 1.21768 0.88650 0.84122 0.80027 1.77735 1.00054

60 RC 0.86322 0.88655 0.56083 1.60099 1.77727 0.84716
MVa 0.59950 1.05943 0.37695 2.05466 2.38974 1.12708
MPVa 0.57699 1.05200 0.36270 1.93120 2.30627 1.07053
Naive 1.20496 0.79073 0.83553 0.79238 1.81518 0.98872

0.50 80 RC 0.67878 0.79073 0.44125 1.49155 1.81518 0.76113
MVa 0.49298 0.98860 0.30881 1.75572 2.37612 0.98145
MPVa 0.48611 0.98378 0.30322 1.66581 2.28477 0.93848
Naive 1.18223 0.61159 0.83129 0.80253 1.77508 0.97930

160 RC 0.37259 0.61159 0.25619 1.37536 1.77508 0.68587
MVa 0.31677 0.80122 0.20083 1.18807 2.02659 0.68066
MPVa 0.30853 0.80046 0.19538 1.14019 1.96493 0.65577

que, para os parâmetros γ0 (Figura 2.10 (a)-(c)), γ1 (Figura 2.10 (d)-(f)) e λ1 ((Figura 2.10)
(g)-(i)), apenas os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada) e
pseudo-verossimilhança (Pseudo MV aproximada) diminuem o viés com o aumento do
tamanho da amostra.



75

 

 

 
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5
2.

0

60 80 160
Tamanho amostral

(a)

V
ié

s
α0

kx = 0.95

●

MV aproximada
Pseudo MV aproximada
Calibração da regressão
Naive

 

 
 

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

60 80 160

kx = 0.75

(b)

α0
 

 

 
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5
2.

0

60 80 160
(c)

kx = 0.50
α0

 

 

 
−

0.
3

−
0.

1
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4

60 80 160

V
ié

s

(d)

α1  

 

 
−

0.
3

−
0.

1
0.

1
0.

2
0.

3
0.

4

60 80 160(e)

α1  

 
 

−
0.

3
−

0.
1

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

60 80 160
(f)

α1

 

 

 
−

0.
8

−
0.

6
−

0.
4

−
0.

2
0.

0

60 80 160

V
ié

s

(g)

β1  

 

 
−

0.
8

−
0.

6
−

0.
4

−
0.

2
0.

0

60 80 160(h)

β1  

 

 
−

0.
8

−
0.

6
−

0.
4

−
0.

2
0.

0

60 80 160
(i)

β1

Figura 2.9: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para os coeficientes de confiablidade
kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de
medida alto). Valores verdadeiros: α0 � 0.7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, µx � 1.5 e σ2

x � 0.5. Cenário
5: Modelo com não linearidade na dispersão.

Tanto os valores da REQM quanto o comportamento do vieses estimados dos estimado-
res apontam para a grande dificulade em estimar o modelo conjuntamente não linear para
a média e para a dispersão. A maior dificuldade encontra-se na estimação dos parâmetros
associados a não linearidade, neste caso α1 (Figura 2.9 (d)-(f)) e γ1 (Figura 2.10 (d)-(f)).
Mas os estimadores do parâmetro associado ao erro de medida no modelo da dispersão
também apresentam um pobre desempenho tanto quanto a viés quanto a REQM.
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Figura 2.10: Vieses estimados dos estimadores de γ0, γ1 e λ1 para os coeficientes de confiabilidade
kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de
medida alto). Valores verdadeiros: γ0 � 1.5, γ1 � 2.0, λ1 � 1.3, µx � 1.5 e σ2

x � 0.5. Cenário 5:
Modelo com não linearidade na dispersão.

2.4 Conclusões

Neste capítulo propomos o modelo de regressão beta não linear com erros de medidas.
Utilizamos três métodos de estimação: máxima verossimilhança apoximada (MVa), máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e calibração da regressão (RC). Também
avaliamos o método naive, em que ajusta-se o modelo considerando erroneamente que a
variável não apresenta erro de medida.

Através das simulações de Monte Carlo avaliamos o desempenho dos estimadores
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estudados através da média, do viés e da raiz do erro quadrático médio. Concluímos
que, de modo geral, os métodos da MVa e MPVa apresentaram os melhores desempenhos.
Além disso, verificamos que o desempenho dos estimadores associados à não lineariade
e dispersão variável são afetados negativamente quando o coeficiente de confiabilidade
diminui.
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3 DISTRIBUIÇÕES ASSINTÓTICAS
As distribuições assintóticas dos estimadores obtidos pelos métodos estudados no

Capítulo 2 serão discutidas aqui. As propriedades assintóticas dos estimadores são
fundamentais para a construção dos intervalos de confiança e testes de hipóteses. Neste
capítulo serão apresentados intervalos de confiança associados aos diversos métodos de
estimação e os mesmos são avaliados por estudos de simulação.

3.1 Distribuições assintóticas dos estimadores

3.1.1 Máxima verossimilhança aproximada

Um dos métodos comumente utilizados na literatura na estimação paramétrica é o
método de máxima verossimilhança, cujos estimadores obtidos sob certas condições apresen-
tam tipicamente boas propriedades como consistência, eficiência e normalidade assintótica
(Cramér, 1999). Considere o vetor de parâmetros desconhecidos Ψ � pθJ, ξJ,σ2J

e qJ, em
que θ � pαJ,βJ,γJ,λJqJ denota o vetor de parâmetros de interesse e pξJ,σ2J

e qJ o vetor
de parâmetros de perturbação, sendo ξJ � pµJx , σ2J

x qJ . Para grandes amostras e sob as
condições usuais de regularidade, a distribuição aproximada do estimador de máxima ve-
rossimilhança do vetor de parâmetros Ψ, denotado por pΨ, é normal multivariada de média
Ψ e matriz de variâncias e covariâncias IppΨq�1 em que IpΨq � IEr�B2`pΨq{BΨBΨJs é a
matriz de informação esperada.

O conceito de informação está associado à curvatura média do logaritmo da função de
verossimilhança, no sentido de que quanto maior a curvatura mais precisa é a informação
contida com base em diversas amostras, ou equivalentemente. Podemos considerar IpΨq
como uma medida de informação global, mas em muitas situações não é possível encontrar
os valores esperados ou a informação baseada em várias amostras, por exemplo, em modelos
associados a tempos de vida na presença de censura. Assim, recomenda-se o uso da matriz
de informação observada, denotada por JpΨq � �B2`pΨq{BΨBΨJ. Em modelos não
lineares com erros de medida, utilizar a matriz de informação observada no lugar da matriz
de informação esperada se torna útil (Buonaccorsi e Tosteson, 1993).

Os modelos mistos, modelos com efeitos aleatórios e modelos com erros de medida,
possuem o logaritmo da função de verossimilhança que depende de integrais difíceis de
serem resolvidas. Para solucionar esta problemática técnicas numéricas de integração são
tipicamente utilizadas. Aqui, fizemos uso do método de quadratura de Gauss-Hermite.

A partir do logaritmo da função de verossimilhança aproximada é obtido o vetor
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escore aproximado, Ua � B`apΨq{BpΨq, e a matriz de informação observada aproximada,
JapΨq � �B2`apΨq{BpΨqBpΨqJ, em que Ψ � pαJ, βJ,γJ, λJ, µx, σ2

xqJ. O vetor escore
aproximado para o modelo de regressão beta com erros de medida foi apresentado no
Capítulo 2. A matriz de informação observada aproximada definida por

JapΨq �

���������������������

B2`apΨq
BαBαJ

B2`apΨq
Bαdβ

B2`apΨq
BαBγJ

B2`apΨq
Bαdλ

B2`apΨq
Bαdµx

B2`apΨq
Bαdσ2

x

B2`apΨq
dβdβ

B2`apΨq
dβBγJ

B2`apΨq
dβdλ

B2`apΨq
dβdµx

B2`apΨq
dβdσ2

x

B2`apΨq
BγBγJ

B2`apΨq
Bγdλ

B2`apΨq
Bγdµx

B2`apΨq
Bγdσ2

x

B2`apΨq
dλdλ

B2`apΨq
dλdµx

B2`apΨq
BλBσ2

x

B2`apΨq
dµxdµx

B2`apΨq
dµxdσ2

x

B2`apΨq
dσ2
xdσ

2
x

���������������������
npΨq�npΨq

, (3.1)

em que npΨq � pp� 1q � pq̌ � 1q � 2   n, encontra-se detalhada no Apêndice 7.1.
A distribuição assintótica do estimador MVa, ou seja, considerando o método de

máxima verossimilhança aproximada, é normal com média Ψ e matriz de variâncias e
covariâncias J�1

a pΨq, ou seja, para n e Q suficientemente grande,

pΨ � NpΨ, J�1
a pΨqq, (3.2)

aproximadamente (Guolo, 2011).
Considere a seguinte matriz de informação observada contendo apenas os parâmetros

de interesse:

Japα, β,γ, λq �

����
J
apααq Japαβq Japαγq Japαλq

Japββq Japβγq Japβλq
Japγγq Japγλq

Japλλq

����
npα,β,γ ,λq�npα,β,γ ,λq

, (3.3)

em que npΨq � pp � 1q � pq̌ � 1q   n e os elementos são detalhados no Apêndice 7.1.
Com base na Equação (3.2) e utilizando o método delta podemos construir intervalos de
confiança assintóticos para os parâmetros do modelo definido em (2.3) e (2.4) com nível
de 95% de confiança dado por�

g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq, g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq
�

e �
g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq, g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq

�
,
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em que η̂1t � f1pzJt , x�t ; α̂, β̂q e η̂2t � f2pvJt , x�t ; γ̂, λ̂q.
Considerando, por exemplo β, parâmetro associado ao modelo da média, temos que

o erro-padrão é dado por e.p.pη̂1tpβqq �
d�

Bη1t
Bβ

���J
β�β̂

Ĵ
�
apββq

Bη1t
Bβ

���
β�β̂



, em que J�apββq é a

inversa da matriz de informação observada Japββq.

3.1.2 Máxima pseudo-verossimilhança aproximada

A máxima pseudo-verossimilhança é uma técnica comumente utilizada para a estimação
dos parâmetros quando o modelo avaliado tem parâmetros de interesse e perturbação.
A teoria de equações de estimação é usada para determinar a distribuição assintótica
dos estimadores de máxima pseudo-verossimilhança aproximada (ver Carroll et al.,2006 e
Guolo, 2011). Carroll e Ruppert (1988) utilizaram a teoria de equações de estimação para
analisar vários métodos de transformação e ponderação em modelos de regressão. Outra
boa referência é Godambe (1991). Anteriormente denotamos os vetores de parâmetros de
interesse e perturbação por θ e pξJ,σ2

e

JqJ, respectivamente. Como a variância do erro σ2
e

é conhecida, o parâmetro σ2
e é omitido da notação. Considere pyt,wtq, para t � 1, . . . , n,

os n pares de variáveis aleatórias observadas, em que a cada t-ésima unidade amostral
associa-se uma função de estimação ψt. A função de estimação para uma amostra é dada
pela seguinte expressão:

Ψnpy,w;θ, ξq �
ņ

t�1
ψtpyt, wt;θ, ξq, (3.4)

em que y � py1, y2, . . . , ynqJ. Assim, a Equação (3.4) é restringida de tal forma que
Ψnpy,w;θ, ξq � 0 denota a equação de estimação.

Como discutido anteriormente, a estimação por máxima pseudo-verossimilhança estima
o vetor de parâmetros de perturbação, ξ, a partir de uma equação de estimação que é
definida por

ņ

t�1
ψ1tpwt; ξq � 0. (3.5)

Note que a função de estimação (3.5) depende apenas de wt e ξ. Após a estimação de ξ,
estima-se o vetor de parâmetros de interesse a partir de outra equação de estimação dada
por

ņ

t�1
ψ2tpyt, wt;θ, pξq � 0, (3.6)

em que pξ é fixo e obtido em (3.5). Como o par pθ, pξq é solução simultânea de (3.5) e (3.6),
a distribuição assintótica de ppθ, pξq é determinada a partir de uma equação de estimação
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única que é dada por

n�1
ņ

t�1

�
ψ1tpwt; ξq

ψ2tpyt, wt;θ, pξq


�
�

0
0



;

para mais detalhes, ver Carroll et al. (2006). O objetivo aqui é obter a distribuição
assintótica do estimador do vetor de parâmetros de interesse θ. Sob as condições de
regularidade dadas em Gong e Samaniego (1981), a distribuição assintótica de

?
nppθ � θq

é normal com média 0 e matriz de variâncias e covariâncias Σ (Carroll et al., 2006; Guolo,
2011), em que

Σ � I�1
θθIpI

�1
θθ,

Ip � Σθθ � IθξI
�1
ξξΣξθ � ΣJ

ξθI
�1
ξξI

J
ξθ � IθξI

�1
ξξΣξξI

�1
ξξI

J
θξ. (3.7)

Os componentes da matriz Σ são dados por

Iθθ � �
ņ

t�1
IE

"B`ptpθ, ξq
BθθJ

*����
ξ�pξ ,

Iξξ � �
ņ

t�1
IE
"B`rtpξq
BξξJ

*
,

Iθξ � �
ņ

t�1
IE

"B`ptpθ, ξq
BθξJ

*����
ξ�pξ ,

Σθθ �
ņ

t�1

B`ptpθ, ξq
Bθ

����
ξ�pξ

#
B`ptpθ, ξq

Bθ
����
ξpξ

+J

,

Σξθ �
ņ

t�1

B`ptpξq
Bξ

#
B`ptpθ, ξq

Bθ
����
ξpξ

+J

,

Σξξ �
ņ

t�1

B`rtpξq
Bξ

"B`ptpξq
Bξ

*J
,

em que `rtpξq e `ptpθ, ξq são as t-ésimas parcelas do logaritmo da função de verossimilhança
de `rpξq e `ppθ, ξq, respectivamente (Guolo, 2011), θ � pαJ, βJ,γJ, λJqJ denota o vetor
de parâmetros de interesse e ξ � pµx, σ2

xqJ denota o vetor de parâmetros de perturbação.
Como no modelo proposto por Carrasco et al. (2014), para o modelo de regressão beta não
linear com erros de medida, as matrizes Iθθ, Iξξ e Iθξ não possuem formas explícitas.
Uma vez que a integral é aproximada numericamente, é utilizado simplesmente as segundas
derivadas de `rtpξq e `ptpθ, ξq, desta forma a matriz de informação esperada é substituída
pela matriz de informação observada (Buonaccorsi e Tosteson, 1993).

Os intervalos de confiança assintóticos de nível 95% de confiança para η1t e η2t são
dados, respectivamente, por�

g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq, g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq
�
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e �
g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq, g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq

�
,

em que η̂1t � f1pzJt , x�t ; α̂, β̂q e η̂2t � f2pvJt , x�t ; γ̂, λ̂q. Considerando, por exemplo,
o parâmetro associado ao modelo da média, β, temos que o erro-padrão é dado por

e.p.pη̂1tpβqq �
d�

Bη1t
Bβ

���J
β�β̂

Σ̂ββ
Bη1t
Bβ

���
β�β̂



.

3.1.3 Calibração da regressão

O método de calibração da regressão é bastante usado em modelos com erros de medida
por sua simplicidade. A ideia principal deste método é substituir a variável não observada
xt por alguma estimativa da esperança condicional de xt dado wt, Epxt|wtq.

Os intervalos de confiança assintóticos de nível 95% de confiança para η1t e η2t são
dados, respectivamente, por�

g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq, g�1pη̂1t � 1.96e.p.pη̂1tqq
�

e �
g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq, g�1pη̂2t � 1.96e.p.pη̂2tqq

�
,

em que η̂1t � f1pzJt , Epx|wtq; α̂, β̂q e η̂2t � f2pvJt , Epx|wtq; γ̂, λ̂q.
As estimativas dos erros-padrão dos estimadores que são usados para construção dos

intervalos de confiança podem ser aproximadas utilizando o método de bootstrap não
paramétrico (Carroll et al., 2006). Para determinar os erros-padrão dos estimadores,
utilizou-se o método bootstrap que segue o seguinte algoritmo:

1. Selecionou-se B amostras independentes, x�1, . . . ,x�B, cada uma consistindo de n
valores selecionados com reposição de x. Tomou-se B � 30.

2. Calculou-se a réplica bootstrap para cada amostra bootstrap:

θ̂�pbq � spx�bq, b � 1, . . . , B.

3. Estimou-se o erro-padrão e.p.F pθ̂q pelo desvio padrão amostral das B réplicas:

ye.p.B �
�

1
B � 1

B̧

b�1
pθ̂�pbq � θ̂�p�qq2

� 1
2

,

em que

θ̂�p�q � 1
B

B̧

b�1
θ̂�pbq.
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3.2 Avaliação numérica

Os desempenhos dos estimadores intervalares dos parâmetros do modelo de regressão
beta não linear com erros de medida foram avaliados através do estudo de simulações de
Monte Carlo com R � 10000 réplicas.

A seguir são apresentadas as taxas de cobertura (TC) dos intervalos de confiança com
coeficientes de confiança nominal 90%, 95% e 99%. Esta medida foi estimada da seguinte
forma

TC � #tΨj P ICrΨj; 1 � αsu
R

,

em que Ψj é o j-ésimo elemento de Ψ � pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4qJ � pα, β,γ, λqJ, R é o número
de réplicas de Monte Carlo e ICrΨj ; 1�αs é o intervalo de confiança para Ψj com coeficiente
nominal 1 � α.

3.2.1 Cenário 1: Dispersão constante

Considere o modelo de regressão beta não linear com erros de medida sob o enfoque
estrutural com a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
1 � β1x1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que, t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Como para cada réplica
de Monte Carlo são geradas diferentes amostras aleatórias de tamanhos n � 40, 80 e
160, não é possível obter um único intervalo para a média da variável resposta. Vale
salientar também que o parâmetro γ0 conduziu ao valor de φ � 150 (148.41), constante.
Inicialmente consideramos Q � 50 pontos de quadratura.

As Figuras 3.1 e 3.2 apresentam as taxas de cobertura dos intervalos com 95% de
confiança para os estimadores do modelo do Cenário 1, considerando diferentes valores para
o coeficiente do confiabilidade. É possível observar que os métodos aproximados de máxima
verossimilhança (MV aproximada) e pseudo-verossimilhança (Pseudo MV aproximada)
têm comportamentos semelhantes e com o aumento do número de observações as taxas de
cobertura tendem para os valores desejados. Já os métodos naive (Naive) e calibração de
regressão (Calibração da regressão) apresentam os piores desempenhos para os parâmetros
β1 e γ0, havendo uma diminuição da taxa de cobertura com o aumento do número de
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observações. Com o aumento do erro de medida, ou seja, a diminuição do coeficiente
de confiabilidade, nota-se que é necessário um número maior de observações para que a
taxa de cobertura definida seja alcançada, especialmente para o parâmetro associado à
dispersão.
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Figura 3.1: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para os parâmetros α0,
α1 e β1 do modelo de regressão beta não linear com erros de medida com dispersão contante.
Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida
moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Cenário 1.

Para um erro pequeno, ou seja, kx � 0.95, é possível verificar que, considerando os
parâmetros α0 e α1, todos os estimadores apresentam resultados semelhantes. Para o
parâmetro β1 nota-se que o método Naive apresenta pior resultado, o que é esperado, pois o
mesmo não considera o erro de medida, como mostra as Figuras 3.1 (g)-(i). É notável como



85

o aumento do erro de medida prejudica os desempenhos dos intervalos de confiança para α1,
parâmetro associado a não linearidade, no que diz respeito aos métodos de estimação da
máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa), como mostra as Figuras 3.1 (d)-(f).
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Figura 3.2: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para o parâmetro γ0 do
modelo de regressão beta não linear com erros de medida com dispersão contante. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida baixo). Cenário 1.

As Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 apresentam as taxas de cobertura (certo), os comprimentos
médios (comp) e as taxas de não cobertura (inf e sup) dos intervalos de 90% de confiança
para os parâmetros do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas com
dispersão constante, consideranto os coeficientes de confiabidade iguais a 0.95, 0.75 e
0.50, respectivamente. Nota-se que as taxas de cobertura para o parâmetro de não
linearidade α1 decaem com o aumento do erro de medida, ou seja, quando o coeficiente de
confiabilidade diminui. De fato, para kx � 0.50 as taxas de cobertura são muito baixas
para os métodos MVa e MPVa os quais apresentam desempenho tipicamente bom com
relação aos demais parâmetros do modelo. Ressalta-se que em todos os casos φ � 148.41 e
que uma investigação para valores maiores de φ se faz necessária.

De modo geral, para todos os coeficientes de confiabilidade, verificou-se que a taxa de
cobertura aumenta com o aumento do número de observações. Para o estimador associado
à variável com erros de medidas, β1, o método Naive apresenta o pior desempenho, ou seja,
o método superestima o parâmetro β1. Além disso, considerando o parâmetro associado à
dispersão, γ0, notou-se que os métodos Naive e RC apresentam péssimos desempenhos
quanto a cobertura e que os métodos MVa e MPVa possuem intervalos cujos comprimentos
se reduzem com o aumento do tamanho da amostra. Vale salientar que, com o aumento
do erro de medida, os métodos Naive e RC pioram muito seus resultados em relação ao
parâmetro γ0.
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Para os intervalos com 99% de confiança, resultados similares foram encontrados
e os mesmos estão disponíveis nas Tabelas 9, 10 e 11 no Apêndice 7.1, considerando
os coeficientes de confiabilidade kx � 0.50, kx � 0.75 e kx � 0.95, respectivamente.
Novamente, para todos os coeficientes de confiabilidade, verificou-se que a taxa de cobertura
aumenta com o aumento do número de observações. Resultados similares são verificados
quando consideramos o nível de 99% de confiança.

3.2.2 Cenário 2: Dispersão variável

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
com dispersão variável, sob o enfoque estrutural, apresenta a estrutura

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � λ1xt1 e

wt � xt � et, t � 1, 2, . . . , n.

Aqui, foram geradas ocorrências da covariável zt1 � Up0.2, 1.2q e os verdadeiros valores
dos parâmetros são α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
Considerou-se diferentes tamanhos de amostras n � p40, 80, 160q e o ponto de quadratura
foi Q � 50.

As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam as taxas de cobertura dos intervalos com 95% de
confiança para os estimadores associados aos modelos da dispersão e da média, respectiva-
mente, para o modelo do Cenário 2, considerando diferentes valores para o coeficiente do
confiabilidade.

Note que os métodos de MVa e MPVa apresentam melhores desempenhos para todos
os coeficientes de confiabilidade considerados. Considerando o parâmetro associado à
variável com erro de medida, β1, é possível notar que o método Naive apresenta o pior
resultado, especialmente com o aumento do coeficiente de confiabilidade (kx) e tamanho
amostral (n). Em relação aos parâmetros associados à dispersão do modelo, mais uma vez
os estimadores MVa e MPVa apresentam os melhores resultados, tentendo para a taxa de
cobertura com o aumento do tamanho amostral.

Neste cenário em que a dispersão é modelada é notável a melhora do desempenho dos
intervalos de confiança para α1, parâmetro que define a não linearidade do modelo, no que
diz respeito aos métodos MVa e MPVa (Figura 3.4 (d)-(f)).

As Tabelas 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam as taxas de cobertura (certo), os comprimentos
médios (comp) e as taxas de não cobertura (inf e sup) dos intervalos de 90% de confiança
para os parâmetros do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas com
dispersão variável, para os coeficientes de confiabilidade de kx � 0.95, kx � 0.75 e kx � 0.50,
respectivamente.
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Figura 3.3: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para os parâmetros γ0 e λ1
do modelo de regressão beta não linear com erros de medida com dispersão variável. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida baixo). Cenário 2.

Considerando o coeficiente de confiabilidade, kx � 0.95, verificou-se que a taxa de
cobertura diminui com o aumento do número de medidas, em relação ao parâmetro α0,
apenas para o método RC.

Em relação ao parâmetro, α1 (não linearidade) verificou-se que a taxa de cobertura
aumenta com o aumento do número de medidas, em todos os métodos avaliados. Para o
estimador associado à variável com erros de medidas, β1, o método MVa apresenta o melhor
desempenho. Além disso, o método Naive superestima o parâmetro β1. Considerando o
parâmetro associado à dispersão, γ0, notou-se que os métodos Naive e RC apresentam os
piores desempenhos e para o parâmetro relacionado à variável com erro de medida, λ1, os
métodos MVa e MPVa possuem os melhores resultados (Tabela 3.4).

O mesmo pode ser verificado quando se consideram os coeficientes de confiabilidade
iguais a kx � 0.75 e kx � 0.50 (Tabela 3.5 e Tabela 3.6, repectivamente), exceto em relação
ao parâmetro α0, em que a taxa de cobertura aumenta com o aumento do tamanho da
amostra para todos os métodos avaliados.

Vale salientar que, com o aumento do erro de medida, os métodos Naive e RC pioraram
muito seus resultados quanto à estimação intervalar em relação aos parâmetros γ0 e λ1
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Figura 3.4: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para os parâmetros α0,
α1 e β1 do modelo de regressão beta não linear com erros de medida com dispersão variável.
Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida
moderado) e kx � 0.50 (erro de medida baixo). Cenário 2.

(associado ao erro de medida da covariável do submodelo da dispersão). Além disso, há um
aumento considerável no comprimento dos intervalo obtido pelo método MPVa. Nota-se
uma melhoria considerável nas taxas de cobertura relativas ao intervalo de confiança dos
parâmetros de não linearidade da média quantos aos métodos MVa e MPVa.

Para os intervalos com 99% de confiança, resultados similares foram encontrados e
os mesmos estão disponíveis nas Tabelas 12, 13 e 14, Apêndice 7.1, considerando os
coeficientes de confiabilidade kx � 0.50, kx � 0.75 e kx � 0.95, respectivamente.



92

Ta
be

la
3.

4:
Ta

xa
s
de

co
be

rt
ur
a
e
co
m
pr
im

en
to
s
m
éd

io
s
do

s
in
te
rv
al
os

de
90

%
de

co
nfi

an
ça

pa
ra

os
pa

râ
m
et
ro
s
do

m
od

el
o
de

re
gr
es
sã
o
be

ta
nã

o
lin

ea
r
co
m

er
ro
s
de

m
ed

id
as

co
m

di
sp
er
sã
o
va
riá

ve
l,
ut
ili
za
nd

o
os

es
tim

ad
or
es

ob
tid

os
pe

lo
s
m
ét
od

os
na

iv
e
(N

ai
ve
),
ca
lib

ra
çã
o
da

re
gr
es
sã
o
(R

C
),

m
áx

im
a
ve
ro
ss
im

ilh
an

ça
ap

ro
xi
m
ad

a
(M

Va
)
e
m
áx

im
a
ps
eu

do
-v
er
os
sim

ilh
an

ça
(M

PV
a)
.
C
oe
fic

ie
nt
e
de

co
nfi

ab
ili
da

de
k
x
�

0.
95
.
C
en

ár
io

2.

n
�

40
n
�

80
n
�

16
0

k
x

θ̂
In
te
rv
al
o

M
d
µ
t
�

0.
51

56
M
d
µ
t
�

0.
49

89
M
d
µ
t
�

0.
49

62
φ
t
Pr

2.
12

19
;9

4.
46

78
s

φ
t
Pr

1.
72

09
;1

17
.8

15
2s

φ
t
Pr

1.
41

57
;1

45
.5

67
5s

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

N
ai
ve

6.
00

87
.3
8

6.
62

0.
35

5.
26

89
.1
4

5.
60

0.
27

5.
76

89
.0
8

5.
16

0.
19

α
0

RC
4.
97

89
.1
8

5.
85

0.
38

5.
17

89
.0
5

5.
78

0.
28

6.
08

88
.4
3

5.
49

0.
19

M
Va

6.
58

87
.3
2

6.
10

0.
35

6.
27

88
.6
8

5.
05

0.
27

7.
15

88
.4
7

4.
38

0.
19

M
PV

a
6.
66

87
.0
3

6.
31

0.
36

6.
43

88
.1
7

5.
40

0.
27

7.
09

88
.6
2

4.
29

0.
19

N
ai
ve

5.
26

84
.1
5

10
.5
9

2.
34

3.
97

86
.9
7

9.
06

2.
01

3.
62

88
.7
1

7.
67

1.
33

α
1

RC
5.
17

85
.8
8

8.
95

2.
56

4.
99

86
.1
1

8.
90

2.
08

4.
78

87
.1
2

8.
10

1.
33

M
Va

5.
83

84
.1
3

10
.0
4

2.
33

4.
77

86
.5
8

8.
65

2.
00

4.
70

88
.3
6

6.
94

1.
32

M
PV

a
7.
62

81
.1
3

11
.2
5

2.
27

6.
55

83
.8
5

9.
60

1.
96

5.
42

87
.2
8

7.
30

1.
31

N
ai
ve

2.
15

81
.7
0

16
.1
5

0.
32

0.
93

77
.9
9

21
.0
8

0.
22

0.
33

67
.3
6

32
.3
1

0.
15

0.
95

β
1

RC
5.
27

87
.9
7

6.
76

0.
37

5.
03

86
.5
0

8.
47

0.
23

4.
47

84
.5
8

10
.9
5

0.
16

M
Va

5.
13

86
.9
6

7.
91

0.
35

3.
65

88
.8
3

7.
52

0.
24

3.
08

88
.1
3

8.
79

0.
17

M
V
Pa

6.
36

84
.2
8

9.
36

0.
33

4.
51

86
.9
9

8.
50

0.
23

3.
76

86
.5
6

9.
68

0.
16

N
ai
ve

8.
91

86
.2
5

4.
84

0.
72

3.
61

85
.8
8

10
.5
1

0.
50

1.
21

79
.1
1

19
.6
8

0.
35

γ
0

RC
8.
05

87
.7
0

4.
25

0.
80

3.
92

85
.9
3

10
.1
5

0.
52

1.
37

79
.2
8

19
.3
5

0.
36

M
Va

15
.7
2

83
.0
8

1.
20

0.
86

11
.6
2

86
.8
6

1.
52

0.
59

10
.3
7

87
.8
6

1.
77

0.
41

M
Vp

a
19
.1
8

78
.9
0

1.
92

0.
81

13
.3
9

84
.5
0

2.
11

0.
57

10
.8
2

87
.0
7

2.
11

0.
40

N
ai
ve

3.
04

83
.7
0

13
.2
6

0.
81

1.
01

76
.4
0

22
.5
9

0.
53

0.
22

60
.6
5

39
.1
3

0.
36

λ
1

RC
2.
96

91
.2
4

5.
80

1.
07

2.
38

83
.1
9

14
.4
3

0.
58

1.
02

72
.7
6

26
.2
2

0.
37

M
Va

4.
59

89
.5
1

5.
90

0.
98

3.
04

89
.4
0

7.
56

0.
64

1.
88

87
.5
9

10
.5
3

0.
43

M
PV

a
7.
80

83
.3
0

8.
90

0.
86

4.
75

84
.9
8

10
.2
7

0.
57

2.
74

84
.1
1

13
.1
5

0.
40



93

Ta
be

la
3.

5:
Ta

xa
s
de

co
be

rt
ur
a
e
co
m
pr
im

en
to
s
m
éd

io
s
do

s
in
te
rv
al
os

de
90

%
de

co
nfi

an
ça

pa
ra

os
pa

râ
m
et
ro
s
do

m
od

el
o
de

re
gr
es
sã
o
be

ta
nã

o
lin

ea
r
co
m

er
ro
s
de

m
ed

id
as

co
m

di
sp
er
sã
o
va
riá

ve
l,
ut
ili
za
nd

o
os

es
tim

ad
or
es

ob
tid

os
pe

lo
s
m
ét
od

os
na

iv
e
(N

ai
ve
),
ca
lib

ra
çã
o
da

re
gr
es
sã
o
(R

C
),

m
áx

im
a
ve
ro
ss
im

ilh
an

ça
ap

ro
xi
m
ad

a
(M

Va
)
e
m
áx

im
a
ps
eu

do
-v
er
os
sim

ilh
an

ça
(M

PV
a)
.
C
oe
fic

ie
nt
e
de

co
nfi

ab
ili
da

de
k
x
�

0.
75
.
C
en

ár
io

2.

n
�

40
n
�

80
n
�

16
0

k
x

θ̂
In
te
rv
al
o

M
d
µ
t
�

0.
51

57
M
d
µ
t
�

0.
49

89
M
d
µ
t
�

0.
49

62
φ
t
Pr

2.
11

06
;9

3.
24

45
s

φ
t
Pr

1.
72

02
;1

17
.6

78
4s

φ
t
Pr

1.
41

61
;1

45
.6

05
8s

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

N
ai
ve

4.
67

87
.6
3

7.
70

0.
41

3.
59

88
.8
9

7.
52

0.
32

3.
25

88
.4
6

8.
29

0.
22

α
0

RC
4.
65

87
.2
3

8.
12

0.
44

3.
82

86
.8
0

9.
38

0.
33

3.
78

85
.2
7

10
.9
5

0.
22

M
Va

6.
88

87
.1
9

5.
93

0.
43

6.
32

88
.6
5

5.
03

0.
33

7.
12

88
.5
3

4.
35

0.
22

M
PV

a
6.
33

88
.6
3

5.
04

0.
67

6.
29

88
.7
1

5.
00

0.
34

7.
17

88
.5
3

4.
30

0.
22

N
ai
ve

4.
05

82
.6
7

13
.2
8

2.
73

2.
68

84
.4
2

12
.9
0

2.
36

1.
86

86
.3
8

11
.7
6

1.
57

α
1

RC
4.
79

84
.1
6

11
.0
5

2.
88

4.
21

84
.1
2

11
.6
7

2.
36

3.
10

84
.8
1

12
.0
9

1.
54

M
Va

7.
14

81
.3
4

11
.5
2

2.
65

5.
11

85
.3
8

9.
51

2.
31

4.
50

87
.8
0

7.
70

1.
54

M
PV

a
8.
24

79
.0
8

12
.6
8

3.
39

6.
54

82
.9
5

10
.5
1

2.
28

5.
43

86
.4
8

8.
09

1.
52

N
ai
ve

0.
03

27
.8
4

72
.1
3

0.
34

0.
00

7.
04

92
.9
6

0.
23

0.
00

0.
26

99
.7
4

0.
16

0.
75

β
1

RC
12
.1
0

73
.2
0

14
.7
0

0.
38

11
.8
6

69
.8
6

18
.2
8

0.
24

8.
70

68
.2
5

23
.0
5

0.
16

M
Va

4.
89

86
.5
4

8.
57

0.
52

3.
84

87
.9
8

8.
18

0.
36

2.
68

88
.2
1

9.
11

0.
25

M
PV

a
5.
07

84
.8
6

10
.0
7

1.
36

4.
90

85
.7
8

9.
32

0.
34

5.
43

86
.2
7

10
.3
4

0.
24

N
ai
ve

0.
53

50
.6
0

48
.8
7

0.
71

0.
02

16
.1
8

83
.8
0

0.
50

0.
00

1.
43

98
.5
7

0.
35

γ
0

RC
0.
57

58
.2
3

41
.2
0

0.
83

0.
03

19
.8
4

80
.1
3

0.
55

0.
00

1.
91

98
.0
9

0.
39

M
Va

6.
90

90
.8
8

2.
22

1.
47

5.
39

91
.4
2

3.
19

0.
96

5.
04

91
.2
1

3.
75

0.
63

M
PV

a
10
.4
9

86
.5
1

3.
00

3.
78

8.
19

88
.0
1

3.
80

0.
95

6.
44

89
.4
0

4.
16

0.
62

N
ai
ve

0.
16

39
.3
1

60
.5
3

0.
71

0.
00

11
.6
6

88
.3
4

0.
47

0.
00

0.
67

99
.3
3

0.
32

λ
1

RC
3.
71

71
.8
5

24
.4
4

0.
96

1.
45

48
.9
6

49
.5
9

0.
53

0.
32

24
.8
1

74
.8
7

0.
34

M
Va

4.
22

88
.5
4

7.
24

1.
43

2.
04

88
.6
8

9.
28

0.
92

0.
72

86
.3
2

12
.9
6

0.
60

M
PV

a
5.
82

83
.8
0

10
.3
8

2.
46

4.
07

83
.4
2

12
.5
1

0.
82

1.
83

81
.0
1

17
.1
6

0.
54



94

Ta
be

la
3.

6:
Ta

xa
s
de

co
be

rt
ur
a
e
co
m
pr
im

en
to
s
m
éd

io
s
do

s
in
te
rv
al
os

de
90

%
de

co
nfi

an
ça

pa
ra

os
pa

râ
m
et
ro
s
do

m
od

el
o
de

re
gr
es
sã
o
be

ta
nã

o
lin

ea
r
co
m

er
ro
s
de

m
ed

id
as

co
m

di
sp
er
sã
o
va
riá

ve
l,
ut
ili
za
nd

o
os

es
tim

ad
or
es

ob
tid

os
pe

lo
s
m
ét
od

os
na

iv
e
(N

ai
ve
),
ca
lib

ra
çã
o
da

re
gr
es
sã
o
(R

C
),

m
áx

im
a
ve
ro
ss
im

ilh
an

ça
ap

ro
xi
m
ad

a
(M

Va
)
e
m
áx

im
a
ps
eu

do
-v
er
os
sim

ilh
an

ça
(M

PV
a)
.
C
oe
fic

ie
nt
e
de

co
nfi

ab
ili
da

de
k
x
�

0.
50
.
C
en

ár
io

2.

n
�

40
n
�

80
n
�

16
0

k
x

θ̂
In
te
rv
al
o

M
d
µ
t
�

0.
51

60
M
d
µ
t
�

0.
49

88
M
d
µ
t
�

0.
49

62
φ
t
Pr

2.
11

82
;9

2.
80

67
s

φ
t
Pr

1.
72

01
;1

17
.2

30
3s

φ
t
Pr

1.
41

60
;1

45
.4

02
7s

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

in
f

ce
rt
o

su
p

co
m
p

N
ai
ve

3.
95

85
.6
5

10
.4
0

0.
46

2.
57

86
.9
3

10
.5
0

0.
36

1.
89

85
.4
7

12
.6
4

0.
25

α
0

RC
7.
15

77
.2
0

15
.6
5

0.
50

4.
40

79
.2
0

16
.4
0

0.
38

3.
47

76
.7
9

19
.7
4

0.
25

M
Va

6.
21

86
.9
1

6.
88

0.
60

6.
11

88
.2
4

5.
65

0.
43

6.
51

89
.1
2

4.
37

0.
29

M
PV

a
4.
37

91
.5
3

4.
10

10
.9
4

5.
28

90
.4
5

4.
27

0.
90

6.
10

89
.8
1

4.
09

0.
33

N
ai
ve

3.
01

79
.6
5

17
.3
4

3.
00

1.
96

80
.7
1

17
.3
3

2.
60

1.
14

81
.7
2

17
.1
4

1.
75

α
1

RC
4.
31

81
.6
3

14
.0
6

3.
13

3.
55

81
.5
2

14
.9
3

2.
61

2.
22

81
.0
2

16
.7
6

1.
73

M
Va

12
.5
6

70
.7
3

16
.7
1

2.
60

7.
00

80
.5
8

12
.4
2

2.
45

5.
32

85
.5
5

9.
13

1.
72

M
PV

a
8.
79

76
.7
6

14
.4
5

22
.4
9

6.
71

81
.2
1

12
.0
8

5.
10

5.
60

85
.3
3

9.
07

1.
89

N
ai
ve

0.
00

0.
66

99
.3
4

0.
31

0.
00

0.
00

10
0.
00

0.
22

0.
00

0.
00

10
0.
00

0.
15

0.
50

β
1

RC
28
.8
6

42
.4
9

28
.6
5

0.
35

25
.8
0

40
.1
7

34
.0
3

0.
22

20
.4
3

39
.1
2

40
.4
5

0.
15

M
Va

15
.4
2

73
.5
7

11
.0
1

0.
79

9.
05

80
.9
6

9.
99

0.
58

5.
68

84
.0
0

10
.3
2

0.
41

M
PV

a
2.
78

85
.1
9

12
.0
3

51
.5
8

4.
56

84
.2
8

11
.1
6

2.
02

5.
23

83
.4
4

11
.3
3

0.
48

N
ai
ve

0.
06

14
.2
5

85
.6
9

0.
71

0.
00

0.
69

99
.3
1

0.
48

0.
00

0.
00

10
0.
00

0.
34

γ
0

RC
0.
54

21
.3
9

78
.0
7

0.
85

0.
01

1.
53

98
.4
6

0.
57

0.
00

0.
00

10
0.
00

0.
41

M
Va

18
.9
6

76
.5
9

4.
45

2.
05

11
.7
5

83
.0
9

5.
16

1.
47

6.
29

87
.5
8

6.
13

0.
99

M
PV

a
12
.1
9

82
.5
6

5.
25

73
.8
3

9.
62

84
.5
6

5.
82

7.
58

7.
27

85
.9
0

6.
83

1.
42

N
ai
ve

0.
00

6.
21

93
.7
9

0.
57

0.
00

0.
11

99
.8
9

0.
37

0.
00

0.
00

10
0.
00

0.
26

λ
1

RC
11
.9
7

42
.1
3

45
.9
0

0.
79

5.
73

25
.2
4

69
.0
3

0.
44

1.
52

11
.4
4

87
.0
4

0.
28

M
Va

13
.6
5

75
.9
4

10
.4
1

1.
79

9.
92

78
.7
6

11
.3
2

1.
19

5.
13

79
.6
0

15
.2
7

0.
79

M
PV

a
5.
80

82
.4
9

11
.7
1

10
0.
07

6.
34

79
.2
1

14
.4
5

4.
36

4.
39

75
.7
1

19
.9
0

0.
98



95

3.2.3 Cenário 3: Não linearidade na dispersão
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Figura 3.5: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para os parâmetros α0, α1 e
β1 do modelo de regressão beta não linear com erros de medida com não linearidade na dispersão.
Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida
moderado) e kx � 0.50 (erro de medida baixo). Cenário 3.

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
com não linearidade na dispersão, sob o enfoque estrutural, apresenta a estrutura

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � vγ1
t1 � λ1xt1 e

wt � xt � et,
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em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências das
variáveis sem erro de medida zt1 e vt1, ambas com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os
seguintes valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações
foram escolhidos: α0 � 0.7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, γ0 � 1.5, γ1 � 2.0, λ1 � 1.3, µx � 1.5 e
σ2
x � 0.5. Diferentes tamanhos de amostras aleatórias n � 60, 80 e 160 foram considerados

e os pontos de quadratura foram Q � 50.
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Figura 3.6: Taxas de cobertura dos intervalos de 95% de confiança para os parâmetros γ0 γ1 e
λ1 do modelo de regressão beta não linear com erros de medida com não linearidade na dispersão.
Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida
moderado) e kx � 0.50 (erro de medida baixo). Cenário 3.
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As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam as taxas de cobertura dos intervalos com 95% de confi-
ança para os estimadores associados aos modelos da média e da dispersão, respectivamente,
considerando diferentes valores para o coeficiente do confiabilidade.

Considerando os parâmetros associados ao modelo da média é possível verificar que os
métodos MVa e MPVa não estimam bem o parâmetro de não linearidade, α1, principalmente
com o aumento do erros de medidas (Figuras 3.5 (d)-(f)). Vale salentar também que
para os outros parâmetros o mesmo não é observado, ou seja, os métodos MVa e MPVa
apresentam melhores resultados quando comparados com os métodos Naive e calibração
da regressão.

Em relação aos parâmetros associados à dispersão do modelo, os estimadores obtidos
pelos métodos MVa e MPVa apresentam os melhores resultados, tendendo para a taxa
de cobertura fixada com o aumento do tamanho amostral. Note que, para o parâmetro
associado à não linearidade, γ1, a taxa de cobertura não alcança o limite fixado de 95% de
confiança (Figuras 3.6 (d)-(f)).

As Tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 apresentam as taxas de cobertura (certo), os comprimentos
médios (comp) e as taxas de não cobertura (inf e sup) dos intervalos de 90% de confiança
para os parâmetros do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas com não
linearidade na dispersão, para os coeficientes de confiabilidade de kx � 0.95, kx � 0.75 e
kx � 0.50, respectivamente.

De modo geral, os métodos MVa e MPVa apresentam melhores desempenhos quanto
ao intervalo de confiança do parâmetros. Vale salientar que com o aumento da amostra as
taxas de cobertura vão aumentando. Novamente, é possível observar a diminuição da taxa
de cobertura com o aumento do erro de medida.

Para os intervalos com 99% de confiança, resultados similares foram encontrados e os
mesmos estão disponíveis nas Tabelas 15, 16 e 17, Apêndice 7.1, considerando os coeficientes
de confiabilidade, kx � 0.50, kx � 0.75 e kx � 0.95, respectivamente. Resultados similares
aos dos intervalos com 90% de confiança foram obtidos considerando o nível de 99% de
confiança.

3.3 Conclusões

Neste capítulo as distribuições assintóticas dos estimadores obtidos pelos métodos de
máxima verossimilhança aproximada (MVa), pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)
e calibração da regressão (RC) e os respectivos intervalos de confiança são apresentados.

Com o objetivo de avaliar a taxa de cobertura, bem como as taxas de não cober-
tura, realizamos simulações de Monte Carlo e concluímos que os métodos da máxima
verossimilhança aproximada e pseudo-verossimilhança aproximada apresentam melhores
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desempenhos quando comparados com os métodos naive e calibração da regressão.
Verificamos também que quanto menor o coeficiente de confiabilidade mais necessidade

de um tamanho amostral maior que as taxas de cobertura fixadas sejam alcançadas,
em especial para os parâmetros associados à dispersão do modelo. Concluímos também
que o método da pseudo-verossimilhança aproximada apresentam os melhores resultados,
porém o comprimento do intervalo é muito superior ao obtido pelo método da máxima
verossimilhança aproximada. Através da estimação intervalar foi possível notar que para
o erro de medida maior os métodos de estimação apresentam dificuldades para estimar
parâmetros associados à não linearidade.
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4 ANÁLISE DE RESÍDUOS

4.1 Introdução

A análise de resíduos é uma das etapas utilizadas para a escolha do modelo que
melhor se adequa aos dados. Através desta etapa é possível detectar a presença de
pontos aberrantes. Tais pontos devem ser investigados uma vez que os mesmos podem ser
influentes ou não. Outro objetivo da análise de resíduos é verificar se existe adequação na
distribuição proposta para a variável resposta e na função de ligação. Adicionalmente, com
base em gráficos de resíduos é possível identificar tendências de não linearidade e dispersão
erroneamente modeladas. Considere o resíduo para a t-ésima observação definido como

Rt � rtpyt, µ̂tq, (4.1)

que mede a discrepância entre o valor observado (yt) e o valor ajustado (µ̂t) da t-ésima
observação (Cox e Snell, 1968). A função rtp�q é determinada de forma a estabilizar a
variância e/ou induzir a simetria da distribuição amostral de Rt (Cordeiro, 1986). As
escolhas mais comuns são

Rt � yt � µ̂tbyV arpytq e Rt � yt � µ̂tbyV arpyt � µ̂tq
.

É interessante que a definição de resíduos através da Equação (4.1) satisfaça algumas
propriedades, tais como IEpRtq � 0, variância constante e CovpRt, Rkq � 0, t � k, pois em
muitos casos estas condições facilitam a determinação aproximada da distribuição de Rt,
o que torna a interpretação dos gráficos dos resíduos, com determinação dos limites de
confiança, por exemplo, mais fácil e até mesmo mais confiável (Espinheira et al., 2017). A
análise gráfica é crucial na realização da análise dos resíduos. Alguns gráficos comumente
utilizados são: resíduos versus índices das observações, resíduos versus valores ajustados,
entre outros.

Considerando os modelos de regressão beta, a literatura apresenta uma gama de
definições de resíduos. Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Espinheira et al. (2008) definiram
alguns resíduos para o modelo de regressão beta com dispersão constante. Ferrari et al.
(2011) estenderam um dos resíduos propostos por Espinheira et al. (2008) para o modelo
que considera a dispersão variável. Rocha e Simas (2011) definiram um novo resíduo para
o modelo de regressão beta não linear e generalizaram alguns dos resíduos definidos por
Espinheira et al. (2008). Espinheira et al. (2017) propuseram um novo resíduo para a
classe de modelos de regressão beta denotado por resíduo combinado.
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O objetivo deste capítulo é apresentar, sucintamente, os resíduos poderado, poderado
padronizado e combinado para o modelo de regressão beta não linear e estender para
o modelo de regressão beta não linear com erros de medida. Aqui, serão avaliados os
resíduos obtidos pelos três métodos de estimação, denotados por máxima verossimilhança
aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e calibração da
regressão (RC). Como o método naive apresentou, em geral, os piores desempenhos tanto
em relação aos vieses e erros quadráticos médios quanto as taxas de cobertura, o mesmo é
omitido neste capítulo.

4.2 Resíduos para o modelo de regressão beta não
linear

O resíduo ponderado padronizado 1, denotado aqui por resíduo ponderado, foi proposto
por Espinheira et al. (2008) para o modelo de regressão beta com dispersão constante.
Uma possível padronização do resíduo ponderado, também proposto por Espinheira et
al. (2008), é denotado aqui por resíduo ponderado padronizado. Ferrari et al. (2011)
propuseram uma extensão do resíduo ponderado, adaptando-o para os casos em que a
dispersão é variável.

Para o modelo de regressão beta não linear, os resíduos ponderado e ponderado
padronizado foram generalizados por Rocha e Simas (2011). Espinheira et al. (2017)
propuseram o resíduo combinado tanto para o modelo beta linear quanto para o modelo
beta não linear.

Sejam y1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes tais que, para cada t � 1, . . . , n, yt
segue distribuição beta com função de densidade dada por

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓpp1 � µtqφtqy

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, 0   yt   1. (4.2)

No modelo de regressão beta não linear a média e o parâmetro de precisão as seguintes
relações funcionais são satisfeitas:

gpµtq � η1t � f1pzJt ;αq

e
hpφtq � η1t � f2pvJt ;γq, (4.3)

em que α � pα1, . . . , αpqJ P Rp e γ � pγ1, . . . , γq̌q P Rq̌ são vetores de parâmetros
desconhecidos, com p � q̌   n, η1t e η2t são os preditores e zJt � pzt1, . . . , ztp1q e vJt �
pυt1, . . . , υtq̌1q são vetores de observações fixas e conhecidas com t � 1, . . . , n, p1 ¤ p e
q̌1   q̌. As funções de ligação gp�q : p0, 1q Ñ R e hp�q : p0,8q Ñ R são estritamente
monótonas e duas vezes diferenciáveis.
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4.2.1 Resíduo ponderado

Com base no vetor escore e na matriz de informação de Fisher (Santos, 2015) obtidos
para o modelo de regressão beta não linear, segue que o proceso iterativo Scoring de Fisher
para estimar α é dado por

αpm�1q � αpmq � pJJ1 ΦpmqWmJ1q�1JJ1 ΦpmqT pmqpy� � µ�pmqq, (4.4)

em que m representa os passos necessários até a convergência do processo, JJ1 � Bη1{Bα
é uma matriz de ordem n � p, Φ � diagtφ1, . . . , φnu, T � diagt1{g1pµ1q, . . . , 1{g1pµnqu,
W � diagtω1, . . . , ωnu, com ωt � φtvtt1{rg1pµqs2u, com

vt � V arpy�t q � ψ1pp1 � µtqφtq � ψ1pµtφtq, (4.5)

para todo t � 1, . . . , n.
Na forma de um processo iterativo de mínimos quadrados reponderados o processo é

dado por

αpm�1q � pJJ1 ΦpmqWmJ1q�1JJ1 ΦpmqW pmqupmq1 ,

em que upmq1 � J1α
pmq
1 �W�1pmqT pmqpy��µ�pmqq, y�t � log

�
yt

1�yt

	
e µ�t � ψpµtφtq�ψpp1�

µtqφtq.
Após convergência,

pα � pJJ1 pΦxWJ1q�1JJ1 pΦxWu1, (4.6)

com u1 � J1pα � xW�1 pT py� � pµ�q, que pode ser visto como um estimador de mínimos
quadrados considerando a regressão linear de Φ1{2W 1{2u1 em Φ1{2W 1{2J1. O resíduo dessa
regressão é dado por

rα � pΦ1{2xW 1{2u1 � pΦ1{2xW 1{2J1pα
� pΦ1{2xW 1{2pu1 � J1pαq
� pΦ1{2xW 1{2 pT py� � pµ�q, (4.7)

ou seja,

rαt � y�t � pµ�t?
v̂t

(4.8)

é o resíduo ponderado, em que V arpy�t q � vt é definido em (4.5).



105

4.2.2 Resíduo ponderado padronizado

Para a padronização do resíduo (4.8) baseada na variância de u1, consideramos que
Covppαq � pJJ1 ΦWJ1q�1 e reescrevemos a Equação (4.6) como

pJJ1 ΦWJ1qpα � JJ1 ΦWu1. (4.9)

Considerando xW � W e pΦ � Φ em (4.9), segue que

pJJ1 ΦWJ1qCovppαqpJJ1 ΦWJ1qJ � pJJ1 ΦW qCovpu1qpJJ1 ΦW qJ

pJJ1 ΦWJ1qpJJ1 ΦWJ1q�1pJJ1 ΦWJ1q � JJ1 ΦWCovpu1qpWΦJ1

Covpu1q � W�1Φ�1.

Assim, yCovpu1q � xW�1pΦ�1.

Baseando-se em (4.6) o resíduo em (4.7) também pode ser expresso como

rα � pΦ1{2xW 1{2pu1 � J1pJJ1 pΦxWJ1q�1J1pΦxWu1q
� ppΦ1{2xW 1{2 � pΦ1{2xW 1{2J1pJJ1 pΦxWJ1q�1J1pΦxW qu1.

Então, considerando que yCovpu1q � xW�1pΦ�1, xW � W e pΦ � Φ, segue que

Covprαq � pΦ1{2W 1{2 � pΦ1{2W 1{2J1pJJ1 ΦWJ1q�1J1ΦW qCovpu1q
� pΦ1{2W 1{2 � pΦ1{2W 1{2J1pJJ1 ΦWJ1q�1J1ΦW qJ

� pI � Φ1{2W 1{2J1pJJ1 ΦWJ1q�1J1Φ1{2W 1{2q
� pI �Gq.

Logo, yCovprβq � pI � pGq, com G � pΦ1{2xW 1{2J1pJJ1 pΦxWJ1q�1J1pΦ1{2xW 1{2, em que G é a
matriz de projeção de Φ1{2W 1{2u1 em Φ1{2W 1{2J1 e é uma matriz simétrica e idempotente.
Assim, o resíduo ponderado padronizado é dado por

rαpt � rαtayCovprαt q �
y�t � pµ�t?
v̂tp1 � pgttq , (4.10)

em que gtt é o t-ésimo elemento da matriz diagonal G e vt é definido em (4.5).

4.2.3 Resíduo combinado

O processo iterativo Scoring de Fisher para estimar γ é dado por

γpm�1q � γpmq � pJJ2 D�pmqJ2q�1JJ2 H
pmqpapmqq,

em que JJ2 � Bη2{Bγ é uma matriz de ordem n � q, H � diagt1{h1pφ1q, . . . , 1{h1pφnqu e
a � pa1, . . . , anqJ com

at � µtpy�t � µ�t q � logp1 � ytq � ψpp1 � µtqφtq � ψpφtq. (4.11)
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O processo iterativo de mínimos quadrados reponderados é expresso por

γpm�1q � pJJ2 D�pmqJ2q�1JJ2 D
�pmqupmq2 ,

em que upmq2 � J2γ
pmq �D��1pmqHpmqpapmqq. Após convergência do processo, temos que

pγ � pJJ2 pD�J2q�1JJ2 pD�pu2,

com pu2 � J2pγ � pD��1 pHpa, que pode ser visto como um estimador de mínimos quadrados
considerando a regressão linear de D1{2J2 em D1{2u2. O resíduo dessa regressão é dado por

rγ � pD�1{2u2 � pD�1{2J2pγ
� pD�1{2ppu2 � J2pγq
� pD�1{2 pHpa.

Assim, o resíduo da t-ésima observação é

rγt � patb
ξ̂t

,

em que

ξt � µ2
tψ

1pµtφtq � p1 � µtq2ψ1pp1 � µtqφtq � ψ1pφtq � V arpatq

e at está definido em (4.11).
O resíduo combinado é construído com componentes dos resíduos obtidos através dos

processos iterativos Scoring de Fisher de β e γ, sendo definido por

rαγt � py�t � µ̂�t q � pat. (4.12)

A variância de (4.12) pode ser obtida através de

V arpy�t � µ�t y
�
t � logp1 � ytqq � p1 � µtq2φ1pµtφtq � µ2

tφ
1pp1 � µtqφtq � ψ1pφtq � ζt.

Desta forma, o resíduo combinado padronizado é definido por

rαγt � py�t � µ̂�t q � patbpζt , (4.13)

em que pζt é dado por ζt avaliado em pµt e pφt.
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4.3 Resíduos para o modelo de regressão beta não
linear com erros nas variáveis

Para os modelos de regressão que apresentam erros de medida é sugerido avaliar o
t-ésimo resíduo baseado na estimativa corrigida, ou seja, na estimativa obtida considerando
a presença de erros de medida na variável e nos valores observados (Fuller, 1987; Carroll e
Spiegelman, 1922; Buonaccorsi, 2010)

Assim, Carrasco (2012), propôs o uso dos resíduos ponderados padronizados, expresso
na Equação (4.8), com as estimativas obtidas pelos três métodos avaliados: máxima
verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)
e calibração da regressão (RC), com o objetivo de avaliar os resíduos para o modelo de
regressão beta com erros de medida.

O objetivo desse capítulo é aplicar esta mesma técnica para os modelos de regressão
beta não linear com erros de medida para os três resíduos apresentados anteriormente, a
saber: resíduo ponderado (4.8), resíduo ponderado padronizado (4.11) e resíduo combinado
(4.13), com as estimativas obtidas pelos métodos da máxima verossimilhança aproximada,
máxima pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão. Realizamos estudos
de simulação considerando dois cenários distintos que serão apresentados a seguir.

4.4 Avaliação numérica

Realizou-se um estudo de simulação de Monte Carlo com R � 10000 réplicas cujo
objetivo era investigar os comportamentos das distribuições dos resíduos apresentados na
Seção 4.3 considerando os métodos de estimação apresentados nesta tese.

Com o objetivo de verificar o comportamento dos resíduos estudados em relação às
medidas de posição, dispersão, assimetria e curtose, considerou-se apenas para o primeiro
cenário uma amostra de tamanho 20 e os resultados foram apresentados em tabelas para
cada observação.

Para a construção dos gráficos normais de probabilidade foram geradas diferentes
amostras aleatórias de tamanho n igual a 40, 80 e 160 para o primeiro cenário e para o
segundo cenário, que apresenta não linearidade nos submodelos da média e da dispersão,
foram geradas amostras aleatórias de tamanho n igual a 60, 80 e 160, com o objetivo
de minimizar os problemas de convergência. Essas amostras foram tomadas com valores
verdadeiros de x, que segue distribuição normal com média µx e variância σ2

x. As ocorrências
da variável dependente yt foram geradas a partir da distribuição beta com média µt e
precisão φt. Depois, geraram-se ocorrências da covariável wt a partir de sua distribuição
condicional dado xt, ou seja, com uma distribuição normal com média xt e variância σ2

e .
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O coeficiente de confiabilidade do modelo foi considerado conhecido e os seguintes valores
foram atribuídos kx � 0.50 (erro de medida alto), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.95 (erro de medida baixo), que representam a σ2

e � σ2
x, σ2

e � σ2
x{3 e σ2

e � σ2
x{19,

respectivamente. A variável wt foi utilizada na construção dos estimadores dos parâmetros
de interesse descritos anteriormente.

4.4.1 Cenário 1: Dispersão constante

Considerou-se o modelo de regressão beta não linear com erros de medida sob o enfoque
estrutural com a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
1 � β1x1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 1.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Como para cada réplica
de Monte Carlo são geradas diferentes amostras aleatórias de tamanhos n � 40, 80 e 160,
não é possível obter um único intervalo para a média da variável resposta. Neste cenário,
considerou-se Q � 50 pontos de quadratura para aproximar os métodos de estimação.

Tabela 4.1: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.50. Método: MVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.149 0.165 0.020 4.975 5.346 4.975 0.023 0.041 �0.293 4.994 4.998 5.118
2 �0.511 �0.572 �0.645 5.021 5.392 5.134 �0.484 �0.557 �0.838 5.591 5.854 6.340
3 0.267 0.298 0.114 5.453 6.034 5.364 0.419 0.399 0.115 4.868 4.968 4.651
4 0.684 0.743 0.547 5.142 5.551 5.052 0.337 0.352 �0.021 5.716 5.840 5.734
5 0.463 0.514 0.269 6.054 7.412 5.853 0.716 0.563 0.395 4.823 4.751 4.267
6 �0.257 �0.286 �0.373 4.825 5.230 4.873 �0.100 �0.030 �0.422 5.832 7.199 5.849
7 0.218 0.239 0.085 5.086 5.468 5.082 �0.037 �0.045 �0.336 4.833 4.883 4.995
8 0.205 0.183 0.017 5.954 7.128 5.859 0.345 0.198 0.028 4.483 4.502 4.343
9 0.358 0.394 0.228 5.039 5.408 5.020 0.123 0.130 �0.167 4.740 4.716 4.848
10 �0.401 �0.449 �0.530 4.997 5.352 5.070 �0.239 �0.269 �0.595 5.854 5.944 6.050
11 0.248 0.285 0.076 5.677 6.436 5.551 0.507 0.461 0.173 4.924 4.964 4.672
12 �0.414 �0.473 �0.548 5.101 5.454 5.226 �0.604 �0.670 �0.956 5.811 6.016 6.512
13 0.476 0.517 0.351 4.942 5.310 4.925 0.022 0.060 �0.319 5.563 5.696 5.739
14 0.327 0.347 0.199 5.065 5.406 5.056 �0.097 �0.148 �0.440 5.995 6.112 6.382
15 0.430 0.478 0.285 5.297 5.742 5.206 0.404 0.418 0.077 5.193 5.220 4.849
16 0.439 0.479 0.311 4.973 5.335 4.940 0.075 0.083 �0.232 5.031 5.099 5.069
17 0.192 0.209 0.061 5.094 5.502 5.073 0.188 0.201 �0.112 5.111 5.243 5.094
18 0.180 0.198 0.042 5.183 5.607 5.194 0.065 0.156 �0.305 5.985 6.679 5.954
19 0.310 0.344 0.177 5.044 5.421 5.040 �0.059 �0.037 �0.363 5.037 5.118 5.147
20 �0.319 �0.366 �0.447 5.017 5.400 5.105 �0.343 �0.373 �0.654 5.276 5.440 5.497

A seguir serão apresentados os resultados dos resíduos ponderado (rα), ponderado
padronizado (rαp ) e combinado (rαγ) considerando os métodos de estimação estudados nessa
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tese, a saber: máxima verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) e calibração da regressão (RC).

Método da máxima verossimilhança aproximada - MVa

Tabela 4.2: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.75. Método: MVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.218 0.236 0.123 4.873 5.235 4.859 0.200 0.217 �0.074 5.487 5.486 5.594
2 �0.173 �0.204 �0.259 4.668 5.000 4.709 �0.215 �0.257 �0.457 5.199 5.315 5.389
3 0.179 0.223 0.085 4.877 5.393 4.847 0.254 0.298 0.022 5.077 5.122 5.004
4 0.450 0.489 0.366 4.620 4.974 4.597 0.063 0.044 �0.176 5.238 5.412 5.382
5 0.258 0.297 0.133 5.588 6.918 5.484 0.608 0.488 0.328 5.581 5.578 5.211
6 �0.342 �0.381 �0.429 4.729 5.084 4.786 �0.333 �0.387 �0.629 6.358 6.470 6.654
7 0.006 0.013 �0.087 4.826 5.184 4.834 �0.040 �0.062 �0.292 5.308 5.369 5.504
8 0.266 0.304 0.148 5.441 6.478 5.362 0.589 0.506 0.291 5.885 5.748 5.558
9 0.159 0.173 0.067 4.893 5.287 4.890 �0.067 �0.118 �0.413 7.511 7.990 7.985
10 �0.257 �0.291 �0.344 4.706 5.038 4.742 �0.195 �0.247 �0.444 5.619 5.761 5.721
11 0.265 0.318 0.148 5.357 6.094 5.242 0.786 0.783 0.514 5.691 5.820 5.247
12 �0.341 �0.388 �0.427 4.655 4.938 4.732 �0.582 �0.645 �0.830 5.734 5.799 6.303
13 0.284 0.308 0.193 4.804 5.172 4.787 0.167 0.178 �0.089 5.643 5.705 5.641
14 0.265 0.281 0.180 4.685 4.986 4.666 0.128 0.124 �0.116 5.477 5.488 5.559
15 0.310 0.368 0.210 5.091 5.515 5.040 0.455 0.538 0.164 6.279 6.372 6.056
16 0.343 0.376 0.254 4.688 5.021 4.653 0.321 0.335 0.064 5.429 5.451 5.479
17 0.231 0.249 0.145 4.695 5.058 4.676 0.220 0.223 �0.019 5.383 5.402 5.398
18 0.194 0.211 0.100 4.967 5.367 4.968 �0.071 �0.092 �0.322 5.839 5.984 5.965
19 0.313 0.348 0.216 4.975 5.343 4.967 0.074 0.096 �0.193 5.584 5.587 5.695
20 �0.275 �0.318 �0.364 4.748 5.090 4.812 �0.448 �0.508 �0.687 5.433 5.555 5.696

Tabela 4.3: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.95. Método: MVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.008 0.007 �0.004 1.810 1.958 1.817 �1.662 �1.857 �1.983 26.525 29.720 29.070
2 �0.013 �0.016 �0.026 1.732 1.838 1.730 0.424 0.359 0.225 11.509 11.308 11.414
3 0.035 0.042 0.020 1.827 2.010 1.827 0.020 0.103 �0.191 12.282 12.142 12.381
4 0.086 0.088 0.075 1.754 1.875 1.746 1.077 1.058 0.893 13.189 12.931 12.792
5 0.134 0.163 0.122 2.026 2.497 1.990 3.600 3.495 3.197 42.346 40.635 38.283
6 �0.167 �0.174 �0.178 1.826 1.933 1.855 �3.048 �2.932 �3.401 33.518 32.485 37.041
7 �0.075 �0.081 �0.087 1.696 1.812 1.699 0.092 0.074 �0.155 14.843 14.333 14.776
8 0.010 0.015 �0.002 1.952 2.318 1.955 �0.189 �0.068 �0.567 27.107 26.642 27.984
9 0.019 0.024 0.008 1.812 1.961 1.812 0.191 0.444 �0.135 23.424 24.963 23.199
10 �0.082 �0.090 �0.093 1.718 1.832 1.725 �0.259 �0.320 �0.444 10.664 10.650 10.865
11 0.054 0.064 0.041 1.765 2.005 1.738 2.425 2.437 1.957 30.981 30.939 25.344
12 -0.126 �0.138 �0.140 1.840 1.950 1.858 �1.001 �1.139 �1.236 14.119 14.635 14.695
13 0.124 0.136 0.111 2.034 2.196 2.025 0.901 1.182 0.408 37.130 38.332 37.757
14 0.086 0.090 0.074 1.723 1.825 1.719 0.451 0.428 0.269 10.799 10.513 10.701
15 �0.004 �0.001 �0.015 1.846 1.988 1.848 -0.027 -0.057 �0.279 17.963 17.611 17.670
16 0.072 0.079 0.060 1.790 1.907 1.779 1.111 1.148 0.838 20.293 20.116 19.087
17 0.034 0.036 0.024 1.680 1.805 1.685 �0.814 �0.803 �0.998 12.607 12.523 13.145
18 �0.005 �0.005 �0.016 1.742 1.880 1.743 -0.180 �0.092 �0.404 13.294 13.686 13.188
19 0.078 0.085 0.066 1.880 2.013 1.863 2.415 2.479 2.039 30.803 31.561 27.849
20 �0.108 �0.118 �0.118 1.562 1.662 1.568 �0.146 �0.172 �0.293 7.582 7.566 7.574

As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam as médias (medida de posição), erros-padrão
(medida de dispersão), assimetrias (medida de assimetria) e curtoses (medida de curtose)
empíricas dos resíduos ponderado (rα), ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ)
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considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.50 (erro de medida alto), kx � 0.75
(erro de medida moderado) e kx � 0.95 (erro de medida alto), respectivamente, para 20
observações.
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Figura 4.1: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utilizando
o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.
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Figura 4.2: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros.
Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida
moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

Para o coeficiente de confiabilidade kx � 0.50, verifica-se que as médias não estão
próximas de zero, porém o resíduo combinado, rαγ, fornece os menores valores médios.
Em relação aos erros-padrão, verifica-se uma similaridade entre os mesmos e os resultados
encontram-se nos intervalos (4.845, 6.054), (5.230, 7.412) e (4.873, 5.859) para os resíduos
ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente. Considerando as
medidas de assimetria é possível notar que, em geral, o resíduo combinado possui assimetria
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negativa enquanto os outros resíduos têm assimetria, na sua maioria, positiva. A curtose
está variando nos intervalos (4.483, 5.995), (4.502, 7.199) e (4.343, 6.512) para os resíduos
ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente, e apresenta, na sua
maioria, uma similaridade entre os resíduos (Tabela 4.1).

Para o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75, é possível notar novamente que as médias
não estão próximas de zero, por exemplo, para a observação 4 tem-se (0.450, 0.489, 0.366)
para os resíduos ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente. Nova-
mente o residuo combinado fornece os menores valores médios. Aqui, os resíduos avaliados
também apresentam erros-padrão similares, sendo que o resíduo ponderado padronizado
apresenta os maiores resultados. Considerando, por exemplo, a observação 6, tem-se
que rαp � 6.918. Para as medidas de assimetria observou-se que, novamente, o resíduo
combinado possui assimetria negativa enquanto os outros resíduos não apresentam um
padrão positivo ou negativo. Os valores mínimos da curtose para os resíduos ponderado,
ponderado padronizado e combinado, respectivamente, foram da observação 3 (5.077, 5.122,
5.004) e os valores máximos foram da observação 9 (7.511, 7.990, 7.985). (Tabela 4.2).

Avaliando a Tabela 4.3, que apresenta os resultados para o coeficiente de confiabilidade
kx � 0.95, encontramos as médias de todos os resíduos próximas de zero, tendo como
melhores resultados o residuo combinado, por exemplo, para a observação 1 rαγ � �0.004.
Para os erros-padrão observou-se resultados bem menores que os apresentados para os
coeficientes de confiabilidade menores. Para as medidas de assimetria há uma similaridade
entre os resultados sem padrão em relação tipo de assimetria. A curtose apresentou
resultados bastante diferentes dos verificados anteriores variando entre (7.582, 42.346),
(7.566, 40.635) e (7.574, 38.283), para os resíduos ponderado, padronizado e combinado,
respectivamente.

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 contêm os gráficos normais de probabilidade para os resíduos
ponderados, resíduos ponderados padronizados e resíduos combinados, respectivamente,
obtidos utizando o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os
parâmetros. Nota-se que com a diminuição do coeficiente de confiabilidade é possível
verificar um leve afastamento da reta normal. Vale salientar que o tamanho da amostra
está influenciando levemente nos resultados. Além disso, deve-se focar nos resultados
do resíduo combinado que, parece ter uma distribuição melhor aproximada pela normal
padrão 4.3.

Máxima pseudo-verossimilhança aproximada - MPVa

Para verificar o comportamento dos resíduos obtidos utilizando o método de estimação
da máxima pseudo-verossimilhança aproximada foram calculados as médias, os erros-
padrão, as assimetrias e as curtoses dos resíduos ponderado (rα), ponderado padronizado
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Figura 4.3: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

(rαp ) e combinado (rαγ) em relação os coeficientes de confiabilidade kx � 0.50 (erro de
medida alto), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.95 (erro de medida baixo),
estando os resultados disponíveis nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6, respectivamente.

Como observado no método de máxima verossimilhança aproximada, para o método da
máxima pseudo-verossimilhança aproximada, considerando o coeficiente de confiabilidade
kx � 0.50, verifica-se que as médias não estão próximas de zero, porém o resíduo combinado
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Tabela 4.4: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.50. Método: MPVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 �0.044 �0.045 �0.197 5.017 5.398 5.067 �0.101 �0.118 �0.595 6.256 6.191 7.078
2 �0.518 �0.588 �0.673 5.023 5.397 5.171 �0.496 �0.375 �0.822 6.725 6.600 6.994
3 0.368 0.426 0.197 5.316 5.852 5.164 0.758 0.723 0.363 5.532 5.464 4.788
4 0.733 0.803 0.579 5.036 5.434 4.909 0.536 0.556 0.213 5.494 5.247 4.948
5 0.583 0.727 0.364 5.896 7.402 5.604 1.128 0.946 0.528 7.672 5.545 4.638
6 �0.425 �0.462 �0.575 4.961 5.437 5.093 �0.316 �0.441 �0.837 6.773 5.712 6.271
7 0.172 0.192 0.021 5.020 5.394 5.008 0.140 0.146 �0.214 5.402 5.436 5.362
8 0.437 0.491 0.226 5.794 6.930 5.595 0.581 0.667 0.266 4.996 5.086 4.428
9 0.222 0.236 0.069 5.070 5.446 5.079 0.052 0.087 �0.264 4.936 4.882 5.073
10 �0.455 �0.512 �0.609 4.955 5.321 5.082 �0.406 �0.366 �0.742 5.311 5.194 5.659
11 0.294 0.354 0.093 5.600 6.358 5.403 0.743 0.727 0.322 5.547 5.408 4.584
12 �0.408 �0.474 �0.568 5.113 5.483 5.341 �1.152 �1.056 �1.596 8.450 8.043 10.831
13 0.462 0.501 0.306 5.036 5.410 4.993 0.263 0.261 �0.146 5.374 5.388 5.363
14 0.364 0.394 0.214 4.957 5.287 4.885 0.308 0.299 �0.047 4.974 4.870 4.825
15 0.417 0.483 0.257 5.108 5.562 4.984 0.597 0.516 0.133 5.845 5.486 5.028
16 0.210 0.228 0.060 4.942 5.298 4.917 0.170 0.181 �0.166 4.814 4.794 4.780
17 0.096 0.104 �0.057 5.113 5.500 5.099 0.285 0.288 �0.114 5.925 5.949 5.916
18 0.106 0.116 �0.053 5.167 5.572 5.205 �0.035 �0.058 �0.453 5.716 5.599 5.974
19 0.272 0.299 0.123 4.948 5.301 4.964 �0.178 �0.185 �0.539 5.029 5.016 5.561
20 �0.601 �0.686 �0.772 5.265 5.687 5.450 �0.656 �0.580 �0.956 5.540 5.368 6.055

Tabela 4.5: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.75. Método: MPVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.100 0.108 0.009 4.628 4.979 4.614 0.121 0.137 �0.124 5.118 5.117 5.103
2 �0.130 �0.157 �0.214 4.490 4.805 4.515 �0.086 �0.119 �0.332 5.279 5.366 5.401
3 0.223 0.268 0.125 4.838 5.342 4.780 0.570 0.608 0.290 6.219 6.291 5.713
4 0.537 0.581 0.453 4.408 4.749 4.350 0.334 0.372 0.098 4.981 5.165 4.835
5 0.377 0.445 0.254 5.357 6.596 5.226 0.812 0.772 0.534 5.815 5.837 5.237
6 �0.394 �0.435 �0.474 4.363 4.683 4.431 �0.451 �0.494 �0.770 6.732 6.743 7.332
7 �0.031 �0.029 �0.117 4.485 4.811 4.486 0.054 0.034 �0.183 5.110 5.112 5.120
8 0.356 0.411 0.234 5.283 6.324 5.183 0.669 0.584 0.384 5.596 5.441 5.167
9 0.148 0.163 0.057 4.668 5.038 4.657 0.151 0.144 �0.162 6.457 6.563 6.353
10 �0.274 �0.312 �0.354 4.359 4.684 4.401 �0.263 �0.333 �0.504 5.544 5.774 5.690
11 0.384 0.455 0.268 5.140 5.873 5.016 0.811 0.833 0.506 6.056 6.497 5.544
12 �0.274 �0.318 �0.356 4.386 4.672 4.457 �0.544 �0.651 �0.792 5.625 5.947 6.092
13 0.268 0.291 0.184 4.450 4.789 4.437 0.160 0.176 �0.086 5.486 5.644 5.553
14 0.235 0.249 0.153 4.400 4.678 4.379 0.174 0.173 �0.086 5.742 5.718 5.685
15 0.310 0.357 0.217 4.787 5.180 4.726 0.635 0.702 0.318 7.534 7.653 6.938
16 0.271 0.296 0.188 4.423 4.731 4.383 0.364 0.360 0.101 5.900 5.888 5.734
17 0.106 0.113 0.025 4.378 4.704 4.372 0.100 0.090 �0.134 5.202 5.196 5.265
18 0.159 0.173 0.071 4.621 4.985 4.620 0.064 0.051 �0.194 5.680 5.655 5.731
19 0.193 0.213 0.107 4.499 4.826 4.496 0.102 0.111 �0.146 5.398 5.390 5.416
20 �0.265 �0.306 �0.353 4.528 4.861 4.603 �0.562 �0.640 �0.834 5.907 6.139 6.388

fornece, em geral, os menores valores médios. Por exemplo, para a observação 6, tem-
se que os resíduos são (�0.425,�0.462,�0.575) para os resíduos ponderado, ponderado
padronizado e combinado, respectivamente (Tabela 4.4). Em relação aos erros-padrão,
verifica-se uma similaridade entre os mesmos e os resultados encontram-se nos intervalos
(4.942, 5.896), (5.287, 7.402) e (4.885, 5.604) para os resíduos ponderado, ponderado
padronizado e combinado, respectivamente. Considerando as medidas de assimetria é
possível notar que não existe um padrão em relação ao tipo de assimetria. A observação
16 apresenta os menores valores da curtose, ou seja, (4.814, 4.794, 4.780) para os resíduos
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Tabela 4.6: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.95. Método: MPVa.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.013 0.012 0.001 1.858 2.009 1.861 �0.770 �0.960 �1.141 32.099 34.734 33.483
2 �0.019 �0.021 �0.031 1.739 1.844 1.737 0.173 0.126 �0.016 10.898 10.772 10.931
3 0.017 0.023 0.002 1.847 2.027 1.855 �1.148 �1.021 �1.383 19.615 18.454 20.919
4 0.071 0.073 0.060 1.718 1.838 1.712 0.766 0.747 0.585 12.296 12.007 11.950
5 0.109 0.131 0.097 2.001 2.471 1.969 3.269 3.124 2.832 42.624 40.762 38.215
6 �0.167 �0.174 �0.178 1.810 1.916 1.838 �2.828 �2.720 �3.175 30.830 30.031 34.184
7 �0.074 �0.080 �0.086 1.694 1.810 1.696 0.311 0.285 0.049 16.670 16.078 16.371
8 0.017 0.024 0.004 2.028 2.410 2.025 0.342 0.499 �0.062 28.817 28.705 29.066
9 0.013 0.017 0.001 1.843 1.996 1.843 0.279 0.530 �0.050 23.845 25.428 23.406
10 �0.096 �0.104 �0.107 1.781 1.897 1.792 �0.934 �0.956 �1.149 14.963 14.612 15.717
11 0.005 0.009 �0.007 1.767 2.009 1.765 �0.707 �0.699 �0.945 16.054 16.678 17.019
12 �0.130 �0.143 �0.144 1.892 2.017 1.913 �1.602 -1.925 �1.872 20.592 24.128 22.022
13 0.128 0.140 0.115 2.035 2.196 2.026 0.844 1.101 0.373 34.620 35.631 35.348
14 0.070 0.072 0.058 1.764 1.872 1.763 �0.011 �0.062 �0.207 12.786 12.667 12.972
15 �0.013 �0.010 �0.025 1.876 2.019 1.878 �0.109 �0.143 �0.374 19.062 18.668 18.786
16 0.064 0.070 0.052 1.746 1.858 1.738 0.624 0.620 0.383 16.082 15.455 15.282
17 0.045 0.049 0.036 1.692 1.818 1.695 �0.421 �0.398 �0.610 13.267 13.074 13.615
18 �0.002 �0.002 �0.014 1.720 1.854 1.720 �0.147 �0.046 �0.375 13.302 13.735 13.184
19 0.067 0.073 0.055 1.883 2.017 1.867 2.330 2.387 1.949 30.855 31.600 27.870
20 �0.115 �0.125 �0.125 1.630 1.730 1.639 �1.048 �1.006 �1.233 17.130 16.389 17.908

ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente. Já os maiores valores
da curtose são encontrados na observação 12dados por (8.450, 8.043, 10.831). Vale salientar
que a curtose apresenta uma amplitude maior do que a verificada para o método de máxima
verossimilhança aproximada.

A Tabela 4.5 apresenta as médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses dos três resíduos
avaliados considerando o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. É possível notar que as
médias continuam afastadas do valor zero, por exemplo, os resíduos ponderado, ponderado
padronizado e combinado, são respectivamente, (0.148, 0.163, 0.057) para a observação
9. Mais uma vez, o resíduo combinado fornece os menores valores médios. Aqui, os
resíduos avaliados também apresentam similares para os erros-padrão. Note que, os valores
dos erros-padrão diminuem em comparação com os apresentados para o coeficiente de
confiabilidade kx � 0.50 (A Tabela 4.4). As medidas de assimetria não apresenta um
padrão. Entretanto, é possível verificar que para os resíduos combinados são, na sua
maioria, os valores da assimetria são negativos. A curtose encontra-se nos intervalos (4.981,
7.534), (5.112, 7.653) e (4.835, 7.332) para os resíduos ponderado, ponderado padronizado
e combinado, respectivamente, e apresenta, na sua maioria, uma similaridade entre os
resíduos.

Em relação ao coeficiente de confiabilidade kx � 0.95 tem-se que as médias de todos os
resíduos estão próximas de zero, tendo como resultados mais próximos o resíduo combinado,
por exemplo, para a observação 4, os resíduos ponderado, ponderado padronizado e
combinado, são (0.071, 0.073, 0.060), respectivamente. É possível notar a influência do
erro de medida nos resultados dos erros-padrão, uma vez que, para o erro de medida baixo,



116

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2
 

 

 

Percentis normal padrão
(a)

n 
=

 4
0

k = 0.95

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 
 

Percentis normal padrão
(b)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

k = 0.75

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(c)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

k = 0.50

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(d)

n 
=

 8
0

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(e)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3
−

2
−

1
0

1
2

 

 

 
Percentis normal padrão

(f)
P

er
ce

nt
is

 e
m

pí
ric

os

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●●●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3−
3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(g)

n 
=

 1
60

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●
●●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●●●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3−
3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(h)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●●●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(i)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

Figura 4.4: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utizando
o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

os valores são bem menores do que os valores apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5. Por
exemplo, para a observação 4, os erros-padrão são (1.718, 1.838, 1.712) para os resíduos
ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente. Já as medidas de
assimetria apresentam uma similaridade entre os resultados, em que o resíduo combinado,
em geral, apresenta assimetria negativa. A curtose encontra-se nos intervalos (10.898,
42.624), (10.772, 40.762) e (10.931, 38.215) para os resíduos ponderado, padronizado e
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Figura 4.5: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os
parâmetros. Coeficiente de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de
medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

combinado, respectivamente (Tabela 4.6).
As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 contêm gráficos normais de probabilidade para os resíduos

ponderados, resíduos ponderados padronizados e resíduos combinados, respectivamente.
Como nos resultados obtidos pelo método da máxima verossimilhança, é possível notar
que com o aumento do erro de medida, ou seja, com a diminuição do coeficiente de
confiabilidade há um leve afastamento da reta e um pequeno aumento do intervalo de
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Figura 4.6: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

amplitude dos três resíduos estudados. Também observa-se que o tamanho amostral está
influenciando levemente nos resultados, ou seja, quanto maior o tamanho da amostra mais
próximo os resíduos encontram-se da reta. Além disso, deve-se focar nos resultados do
resíduo combinado que parece ter sua distribuição melhor aproximada pela normal padrão.
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Calibração da Regressão - RC

As Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9 apresentam as médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses
empíricas dos três resíduos estudados considerando os coeficientes de confiabilidade kx �
0.50 (erro de medida alto), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.95 (erro de
medida baixo), respectivamente.

Tabela 4.7: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.50. Método: RC.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 �0.076 �0.084 �0.058 0.814 0.875 0.836 �0.362 �0.368 �0.760 3.947 3.918 4.730
2 �0.043 �0.049 �0.026 0.822 0.881 0.846 �0.399 �0.406 �0.887 4.646 4.493 6.167
3 0.065 0.076 0.077 0.861 0.948 0.831 0.516 0.555 0.128 3.777 3.815 3.351
4 0.112 0.120 0.131 0.787 0.848 0.765 0.324 0.350 �0.001 3.483 3.505 3.270
5 0.090 0.105 0.094 0.894 1.089 0.849 0.724 0.712 0.367 3.649 3.555 2.972
6 �0.044 �0.052 �0.029 0.833 0.896 0.867 �0.655 �0.648 �1.136 4.837 4.800 6.194
7 0.003 0.003 0.019 0.843 0.907 0.846 �0.054 �0.046 �0.447 3.744 3.740 4.238
8 0.075 0.089 0.080 0.901 1.079 0.858 0.715 0.766 0.348 3.723 3.953 2.969
9 �0.014 �0.014 0.003 0.829 0.890 0.844 �0.296 �0.290 �0.720 4.059 3.981 4.876
10 �0.061 �0.068 �0.046 0.837 0.899 0.866 �0.450 �0.466 �0.859 4.044 4.008 4.829
11 0.053 0.065 0.061 0.896 1.010 0.861 0.632 0.662 0.245 3.882 3.930 3.328
12 0.006 �0.000 0.021 0.842 0.903 0.874 �0.694 �0.696 �1.141 4.463 4.469 5.780
13 0.018 0.020 0.038 0.796 0.856 0.800 �0.137 �0.133 �0.573 4.217 4.159 4.962
14 0.029 0.030 0.049 0.805 0.857 0.794 0.252 0.255 �0.127 3.830 3.819 3.678
15 0.041 0.048 0.056 0.828 0.899 0.810 0.338 0.381 �0.013 3.499 3.531 3.291
16 �0.001 0.000 0.017 0.820 0.877 0.823 �0.019 �0.005 �0.423 3.966 3.924 4.345
17 �0.036 �0.040 �0.018 0.819 0.882 0.838 �0.390 �0.386 �0.841 4.479 4.412 5.692
18 �0.017 �0.018 0.002 0.818 0.881 0.827 �0.112 �0.117 �0.502 3.848 3.819 4.314
19 0.015 0.017 0.034 0.806 0.869 0.809 �0.103 �0.096 �0.439 3.394 3.355 3.702
20 �0.062 �0.071 �0.046 0.832 0.894 0.870 �0.721 �0.746 �1.126 4.358 4.342 5.446

Tabela 4.8: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.75. Método: RC.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 �0.030 �0.034 �0.007 0.681 0.734 0.686 �0.254 �0.280 �0.503 4.056 4.155 4.634
2 �0.016 �0.020 0.007 0.693 0.744 0.700 �0.363 �0.412 �0.712 5.443 5.672 6.909
3 0.046 0.055 0.066 0.727 0.808 0.717 0.353 0.441 0.111 3.940 4.219 3.793
4 0.087 0.095 0.111 0.651 0.703 0.641 0.297 0.324 0.061 4.024 4.196 3.623
5 0.055 0.067 0.069 0.770 0.946 0.749 0.699 0.739 0.414 4.461 4.665 3.717
6 �0.039 �0.044 �0.016 0.671 0.724 0.686 �0.668 �0.673 �1.095 6.518 6.648 8.590
7 �0.023 �0.023 0.002 0.662 0.713 0.663 �0.021 �0.018 �0.215 3.349 3.403 3.383
8 0.044 0.053 0.059 0.768 0.919 0.749 0.612 0.695 0.242 5.269 5.565 4.222
9 0.002 0.003 0.025 0.688 0.744 0.688 �0.051 �0.055 �0.325 4.323 4.473 4.413
10 �0.024 �0.029 �0.001 0.676 0.729 0.682 �0.243 �0.278 �0.506 4.286 4.437 4.608
11 0.037 0.046 0.054 0.763 0.867 0.747 0.586 0.652 0.309 4.514 4.843 4.086
12 0.014 0.011 0.038 0.656 0.702 0.662 �0.393 �0.440 �0.646 4.098 4.341 4.690
13 0.015 0.018 0.040 0.668 0.720 0.670 �0.159 �0.154 �0.439 4.325 4.380 4.937
14 0.017 0.018 0.042 0.644 0.686 0.640 0.132 0.128 �0.104 3.876 3.900 3.804
15 0.018 0.024 0.041 0.682 0.741 0.677 0.146 0.207 �0.089 3.970 4.024 3.981
16 0.012 0.014 0.036 0.677 0.726 0.676 �0.044 �0.037 �0.325 4.370 4.357 4.776
17 �0.014 �0.015 0.010 0.677 0.733 0.681 �0.229 �0.235 �0.515 4.623 4.700 5.449
18 -0.015 -0.016 0.009 0.672 0.726 0.677 �0.261 �0.276 �0.482 3.730 3.784 4.045
19 �0.005 �0.004 0.019 0.686 0.740 0.691 �0.224 �0.222 �0.472 3.904 3.902 4.251
20 �0.015 �0.020 0.008 0.678 0.729 0.684 �0.228 �0.301 �0.513 4.592 4.778 4.817

Para o coeficiente de confiabilidade kx � 0.50 é possível verificar que as médias estão
bem próximas de zero. Por exemplo, considerando a observação 19, tem-se (0.015, 0.017,
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Tabela 4.9: Médias, erros-padrão, assimetrias e curtoses empíricas dos resíduos ponderado (rα),
ponderado padronizado (rαp ) e combinado (rαγ). Modelo: logpµt{r1 � µtsq � α0 � zα1

t1 � β1xt1,
t � 1, . . . , 20, φ � 150. Coeficiente de Confiabilidade kx � 0.95. Método: RC.

Média Erro-padrão Assimetria Curtose
t rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ rα rαp rαγ

1 0.005 0.005 0.016 0.771 0.829 0.769 0.084 0.077 �0.040 3.216 3.238 3.250
2 �0.006 �0.007 0.004 0.797 0.847 0.797 0.008 0.011 �0.113 3.171 3.185 3.182
3 0.003 0.005 0.012 0.816 0.897 0.817 �0.036 �0.027 �0.143 2.833 2.870 2.855
4 0.030 0.030 0.041 0.760 0.813 0.759 0.012 �0.003 �0.091 2.937 2.946 2.954
5 0.037 0.045 0.047 0.767 0.946 0.763 0.204 0.214 0.085 3.445 3.438 3.403
6 �0.048 �0.050 -0.037 0.759 0.807 0.761 �0.098 �0.076 �0.226 3.392 3.379 3.552
7 �0.028 �0.031 �0.018 0.766 0.821 0.766 0.010 0.007 �0.100 2.894 2.870 2.883
8 0.003 0.004 0.013 0.767 0.915 0.767 0.060 0.045 �0.052 3.084 3.057 3.051
9 0.003 0.004 0.014 0.758 0.818 0.758 �0.058 �0.051 �0.165 2.936 2.971 2.971
10 �0.026 �0.027 �0.015 0.773 0.825 0.773 0.007 0.020 �0.096 2.888 2.925 2.892
11 �0.004 �0.004 0.005 0.785 0.888 0.783 0.150 0.159 0.036 3.115 3.179 3.068
12 �0.017 �0.020 �0.008 0.794 0.839 0.796 �0.175 �0.198 �0.293 3.064 3.115 3.213
13 0.035 0.038 0.046 0.761 0.819 0.760 �0.014 �0.013 �0.130 3.001 3.009 3.053
14 0.014 0.014 0.024 0.779 0.827 0.778 0.029 0.018 �0.080 2.898 2.908 2.869
15 �0.002 �0.000 0.009 0.767 0.829 0.767 0.069 0.087 �0.053 3.264 3.293 3.280
16 0.021 0.024 0.032 0.776 0.828 0.774 0.035 0.032 �0.075 2.969 2.971 2.947
17 0.016 0.017 0.028 0.742 0.799 0.742 �0.133 �0.140 �0.236 2.904 2.922 2.941
18 �0.009 -0.010 0.002 0.768 0.828 0.769 �0.059 �0.054 �0.176 3.137 3.247 3.158
19 0.002 0.003 0.012 0.766 0.825 0.768 �0.110 �0.087 �0.227 3.129 3.203 3.212
20 �0.024 �0.027 �0.014 0.761 0.809 0.763 �0.099 �0.117 �0.210 3.055 3.100 3.147

0.034) para os resíduos ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente.
Em relação aos erros-padrão, verifica-se uma similaridade entre os mesmos e os resultados
encontram-se próximos de 1 (um), variando de 0.787 a 0.901 para o resíduo ponderado,
de 0.848 a 1.089 para o resíduo ponderado padronizado e de 0.765 a 0.874 para o resíduo
combinado. Considerando as medidas de assimetria verificamos que, em geral, os resíduos
possuem assimetria negativa. A curtose encontra-se nos intervalos (3.394, 4.837), (3.355,
4.800) e (2.969, 6.194) para os resíduos ponderado, ponderado padronizado e combinado,
respectivamente (Tabela 4.7).

Em relação ao coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 as médias também estão bem
próximas de zero. Por exemplo, considerando a observação 8, tem-se (0.044, 0.053, 0.059)
para os resíduos ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente. Os
erros-padrão considerando o método da calibração da regressão são bem menores quando
comparados com os obtidos pelos métodos da máxima verossimilhança aproximada e
máxima pseudo-verossimilhança aproximada. Aqui, os valores dos erros-padrão encontram-
se próximos de 1 (um). Considerando as medidas de assimetria verificamos que, em geral,
os resíduos possuem assimetria negativa, principalmente o resíduo combinado. A curtose
encontra-se nos intervalos (3.349, 6.518), (3.403, 6.648) e (3.383, 8.590) para os resíduos
ponderado, ponderado padronizado e combinado, respectivamente (Tabela 4.8).

A Tabela 4.7 apresenta os resultados considerando o coeficiente de confiabilidade
kx � 0.95, ou seja, um erro de medida baixo. Novamente, as médias estão bem próximas
de zero e os erros-padrão encontram-se próximos de 1 (um). Resultados similares são
vistos para a assimetria e a curtose.
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Figura 4.7: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utizando
o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros. Coeficiente de confiabilidade:
kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de
medida alto). Modelo com dispersão constante.

As Figuras 4.7, 4.8 e 4.9 apresentam os gráficos normais de probabilidade para os
resíduos ponderados, resíduos ponderados padronizados e resíduos combinados, respectiva-
mente, obtidos utizando o método de calibração da regressão para estimar os parâmetros.
Nota-se que com a diminuição do coeficiente de confiabilidade é possível verificar o afasta-
mento da reta. Em relação à amplitude dos três resíduos estudados, é possível verificar
que os resíduos estão variando de �2.0 a 2.0. Vale salientar que o tamanho da amostra



122

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2
 

 

 

Percentis normal padrão
(a)

n 
=

 4
0

k = 0.95

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 
 

Percentis normal padrão
(b)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

k = 0.75

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(c)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

k = 0.50

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(d)

n 
=

 8
0

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(e)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3
−

2
−

1
0

1
2

 

 

 
Percentis normal padrão

(f)
P

er
ce

nt
is

 e
m

pí
ric

os

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●●●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3−
3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(g)

n 
=

 1
60

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●●●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(h)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●●
●●●

●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●●●●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

−3 −2 −1 0 1 2 3

−
2

−
1

0
1

2

 

 

 

Percentis normal padrão
(i)

P
er

ce
nt

is
 e

m
pí

ric
os

Figura 4.8: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros. Coeficiente
de confiabilidade: kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e
kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão constante.

está influenciando fortemente nos resultados. Além disso, deve-se focar nos resultados do
resíduo combinado.
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Figura 4.9: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros. Coeficiente de confiabilidade:
kx � 0.95 (erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de
medida alto). Modelo com dispersão constante.
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4.4.2 Cenário 2: Não linearidade na dispersão

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
com dispersão variável, sob o enfoque estrutural, apresenta a estrutura

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � vγ1
t1 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências das
variáveis sem erro de medida zt1 e vt1, ambas com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os
seguintes valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações
foram escolhidos: α0 � 0.7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, γ0 � 1.5, γ1 � 2.0, λ1 � 1.3, µx � 1.5 e
σ2
x � 0.5. Foram considerados Q � 50 pontos de quadratura. A seguir são apresentados os

Q-Q plots dos resíduos avaliados para os três métodos de estimação abordados nesta tese,
considerando o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75.

Máxima Verossimilhança Aproximada - MVa

As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam os gráficos normais de probabilidade para os
resíduos ponderados, ponderados padronizados e combinado, respectivamente, considerando
o métodos de estimação da máxima verossimilhança aproximada.

Pelos gráficos Q-Q plots verificamos que para o modelo de regressão beta não linear
com erros de medida e não linearidade na dispersão a distribuição dos resíduos não é bem
aproximada pela distribuição normal padrão. Diante disto, os limites usuais r�2.0, 2.0s
utilizados para detectar pontos aberrantes não são adequados. Para resolver esse problema
Espinheira et al. (2017) propõem novos limites baseados na distribuição empírica dos
resíduos obtida com base nos envelopes simulados.

Vale salientar que com a diminuição do coeficiente de confiabilidade mais evidente fica
que os resíduos não seguem a distribuição normal padrão para o modelo de regressão beta
não linear com erros de medida e dispersão não linear.
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Figura 4.10: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utizando
o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros com coeficiente de
confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão variável não linear.
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(c)

Figura 4.11: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros
com coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão
variável não linear.
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Figura 4.12: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método de máxima verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros com coeficiente de
confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão variável não linear.
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Máxima pseudo-verossimilhança aproximada - MPVa

As Figuras 4.13, 4.14 e 4.15 apresentam os gráficos normais de probabilidade para os
resíduos ponderados, ponderados padronizados e combinado, respectivamente, considerando
o método de estimação da máxima pseudo-verossimilhança aproximada.

Note que os resultados são similares aos obtidos utilizando o método de máxima
verossimilhança aproximada. Ou seja, quanto menor o coeficiente de confiabilidade mais
distante a distribuição dos resíduos em relação à distribuição normal padrão.
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Figura 4.13: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utizando
o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros com
coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão
variável não linear.
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(c)

Figura 4.14: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os
parâmetros com coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com
dispersão variável não linear.
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(c)

Figura 4.15: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método de máxima pseudo-verossimilhança aproximada para estimar os parâmetros com
coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão
variável não linear.

Calibração da Regressão - RC

As Figuras 4.16, 4.17 e 4.18 apresentam os gráficos normais de probabilidade para os
resíduos ponderados, ponderados padronizados e combinado, respectivamente, considerando
o métodos de estimação da calibração da regressão.

Aqui, os resultados são similares aos obtidos utilizando os métodos anteriores. No-
vamente, é possível concluir que distribuições dos resídous não é bem aproximada pela
normal padrão. Vale salientar também que especialmente para o método da calibração
da regressão a estimação do modelo conjuntamente não linear apresenta problemas de
estimação.
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Figura 4.16: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados obtidos utizando
o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros com coeficiente de confiabilidade
kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão variável não linear.
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Figura 4.17: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos ponderados padronizados
obtidos utizando o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros com coeficiente
de confiabilidade kx � 0, 75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão variável não
linear.
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Figura 4.18: Gráficos normais de probabilidade para os resíduos combinados obtidos utizando
o método da calibração da regressão para estimar os parâmetros cpm coeficiente de confiabilidade
kx � 0.75 (erro de medida moderado). Modelo com dispersão variável não linear.

4.5 Novos limites para detecção de pontos aberrantes

Considerando os resultados obtidos na seção anterior verificamos que as distribuições
dos resíduos podem não ser bem aproximadas pela distribuição normal padrão. E mesmo
quando há fortes indícios que os resíduos investigados são aproximadamente normais, há
de se ter cautela.

Por exemplo, se para detectar observações aberrantes nos gráficos dos resíduos utiliza-
mos os limites convencionais da distribuição normal padrão r�2.0, 2.0s, poderíamos estar
cometendo um erro, pois a distribuição empírica dos resíduos tem valores da assimetria e
da curtose afastados dos valores da distribuição normal padrão, como visto nos estudos de
simulação. Assim, propomos que os limites para a detecção de pontos aberrantes sejam
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obtidos a partir dos envelopes simulados. Logo, para a construção dos gráficos de resíduos
versus índices das observações estabelecemos como bandas de corte rω0.025;ω0.975s, que são
os quantis 2.5% e 97.5% da distribuição empírica dos resíduos gerados para a obtenção do
envelope. Vale salientar que esta etapa não é computacionalmente custosa, uma vez que
os resíduos já foram simulados.

4.6 Conclusões

Neste capítulo utilizamos os resíduos ponderado, ponderado padronizado, propostos
por Espinheira et al. (2008), e combinado (Espinheira et al., 2017), para realizar uma
análise de resíduos dos modelos de regressão beta não linear com erros de medida.

Através de simulações de Monte Carlo os desempenhos dos resíduos propostos na
presença de erros de medida foram avaliados e concluímos que as distribuições dos resíduos
não podem ser aproximadas pela distribuição normal padrão, portanto não se deve
considerar os intervalos [-2.0,2.0] para identificar pontos aberrantes.

Além disso, ocorreram problemas de convergência associados aos métodos da máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e calibração da regressão (RC) quando se
tem um coeficiente de confiabilidade e tamanho amostral pequenos.
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5 ESTATÍSTICAS PRESS, P 2 EMEDIDAS
DE QUALIDADE DE AJUSTE PARA O
MODELO DE REGRESSÃO BETA NÃO
LINEAR COM ERROS DE MEDIDA

Segundo Bozdangan (1987) definir um modelo que apresente o menor número possível
de parâmetros possíveis a serem estimados e que explique bem o comportamento da
variável resposta, ou seja, buscar um modelo mais parcimonioso é um tópico extremamente
importante na análise de dados. Nesta linha, diversos critérios para seleção de modelos
são apresentados na literatura dentre os principais é possível citar a seleção best subset
(Garside, 1965), critério de informação de Akaike (AIC) (Akaike, 1973), Cp de Mallows
(Mallows, 1973), validação cruzada (Stone, 1974), critério bayesiano de Schwarz (BIC)
(Schwarz, 1978), seleção stepwise, forward ou eliminação backward (Draper e Smith, 1981),
soma de quadrados de resíduos (SQR), e várias funções do SQR tais como R2 e o R2

ajustado (Bayer e Cribari-Neto, 2017). Outras referências interessantes são Wolfinger
(1993) e Littell et al. (2002).

Tais medidas, entretanto, não fornecem visão da qualidade dos valores preditos. Assim,
Allen (1971) propôs a soma de quadrados preditos (PRESS), que é utilizada na identificação
do modelo com a melhor habilidade para predição (Liu et al., 1999). O cálculo da PRESS
consiste em ajustar o modelo, repetidamente, excluindo uma observação de cada vez. Para
cada repetição, o modelo é usado para predizer a observação que ficou de fora e o modelo
mais adequado para predição apresentará o valor da PRESS relativamente pequeno.

Também é possível calcular a estatística P 2, que é semelhante ao coeficiente de
determinação (R2), através da PRESS. A estatística P 2 é definida como o complementar
do quociente entre a PRESS e a soma de quadrados totais sem a t-ésima observação. Esta
estatística mensura a qualidade de predição enquanto o R2 mede a qualidade do ajuste.
Silva (2015) propõe a PRESS e a P 2 para o modelo de regressão beta linear e não linear,
baseando-se nos resíduos ponderado e combinado.

Neste capítulo propomos o uso das estatísticas PRESS e P 2 (Silva, 2015) e das medidas
de qualidade de ajuste (Bayer e Cribari-Neto, 2017) para o modelo de regressão beta não
linear com erros de medidas. Para tal, apresentamos o método de construção da estatística
PRESS e P 2 para os modelos beta não lineares em geral (Silva, 2015) e as medidas de
qualidade de ajuste para o modelo beta.
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5.1 Estatísticas PRESS e P 2

Considere y1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes tais que, para cada t � 1, . . . , n,
yt segue distribuição beta com função de densidade dada por

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓpp1 � µtqφtqy

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, 0   yt   1. (5.1)

No modelo de regressão beta não linear a média e o parâmetro de precisão as seguintes
relações funcionais são satisfeitas:

gpµtq � η1t � f1pzJt ;αq e

hpφtq � η2t � f2pvJt ;γq,

em que α � pα1, . . . , αpqJ P Rp e γ � pγ1, . . . , γq̌qJ P Rq̌ são vetores de parâmetros
desconhecidos, com p� q̌   n, η1t e η2t são os preditores não lineares e zJt � pzt1, . . . , ztp1q e
vJt � pυt1, . . . , υtq̌1q são vetores de observações fixas e conhecidas com t � 1, . . . , n, p1 ¤ p

e q̌1   q̌. As funções de ligação gp�q : p0, 1q Ñ R e hp�q : p0,8q Ñ R são estritamente
monótonas e duas vezes diferenciáveis.

No modelo de regressão beta não linear, α̂ dado na Equação (4.4) pode ser visto como
a solução de mínimos quadrados ordinários da regressão

y̆ � Φ̂1{2Ŵ 1{2 sobre J̆1 � Φ̂1{2Ŵ 1{2J1, (5.2)

em que Φ � diagpφ1, . . . , φnq, J1 � Bη1{Bα, T � diagt1{g1pµ1q, . . . , 1{g1pµnqu, u1 �
J1α̂ � Ŵ�1T̂ py� � µ̂�q e W � diagtw1, . . . , wnu, com wt � φtvtt1{rg1pµqs2u, sendo

vt � V arpy�t q � ψ1pp1 � µtqφtq � ψ1pµtφtq. (5.3)

Portanto, o erro de predição é y̆t� ˆ̆yptq � φ̂
1{2
t ŵ

1{2
t u1,t� φ̂1{2

t ŵ
1{2
t jJ1tα̂ptq. Usando as ideias

propostas por Pregibon (1981) tem-se que α̂ptq � α̂� tpJJ1 Φ̂ŴJ1qJj1tφ̂
1{2
t ŵ

1{2
t rαt u{p1� gttq,

em que rαt é o resíduo ponderado definido em (4.8) e gtt é o t-ésimo elemento da matriz
diagonal G � pΦ1{2xW 1{2J1pJJ1 pΦxWJ1q�1J1pΦ1{2xW 1{2. Assim, segue que y̆t� ˆ̆yptq � rαt {p1�gttq.

Para o modelo de regressão beta não linear, a estatística PRESS é definida por

PRESS �
ņ

t�1

�
rαt

1 � gtt


2

. (5.4)

Considerando a mesma abordagem para a determinação do coeficiente R2, é possível
pensar em um coeficiente de predicão baseado na PRESS, denotado por estatística P 2 e
definido por

P 2 � 1 � PRESS

SSTptq
, (5.5)
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em que SSTptq �
°n
t�1pyt � ȳptqq2, sendo ȳptq a média aritmética de y sem a t-ésima

observação. Pode-se mostrar que SSTptq � rn{pn � kqs2SST , sendo k o número de
parâmetros estimados do modelo. Para o modelo de regressão beta com dispersão variável
temos que SST � °n

t�1py̆t � ¯̆yptqq2, ¯̆y é a média aritmética da variável y̆t � φ̂
1{2
t ŵ

1{2
t u1,t,

t � 1, . . . , n e k � p� q̌.
Como sugerido por Cook e Weisberg (1982), versões alternativas da estatística PRESS

podem ser definidas, baseadas em diferentes resíduos. Assim, as estatísticas PRESS e P 2

associadas, considerando o resíduo combinado, foram propostas por Silva (2015) e são
definidas por

PRESSαγ �
ņ

t�1

�
rαγt

1 � gtt


2

e P 2
αγ � 1 � PRESSαγ

SSTptq
, (5.6)

respectivamente. Em (5.6), rαγt é o resíduo combinado proposto por Espinheira et al.
(2017) definido em (4.13).

As medidas R2 e P 2 são distintas, uma vez que o R2 mede a qualidade do ajuste do
modelo e a P 2 e P 2

αγ medem o poder de predição. Adicionalmente, P 2 e P 2
αγ não são

medidas positivas. De fato, PRESS{SSTptq é uma quantidade positiva, assim a P 2 e a
P 2
αγ assumem valores no intervalo p�8; 1s . Quanto mais próximo de um, melhor poder

preditivo do modelo.
Silva (2015) propôs as versões penalizadas das estatísticas P 2 e P 2

αγ, respectivamente,
dadas por

P 2
c � 1 � p1 � P 2qpn� 1q

pn� pq (5.7)

e

P 2
αγc � 1 � p1 � P 2

αγqpn� 1q
pn� pq . (5.8)

Para avaliar a bondade do ajuste do modelo consideramos a medida de adequação R2

baseada na razão de verossimilhanças aqui denotada como pseudo-R2
LR e dada por

R2
LR � 1 �

�
Lnull
Lfit


2{n
, (5.9)

em que Lnull é a função de verossimilhança maximizada considerando o modelo sem
regressores e Lfit é a função de verossimilhança maximizada do modelo ajustado.

Bayer e Cribari-Neto (2017) propuseram o critério de seleção baseado na medida dada
por

R2
LRc � 1 � p1 �R2

LRq
n� 1
n� p



133

para modelos com dispersão constante e

R2
LRc � 1 � p1 �R2

LRq
�

n� 1
n� p1 �$qkk1 � p1 �$qkk2


δ

(5.10)

para modelos com dispersão variável, em que 0 ¤ $ ¤ 1 e δ ¡ 0. kk1 e kk2 denotam o
número de parâmetros dos submodelos da média e da dispersão, respectivamente.

Consideramos ainda a medida global de ajuste definida por Ferrari e Cribari-Neto
(2004) como o quadrado do coeficiente de correlação amostral entre gpyq e η̂1 e denotada
por ps-R2. Baseado nela Bayer e Cribari-Neto (2017) proposeram o critério de seleção
ps-R2 corrigido dada por

ps-R2
c � 1 � p1 � ps-R2qn� 1

n� p
. (5.11)

5.2 Avaliação numérica - Modelo de regressão beta
não linear com erros de medida

Realizou-se um estudo de simulação de Monte Carlo com R � 10000 réplicas com o
objetivo de investigar os comportamentos das estatísticas para o modelo de regressão beta
não linear com erros de medidas, considerando os métodos de estimação apresentados
nesta tese.

Foram geradas diferentes amostras aleatórias de tamanho n igual a 40, 80 e 160 para os
dois primeiros cenários e para o terceiro cenário geraram-se amostras aleatórias de tamanho
n igual a 60, 80 e 160, para evitar problemas de convergência. Essas amostras foram
tomadas com valores verdadeiros de xt, que segue distribuição normal com média µx e
variância σ2

x. Ocorrências da variável dependente yt foram geradas a partir da distribuição
beta com média µt e precisão φt. Depois, geraram-se ocorrências da covariável wt a partir
de sua distribuição condicional dado xt, ou seja, com uma distribuição normal com média
xt e variância σ2

e . O coeficiente de confiabilidade do modelo foi considerado conhecido
e os seguintes valores foram atribuídos kx � 0.50 (erro de medida alto), kx � 0.75 (erro
de medida moderado) e kx � 0.95 (erro de medida baixo), que representam a σ2

e � σ2
x,

σ2
e � σ2

x{3 e σ2
e � σ2

x{19, respectivamente. A variável wt foi utilizada para gerar os
estimadores dos parâmetros de interesse descritos anteriormente. Em todos os cenários
foram considerados Q � 50 pontos de quadratura.
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5.2.1 Cenário 1: Dispersão constante

Considerou-se o modelo de regressão beta não linear com erros de medida sob o enfoque
estrutural com a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
1 � β1x1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme em p0.2, 1.2q. Os seguintes
valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.

Tabela 5.1: Valores das estatísticas considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.50,
kx � 0.75 e kx � 0.95 e os diferentes métodos de estimação. Modelo com dispersão constante
φ � 150.

Cenário 1 : gpµtq � α0 � zα1
1 � β1x1 e hpφtq � γ0

kx � 0.95 kx � 0.75 kx � 0.50
n MVa MPVa RC MVa MPVa RC MVa MPVa RC

P 2 0.8331 0.8331 0.8331 0.8292 0.8292 0.8292 0.8101 0.8108 0.8091
P 2
c 0.8191 0.8191 0.8191 0.8150 0.81500 0.8150 0.7942 0.7950 0.7931

P 2
αγ 0.8331 0.8331 0.8331 0.8293 0.8294 0.8294 0.8103 0.8111 0.8095

40 P 2
αγc 0.8192 0.8192 0.8192 0.8151 0.8151 0.8152 0.7945 0.7953 0.7936

ps-R2 0.8306 0.8306 0.8306 0.8279 0.8279 0.8279 0.8178 0.8180 0.8180
ps-R2

c 0.8165 0.8165 0.8165 0.8136 0.8136 0.8136 0.8026 0.8028 0.8028
R2
LR 0.8371 0.8371 0.9902 0.8292 0.8292 0.9912 0.8188 0.8187 0.9944

R2
LRc 0.8235 0.8235 0.9894 0.8149 0.8149 0.9912 0.8037 0.8036 0.9939
P 2 0.8104 0.8104 0.8104 0.8083 0.8083 0.8083 0.8013 0.8016 0.8016
P 2
c 0.8029 0.8029 0.8029 0.8008 0.8008 0.8008 0.7934 0.7938 0.7938

P 2
αγ 0.8105 0.8105 0.8105 0.8084 0.8084 0.8084 0.8013 0.8016 0.8017

80 P 2
αγc 0.8030 0.8030 0.8030 0.8008 0.8008 0.8008 0.7934 0.7938 0.7938

ps-R2 0.8112 0.8112 0.8112 0.8095 0.8095 0.8095 0.8049 0.8049 0.8049
ps-R2

c 0.8037 0.8037 0.8037 0.8020 0.8020 0.8020 0.7972 0.7972 0.7972
R2
LR 0.8140 0.8140 0.9893 0.8049 0.8049 0.9911 0.7941 0.7941 0.9938

R2
LRc 0.8067 0.8067 0.9888 0.7972 0.7974 0.9908 0.7859 0.7859 0.9935
P 2 0.8229 0.8229 0.8229 0.8220 0.8220 0.8220 0.8175 0.8199 0.8199
P 2
c 0.8195 0.8195 0.8195 0.8186 0.8186 0.8186 0.8140 0.8164 0.8164

P 2
αγ 0.8229 0.8229 0.8229 0.8220 0.8220 0.8221 0.8177 0.8199 0.8200

160 P 2
αγc 0.8195 0.8195 0.8195 0.8186 0.8186 0.8186 0.8142 0.8165 0.8165

ps-R2 0.8251 0.8251 0.8251 0.8244 0.8244 0.8244 0.8222 0.8228 0.8228
ps-R2

c 0.8217 0.8217 0.8217 0.8211 0.8211 0.8211 0.8188 0.8194 0.8194
R2
LR 0.8261 0.8261 0.9901 0.8178 0.8178 0.9919 0.8075 0.8076 0.9943

R2
LRc 0.8228 0.8228 0.9899 0.8143 0.8143 0.9917 0.8038 0.8039 0.9942

A Tabela 5.1 apresenta os valores médios das estatísticas apresentadas na seção anterior
considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.50, kx � 0.75 e kx � 0.95 e os
métodos da máxima verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) e calibração da regressão (RC) para estimação dos parâmetros
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o modelo com dispersão constante. Através dos resultados obtidos verifica-se que as
estatísticas estão bem semelhantes para todos os métodos considerados. Também é notável
uma sucinta diminuição nas estatísticas P 2 e suas versões corrigidas, com a diminuição do
coeficiente de confiabilidade, indicando que à medida que o erro de medida aumenta fica
mais difícil fazer predição no modelo. Vale salientar que as medidas R2

LR e R2
LRc são bem

próximas de um, indicando que os métodos estão ajustando bem os modelos. Além disso,
devemos salientar que as duas medidas de qualidade de ajuste ps-R2 e R2

LR apresentam
comportamentos equivalentes.
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kx = 0.95

(a)

n
=
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c P2

αγc R2
LRc

kx = 0.75

(b)
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kx = 0.50
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(d)
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(i)

Figura 5.1: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc) obtidas pelo método

da máxima verossimilhança aproximada. Coeficiente de confiablidade: kx � 0.95 (erro de
medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo
com dispersão constante.
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Com o objetivo de fazer uma análise mais detalhada do comportamento das estatísticas
de medidas de predição e de qualidade de ajuste propostas para o modelo de regressão beta
não linear com erros de medida foram construídos boxplots considerando os métodos da
máxima verossimilhança aproximada (MVa), pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)
e calibração da regressão (RC) e os mesmos são mostrados nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3, res-
pectivamente. Foram avaliadas as medidas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado
(P 2

c ), P 2 corrigida considerando resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc).

As medidas P 2 e P 2
αγ indicam que à medida que o coeficiente de confiabilidade diminui

a qualidade de predição do modelo é substancialmente afetada negativamente mesmo
quando o modelo está bem especificado. Este resultado corrobora com o desempenho dos
estimadores do parâmetro associado a não linearidade o qual é prejudicado tanto quanto
ao viés quanto às taxas de coberturas dos intervalos de confiança.

Note que o mesmo não ocorre com a qualidade do ajuste do modelo avaliada com base
na R2

LRc. À medida que o erro de medida aumenta maior o sentido em considerar um
modelo que considere este fato. Assim, à medida que kx (coeficiente de confiabilidade)
diminui, mais os valores da estatística R2

LRc tendem a se concentrar próximo de um.
Comparando os três métodos nota-se que o método da máxima pseudo-verossimilhança

aproximada é o que apresenta o melhor desempenho quanto à predição visto que os boxplots
das medidas P 2

c e P 2
αγc revelam que os valores das estatísticas tendem a se concentrar

próximas de um à medida que o tamanho da amostra aumenta mesmo quando kx � 0.50
(Figura 5.2). Do ponto de vista de qualidade de ajuste é o método de calibração da
regressão que apresenta o melhor desempenho, visto que independente do tamanho da
amostra os valorese da estatística R2

LRc estão muito concentradas no valor máximo, igual
a um (Figura 5.3). O método da calibração da regressão apresentou melhores resultados
quando comparados aos outros métodos. Este fato pode estar associado à questão deste
método apresentar um bom desempenho quanto ao processo de estimação do parâmetro
de não linearidade.

5.2.2 Cenário 2: Dispersão variável

Para avaliação das medidas de predição e qualidade de ajuste em modelos com dispersão
variável consideramos dois casos: (i) modelo sem erro de medida no preditor da dispersão
e (ii) modelo com erro de medida no preditor da dispersão.
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(b)
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(i)

Figura 5.2: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc) obtidas pelo método

da máxima pseudo-verossimilhança aproximada. Coeficiente de confiablidade: kx � 0.95
(erro de medida baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto).
Modelo com dispersão constante.

Modelo sem erro de medida no preditor da dispersão

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e dispersão variável, sob o enfoque estrutural, apresenta a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � γ1zt1,

wt � xt � et,
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kx = 0.95

(a)
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(i)

Figura 5.3: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc) corrigida obtidas pelo

método da calibração da regressão. Coeficiente de confiablidade: kx � 0.95 (erro de medida
baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com
dispersão constante.

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, γ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
A Tabela 5.2 apresenta os valores das estatísticas considerando os coeficientes de

confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95 e os métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MVa), máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e calibração da regressão
(RC) para estimação dos parâmetros do modelo com dispersão variável sem erro de medida.
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Tabela 5.2: Valores das estatísticas considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e
kx � 0.95 e os diferentes métodos de estimação. Modelo sem erro de medida no preditor da
dispersão.

Cenário 2: gpµtq � α0 � zα1
1t � β1x1t e

hpφtq � γ0 � γ1z1t
kx � 0.95 kx � 0.75

n MVa MPVa RC MVa MPVa RC
P 2 0.79417 0.79417 0.79402 0.72783 0.73510 0.76461
P 2
c 0.77065 0.77065 0.77048 0.69673 0.70483 0.73771

40 P 2
αγ 0.79423 0.79423 0.79423 0.72887 0.73574 0.76513

P 2
αγc 0.77072 0.77071 0.77071 0.69788 0.70554 0.73829

ps-R2 0.78277 0.78277 0.78273 0.77706 0.77721 0.77732
ps-R2

c 0.75794 0.75794 0.75790 0.75158 0.75175 0.75187
R2
LR 0.78793 0.78793 0.98695 0.67540 0.67411 0.98406

R2
LRc 0.74630 0.74630 0.98439 0.61167 0.61013 0.98093
P 2 0.77175 0.77175 0.77147 0.75305 0.75408 0.75998
P 2
c 0.75958 0.75958 0.75929 0.73988 0.74096 0.74718

80 P 2
αγ 0.77180 0.77180 0.77169 0.75317 0.75413 0.76046

P 2
αγc 0.75963 0.75963 0.75951 0.74000 0.74102 0.74768

ps-R2 0.77659 0.77659 0.77658 0.77397 0.77402 0.77411
ps-R2

c 0.76467 0.76467 0.76466 0.76191 0.76197 0.76207
R2
LR 0.77285 0.77285 0.98667 0.64884 0.64865 0.98373

R2
LRc 0.75282 0.75282 0.98550 0.61788 0.61768 0.98229
P 2 0.76872 0.76872 0.76868 0.76188 0.76189 0.76494
P 2
c 0.76275 0.76275 0.76271 0.75573 0.75574 0.75888

160 P 2
αγ 0.76866 0.76866 0.76879 0.76176 0.76176 0.76535

P 2
αγc 0.76269 0.76269 0.76283 0.75561 0.75562 0.75930

ps-R2 0.78172 0.78172 0.78172 0.78054 0.78054 0.78057
ps-R2

c 0.77609 0.77609 0.77609 0.77488 0.77488 0.77490
R2
LR 0.77416 0.77416 0.98711 0.64719 0.64719 0.98410

R2
LRc 0.76469 0.76469 0.98657 0.63240 0.63239 0.98343

Podemos observar que com o aumento do erro de medida, ou seja, quando o coeficiente
de confiabilidade diminui, há uma diminuição nas medidas de predição, evidenciando a
dificuldade na qualidade da predição quando o erro de medida vai aumentando, mesmo
com o modelo especificado corretamente. Já em relação às medidas de qualidade de ajuste
existe um aumento nos resultados com o aumento do tamanho amostral, por exemplo,
considerando o método MVa e o R2

LRc tem-se que R2
LRc � p0.74630, 0.75282, 0.76469q, para

n � p40, 60, 160q.
Vale salientar que considerando o erro de medida baixo, ou seja kx � 0.95, os valores

das estatísticas dos métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) são idênticos (Tabela 5.2). Já em relação
ao erro de medida ponderado, ou seja, kx � 0.75, o método da calibração da regressão
apresenta os maiores valores das medidas de predição e da qualidade do ajuste.
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Modelo com erro de medida no preditor da dispersão

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e dispersão variável, sob o enfoque estrutural, apresenta a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências da
variável sem erro de medida zt1 com distribuição uniforme p0.2, 1.2q. Os seguintes valores
para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações foram escolhidos:
α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
A Figura 5.4 apresenta os boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo

ponderado (P 2
c ), P 2 corrigida considerando o resíduo combinado (P 2

αγc) e R2
LR corrigida

(R2
LRc) corrigida considerando o coeficiente de confiablidade kx � 0.75 (erro de medida

moderado) e tamanho amostral n � 160, para os métodos da máxima verossimilhança
aproximada (a), máxima pseudo-verossimilhança aproximada (b) e calibração da regressão
(c), respectivamente.
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Calibração da regressão

(c)

Figura 5.4: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc) corrigida considerando

o coeficiente de confiablidade kx � 0.75 (erro de medida moderado) e tamanho amostral n � 160.
Modelo com erro de medida no preditor da dispersão.

Com base na Figura 5.4 notamos que apesar do método da máxima verossimilhança
aproximada (MV aproximada), Figura 5.4 (a), apresentar valores médios mais próximos de
um para as medidas de predição também pode apresentar os maiores valores negativos para
essas medidas, indicando que em muitas situações esse método apresentou dificuldades
de fornecer boas predições. No geral quanto à predição, em um modelo com erro de
medida simultaneamente na média e na dispersão e com não linearidade na média o
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método da calibração da regressão (Calibração da regressão), foi o que apresentou o melhor
desempenho considerando a distribuição global de seus valores. Neste mesmo cenário
quanto a qualidade de ajuste o melhor método foi também o de calibração de regressão,
Figura 5.4 (c).

5.2.3 Cenário 3: Não linearidade na dispersão

Neste cenário admite-se que o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
e não linearidade na dispersão, sob o enfoque estrutural, apresenta a estrutura:

gpµtq � α0 � zα1
t1 � β1xt1,

hpφtq � γ0 � vγ1
t1 � λ1xt1,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências das
variáveis sem erro de medida zt1 e vt1, ambas com distribuição uniforme em p0.2, 1.2q.
Os seguintes valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações
foram escolhidos: α0 � 0.7, α1 � 2.0, β1 � �1.5, γ0 � 1.5, γ1 � 2.0, λ1 � 1.3, µx � 1.5 e
σ2
x � 0.5.

Tabela 5.3: Valores das estatísticas considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e
kx � 0.95 e os diferentes métodos de estimação. Modelo com não linearidade na dispersão.

Cenário 3: gpµtq � α0 � zα1
1 � β1x1 e

hpφtq � γ0 � vγ1
t1 � λ1xt1

kx � 0.95 kx � 0.75
n MVa MPVa RC MVa MPVa RC

P 2 0.8576 0.8609 0.8615 0.5352 0.6229 0.8065
P 2
c 0.8444 0.8480 0.8487 0.4922 0.5879 0.7886
P 2
αγ 0.8585 0.8615 0.8604 0.5574 0.6380 0.8032

60 P 2
αγc 0.8454 0.8486 0.8474 0.5164 0.6045 0.7850

ps-R2 0.6622 0.6622 0.6621 0.6599 0.6600 0.6604
ps-R2

c 0.6309 0.6309 0.6308 0.6284 0.6285 0.6289
R2
LR 0.8745 0.8745 0.9905 0.7468 0.7458 0.9852

R2
LRc 0.8576 0.8576 0.9892 0.7126 0.7116 0.9833

P 2 0.8739 0.8739 0.8602 0.7425 0.7628 0.8114
P 2
c 0.8654 0.8653 0.8508 0.7251 0.7468 0.7986
P 2
αγ 0.8741 0.8741 0.8591 0.7465 0.7690 0.8067

80 P 2
αγc 0.8656 0.8656 0.8495 0.7294 0.7534 0.7936

ps-R2 0.6563 0.6563 0.6563 0.6549 0.6549 0.6552
ps-R2

c 0.6331 0.6331 0.6330 0.6316 0.6315 0.6319
R2
LR 0.8736 0.8736 0.9905 0.7420 0.7414 0.9852

R2
LRc 0.8613 0.8613 0.9896 0.7169 0.7162 0.9837

A Tabela 5.3 mostra os valores médios das medidas mostradas na seção anterior
considerando os coeficientes de confiabilidade kx � 0.75 e kx � 0.95 e os diferentes métodos
de estimação para o modelo de regressão beta não linear com erros de medida e não
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linearidade na dispersão. Nota-se que os métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) são consideravelmente mais
afetados quanto ao poder de predição do modelo que o método de calibração de regressão
(RC), neste cenário em que consideramos erro de medida e não linearidade na média e na
dispersão simultaneamente. O mesmo ocorre quanto a qualidade do ajuste.
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Figura 5.5: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ),

P 2 corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc) e R2

LR corrigida (R2
LRc) obtidas pelos

métodos avaliados considerando os coeficientes de confiablidade kx � 0.95 (erro de medida baixo),
kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Modelo com dispersão
variável não linear. Tamanho amostral n � 160.

Uma análise mais detalhada das estatísticas de medidas de qualidade de ajuste pro-
postas para o modelo de beta não linear com erros de medidas foi realizada através de
gráficos boxplots considerando os métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV
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aproximada), pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) e calibração
da regressão (Calibração da regressão) apresentados na Figura 5.5, considerando um
tamanho amostral n � 160 e os coeficientes de confiabilidade kx � 0.95 (erro de medida
baixo), kx � 0.75 (erro de medida moderado) e kx � 0.50 (erro de medida alto). Foram
avaliadas as medidas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2

c ), P 2 corrigida
considerando resíduo combinado (P 2

αγc) e R2
LR corrigida (R2

LRc).
As medidas P 2 e P 2

αγ , novamente, indicam que à medida que o coeficiente de confiabili-
dade diminui a qualidade de predição do modelo é substancialmente afetada negativamente
mesmo quando o modelo está bem especificado. Esse resultado corrobora com o desempe-
nho dos estimadores do parâmetro associado a não linearidade o qual é prejudicado tanto
quanto ao viés quanto às taxas de coberturas dos intervalos de confiança. Novamente, o
método da calibração da regressão apresentou melhores resultados quando comparados
aos outros métodos. Este fato pode estar associado ao melhor ajuste para o parâmetro
associado a não linearidade do modelo, como mostra a Figura 5.5 (g)-(i).

5.2.4 Cenário 4 - Modelo Linear: Má especificação do modelo

Considere que os dados foram gerados através do modelo de regressão beta linear com
erros de medida sob o enfoque estrutural com a seguinte estrutura:

gpµtq � α0 � α1zt1 � α2zt2 � α3zt3 � β1xt1,

hpφq � γ0,

wt � xt � et,

em que t � 1, 2, . . . , n. Para cada réplica de Monte Carlo, geraram-se ocorrências das
variáveis sem erros de medida zt1, zt2 e zt3 cada uma com distribuição uniforme p0.2, 1.2q.
Os seguintes valores para os parâmetros que permanecem fixos para todas as simulações
foram escolhidos: α0 � �2.2, α1 � 1.2, α2 � 1.3, α3 � 1.1, β1 � 1.5, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
Também avaliamos a influência do parâmetro de dispersão, considerando γ0 � p2.8, 5.0, 5.7q,
que fornecem φ � p20, 150, 300q.

Com o objetivo de avaliar os desempenhos das estatísticas de predição e a qualidade do
ajuste dos modelos considerados sob a omissão de covariáveis significativas para predição,
foram geradas 5000 réplicas de Monte Carlo e considerou-se os seguintes cenários:

• Cenário 1: gpµtq � α0 � β1xt1;

• Cenário 2: gpµtq � α0 � α1zt1 � β1xt1;

• Cenário 3: gpµtq � α0 � α1zt1 � α2zt2 � β1xt1;

• Cenário 4: gpµtq � α0 � α1zt1 � α2zt2 � α3zt3 � β1xt1
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No cenário 1 considerou-se apenas o intercepto e a variável mensurada com erros de
medida, xt1. No cenário 2 adicionou-se uma variável sem erros, zt1, ao modelo do cenário
1. Para o cenário 3 acrescentou-se mais uma variável mensurada sem erros de medida, zt2,
ao modelo do cenário 2. Por fim, considerou-se o modelo proposto.

As Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 apresentam as estatísticas de predição P 2 considerando o
resíduo ponderado (P 2) e sua versão corrigida (P 2

c ), P 2 considerando o resíduo combinado
(P 2

αγ) e sua versão corrigida (P 2
αγc), bem como as medidas de qualidade de ajuste pseudo-R2

(ps-R2) e sua versão corrigida (ps-R2
c) e a pseudo-R2 baseada na razão de verossimilhança

(R2
LR) e sua versão corrigida (R2

LRc).
Nota-se com base nas Tabelas 5.4 a 5.6 que considerando todos os métodos, a saber

máxima verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossilhança aproximada
(MPVa) e calibração da regressão (RC), as estatísticas relacionadas à predição e à qualidade
de ajuste aumentam em valores à medida que covariáveis importantes são consideradas
corretamente na modelagem da média da variável resposta. Ressalta-se ainda a influência
do valor de φ, tal que mesmo quando covariáveis importantes são desconsideradas na
modelagem para os valores de φ maiores, maiores são os valores das estatísticas.

É possível notar também que o método da calibração da regressão (RC) apresentou os
melhores resultados quando os modelos estão fora da especificação, ou seja, nos cenários 1, 2
e 3. Além disso, as medidas R2

LR e R2
LRc apresentam valores próximos de 1 e bem diferentes

dos resultados apresentados nas medidas ps-R2 e ps-R2
c (Tabela 5.6). Já os métodos

da máxima verossimilhança aproximada e máxima pseudo-verossimilhança aproximada
mostraram os melhores resultados no cenário 4 (Tabelas 5.4 e 5.5).

5.3 Avaliação da má especificação da distribuição men-
surada com erro de medida

Nesta seção avaliamos o comportamento dos estimadores sob a má especificação da
distribuição da variável mensurada com erro de medida. Inicialmente, é apresentada uma
revisão das quatro distribuições comumente utilizadas na literatura que foram avaliadas.
Para obtenção dos resultados, realizamos simulações de Monte Carlo com 5000 réplicas e
os resultados são apresentados a seguir.

5.3.1 Distribuição t-Student

Seja X uma variável aleatória que assume valores reais. Se X segue distribuição
t-Student, denotado por X � tpνq, então a função densidade de probabilidade é dada por

fpx; νq � Γ
�
ν�1

2

�
?
νπΓ

�
ν
2

� �1 � x2

ν


� ν�1
2

, (5.12)
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em que ν é o número de graus de liberdade e Γ é a função gama.
A função densidade de probabilidade é simétrica e sua forma geral se assemelha à

forma de sino de uma variável distribuída normalmente com média 0 e variância 1, exceto
que é mais achatada e alcança os valores mais extremos. A Figura 5.6 apresenta a função
de densidade da distribuição t-Student para diferentes valores de ν.

Figura 5.6: Função densidade de probabilidade da distribuição t-Student para diferentes graus
de liberdade (gl).

A média e a variância são dadas, respectivamente, por

IEpXq � 0 e

V arpXq �
"

ν
ν�2 , ν ¡ 2
8, 1   ν ¤ 2.

5.3.2 Distribuição Log-Normal

Se a variável aleatória X tem distribuição log-normal com parâmetros µ e σ2, então
X� � lnpXq segue distribuição normal com parâmetros µ e σ2. Bem como, se X�

segue distribuição normal com parâmetros µ e σ2, então a função exponencial de X�,
X � exppX�q, segue uma distribuição log-normal com parâmetros µ e σ2.

Vale salientar que uma variável aleatória que segue distribuição log-normal assume
apenas valores reais positivos. A função densidade de probabilidade é dada por

fpx;µ, σq � 1
xσ
?

2π
exp

�
�plnpxq � µq2

2σ2

�
. (5.13)
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A Figura 5.7 apresenta a função densidade de probabilidade para diferentes parâmetros
µ e σ2. Portanto, dizemos que se X é uma variável aleatória que tem a densidade
apresentada na Equação (5.13), então X � LNpµ, σ2q.

Figura 5.7: Função densidade de probabilidade da distribuição Log-Normal para diferentes
parâmetros µ e σ2.

A média e a variância de X são dadas, respectivamente, por

IEpXq � exp
�
µ� σ2

2



e

V arpXq � rexppσ2q � 1s expp2µ� σ2q

5.3.3 Distribuição Weibull

Seja X uma variável aleatória que assume números reais positivos. Se X segue uma
distribuição Weibull, então sua função densidade de probabilidade é dada por

fpx; k, λq � k

λ

�x
λ

	k�1
e�px{λq

k

, (5.14)

em que λ P p0,�8q é um parâmetro de escala e k P p0,�8q denota o parâmetro de forma.
A Figura 5.8 apresenta a função densidade de probabilidade para diferentes parâmetros

k e λ. Portanto, dizemos que se X é uma variável aleatória que tem a densidade apresentada
na Equação (5.14), então X � Weibullpk, λq.
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Figura 5.8: Função densidade de probabilidade para diferentes parâmetros k e λ.

A média e a variância de X são dadas, respectivamente, por

IEpXq � λΓ
�

1 � 1
k



e

V arpXq � λ2

�
Γ
�

1 � 2
k



�
�

Γ
�

1 � 1
k



2
�
.

Reparametrizando temos que b � λp�kq. Para x ¥ 0 a função de risco é dada por

hpx; k, bq � bkxk�1.

Desta forma, a função densidade é dada por

fpx;λ, kq � bkxk�1 expp�bxkq, (5.15)

cuja média é dada por IEpXq � b�1{kΓ
�
1 � 1

k

�
.

5.3.4 Distribuição Beta

A distribuição beta é uma família de distribuições de probabilidade contínuas definidas
no intervalo (0,1) parametrizado por dois parâmetros positivos denotados por α e β, que
aparecem como expoentes da variável aleatória e controlam o formato da distribuição.

A função densidade de probabilidade da distribuição beta, para x P p0, 1q e parâmetros
α e β ¡ 0, é dada por

fpx;α, βq � Γpα � βq
ΓpαqΓpβqx

α�1p1 � xqβ�1, (5.16)
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em que Γ denota a função gama.
A Figura 5.9 apresenta a função densidade de probabilidade para diferentes parâmetros

α e β. Portanto, dizemos que seX é uma variável aleatória que tem a densidade apresentada
na Equação (5.16), então X � Betapα, βq.

Figura 5.9: Função densidade de probabilidade da distribuição beta para diferentes valores dos
parâmetros α e β.

A média e a variância de X são dadas, respectivamente, por

IEpXq � α

α � β
e

V arpXq � αβ

pα � βq2pα � β � 1q .

Considerando a reparametrização φ � α�β é possível reescrever a função de densidade
da distribuição beta como segue. Sejam y1, . . . , yn variáveis aleatórias independentes. Para
cada t � 1, . . . , n, yt segue distribuição beta com função de densidade dada por:

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓp1 � µtqφty

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, 0   yt   1, (5.17)

em que 0   µt   1, φt ¡ 0.

5.4 Avaliação numérica - Má especificação da distri-
buição

Com o objetivo de avaliar o comportamento dos estimadores sob má especificação da
distribuição da variável mensurada com erro de medida, realizamos simulações de Monte
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Carlo com 5000 réplicas. Para Ψ � pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4qJ � pα, β,γ, λqJ, tem-se que

Ψ̄j � 1
R

Ŗ

i�1

pΨpiq
j , ViéspΨjq � Ψ̄j � Ψj e REQMpΨjq �

gffe 1
R

Ŗ

i�1
ppΨpiq

j � Ψjq2,

em que j � 1, . . . , 4, são respectivamente, estimativas da média, do viés e da raiz do erro
quadrático médio (REQM) dos estimadores dos parâmetros. Aqui pΨpiq

j denota a estimativa
de Ψj obtida na i-ésima amostra simulada.

Também avaliamos as taxas de cobertura (TC) dos intervalos de confiança com coefici-
ente de confiança nominal de 95%. Esta medida foi estimada da seguinte forma

TC � #tΨj P ICrΨj; 1 � αsu
R

,

em que Ψj é o j-ésimo elemento de Ψ � pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4qJ � pα, β,γ, λqJ, R é o número
de réplicas de Monte Carlo e ICrΨj ; 1�αs é o intervalo de confiança para Ψj com coeficiente
nominal 1 � α.

Neste estudo analisamos apenas o modelo de regressão beta não linear com erros de
medida e dispersão constante dado por

gpµtq � α0 � zα1
t � β1xt,

hpφq � γ0

wt � xt � et. (5.18)

Gerou-se uma amostra de tamanho 100 e essa amostra foi tomada com valores verda-
deiros de x considerando as quatro distribuições apresentadas na Seção 5.3.

As ligações logito e logarítmica foram escolhidas, respectivamente, para os parâmetros
µt e φ. Ocorrências da variável dependente yt foram geradas a partir de uma distribuição
beta com média µt e precisão φ. Depois, geraram-se ocorrências da covariável wt a partir
de sua distribuição condicional dado xt, ou seja, com uma distribuição normal com média
xt e variância σ2

e . O coeficiente de confiabilidade foi considerado conhecido e fixado em
kx � 0.75 (erro de medida moderado) que representa σ2

e � σ2
x{3. A variável contaminada,

wt, foi utilizada para obtenção dos estimadores dos parâmetros de interesse descritos no
Capítulo 2.

Para cada amostra simulada os parâmetros do modelo foram estimados sob dois
enfoques: primeiro, assumimos (erroneamente) que não há erros de medida na covariável
xt, ou seja, utilizamos o método naive (Naive); segundo, reconhecemos que xt é medida
com erros e, nesse caso, utilizamos os três métodos descritos nas seções anteriores, a saber:
máxima verossimilhança aproximada (MVa), máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa) e calibração da regressão (RC).
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Figura 5.10: Histogramas considerando 100 ocorrências geradas da variável aleatória X que
segue diferentes distribuições: (a) X � tp3q; (b) X � LNp2.5, 2.7q; (c) X �Weibullp1.5, 1q; (d)
X � Betap0.6, 0.6q.

A Figura 5.10 apresenta os histogramas de 100 ocorrências geradas considerando as
variáveis aleatórias X e W . Na Figura 5.10-(a), X segue uma distribuição t-Student
com 3 graus de liberdade e W |X � Npx, 1q. Na Figura 5.10-(b), X segue distribuição
LNp2.5, 2.7q e W |X � Npx, 2.7{3q. Na Figura 5.10-(c), temos que X segue distribuição
Weibull com parâmetros (1.5, 1.0) e W |X � Npx, 1{3q. Por fim, na Figura 5.10-(d), X
segue distribuição Betapµxσ2

x, p1 � µxqσ2
xq, com µ � 0.5 e σ2 � 1.2 e W |X � Npx, 1.2{3q.

A Tabela 5.7 apresenta os vieses, as raízes dos erros quadráticos médios (REQM)
e as taxas de cobertura com 95% de confiança para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0

considerando o modelo de regressão beta não linear com erros de medida com dispersão
constante dado na Equação (5.18).

Considerando que X � tp3q verificou-se que, em relação ao viés, os métodos de máxima
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Tabela 5.7: Vieses, raízes do erros quadráticos médios (REQM) e taxas de cobertura com 95% de
confiança para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0 considerando o modelo com dispersão constante.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8 e γ0 � 5.0.

Cenário Método Naive RC MVa MPVa
pα0 0.02458 0.02591 0.00818 0.00814

Viés pα1 0.29415 0.29415 0.02077 0.01989
pβ1 0.33941 0.10956 0.06973 0.06146
pγ0 2.51009 2.51009 0.61598 0.61953
pα0 0.07741 0.08887 0.08751 0.08808

X � tpνq REQM pα1 0.63578 0.63578 0.62433 0.62302
pβ1 0.34160 0.13937 0.10847 0.10509
pγ0 2.51416 2.51416 1.17420 1.14889
α0 93.48000 88.38000 92.34000 92.78000

TX Cobertura α1 84.82000 85.16000 84.22000 84.64000
95% β1 0.00000 44.08000 75.68000 77.32000

γ0 0.00000 0.00000 51.32000 48.90000
pα0 �1.52351 �0.73267 �0.70486 0.77431

Viés pα1 0.56385 0.56385 0.19999 0.68162
pβ1 0.41865 0.23591 0.19415 0.21103
pγ0 1.05920 1.05920 0.30781 0.48495
pα0 1.53252 0.80871 0.68060 0.75911

X � LNpµx, σ
2
xq REQM pα1 0.81898 0.81898 0.19948 0.68159

pβ1 0.42056 0.24967 0.18837 0.20723
pγ0 1.07048 1.07048 0.30401 0.48245
α0 0.00000 19.96000 42.62000 39.82000

TX Cobertura α1 73.50000 73.58000 89.02000 86.52000
95% β1 0.00000 8.76000 36.68000 34.24000

γ0 0.00000 0.00000 76.78000 71.04000
pα0 �0.33657 0.00949 �0.03941 �0.02218

Viés pα1 0.09502 0.09502 �0.00071 �0.00143
pβ1 0.40731 0.02116 0.05190 0.03211
pγ0 1.42802 1.42802 0.08842 0.06765
pα0 0.34071 0.14563 0.11510 0.12161

X �Weibullpa, bq REQM pα1 0.36466 0.36466 0.36832 0.36740
pβ1 0.41005 0.15640 0.12317 0.13010
pγ0 1.43516 1.43516 0.83537 0.80419
α0 0.02000 77.92000 89.96000 90.10000

TX Cobertura α1 92.62000 89.66000 90.72000 90.32000
95% β1 0.00000 72.64000 88.00000 88.26000

γ0 0.00000 0.00000 81.04000 78.42000
pα0 �0.30194 0.75060 0.00572 0.02896

Viés pα1 0.04666 0.04666 �0.00618 �0.00504
pβ1 0.62513 �1.44785 �0.00812 �0.05513
pγ0 1.07421 1.07421 �0.48907 �0.32263
pα0 0.30433 36.03234 0.18670 0.40174

X � Betapµxσ
2
x, p1� µxqσ

2
xq REQM pα1 0.27952 0.27952 0.28661 0.28202

pβ1 0.62620 69.23198 0.35837 0.79878
pγ0 1.08181 1.08181 1.36354 1.14602
α0 0.00000 52.54000 81.66000 88.66000

TX Cobertura α1 94.72000 92.38000 86.82000 94.00000
95% β1 0.00000 45.88000 77.12000 87.20000

γ0 0.00000 0.00000 72.96000 76.12000

verossimilhança (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança (MPVa) apresentam os melhores
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desempenhos. Em relação a raiz do erro quadrático médio (REQM) tem-se que, para
o estimador associada a variável com erro de medida β1, o método MPVa apresentou o
melhor resultado (REQM = 0.10847). Em relação à taxa de cobertura, considerando o
nível de confiança 95%, verificamos que métodos MVa e MPVa apresentam os melhores
desempenhos para os parâmetros associados a variável com erros de medidas e a variável
associada a dispersão, dadas respectivamente por, β1 e γ0. Ou seja, mesmo a distribuição
da variável com erro de medida sendo considerada erroneamente, os métodos MPVa e
MVa apresentam os melhores resultados quanto à estimação.

Para X � LNp2.5, 2.7q avaliando o viés é possível notar que o método de MVa apresenta
os menores valores, especialmente para os parâmetros associados às variáveis não linear,
com erro de medida e dispersão, cujos resultados foram Viés(α1) = 0.19999, Viés(β1) =
0.19415 e Viés(γ0) = 0.30781, respectivamente. Em relação a raiz do erro quadrático médio
(REQM), o método MVa apresentou melhores resultados. Em relação à taxa de cobertura,
considerando o nível de confiança 95%, verificamos que métodos MVa e MPVa apresentam
os melhores desempenhos para todos os parâmetros. De modo geral, verificou-se que o
método naive apresentou os piores desempenhos considerando os métodos de avaliação
dos estimadores (viés, REQM, TX cobertura).

Quando X � Weibullp1.5, 1.0q observou-se que, em geral, os métodos MVa e MPVa
apresentaram os melhores desempenhos. Vale salientar também que, em relação à taxa
de cobertura com 95% de confiança, o método naive apresenta os piores desempenhos,
especialmente para os parâmetros associadados às variáveis com erro de medida (β1) e
dispersão (γ).

Considerando que X � Betap0.6, 0.6q, verificou-se novamente de forma geral melhores
desempenhos para os métodos MVa e MPVa. Em relação à taxa de cobertura considerando
95% de confiança, é possível observar que o método naive apresentou os piores resultados,
há uma superestimação em relação aos parâmetros associados as variáveis com erros de
medida e dispersão, β1 e γ0, respectivamente.

A Tabela 5.8 apresenta os vieses, raízes do erro quadrático médio (REQM) e taxas
de cobertura com 95% de confiança para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0 considerando
o modelo com dispersão constante, utilizando a distribuição normal. Avaliando o viés
é possível notar que o método da MPVa apresenta os menores valores, especialmente
para os parâmetros associados às variáveis não linear, com erro de medida e dispersão,
cujos resultados foram Viés(α1) = �0.02155, Viés(β1) = �0.00345 e Viés(γ0) = �0.46810,
respectivamente. Em relação a raiz do erro quadrático médio (REQM), o método MPVa
apresentou melhores resultados. Em relação à taxa de cobertura, considerando o nível de
confiança 95%, verificamos que métodos MVa e MPVa apresentam os melhores desempenhos
para os parâmetros associados a não linearidade (β1) e dispersão (γ0). De modo geral,
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verificou-se que o método naive apresentou os piores desempenhos considerando os métodos
de avaliação dos estimadores (viés, REQM).

Com o objetivo de avaliar a qualidade dos valores preditos utilizou-se as estatísticas P 2

e PRESS. Além disso a pseudo-R2 corrigida (R2
c) e o R2

LR corrigido (R2
LRc) foram usados

para avaliar a qualidade do ajuste do modelo.

Tabela 5.8: Vieses, raízes do erros quadráticos médios (REQM) e taxas de cobertura com 95% de
confiança para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0 considerando o modelo com dispersão constante.
Verdadeiros valores de parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8 e γ0 � 5.0.

Cenário Método Naive RC MVa MPVa
pα0 0.01044 0.01058 0.00279 0.00278

Viés pα1 0.11788 0.11788 �0.02219 �0.02155
pβ1 0.22541 0.02545 �0.00379 �0.00345
pγ0 1.77119 1.77119 �0.48565 �0.46810
pα0 0.04988 0.05512 0.05661 0.05645

X � Npµx, σ
2
xq REQM pα1 0.42165 0.42165 0.42611 0.42490

pβ1 0.22854 0.06878 0.06539 0.06376
pγ0 1.77680 1.77680 1.19652 1.16958
α0 94.76000 91.16000 88.90000 90.60000

TX Cobertura α1 90.60000 89.22000 82.64000 83.60000
95% β1 0.00000 83.94000 89.52000 92.38000

γ0 0.00000 0.00000 72.64000 69.04000
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P2c P2
βγc Rc

2 RLRc
2

Calibração da regressão

(c)

Figura 5.11: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Modelo com dispersão constante.
X � tp3q

As Figuras 5.11, 5.12, 5.13 e 5.14 apresentam os boxplots das estatísticas P 2 corrigida
considerando o resíduo ponderado (P 2

c ), P 2 corrigida considerando o resíduo combinado
(P 2

αγc), R2
c e R2

LR corrigida (R2
LRc) obtidas pelos métodos da máxima verossimilhança

aproximada (MV aproximada), pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV apro-
ximada) e calibração da regressão (RC), considerando que X � tp3q, X � LNp2.5, 2.7q,
X � Weibullp1.5, 1.0q e X � Betap0.6, o.6q. Aqui, o principal objetivo foi realizar uma
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análise mais detalhada das estatísticas de medidas de qualidade de ajuste propostas para
o modelo de regressão beta não linear com erros de medida quando existe má especificação
no modelo.
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P2c P2
βγc Rc

2

Calibração da regressão

(c)

Figura 5.12: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Modelo com dispersão constante.
X � LNp2.5, 2.7q
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Calibração da regressão

(c)

Figura 5.13: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Modelo com dispersão constante.
X �Weibullp1.5, 1.0q

Com base nas Figuras de 5.11 a 5.12 notamos que mais uma vez as medidas de predição
assumem os menores valores. No entanto, esses menores valores ocorrem em especial
quando a verdadeira distribuição é a distribuição t-Student com três graus de liberdade.
Quanto às outras distribuições tanto o poder preditivo do modelo quanto a qualidade do
ajuste são menos afetadas.

A Figura 5.15 apresenta os boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo
ponderado (P 2

c ), P 2 corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida



158

●

●
●●

●

●●
●

●
●

●
●●

●●

●

●●

●

●

●
●●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●●

●

●
●
●

●

●●
●

●

●
●
●

●
●

●●●
●●

●

●●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●●
●
●

●

●
●
● ●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●

●

●
●

●

●●

●
●●
●
●●
●●
●
●●
●●●
●●●
●
●●
●●●●●●●
●
●●●
●
●●
●●●
●

●
●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●

●

●

●●●
●●●●●
●●●●●●●
●●●●
●●
●●●●
●●●

●

●
●
●●

●

●
●●
●●●●●

●

●●

●
●●●
●●●
●
●●●●●●
●●●
●
●●●
●●

●

●●●●●●●
●
●
●

●●
●
●●●●●●●●

0.
70

0.
80

0.
90

1.
00

P2c P2
βγc Rc

2 RLRc
2

MV aproximada

(a)

●

●
●●

●

●●
●

●
●

●
●●

●●

●

●●

●

●

●
●●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●●

●

●
●
●

●

●●
●

●

●
●
●

●
●

●●●
●●

●

●●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●●
●
●

●

●
●
● ●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●

●

●
●

●

●●

●
●●
●
●●
●●
●
●●
●●●
●●●
●
●●
●●●●●●●
●
●●●
●
●●
●●●
●

●
●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●

●

●

●●●
●●●●●
●●●●●●●
●●●●
●●
●●●●
●●●

●

●
●
●●

●

●
●●
●●●●●

●

●●

●
●●●
●●●
●
●●●●●●
●●●
●
●●●
●●

●

●●●●●●●
●
●
●

●●
●
●●●●●●●●

0.
70

0.
80

0.
90

1.
00

P2c P2
βγc Rc

2 RLRc
2

Pseudo MV aproximada

(b)

●

●
●●

●

●●
●

●
●

●
●●

●●

●

●●

●

●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●●

●

●
●
●

●

●●
●

●

●
●
●

●
●

●●●
●●

●

●●

●

●

●
●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●●
●
●

●

●
●
● ●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●

●

●
●

0.
70

0.
80

0.
90

1.
00

P2c P2
βγc Rc

2

Calibração da regressão

(c)

Figura 5.14: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Modelo com dispersão constante.
X � Betap0.6, 0.6q
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Figura 5.15: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Modelo com dispersão constante.
X � Np0.0, 1.0q

(R2
LRc) obtidas pelos métodos da máxima verossimilhança aproximada (MV aproximada),

pseudo-verossimilhança aproximada (Pseudo MV aproximada) e calibração da regressão
(RC), considerando que X � Np0.0, 1.0q. É possível notar que as medidas de predição
estão similares aos resultados verificados anteriormente. Em relação à medida de qualidade
de ajuste, é possível notar que os métodos da MV aproximada e Pseudo MV aproximada
são métodos que ajustam bem o modelo.

Avaliamos também os desempenhos dos diferentes métodos considerando heteroscedas-
ticidade para os erros, ou seja, V arpet|xtq � |xt � µ|1{2σ2

e . Ou seja, a inferência é baseada
na suposição errônea de erros homoscedásticos.

A Tabela 5.9 apresenta os resultados dos vieses, das raízes do erro quadrático médio
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(REQM) e as taxas de cobertura com 95% de confiança para os estimadores de α0, α1,
β1 e γ0 considerando o modelo de regressão beta não linear com erros de medida com
dispersão constante dado na Equação (5.18), considerando heteroscedasticidade nos erros.
Em relação ao viés, o método da máxima verossimilhança aproximada (MVa) tem o
melhor desempenho. Considerando a taxa de cobertura, o método naive apresentou o pior
desempenho quando se considera os parâmetros associados a variável com erros de medida
e a dispersão.

Tabela 5.9: Vieses, raízes do erros quadráticos médios (REQM) e taxas de cobertura com 95% de
confiança para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0 considerando o modelo com dispersão constante.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8 e γ0 � 5.0.

Método
Naive RC MVa MPVapα0 0.00739 0.00639 �0.00141 �0.00124

Viés pα1 0.09143 0.09143 �0.06367 �0.06258pβ1 0.18385 �0.04794 �0.03288 �0.04038pγ0 1.63978 1.63978 �1.23717 �1.21482pα0 0.04710 0.05321 0.05524 0.05529
REQM pα1 0.39749 0.39749 0.42679 0.42605pβ1 0.18807 0.09574 0.07538 0.08114pγ0 1.64741 1.64741 1.60203 1.56369

α0 94.80000 90.30000 84.80000 87.90000
TX Cobertura α1 92.00000 90.30000 71.00000 74.70000

95% β1 0.90000 81.90000 80.50000 88.20000
γ0 0.00000 0.00000 51.70000 48.50000
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Figura 5.16: Boxplots das estatísticas P 2 corrigida considerando o resíduo ponderado (P 2
c ), P 2

corrigida considerando o resíduo combinado (P 2
αγc), R2

c e R2
LR corrigida (R2

LRc) obtidas pelos
métodos: (a) máxima verossimilhança aproximada, (b) pseudo-verossimilhança aproximada e (c)
calibração da regressão. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75. Avaliação da homoscedasticidade.

A Figura 5.16 apresenta os resultados das estatísticas P 2 e pseudo-R2 e suas versões
corrigidas. Podemos verificar que o modelo está bem ajustado, mesmo com a suposição de
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homoscedasticidade sendo violada. Um comportamento similar foi verificado no modelo
de regressão beta linear com erros de medida (Carrasco et al., 2014).

5.5 Conclusões

Neste capítulo propomos as estatísticas de predição P 2 considerando o resíduo pon-
derado (P 2), P 2 considerando o resíduo combinado (P 2

αγ) e suas versões corrigidas P 2
c e

P 2
αγc, respectivamente, para o modelo de regressão beta não linear com erros de medida.

Também avaliamos as medidas de qualidade de ajuste pseudo-R2 (ps-R2) e pseudo-R2

baseada na razão de verossimilhança (ps-R2
LR) e suas versões corrigidas ps-R2

c e ps-R2
LRc,

respectivamente.
Realizamos simulações de Monte Carlo para avaliar os desempenhos das estatísticas

de predição e das medidas de qualidade de ajuste considerando os métodos estudados.
Concluímos que as estatísticas P 2 e P 2

αγ e suas versões corrigidas indicam que à medida que o
coeficiente de confiabilidade diminui a qualidade da predição do modelo é substancialmente
afetada negativamente mesmo quando o modelo está bem especificado. Verificamos também
que a medida R2

LR e sua versão corrigida não detecta nenhum tipo de problema. Além disso,
no modelo com dispersão constante as duas medidas de qualidade de ajuste pseudo-R2 e
R2
LR apresentam comportamento equivalentes.
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6 APLICAÇÕES

6.1 Aplicação 1 - Modelo Linear: Sobrepeso em cri-
anças considerando o peso mensurado duas vezes.

O conjunto de dados utilizado é oriundo de uma pesquisa da Faculdade de Medicina e
do Departamento de Nutrição da Universidade Federal da Bahia. Nesta pesquisa 1439
crianças de 9 escolas públicas foram avaliadas. Foram analisadas duas medidas de altura,
peso e circunferência da cintura para todas as crianças.

Com o objetivo de avaliar o sobrepeso em crianças, analisamos uma única escola,
sorteada aleatoriamente, Colégio Estadual Arlete Magalhães, totalizando uma amostra de
166 crianças. A variável de interesse é a razão entre a circunferência da cintura (cm) e
a altura (cm) que assume valores de forma contínua no intervalo (0,1), denotada por yt.
Esta variável é considerada um indicador de obesidade abdominal.

Foram consideradas as segundas medidas mensuradas.
Para este conjunto de dados foram avaliadas conjuntamente com a variável de interesse

as variáveis: idade, em anos (zt1), a indicadora do estado nutricional: 0 = magreza/eutrofia
e 1 = sobrepeso/obesidade (zt2), gênero da criança: 0 = feminino e 1 = masculino (zt3) e
peso (xt). A variável peso é considerada uma variável mensurada com erro de medida.
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60

 Circunferência da cintura por altura

Min=0.34

Q1= 0.40
Md= 0.43
Q3= 0.44

Max=0.66

Y = 0.43

Q1 − 1.5IQR = 0.35

Q3 + 1.5IQR = 0.51

Figura 6.1: Boxplot da variável de interesse (yt) razão entre a circunferência da cintura (cm) e a
altura (cm).

Com base na Figura 6.1, nota-se que a variável resposta apresenta valores concentrados
próximos ao valor médio do intervalo unitário, 0.50, sendo que 75% estão acima de 0.40 e o
valor máximo é de 0.66. Note que o valor médio e a mediana são idênticos, Ȳ �Md � 0.43.
Vale salientar que existem várias observações outliers no conjunto de dados.
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Figura 6.2: Boxplots com as medidas resumo das covariáveis idade (a) e peso (d) e gráficos de
colunas com as porcentagens das covariáveis estado nutricional (b) e gênero (c) das 166 crianças.

A Figura 6.2 apresenta as medidas resumo das variáveis analisadas. Note que 25%
das crianças tem idade acima de 8.32 anos, variando de 6.93 a 12.83 anos, Figura 6.22
(a). 84% das crianças apresentam o estado nutricional de magreza/eutrofia e 53% são do
gênero masculino, como mostram as Figuras 6.22 (b) e 6.22 (c), respectivamente. Note
que 25% das crianças tem peso acima de 34.26 kg, com mínimo e máximo iguais 19.90 kg
e 71.80 kg, respectivamente. Vale salientar que, existem várias observações outliers.

Como dito anteriormente, a variável peso é uma variável mensurada com erro de medida.
Além disso, a mesma foi mensurada duas vezes. Portanto, a variância dos erros de medidas
é estimada pela Equação (2.7), ou seja,

pσ2
ei �

1°n
t�1pnti � 1q

ņ

t�1

nti̧

j�1
pwitj � w̄ti.q2,

em que

w̄ti. � 1
nti

nti̧

j�1
wtij.
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Desta forma, pσ2
e � 66.838 kg2. Assim, o coeficiente de confiabilidade é dado por

kx � σ2
x{pσ2

x � σ2
eq. Considerando os dados analisados temos que pσ2

x � 69.786 kg2, que se
refere à variância dos pesos mensurados na primeira vez. Portanto pkx � 0.512. Ou seja, o
erro de medida é considerado alto.

Com o objetivo de analisar o sobrepeso das crianças em função das covariáveis estudadas,
ajustamos modelos de regressão beta lineares com erros de medida.

6.1.1 Modelos ajustados

Inicialmente, ajustou-se o modelo de regressão beta com erros de medidas considerado
todas as covariáveis dado por

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α3zt3 � β1xt,

log pφtq � γ0 � γ1zt1 � γ2zt2 � γ3zt3 � λ1xt

em que t � 1, . . . , 166, zt1 denota a idade da criança, zt2 é a indicadora do estado nutricional
da criança, zt3 denota o gênero da criança e xt representa o peso. Consideramos as funções
logito e logarítmica para os submodelos da média e da dispersão, respectivamente, e
utilizamos Q � 50 pontos de quadratura.

As estimativas, erros-padrão e p-valores relativos ao processo de inferência sobre os
parâmetros obtidos a partir dos métodos de naive, calibração da regressão (RC), máxima
verossimilhança aproximada (MVa), pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) são
apresentadas na Tabela 6.1.

É possível observar que a variável gênero das crianças (zt3) não foi significativa, ao nível
de 10%, no submodelo da média em nenhum dos métodos ajustados, exceto no método
da calibração da regressão (RC) em que o p-valor foi 0.038. Em relação ao submodelo da
dispersão temos que as variáveis idade (zt1) e peso (xt) não foram significativas, ao nível
de 10%, quando consideramos os métodos naive, MVa e MPVa. Note que há diferenças
nas estimativas dos parâmetros de acordo com os métodos utilizados, especialmente para
o método RC.

Baseado nos resultados da Tabela 6.1, consideramos um novo modelo de regressão beta
linear com erros de medidas com as variáveis significativas, ao nível de 10%. Assim, o
modelo é dado por

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α3zt3 � β1xt

log pφtq � γ0 � γ2zt2 � γ3zt3, (6.1)

em que t � 1, . . . , 166, zt1 denota a idade da criança, zt2 é a indicadora do estado nutricional
da criança, zt3 denota o gênero das criança e xt representa o peso.
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Tabela 6.1: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos Naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Considerando o modelo de regressão beta linear com erros de medida com
todas as covariáveis.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �0.148 0.051 0.004
α1 �0.036 0.007 0.000
α2 0.260 0.041 0.000
α3 0.007 0.016 0.652

Naive β1 0.006 0.002 0.001
γ0 6.854 0.833 0.000
γ1 �0.032 0.097 0.740
γ2 �1.204 0.391 0.002
γ3 0.466 0.231 0.044
λ1 �0.017 0.018 0.333
α0 �0.740 0.128 0.000
α1 0.048 0.017 0.005
α2 �0.035 0.069 0.611
α3 0.042 0.020 0.038

RC β1 0.016 0.003 0.000
γ0 7.033 0.460 0.000
γ1 0.038 0.085 0.650
γ2 �0.106 0.449 0.814
γ3 �1.686 0.569 0.003
λ1 0.492 0.114 0.000
α0 �0.173 0.054 0.001
α1 �0.036 0.007 0.000
α2 0.261 0.041 0.000
α3 0.007 0.016 0.652

MVa β1 0.007 0.002 0.001
γ0 7.005 0.886 0.000
γ1 �0.046 0.100 0.648
γ2 �1.266 0.404 0.002
γ3 0.479 0.241 0.047
λ1 �0.017 0.021 0.417
α0 �0.173 0.051 0.001
α1 �0.036 0.007 0.000
α2 0.261 0.043 0.000
α3 0.007 0.016 0.656

MPVa β1 0.007 0.002 0.007
γ0 7.006 0.766 0.000
γ1 �0.046 0.094 0.629
γ2 �1.266 0.304 0.000
γ3 0.479 0.228 0.035
λ1 �0.017 0.019 0.383
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A Tabela 6.2 apresenta as estimativas, erros-padrão e p-valores relativos ao processo
de inferência sobre os parâmetros obtidos a partir dos métodos de naive, calibração
da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa), pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) do Modelo (6.1).

Tabela 6.2: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos Naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelo (6.1).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �0.153 0.052 0.003
α1 �0.036 0.006 0.000
α2 0.268 0.044 0.000

Naive β1 0.006 0.002 0.000
γ0 6.049 0.176 0.000
γ2 �1.469 0.324 0.000
γ3 0.442 0.232 0.057
α0 �0.765 0.129 0.000
α1 0.051 0.017 0.002
α2 �0.037 0.072 0.611

RC β1 0.017 0.003 0.000
γ0 7.904 0.531 0.000
γ2 �0.110 0.361 0.760
γ3 �1.481 0.462 0.001
α0 �0.180 0.054 0.001
α1 �0.036 0.006 0.000
α2 0.268 0.044 0.000

MVa β1 0.007 0.002 0.000
γ0 6.087 0.181 0.000
γ2 �1.505 0.325 0.000
γ3 0.460 0.243 0.058
α0 �0.180 0.052 0.001
α1 �0.036 0.007 0.000
α2 0.268 0.041 0.000

MPVa β1 0.007 0.002 0.001
γ0 6.087 0.184 0.000
γ2 �1.505 0.275 0.000
γ3 0.460 0.232 0.048

Note que todas as covariáveis foram significantes, ao nível de 10% de significância,
exceto no método da calibração da regressão (RC) que apresentou os piores erros-padrão.

As Figuras 6.3, 6.4 e 6.5 apresentam os resíduos e os envelopes simulados considerando
os métodos calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e
máxima pseudo-verossimilhança aproximada(MPVa), respectivamente.



166

0 50 100 150

−
2

−
1

0
1

2
Resíduo Ponderado

 

 

Índices das Observações
(a)

0 50 100 150

−
2

−
1

0
1

2

Resíduo Padronizado

 
 

(b)

0 50 100 150

−
2

−
1

0
1

2

Resíduo Combinado

 

 

(c)

−2 −1 0 1 2

−
20

−
10

0
10

 

 
Quantis da Normal

Q
ua

nt
is

 E
m

pí
ric

os

(d)

−2 −1 0 1 2

−
20

−
10

0
10

 

 (e)

−2 −1 0 1 2

−
20

−
10

0
10

 

 (f)

Figura 6.3: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados (a) e (d),
padronizados (b) e (e) e combinados (c) e (f) utilizando o método da calibração da regressão
para o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas. Modelo (6.1).

É interessante notar com base nos gráficos de resíduos que o ajuste realizado no método
da calibração de regressão não é adequado aos dados. Ou seja, é possível observar que os
resíduos ponderados, padronizados e combinados estão se comportando de forma aleatória,
com várias observações fora dos limites considerados, visto nas Figuras 6.3 (a) - (c). Mas,
os envelopes simulados apresentados nas Figuras 6.3 (d) - (f) mostram que o modelo de
regressão linear com erros de medidas utilizando o método da calibração da regressão não
ajusta bem o conjunto de dados. Vale salientar que os demais métodos, MVa e MPVa,
apresentam um excelente ajuste.

As Figuras 6.4 (a) - (c) apresentam os resíduos ponderados, padronizados e combinados,
respectivamente, considerando o método da máxima verossimilhança aproximada. É
possível verificar que os resíduos estão se comportando de forma aleatória, com várias
observações fora dos limites considerados. Os envelopes simulados apresentados nas Figuras
6.4 (d) - (f) mostram que o modelo de regressão linear com erros de medidas utilizando o
método da máxima verossimilhança aproximada ajusta bem o conjunto de dados.

As Figuras 6.5 (a) - (c) apresentam os resíduos ponderados, padronizados e combinados,
respectivamente, considerando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada.
É possível verificar que os resíduos estão se comportando de forma aleatória, com várias
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Figura 6.4: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados (a) e (d),
padronizados (b) e (e) e combinados (c) e (f) utilizando o método da máxima verossimilhança
aproximada para o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas. Modelo (6.1).

observações fora dos limites considerados. Os envelopes simulados apresentados nas Figuras
6.5 (d) - (f) mostram que o modelo de regressão linear com erros de medidas utilizando o
método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada ajusta bem o conjunto de dados.

A Tabela 6.3 apresenta as estatísticas de predição e medidas de qualidade do ajuste
dos modelos ajustado considerando os métodos calibração da regressão (RC), máxima
verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa).

Tabela 6.3: Estatísticas de predição e medidas de qualidade do ajuste dos modelos ajustado
considerando os métodos calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa).

Medidas RC MVa MPVa
P 2 �7.22870 0.71254 0.71254
P 2
c �7.56460 0.70080 0.70080
P 2
αγ �6.73750 0.71154 0.71154
P 2
αγc �7.05330 0.69977 0.69977

ps-R2 0.05573 0.60405 0.60405
ps-R2

c 0.01719 0.58789 0.58789
R2
LR 0.99984 0.67998 0.67998

R2
LRc 0.99983 0.66139 0.66139
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Tanto com base nos gráficos de resíduos quanto com base nas medidas de predição e
nas medidas de qualidade de ajuste vemos que o modelo com erro de medida proposto
está adequado aos dados em especial quando os métodos de estimação são de máxima
verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa),
os quais apresentam desempenhos equivalentes. É interessante notar que a falta de
qualidade de ajuste do modelo baseado na estimação por calibração de regressão evidenciada
pelos gráficos normais de probabilidade com envelopes simulados é confirmada pela medida
ps-R2. Também o modelo preditivo do modelo é consideravelmente afetado quando o
método de estimação utilizado é o de calibração de regressão ao ponto da medida P2 ser
aproximadamente igual a �7.23.
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Figura 6.5: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados (a) e (d),
padronizados (b) e (e) e combinados (c) e (f) utilizando o método da máxima pseudo-
verossimilhança aproximada para o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas.
Modelo (6.1).
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6.2 Aplicação 2 - Modelo Não Linear: Dados de cra-
queamento catalítico fluido (FCC)

O processo craqueamento catalítico fluido, conhecido como “Fluid Catalytic Cracking”
(FCC), é usado para converter hidrocarbonetos de alto peso molecular em pequenas
moléculas de maior valor comercial, através do contato destes com um catalisador. O
processo FCC é muitas vezes considerado o coração de uma refinaria, uma vez que permite
que a produção seja adaptada aos produtos de maior demanda e/ou alta rentabilidade.
O catalisador do processo consiste em partículas finas de 10 a 150 microns, facilmente
fluidizável tendo como componente principal o zeólito Y incorporado em uma matriz
amorfa de aluminossilicato e argila (Salazar, 2005).

Sabe-se que cada 1000 ppm de vanádio no catalisador a produção de gasolina diminui
em cerca de 2.3%. Além disso, este componente químico é conhecido por participar da
destruição do catalisador, reduzindo a superfície ativa, a seletividade e a cristalinidade
do zeólito Y especialmente na presença de vapor. O vanádio é depositado na superfície
externa das partículas do catalisador no reator da unidade FCC, esses complexos sofrem
decomposição parcial e são transferidos para o regenerador onde eles são queimados com a
coca e o vanádio é oxidado. Esta reação depende da temperatura do regenerador que deve
ser próximo a 720 0C (Salazar, 2005).

O vanádio é um elemento químico, símbolo V, número atômico 23 (23 prótons e 23
elétrons) de massa atômica 51 u que, nas condições ambientes, é encontrado no estado
sólido. Ele é um metal de transição mole, dúctil de cor cinzenta e brilhante. Apresenta
alta resistência ao ataque das bases, ao ácido sulfúrico (H2SO4) e ao ácido clorídrico (HCl).
É obtido a partir de diversos minerais, até do petróleo. Também pode ser obtido da
recuperação do óxido de vanádio em pó procedente de processos de combustão.

Como todo componente químico, o vanádio pode ser considerado como uma variável
mensurada com erros de medida. Para tanto, é necessário determinar os parâmetros
de perturbação µx, σ2

x e σ2
e . Salazar (2015) mostra que a determinação do vanádio nas

amostras impregnadas foi realizada pelo método espectrofotométrico, com a formação de
um complexo entre vanádio e ácido fosfotungstico, denotado por método 1. Aqui o vanádio
denota a variável mensurada com erros de medida xt e a medição foi feita a 370 nm.

Uma curva de calibração foi preparada utilizando metavanadato de amônio NH4VO3

como padrão (Tabela 6.4). O estudo realizado considerou 5 amostras de concentração de
vanádio (wt), denotado aqui por método 2, como mostra a Tabela 6.5. Estes resultados
foram obtidos do anexo 5 em Salazar (2005) que apresenta a determinação da concentração
de vanádio em amostras impregnadas.

O cálculo utilizado para a obtenção do mmol vanádio{ mmol alumínio nas amostras é
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Tabela 6.4: Curva de calibração. Método 1.

Concentração Absorvância
ppm vánadio �0.2022

0.8720 0.0447
2.1700 0.1067
4.3500 0.2189
6.5300 0.3118
8.7100 0.4174

Tabela 6.5: Concentração de vanádio, absorvância, peso do zeolito sem água e relação entre
vanádio e alumínio (mmol) das 5 amostras estudadas. Método 2.

Amostra Absorvância Concentração Peso de zeólito mmol vanádio{
ppm vanádio �0.2022 sem água mmol alumínio

1 0.0406 0.753 0.3826 0.191
2 0.1229 2.480 0.3774 0.640
3 0.2097 4.320 0.3782 1.100
4 0.2749 5.690 0.3788 1.450
5 0.3092 6.420 0.3705 1.630

dado por

v1 � con_vanadio� 20 � 0.1000, v2 � v1

50.94 ,

v3 � v2

peso
, v4 � v3

0.4048 ,

em que con_vanadio denota a concentração ppm de vanádio �0.2022, peso é o peso de
zeólito sem água e v4 representa mmol vanádio{mmol alumínio. A Tabela 6.6 apresenta os
resultados da conversão da concentração ppm vanádio � 0.2022 para mmol vanádio{mmol
alumínio considerando os dois métodos avaliados, em que mmol1 e mmol2 representam
mmol vanádio{mmol alumínio para os métodos 1 e 2, respectivamente.

Tabela 6.6: Conversão da concentração ppm vanádio � 0.2022 para mmol vanádio{mmol
alumínio.

Método 1 Método 2 mmol1 mmol2
0.872 0.753 0.221 0.191
2.170 2.480 0.558 0.640
4.350 4.320 1.116 1.100
5.530 5.690 1.672 1.450
8.710 6.420 2.280 1.630

A Figura 6.6 apresenta a relação entre a mmol vanádio{mmol alumínio (método 1)
e mmol vanádio{mmol alumínio (método 2). É possível notar uma relação linear entre
as duas variáveis com correlação de 0.98. Assim, parece razoável fazer a regressão linear
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considerando o modelo

wt � τ0 � τ1xt � et, (6.2)

em que t � 1, . . . , n, xt � Npµx, σ2
xq e et � Np0, σ2

eq. As estimativas e os respectivos
erros-padrão de τ0, τ1 e σ2

e são obtidos a partir do modelo (6.2) e são dados por: pτ0 � 0.181
p0.123q, pτ1 � 0.713 p0.089q e pσ2

e � 0.022, respectivamente.
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Figura 6.6: Gráfico de dispersão da concentração de mmol vanádio{mmol alumínio dos dois
métodos.

Como visto anteriormente, o coeficiente de confiabilidade é dado por kx � σ2
x{pσ2

x�σ2
eq.

Considerando os dados analisados temos que pσ2
x � 0.691 e pσ2

e � 0.022, portanto pkx � 0.97.
Ou seja, o erro de medida é considerado baixo.

Aqui, o interesse é modelar a porcentagem de cristalinidade do zeólito Y (yt) com base
em diferentes concentrações de vanádio (x1) e de vapor d’água (z1), considerando dois
valores para a temperatura do processo (z2). Espera-se que quanto maior as concentrações
de vanádio e vapor d’água a porcentagem de cristalinidade seja menor. O conjunto de
dados é composto por 28 observações.

Os boxplots apresentam as medidas descritivas das variáveis contínuas analisadas. Com
base na Figura 6.7 (a) nota-se que a resposta concentra-se próxima ao extremo superior
do intervalo unitário padrão. De fato, 75% das observações são iguais ou superiores a 0.77,
primeiro quartil. Adicionalmente, percebe-se a presença de um outlier, a observação 28 que
assume o menor valor da resposta igual a 0.64. Este outlier confirma que a natureza desta
variável aleatória é apresentar valores mais próximos de um. Na Figura 6.7 (b) nota-se
como é alta a dispersão dos valores de vapor d’água, com ocorrências de valores extremos
como o zero associado ao fato que 50% das observações são maiores que 35.8. Além disso,
nota-se que 25% da concentração de vanádio é 0%, ou seja, não há concentração de vanádio,
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Figura 6.7: Boxplots com as medidas descritivas da porcentagem de cristalinidade (a), do vapor
d’água (b) e da concentração de vanádio (c). Dados de craqueamento catalítico fluido (FCC).

como mostra a Figura 6.7 (c). Vale salientar que 50% das temperaturas são de 700 0C e
50% das temperaturas são de 760 0C.

6.2.1 Modelos ajustados

Inicialmente, ajustou-se o modelo de regressão beta linear com erros de medida com
dispersão variável considerando os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima
verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa).

O modelo de regressão beta com erros de medida considerando a dispersão variável é
dado por

yt � Betapµt, φtq
log

�
µt

1 � µt



� α0 � α1z1t � α2z2t � β1x1t,

log pφtq � γ0 � γ1z1t, t � 1, . . . , 28, (6.3)

em que x1t representa a concentração de vanádio, z1t denota vapor d’água e z2t é a variável
indicadora de temperatura (0 = 700 0C e 1 = 760 0C). Aqui, as funções de ligação
associadas à média e à dispersão são logito e logaritmo, respectivamente, e utilizamos
Q � 50 pontos de quadratura.

A Tabela 6.7 apresenta as estimativas, os erros-padrão e os p-valores obtidos pelos
métodos avaliados. É possível notar que vapor d’água (z1t) não foi significativa, ao nível
de 5%, no parâmetro associado à dispersão em todos os métodos estudados. Também
foram ajustados dois modelos com dispersão variável: o primeiro considerando a variável
indicadora de temperatura (z2t) e o segundo considerando a variável com erro de medida
vanádio (x1t). Os resultados obtidos nos dois modelos com dispersão variável citados acima
foram os mesmos do modelo apresentado na Equação (Apli2:Eq1), ou seja, não houve
significância das variáveis z2t e x1t no submodelo associado à dispersão, ao nível de 5% de
significância.
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Tabela 6.7: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos Naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelo beta linear com erros de medida e dispersão variável.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 2.740 0.130 0.000
α1 �0.019 0.003 0.000

Naive α2 �0.361 0.084 0.000
β1 �0.618 0.080 0.000
γ0 5.294 0.693 0.000
γ1 �0.011 0.020 0.584
α0 2.789 0.217 0.000
α1 �0.019 0.004 0.000

RC α2 �0.361 0.113 0.001
β1 �0.693 0.126 0.000
γ0 5.294 1.006 0.000
γ1 �0.011 0.033 0.743
α0 2.771 0.136 0.000
α1 �0.019 0.003 0.000

MVa α2 �0.368 0.085 0.000
β1 �0.652 0.084 0.000
γ0 5.352 0.788 0.000
γ1 �0.007 0.022 0.747
α0 2.771 0.135 0.000
α1 �0.019 0.002 0.000

MPVa α2 �0.368 0.082 0.000
β1 �0.652 0.082 0.000
γ0 5.352 0.568 0.000
γ1 �0.007 0.017 0.675

Como a variável vapor d’água, associada ao modelo de dispersão, não foi significante
ao nível de 5% de signigicância, ajustou-se um novo modelo de regressão beta linear com
erros de medida com dispersão constante dado por

yt � Betapµt, φq
log

�
µt

1 � µt



� α0 � α1z1t � α2z2t � β1x1t

log pφq � γ0, t � 1, . . . , 28, (6.4)

em que x1t representa a concentração de vanádio, z1t denota vapor d’água e z2t é a variável
indicadora de temperatura (0 = 700 0C e 1 = 760 0C). Aqui, as funções de ligação
associadas à média e à dispersão são logito e logaritmo, respectivamente, e os pontos de
quadratura foram Q � 50.

A Tabela 6.8 apresenta as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos
naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) considerando o Modelo 1, Equação (6.4).
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Tabela 6.8: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos Naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelo de regressão beta linear com erros de medidas com dispersão
constante (Modelo 1).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 2.705 0.124 0.000
α1 �0.018 0.003 0.000

Naive α2 �0.358 0.083 0.000
β1 �0.599 0.071 0.000
γ0 4.934 0.267 0.000
α0 2.752 0.160 0.000
α1 �0.018 0.003 0.000

RC α2 �0.358 0.107 0.001
β1 �0.671 0.086 0.000
γ0 4.934 0.284 0.000
α0 2.751 0.128 0.000
α1 �0.019 0.003 0.000

MVa α2 �0.367 0.084 0.000
β1 �0.641 0.078 0.000
γ0 5.118 0.325 0.000
α0 2.751 0.130 0.000
α1 �0.019 0.002 0.000

MPVa α2 �0.367 0.084 0.000
β1 �0.641 0.077 0.000
γ0 5.118 0.253 0.000

Note que todas as variáveis são significativas, ao nível de 5% de significância, em todos os
métodos avaliados.

As Figuras 6.8, 6.9, 6.10 e 6.11 apresentam os resíduos e envelopes simulados con-
siderando os resíduos ponderados, padronizados e combinados para os métodos naive,
calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), respectivamente. Note que, os resíduos não
se comportam de forma aleatória, apresentando um comportamento sinuoso, como uma
função seno (cosseno). Este resultado é verificado em todos os métodos de estimação
utilizados. Desta forma, é evidente a tendência não linear nos gráficos dos resíduos contra
os índices das observações (Ver Figuras 6.8 (a)-(c), 6.9 (a)-(c), 6.10 (a)-(c), 6.11 (a)-(c)).

Em relação aos envelopes simulados, há evidências de que o modelo está sendo bem
ajustado, mesmo apresentando quebra do pressuposto da linearidade. Isto é verificado em
todos os métodos de estimação avaliados (Ver Figuras 6.8 (d)-(f), 6.9 (d)-(f), 6.10 (d)-(f),
6.11 (d)-(f)).
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Figura 6.8: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método naive para o ajuste do modelo de regressão beta linear com
erros de medidas e dispersão constante, Equação (6.4).
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Figura 6.9: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados e
combinados utilizando o método da calibração da regressão (RC) para o ajuste do modelo de
regressão beta linear com erros de medidas e dispersão constante, Equação (6.4)
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Para tentar melhorar os resultados anteriores, outros modelos foram testados e analisa-
dos considerando todos os métodos de estimação apresentados. Um dos modelos considerou,
por exemplo

?
V anadio. No entanto, a análise de resíduos não foi tão satisfatória, especi-

almente em relação aos envelopes simulados.
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Figura 6.10: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada (MVa) para
o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas e dispersão constante, Equação (6.4).

Com base nos gráficos de resíduos contra os índices das observações, os indícios da
necessidade de se considerar preditores não lineares são grandes. A questão é como definir
o preditor não linear. Com base no boxplot da variável vapor d’água nota-se uma grande
dispersão e ocorrência de valores extremos como 0 e ao mesmo tempo 55.8. Assim, o passo
inicial é pensar em uma função que estabilize essa dispersão.

Uma função plausível é o logaritmo. No entanto, a presença de zeros implica que
teríamos que considerar, por exemplo, logpvapor � αq, ou seja uma função não linear no
preditor. Outra possibilidade é considerar funções do tipo 1/pvapor�αq ou vapor{pvapor�
αq, também não lineares.

Avaliamos o ajuste considerando as três funções não lineares citadas e o ajuste que
apresentou os melhores gráficos de resíduos foi o que considera a função vapor{pvapor�αq
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Figura 6.11: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padroniza-
dos e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa) para o ajuste do modelo de regressão beta linear com erros de medidas e dispersão
constante, Equação (6.4).

no preditor. Desta forma, o modelo de regressão beta não linear com erros de medida
(Modelo 2) considerado é dado por

yt � Betapµt, φq
log

�
µt

1 � µt



� α0 � α1

z1t

z1t � α2
� α3z2t � β1x1t

log pφq � γ0, t � 1, . . . , 28, (6.5)

em que x1t representa a concentração de vanádio, z1t denota vapor d’água e z2t é a variável
indicadora de temperatura (0 = 700 0C e 1 = 760 0C). Aqui, as funções de ligação
associadas à média e à dispersão são logito e logaritmo, respectivamente. Utilizamos
Q � 50 pontos de quadratura.

A Tabela 6.9 apresenta as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos
naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) considerando o Modelo 2, Equação (6.5).
Note que todas as variáveis foram significativas, ao nível de 5% de significância, em todos
os métodos avaliados. Também é possível que as estimativas estão bem consistentes
nos quatro métodos de estimação avaliados. Além disso, observamos que os métodos da
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máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa) apresentam todas as estimativas dos parâmetros idênticas, diferindo apenas nos
erros-padrão. Já os métodos naive e calibração da regressão (RC) apresentam estimativas
dos parâmetros semelhantes e erros-padrão similares.

Tabela 6.9: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelo de regressão beta não linear com erros de medidas com dispersão
constante, considerando a função de ligação logito associado à media (Modelo 2).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 2.265 0.129 0.000
α1 �0.103 0.033 0.002

Naive α2 �26.136 2.867 0.000
α3 �0.350 0.115 0.002
β1 �0.558 0.100 0.000
γ0 4.261 0.266 0.000
α0 2.310 0.132 0.000
α1 �0.103 0.048 0.030

RC α2 �26.136 2.559 0.000
α3 �0.350 0.163 0.032
β1 �0.626 0.094 0.000
γ0 4.261 0.342 0.000
α0 2.291 0.134 0.000
α1 �0.104 0.033 0.002

MVa α2 �26.101 2.875 0.000
α3 �0.355 0.116 0.002
β1 �0.590 0.108 0.000
γ0 4.324 0.287 0.000
α0 2.291 0.147 0.000
α1 �0.104 0.028 0.000

MPVa α2 �26.101 1.950 0.000
α3 �0.355 0.108 0.001
β1 �0.590 0.105 0.000
γ0 4.324 0.278 0.000

As Figuras 6.12, 6.13, 6.14 e 6.15 apresentam os resíduos e envelopes simulados conside-
rando os resíduos ponderados, padronizados e combinados para os métodos naive, calibra-
ção da regressão, máxima verossimilhança aproximada e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada, respectivamente, considerando o Modelo 2 dado na Equação 6.5.

É possível notar que os resíduos se comportam de forma aleatória dentro do intervalo
considerado, sendo este resultado verificado em todos os métodos de estimação utilizados.
Portanto, o modelo de regressão beta não linear com erros de medida considerado está
ajustando bem os dados (Ver Figuras 6.12 (a)-(c), 6.13 (a)-(c), 6.14 (a)-(c), 6.15 (a)-(c)).
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Figura 6.12: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método naive para o ajuste do modelo de regressão beta não linear
com erros de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.13: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da calibração da regressão para o ajuste do modelo de
regressão beta não linear com erros de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.14: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada para o ajuste
do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.15: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada para
o ajuste do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas. Modelo 2.
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Em relação aos envelopes simulados, é possível notar que os métodos de máxima
verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)
apresentam melhores resultados (Ver Figuras 6.14 (d)-(f), 6.15 (d)-(f)). Portanto, há
evidências de que o modelo de regressão beta não linear dado na Equação (6.5) está sendo
bem ajustado.

Tabela 6.10: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelos de regressão beta não linear com erros de medida considerando a
função de ligação complemento log-log associada à média. Modelo 3.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 0.898 0.056 0.000
α1 �0.049 0.015 0.001

Naive α2 �26.497 2.717 0.000
α3 �0.181 0.054 0.001
β1 �0.274 0.046 0.000
γ0 4.319 0.267 0.000
α0 0.919 0.060 0.000
α1 �0.049 0.018 0.008

RC α2 �26.497 2.537 0.000
α3 �0.181 0.084 0.031
β1 �0.307 0.047 0.000
γ0 4.319 0.322 0.000
α0 0.910 0.057 0.000
α1 �0.049 0.015 0.001

MVa α2 �26.451 2.724 0.000
α3 �0.182 0.054 0.001
β1 �0.292 0.050 0.000
γ0 4.405 0.293 0.000
α0 0.910 0.063 0.000
α1 �0.049 0.011 0.000

MPVa α2 �26.451 1.891 0.000
α3 �0.182 0.054 0.001
β1 �0.292 0.050 0.000
γ0 4.405 0.286 0.000

Com o objetivo de melhorar o modelo consideramos outras funções de ligação para
o modelo da média e a que apresentou resultados mais interessantes foi a complemento
log-log. Assim, o modelo não linear com erros de medidas, denotado por Modelo 3, é dado
por

yt � Betapµt, φq,
log r� log p1 � µtqs � α0 � α1

z1t

z1t � α2
� α3z2t � β1x1t,

log pφq � γ0, t � 1, . . . , 28, (6.6)
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em que x1t representa a concentração de vanádio, z1t denota vapor d’água e z2t é a variável
indicadora de temperatura (0 = 700 0C e 1 = 760 0C). Aqui as funções de ligação
associadas à média e à dispersão são complemento log-log e logaritmo, respectivamente, e
os pontos de quadratura considerados é Q � 50.

A Tabela 6.10 apresenta as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos
naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) do modelo apresentado na Equação (6.6).
Note que todas as variáveis foram significativas, ao nível de 5% de significância, em todos
os métodos avaliados. É possível verificar que estimativas estão bem consistentes nos
quatro métodos de estimação.
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Figura 6.16: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método naive para o ajuste do modelo de regressão beta não linear
com erros de medidas. Modelo 3.

As Figuras 6.16, 6.17, 6.18 e 6.19 apresentam os resíduos e envelopes simulados
considerando os resíduos ponderados, padronizados e combinados para os métodos naive,
calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), respectivamente, considerando o Modelo
3. É possível notar que os resíduos se comportam de forma aleatória dentro do intervalo
considerado.
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Figura 6.17: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da calibração da regressão para o ajuste do modelo de regressão
beta não linear com erros de medidas. Modelo 3.
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Figura 6.18: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada para o ajuste do
modelo de regressão beta não linear com erros de medidas. Modelo 3.
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Portanto, o modelo não linear considerado está ajustando bem os dados. Em relação
aos envelopes, é possível notar que os métodos de máxima verossimilhança aproximada
e máxima pseudo-verossimilhança aproximada apresentam os melhores resultados. Vale
salientar também que o gráfico de envelopes adquirido pelo método naive não está bom,
especialmente quando é considerado o resíduo padronizado 6.16 (d)-(f).
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Figura 6.19: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada para o ajuste
do modelo de regressão beta não linear com erros de medidas. Modelo 3.

Tabela 6.11: Estatísticas de predição e medidas para avaliação do ajuste do modelo considerando
o modelo de regressão linear beta com erros de medida (Modelo 1).

Modelo 1 - Modelo linear
Medidas Naive RC MVa MPVa
P 2 0.61058 0.56961 0.58242 0.58241
P 2
c 0.54286 0.49476 0.50980 0.50978
P 2
αγ 0.61118 0.57098 0.58395 0.58394
P 2
αγc 0.54356 0.49637 0.51159 0.51158

ps-R2 0.84724 0.84283 0.84599 0.84599
ps-R2

c 0.82067 0.81550 0.81921 0.81920
R2
LR 0.85132 0.97556 0.85074 0.85074

R2
LRc 0.82546 0.97131 0.82478 0.82478

As Tabelas 6.11 e 6.12 apresentam as estatísticas de predição e as medidas para avaliação
do ajuste dos modelos avaliados considerando os métodos naive, calibração da regressão



185

(RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa).

Tabela 6.12: Estatísticas de predição e medidas para avaliação do ajuste do modelo considerando
os modelos de regressão linear beta não linear com erros de medida com função de ligação logito
(Modelo 2) e função de ligação complemento log-log (Modelo 3).

Modelo 2 - Logito Modelo 3 - complemento log-log
Medidas Naive RC MVa MPVa Naive RC MVa MPVa
P 2 0.46553 0.38485 0.40053 0.40052 0.72661 0.69720 0.69915 0.69915
P 2
c 0.34405 0.27786 0.29628 0.29627 0.66448 0.64454 0.64683 0.64683
P 2
αγ 0.45990 0.37784 0.39410 0.39409 0.72359 0.69312 0.69557 0.69556
P 2
αγc 0.33715 0.26964 0.28873 0.28872 0.66077 0.63975 0.64262 0.64262

ps-R2 0.68613 0.68249 0.68516 0.68515 0.71186 0.70969 0.71117 0.71117
ps-R2

c 0.61480 0.62727 0.63040 0.63040 0.64637 0.65920 0.66094 0.66094
R2
LR 0.70882 0.95215 0.70623 0.70623 0.72422 0.95468 0.72379 0.72379

R2
LRc 0.64264 0.94382 0.65514 0.65514 0.67626 0.94680 0.67575 0.67575
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Figura 6.20: Identificação dos pontos aberrantes considerando os resíduos combinados utilizando
os métodos naive (a), calibração da regressão (b), máxima verossimilhança aproximada (c) e
máxima pseudo-verossimilhança aproximada (d) para o ajuste do modelo de regressão beta não
linear com erros de medidas. Modelo 3.
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Considerando o Modelo 1 verificamos que o método naive apresenta os maiores valores
das estatísticas de predição. No entanto, o modelo 1 não é adequado para ajustar os dados
analisados, uma vez que a análise de resíduos indicou a necessidade de um modelo não
linear (Tabela 6.11). Em relação ao ajuste do modelo, é verificado que todos os resultados
estão próximos e acima de 0.80. Vale salientar que, considerando o R2

LR e R2
LRc, o método

da calibração da regressão apresentou os melhores resultados.

Tabela 6.13: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo método da calibração da regressão
(RC).

Exclusão Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 0.919 0.060 0.000
α1 �0.049 0.018 0.008

Nenhuma α2 �26.497 2.537 0.000
α3 �0.181 0.084 0.031
β1 �0.307 0.047 0.000
γ0 4.319 0.322 0.000
α0 0.958 0.074 0.000
α1 �0.045 0.100 0.654

#10 α2 �27.628 10.582 0.009
α3 �0.154 0.052 0.003
β1 �0.339 0.047 0.000
γ0 4.587 0.245 0.000
α0 0.919 0.071 0.000
α1 �0.045 0.013 0.001

#16 α2 �25.497 2.607 0.000
α3 �0.203 0.064 0.001
β1 �0.327 0.050 0.000
γ0 4.410 0.378 0.000

A Tabela 6.12 apresentam as estatísticas de predição e medidas de avaliação do ajuste
do modelo considerando os modelos não lineares apresentados. Note que o modelo que
utiliza a função de ligação complemento log-log apresenta melhores resultados tanto quanto
ao poder preditivo quanto a qualidade de ajuste relativamente ao modelo que se baseia no
uso da função de ligação logito. Por exemplo, considerando a estatística de predição P 2

baseada no resíduo ponderado (P 2
αγc) e o método da máxima verossimilhança aproximada

(MVa), os valores são P 2
αγc � 0.28873 para o Modelo 2 e P 2

αγc � 0.64262 para o Modelo 3.
O mesmo ocorre para as medidas de qualidade de ajuste, por exemplo, considerando a
pseudo-R2 corrigida (ps-R2

c) e o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa), os valores são ps-R2

c � 0.63040 para o Modelo 2 e ps-R2
c � 0.66094 para o Modelo

3.
Vale ressaltar que o método da calibração da regressão tem mais facilidade no processo

de estimação. Já os outros métodos carregam a dificuldade da não linearidade e dos
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métodos. Assim, não é possível comparar o modelo linear com os não lineares.
Para verificar se os pontos aberrantes estão influenciando nos resultados, os mesmos

foram identificados, retirados e novas análises foram realizadas. Considerando o modelo de
regressão beta não linear com erros de medidas com função de ligação complemento log-log,
identificamos os pontos aberrantes considerando os resíduos combinados utilizando os
métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa)
e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e os resultados encontram-se na
Figura 6.20 (a)-(d), respectivamente.

As Tabelas 6.13, 6.14 e 6.15 apresentam as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos
pelos métodos da calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), respectivamente, após
a retirada dos pontos identificados. Ao retirar as observações aberrantes não houve
mudanças inferenciais. Além disso, observamos que estimativas são bem consistentes
quando retiramos os pontos.

Tabela 6.14: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo método da máxima verossimi-
lhança aproximada (MVa).

Exclusão Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 0.910 0.057 0.000
α1 �0.049 0.015 0.001

Nenhuma α2 �26.451 2.724 0.000
α3 �0.182 0.054 0.001
β1 �0.292 0.050 0.000
γ0 4.405 0.293 0.000
α0 0.871 0.063 0.000
α1 �0.046 0.013 0.000

#1 α2 �25.517 2.931 0.000
α3 �0.160 0.053 0.002
β1 �0.273 0.048 0.000
γ0 4.601 0.331 0.000
α0 0.950 0.055 0.000
α1 �0.045 0.014 0.001

#10 α2 �27.555 2.606 0.000
α3 �0.154 0.049 0.002
β1 �0.322 0.046 0.000
γ0 4.886 0.379 0.000
α0 0.909 0.059 0.000
α1 �0.045 0.013 0.001

#16 α2 �25.370 3.022 0.000
α3 �0.204 0.053 0.000
β1 �0.310 0.049 0.000
γ0 4.632 0.349 0.000
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Tabela 6.15: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo método da máxima pseudo-
verossimilhança aproximada (MPVa).

Exclusão Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 0.910 0.063 0.000
α1 �0.049 0.011 0.000

Nenhuma α2 �26.451 1.891 0.000
α3 �0.182 0.054 0.001
β1 �0.292 0.050 0.000
γ0 4.405 0.286 0.000
α0 0.871 0.063 0.000
α1 -0.046 0.011 0.000

#1 α2 -25.517 2.200 0.000
α3 -0.160 0.051 0.002
β1 -0.273 0.050 0.000
γ0 4.601 0.342 0.000
α0 0.950 0.061 0.000
α1 �0.045 0.011 0.000

#10 α2 �27.555 1.885 0.000
α3 �0.154 0.048 0.001
β1 �0.322 0.044 0.000
γ0 4.886 0.274 0.000
α0 0.909 0.066 0.000
α1 �0.045 0.010 0.000

#16 α2 �25.370 2.157 0.000
α3 �0.204 0.053 0.000
β1 �0.310 0.046 0.000
γ0 4.632 0.350 0.000

6.2.2 Intervalos de confiança

As Tabelas 6.16, 6.17 e 6.18 apresentam os limites inferiores (LI), limites superiores (LS)
e comprimento (Comp) dos intervalos de confiança considerando os niveis 90%, 95% e 99%
de confiança, para os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança
aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), considerando
os Modelos 1, 2 e 3, respectivamente.

Considerando o modelo de regressão beta linear com erros de medida, Tabela 6.16, é
possível verificar que o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada apresenta
os menores comprimentos para os intervalos de confiança, ou seja, este método apresenta
os intervalos mais precisos.

O mesmo pode ser observado nos modelos não lineares. Vale salientar que o modelo
de regressão beta não linear com erro de medidas considerando a função de ligação
complemento log-log apresenta os melhores resultados, ou seja, apresenta intervalos de
menor comprimento, como visto na Tabela 6.18.
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6.3 Aplicação 3 - Modelo Não Linear: sobrepeso em
adolescentes

Essa aplicação é referente a uma pesquisa da Faculdade de Medicina e do Departamento
de Nutrição da Universidade Federal da Bahia cujo objetivo era identificar a prevalência
do fenótipo cintura hipertrigliceridêmica (CHT) e avaliar sua associação com alterações
metabólicas em adolescentes de baixa condição econômica.

Para tanto, o estudo transversal era composto por uma amostra probabilística de 1076
adolescentes entre 11 e 17 anos, de ambos os sexos, estudantes de escolas públicas. Os
participantes foram submetidos à avaliação antropométrica (peso, altura e circunferência
da cintura) e à dosagem dos níveis de colesterol total, LDL-C, HDL-C, colesterol não HDL,
triglicérides (TG) e glicemia de jejum. Foram obtidas informações referentes às condições
econômicas das famílias dos participantes. O fenótipo CHT foi definido pela presença
simultânea da circunferência da cintura aumentada (¥ percentil 90 por idade e sexo) e dos
níveis séricos de triglicérides elevados (¥ 100 mg/dL) (Conceição-Machado et al., 2013).

Com o objetivo de avaliar o sobrepeso em adolescentes, analisamos uma única escola,
sorteada aleatoriamente, denominada por Colégio Estadual Carneiro Ribeiro Classe IV,
totalizando uma amostra 54 adolescentes. A variável de interesse é a razão entre a
circunferência da cintura (cm) e a altura (cm) à qual se distribui de forma contínua no
intervalo (0,1), denotada por yt. Como dito na apliação 1, esta variável é considerada um
indicador de obesidade abdominal.

Para este conjunto de dados foram avaliadas conjuntamente com a variável de interesse
as variáveis: índice de massa corporal, IMC, (zt1), idade, em anos (zt2), gênero do
adolescente (zt3), triglicérides (zt4), colesterol total (wt) e colesterol LDL (xt).

A variável colesterol total (wt) é considerada como uma substituta do colesterol LDL
(xt). Portanto, parece adequado considerar um modelo de regressão beta com erros de
medida para ajustar os dados. Note que o erro de medição de wt não é de interesse
primário, mas sim das quantidades desconhecidas dos outros componentes (HDL e VLDL)
que produzem erro de medição. Consideramos as transformações CT {100 e LDL{100 para
wt e xt, respectivamente.

Com base na Figura 6.21, nota-se que a variável resposta apresenta valores concentrados
próximos ao valor médio do intervalo unitário, 0.50, sendo que 75% estão acima de 0.40 e o
valor máximo é de 0.66. Note que o valor médio e a mediana são bem próximos, Ȳ � 0.45
e Md � 0.43, respectivamente. Vale salientar que existem três observações outliers.

A Figura 6.22 apresenta as medidas resumo das variáveis analisadas. Note que 25%
dos adolescente apresentam o índice de massa corporal (IMC) acima de 22.16, além disso,
o IMC apresentou três outliers, Figura 6.22(a). A idade dos adolescentes variou de 11.41 a
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Figura 6.21: Boxplot da variável de interesse é a razão entre a circunferência da cintura (cm) e
a altura (cm).
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Figura 6.22: Boxplots com as medidas resumo das covariáveis (a),(b),(d)-(e) e gráfico de colunas
do gênero dos adolescentes (c).

15.90 anos, com a mediana e a média da idade bem proximas, Md � 13.32 e Z̄2 � 13.24
anos. 65% dos adolescentes neste estudo são do gênero feminino, como mostra a Figura
6.22(c). É interessante notar na Figura 6.22(d) que a variável triglicérides apresenta uma
dispersão considerável, com ocorrências de valores extremos tal que o mínimo é 0.49 e
o máximo é 2.40. Em relação ao colesterol LDL, é verificado que a média e a mediana
encontram-se bem próximas, X̄ � 1.18 e Md � 1.16, respectivamente, apresentando dois
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outliers. Em relação ao colesterol total, verifica-se que está variando de 116.0 a 283.0
mg/dl.
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Figura 6.23: Gráfico de dispersão do colesterol total (wt) e colesterol “ruim” LDL (xt) ambas
medições em mg/dl.

A Figura 6.23 mostra a existência de uma relação linear entre o colesterol total e o
colesterol “ruim” LDL. Essa característica é útil para a escolha do modelo com erros de
medida.

Admitimos agora que y1, y2, . . . , yn são variáveis aleatórias independentes tais que yt,
para todo t � 1, . . . , n, tem distribuição beta com média µt e parâmetro de dispersão φt.

Inicialmente, ajustamos o modelo beta com erros de medida com dispersão variável

wt � τ0 � τ1xt � et (6.7)

em que t � 1, . . . , n, xt � Npµx, σ2
xq e et � Np0, σ2

eq. Aqui, o vetor de parâmetros de inte-
resse θ � pα0, α1, β1, γ0qJ e o vetor de parâmetros de perturbação é ξ � pτ0, τ1, µx, σ

2
x, σ

2
eqJ.

É possível determinar as estimativas de τ0, τ1 e σ2
e a partir do modelo (6.7), dado que

nosso conjunto de dados contém as medições de colesterol total e colesterol “ruim” LDL
para todos os indivíduos. As estimativas dos parâmetros e respectivos erros-padrão são:pτ0 � 0.68861 p0.05739q e pτ1 � 1.02766 p0.04669q. Considerando os dados analisados
temos que pσ2

x � 0.117 e pσ2
e � 0.013, portanto o coeficiente de confiabilidade, dado por

kx � σ2
x{pσ2

x � σ2
eq, é pkx � 0.90. Ou seja, o erro de medida é considerado baixo.

6.3.1 Modelos ajustados

Inicialmente, ajustou-se o modelo de regressão beta com erros de medidas considerando
todas as covariáveis dado por
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Tabela 6.19: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �1.078 0.167 0.000
α1 0.053 0.003 0.000
α2 �0.031 0.012 0.007
α3 0.019 0.020 0.353
α4 �0.018 0.037 0.626

Naive β1 0.114 0.031 0.000
γ0 8.515 3.956 0.031
γ1 �0.065 0.053 0.217
γ2 0.041 0.268 0.879
γ3 0.927 0.502 0.065
γ4 �1.231 0.602 0.041
α0 �1.102 0.232 0.000
α1 0.053 0.004 0.000
α2 �0.031 0.017 0.062
α3 0.019 0.023 0.402
α4 �0.018 0.053 0.738

RC β1 0.127 0.056 0.025
γ0 8.515 6.853 0.214
γ1 �0.065 0.079 0.409
γ2 0.041 0.469 0.931
γ3 0.927 0.802 0.248
γ4 �1.231 0.935 0.188
α0 �1.097 0.172 0.000
α1 0.053 0.003 0.000
α2 �0.031 0.012 0.007
α3 0.019 0.021 0.367
α4 �0.015 0.036 0.677

MVa β1 0.123 0.034 0.000
γ0 8.354 4.055 0.039
γ1 �0.066 0.054 0.220
γ2 0.056 0.274 0.837
γ3 0.930 0.519 0.073
γ4 �1.222 0.608 0.045
α0 �1.097 0.145 0.000
α1 0.053 0.004 0.000
α2 �0.031 0.011 0.003
α3 0.019 0.018 0.304
α4 �0.015 0.040 0.712

MPVa β1 0.123 0.036 0.001
γ0 8.354 4.271 0.050
γ1 �0.066 0.046 0.157
γ2 0.056 0.285 0.844
γ3 0.930 0.573 0.105
γ4 �1.222 0.604 0.043
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log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α3zt3 � α4zt4 � β1xt,

log pφtq � γ0 � γ1zt1 � γ2zt2 � γ3zt3 � γ4zt4,

wt � τ0 � τ1xt � et,

em que t � 1, . . . , 54, zt1 denota o índice de massa corporal (IMC), zt2 é idade mensurada
em anos, zt3 representa o gênero dos adolescentes, zt4 é a variável triglicérides, xt e wt
denotam o colesterol “ruim” LDL e colesterol total, respectivamente, e utilizamos Q � 50
pontos de quadratura.

As estimativas, erros-padrão e p-valores relativos ao processo de inferência sobre os
parâmetros obtidos a partir dos métodos de máxima verossimilhança aproximada (MVa),
máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), calibração da regressão (RC) e
naive e o modelo sem erros são apresentadas nas Tabelas 6.19 e 6.20. Para a comparação,
utilizamos o modelo considerado sem erros, ou seja, quando a covariável medida com erro
é o próprio colesterol “ruim” LDL (xt).

Tabela 6.20: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo modelo de regressão beta
tradicional.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �0.9925 0.1484 0.0000
α1 0.0516 0.0030 0.0000
α2 �0.0319 0.0103 0.0021
α3 0.0207 0.0194 0.2851
α4 0.0056 0.0275 0.8388

Sem erros β1 0.1190 0.0264 0.0000
γ0 8.5753 2.7267 0.0017
γ1 �0.0686 0.0491 0.1619
γ2 0.0383 0.2008 0.8486
γ3 0.8079 0.4345 0.0630
γ4 �1.1404 0.4535 0.0119

Note que as variáveis sexo e triglicérides, associadas ao submodelo da média, e as
variáveis IMC e idade, associadas ao submodelo da dispersão, não são significantes ao nível
de 10%, tanto no modelo de regressão beta quanto nos métodos utilizados para estimação
dos estimadores associados ao modelo de regressão beta linear com erros de medidas.
Verifica-se também, que as estimativas estão bem consistentes nos quatro métodos de
estimação apresentados na Tabela 6.19. Porém, quando comparamos com os resultados da
Tabela 6.20 verificamos que há uma diferença na estimativa do parâmetro α4 considerando
o ajuste do modelo de regressão sem erros.

Após identificar as variáveis significativas, ao nível de 10% de significância, no modelo
linear com erros de medida, ajustamos um novo modelo considerando apenas estas variáveis.
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Tabela 6.21: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo modelo de regressão beta com
covariáveis significativas.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �0.9876 0.1468 0.0000
α1 0.0536 0.0025 0.0000

Sem erros α2 �0.0328 0.0100 0.0011
β1 0.1072 0.0269 0.0001
γ0 7.9769 0.5262 0.0000
γ3 0.8516 0.4027 0.0344
γ4 �1.4391 0.3930 0.0003

Tabela 6.22: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �1.037 0.163 0.000
α1 0.054 0.003 0.000
α2 �0.034 0.010 0.001

Naive β1 0.096 0.027 0.000
γ0 7.847 0.549 0.000
γ3 0.955 0.450 0.034
γ4 �1.383 0.455 0.002
α0 �1.057 0.205 0.000
α1 0.054 0.003 0.000
α2 �0.034 0.014 0.018

RC β1 0.106 0.041 0.009
γ0 7.847 0.558 0.000
γ3 0.955 0.447 0.033
γ4 �1.383 0.459 0.003
α0 �1.051 0.166 0.000
α1 0.054 0.003 0.000
α2 �0.034 0.010 0.001

MVa β1 0.105 0.030 0.000
γ0 7.883 0.568 0.000
γ3 0.965 0.466 0.038
γ4 �1.395 0.465 0.003
α0 �1.051 0.159 0.000
α1 0.054 0.003 0.000
α2 �0.034 0.011 0.002

MPVa β1 0.105 0.030 0.000
γ0 7.883 0.518 0.000
γ3 0.965 0.491 0.049
γ4 �1.395 0.426 0.001
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Assim, considere o seguinte modelo de regressão beta linear com erros de medida:

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � β1xt,

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4zt4,

wt � τ0 � τ1xt � et,

em que t � 1, . . . , 54, zt1 denota o índice de massa corporal (IMC), zt2 é idade mensurada
em anos, zt3 representa o gênero dos adolescentes e zt4 é a variável triglicérides, xt e
wt denotam o colesterol “ruim” LDL e colesterol total, respectivamente, sendo utilizado
Q � 50 pontos de quadratura.

Novamente avaliamos as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo modelo de
regressão beta tradicional (sem erros) e pelos métodos naive, calibração da regressão (RC),
máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa). Os resultados são apresentados nas Tabelas 6.21 e 6.22, respectivamente. Com
base nestas tabelas verifica-se que todas as covariadas são consideradas significativas, ao
nível de 5%. Note que as estimativas estão bem consistentes tanto nos quatro métodos de
estimação apresentados na Tabela 6.22 quanto no ajuste do modelo sem erros dado na
Tabela 6.21.
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Figura 6.24: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método padrão para o ajuste do modelo de regressão beta tradicional.
Modelo 2.
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Figura 6.25: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método naive para o ajuste do modelo de regressão beta com erros
de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.26: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da calibração da regressão para o ajuste do modelo de
regressão beta com erros de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.27: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada para o ajuste
do modelo de regressão beta com erros de medidas. Modelo 2.
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Figura 6.28: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada para
o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas. Modelo 2.
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As Figuras 6.24,6.25, 6.26, 6.27 e 6.28 apresentam os resíduos e os envelopes simulados
considerando os métodos padrão, naive, calibração da regressão, máxima verossimilhança
aproximada e máxima pseudo-verossimilhança aproximada, respectivamente. De uma
forma geral, os gráficos de resíduos, em especial os gráficos de envelopes, evidenciam que
o modelo beta com erros nas variáveis apresenta um ajuste melhor que o modelo beta
tradicional.

Tabela 6.23: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa). Modelo 6.8.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �1.189 0.173 0.000
α1 0.056 0.003 0.000
α2 �0.029 0.010 0.004

Naive α4 �0.059 0.034 0.084
β1 0.121 0.025 0.000
γ0 6.458 0.245 0.000
γ3 1.019 0.474 0.031
γ4 �2.335 0.646 0.000
α0 �1.215 0.265 0.000
α1 0.056 0.004 0.000
α2 �0.029 0.015 0.051

RC α4 �0.059 0.042 0.156
β1 0.135 0.048 0.005
γ0 6.458 0.300 0.000
γ3 1.019 0.562 0.070
γ4 �2.335 0.820 0.004
α0 �1.189 0.173 0.000
α1 0.056 0.003 0.000
α2 �0.029 0.010 0.004

MVa α4 �0.059 0.034 0.084
β1 0.121 0.025 0.000
γ0 6.458 0.245 0.000
γ3 1.019 0.474 0.031
γ4 �2.335 0.646 0.000
α0 �1.189 0.154 0.000
α1 0.056 0.003 0.000
α2 �0.029 0.010 0.004

MPVa α4 �0.059 0.036 0.102
β1 0.121 0.026 0.000
γ0 6.458 0.234 0.000
γ3 1.019 0.550 0.064
γ4 �2.335 0.726 0.001

No entanto, pesquisadores da área de Nutrição argumentam que a variável triglicérides
é importante para explicar a média da variável resposta. Desta forma, avaliamos um novo
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modelo que considera como covariável o logaritmo da covariável triglicérides. Assim, o
modelo de regressão beta linear é dado por

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α4 logpzt4q � β1xt,

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4 logpzt4q,
wt � τ0 � τ1xt � et, (6.8)

em que t � 1, . . . , 54, zt1 denota o índice de massa corporal (IMC), zt2 é idade mensurada
em anos, zt3 representa o gênero do adolescente, zt4 denota a variável triglicérides, xt e wt
denotam o colesterol “ruim” LDL e colesterol total, respectivamente. Utilizamos Q � 50
pontos de quadratura.

Os resultados inferenciais deste modelo são apresentados nas Tabelas 6.23 e 6.24,
considerando os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança
aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e o modelo de
regressão beta tradicional (sem erros), respectivamente. Com base nestas tabelas, nota-se
que o logaritmo da covariável triglicérides possa ser significativo ao nível de 10% em
especial quando consideramos o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada.

Tabela 6.24: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelo modelo de regressão beta. Modelo
6.8.

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �1.0512 0.1446 0.0000
α1 0.0543 0.0028 0.0000
α2 �0.0304 0.0097 0.0017

Sem erros α4 �0.0334 0.0295 0.2577
β1 0.1204 0.0238 0.0000
γ0 6.4956 0.2424 0.0000
γ3 0.8849 0.4028 0.0280
γ4 �2.1945 0.4810 0.0000

É interessante notar que no modelo padrão a covariável logaritmo de triglicérides,
log(zt4), não é significativa (Tabela 6.24) ao nível de 10% de significância. Note que as
estimativas estão bem consistentes nos quatro métodos de estimação, como mostra a
Tabela 6.23. É interessante notar que os métodos da máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) apresentam valores das
estimativas dos parâmetros idênticas. Já os métodos naive e calibração da regressão (RC)
apresentam resultados similares para as estimativas dos parâmetros.
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Figura 6.29: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método naive para o ajuste do modelo de regressão beta com erros
de medidas.
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Figura 6.30: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da calibração da regressão para o ajuste do modelo de
regressão beta com erros de medidas.
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Figura 6.31: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada para o ajuste
do modelo de regressão beta com erros de medidas.
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Figura 6.32: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada para
o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas.
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Tabela 6.25: Estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos naive, calibração da
regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa).

Método Parâmetro Estimativa Erro-padrão p-valor
α0 �1.260 0.178 0.000
α1 0.057 0.003 0.000
α2 �0.026 0.010 0.012
α4 �0.024 0.015 0.101

Naive α5 �0.471 0.041 0.000
β1 0.118 0.024 0.000
γ0 6.526 0.249 0.000
γ3 0.928 0.479 0.053
γ4 �2.382 0.618 0.000
α0 �1.285 0.222 0.000
α1 0.057 0.004 0.000
α2 �0.026 0.013 0.054
α4 �0.024 0.018 0.185

RC α5 �0.471 0.131 0.000
β1 0.131 0.032 0.000
γ0 6.526 0.264 0.000
γ3 0.928 0.729 0.203
γ4 �2.382 0.796 0.003
α0 �1.264 0.182 0.000
α1 0.057 0.003 0.000
α2 �0.027 0.010 0.009
α4 �0.023 0.014 0.107

MVa α5 �0.473 0.038 0.000
β1 0.127 0.027 0.000
γ0 6.576 0.263 0.000
γ3 0.903 0.495 0.068
γ4 �2.384 0.642 0.000
α0 �1.264 0.148 0.000
α1 0.057 0.003 0.000
α2 �0.027 0.009 0.004
α4 �0.023 0.013 0.062

MPVa α5 �0.473 0.022 0.000
β1 0.127 0.024 0.000
γ0 6.576 0.247 0.000
γ3 0.903 0.530 0.088
γ4 �2.384 0.607 0.000

As Figuras 6.29, 6.33, 6.35 e 6.35 apresentam os resíduos e os envelopes simulados
considerando os métodos naive, calibração da regressão, máxima verossimilhança aproxi-
mada e máxima pseudo-verossimilhança aproximada, respectivamente. Os gráficos dos
resíduos evidenciam uma boa qualidade do ajuste do modelo que considera o log(zt4) tanto
na média quanto na dispersão. Com base nestas conclusões ainda é possível considerar
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uma função não linear para o modelo da média com base no log(zt4).
O modelo de regressão beta não linear com erro de medidas é dado por

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α4logpzt4 � α5q � β1xt,

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4 logpzt4q,
wt � τ0 � τ1xt � et, (6.9)

em que t � 1, . . . , 54, zt1 denota o índice de massa corporal (IMC), zt2 é idade mensurada
em anos, zt3 representa o gênero do adolescente e zt4 é a variável triglicérides, xt e wt
denotam o colesterol “ruim” LDL e colesterol total, respectivamente. Utilizamos Q � 50
pontos de quadratura.

A Tabela 6.25 apresenta as estimativas, erros-padrão e p-valores obtidos pelos métodos
naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima
pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa).
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Figura 6.33: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da calibração da regressão para o ajuste do modelo de
regressão beta com erros de medidas.

Com base nesta tabela podemos notar que o parâmetro associado à não linearidade
(α5) é altamente significativo considerando todos os métodos de estimação. É interessante
notar também que o parâmetro α4 relacionada a covariada triglicerides é mais significativo
considerando o método MPVa que no modelo linear que utiliza o logaritimo de triglicerides.
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Figura 6.34: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima verossimilhança aproximada para o ajuste
do modelo de regressão beta com erros de medidas.
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Figura 6.35: Resíduos e envelopes simulados considerando os resíduos ponderados, padronizados
e combinados utilizando o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada para
o ajuste do modelo de regressão beta com erros de medidas.
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O contrário ocorre com o método MVa. Vale salientar que as estimativas são bem
consistentes nos quatro métodos de estimação utilizados. As Figuras 6.33, 6.34 e 6.35
apresentam os gráficos de resíduos e envelopes simulados do modelo de regressão beta
não linear com erros de medidas utilizando os métodos da calibração da regressão (RC),
máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(MPVa), respectivamente.

Devemos salientar a diferença entre os resíduos padronizado e combinado. Em geral
eles apresentam comportamento parecido, mas esta aplicação não linear revelou que o
resíduo padronizado que considera os elementos da matriz H pode apresentar dificuldade
para a construção do envelope simulado. Adicionalmente, com base nos gráficos de resíduos
notamos que o ajuste do modelo não linear mostrou-se adequado aos dados considerando
todos os métodos de estimação.

A Tabela 6.26 apresenta as estatísticas de predição e medidas de qualidade do ajuste dos
modelos ajustado considerando os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima
verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa).
Os modelos são:

• MODELO 1:

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � β1xt

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4zt4,

• MODELO 2:

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α4 logpzt4q � β1xt

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4 logpzt4q,

• MODELO 3:

log
�

µt
1 � µt



� α0 � α1zt1 � α2zt2 � α4logpzt4 � α5q � β1xt

log pφtq � γ0 � γ3zt3 � γ4 logpzt4q,

em que wt � τ0 � τ1xt � et, t � 1, . . . , 54, zt1 denota o índice de massa corporal (IMC),
zt2 é idade mensurada em anos, zt3 representa o gênero do adolescente e zt4 é a variável
triglicérides, xt e wt denotam o colesterol “ruim” LDL e colesterol total, respectivamente.
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Tabela 6.26: Estatísticas de predição e medidas de qualidade do ajuste dos modelos ajustado
considerando os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)

MODELO 1
Medidas Naive RC MVa MPVa
P 2 0.93136 0.93078 0.93112 0.93112
P 2
c 0.92260 0.92194 0.92233 0.92233
P 2
αγ 0.93110 0.93046 0.93082 0.93082
P 2
αγc 0.92230 0.92159 0.92198 0.92198

ps-R2 0.89432 0.89351 0.89364 0.89364
ps-R2

c 0.88083 0.87991 0.88006 0.88006
R2
LR 0.91585 0.96317 0.91565 0.91565

R2
LRc 0.90000 0.95623 0.89976 0.89976

MODELO 2
Medidas Naive RC MVa MPVa
P 2 0.94981 0.94971 0.94981 0.94981
P 2
c 0.94217 0.94206 0.94217 0.94217
P 2
αγ 0.94967 0.94953 0.94967 0.94967
P 2
αγc 0.94201 0.94185 0.94201 0.94201

ps-R2 0.88969 0.88814 0.88969 0.88969
ps-R2

c 0.87291 0.87111 0.87291 0.87291
R2
LR 0.92056 0.96523 0.92056 0.92056

R2
LRc 0.90254 0.95735 0.90254 0.90254

MODELO 3
Medidas Naive RC MVa MPVa
P 2 0.91265 0.91810 0.89530 0.89531
P 2
c 0.89712 0.90564 0.87937 0.87938
P 2
αγ 0.91363 0.91895 0.89666 0.89667
P 2
αγc 0.89827 0.90662 0.88094 0.88095

ps-R2 0.89201 0.89051 0.89130 0.89130
ps-R2

c 0.87281 0.87385 0.87476 0.87476
R2
LR 0.92303 0.96631 0.92242 0.92242

R2
LRc 0.90240 0.95867 0.90482 0.90482

Com base nesta tabela notamos que entre os modelo lineares os que apresentam melhor
modelo preditivo e melhor qualidade de ajuste é o modelo 2 o qual considera o logaritimo
de triglicerides com covariada tanto no modelo da média quanto no modelo da dispersão.

Em relação ao modelo não linear considerado temos uma boa qualidade de ajuste tanto
baseado nos valores do pseudo-R2 quanto nos valores de R2LR. As medidas de predição
também estão próximas de um, apesar de estarem inferiores ao do modelo linear, mas não
podemos compará-las diretamente. Desta forma, tanto o modelo 2 quanto o modelo 3
são boas opções para o ajuste dos dados de sobrepeso em adolescentes, cuja variável de
interesse é a circunferência da cintura por altura e as covariáveis são IMC, idade, gênero
do adolescente, triglicérides e colesterol total.
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72
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1

γ
4

�
3.

38
26

9
�

1.
38

54
2

1.
99
72
6

�
3.

57
40

0
�

1.
19

41
1

2.
37
98
9

�
3.

94
79

0
�

0.
82

02
0

3.
12
77
0
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A Tabela 6.27 apresenta os limites inferiores (LI), limites superiores (LS) e comprimento
(Comp) dos intervalos de confiança considerando os niveis 90%, 95% e 99% de confiança,
para os métodos naive, calibração da regressão (RC), máxima verossimilhança aproximada
(MVa) e máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa), considerando o modelo 3.

É possível verificar que o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada
apresenta os menores comprimentos para os intervalos de confiança, ou seja, este método
apresenta os intervalos mais precisos.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS
Nesta tese propusemos alguns métodos de estimação e análise de resíduos para o modelo

de regressão beta não linear com erros de medida nas covariáveis. A seguir apresentaremos
as principais conclusões de cada capítulo.

• Capítulo 2: Neste capítulo apresentamos o modelo de regressão beta não linear com
erros de medidas nas covariáveis. Os métodos da máxima verossimilhança apoximada
(MVa), pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa) e calibração da regressão (RC)
foram utilizados na estimação dos parâmetros. A função escore dos parâmetros e o
método utilizado para obter o chute inicial foram apresentados. A avaliação numérica
foi realizada através de um estudo de Monte Carlo com 10000 réplicas cujo objetivo
foi verificar o desempenho dos estimadores estudados através da média, do viés e
da raiz do erro quadrático médio. Podemos concluir que os métodos da máxima
verossimilhança aproximada e pseudo-verossimilhança aproximada apresentaram os
melhores resultados. Além disso, o método naive apresentou o pior desempenho, como
esperado, uma vez que neste método ajustamos um modelo de regressão beta não
linear desconsiderando o erro de mensuração. Notamos ainda que o desempenho dos
estimadores ligados a não lineariade e dispersão variável são afetados negativamente
quando o coeficiente de confiabilidade diminui.

• Capítulo 3: Definimos as distribuições assintóticas dos estimadores obtidos pelos
métodos de máxima verossimilhança aproximada, pseudo-verossimilhança aproxi-
mada e calibração da regressão e apresentamos os respectivos intervalos de confiança.
Novamente, pode-se concluir que os métodos da máxima verossimilhança aproximada
e pseudo-verossimilhança aproximada apresentam melhores desempenhos quando
comparados com os métodos naive e calibração da regressão. Além disso, vale
salientar que quanto maior o erro de medida é necessário um número de medidas
maior para que os resultados alcançem as taxas de cobertura fixadas, principal-
mente para os parâmetros associados à dispersão do modelo. Vale salientar que o
método da pseudo-verossimilhança aproximada apresentam os melhores resultados,
porém o comprimento do intervalo é muito superior ao obtido pelo método da má-
xima verossimilhança aproximada. Afirmamos, através da estimação intervalar, que
para o coeficiente de confiabilidade pequeno os métodos de estimação apresentam
dificuldades para estimar parâmetros associados à não linearidade.
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• Capítulo 4: Aqui desenvolvemos o resíduo ponderado, ponderado padronizado e
combinado, propostos por Espinheira et al. (2008) e Espinheira et al. (2017), para os
modelos de regressão beta não linear com erros de medida. Avaliamos numericamente
o desempenho dos resíduos propostos na presença de erros de medida através de
um estudo de simulação de Monte Carlo com 10000 réplicas. Verificou-se que as
distribuições dos resíduos não podem ser aproximadas pela distribuição normal
padrão, portanto não se deve considerar os intervalos [-2.0,2.0] para identificar pontos
aberrantes. Vale salientar também os problemas de convergência associados aos
métodos da máxima pseudo-verossimilhança aproximada e calibração da regressão
quando se tem um coeficiente de confiabilidade e tamanho amostral pequenos.

• Capítulo 5: Propomos as estatísticas de predição PRESS e P 2 para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medida e avaliamos os seus desempenhos
considerando os métodos estudados através de um estudo de simulação de Monte
Carlo com 10000 réplicas. Concluímos que as estatísticas P 2 e P 2

αγ e suas versões
corrigidas indicam que à medida que o coeficiente de confiabilidade diminui a
qualidade da predição do modelo é substancialmente afetada negativamente mesmo
quando o modelo está bem especificado. Vale salientar também que a medida R2

LR e
sua versão corrigida não detecta nenhum tipo de problema. Além disso, no modelo
com dispersão constante as duas medidas de qualidade de ajuste pseudo-R2 e R2

LR

apresentam comportamento equivalentes.

• Capítulo 6: Neste capítulo apresentamos três aplicações a dados reais. A primeira
aplicação estava relacionada a avaliação do sobrepeso em crianças, em que o peso
foi mensurado duas vezes. A segunda avaliou dados de craqueamento catalítico
fluido e a terceira verificou o sobrepeso em adolescentes. Na primeira aplicação
ajustamos apenas modelos lineares com erros de medidas e verificamos que os métodos
da máxima verossimilhança aproximada (MVa) e máxima pseudo-verossimilhança
aproximada (MPVa) apresentaram melhores desempenhos. Já o método da calibração
da regressão (RC) mostrou muita dificuldade tanto no ajuste quanto no poder
preditivo. Na aplicação 2 verificamos a necessidade de um modelo não linear, através
dos gráficos dos resíduos. Considerando duas funções de ligação, verificamos que o
melhor modelo não linear para ajustar o conjuntos de dados foi considerando a função
de ligação complemento log-log. Além disso, verificamos que ao retirar os pontos
aberrantes não houve mudanças inferenciais. Em relação aos intervalos de confiança,
concluímos que o método da máxima pseudo-verossimilhança aproximada (MPVa)
apresenta os menores , ou seja, o método apresenta os intervalos mais precisos. A
última aplicação, também ajustamos um modelo de regressão beta não linear com
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erros de medida. Verificamos que mesmo não sendo significante para o modelo,
a variável triglicérides deve estar no modelo. Os resíduos e envelopes simulados
evidenciam que o modelo 3 apresenta resultados satisfatórios, bem como o poder
de predição é alto em todos os métodos analisados. Novamente o método da MPVa
apresentou os intervalos de confiança mais precisos.

7.1 Trabalhos futuros

As principais ideias de trabalhos futuros são:

• realizar testes de hipóteses para os parâmetros associados ao modelo de regressão
beta não linear com erros de medida;

• utilizar o enfoque funcional para contornar a presenta de erros de medida;

• utilizar o método de estimação EM-Monte Carlo como alternativa de estimação dos
parâmetros;

• considerar uma função não linear na relação entre xt e wt;

• considerar uma relação multiplicativa entre xt e et, ou seja, wt � xt � et.
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APÊNDICE A - FUNÇÃO ESCORE E MA-
TRIZ DE INFORMAÇÃO OBSERVADA

Apêndice A.1 - Função escore

Apêndice A.1.1 - Máxima verossimilhança aproximada

O logaritmo da função de verossimilhança aproximada, admitindo que uma única
covariável é medida com erro, é dado por

`apΨq �
ņ

t�1
`1tpξ, σ2

eq �
ņ

t�1
`2tpθ, ξ, σ2

eq, (1)

sendo

`1tpξ, σ2
eq � log fpwt; ξ, σ2

eq � �1
2 logr2πpσ2

x � σ2
eqs �

1
2pσ2

x � σ2
eq
pwt � µxq2,

`2tpθ, ξ, σ2
eq � log

Q̧

q�1

νq?
π

expr`tqpµtq, φtqqs

e

`tqpµtq, φtqq � log Γpφtqq � log Γpµtqφtqq � log Γrp1 � µtqqφtqs (2)

� pµtqφtq � 1q log yt � rp1 � µtqqφtq � 1s logp1 � ytq,

com

gpµtqq � η1t � f1pzJt , x�t ;α, βq,
hpφtqq � η2t � f2pvJt , x�t ;γ, λq,

x�t � µxt|wt �
b

2σ2
xt|wtsq,

µxt|wt � µx � kxpwt � µxq,
σ2
xt|wt � σ2

ekx,

kx � σ2
x

pσ2
x � σ2

eq
.

Diferenciando o logaritmo da função de verossimilhança aproximada (1) em relação
a cada um dos parâmetros de interesse θ � pαJ, β,γJ, λqJ é obtida a função escore
aproximada dada por UapθJq � pUJ

α, Uβ, U
J
γ , UλqJ que se encontram detalhadas abaixo.

Para i � 1, 2, . . . , p, a função escore aproximada para cada αi é dada por

Uαi �
B`apΨq
Bαi �

ņ

t�1
btatαi ,
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sendo

bt �
�

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
��1

, (3)

atαi �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpαiqpµtq, φtqq, (4)

9`tqpαiqpµtq, φtqq � φtqry�t � µ�tqs
1

g1pµtqq
Bη1t

Bαi , (5)

y�t � log
�

yt
1 � yt



e µ�tq � ψpµtqφtqq � ψrp1 � µtqqφtqs,

em que `tqpµtq, φtqq é definido em (2) e ψp�q é a função digama.
A função escore para o parâmetro correspondente à covariável medida com erro denotado

por β, é dada por

Uβ � B`apΨq
Bβ �

ņ

t�1
btatβ,

em que

atβ �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpβqpµtq, φtqq e (6)

9`tqpβqpµtq, φtqq � φtqry�t � µ�tqs
1

g1pµtqq
Bη1t

Bβ . (7)

Em forma matricial, as funções escores para os parâmetros α e β são dados, respecti-
vamente, por

Uαpθq � FJ
1

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

Uβpθq � FJ
2

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L

em que � denota o produto de Hadamard (elemento a elemento) e L é um vetor n� 1 de
uns. F1t � Bη1t{Bα é uma matriz de derivadas de ordem (n � p) e F2t � Bη1t{Bβ é um
vetor de derivadas r-dimensional. As matrizes de ordem (n�Q) Φ, G, P, V = py��µtqq
e a matriz n� n B são definidos a seguir.

A matriz de ordem (n�Q) Φ definida em Uαpθq e Uβpθq é dada por

Φ �

�����
φ11 φ12 . . . φ1Q
φ21 φ22 . . . φ2Q
... ... . . . ...
φn1 φn2 . . . φnQ

����� .
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em que φ denota a dispersão do modelo.
As matrizes de ordem (n�Q) G, P e V definidas em Uαpθq e Uβpθq são definidas por

G �

�����
g11 g12 . . . g1Q
g21 g22 . . . g2Q
... ... . . . ...
gn1 gn2 . . . gnQ

����� ,

P �

�����
p11 p12 . . . p1Q
p21 p22 . . . p2Q
... ... . . . ...
pn1 pn2 . . . pnQ

�����
e

V �

�����
y�1 � µ�11 y�1 � µ�12 . . . y�1 � µ�1Q
y�2 � µ�21 y�2 � µ�22 . . . y�2 � µ�2Q

... ... . . . ...
y�n � µ�n1 y�n � µ�n2 . . . y�n � µ�nQ

����� ,
em que gtq � 1{g1pµtqq, ptq � νq?

π
expr`pµtq, φtqqs, y�t � log

�
yt

1�yt

	
e µ�tq � ψpµtqφtqq �

ψrp1 � µtqqφtqs, t � 1, . . . , n e q � 1, . . . , Q.
O vetor n-dimensional B é definido por

B �

�����
b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . bn

����� ,
em que bt, para t � 1, . . . , n é definido em 3. Assim, Uαpθq e Uβpθq possuem dimensões
pn� 1q e p1 � 1q, respectivamente.

Agora derivando `apΨq com relação aos parâmetros de precisão, γj, para todo j �
1, . . . , q̌ e λ temos que

Uγj �
B`apΨq
Bγj �

ņ

t�1
btatγj e Uλ � B`apΨq

Bλ �
ņ

t�1
btatλ,

em que

atγj �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpγjqpµtq, φtqq, (8)

atλ �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpλqpµtq, φtqq, (9)
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9`tqpγjqpµtq, φtqq � atq
1

h1pφtqq
Bη2t

Bγi , (10)

9`tqpλqpµtq, φtqq � atq
1

h1pφtqq
Bη2t

Bλ e (11)

atq � µtpy�t � µ�tqq � logp1 � ytq � ψpp1 � µtqqφtqq � ψpφtq. (12)

Em forma matricial, as funções escores para os parâmetros γ e λ são dados, respectiva-
mente, por

Uγpθq � FJ
3
�
Ha�J �B�L,

Uλpθq � FJ
4
�
Ha�J �B�L,

em que F3t � Bη2t{Bγ é uma matriz de derivadas de ordem pn� q̌q e F4t � Bη2t{Bλ é um
vetor de derivadas s-dimensional. As matrizes de ordem (n � Q) H e a* definidas em
Uγpθq e Uλpθq são dadas, respectivamente, por

H �

�����
h11 h12 . . . h1Q
h21 h22 . . . h2Q
... ... . . . ...
hn1 hn2 . . . hnQ

�����
e

a* �

�����
a�11 a�12 . . . a�1q
a�21 a�22 . . . a�2q
... ... . . . ...

a�n1 a�n2 . . . a � nq

����� ,
em que htq � 1{h1pφtqq e a�tq � ptqatq, com atq � µtqpy � �µ�tqq � logp1 � ytq � ψrp1 �
µtqqφtqs � ψpφtqq.

Também é possível obter a função escore para os parâmetros de perturbação ξ �
pµx, σ2

xqJ diferenciando o logaritmo da função de verossimilhança aproximada (1) em
relação aos mesmos. Assim, a função escore aproximada para os parâmetros de perturbação
é Uapξq � pUµx , Uσ2

x
qJ, em que

Uµx �
1

pσ2
x � σ2

eq
ņ

t�1
pwt � µxq �

ņ

t�1
btatµx e (13)

Uσ2
x
� � 1

2pσ2
x � σ2

eq
ņ

t�1

�
1 � pwt � µxq2

pσ2
x � σ2

eq
�
�

ņ

t�1
btatσ2

x
(14)
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sendo

atµx �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpµxqpµtq, φtqq, (15)

atσ2
x
�

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpσ2
xqpµtq, φtqq, (16)

9`tqpµxqpµtq, φtqq �
�
φtqpy�t � µ�tqq

g1pµtqq
Bη1t

Bµx �
atq

h1pφtqq
Bη2t

Bµx

�
e (17)

9`tqpσ2
xqpµtq, φtqq �

�
φtqpy�t � µ�tqq

g1pµtqq
Bη1t

Bσ2
x

� atq
h1pφtqq

Bη2t

Bσ2
x

�
. (18)

As equações (13) e (14) podem ser escritas matricialmente da seguinte forma: Uµx �
Wµx �BJAµx e Uσ2

x
�Wσ2

x
�BJAσ2

x
, em que Wµx e Wσ2

x
são vetores que dependem da

covariável medida com erro wt cujos t-ésimos elementos são dados por pwt � µxq{pσ2
x �

σ2
eq e �r2pσ2

x � σ2
eqs�1r1 � pwt � µxq2{pσ2

x � σ2
eqs, respectivamente. Ademais, Aµx �

pa1µx , . . . , anµxqJ e Aσ2
x
� pa1σ2

x
, . . . , anσ2

x
qJ são vetores, ambos com dimensão n� 1.

Apêndice A.1.2 - Máxima pseudo-verossimilhança aproximada

Considere pξJ, σ2
eqJ, em que ξJ � pµx, σ2

xq é o vetor de parâmetros de perturbação e
θ � pαJ, β,γJ, λqJ é o vetor de parâmetros de interesse. Como não é possível eliminar o
vetor ξ em `pΨq através de integração, utiliza-se a abordagem de pseudo-verossimilhança
para estimar os parâmetros (Gong e Samaniego, 1981; Guolo, 2011). Desta forma, o
logaritmo da função verossimilhança (2.15) é maximizado em duas etapas. Na primeira
etapa, estima-se o vetor de parâmetros de perturbação ξ a partir da maximização do
logaritmo da função de verossimilhança reduzida, como sugerem Buonaccorsi e Tosteson
(1993) e Guolo (2011). Ou seja,

`rpξ, wq �
ņ

t�1
log fpw; ξ, σ2

eq (19)

denota o logaritmo da função de verossimilhança reduzida, em que a variância do erro
de medição, dada por σ2

e , é assumida conhecida ou é estimada quando existem réplicas
para wt. Na segunda, a estimativa de ξ, denotada por pξ, obtida da maximização de (19)
é substituída no logaritmo da função de verossimilhança original (1) o que resulta no
logaritmo da pseudo-verossimilhança

`ppθ, pξ, pσ2
eq �

ņ

t�1
`1tppξ, pσ2

eq �
ņ

t�1
`2tpθ, pξ, pσ2

eq, (20)
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sendo pσ2
e representa o valor conhecido ou estimado de σ2

e .
Desta forma, o logaritmo da pseudo-verossimilhança aproximada para o modelo de

regressão beta não linear com erros de medida unidimensional é dado por (20), sendo

`1tppξ, pσ2
eq � �1

2 logr2πppσ2
x � pσ2

eqs �
1

2ppσ2
x � pσ2

eq
pwt � pµxq2

e

`2tpθ, pξ, pσ2
eq �

ņ

t�1
log

�
Q̧

q�1

νq?
π

expr`tqpθ; pξ, pσ2
eqs

�
,

em que

`tqpθ; pξ, pσ2
eq � log Γpφtqq � log Γpµtqφtqq � log Γrp1 � µtqqφtqs � pµtqφtq � 1q log yt �

rp1 � µtqqφtq � 1s logp1 � ytq,
gpµtqq � f1pzJt , px�t ;α, βq,
hpφtqq � f2pvJt , px�t ;γ, λq,

x�t � pµxt|wt �b
2pσ2

xt|wtsq,pµxt|wt � pµx � pkxpwt � pµxq,pσ2
xt|wt � pσ2

e
pkx,pkx � pσ2

x

ppσ2
x � pσ2

eq
.

Diferenciando o logaritmo da função de máxima pseudo-verossimilhança aproximada
(20) em relação a cada um dos parâmetros de interesse θ � pαJ, β,γJ, λqJ é obtida a
função escore aproximada dada por UapθJq � pUJ

α, Uβ, U
J
γ , UλqJ:

Upαpθq � FJ
1

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L,

Upβpθq � FJ
2

�
pΦ �Gq pP �VqJ �B

�
L,

Upγpθq � FJ
3
�
Ha�J �B�L,

Upλpθq � FJ
4
�
Ha�J �B�L.

As matrizes são obtidas da mesma forma que as apresentadas para a máxima verossi-
milhança aproximada, considerando px�t .
Apêndice A.1.3 - Calibração da regressão

O método de estimação por calibração da regressão vem sendo muito utilizado na
última década por sua facilidade na estimação de parâmetros quando se evidencia erros
de mensuração nas covariáveis. A principal ideia deste método é substituir a variável
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não observável, xt por uma estimativa da esperança condicional de xt dado wt, IEpxt|wtq,
denotada por função de calibração, que depende de um vetor de parâmetros ψ. A troca
da variável não observada xt por rpwt, pψq � IEpxt|wtq estabelece um modelo modificado
para os dados. Aqui, pψ é uma estimativa de ψ.

Considere a função densidade da distribuição beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto
(2004) dada por

fpyt;µt, φtq � Γpφtq
ΓpµtφtqΓpp1 � µtqφtqy

µtφt�1
t p1 � ytqp1�µtqφt�1, (21)

em que 0   yt   1, 0   µt   1 e φt ¡ 0.
Sejam y1, . . . , yn variáveis independentes, em que cada yt segue a distribuição (21).

No modelo de regressão beta não linear a média e o parâmetro de precisão satisfazem as
seguintes relações funcionais

gpµtq � η1t � f1pzTt ;αq e hpφtq � η2t � f2pvTt ;γq,

em que α � pα1, . . . , αpqJ e γ � pγ1, . . . , γq̌qJ são vetores de parâmetros desconhecidos,
com p � q̌   n, η1t e η2t são os preditores e zJt � pzt1, . . . , ztp1q e vJt � pvt1, . . . , vtq̌1q
são observações em p1 e q̌1 covariáveis fixas e conhecidas, com t � 1, . . . , n, p1 ¤ p e
q̌1 ¤ q̌. Geralmente as covariáveis utilizadas para modelar a precisão é um subconjunto
das que foram utilizadas na modelagem da média. As funções de ligação, gp�q e hp�q,
são estritamente monótonas e duas vezes diferenciáveis e fp�q é uma função contínua e
diferenciável, tal que as matrizes de derivadas F1 � Bη1t{Bα e F3 � Bη2t{Bγ têm postos p
e q̌, respectivamente.

O modelo de regressão beta não linear com erros de medida baseado em (21) assume
que a média e o parâmetro de precisão de yt satisfazem as seguintes relações funcionais

gpµtq � η1t � f1pzJt ,xJt ;α,βq, e

hpφtq � η2t � f2pvJt ,mJ
t ;γ,λq,

em que β � pβ1, . . . , βrqJ P Rr, e λ � pλ1, . . . , λsqJ P Rs são parâmetros desconhecidos,
xJt � pxt1, . . . , xtr1q e mJ

t � pmt1, . . . ,mts1q são vetores de covariáveis não observadas
diretamente ou associadas a erros de medição, com r1 ¤ r e s1 ¤ s. As funções f1p�q e
f2p�q são funções contínuas e diferenciáveis, tais que as matrizes de derivadas F2 � Bη1{Bβ,
e F4 � Bη2{Bλ têm postos r e s, respectivamente.

Através da função de calibração estimada na função densidade de probabilidade de yt
dado xt, obtém-se o logaritmo da função de verossimilhança modificada, que é

`rcpθq �
ņ

t�1
`pµt, φtq,
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sendo

`tqpµt, φtq � log Γpφtqq � log Γpµtqφtqq � log Γrp1 � µtqqφtqs � pµtqφtq � 1q log yt �
rp1 � µtqqφtq � 1s logp1 � ytq,

gpµtqq � f1pzJt , x�t ;α, βq,
hpφtqq � f2pvJt , x�t ;γ, λq,

x�t � w̄ � pkxpwt � w̄q,

em que pkx é o estimador de kx.
Observe que o logaritmo da função de verossimilhança modificada depende apenas

do parâmetro de interesse θ e coincide com o logaritmo da função de verossimilhança
do modelo de regressão beta usual, uma vez que x�t atua como uma variável explicativa
medida sem erro.

O vetor escore é denotado por Urc �(Urcαpθq, Urcβpθq, Urcγpθq, UrcλpθqqJ é apre-
sentado a seguir. Os componentes do vetor escore para α, vetor de dimensão p, são dados
por

B`pα, β,γ, λq
Bαi �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bαi �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bµt

dµt
dη1t

Bη1t

Bβi , i � 1, . . . , p

�
ņ

t�1
φtpy�t � µ�t q

1
g1pµtq

Bη1t

ηαi
,

y�t � log
�

yt
1 � yt



e µ�tq � ψpµtqφtqq � ψrp1 � µtqqφtqs.

A função escore para o parâmetro correspondente à covariável medida com erro denotado
por β, é dada por

B`pα, β,γ, λq
Bβ �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bβ �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bµt

dµt
dη1t

Bη1t

Bβ

�
ņ

t�1
φtpy�t � µ�t q

1
g1pµtq

Bη1t

ηβ
.

Em forma matricial,

Urcαpθq � FJ
1 ΦTpy� � µ�q

Urcβpθq � FJ
2 ΦTpy� � µ�q,

em que FJ
1 � Bη1{Bα é uma matriz de ordem n � p, Φ � diagtφt, . . . , φnu, T �

diagt1{g1pµ1q, . . . , 1{g1pµnqu.
Os componentes do vetor escore para γ, vetor de dimensão q̌ e λ são dados por

B`pα, β,γ, λq
Bγj �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bγj �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bφt

dφt
dη2t

Bη2t

Bγj
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e

B`pα, β,γ, λq
Bλ �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bλ �

ņ

t�1

B`tpµt, φtq
Bφt

dφt
dη2t

Bη2t

Bλ , j � 1, . . . , q̌,

em que

B`tpµt, φtq
Bφt � µtpy�t � µ�t q � logp1 � ytq � ψpp1 � µtqφtq � ψpφtq � at.

Além disso, dφt{dη2t � 1{h1pφtq. Em forma matricial

Urcγpθq � FJ
3 Ha

Urcλpθq � FJ
4 Ha,

em que FJ
3 � Bη2{Bγ é uma matriz de ordem n� q̌ e FJ

4 � Bη2{Bλ é um vetor s-dimensional,
H � diagt1{h1pφ1q, . . . , 1{h1pφnqu e a � pa1, . . . , anqJ.

Apêndice A.2 - Matriz de Informação Observada - MVa

Nesta seção são apresentados os elementos das matriz de informação observada denotada
por

JpΨq � �B
2`apΨq
BΨBΨJ .

A representação matricial da matriz de informação observada tem a forma

JpΨq �

���������������������

B2`apΨq
BαBαJ

B2`apΨq
Bαdβ

B2`apΨq
BαBγJ

B2`apΨq
Bαdλ

B2`apΨq
Bαdµx

B2`apΨq
Bαdσ2

x

B2`apΨq
dβdβ

B2`apΨq
dβBγJ

B2`apΨq
dβdλ

B2`apΨq
dβdµx

B2`apΨq
dβdσ2

x

B2`apΨq
BγBγJ

B2`apΨq
Bγdλ

B2`apΨq
Bγdµx

B2`apΨq
Bγdσ2

x

B2`apΨq
dλdλ

B2`apΨq
dλdµx

B2`apΨq
BλBσ2

x

B2`apΨq
dµxdµx

B2`apΨq
dµxdσ2

x

B2`apΨq
dσ2
xdσ

2
x

���������������������
npΨq�npΨq

em que npΨq � pp� 1q � pq̌ � 1q � 2   n. Considerando as primeiras derivadas de `apΨq
mostradas na seção anterior, calcula-se as expressões das segundas derivadas de `apΨq
como é mostrado a seguir. Para i, j � 1, 2, . . . , p temos que

B2`apΨq
BαiBαj � Japαiαjq �

ņ

t�1

�
9btpαjqatαi � bt 9atαipαjq

�
,
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em que

9btpαjq � �b2
t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpαjqpµtq, φtqq,

9atαipαjq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpαjqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpαjqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpαjqpµtq, φtqq � �φtq
�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

� Bη1t

Bαi
Bη1t

Bαj ,

sendo utq � φtq tψ1pµtqφtqq � ψ1rp1 � µtqqφtqsu rg1pµtqqs�2, bt dado em (3), atαi dado em (4)
e 9`tqpα.qpµtq, φtqq dado em (5).

Temos que B2`apΨq
Bαidβ � Japαiβq �

°n
t�1

�
9btpβqatαi � bt 9atαipβq

�
, em que:

9btpβq � �b2
t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpβqpµtq, φtqq,

9atαipβq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpβqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpβqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpβqpµtq, φtqq � �φtq
�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

� Bη1t

Bαi
Bη1t

Bβ ,

sendo 9`tqpβqpµtq, φtqq dado em (7).

Para j � 1, 2, . . . , q̌ temos que B2`apΨq
BαiBγj � Japαiγjq �

°n
t�1

�
9btpγjqatαi � bt 9atαipγjq

�
, em que

9btpγjq � �b2
t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpγjqpµtq, φtqq,

9atαipγjq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpγjqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpγjqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpγjqpµtq, φtqq �
�py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bαi
Bη2t

Bγj ,

sendo ctq � φtq rψ1pµtqφtqqµtq � ψ1rp1 � µtqqφtqsp1 � µtqqs e 9`tqpγjqpµtq, φtqq dado em (10).



230

Temos que B2`apΨq
Bαidλ � Japαiλq �

°n
t�1

�
9btpλqatαi � bt 9atαipλq

�
, em que

9btpλq � �b2
t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpλqpµtq, φtqq,

9atαipλq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpλqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpλqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpλqpµtq, φtqq �
�py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bαi
Bη2t

Bλ ,

sendo 9`tqpλqpµtq, φtqq dado em (11).

B2`apΨq
Bαidµx � Japαiµxq �

°n
t�1

�
9btpµxqatαi � bt 9atαipµxq

�
, em que

9btpµxq � �b2
t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpµxqpµtq, φtqq,

9atαipµxq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpµxqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpµxqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpµxqpµtq, φtqq � �φtq
"
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

* Bη1t

Bαi
Bη1t

Bµx
�  py�t � µ�tqq � ctq

( 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bαi
Bη2t

Bµx .

B2`apΨq
Bαidσ2

x
� Japαiσ2

xq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatαi � bt 9atαipσ2
xq
�
, em que

9btpσ2
xq � �b2

t

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu 9`tqpσ2
xqpµtq, φtqq,

9atαipσ2
xq �

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpαiqpµtq, φtqq � :`tqpαiqpσ2
xqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpαiqpσ2
xqpµtq, φtqq �

�
�φtq

�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3


� Bη1t

Bαi
Bη1t

Bσ2
x

� �py�t � µ�tqq � ctq
� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bαi
Bη2t

Bσ2
x

.
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Em relação ao parâmetro associado a covariável mensurada com erro, tem-se que

B2`apΨq
dβdβ

� Japββq �
ņ

t�1

�
9btpβqatβ � bt 9atβpβq

�
,

em que

9atβpβq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpβqpµtq, φtqq 9`tqpβqpµtq, φtqq � :`tqpβqpβqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpβqpβqpµtq, φtqq � �φtq
�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

��Bη1t

Bβ

2

.

Para j � 1, 2, . . . , q̌ temos que B2`apΨq
dβBγj � Japβγjq �

°n
t�1

�
9btpγjqatβ � bt 9atβpγjq

�
, em que

9atβpγjq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpγjqpµtq, φtqq 9`tqpβqpµtq, φtqq � :`tqpβqpγjqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpβqpγjqpµtq, φtqq �
�py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bβ
Bη2t

Bγj ,

sendo 9`tqpµxqpµtq, φtqq e 9`tqpσ2
j qpµtq, φtqq dados, respectivamente, por (17) e (18).

Agora B2`apΨq
dβdλ

� Japβλq �
°n
t�1

�
9btpλqatβ � bt 9atβpλq

�
, em que

9atβpλq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpλqpµtq, φtqq 9`tqpβqpµtq, φtqq � :`tqpβqpλqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpβqpλqpµtq, φtqq �
�py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bβ
Bη2t

Bλ ,

sendo atβ dado em (6).

Agora B2`apΨq
dβdµx

� Japβµxq �
°n
t�1

�
9btpµxqatβ � bt 9atβpµxq

�
, em que

9atβpµxq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpµxqpµtq, φtqq 9`tqpβqpµtq, φtqq � :`tqpβqpµxqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpβqpµxqpµtq, φtqq � �φtq
"
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

* Bη1t

Bβ
Bη1t

Bµx
�  py�t � µ�tqq � ctq

( 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bβ
Bη2t

Bµx .
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Temos que B2`apΨq
dβdσ2

x
� Japβσ2

xq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatβ � bt 9atβpσ2
xq
�
, em que

9atβpσ2
xq �

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpβqpµtq, φtqq � :`tqpβqpσ2
xqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpβqpσ2
xqpµtq, φtqq � �φtq

�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3


 Bη1t

Bβ
Bη1t

Bσ2
x

�λ �py�t � µ�tqq � ctq
� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη1t

Bβ
Bη2t

Bσ2
x

.

Para k, j � 1, 2, . . . , q̌ temos que

B2`apΨq
BγkBγj � Japγkγjq �

ņ

t�1

�
9btpγjqatγk � bt 9atγkpγjq

�
,

em que

9atγkpγjq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpγjqpµtq, φtqq 9`tqpγkqpµtq, φtqq � :`tqγkqpγjqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpγkqpγjqpµtq, φtqq �
"
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

* Bη2t

Bγk
Bη2t

Bγj ,

sendo dtq � µtq t�µtqψ1pµtqφtqq � p1 � µtqqψ1rp1 � µtqqφtqsu � ψ1pφtqq � p1 � µtqqψ1rp1 �
µtqqφtqs, atγk e atq são definidos em 8 e 12.

Agora B2`apΨq
Bγkdλ � Japγkλq �

°n
t�1

�
9btpλqatγk � bt 9atγkpλq

�
, sendo

9atγkpλq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpλqpµtq, φtqq 9`tqpγkqpµtq, φtqq � :`tqpγkqpλqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpγkqpλqpµtq, φtqq �
"
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

* Bη2t

Bγk
Bη2t

Bλ .

Agora B2`apΨq
Bγkdµx � Japγkµxq �

°n
t�1

�
9btpµxqatγk � bt 9atγkpµxq

�
, em que

9atγkpµxq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpµxqpµtq, φtqq 9`tqpγkqpµtq, φtqq � :`tqpγkqpµxqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpγkqpµxqpµtq, φtqq �  py�t � µ�tqq � ctq
( 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη2t

Bγk
Bη1t

Bµx
�
"
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

* Bη2t

Bγk
Bη2t

Bµx .
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Temos que B2`apΨq
Bγkdσ2

x
� Japγkσ2

xq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatγk � bt 9atγkpσ2
xq
�
, sendo

9atγkpσ2
xq �

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpγkqpµtq, φtqq � :`tqpγkqpσ2
xqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpγkqpσ2
xqpµtq, φtqq � �py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη2t

Bγk
Bη2t

Bσ2
x

�
�
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

� Bη2t

Bγk
Bη2t

Bσ2
x

.

Para o parâmetro associado a variável mensurada com erro, tem-se que

B2`apΨq
dλdλ

� Japλλq �
ņ

t�1

�
9btpλqatγk � bt 9atλpλq

�
,

em que

9atλpλq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpλqpµtq, φtqq 9`tqpλqpµtq, φtqq � :`tqpλqpλqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpλqpλqpµtq, φtqq �
"
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

* Bη2t

Bλ
Bη2t

Bλ ,

sendo atλ dado em (9).
Agora B2`apΨq

dλdµx
� Japλµxq �

°n
t�1

�
9btpµxqatλ � bt 9atλpµxq

�
, em que

9atλpµxq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpµxqpµtq, φtqq 9`tqpλqpµtq, φtqq � :`tqpλqpµxqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpλqpµxqpµtq, φtqq �  py�t � µ�tqq � ctq
( 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη2t

Bλ
Bη1t

Bµx
�
"
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

* Bη2t

Bλ
Bη2t

Bµx .

Agora B2`apΨq
dλdσ2

x
� Japλσ2

xq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatλ � bt 9atλpσ2
xq
�
, sendo

9atλpσ2
xq �

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpλqpµtq, φtqq � :`tqpλqpσ2
xqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpλqpσ2
xqpµtq, φtqq � �py�t � µ�tqq � ctq

� 1
g1pµtqq

1
h1pφtqq

Bη2t

Bλ
Bη1t

Bσ2
x

�
�
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

� Bη2t

Bλ
Bη2t

Bσ2
x

.
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Temos que B2`apΨq
dµxdµx

� Japµxµxq � � n
pσ2
x�σ2

eq �
°n
t�1

�
9btpµxqatµx � bt 9atµxpµxq

�
, sendo

9atµxpµxq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpµxqpµtq, φtqq 9`tqpµxqpµtq, φtqq � :`tqpµxqpµxqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpµxqpµxqpµtq, φtqq � �φtq
�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

� Bη1t

Bµx
Bη1t

Bµx
�2

�py�t � µ�tqq � ctq
� 1
h1pφtqqg1pµtqq

Bη1t

Bµx
Bη2t

Bµx
�
�
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

� Bη2t

Bµx
Bη2t

Bµx ,

em que atµx é apresentado em (15).

Agora B2`apΨq
dµxdσ2

x
� Japµxσ2

xq � � n
pσ2
x�σ2

eq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatµx � bt 9atµxpσ2
xq
�
, em que

9atµxpσ2
xq �

Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpσ2
xqpµtq, φtqq � :`tqpµxqpσ2

xqpµtq, φtqq
�

e

:`tqpµxqpσ2
xqpµtq, φtqq � �φtq

�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

� Bη1t

Bµx
Bη1t

Bσ2
x

� �py�t � µ�tqq � ctq
� 1
h1pφtqqg1pµtqq

Bη2t

Bµx
Bη1t

Bσ2
x

� �py�t � µ�tqq � ctq
� 1
h1pφtqqg1pµtqq

Bη1t

Bµx
Bη2t

Bσ2
x

�
�
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

� Bη2t

Bµx
Bη2t

Bσ2
x

.

Temos que B2`apΨq
dσ2
xdσ

2
x
� Japσ2

xσ
2
xq � � n

pσ2
x�σ2

eq �
°n
t�1

�
9btpσ2

xqatµx � bt 9atσ2
xpσ2

xq
�
, sendo

9atσ2
xpσ2

xq �
Q̧

q�1

νq?
π

expt`tqpµtq, φtqqu
�
9`tqpσ2

xqpµtq, φtqq 9`tqpσ2
xqpµtq, φtqq � :`tqpσ2

xqpσ2
xqpµtq, φtqq

�
e

:`tqpσ2
xqpσ2

xqpµtq, φtqq � �φtq
�
utq � py�t � µ�tqq

g2pµtqq
rg1pµtqqs3

� Bη1t

Bσ2
x

Bη1t

Bσ2
x

�2
�py�t � µ�tqq � ctq

� λβ

h1pφtqqg1pµtqq
Bη1t

Bσ2
x

Bη2t

Bσ2
x

�
�
dtq � atq

h2pφtqq
rh1pφtqqs3

� Bη2t

Bσ2
x

Bη1t

Bσ2
x

,

em que atσ2 é apresentado em (16).
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APÊNDICE B - RESULTADOS DOS ESTU-
DOS DE SIMULAÇÃO DOS CAPÍTULOS 2
E 3

Apêndice B.1 - Cenário 2: Avaliação do parâmetro de
precisão φ

Tabela 1: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Md) para a média da variável resposta (µt) considerando o modelo de regressão beta não linear
com erros de medida com dispersão constante. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.75.

µt
φ n LI LS Md

40 0.1363 0.8824 0.5136
16.44 80 0.1090 0.8965 0.4971

160 0.0877 0.9183 0.4943
40 0.1348 0.8831 0.5143

54.60 80 0.1075 0.8970 0.4971
160 0.0881 0.9190 0.4943
40 0.1354 0.8829 0.5138

298.87 80 0.1081 0.8971 0.4968
160 0.0878 0.9192 0.4943

Tabela 2: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Md) para a média da variável resposta (µt) considerando o modelo de regressão beta não linear
com erros de medida com dispersão constante. Coeficiente de confiabilidade kx � 0.95.

µt
φ n LI LS Md

40 0.1363 0.8824 0.5136
16.44 80 0.1090 0.8965 0.4971

160 0.0877 0.9183 0.4943
40 0.1350 0.8830 0.5142

54.60 80 0.1077 0.8970 0.4970
160 0.0878 0.9185 0.4943
40 0.1354 0.8823 0.5131

298.87 80 0.1090 0.8970 0.4968
160 0.0875 0.9186 0.4939



236

 

 

 
0.

00
0.

01
0.

02
0.

03
0.

04

40 80 160
Tamanho amostral

(a)

V
ié

s

φ = 16.44
α0

●

MV aproximada
Pseudo MV aproximada
Calibração da regressão
Naive

 

 

 
0.

00
0.

01
0.

02
0.

03
0.

04

40 80 160

φ = 54.6
α0

(b)

 

 

V
ié

s
0.

00
0.

01
0.

02
0.

03
0.

04

40 80 160

φ = 298.87
α0

(c)

 

 

 
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

40 80 160

V
ié

s

α1

(d)

 

 

 
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

40 80 160

α1

(e)

 

 

V
ié

s
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

40 80 160

α1

(f)

 

 

 
−

0.
2

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

40 80 160

V
ié

s

β1

(g)

 

 

 
−

0.
2

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

40 80 160

β1

(h)

 

 

V
ié

s
−

0.
2

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

40 80 160

β1

(i)

Figura 1: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para φ � 16.44, φ � 54.60 e φ � 298.87
com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Verdadeiros valores dos
parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2: Modelo
com dispersão constante.
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Figura 2: Vieses estimados dos estimadores de γ0 para φ � 16.44, φ � 54.60 e φ � 298.87 com
o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75 (erro de medida moderado). Verdadeiros valores dos
parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2: Modelo
com dispersão constante.
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Figura 3: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para φ � 16.44, φ � 54.60 e φ � 298.87
com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.95 (erro de medida baixo). Verdadeiros valores dos
parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2: Modelo
com dispersão constante.
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Figura 4: Vieses estimados dos estimadores de γ0 para φ � 16.44, φ � 54.60 e φ � 298.87
com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.95 (erro de medida baixo). Verdadeiros valores dos
parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 2: Modelo
com dispersão constante.
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Tabela 3: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0
considerando o modelo com dispersão constante com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
Cenário 2.

φ n α̂0 α̂1 β̂1 γ̂0
Naive 0.11282 0.82153 0.24027 0.44025

40 RC 0.12339 0.82153 0.16066 0.44025
MVa 0.12662 0.86048 0.18623 0.86490
MPVa 0.12626 0.86030 0.18254 0.83099
Naive 0.08799 0.69056 0.23136 0.45550

16.44 80 RC 0.09259 0.69056 0.10344 0.45550
MVa 0.09299 0.71664 0.11725 0.39100
MPVa 0.09298 0.71656 0.11658 0.38459
Naive 0.05848 0.45680 0.22752 0.46336

160 RC 0.06135 0.45680 0.07365 0.46336
MVa 0.06152 0.46184 0.07857 0.23006
MPVa 0.06151 0.46183 0.07849 0.22975
Naive 0.08516 0.63061 0.23372 0.98917

40 RC 0.09603 0.63061 0.12979 0.98917
MVa 0.09834 0.65179 0.13896 1.62137
MPVa 0.09788 0.65086 0.13305 1.55799
Naive 0.06615 0.53462 0.22888 1.03099

54.60 80 RC 0.07204 0.53462 0.08413 1.03099
MVa 0.07256 0.54799 0.08908 1.01159
MPVa 0.07248 0.54770 0.08814 0.98959
Naive 0.04419 0.36442 0.22708 1.04472

160 RC 0.04793 0.36442 0.06143 1.04472
MVa 0.04810 0.35609 0.06231 0.63719
MPVa 0.04807 0.35605 0.06165 0.62982
Naive 0.07092 0.08357 0.08600 0.08558

40 RC 0.53792 0.53792 0.56829 0.56674
MVa 0.23287 0.12007 0.11116 0.10585
MPVa 2.33637 2.33637 1.54866 1.47917
Naive 0.05631 0.45635 0.22995 2.38605

298.87 80 RC 0.06300 0.45635 0.07761 2.38605
MVa 0.06446 0.47834 0.06999 1.19798
MPVa 0.06431 0.47681 0.06831 1.16410
Naive 0.03763 0.31477 0.22859 2.39808

160 RC 0.04163 0.31477 0.05819 2.39808
MVa 0.04271 0.31192 0.04791 0.93463
MPVa 0.04262 0.31131 0.04814 0.92032
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Tabela 4: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1 e γ0
considerando o modelo com dispersão constante com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.95.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, γ0 � 5.0, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0.
Cenário 2.

φ n α̂0 α̂1 β̂1 γ̂0
Naive 0.09452 0.71185 0.10515 0.23190

40 RC 0.09510 0.71185 0.10274 0.23190
MVa 0.09551 0.71986 0.10599 0.29819
MPVa 0.09551 0.71986 0.10599 0.29819
Naive 0.07325 0.59183 0.08010 0.17217

16.44 80 RC 0.07351 0.59183 0.07069 0.17217
MVa 0.07357 0.59785 0.07256 0.19405
MPVa 0.07357 0.59785 0.07256 0.19405
Naive 0.04849 0.38055 0.06507 0.14112

160 RC 0.04860 0.38055 0.04958 0.14112
MVa 0.04868 0.38393 0.05068 0.12946
MPVa 0.04868 0.38393 0.05068 0.12946
Naive 0.05878 0.45462 0.07496 0.31493

40 RC 0.05939 0.45462 0.06499 0.31493
MVa 0.05951 0.45803 0.06685 0.40332
MPVa 0.05951 0.45803 0.06684 0.40330
Naive 0.04524 0.37535 0.06113 0.31511

54.60 80 RC 0.04560 0.37535 0.04416 0.31511
MVa 0.04557 0.37782 0.04516 0.25022
MPVa 0.04557 0.37782 0.04516 0.25022
Naive 0.03019 0.24377 0.05463 0.31617

160 RC 0.03038 0.24377 0.03122 0.31617
MVa 0.03035 0.24398 0.03138 0.16635
MPVa 0.03035 0.24398 0.03138 0.16635
Naive 0.03702 0.28716 0.06130 1.07419

40 RC 0.03770 0.28716 0.04112 1.07419
MVa 0.03767 0.28723 0.04096 0.82174
MPVa 0.03767 0.28723 0.04097 0.82134
Naive 0.02873 0.24350 0.05361 1.08723

298.87 80 RC 0.02909 0.24350 0.02831 1.08723
MVa 0.02874 0.24287 0.02789 0.58904
MPVa 0.02874 0.24287 0.02789 0.58896
Naive 0.01941 0.15606 0.05025 1.09494

160 RC 0.01965 0.15606 0.02082 1.09494
MVa 0.01953 0.15368 0.01996 0.38759
MPVa 0.01953 0.15368 0.01996 0.38756
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Apêndice B.2 - Cenário 4: Avaliação dos pontos de
quadratura “Q”

Tabela 5: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Mdµt) para a média da variável resposta (µt) e médias dos mínimos (Mín), máximos (Máx)
e medianas (Mdφt) de φt e seus respectivos graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medida com dispersão variável. Coeficiente de confiabilidade
kx � 0.75.

µt φt
Q n LI LS Mdµt Mín Máx Mdφt δ

40 0.1499 0.8829 0.5152 2.1152 93.2300 12.5038 50.5855
12 80 0.1245 0.8970 0.4989 1.7204 117.7495 12.4217 76.0749

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4163 145.6003 12.3718 112.9395

40 0.1497 0.8828 0.5152 2.1135 92.9549 12.5035 50.4677
30 80 0.1245 0.8969 0.4989 1.7202 117.7619 12.4216 76.0982

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4162 145.6183 12.3721 112.9577
40 0.1498 0.8829 0.5151 2.1139 93.2379 12.5007 50.5286

80 80 0.1245 0.8969 0.4989 1.7200 117.6542 12.4213 76.0498
160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4161 145.5574 12.3720 112.9185

Tabela 6: Limites inferiores médios (LI) e superiores médios (LS) e suas respectivas medianas
(Mdµt) para a média da variável resposta (µt) e médias dos mínimos (Mín), máximos (Máx)
e medianas (Mdφt) de φt e seus respectivos graus de heterogeneidade (δ) para o modelo de
regressão beta não linear com erros de medida com dispersão variável. Coeficiente de confiabilidade
kx � 0, 95.

µt φt
Q n LI LS Mdµt Mín Máx Mdφt δ

40 0.1494 0.8826 0.5159 2.1197 94.1837 12.5145 50.4305
12 80 0.1245 0.8972 0.4988 1.7196 118.1482 12.4231 76.4595

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4163 145.6003 12.3718 112.9395

40 0.1494 0.8826 0.5159 2.1197 94.2031 12.5147 50.4424
30 80 0.1245 0.8972 0.4988 1.7196 118.1482 12.4231 76.4595

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4163 145.6003 12.3718 112.9395

40 0.1494 0.1494 0.5159 2.1198 94.2291 12.5144 50.4504
80 80 0.1245 0.8972 0.4988 1.7196 118.1482 12.4231 76.4595

160 0.1041 0.9188 0.4962 1.4163 145.6003 12.3718 112.9395
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Tabela 7: Raiz do erro quadrático médio (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1, γ0 e
λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável. Coeficiente de
confiabilidade kx � 0.75. Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8,
γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4.

Q n α̂0 α̂1 β̂1 γ̂0 λ̂1
Naive 0.13419 0.89080 0.25209 0.42066 0.47427

40 RC 0.14400 0.89080 0.18142 0.42894 0.42535
MVa 0.14517 0.92270 0.20072 0.79540 0.66746
MPVa 0.14394 0.92025 0.18903 0.76422 0.61780
Naive 0.10397 0.74461 0.23951 0.45416 0.45453

12 80 RC 0.10954 0.74461 0.11578 0.45881 0.33523
MVa 0.10416 0.74297 0.12193 0.41252 0.35611
MPVa 0.10410 0.74238 0.12083 0.40709 0.34851
Naive 0.07056 0.49993 0.23473 0.46617 0.44805

160 RC 0.07498 0.49993 0.08025 0.47033 0.30523
MVa 0.07035 0.48460 0.08063 0.22068 0.20770
MPVa 0.07036 0.48460 0.08023 0.21913 0.20551
Naive 0.13402 0.88706 0.25347 0.42286 0.47559

40 RC 0.14350 0.88706 0.17995 0.43101 0.42583
MVa 0.14207 0.90478 0.18865 0.75993 0.59748
MPVa 0.14153 0.90286 0.18373 0.72755 0.56121
Naive 0.10400 0.74577 0.23965 0.45427 0.45481

30 80 RC 0.10959 0.74577 0.11556 0.45892 0.33542
MVa 0.10382 0.73867 0.11968 0.40333 0.34081
MPVa 0.10378 0.73851 0.11871 0.39718 0.33109
Naive 0.07056 0.50005 0.23473 0.46616 0.44802

160 RC 0.07496 0.50005 0.08025 0.47032 0.30519
MVa 0.07035 0.48418 0.08070 0.21652 0.20268
MPVa 0.07036 0.48417 0.08057 0.21601 0.20215
Naive 0.13396 0.88741 0.25408 0.42418 0.47566

40 RC 0.14294 0.88741 0.17705 0.43221 0.42453
MVa 0.14034 0.89364 0.17675 0.66044 0.48161
MPVa 0.14038 0.89351 0.17558 0.64054 0.46915
Naive 0.10400 0.74481 0.23983 0.45464 0.45485

80 80 RC 0.10960 0.74481 0.11534 0.45929 0.33539
MVa 0.10349 0.73661 0.11507 0.35626 0.29677
MPVa 0.10350 0.73666 0.11527 0.35300 0.29505
Naive 0.07056 0.49980 0.23474 0.46619 0.44800

160 RC 0.07497 0.49980 0.08024 0.47035 0.30517
MVa 0.07033 0.48322 0.07854 0.20609 0.19442
MPVa 0.07034 0.48315 0.07877 0.20689 0.19483
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Tabela 8: Raízes dos erros quadráticos médios (REQM) para os estimadores de α0, α1, β1, γ0 e
λ1 considerando o modelo de regressão beta não linear com dispersão variável. Coeficiente de
confiabilidade kx � 0.95. Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8,
γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4.

Q n α̂0 α̂1 β̂1 γ̂0 λ̂1
Naive 0.11384 0.78233 0.11805 0.24057 0.28912

40 RC 0.11425 0.78233 0.11329 0.24122 0.29383
MVa 0.11423 0.78660 0.11430 0.33300 0.31699
MPVa 0.11423 0.78660 0.11430 0.33299 0.31695
Naive 0.08554 0.63553 0.08659 0.16965 0.21617

12 80 RC 0.08585 0.63553 0.07410 0.17011 0.20151
MVa 0.08556 0.63761 0.07450 0.20468 0.19815
MPVa 0.08556 0.63761 0.07450 0.20468 0.19815
Naive 0.05815 0.40976 0.07239 0.13680 0.18564

160 RC 0.05834 0.40976 0.05290 0.13742 0.15914
MVa 0.05856 0.41187 0.05311 0.13433 0.13798
MPVa 0.05856 0.41187 0.05311 0.13433 0.13798
Naive 0.11383 0.78223 0.11810 0.24059 0.28938

40 RC 0.11424 0.78223 0.11339 0.24125 0.29417
MVa 0.11418 0.78623 0.11436 0.32922 0.31078
MPVa 0.11418 0.78623 0.11436 0.32921 0.31079
Naive 0.08554 0.63553 0.08659 0.16965 0.21617

30 80 RC 0.08585 0.63553 0.07410 0.17011 0.20151
MVa 0.08556 0.63761 0.07450 0.20462 0.19807
MPVa 0.08556 0.63761 0.07450 0.20462 0.19807
Naive 0.05815 0.40976 0.07239 0.13680 0.18564

160 RC 0.05834 0.40976 0.05290 0.13742 0.15914
MVa 0.05856 0.41187 0.05311 0.13433 0.13798
MPVa 0.05856 0.41187 0.05311 0.13433 0.13798
Naive 0.11389 0.78223 0.11810 0.24075 0.28941

40 RC 0.11429 0.78223 0.11341 0.24140 0.29429
MVa 0.11424 0.78614 0.11437 0.32887 0.31098
MPVa 0.11424 0.78613 0.11437 0.32887 0.31100
Naive 0.08554 0.63553 0.08659 0.16965 0.21617

80 80 RC 0.08585 0.63553 0.07410 0.17011 0.20151
MVa 0.08555 0.63758 0.07449 0.20405 0.19803
MPVa 0.08555 0.63758 0.07449 0.20405 0.19804
Naive 0.05815 0.40976 0.07239 0.13680 0.18564

160 RC 0.05834 0.40976 0.05290 0.13742 0.15914
MVa 0.05856 0.41184 0.05311 0.13387 0.13803
MPVa 0.05856 0.41184 0.05311 0.13387 0.13803
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Figura 5: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para Q � 12 (coluna esquerda),
Q � 30 (coluna central) e Q � 80 (coluna direita) com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário
4: Modelo com dispersão variável.
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Figura 6: Vieses estimados dos estimadores de γ0 e λ1 para Q � 12 (coluna esquerda), Q � 30
(coluna central) e Q � 80 (coluna direita) com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.75.
Verdadeiros valores dos parâmetros: γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4: Modelo
com dispersão variável.
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Figura 7: Vieses estimados dos estimadores de α0, α1 e β1 para Q � 12 (coluna esquerda),
Q � 30 (coluna central) e Q � 80 (coluna direita) com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.95.
Verdadeiros valores dos parâmetros: α0 � �0.6, α1 � 2.4, β1 � 0.8, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário
4: Modelo com dispersão variável.
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Figura 8: Vieses estimados dos estimadores de γ0 e λ1 para Q � 12 (coluna esquerda), Q � 30
(coluna central) e Q � 80 (coluna direita) com o coeficiente de confiabilidade kx � 0.95.
Verdadeiros valores dos parâmetros: γ0 � 2.5, λ1 � 0.9, µx � 0.0 e σ2

x � 1.0. Cenário 4: Modelo
com dispersão variável.
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