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Resumo

Em abril de 1981, Rogério Cantarino Trajano Da Costa publicou o seu relevante paper,
intitulado "Quantum Mechanics of a constrained Particle". Neste trabalho o autor discute o
movimento de uma particula quantica nio relativista confinada a uma superficie de R, através
da ac@o de um potencial externo, e também o confinamento a uma curva. Um relevante resultado
obtido ao fim deste processo de confinamento, € o surgimento de um "potencial geométrico"(que
depende da curvatura gaussiana e da curvatura média no caso da superficie e da curvatura da
curva no caso do confinamento a uma curva) na equagdo de Schrodinger da particula confinada.
Neste trabalho seguimos os passos de Da Costa e obtemos um resultado semelhante considerando
uma superficie no espaco de Minkowski R%. Particularizaremos nossos estudos para o caso de
superficies de revolucgdo tipo-espaco e tipo-tempo, com €ixos tipo-espago € tipo-tempo no espacgo
de Minkowski. Mostraremos que para superficies de revolucao destes tipos, o operador forma é
diagonalizdvel com respeito a métrica de Minkowski, e que apds um processo de separacdo de
varidveis na equagdo de Schrodinger da particula confinada, obtemos uma equacao que depende
apenas da varidvel da curva perfil da superficie. Por meio de um lema que nos permite escrever as
curvaturas principais da superficie de forma mais simples e de algumas manipulacdes algébricas,
obtemos uma equacdo do tipo Sturm-Liouville que depende apenas das curvaturas principias
e da derivada de uma das curvaturas. Consideramos entdo o confinamento as variedades de
curvatura constante 1 e —1 (hiperboléide de 1 e 2 folhas) obtendo para o caso do hiperboldide de
uma folha um potencial geométrico da forma sech?(g»), potencial este que aparece como casos
particulares na segunda equagdo de Poschl-Teller e no estudo de sé6litons. Aplicamos entdo a
teoria de Sturm-Liouville obtendo boas estimativas para intervalos onde podemos encontrar os
autovalores dos problemas de Sturm-Liouville associados. Por meio do método de Rayleigh-Ritz
obtemos estimativas melhores para os primeiros autovalores. Por fim, como uma consequéncia
do lema a respeito das curvaturas principais, obteremos uma classe de superficies de revolucao
com eixo tipo-espaco e tipo-tempo com a curvatura da curva perfil constante e seus potenciais
geométricos. Faremos também uma discussdo sobre a possibilidade da equacdo de Schrédinger

para tais superficies de revolu¢do se tornar um oscilador harmonico.

Palavras-chave: Geometria de Minkowski. Superficies de Revolucdo. Sturm-Liouville.

Equacdo de Schrodinger. Mecanica Quantica.



Abstract

In April 1981 Rogério Cantarino Trajano da Costa published his relevant paper entitled
"Quantum Mechanics of a Constrained Particle". In this work the author discusses the motion
of a non-relativistic quantum particle confined to a surface of R3, through the action of an
external potential, and also the confinement to a curve. A relevant result obtained at the end
of this confinement process, is the appearence of a "geometric potential" (which depends on
the Gaussian curvature and the mean curvature in the case of the surface and the curvature of
the curve in the case of confinement to a curve) in the Schrodinger equation of the confined
particle. In this work we follow the steps of Da Costa and obtain a similar result considering a
surface In the Minkowski space Rf. We will particularize our studies for the case of spacelike
and timelike surfaces with spacelike and timelike axes in the Minkowski space. We will show
that for revolution surfaces of these types, the form operator is diagonalizable with respect
to Minkowski’s metric, and that after a process of separation of variables in the Schrodinger
equation of the confined particle, we obtain an equation that depends only on the variable of the
profile curve of the surface. By means of a Lemma that allows us to write the main curvatures
of the surface of simpler form and some algebraic manipulations, we obtain an equation of the
Sturm-Liouville type that depends only on the principal curvatures and derivative of one of
the curvatures. We consider the confinement of the manifolds of constant curvature 1 and -1
(hyperboloid of 1 and 2 sheets) obtaining for the case of the hyperboloid of a sheet a geometric
potential of the form sechz(qz), potential this which appears as particular cases in the second
Poschl-Teller equation and in the study of solitons. We will apply the Sturm-Liouville theory
by obtaining good estimates for intervals where we can find the eigenvalues of the associated
Sturm-Liouville problems. By means of the Rayleigh-Ritz method we obtain better estimates for
the first eigenvalues. Finally, as a consequence of the lemma about the principal curvatures, we
will obtain a class of revolution surfaces with spacelike and timelike axis with the curvature of
the constant profile curve and its geometric potentials. We will also discuss the possibility of the
Schrddinger equation for the particle confined to surfaces of revolution becoming a harmonic

oscillator.

Keywords: Minkowski Geometry. Revolution Surfaces. Sturm-Liouville. Schrodinger

Equation. Quantum Mechanics.
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1 INTRODUCAO

Enquanto o espaco de Minkowski em quatro dimensoes € o espaco livre de gravidade da
relatividade especial, sua versio tridimensional que passaremos a chamar de R?, era desprovida
de significado fisico, exceto como um modelo de brinquedo com dimensao menor. O advento
dos metamateriais hiperbdlicos, no entanto, trouxe uma realizacio fisica do espaco ]R% no
que diz respeito a propagacao da luz (SMOLYANINOV; HUNG, 2013) e ao movimento dos
elétrons balisticos (FIGUEIREDO et al., 2016), por exemplo. De forma pratica, os metamateriais
hiperbdlicos sdo meios altamente anisotrépicos que, no caso da propagacao eletromagnética,
combinam comportamento metalico e isolante em diferentes direcdes, levando a uma relagao
de dispersdo hiperbolica (PODDUBNY et al., 2013). No caso de metamateriais eletronicos,
a anisotropia aparece na massa efetiva de elétrons balisticos, que se torna um tensor e pode
ter componentes negativas (DRAGOMAN; DRAGOMAN, 2007). Existe uma analogia muito
importante entre a propagacdo de ondas eletromagnéticas em dielétricos e elétrons balisticos em
semicondutores (HENDERSON; GAYLORD; GLYTSIS, 1991), que vem da semelhanga entre
as equagdes de Helmholtz e da equacdo de Schrodinger independente do tempo que descreve a
propagacdo de feixes de luz e de elétrons balisticos, respectivamente. Surpreendentemente, essa
analogia sobrevive mesmo no caso de propagac¢do ao longo de uma superficie, uma vez que tanto
uma particula quantica (DA COSTA, 1981) quanto uma onda eletromagnética (WILLATZEN,
2009) sdao submetidas ao mesmo potencial geométrico efetivo. Do ponto de vista fisico, o
proposito deste trabalho € estender ao espaco de Minkowski ]R% o formalismo desenvolvido por
da Costa na referéncia (DA COSTA, 1981) para superficies no espaco euclidiano R?, levando

em consideracdo possiveis aplicagdes em metamateriais hiperbdlicos.

No inicio da decada de 80, Rogério Cantarino Trajano da Costa publicou um importante
trabalho intitulado "Quantum mechanics of a constrained particle"(DA COSTA, 1981) onde ele
descreveu o movimento quantico ndo relativistico de uma particula confinada a uma superficie
por um potencial externo agindo apenas nas direcdes normais a superficie (potencial confinante).
Considerando uma coordenada ao longo da direcdo normal e as coordenadas da superficie, ele
mostrou que a func@o de onda € entdo separada em uma parte tangente e outra normal, onde a
primeira obedece uma equac¢do de onda bidimensional, que depende das coordenadas da superfi-
cie, e na qual surgem potenciais geométricos que dependem das curvaturas Gaussiana e média.
Como a curvatura média ndo € invariante por isometrias, ele concluiu que superficies isométricas
podem ter dinAmicas quanticas diferentes. Na referéncia (GRAVESEN; WILLATZEN; VOON,
2005), Jens Gravesen e Morten Willatzem, embasados no trabalho de da Costa, estudaram o
confinamento a superficies de revolugdo calculando o espectro e autofungdes para cilindros onde
a curva perfil € uma reta, e C. C. Bastos, A. C. Pavado e E. S. G. Leandro (BASTOS; PAVAO;
LEANDRO, 2016), para cilindros generalizados. Em (SILVA, 2017) o autor trata o problema do
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potencial geométrico prescrito para curvas e superficies invariantes por um grupo a 1-parametro
de isometrias de R3. Na referéncia (SANTOS et al., 2016) é feito um estudo da influéncia do
potencial geométrico no transporte eletronico em nanotubos corrugados, onde € ilustrado como
a geometria destes nanotubos pode ser utilizada para manipular propriedades eletronicas de
nanoestruturas. Da Costa também investigou o movimento de uma particula confinada a uma
curva, obtendo resultados semelhantes no tocante ao surgimento de potenciais geométricos, de-
pendendo neste caso da curvatura da curva. Esse efeito da curvatura foi primeiramente sugerido
por Jensen e Koppe (JENSEN; KOPPE, 1971) mas a generalizacao para uma curva e para uma
superficie em R3 é devida a da Costa. Ainda relacionado ao estudo de confinamento em curvas,
Shin Takagi e Toru Tanzawa (TAKAGI; TANZAWA, 1992) consideraram os efeitos da tor¢do
espacial e da tor¢do da curva ao estudar o movimento de uma particula confinada a se mover
em um anel fino retorcido. Efeitos fisicos do confinameto foram estudados por Hisao Taira e
Hiroyuki Shima (TAIRA; SHIMA, 2010). Nos ultimos anos os efeitos da curvatura tém sido
considerados do ponto de vista da fisica da matéria condensada, permitindo a fabricacdo de

nanoestruturas com geometria curva.

Em seu trabalho subsequente (DA COSTA, 1982), da Costa procurou generalizar o
formalismo desenvolvido em (DA COSTA, 1981) para um sistema de n particulas encontrando
novamente a presenca de potenciais geométricos dependendo da curvatura média e da curvatura

total de uma subvariedade Vy em R"*7.

Neste trabalho seguiremos as ideias de da Costa para investigar o que acontece com uma
particula que € confinada a uma superficie imersa no espaco de Minkowski Rf que consiste
do espaco R3 munido da métrica com coeficientes Lij=0sei# j,Lii=—lelypn=L3=1
Perceberemos que para uma superficie tipo-espago ou tipo-tempo qualquer imersa no espaco de
Minkowski, a equac@o de Schrodinger adquire, apds o confinamento, um potencial geométrico

semelhante ao caso euclidiano,

| (e} .
Vs(q1,42) = —€5 (T) —det(ay) | = —5 - [eH? — K]

que leva em conta o caréter causal da superficie. Posteriormente, particularizaremos nossos
estudos ao caso de superficies de revolucgao, e por R{’ possuir uma geometria mais rica em
virtude de sua anisotropia, temos 7 tipos de superficies de revolucao a depender dos caréteres
causais da curva e do plano onde se encontra a curva perfil (SILVA, 2016). Em nosso trabalho
consideraremos cinco casos de superficies: superficies de revolucao com eixos tipo-espaco
e tipo-tempo porém com curva perfil tipo-espaco e tipo-tempo. Com a ajuda de um lema
sobre as curvaturas principais para esses tipos de superficies de revolu¢do com a curva perfil
parametrizada pelo comprimento de arco, obteremos equacdes do tipo Sturm-Liouville com
potenciais geométricos escritos em termos das curvaturas principais, para 0s casos em que a

superficie € umbilica e o caso em que a superficie nao tém pontos umbilicos.

Observaremos como sdo essas equagdes para os hiperboldides de uma e duas folhas
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imersos no espaco de Minkowski, que sdo variedades de curvatura constante, e perceberemos
que as equagdes obtidas sdo casos particulares da segunda equacgdo de Poschl-Teller (NIETO,
1978) e de Morse-Rosen (BARUT; INOMATA; WILSON, 1987), obtidas aqui pelo processo
de confinamento. Consideraremos problemas de Sturm-Liouville associados a essas equagdes
com condicdes de fronteiras auto-adjuntas, e através de estimativas cldssicas da teoria de Sturm-
Liouville, obteremos intervalos onde estdo os autovalores dos problemas. Utilizaremos o método

de Rayleigh-Ritz para melhorar as cotas superiores destas estimativas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2 apresentaremos alguns
resultados preliminares sobre a geometria de superficies imersas no espaco de Minkowisky R3,
primeira e segunda formas fundamentais, curvaturas gaussiana e média. Faremos uma breve
discussdo sobre a diagonalizacdo do operador de Weingarten de uma superficie imersa em R3, o
que nem sempre ocorre € que nos impediria a priori de falar em curvaturas principais. Entretanto,
para o caso de superficies de revolucdo, o operador de Weingarten sempre é diagonalizdvel.
Apresentaremos algumas definicdes e particularidades referentes a superficies de revolugdo
com eixo tipo-espago e tipo-tempo. Na secao 2.3, calculamos as primeiras e segundas formas
fundamentais destas. No capitulo 3, se¢do 3.1 seguimos o formalismo de da Costa para obter
as equacdes de Schrodinger apds o processo de confinamento e em seguida, na se¢do 3.2
escrevemos as equacoes para as superficies de revolucao supracitadas considerando as curvas

perfis parametrizadas pelo comprimento de arco.

No capitulo 4 secdo 4.1, faremos uma andlise das equagdes obtidas ao fim do capitulo 3
a luz da teoria de Sturm-Liouville e apresentaremos com detalhes uma solu¢do da equacdo em
(4.33) com condig¢des de fronteira diferentes da tratada no problema de Sturm-Liouville (4.33).
Nesta secdo apresentaremos também cotas para os autovalores dos problemas (4.33) e (4.42).
Na secao 4.2 faremos uma exposi¢ao do quociente de Rayleigh e o método de Rayleigh-Ritz,
aplicando o método para obter melhores cotas superiores para (4.33) e (4.42). No capitulo 5
secdo 5.1, encontraremos a classe de superficies de revolug@o e seus potenciais geométricos para
0s casos em que a curvatura da curva perfil € constante e diferente de zero e constante e igual a
zero, todas elas parametrizadas pelo comprimento de arco. Faremos uma discussdo da existéncia
de equacdes do tipo osciladores harmonicos nesta classe, onde encontramos apenas cilindros

hiperbdlicos tipo-espaco e cilindros retos para o caso tipo-tempo.

No apéndice A apresentaremos parte dos calculos relativos as segundas formas funda-
mentais das superficies de revolugdo tratadas na se¢do 2.3 e no Apéndice B os algoritmos que
implementam o método de Rayleigh-Ritz para calcular as cotas superiores para os problemas
(4.33) e (4.42).
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2 SUPERFICIES DE REVOLUCAO NO ESPACO DE
MINKOWSKI

Neste capitulo, apresentaremos algumas preliminares geométricas relativas ao espago
de Minkowski e superficies de revolugdo neste espaco. Apresentaremos as primeira e segunda
formas fundamentais para superficies tipo-espaco e tipo-tempo imersas em R%, discutiremos a
diagonalizacdo do operador de Weingarten, e faremos os cdlculos explicitos da primeira e segunda
formas fundamentais para imersdes de superficies de revolucdes tipo-espago e tipo-tempo neste

ambiente.

2.1 Superficies de Revolucao no Espaco de Minkowski

O espaco de Minkowski quadridimensional, chamado simplesmente de espago-tempo, €
o ambiente geométrico da teoria da relatividade especial de Einstein, teoria esta que revolucionou
a Fisica na primeira metade do século XX, alterando os conceitos cldssicos de espaco e tempo
até entdo utilizados. Entretanto, nesta tese trabalharemos com sua versao tridimensional € em
particular, com alguns tipos especiais de superficies de revolucao imersas neste espago, a saber,
as superficies de revolugao tipo-espaco e tipo-tempo com curva perfil tipo-espaco e tipo-tempo.

Antes, precisamos de algumas informacdes inerentes a esse novo ambiente e a estas superficies.

2.2 Preliminares geométricas

Definiciio 2.1. Considere o conjunto R? munido com a métrica L := (-, -)1, cuja matriz é dada

por

[Lij] =

o O
S = O
- O O

Ao par (R3L; ;) que denotaremos por R3, chamaremos o espaco de Minkowski de dimensdo 3. E

comum na literatura se referir a tal métrica como o produto interno de Minkowski.

Calculando o produto interno de Minkowski entre dois vetores x = (x1,x2,x3) e y =

(¥1,¥2,y3), obtemos
((x1,X2,x3), (1,¥2,¥3))1 = —X1Y1 +X2y2 + x33. (2.1)

O produto vetorial neste espaco, definido através da relacao

<X le,Z>1 = det(x,y,z),
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com z = (z1,22,23), € dado por

x X1y = —(x2y3 —x3y2)e1 — (x1y3 — x3y1)ea + (X152 — x2y1)e3. (2.2)
onde eq,e;,e3 é a base candnica de R3.

Observe que nesta geometria, o produto interno de um vetor por ele mesmo pode ser

positivo, negativo ou nulo, o que sugere a seguinte defini¢do:

Definicao 2.2. Os vetores v € R? podem ser classificados por meio do produto interno de

Minkowski da seguinte forma:

1. Tipo-espago, se (v,v); >0, ouv=0;
2. Tipo-tempo, se (v,v); <O0;

3. Tipo-luz se (v,v); =0ev#0.
Nos referimos a tal classificacdo como o "comportamento causal do vetor".

Por exemplo, os vetores (0,1,0) e (1,2,3) sdo vetores tipo-espaco, ao passo que (1,0,0)
e (2,1,1) sdo vetores tipo-tempo. Por fim, os vetores (1,0,1) e (2,/2,1/2) sdo exemplos de

vetores tipo-luz.

Da mesma forma que vetores, curvas e superficies podem ter comportamentos causais

bem definidos. Para o caso de curvas, o comportamento causal € definido pelo vetor tangente.

Definicao 2.3. Uma curva diferenciavel @ : [ — R% no espago de Minkowski € chamada

1. Tipo-espago, se o' (t) é tipo-espago Vt € I,
2. Tipo-tempo, se ' (t) é tipo-tempo V7 € I;

3. Tipo-luz se &/ (t) é tipo-luz V¢t € 1.

Para o caso de superficies em R, o cardter causal é dado pela primeira forma fundamen-
tal.

Definicao 2.4. Seja S uma superficie suave, conexa, e imersa no espago de Minkowski R?

através da imersaoi: S — R?. Considere em S a métrica induzida pela imersao i, isto é
g(u,v), ::L(dipu,dipv),-(p) =L(u,v)p = (u,v)1p, u,v € Tp,S.

onde 7,5 € o espago tangente a S no ponto p. A aplicagdo g(u,v) definida dessa forma, é¢ chamada

a primeira forma fundamental de S. Nesta situacdo, a imersdo i se torna uma imersdo isométrica.
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Sendo r(q1,g>) uma parametrizagdo de S, temos

o (ﬁ ﬁ) _<ﬁ ﬁ>
gl] =8 aqi7 aq] aqi7 aq] lp'

Como a primeira forma fundamental € definida pela restri¢do a 7,S da métrica do

ambiente R3, entio tal restricio pode ser positiva definida em T,,S, indefinida ou ter posto 1.

Definicao 2.5. Uma imersdoi:S — R? definida como acima € chamada

e Tipo-espago, se g(u,v), for positivo definido em 7,5,V p € S;
e Tipo-tempo, se g(u,v), for indefinido em 7,,S , V p € S;

e Tipo-luz g(u,v), tem posto 1 em 7,5, V p € S.
As imersdes tipo-espaco e tipo-tempo sdo ditas ndo degeneradas.

Muitas vezes iremos nos referir ao cardter causal da imersao como sendo da superficie,
isto é, diremos simplesmente que a superficie S € tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz. Embora
o carater causal de uma imersdo em R% seja dado pela primeira forma fundamental, uma outra
forma de determina-lo € através do carater causal de um campo de vetores normais definidos na

superficie. Mais precisamente, temos

Lema 2.6. Seja S uma superficie regular imersa em ]R?. Entdo S é tipo-espaco, tipo-tempo ou
tipo-luz se, e somente se, existe um campo de vetores N ortogonal com respeito ao produto

interno de Minkowski a T,S que é tipo-tempo, tipo-espago ou tipo-luz respectivamente, V p € S.

A demonstragdo desse lema pode ser encontrada na referéncia (KUiHNEL, 2015).

Se uma superficie regular em ]R? é tipo-espaco, entdo ela é globalmente orientavel (ver
(LOPEZ, 2008)). Entretanto se ela é tipo-tempo, entio ela é apenas localmente orientével. Devido
ao carater causal de seus vetores normais, a aplicagdo normal de Gauss que denotaremos por N,

pode ter sua imagem em dois conjuntos especiais, a saber,

N:S— 82 (1) = {(x,y,2) ER?| —x* +y* +* =1}
N:S— (1) ={(x,52) ER}| —x* +y* + 2 = —1}

a depender se S € tipo-espaco ou tipo-tempo.

O estudo da aplicacdo normal de Gauss nos traz informacdes geométricas importantes
sobre a superficie. Em particular, sua derivada nos permite obter informagdes sobre o quanto
(localmente) a superficie se afasta de seu plano tangente numa vizinhanca de um ponto p. Isso

nos da a ideia geométrica do quao curva a superficie € na vizinhanca deste ponto. Uma outra
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aplicagdo relacionada com o estudo geométrico de uma superficie é dada pela segunda forma

fundamental que definiremos abaixo e para tal, entraremos no contexto das imersdes isométricas.

Uma vez que atribuimos a § uma métrica induzida pela inclusdo (a primeira forma
fundamental de S em IR{?) que € uma imersdo (e pela forma como foi definida é isométrica),
podemos falar na segunda forma fundamental desta imersdao. O que faremos aqui € apenas

escrever com um pouco mais de detalhes o que foi feio na referéncia (LOPEZ, 2008).
Denotaremos por Z(S) o conjunto de todos os vetores tangentes a S, e V0 a conexdo de
Levi-Civita de R}. Se X,Y € Z(S) podemos escrever

VXY = (Vx¥)" + (V31"

onde T e N sobrescrito denotam as componentes tangente € normal de V%Y . Representando por

V a conexao induzida pelo ambiente R? em S, temos

VY = (Vir)T.

Definicao 2.7. A segunda forma fundamental de uma imersdo i é dada pela aplicagdo tensorial
simétrica

II: E(S)xE(S) — E(S)
X, Y) +~— I1X,Y)= (V)N

Observe que com as defini¢des acima, podemos escrever a conexdao do ambiente na
forma
VY = VxY +11(X,Y).

Agora considere .4 um campo de vetores normais a imersao i, e seja A_y (X) a componente
tangente de —VS)(JV ,isto é
0 T
Ay (X)=—(VxA)".

Temos que
<AJV(X)>Y>1 = <_(V9('/V)T7Y>1 - <JV>V9(Y> _X<’/V7Y>1 = <JV7V9(Y>1
= (N, VxY+1I(X,Y)), = (A, I[(X,Y)),
e como I1(X,Y) é simétrica,
<AJV(X>7Y>1 = <'/V7[[<X7Y)>1 = <’/VJI(Y’X)>1 = <A=/V(Y)7X>1 = <X7AJV(Y)>17 (2.3)

o que nos diz que A_, € auto-adjunto com respeito a métrica induzida pelo ambiente ]R? em S.
Se N é um campo de vetores normais unitarios numa vizinhanga de um ponto p em S, entao

—1, se § ¢é tipo-espaco,

<N7N>1:8:{

I, se § €& tipo-tempo.
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Sendo (N,N), constante, <V9(N ,N >1 = 0 e consequentemente, Vg’(N ¢ tangente a S. Escrevemos
entao
Ay(X) = —-VIN

e chamamos de formula de Weingarten. Calculando em um ponto p, temos
(AnX)p=A,: T,S — T,S
v o A,(v) = -VIN=—(dN,)v.
E desde que /1 é um multiplo de N (a dimensdo do espaco normal a S € 1), temos
IH(X,Y)=¢€e(I(X,Y),N);N=¢e(AnN(X),Y)N. (2.4)
Logo,
VY = VyxY +e(An(X),Y),N.

Vimos em (2.3) que a aplicacdo de Weingarten € auto-adjunta com respeito a métrica induzida
pelo ambiente R? . Entretanto, como a primeira forma fundamental pode ser positivo-definida,
indefinida ou ter posto 1, para o caso em que a superficie € tipo-espago a aplicacdo de Weingarten
¢ diagonalizdvel o que segue diretamente do teorema espectral (visto que o produto interno
€ positivo definido com respeito a métrica). J4 no caso tipo-tempo isso pode ndo ocorrer. Tal
diagonalizacdo dependera da existéncia de raizes reais para o polindmio caracteristico do
operador de Weingarten. Para o que segue, serd conveniente obtermos a expressao da matriz de
tal operador numa base ortonormal local {e;, e} de campos de vetores tangentes a S. Considere
entdo e tipo-espaco e (ep,e) = —€ ({e1,e2,N} formam uma base ortonormal de R?). Se

v € T,S, escrevendo Av = ae; + be; obtemos
(Av,e1), = (ae1 +bey,e1); =aler,er), =a,
(Av,e2)| = (ae; +bey,er); =b ez, e2), = —€b == —€(Av,ep), =D.

Assim Av = (Av,e1), e; — € (Av,e2) €2, 0 que nos da

Ae; = (Aey,eq) e1 —E(Aey,e2), €2

Aey = (Aea,eq) e1 — €(Aey,e2), 2.
Logo, a matriz do operador de Weingarten na base {e,e;} tem a forma

(Aer,er);  (Aey,en),

A= . (2.5)
—& <A61,62>1 —E& <A€2,€2>1

Em virtude do operador de Weingarten nem sempre ser diagonalizavel, precisamos definir a

curvatura média da imersdo de forma diferente do caso euclidiano.
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Definicao 2.8. Seja S uma superficieei: S — R% uma imersao tipo-espago ou tipo-tempo. O

campo de vetores curvatura média H é definido por

.o
H = (1),

onde o trago é calculado com respeito & métrica, isto é, numa base ortonormal com (e;, ¢;) = €,

onde &; é 1 se ¢; for tipo espaco ,—1 se ¢; for tipo-tempo e <e,~, e]-> =0 sei# j entdo
tr(Il) = g1l (ey,e1) + &1l (e, e2).
A curvatura média é entdo definida por H=HN , donde
H—¢ <FI,N>1 .

Considerando novamente e; sendo tipo-espaco, (es,e;) = -€, e usando (2.4), temos

T
I

(r{I1) = 3 (1(e1,e1) ~ el {en,e2))

(e(Aer,e1)) — (Aez,ea) )N

(<A€1,€1>1 —8<A62,€2>1)N

OO = —

—~
~
~

(A))N.

Assim, a curvatura média € dada por

£
H == (tr(4)).

Vamos agora definir a curvatura Gaussiana. As justificativas das defini¢des que daremos aqui
podem ser encontradas nas referéncias (KiHNEL, 2015) e (O’NEILL, 1983).

Definicao 2.9. A curvatura Gaussiana da imersao 1, € dada por

K = edet(A) = g (4H? — 1r(A2)).

No caso em que o operador de Weingarten € diagonalizdvel podemos falar em curvaturas

principais.

Definicao 2.10. Considerei: S — R% uma imersao tipo-espaco ou tipo-tempoe p € S. Se a
aplicagdo de Weingarten A, € diagonalizdvel com rela¢do ao produto interno de Minkowski,

entdo chamaremos os autovalores de A, de curvaturas principais em p e os denotaremos por
ki(p) e ka(p).

Observe que como consequéncia das defini¢des acima obtemos que se A, € diagonaliza-

vel, entdo a curvatura média e a curvatura gaussiana em p sdao dadas por

i (p)+ka(p)

H(p) = >

, K(p) = ¢eki(p)ka(p).
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Neste ponto seria natural definir um ponto umbilico de forma similiar ao caso euclidiano, isto &,
um ponto p de uma superficie imersa em R3 é dito umbilico quando os autovalores da aplicagdo
de Weingarten em p sdo iguais. Porém como nem sempre o operador € diagonalizdvel, precisamos

de outra definicao.

Definicao 2.11. Um ponto p de uma imersdao i : § — R% tipo-espago ou tipo-tempo € dito

umbilico se existe um ndmero k(p) € R tal que
(H(u,v),N(p)) = (Apu,v), = k(p) (u,v); u,v € T,S

Observe porém que se o ponto € umbilico entdo A, deve ser diagondlizavel pois devemos

ter
<Ap€1,€2>1 =k(p)(e1,e2), =0,

€ 0 mesmo vale para <A p€2,€1 > Dai concluimos que a matriz (2.5) é diagonal. Desta forma,

podemos dizer que p é umbilico se e somente se existem kj e ky e ki (p) = ka(p) = k(p).

Um resultado relevante cuja demonstracdo pode ser encontrada na referéncia (LOPEZ,

2008) € o seguinte:

Proposicao 2.12. Assuma que i: S — ]R{’ € uma imersdo tipo-espago ou tipo-tempo, p € Se
que A, é diagonalizdvel. Entdo,
H*(p) —eK(p) >0

e a igualdade vale se e s6 se p é umbilico. Em particular, em uma superficie tipo-tempo, se

H?(p) —eK(p) < 0, entdo p ndo é umbilico.

Como falamos anteriormente, a existéncia das curvaturas principais depende da existéncia
de autovalores reais para o operador de Weingarten. Calculando o polindmio caracteristico, isto
é, det(A — kI) = 0, onde A é dada em (2.5) obtemos

det(A —kI) = ((Aey,e1); —k)(—€(Aez,ea); —k) +€(Aer,e1), (Aer,ea),
= —£(Aer,e1), (Aea,ex)| —k(Aer,e), +ke(Aex,er), + K>+ € (Aey,er), (Aer,er),
= k2 —k(tr(A)) + &(— (Aey,e1) (Aez,e2) | + (Aer,ea), (Aer,er),)
=k*>—2eHk+ €K,

Calculando o discriminante deste polindmio, A temos
A= (—2eH)* —4eK = 4(H? — €K)
Consequentemente,

1. Se H*> —¢K >0, A, é diagonalizdvel;

2. Se H> — €K < 0, A, ndo é diagonalizdvel;
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3. Se H?> — eK = 0 entiio temos uma raiz dupla do polindmio caracteristico e surgem duas
possibilidades: se € = —1, a superficie € tipo-espaco, o operador forma € diagonalizavel,
k = —H e o ponto € umbilico. Se € = 1, A, pode ser diagonalizavel ou ndo, pois teremos

H? = K e tal diagonalizacio dependerd do sinal da curvatura Gaussiana.
Exemplos desses trés casos sdo dados em (L()PEZ, 2008).

2.3 Imersoes tipo-espaco e tipo-tempo em coordenadas

Passamos agora ao cédlculo da segunda forma fundamental de uma imersao tipo-espaco

ou tipo-tempo em coordenadas.
Considere que i : S — ]R? ¢ uma imersdo tipo-espago (respectivamente tipo-tempo),
isto €, S tem um tnico campo de vetores normais unitarios (a menos de sinal) que € tipo-tempo

(respectivamente tipo-espaco). Sendo r(g1,¢>) uma parametrizagio para S e tomando

N— 1 (arx 81’) 2.6)
~ /]detg] \9q1 "' 9g2) '

N é um campo de vetores normais unitérios a S e (N,N)| = €. Logo, a segunda forma fundamental

da imersdo i em p segundo o vetor normal N é dada por

(II(X,Y),N), = (—dN,X,Y);. 2.7)
Por outro lado, de
0 <8N >
aQi < >1 aCIi 1
N
segue que, % estd no plano tangente e podemos escrever
l
ON or or
— =an=—+an=—; (2.8)
Iq dq1 g2
JON or N or
—— =) = arn ——.
dg g1 g

dr d
Agora, calculando a segunda forma fundamental na base {a—r, a—r}, observando o cariter
q1 092

o or
dq1’ Iq2

dr dr ar or JON Jdr
hiNNNy =(lI| —,— | ,N) =—(dN,—,— =—(=,=— ) . 2.9
s Ny < (3% 9qj) >1 < P dg 8qj>1 <3qi 8(11>1 9

Como
0 or ON Oor d%r >
0= (N, =( 25 25N (N, |
8qz‘< 3q1‘>1 <361z' 9%‘>1 < dqidq; /|

vetorial de I1(X,Y) e escrevendo 11 ( ) = h;;N, temos
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(N (2
aCIi,a(Ij 1 ’quaqj 1.

Como (N,N)=¢, substituindo em (2.9) obtemos

ON OJr %r
ey = == ( 50,50 = (M ),

ON Or d2%r >
hii=—e{ 22 TN (N 2N 2.10
/ <9qz' 361j>1 < dqidq;/ 210

Substituindo (2.8) na primeira igualdade de (2.10), obtemos

r 2 dr dr 2
——£<Za,kaq 8q]> EZa,k<a—%,a—%>1:_£Zaikgkj-

k=1

segue que

Logo

Escrevendo em forma matricial,
by hi| b an an g1 812
ha1 hoo a, axn 821 &2

Tomando a inversa da métrica g;; em ambos os lados da igualdade acima, obtemos

an ai | | b ho g g” 2.11)
a ay har hyp g? g%

2.4 Superficies de revolucao no espaco de Minkowski

No que segue, particularizaremos nossos estudos a superficies de revolucdo tipo-espago e
tipo-tempo, as quais sao objetos de interesse deste trabalho. Antes faremos uma breve exposi¢do

sobre superficies de revolugdo neste espaco.

Definicao 2.13. Uma superficie de revolugcdo S é uma superficie obtida pela rotacdo de uma

curva regular plana ao redor de um eixo /.

Diferentemente do caso euclidiano onde € possivel caracterizar, a menos de movimento
rigido, uma superficie de revolucao como uma superficie que admite uma parametrizagao da

forma
r(r,0) = (u(r)cos(8),u(t)sin(0),v(t)),
onde o () = (u(t),0,v(t)), no espago de Minkowski a superficie pode mudar radicalmente a
depender do cardter causal da curva perfil ou do seu eixo de rotagdo, isto €, se a curva ou o eixo
é tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.
Uma rotag@o em torno do eixo x tipo-tempo de um angulo g; € dada pela transformacao

linear cuja matriz tem a forma
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1 0 0
¢r(q1)=| 0 cos(qi) sin(q1)
0 —sin(q;) cos(q1)

Note que uma rotagdo cujo eixo € tipo-tempo se comporta como as rotagdes euclidianas. En-
tretanto, a rotacdo em torno do eixo z tipo-espaco de um angulo ¢, por exemplo, € dada pela

transformacao linear

cosh(qy) sinh(q;) O
¢s(q1) = | sinh(q;) cosh(q;) 0
0 0 1

Perceba que diferentemente das rotagdes euclidianas, onde aparecem as fungdes circulares, nas

entradas da matriz ¢g(g;) temos fungdes hiperbdlicas.

Aqui reside uma diferenca fundamental entre os tipos de revolug¢do em R{’. Enquanto
no caso tipo-tempo cada ponto da curva geratriz ¢ () descreve uma circunferéncia, na rotagao
tipo-espago, cada ponto de a () descreverd uma hipérbole. O fundamental aqui é perceber
geometricamente (a nivel de métrica) a ideia de rotacdo. Vamos pensar no caso euclidiano
considerando o eixo z como eixo de revolucdo. Se considerarmos os paralelos de uma superficie
de revolugdo S como as curvas formadas pelas interse¢des dos planos z = k (k constante) com
S, observamos que todo ponto em um mesmo paralelo estd a uma mesma distancia da origem.
Consequentemente a tranformacdo linear @7 preserva comprimentos donde preserva o produto
interno, isto €&,

<¢T(W)7¢T(W)> = <W7W>' (2.12)

Assim, percebemos que uma rotacdo € uma aplicacdo que fixa um eixo, e preserva o produto
interno. Com um pouco de cdlculo podemos verificar que as transformacdes lineares ¢r e ¢s no
espaco de Lorentz, preservam o produto interno (-, -);. Por ndo parecer natural para quem tem
um primeiro contato com a rotacao tipo-espago, mostraremos como € obtida a matriz ¢s. Com
efeito, queremos que a aplicacdo @s(g1) fixe o eixo-z e preserve o produto interno de Minkowski.

Escrevendo de forma genérica uma aplicacdo T, que fixe o eixo z, temos

Para que o produto interno de Minkowski seja preservado, devemos ter
(7] [M)[T] = [M], (2.13)

onde M € a matriz do produto interno
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-1 00
Ml=| 0 1 0
0 01
Desta forma
a ¢ 0 -1 00 a b 0 -1 00
b d O 0 10 cdO|=]|0 10
0 0 1 0 01 0 0 1 0 01
c consequentemente,
2—a*> cd—ab 0 -1 00
cd—ab d*—b* 0|=| 0 1 0],
0 0 1 0 01

cuja solugdo nos da
a = cosh(q), b =sinh(q;), ¢ =sinh(g;) e d = cosh(q1),

para algum ¢g; € R. Assim obtemos ¢s(q ).

Outros tipos de superficies de revolucdo, nao menos interessantes, sdo as superficies de
revolugio com eixo tipo-luz. Tais eixos moram no cone de luz —x? +y? +z> = 0 e uma rotagio

em torno do eixo tipo-luz de equagdo x = y,z = 0 por exemplo, € dada pela transformagao linear

2 2
1+4 -4 a

2 2
o(q) =] 4 1-9 ¢
q —q1 1

O leitor pode verificar que de fato, a transformacdo ¢y (g,) satisfaz (2.12) e fixa o eixo com

equacdo x =y com z = 0.

Embora o eixo de revolucao tenha um papel importante na forma de uma superficie, o
carater causal desta ndo depende do eixo, e sim da curva geratriz. Se a curva geratriz € tipo-tempo,
a superficie de revolucdo serd tipo-tempo, ndo importando o cardter causal do eixo de rotacdo. O

mesmo ocorre quando a curva geratriz € tipo-espaco ou tipo-luz.

2.5 Superficies de revolucao com eixo tipo-espaco e tipo-tempo

Consideraremos agora as imersdes de superficies de revolu¢do com eixos tipo-espaco ou
tipo-tempo em RI com curva geratriz tipo-espago ou tipo-tempo. Iniciaremos pelas superficies

de revolucdo com eixo tipo-espaco.
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2.5.1 Superficies de revolucdo com eixo tipo-espaco

Aplicando a matriz de rotagdo @s(g;) a uma curva geratriz regular ot (q2) = (u(g2),0,v(g2))

= (u,0,v) no plano xz, que é tipo-tempo, obtemos a parametrizacio r(q1,q>) dada por

cosh(gqy) sinh(gq;) 0 u(q2)
r(q1,q2) == | sinh(q1) cosh(gs) 0 0 | = (u(g2)cosh(q1),u(g2)sinh(q1),v(q2))-
0 0 1] | vig)
Logo,

or or

—— = (u sinh(q),u cosh(q1),0), —=— = (u'cosh(gy),u’sinh(q),V'),
dq dq2

<39_q’;’59_f;1>1 = —u? sinhz(cll) +M2005h2(CII) = u?

<;_qr1’ ;_qrz>1 = —uu cosh(g1 ) sinh(q1 ) 4 uu’ cosh(gy) sinh(g;) = 0

dr or , no . N2 g /
<o7_qz’8_qz>1 = —(u')?cosh*(q1) + (u')*sinh®(q1) + (v')* = (v/)* — ().

Desta forma, a primeira forma fundamental (a métrica induzida pelo ambiente) de S, é dada por

[g' } B u? 0
L 0 (V/)2 _ (u/)Z ’
Se a curva o for parametrizada pelo comprimento de arco (diremos simplesmente que a curva é
p.c.a.) podendo ser tipo-espaco ou tipo-tempo, temos que (&', &’} = (V/)> — (u')> =1, onde ) =
1 se a curva € tipo-espago e N=—1 se for tipo-tempo. A matriz da métrica entdo toma a forma

2

[%]Z[u )

0 n

Calculando a inversa, obtemos:

no caso em que & é p.c.a.

’

Calculando — x| =—

dq1  Iq ' _

obtemos (nos célculos abaixo, ver apéndice A, paginas 84 e 85 para detalhes)
ar ar

—— x| =— = — (u' cosh(qy),u sinh i) .
91 18612 ( (q1) (q1) )

, onde x| denota o produto vetorial de ]R? (ver paginas 12 e 13),
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Consequentemente,

<(9r>< or 8r>< or
dq1 ' 9q2 9q1 ' 9

> = —(w/)?cosh?(qy) + (w)?sinh? (g1 ) + (u'u)?
1
= — (') + (uu)?
= ()2~ ()?)
= —det(g;j).
Para calcular a segunda forma fundamental, observe que (por simplicidade, no que segue

assumiremos u > 0)

9%r .

a_qz = (ucosh(q),usinh(q),0),
1
azr 327‘

9%r " " "
9 (u" cosh(gy),u” sinh(g1),v")
2
(2.14)
_ —1 / /oo /
Como por (2.6), N = NI (V'ucosh(qy),vusinh(q;),u'u), de (2.10) temos
9%r evu
h11=8<—,N> = . (2.15)
dqi” /, (V)2 = (u')?]
d%r
hir = hoy = - =0. 2.16
12 =hy1 8<8q18q2’N>1 (2.16)
82 Pl
h22:£<—;,N> _e % VH 2.17)
dg; / |(v)2 = ()3
Substitui i — Adi8ij)
ubstituindo (2.15), (2.16) e (2.17) em (2.11) e lembrando que [g"/] = det(g) obtemos
ij
anp anp | € b 0 g2 O
a1 ax det(gij) | 0 hxn 0 &u

det(g;;) 0  hxpgn

—& h11822 0 ]

Assim, temos:

an — —€ ev'u W2 — ()2 = —v'
" u2[(v'>2—<u'>2]< |<vf>2—<u'>2|>[() = e

. _ —c v/u//_v//u/ uz: v//u/_vu ‘ 2‘18
2= AR @) (8 |<v'>2—<u'>2|> (= @I
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Observe que se a curva é p.c.a, (') — (u')?> = 1. Logo,

ann = ——

u
ay =n0"u —vu"). (2.19)

Por outro lado, se a curva estiver no plano tipo-espacgo yz (seu vetor normal € tipo-tempo),

entdo sua parametrizacdo é dada por a(g2) = (0,u(g2),v(q2)). Assim, S é parametrizada por

cosh(q;) sinh(g;) O 0
r(q1,92) = | sinh(q1) cosh(gi) 0 | | u(q2) | = (u(g2)sinh(q1),u(g2)cosh(q1),v(q2))-
0 0 1 v(q2)
(2.20)
Temos que
3}’ . ar /- / /
—— = (u cosh(q),u sinh(q;),0), —=— = (u sinh(q;),u cosh(q;),v"), (2.21)
dq dq2
e
<887r’ %> = —u*cosh?(q;) + u?sinh?(q) = —u?,
1 1/1
dr or ;. , .
91 90 1 = —uu sinh(q)cosh(q;) + uu cosh(g;)sinh(g;) =0,
dr dr N2 inh2 "2 2 "2 "2 "2
S ) = ) Psinhgn) + (o Peosh ) + (/) = (2 (WP @22
1

Logo, a primeira forma fundamental de S é

[g' } B —u? 0
Y 0 W)?+() |
Se a curva for p.c.a entdo ela s6 pode ser tipo espago pois (# )2 + (v )2 > 0 e consequentemente,

(u')? 4 (v)? =1, logo
—u? 0
[8ij] = [ 0 1 ] :

Calculando a inversa, obtemos:

y 1|11 O
| —
[g } - uZ [ 0 —I/l2 ] )



Capitulo 2. SUPERFICIES DE REVOLUCAO NO ESPACO DE MINKOWSKI 27

d d
no caso em que & € p.c.a. Calculando a_r X1 a—r, obtemos (ver Apéndice A, paginas 85,86
q1 q2
para detalhes):
ar ar ;. , ,
—— X1 =— = (—uv sinh(q; ), —uv cosh(qy),uu’) .
dq1 Iq» ( (@) (@),
Dai,

<8aqu e aaqrz’ aaqu 1 aaqrz>l = —(V'u)*sinh*(qy) + (v'u)*cosh?(qy) + ('u)*
= () + (un)?
_ MZ[(MI)Z + (V/)Z]
= —det(g,-j).

Para calcular a segunda forma fundamental, observe que

d’r _
Eye = (usinh(q),ucosh(q1),0),
1
d°r d°r , ;.
8q1aq2 - aqzaql - (u COSh(Ql)au Sll’lh(ql),()),
o*r " " "
97 = (u" sinh(q1),u” cosh(q1),V") .
2
Como N = N {)2_’_( 5 (—V'usinh(q ), —V'ucosh(g;),u'u), de (2.10)
—u?*[(u %
2 oy
h11:£<a—;,N> S——— L — (2.23)
94y 1 () + ()2
d°r
h et h = & —,N — 0, 2‘24
12 =hy <8q1c9q2 >1 (2.24)
d%r €
hy=e( 2L NY = = (V' — V). 225
“ <aq% >1 o Y ) (22

Consequentemente, por (2.11), temos que

ayy = —& < —&vu > [(u/)2+ (VI)Z] _ —V :

|(u)?+ (V)] uy/|()?+ (V)7

e W' — v ) Vi — V'
2= R (V)Y £ ) ) = s N1 (V2|
u”|\u v (') 4+ (V)?| () + (V)] (W)>+ (V)2
(2.26)
Se a curva for p.c.a, entdo
ay = —
u

arn =vViu" V" (2.27)
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2.5.2  Superficie de revolucdo com eixo tipo-tempo

Passaremos agora ao caso em que o eixo de rotacao € tipo-tempo. Aplicando a matriz
de rotacéo ¢r(g1) a uma curva geratriz regular a(q>) = (#(g2),0,v(g2)) no plano tipo-tempo,
obtemos a parametrizagdo r(q1,q>) dada por

1 0 0 u
r(q1,92) = | 0 cos(q1) sin(qq) 0 | = (u,vsin(g1),vcos(q1)). (2.28)
0 —sin(g;) cos(qp) v

Assim temos:

% = (03 VCOS<QI)7 —VSin(ql))7 59_;’2 — (u/’v/ Sin(ql),V/COS(ql)), (229)

(ar o
a(]1786]1 1

<;_qu’ ;_61”2>1 = v'veos(g1)sin(g1) —v'veos(gi)sin(gr) =0,

0-+v2cos?(q1) + (—v)?sin®(g;) =17,

Jdr dr , . , L ,
<a—q2,a—qz>l P4 ) sind () 4 (Vo) = 02— (. (230)

A primeira forma fundamental € dada por,

V2 0
[gij] - [ 0 (v/)Z_ (u/)Z ] :

Se a for p.c.a., tipo-espago ou tipo-tempo temos que (@, ') = 1. Logo a matriz da métrica

[81‘1'}:[:)2 2]

toma a forma

cuja inversa €

onde det(g;;) =v*[(v/)? — («)?]. Ou ainda

. 1 n 0
ij] __
[g}—vznlo\)z]’

d
no caso em que & € p.c.a.. Calculando ar X1 —r, obtemos (ver Apéndice A, paginas 86,87 e

dq1 g2
88 para detalhes):

f;a_qu X1 ;_q”z = — (w',vusin(q1), vi' cos(q1)) -
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Consequentemente,
ar ar ar 87' > N2 N2 -2 N2 2
X ) X =—(w)"+ (v )" s1n + (vu' )" cos
(S0 g s i ) = =/ s a1) (o o)
= — (W) 4+ (vd')?
= 2[) ()]
= —det(gi)).
Para calcular a segunda forma fundamental observe que assumindo v > 0
d%r .
&_qz = (0,—vsin(g;),—vcos(q1)),
1
d%r %r
= = (0, cos(qy), —V'sin ;
aqlaqz aqzaql ( (ql) (611))
O (W sin(an), " cos(an)) @31
aqz—u,vs q1),vV €COS\q1))- .
2
—1
Como por (2.6), N = w vl sin(q ), vid’ cos(qy)), de (2.10) segue que
’ VA= ) mccostan)
82 !
hn :£<—;,N> - cou , (2.32)
dqi /, |(V)2 = ()2
(92
hiy = o :8<—r,N> —0, (2.33)
aQIaCIZ 1
02 eV — ulv"
h22:8<—;,N> - (Wz 2L )2 (2.34)
dq; 1 |(V)2 = (u')?]
Substituindo (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.11) temos novamente
anp anp | € hip 0 gn 0
a1 axn det(gij) | 0 hxn 0 &n
_ € hi1g 0
det(gij) | 0 hagn
Logo,
- o)) )R -
a = — = s
H =@\ VIR - W) W= ()]
S Vi — V" Vi — V!
@422 = 372 o | € N2 N2 = 12 12 N2 N2l (2.35)
V()2 = ()] |(V)> = ()?] (V)2 = @)?)V/](V)> = (u)?]
Se a curva for p.c.a., temos
ail = —,
%
ay =n0"u —vu"). (2.36)
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Ja sabemos que se uma dada superficie for tipo-espaco, entdo a primeira forma funda-
mental € positivo definida e, consequentemente, o operador de Weingarten é diagonalizdvel com
respeito a métrica induzida. Porém, nem sempre isso € verdade para uma superficie tipo-tempo
qualquer. Entretanto, no caso de superficies de revolucdo tipo-tempo, o operador de Weingarten

sempre € diagonalizavel.

Proposicao 2.14. Seja S uma superficie de revolucdo com eixo tipo-espaco ou tipo-tempo e com
curva perfil tipo-tempo imersa em R? via imersdoi:S — R? . Entdo o operador de Weingarten

da imersdo é diagonalizdvel.

Demonstracdo. Essencialmente o trabalho ja foi feito. Basta observar que pelas expressoes

(2.18) e (2.35) as matrizes dos operadores de Weingarten ja estdo na forma diagonal. [

A Proposicao 2.2 permite-nos falar em curvaturas principais para superficies de revolu-
¢do de nosso interesse assim como no caso euclidiano, o que serd de grande importancia para
nosso trabalho. Observe que como as matrizes dos operadores de Weingarten das superficies de
revolucdo acima ja estdo na forma diagonal, entdo as entradas a;; e ap; sdo de fato as curvaturas

principais de S.
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3 A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA UMA

PARTICULA CONFINADA A UMA SUPERFICIE
NO ESPACO DE MINKOWSKI

Neste capitulo obteremos as equacdes de Schrodinger para o confinamento de uma parti-
cula a superficies tipo-espago e tipo-tempo, imersas em R%. Observaremos que ap6s realizarmos
os confinamentos, as equacdes de Schrodinger das particulas irdo adquirir potenciais geométricos
distintos a depender do caréter causal da superficie. Mostraremos que para superficies de revolu-
¢a0 com eixos tipo-espaco e tipo-tempo no espaco de Minkowski, sempre € possivel escrever
tais equacdes em termos da métrica e das curvaturas principais no caso em que a superficie é
umbilica, e em termos apenas das curvaturas principais, para os casos em que a superficie nao
tem pontos umbilicos, isto €, pontos na superficie onde a primeira e a segunda forma fundamental

sdo proporcionais.

Seja p = r(q10,920) um ponto em S e considere U uma vizinhanga tubular de p em R%.
Munindo U do sistema de coordenadas R(q1,¢2,¢3) que considera uma coordenada ao longo da

direcdo normal e as coordenadas da superficie, ver Figura 1, temos

R(q1,92,93) =1(q1,92) + 93N (q1,92), (3.1)

Figura 1 — Sistema de Coordenadas R(q,¢>,q3) em uma vizinhanga tubular U de p.

Tomando em U a métrica induzida pela inclusdo, obtemos

JR JR
=)
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Como

OR _ dr  ON
36]1 B 3(]1 q33611

or N ( or N 8r)
= — aj|— +ajpp—
aql q3 llaq lzaqz

ar ar
= (01 +(I3all)aq1 (5124—(]36112)8—612
i 8+ g3 8r
1j+q3ai;

& J ] aqj
JR 2 ar
94> ]:Zl (82)+ 4302)) dq;
JR
EFS =N(q1,92), (3.2)

onde &;; ¢ o delta de Kronecker. Para i, j = 1,2 obtemos

JR OR
Gij:<a% a%> _<

Nl

2 Br
(G +g3aik) =— Z i1+ %aﬂ .
qi !

=~
I
—_

(8 + qzair) (81 +q3a;1) Su

N “EMN

Si0i1gu + (Swaji + 8j1ain)q38u + and igu g3

~

—~
I

R

=gij + [[ag] + [ag]T} y q3+ [agaT} ij q%. (3.3)

Onde a e g denotam as matrizes do da métrica induzida e do operador forma respectivamente.

Para k = 1,2 temos

JR IR 2 or
Go=Gy=( 2B RN _ [y ZINY =0 34
k3 = Gk <8qk’8q3>1 <l;( v+ q3ak) 0 >1 ; (3.4)
e
JdR 8R>
Gp={(—,— ) =E¢. (3.5)
33 <a‘]3 85]3 1
Logo a matriz da métrica G tem a forma
Gu G 0
G .= [GU} = G21 Gzz 0 5 (3-6)
0 0 ¢
e sua inversa é dada por
€Gy  —€Gp
det(G)  det(G)
—1._ [ij] — | —€G G
G =[G"]=| & dm O (3.7)
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Uma vez que conhecemos a expressdo da métrica no sistema de coordenadas R(q1,¢2,43),
estamos interessados em obter a equacao de Schrodinger para uma particula livre se movendo
nesta vizinhaca U de p € S, munida destas coordenadas. Para isso, lembramos que se M é
uma variedade semi-riemanniana de dimensdo n e g a métrica de M", a expressao do operador

laplaciano associado a métrica g aplicado a uma fun¢do f € dada por (O’NEILL, 1983)

.. d
|det(g)|g" a—;) : (3.8)
J

gf l]Z]\/|dt a%(

onde g = [g;;] ¢ a matriz da métrica de S. Substituindo os G;;’s encontrados nas equagdes (3.3),

(3.4) e (3.5) em (3.8) e considerando V¥ a fun¢do de onda da particula, temos

3 1 0 ( -~81//)

A=Y — 2 [ /det(G)|c" Y

o l-jz’“/|detG aq \ VeI 5
det(G)|GY +

- ((ViE@o s,

81//)
det(G)|=—
de(@) 5"

1 )
_,JZI «/|det )| 9ai 8\/\det(G)\ dq3 (

_ i oV
e ),GJ%)
1 1 d 1//
8\/|det (2\/]det \a%(‘ 8 Vi@l )
i el 4
- ¥ T (V@IS ) ( B 574 58

B d dy  J°y
_D(q17q27q3)l//—|—€ (8_613 (ln \det(G)|> a_%—i_&_q%) y (3.9
onde
Py =Y (a3 ). (3.10)
i,j=1 |d t(G 8611 aCIj
Considere agora a equacdo de Schrodinger
2
2_ﬁAGW+Vc0nfw_ ﬁawa(f t) (.11

onde m € a massa da particula, / € a constante de Plank e V., s = €V € o potencial confinante
que atua apenas na dire¢do normal a superficie. Tal potencial depende do caréter causal de S e
da distancia da particula na vizinhanga coordenada a S (SILVA; BASTOS; RIBEIRO, 2017),
que pela forma como foi construido, é dada por |¢3| e isso faz com que o potencial V,,,s seja
uniforme. Aqui consideramos que €V ¢é o limite de uma sequéncia de potenciais {€V} },, que
dependem do cariter causal de S e da distancia a S, isto é, se ¢ € um ponto na vizinhanga

coordenada,

0, se g€S
oo, se q¢S

A—>+oo

eV(g)= lim &V, (q)= {
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Substituindo a expressao obtida

—h? [ d oy I’y L oy(x,t)
—D(thh’%)‘l/—gﬁ (8_(]3 (l’l !det(G)Da—Jra 2>+Vconf((13)llf ih 3

2m
(3.12)

potencial confinante que atua apenas na direcdo normal a superficie de tal forma que ele

é nulo se p € S e tende a oo se p se afasta o pouco que seja de S.

Observe que a fungdo de onda y estd definida numa vizinhanca tridimensional de p € S.
Consequentemente, esperamos que apds o processo de confinamento a funcao de onda se divida
em uma parte tangente a superficie, dependendo apenas das varidveis g € g, € uma parte normal
que dependa apenas da varidvel g3. Assim, buscamos uma fun¢do de onda adequada ¥ tal que no

evento da separacao, possamos definir uma densidade de probabilidade de superficie

tr(ar.2) P [ ow(an) P G.13)

isto €,
[ [ (1ranaP [ etan Paas ) videidmaa: = [ [ [ (ar.aziamta Pasias

:///m%w%. (3.14)

Para isso, observe que o elemento de volume dU nas coordenadas R(q1,q2,¢3) é dado

por

JR JR JR
dU = X ,
<9q1 " 9g," 93

> dq1dqrdqs

2 oar
<Z(51j+613a1] - X Z O + q3a2k) EPn N(Ql»‘]2)> dqi1dq2dqs
Jj=1 1

or or
= ((1+q3a11)(1+g3a22) — (g3a12a21)) <— X1 =5— N(91,92)> dqidgrdqs. (3.15)
aq 8QZ 1
Como N(q1,q2) = |dit(g)| (aaqu 1 ;q’) entio (aaTr X 5;’2) |det(g)|. Substituindo em

(3.15), temos

dU =¢(1 +q3(a11 +a22) +q§(a11a22 — alzazl))\/ \det(g)]dqldqqug
:dedCB,

onde
f(a1,92,q3) = e(1 +q3(ar +axn) +q(anan —ana)), (3.16)

e dS = /|det(g)|dg1dg,. Como estamos supondo a fun¢do de onda definida numa pequena
vizinhanga U de p € S, podemos supor que os valores de g3 estdo num intervalo (—J,5) com
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0 pequeno. Assim, podemos assumir que (1 +g3(aj; +axn)+ q%(auazz —ajpap;)) > 0. Entdo
o sinal de f depende apenas de €, isto €, do carater causal do vetor normal a S. Logo, para

obtermos um elemento de volume (queremos que este seja sempre positivo), tomamos

dU = |f|\/|det(g)|dq1dq2dqs. (3.17)

Para encontrar a funcdo de onda desejada, observe que

///|‘lf|2dU=///|l//|2|f|deq3, (3.18)

e queremos escolher a nova funcdo de onda Y de tal forma que

///\w\sz=///|x|2deq3. (3.19)

Assim tomamos )} = y+/|f|. Uma vez "redefinida" a func¢do de onda, devemos escrever a

equacdo de Schrodinger para essa nova fungdo. Fazendo |f| = F, segue que y = \/Lf Além

disso,
9x X_9F
8(x>:a_q3\/f_ﬁa_q3:18x_ x_OF (3.20)
g3 \\VF (\/F)z VF dqs 2F\/F 9q3 .
€
‘9_2<L)_(‘_1 1 &F>8x+ 1 Py 14 (x)laF+
8q% F) F 2/Fdqs ) dq3 \/faq% 2dq3 \VF ) Fdq3
1 x 1 8F)2 1 x 0%F
=) === 3.21
+2\/fF2 (36]3 2F\F 943 (3.21)

. ~. 0% d
Substituindo (3.20) e (3.21) na expressdo % + ai% (ln ( |det(G) ])) a—;’;, como +/|det(G)| =
F/|det(g)| e detg independe de g3, obtemos
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(-_1 1 8F)8x+ 1 Py 10 (x)l&F

F ZﬁaQ3 QQ3 \/Faq% 28q3 \/f F8Q3
1 x 1 (dF\> 1 x 9*F 9 a<x)
L == —= In(F+/|d — | Z=
N (aq3> SrvFag  ag (0 (V1) 5o 7

1| 19FaJy *x (ax x&F)]&F 1 x 8F)2_l82_F
~ VF| 2Fdq3dq3 ' dg3 dqzs  2F dg3
1

d d ax x 8F)
— (L nF)+ 2 (In/|det ST S
+\/f<9(I3(n )+3Q3(n | e(g)‘)) (9(]3 2F dq;3

1 10 dx d*x 19y 0 1y oF 0 ]
- 2 (nF)& 424 +-227 7 (InF)+
\/f[ 28613(n dq3s  9q3 29939613(n ) 4F361336]3(n )
L 11(8_1”) X O°F
VF |2F? \ g3 2F 8q3

dy o x( ) )2
Z | =—(InF
(9%3613 2 (9613(n )
(2y x [ 9 X 2 x93 y/( 0 2
gL A% A % (nF
8q§+ (8q3(1 F)) 2F2 (85]3) 2F 943 (8q3(n )>

1
VF
L'az_x_z_(aF% (2 ) x O°F
VF | 0g3 4F?\dgq3 2F2 \ dg3 2F 8q3
L
VF
1
VF

2y 1y (8F) X 9°F

~VF | a2 T ar \ag ﬁa—qg
E27 OF 82F
= —2F — . 3.22
Substituindo (3.22) em (3.12) obtemos
— K2 X h2 1 a2 1 oF )2 O%F
—D(q1,9>, —— —2F —
X L0 (X
Veonf—= =ih— | = | . 3.23
e F = o (\/F) (3.23

Multiplicando ambos os lados de (3.23) por V'F, temos

—h? X 1 |9%x 1 OF \* 9°F
\/F{%D(qwh,%)(ﬁ)—g%ﬁ 8q§+4F2 (aq:s) _2F<9_q% X

Veons X = ih%—f. (3.24)
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Como F = |f| = &f, segue que

8853 82]3 ((1 + (a1 +axn)qs+ (ajan — a126121)613)
= tr(a;j) +2g3det(a;;),
JdF
(52 =l + 20 an)? = ()P + 4t e + e
9°F
a_q% = 2det(a,-j).

1 OF\*> _ 9°F\ .
Logo, 172 ((8_%) — 2F8_q%> € igual a
(tr(aij))? +4tr(aij) det(aij) g3 +4q5 (det(ai))* — 2(1 + tr(au)% + det(ayj)q3)2det(ai;)
4 [(1+tr(aij)qs + det(alj)q3)]

(3.25)
Neste momento passamos a levar em conta o efeito do potencial confinante V.., r. Aqui lembra-
mos que tal potencial € uniforme, isto €, que suas equipotenciais dependem apenas da distancia a
S, depende do carater causal da superficie e que a acdo deste sobre a particula equivale a fazer g3

tender a zero. Usando estas informacdes em (3.25), obtemos

I‘a,'j 2_ c aijj raij 2
()P4 >:<t @ )) ~ det(ay)

Como +/|det(G)|=F+/|det(g)| = |f|\/|det(g)|, da expressdo de D(q1,42,43) (\%) em (3.10),
temos

D(q1,92,953) (%) :,121 \/,dTaq, ( ‘det(G)‘Gijaiq; (%))

; 1 dx x 0 )
:]ZI |f|\/78% <‘f|\/‘T \/ (aqj Zaq](n’ﬂ)

N———

(3.26)

Observamos que de (3.7) os G/ dependem dos G;; e de det(G;;). Assim, segue de (3.3), (3.4),
(3.5) e de (3.16) que, fazendo g3 — 0 em (3.26), obtemos

2 1 0 ( L 0X
—— |det(gi')|g”—) :
ljZZI V/ I det(gij)| dqi ’ dq;

Logo, fazendo g3 — 0 em (3.24) obtemos

h? 2 1 9 o,
det(g; — — [eH*—K
s (o ) L

h* 9%y 8)(
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2
t ..
Onde H? = (@) e K = egdeta;;.

Para melhor observarmos as consequéncias do potencial confinante, faremos a separacao

de varidveis. Fazendo x=xE(q17q2,q3). Xz(t) e substituindo na equagéo (3.27) , temos

1 aJ

-~3XE> )
det VW2=)—-—|eH " —K —
h? 8 d
e "f Veans Az e = e 2 (3.28)
FY dt
Dividindo ambos os lados de (3.28) por £ Xz, temos
—m 12 ..axE) o,
det W22 | —— |eH"—K
e o T o 5o (VB ) - g Lo
G e 1 I
—&—— con h— 3.2
ZmXE 8q3 Veony =1 : Of (3-29)

Desta forma, o lado esquerdo e o lado direito de (3.29) devem ser uma constante que chameremos

de Ejs, pois, o lado esquerdo independe de t e o direito independe de (g1,¢2,¢3). Logo,

1 0 E
ih - aa’“ _E — a)if -2 (3.30)
T
e
_hZ 2 a%E) ﬁ2
det(g)|gV=2= | — — [eH?—K
2m XE”Z’I \/|det (961, ( |det(e)le adq; 2m | )
2 32
e Ly (3.31)
XE 2m dq3
Assim,
22 ( ~~9%E) K2
det(g)|g" 2= | — — [eH? —K
2m l']Z:l \/ ’d t 9(]1 ‘ (g)|g a(]j 2m [ }XE
h? 92
_S%a—XZE‘FVu)anE :E3%E (332)

Xe=X1(q1,92) %N(C]3) e substituindo em (3.32), temos

.0 h2
|det(g)|g" alc;) —5- [eH* — K] xr v
J

XN”ZI \/’dt a%(

%N
—&€—X1—=—5 t+ Veonf Xr XN = E3XTXN- (3.33)
2m 8q3
Dividindo ambos os lados da equacdo acima por X7 v, temos
e (al ( .0 %T) 12
det(g)|g¥ =2~ ) — ~— [eH* —K
2I’I’l AT lJZl \/ |det a(]l ‘ (g)|g 961] 2m [ :|
ﬁ2 1 92
e XN +Vconf E;. (334)

2m XN aq3
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Organizando os termos de forma a deixar termos que dependam apenas de g3 num mesmo lado
de (3.34), obtemos

1 i ( | det(g)| f/aﬁ) —h—z[eHz—K}
2m g 1«/|det [9qi 818" 3q; )~ 2m
ﬁz 1 32){1\]
—Veonf +Es. 3.35
2mXN 8q3 7 +Es (3.35)

Desta forma, o lado esquerdo e o lado direito de (3.35) devem ser uma constante que chamaremos
de E>. Assim,

ﬁz 1 82)51\;
—Veonsr +E3 = E», 3.36
2m%N 8q3 r+E3=E; (3.36)
donde, -
ﬁ J XN
— =(Eh—F .
oy E¥e eVyn = (E2 — E3)xn (3.37)
c,
—hr 1 & ..a;ﬁ) 2
det(g)|g’ =2~ | — — [eH?> — K| = E,, 3.38
I o, T o (V@S ) - e K] = 639
donde
— 12 -~8xT> —
det N2 ) —— |eH " —K =Exxr. 3.39
,'JZI \/Waqt < | (g)|g aql m [ }XT 2XT ( )

As equacdes (3.37) e (3.39) sdo as equagdes andlogas as obtidas em (DA COSTA, 1981), em
particular (3.39) € o resultado prometido no inicio desta se¢do. Ela nos mostra que apds o
confinamento da particula a uma superficie tipo-espago ou tipo-tempo imersa no espago de

Minkowski, a equacao de Schrédinger adquire um potencial geométrico

Vs(q1,92) = o [eH” — K]

que depende do cardter causal da superficie. Comparando com o caso euclidiano onde

Vs(q1,92) = o [H* - K]

observamos que em ambos os casos, o potencial induzido por geometria depende da informacdo
intrinseca da superficie, contida na curvatura Gaussiana (K = €det(a;;) para superficies no
espaco de Minkowski e K = det(a;;) para o caso euclidiano) e da informagdo extrinseca ( €H Ze
H? para superficies no espaco de Minkowski e no espaco euclidiano respectivamente) relacionada
com a curvatura média. Essa "simples"alteracio na expressdo permite mudancas radicais na
natureza do potencial induzido por geometria e consequentemente na dinAmica da particula. O
potencial Vs, é sempre atrativo no caso euclidiano, visto que H> — K sempre é positivo, o que
nao ocorre para o potencial Vs no espaco de Minkowski onde o potencial € fortemente afetado

pelo cardter causal da superficie, podendo ser atrativo ou repulsivo.
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Outro fato relevante aqui, € a incorporacao da informacgao do carater causal da superficie
na equagdo (3.37). Diferente do caso euclidiano, a forma como o potencial V,,,y = €V age

(forma de confinamento), muda a depender se a superficie € tipo-espaco, ou tipo-tempo.

Na proxima se¢@o consideraremos S uma superficie de revolugdo tipo-espago ou tipo-

tempo no espago de Minkowski Ry.

3.1 Desdobramentos da equacao de Schrodinger: Superficies de Revo-
lucao

Nesta secao iremos mais adiante com a separacdo de varidveis na equacdo (3.39) para o
caso em que S é uma superficie de revolugdo tipo-espago ou tipo-tempo, com €ixo tipo-espaco
ou tipo-tempo. Com ajuda do Lema 3.1 abaixo, iremos obter equacdes do tipo Sturm-Liouville
que possuem um potencial geométrico que depende das curvaturas principais da superficie no
caso em que ela ndo possui pontos umbilicos e da métrica e da curvatura principal, no caso em

que ela é umbilica.

Seja S uma superficie de revolugdo tipo-espaco ou tipo-tempo no espago de Minkowski.
Sabemos que podemos ter eixos de rotacdo com diferentes carateres causais, entretanto, a métrica
induzida obtida é sempre diagonal, ndo importando o cardter causal da curva perfil utilizada para

obter a superficie. Assim a equacao (3.39) pode ser reduzida a

0 h?
| det(g)|g" %T) — — [eH? —K] xr = Eaxr (3.40)

—h? i 1 d (
2m (= \/]det(g)] 94i dqi ) 2m
Indo mais adiante com a separagdo de varidveis, escrevendo x7(q1,92) = x1(q1)x2(q2) e substi-

tuindo em (3.40) temos

—? & iia(ﬂmlz)) _ﬁ_z

2m,~2\/|det (9%( |det(g)le dq; 2m

Logo,
nr1 J 9(%1%2))
- dt 11—
( |det(g)|g a0

2m /] det(g)] 9a1

h? 1 d 0 h?
————( |det(g)] g (XIXZ))——[ H>— K| xix=Expixe

2m /| det(g)| 992 g2 2m

h? 9 %1 oo J ( 228%2)
s et VI 5 E 5o (Vi

hZ
o [eH* — K| x100 = Ex21 22

h? 1192%1 h? X1 ( 229%2)
—_ /Jdet gr2)
ZmXZg Qq% 2m /| det(g) 8q2 |det(g)le g
2

h 2
o [eH? — K| 2102 = Ex 1 %2

[eH? — K| xix2 = Exxix. (3.41)
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Dividindo ambos os lados da equacio acima por —y;x2(g'!), temos

PP 1 < 228)&) 2o B
T om Taeie)] det o [eH? K] =
zmll &Ch 2m ngll |det aq2 | ( ) aq 2mg11 [ } gll

(3.42)
Organizando a equagdo de forma a deixar termos que dependam apenas de g num mesmo lado
em (3.42), obtemos

o1 1 ) x> 1 E» R 1 9%y

— det(g)|g** )+—— eH> K|+~ =————2=

2m xpg'! \/|det(g)13612( |det(g)le dq2)  2mgll [ ) gl 2my dq7
(3.43)

Desta forma, o lado esquerdo e o lado direito de (3.43) devem ser uma constante que chamaremos
de E;. Assim,

ﬁz 1 92){1 82)(1 E2m
—————==E — = —— 3.44
'm X aq% 1 - aq% ﬁZ X1 ( )
e
— det —— |EH"— K|+ — =E]. 3.45
oo T s (VIR T2 ) 4 S e K]+ B (a9
128"
Multiplicando a equacao (3.45) por 7 obtemos

Exxo2m  Eyxg''2m
R R

d
]det(g)]gzza—)qf) + [eH* —K] o +

R S (
V]det(g)] 942

€ consequentemente,

d Ex2m  Ejg''2m
<\/\det(g)]g228—iz)+{[EHZ—K}%— S =0, (346)

1 0
V| det(g)] 992

Neste momento estamos prontos para considerar algumas especificidades com respeito
a superficies de revolugdo no espaco de Minkowski. No que segue trataremos cinco tipos de
superficies de revolu¢do cujos cardteres causais do eixo de revolucdo, do plano que contém a

curva e da curva perfil, estdo descritos na tabela abaixo.

Eixo Plano | Curva perfil
fipo-espago tipo-tempo tl.po—espago
tipo-tempo

tipo-espaco | tipo-espaco | tipo-espaco
tipo-espaco
tipo-tempo

tipo-tempo | tipo-tempo

Tabela 1 — Carateres causais dos eixos, planos e curvas perfis considerados.

Para cumprir com nossos propdsitos apresentados no inicio deste capitulo, encontraremos
expressoes "melhores"para as curvaturas principais k; e k; de uma superficie de revolu¢do com

eixo tipo-espaco e tipo-tempo. Tais expressdes seguem do seguinte lema:
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Lema 3.1. Sejam ki e ko as curvaturas principais de uma superficie de revolucdo S obtida
pela rotagdo de uma curva regular plana tipo-tempo ou tipo-espago a(t) = (u(t),0,v(t)), no

plano tipo-tempo xz, parametrizada pelo comprimento de arco, isto é (o, Q') =1, se o/(t) for

tipo-espago e (a', ') = —1 se a(t) for tipo-tempo. Entdo as curvaturas principais sdo dadas
por
/!
— t
/(1) ‘; t( ), se u #0,
kit)=— oy k)= A (3.47)
/
V) se V' #£0,
se o eixo for tipo-espago e
o
/ v(t)) se u #0,
(1) ) W)
ki(r) = 0 k(1) = (1) (3.48)
v se VvV #£0.

se o eixo for tipo-tempo. Se @ for p.c.a. e a curva for parametrizada por o.(t) = (0,u(t),v(t)),
isto é o0 € uma curva tipo-espago que mora no plano tipo-espago yz, e é rotacionada em torno

de um eixo tipo-espaco, entdo

, se u #0,
(3.49)

, se vV #£0.

Demonstragcdo. Consideremos primeiramente o caso em que o eixo € tipo-espaco. Sendo ki e k;

as curvaturas principais da superficie S, temos que (ver pagina 24)

/
.1 /1

klz—%, kgzn(vu—vu).

Se o(t) é curva regular, entdo o' (¢) = (u'(),0,V'(¢)) #0V . Como (o, a’)| = 1, segue que

—(u')?+ (V')? = n e derivando, obtemos u'u"" =1'v". Logo se u' # 0 temos
17, a2 1 M PN M N2 Pl M N2 N2 I 1!
Nnuky ="' (V'u —vu") =V'"W)"—vuu =v' () — )V =-m.
Assim,
/!
n'k,=-m" = kh=—.
u

De forma anéloga, se v # 0 temos que
1y a2 1 I PN M N2 I I N2 e nN2 "
Wky=nvQVu—vu)="Vu-V)u =u (W) —u(v) =-nu".

Logo,

/!

— k2:——/
1%

!

Mk, = —nu

Os outros dois casos do lema sdo demonstrados de forma analoga e observando que para

0 caso em que a curva mora no plano yz, teremos u'u’ = —vV". O



Capitulo 3. A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA UMA PARTICULA CONFINADA A UMA SUPERFICIE NO
ESPACO DE MINKOWSKI 43

Corolario 3.2. Nas condicoes do lema acima, se ky=kj, entdo k| e ky sdo iguais a uma constante.

Demonstra¢do. Com efeito, considerando que o eixo é tipo-espago e a(t) = (u(t),0,v(t)) ,
/

14
como —k;=—, temos
u
—k/1 - - - (3.50)

Nos pontos onde u’' # 0, V"' = —kpu'. Entdo, de (3.50) segue que

/ /
K = —kz% thL =0,

u
pois k; = kp. Se Vv # 0, u” = —kyV'. Entdo de (3.50) e vV'v"' = u/u”, temos

M/ u//

/ /.1 /
, o ku u'u —kou'  ku
—ki = :t + = = +

/

= = =0.
u viu u u

Assim em qualquer um dos casos, temos k| = 0 donde k| = k = constante. Se o eixo ¢ tipo-tempo

temos ,
k/ B u/ B M//V _ ulvl B u// I/l/V/ 3 51
k=)= == 7 (3.51)
% \% % 1%
= . . A/ ] n__ v !
Entdo, assim como no caso tipo espaco, de v'v' = u'u”" segue que u" = ¢ supondo v’ # 0
obtemos ) . . )
Vv u'v % 1%
/
u'v v % %

logo, k| = ko = constante. Se v/ # 0 temos

7 ulvl V/ V/

K= Bt =0
\% 1% 1%

assim k| = ko = constante, e sendo a curva parametrizada pelo comprimento de arco, concluimos
que se k1(q2) = ka(q2) teremos ki (q2) = ka(q2) = k, com k constante. O caso em que @ mora
em um plano tipo-espaco se demonstra de forma andloga. [

3.1.1 1° caso: S é uma superficie de revolucdo com eixo tipo-espago

Seja ot(q2) = (u(g2),0,v(q2)) := (u,0,v) a curva perfil de S parametrizada pelo com-

primento de arco. Assim, detg;; = nu?, g = — e g*2> =1, (ver secio 2.5)onde N =1 se a
u

curva perfil for tipo-espaco e N = —1 se for tipo-tempo. Substituindo em (3.46) e supondo u > 0,

obtemos

1 0 8)52 2 E:2m  E2m
B Y 2in 4= H — K|+ —— — ——— =
VInu?| 9az ( I mafh) * {[8 I+~ aw } 72 =0

1 d e 2 2m £ _
— (nua—(]z)+|:[8H —K]+ﬁ(E2—ﬁ>}x2—O

udqy
1 0 82)(2 > 2m E; _
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Multiplicando a equacdo (3.52) por 17 obtemos,

9? %, 2 E
£+u_ﬁ+n{[gH2_K]+_m(Ez 1)};@_ (3.53)

- | 7=dq2
Realizando a substitui¢do x(q2) = y(q2)W(q2), onde W(g2) = e /2u 2 _ (u(qz))_% (ver
exercicio 4, pagina 124 em (SOTOMAYOR, 1979)), obtemos

dzy [ ) 2m E; 1\ 1Y
H?—K E (L) (L) {y=0
dq3 i ([8 ]+ ( TR 4\ u 2\ u Y
d?y [ ) 2mE, omE; 1 1 /u\> 1 /d'u—ud
H>—K . — (%) -Z ~0

— dq2+ nle [+ h? 1 h? u? 4\u 2 u? Y

dzy [ 5 2mE,  2mE; 1 (u)? 4 2u"u—2(u')?
— eH? — K - o —0

d’y [ ) 2mE,  2mE; 1 (u)? 2u'"u
— d—q%+ n[eH” =Kl +n—a" —N—5- 5+, 5= 7 |y=0. (3.54)

Agora, suponha que S € uma superficie de revolucao com eixo tipo-espaco € com k;

2 7
= ky = k. Assim, como («')?> = (V/)*> =1, =— Y — 2kiky e eH? — K = 0, substituindo em (3.54)
u

obtemos

— Z—ZJr_nzngfz—nzn;fl%Jr%(kz 2k1k——}
- G E e
A

Se a superficie ndo possui pontos umbilicos, da equacdo (3.50) com u’ # 0 temos

/! k / k / k / /
—ky = V;JF 1uu = - 2uu + 1: Z%(kl —ka),
donde , Y
v — (3.56)
u 2 T K]
Se V' # 0, temos
V! / u/zf” / u / /
—k/———|-k1—= v +k1—=—k2——|—k1—=—(k1—k2),
donde , ,
u ki




Capitulo 3. A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA UMA PARTICULA CONFINADA A UMA SUPERFICIE NO
ESPACO DE MINKOWSKI 45

/

z . 14
Além disso, de —k; = —, temos

u

V/ 2 Lt/ 2+ u/
(_kl)z = <u2) — ( )uz n = (;) _{_%‘ (3.57)
Logo,
2 / 2
n (N (K 0
= (u) (k)% = (kz_kl k3. (3.58)

Agora, substituindo (3.58) em (3.54) temos

d?y [ ) 2mE, 2mE; 1 1 '\ 2 2u”u
— eH”—K — — | - 0
a’q%+ nl J+m 2 TR u2+ u Y=
dzy [ 2mE, ki + ko 2 2mE1 2
== —5 € —Nekik —k
az | ( 2 nenfa k2—k1 !
1 Ko\
— —2kiky | y=0
+4 (kz—k1> 152y
d2y 2mE, i3 3 k ky 1 1/ ¥ \*
— e +ne-2+4ne —nekiky — ~kiky + ~ L
dq2+ Uil +Tl +77 NEeK1K2 212+4(k2—k1) y
—ki|ly=0
2 (IQ "k Y
(3.59)
Agora, observe que se a curva perfil for tipo-espaco, entdo 11 = 1 e € = —1, pois a superficie de
revolugdo € tipo-espago e consequentemente seu vetor normal € tipo-tempo. Logo,
2k k 1 2k k 1
1% Nekiky — —kiky = — 172 +kikr — =kiky = 0.
2 4 2
De forma andloga, se a curva perfil for tipo-tempo, n = —1 e € = 1, assim
2k1k2 1 . 2k1k2 1 _
ne 1 —nEklkz—iklkz—— 1 —|—k1k2—2k1k2—0.
Substituindo em (3.59), obtemos
d> [ 2mE, KB (1 2mE K \? 2mE ,
— £—= — — kily=0
a2 |’ IR O 2 |
d> | 2mE, ,[(2mE, ne K2 [2mE; 1 Ko\?
— -k - £—= — =0
a2 | 24 ) T\ ) \en) |
(3.60)

Assim, se a curva perfil for tipo-espago, obtemos

2mE;  (2mE; 1 R Ny &
- —i|-2[y=0 3.61
12 +( K2 +4> ((kz—/q 1 4 y ( )

Ly

dq%




Capitulo 3. A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA UMA PARTICULA CONFINADA A UMA SUPERFICIE NO
ESPACO DE MINKOWSKI 46

e se a curva perfil for tipo-tempo,

2mE,  (2mE; 1 N N &
- - —kZ|-2|y=0. 3.62
+ 12 +( ) +4) ((kz—lq 1 1|7 (3.62)

Se a curva perfil for tipo-espago p.c.a. dada por a(g2)=(0,u(q2),v(q2)) := (0,u,v) entdo,

d2y
dq%

detg;j = —u?, g“ = 7 g22 = 1. Substituindo em (3.46) e assumindo u# > 0, obtemos

1 d 8)52 2 E2m  E2m
T (Vi) [ler )« 55+ T =

11( ‘9%2)+ [[8H2—K]+2—m(lfz+%)]m=0

udgs \' ga h?

1 ,8;(2 82%2 2 2m Eq

R (P S P H>—K|+ = B+ = =
= (u aq2+”aq§ + |[e 1+ 2 2+u2 X2=0

32)(2 u 8)52 2 2m E|

ey =2 H>— K|+ B2+ = =0. .
= 8q%+u3q2+[[8 ]+ﬁ2 ( 2+u2>})(2 0 (3.63)

Realizando a substituicao x2(q2) = y(g2)W (q2), obtemos

2y ) 2m E, AR AN
=2 el K|+ B+ ) )= (=) == (=) |y=0
dq%+ ([ ]+ﬁ2( 2+u2 4\ u 2\u ) |”
d?y [ ) dmEy, 2mE; 1 1 /(u\> 1 /[d'u—uu
— 2 |eH?—K ] S (L T —0
dq3 l I+ h? R uw? 4\u 2 u? Y
>y [, 2mE, 2mE; 1 () +2u"u—2(u')?
—— eH”—K e =0
dq% * _[ I+ h? h? u? 4u? Y
>y ., 2mE, 2mE; 1 (u)* 2u'u
= eH”—K — =+ = 3.64
dqs i [ I+ h? 2 our 4u? 4u? (3.64)
Sendo S tipo-espago, (N,N), = € = —1. Além disso,
—v/ I/ I/ 1 AV A/ Il 1 AV A/ N2 1 i
kiky = — (V" V') = = (= (V)" d" + V') = = (= (V)" — () ") = ——
u u u u
e (') =1— (V)2 Se u’ # 0, temos como antes
Vi kg kou ki W
K= S = e m s = (ki k),
donde , Y
u 1
— = : 3.65
u kz—kl ( )
Se V' # 0, temos
! ! —u’/u” / / u /
—k/1=—+k1—— +k1u—=—k2u—+k1—=u—(k1—k2),
u u u u u

donde

u :kz—kl'
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/
. y

Além disso, de —k; = —, temos
u

12 2 N 2
2O _1=@) _ (u 1
(k) =g =—7"=-(_] + = (3.66)
Logo,
1 '\ 2 K/ 2
Lo (e L=k K2, 3.67
u2 (u) +( 1) (kz—/q) + ! ( )

Agora, substituindo (3.66) e (3.67) em (3.64) temos

— % 2";52—(k‘;k2)2+k1k2+2ngfl ((kzk—/lkl)2+k%) y+
s (kz"_/lkl)zuklkz y=0
— %+ 2ngfz+(2";fl+%) ((kzk_’lkl)erk%) +k1k2—k—2%—%%]y:0. (3.68)

3.1.2 2% caso: S é uma superficie de revolucdo com eixo tipo-tempo
D ¢ p D

Agora considere S uma superficie de revolu¢dao com eixo-tipo tempo. Aqui consideramos
a curva geratriz a(g2) = (u(g2),0,v(g2)) no plano xz parametrizada pelo comprimento de arco

€ a rotacionamos em torno do eixo x que € tipo-tempo. Logo os g;;’s da métrica sdo gi; = V2,

g» =1 e g = g1 =0, detg = nv2. Consequentemente, os g“/’s sio dados por g!! =

_27
v
g22 = M (ver secdo 2.5). Substituindo na equagdo (3.46) e considerando v > 0, temos
1 0 8)(2 2mE, 2mE; 1
—_ 2|ln 2= H>—K)+-——=2 -~ =0
Tl 942 (V v |”aq2) * [(8 i A
10 8)52 2 2mE2 2mE1 1
- A= H—K)y+~——=_ " =
— N 8q2 (T’Vaqz) + |:(8 )+ ) 2 2 X2
1/ ,0p 9*n ) 2mE, 2mE; 1
- V=45 H"—K —— =0
— 13 (v aq v 43 |l )+ h? 22| %
82)52 v 8;(2 2 2mE, 2mE; 1
Z A2 e H—K R ———— =0. 3.69
— naq§+nv3qz+[(£ A= h? vz}m 309
Multiplicando a equacdo (3.69) por 7, obtemos
%y, VvV oxn ) 2mE, 2mE; 1
A D TN H —K)+—— - —"—— — =0. 3.70
dq3 3 292 n [(8 )+ h? h? vz] X2 (.70)
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/
%
- | 5-dq2
Fazendo a mudanga de varidveis }2(q2) = y(¢2)F(q2), onde F(qz) = e / v T =v((q2)) 2,

obtemos
[ a5 (2 ()]
— %+:n(sm_Kan"gfz—nz”gf‘viﬁ}l(“V'f—z:;f")}y:o. G3.71)

Como (V') = (u')? + 1, considerando que a curvatura de S é constante k; = k» = k, novamente
eH? — K = 0. Além disso

! IN2 I (N2,

Logo, a equacdo (3.71) toma a forma

d*y N _n 2mEy nszl 1 L@ +n 2\ 0
dgs | h? h2 v2 o 4 v2 v2 Y
d’>y [ 2mE, 2mE; 1\ 1 1
— dq2+ n 72 — < 72 —Z —2+Z(k%—2k1k2) yZO
2 L
d’>y [ 2mE, 2mE;, 1\ 1 k*
2 L

Se a superficie ndo possui pontos umbilicos, observe que da equagio (3.51), para v/ # 0,

temos AN " 1. " 1 ! / !
u uv—uy u uv 1% 1% 1%
k== == = —ky— 4k — = — (k| — k).
! (V) V2 v o2 2v+1v v(1 2)
Logo,
0go v/ k/l
— = . (3.74)
1% k2—k1
Se u’ # 0, temos
Jdouy VY v v v v/
—kllz———zz —+ki—=—ky—+ki—=—(ki — k).
1% V uv 1% 1% 1% 1%
Assim, y k’l
— 3.75
1% kz—kl ( )

Além disso,

_u/ V// v/u/u// V// v//
kiky = T(v/u” V') = ((u/)z— — > = —((W)?-()?) = P (3.76)
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© 2 2
(—k )2: u_/ :(V/)z—n: V_/ _2
! v v2 y v2’
assim, 5
Ul ki 2
— = — (k1)”. 3.77
v2 (kz — k] ( 1) ( )

Substituindo (3.75), (3.76) € (3.77) em (3.71) obtemos

d2y (k1 + k2 )? OmE, 2mE; Ko\,
2 SR nekik - —k
a2 |14 nekt = o —n oY
1 Ko\
- —kiky |y =0
+4 (kz—lq) k2| Y
d2y 2mE, K2 KR kik 1 1/ K\
all S22 nekiky — <kik
— dq2+ U —H‘IS —|—n8 —H‘IS NEK1K2 212—|—4 - y
2mE; ( K, )2 )
K |y=0
2 [\k—k Y
2y [ omE, KB K2 /2mE, 1 Ko \? 2mE
— =+ —-l 2 — - 1 k| y=0
d R4 4 2 4)\k—k 2
q; i
d> | omE, ,[/2mE, ne omE; 1 Ko\> kg
2y 1) — - e-2|y=0.
— ag " TNTm Ty 7 i) \h-r) T

(3.78)

Desta forma, se a curva € tipo-espacgo, obtemos

2mE, (2mE, 1 Ko\ L\ K

Se a curva é tipo-tempo,

2mE; (2mE; 1 K\ o) B
- - - e = 0. 3.80
2 ( h? 4) ((kZ_kl 4|7 (3.80)

As equacgdes (3.55), (3.61), (3.62), (3.73), (3.79) e (3.80) sdo as equagdes prometidas no inicio

deste capitulo. Observamos que para o caso em que a curvatura é constante, as equagdes

d2y
dq%

d2y
dq%

dependem do termo g!!' da inversa da métrica e das curvaturas principais de S, e apenas das

curvaturas principais no caso em que a superficie S nao tem pontos umbilicos.
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4 ESTIMATIVAS PARA O ESPECTRO

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados importantes da teoria de Sturm-Liouville
e consideraremos problemas de Sturm-Liouville associados as equacdes (3.55) e (3.73). Em-
pregaremos métodos da teoria cldssica de Sturm-Liouville (SOTOMAYOR, 1979; SIMMONS,
2016) para encontrar cotas para os aulovalores do problema. Além disso, faremos uso do método

de Rayleigh-Ritz para melhorar as cotas para os primeiros autovalores dos problemas em questao.

4.1 Resultados da teoria de Sturm-Liouville

Os dois teoremas a seguir sdo devidos a Sturm, e aqui apresentaremos apenas seus
anunciados. As demonstracdes podem ser encontradas na referéncia (SOTOMAYOR, 1979)

paginas 104 a 122.

Teorema 4.1. (Teorema da Separagdo de Sturm): Sejam u e v solucoes reais linearmente inde-
pendentes de
Y +a(x)y +b(x)y =0, (4.1)

onde a(x) e b(x) sdo continuas. Entdo os zeros de u e v sdo alternados.

Teorema 4.2. (Teorema da Comparacdo de Sturm): Sejam u e v solugcdes reais ndo triviais de

(p(x)u') +q(x)u=0 (4.2)
(PV) +q1(x)y=0 (4.3)

onde p, p', q e q1 sdo continuas, p(x) > 0 e q1(x) > q(x) para todo x. Se x| < x, sdo zeros
consecutivos de u, entdo v se anula pelo menos uma vez em (x1,x3), a menos que neste intervalo

tenhamos q1(x) = q(x) e v(x) = cu(x), c € R.

Em outras palavras, o teorema de comparagdo de Sturm nos diz que quanto maior for
Q(x) na equacéo
(p(x)u) +Q(x)u=0, 4.4)

mais a solucdo u(x) ird oscilar, e nas condi¢des do teorema, que v se anula primeiro que u. Os

seguintes coroldrios também sdo encontrados na referéncia (SOTOMAYOR, 1979).

Corolario 4.3. Considere a equacdo
(p(x)u') +q(x)u=0 (4.5)

definida no intervalo [a,b] onde p, p' e q sdo continuas e p(x) > 0. Se q(x) <0 em [a,b), entdo

as solugoes ndo-triviais de (4.5) tem no mdximo um zero neste intervalo.
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Demonstragdo. Vamos comparar a equacao (4.5) com a equagdo
(p(x)v') =0, (4.6)

isto é, g1 (x) = 0. Pelo Teorema 4.2 segue que entre dois zeros de u deve existir um zero de v .

Porém, uma solu¢@o nao-trivial de (4.6) € dada por

X dt
v(x):/a o) 4.7)

Como v se anula apenas em x = a, entéio u s6 pode ter um zero no intervalo [a, b], pois se tivesse

outro, v deveria se anular entre eles. O]

No préximo corolédrio obteremos uma estimativa (razodvel) para a distancia entre dois
zeros sucessivos de uma solucdo da equacdo (4.5). Além disso, obteremos uma estimativa para o

numero de zeros das solugdes que satisfazem uma dada condic¢io de contorno.

Corolario 4.4. Sejam m, M constantes tais que
0<m<gq(x)<M, (4.8)

em |a,b] e seja u(x) uma solugdo ndo trivial de
U +q(x)u=0. (4.9)

Entdo

1. Se x| e xp sdo zeros consecutivos de u, entdo

<X —x Si- (4.10)
m

gl

2. Seu(a) =u(b) =0eutemn—1 zeros em (a,b), entdo

M<H<M. 4.11)
T - T

Demonstragdo. Para demonstrar a desigualdade (4.10) iremos comparar a equagdo (4.9) com as

equacoes

" 4+mz=0, (4.12)
Z"+Mz=0. (4.13)

Observe que a fungdo z(x) = sin(y/m(x—x1)) é uma solugéo da equagdo 7 +mz = 0 que se anula

em x; e seu proximo zero ocorre em x| + ——. Como ¢(x) > m, pelo Teorema 4.2, devemos

N

T . T .
ter x; <xp < x4+ T e assim x; —x; < T Para mostrar a outra parte da desigualdade,
m m

observamos que z(x) = sin(v/M(x —x1)) é solugdo da equagdo 7’ +Mz = 0 que se anula em x;
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s v/
e seu préximo zero ocorre em x| + ——. Como ¢(x) < M, segue novamente pelo Teorema 4.2

VM
que x| + L < xp e assim xp — x| > L.
VM VM

Para demonstrar o segundo item, observe que se u(a) = u(b) =0 e u tem n— 1 zeros em

(a,b) entdo tais zeros dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos. Da desigualdade (4.10), para

cada par de zeros consecutivos Xx;_1,X; temos

comide 1 an, onde xg =a e x, = b. Somando estas desigualdaes obtemos

T T
n—<b—a<n—

VM T T m

e assim
Vm(b—a) <n< M_ (4.14)
T T
O
Passamos agora a definir o que € um problema de Sturm-Liouville.
Definicao 4.5. Considere a equagdo com coeficientes reais
(p)u) + (Ap(x) — g(x))u =0, (4.15)

onde A é um parametro real e p(x) é de classe C! e positiva em [a,b], p(x) é continua e positiva
em [a,b] e ¢ é uma fungdo continua em [a,b] . Chamaremos uma equagdo deste tipo de uma

equacdo de Sturm-Liouville.

Agora considere a equagio (4.15) definida no intervalo [a,b] e sejam A; e Ay, com

A1 # Ay, valores de A tais que (4.15) admite solu¢des nao-triviais u; € uy, isto €,

(P(X)u) + (Aap () — q(x))ur = 0
(p(x)uy) + (Rap () — g(x))uz = 0.

Multiplicando a primeira equacdo por uy, a segunda por u; e subtraindo obtemos

P () ubuy + p(x)ubuy + p (xX)uiusdy — p’ (x)ujus — p(x)ufuy — p (x)ujus Ay = 0
— p’(x) (u’zul — u/luz) +p x) ( Uruyp — uzul) p(x)umz (/1] — 12)
= [p(x)(Whu — tyu2)] = p(x)uruzy (A1 — A2). (4.16)

Integrando em [a, b| temos

b
(=) [ p s (x)ua () = [p(ox) (o — ) @.17)
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Se considerarmos o espago C°[a,b] = {f : [a,b] — R, f continua} e C*[a,b] o subespago das

fungdes de classe C? em [a, b], a integral,

/a ’ ()e()p (), (4.18)

com f(x) e g(x) € C°[a,b], define um produto interno positivo-definido em C%[a, b] , visto que p
€ positiva. Além disso, se a integral do lado esquerdo de (4.17) se anular, essa condicdo faz com
que as solugdes u; e up sejam ortogonais em relagdo a este produto interno. Assim, para que esta
ortogonalidade ocorra, impomos as solu¢des condicdes de contorno lineares em u que anule o
termo da direita de (4.17). Tais condi¢des sdo chamadas condicoes de contorno auto-adjuntas.

Um exemplo de condicdo de contorno auto-adjunta é
au(a)+o'u'(a)=0 e Bu(b)+p'v(b)=0 (4.19)

onde o e o sdo constantes que ndo se anulam a0 mesmo tempo € 0 mesmo ocorre com f3, .

Se p(a) = p(b), entdo as condigdes periddicas
u(a) =u(b) e u'(a)=1u'(b) (4.20)
também sdo auto-adjuntas.
Definicao 4.6. Considere o problema formado pela equacao
(P(X)u')" + (Ap(x) = q(x))u =0, (4.21)
definida no intervalo [a,b] munida de condi¢des de contorno auto-adjuntas. A este tipo de

problema chamaremos um problema de Sturm-Liouville regular no intervalo [a, D).

Os valores de A para os quais o problema admite solugdo nio trivial sdo ditos autovalores
do problema e as solu¢des ndo triviais correspondente a um autovalor A sdo chamadas autofun-
¢Oes do problema associadas a A. Essa terminologia ¢ justificada pois podemos reescrever o

problema de Sturm-Liouville através do problema de autovalor
1
Lu=Au , onde Lu= E(—u” +q(xX)u),

com condi¢des de contorno auto-adjuntas. Observe que pela forma como foi definido, se A;e
A sdo autovalores distintos para o problema de Sturm-Liouville definido acima, entdo as
autofungdes u; e up correspondentes a A; € Ay, respectivamente, sdo ortogonais em relagdo ao

produto interno (4.18) definido em C?[a, b] isto &,

/abul (x)up (x)p(x)dx = 0. (4.22)

Considere agora o problema de Sturm-Liouville dado por

W+ (Ap(x) — g(x))u =0
u(a) =u(b) =0. (4.23)
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As proximas duas proposicoes abaixo, cujas demonstracdes podem ser encontradas na
referéncia (SOTOMAYOR, 1979) pédgina 122, serdo de grande utilidade para nosso trabalho. A
primeira delas trata da existéncia de uma sequéncia crescente, infinita e divergente de autovalores
para o problema (4.23). A segunda, que € uma consequéncia do teorema espectral para operadores
auto-adjuntos, trata da existéncia de uma base ortonormal de autofuncdes de um problema de

Sturm-Liouville.

Proposicao 4.7. Os autovalores do problema (4.23) formam uma sequéncia infinita Ay < A; <
A <...<Ay<---tal que lim A,=-o0 satisfazendo
n—->oo

1. Se A < Ay, a solugdo uy, ndo se anula no intervalo (a,b];

2. Paran>1, se A,;—1 < A < A, a solug¢do uy, correspondente a A tem exatamente n zeros
em (a,b) e uy (b) #0;

3. Vn > 0, uy, tem exatamente n zeros em (a,b) e uy (b) = 0.

Além disso, a menos de uma constante multiplicativa, existe apenas uma autofun¢do uy associ-

ada a cada A, e uy tém exatamente n zeros em (a,b).

Proposicao 4.8. Considere o problema de Sturm-Liouville formado pela equacdo
(p)u’) +g(x)u+Au=0, (4.24)

onde p,p’ e q sd@o continuas com p > 0 em |a,b|, munida de uma das seguintes condigdes de
contorno:

u(l@)=u(b)=0 ou u'(a)=u(b)=0, (4.25)
e no caso em que p(a) = p(b)
u(a) =u(b) e u'(a)=u(b). (4.26)

Entdo podemos afirmar

1. Em cada um dos trés casos, os autovalores formam uma sequéncia A, Ay, ..., Ay, ... que

tende para +oo.

2. Em cada um dos trés casos existe uma base ortonormal uy,uy, ..., Uy, ... de C° [a, D] formada

por autofungoes.

3. Se f € C?|a,b] satisfaz uma das condi¢bes de contorno indicadas, entio a expansdo de f

na base ortonormal correspondente dada no item anterior

~+oo
f=Y (frun) un, (4.27)

n=1

converge uniformemente em |a,b.
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4.2 Aplicacoes

Passamos agora a aplicar os resultados vistos acima as equacoes (3.55) e (3.73), impondo
condi¢des de fronteiras auto-adjuntas a estas, obtendo assim problemas de Sturm-Liouville.

Iniciaremos por considerar o seguinte problema de Sturm-Liouville:

22 1 2mkE
T =0, 2(0)=x(27) =O0. 4.28)
dq; h
E2m ~ P 2
Fazendo 7 = A1 e escrevendo a equagdo caracteristica, tomando x; = ¢!, temos r*+A; =0,

e assim r = +iv/A;. Logo, a solugdo geral da equacdo no problema (4.28) é dada por
x1(q1) = Cicos(\/A1g1) +Casin(/ A1q1).-
Levando em conta as condi¢des de contorno, de x;(0) = x;(27) = 0 temos

C1cos(v/A10) +Cysin(v/4,0) =0 = C; =0
C)cos(vA127) + Cysin(v/A127) =0 = C, =0 ou sin(v/4127) =0 = /A2 = n7.

Desta forma, os valores de A tal que o problema de Sturm-Liouville tem solugdo ndo trivial sdo

2
M= nz’ e as solucdes tém a forma
. . (N
X1 (C]l) = Sll’l(\/ A1q1> = (;sin <§q1> .
2 2 232
2mE

De A = " temos que Mo _ e assim, E; = ——. Substituindo nas equagdes (3.55) e

4 fi? 4 &m

(3.73) obtemos

d’>y [ 2mE; n2+1\ 1 k%]
¢ 2 M 2 27
d°y 2mE, n—1\1 %
o () a5 30)

Note que para cada valor de n em cada uma das equagdes (4.29) e (4.30) acima, assu-
mindo condi¢des de contorno auto-adjuntas, obtemos problemas de Sturm-Liouville diferentes.
Assim, pelas Proposicoes 4.1 e 4.2 para cada n obteremos uma sequéncia crescente, infinita e
divergente de autovalores de cada um dos n problemas e para cada um destes, uma base orto-
normal de C%[a, b] formada por autofungdes. Os autovalores destes problemas estio associados
aos estados quanticos de uma particula confinada a tal superficie de revolugdo. Isso revela a
importancia de se conhecer os autovalores de cada um destes problemas de Sturm-Liouville

associados ou boas estimativas para tais.

Como aplicagdo, consideraremos o confinamento de uma particula quantica aos hiper-

boléides de uma e duas folhas respectivamente. Tais hiperbéloides em R3, sdo superficies de
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revolugdo com eixo tipo-tempo que possuem curvatura gaussiana constante e iguais a 1, no
caso do hiperboldide de uma folha e —1 para o hiperboldide de duas folhas. Considere agora
o hiperboléide de uma folha obtido pela rotagdo da curva p.c.a. @(q2) = (u(q2),0,v(q2)) =

(sinh(g2),0,cosh(g2)) em torno do eixo x que é tipo-tempo. Tal superficie é tipo-tempo, pois

/
h
(o, a’); = —1, e tem por curvaturas principais k(q2) = k2(q2) = k1(q2) = —% = —% =
—1. Como neste caso (o, ¢t); =1 = —1, substituindo em (4.30) temos
d’y { 2mE, 1 (nz—l) 1 }
—+ = — =+ y=0
dq3 o4 4 cosh?(¢»)
d*y 8mE, + h? n?—1 ’
— |- A h = 0. 431
dq% + { ( 472 + 4 sech”(q2) | ¥ ( )
8mE, + h? -1
Fazendo A = — (%) e U, = n a equacao (4.31) toma a forma
d?y 2
i + [A + tpsech®(g2)] y = 0. (4.32)
2

Agora, assuma gy € [a,b] e considere o problema de Sturm-Liouville regular,

d2
d—qi + (A + ppsech®(q2)) y =0, y(a) =y(b) =0. (4.33)
2
Fazendo Q(qa,n)= A + W, sechz(qz), observe que paran = 1, Q(g2,1) = A e (4.33) se torna um

oscilador harmonico, isto €,

dzy
—5+Ay=0, y(a) =y(b) =0.
dq;

Se A for negativo, a solucéo geral da equacio (4.33) (sem a condicdo de fronteira) tem a forma
¥(q2) = die¥ e + eV, (434)

e pelo Corolario 4.1, tais solucdes nio oscilam. Além disso, ndo exisem valores de d; e d> que

satisfacam as condic¢des de fronteira. Se A for positivo, as solugdes oscilam e tém a forma
¥(g2) = c1cos(VAg) +casin(vVAqy), (4.35)

e a existéncia de solugdes para (4.33) depende das condi¢des de fronteira. Tomando as condicdes

de fornteira auto-adjuntas y(—x) = y(7r) = 0, concluimos que os valores de A para os quais o pro-

8mE, + h?
blema (4.33) tem solug@o ndo trivial sdo A = k%, comkinteiroe k > 0.De A = — (%) ,
obtemos - )
4k +h
E, =(E))y=— ——
2= (E2)k ( . ) ,

e obtemos assim uma sequéncia E»;, inteiramente negativa associada a esta superficie de revolu-

cdo.
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h2
Paran =2, Q(¢2,2) = A + —3 sec4 (42)

terdo no maximo um zero no intervalo (a,b) e como neste intervalo sech?(g;) é estritamente

. Se 0(¢2,2) <0 entdo as solugdes de (4.33)

decrescente e positiva, segue que

P 3sech?(go) <0 — A< _3sech2(q2) < _3sech2(a)‘
4 4 4
3sech?
Assim, concluimos que sendo 112 o primeiro autovalor para este problema, QLIZ > —%@.

2_
sech?(a). Desta forma,

Generalizando, observamos que se Q(q2,n) < 0, entdo A’ > —

a medida que n cresce os intervalos para os quais as solucdes ndo oscilam diminuem. Além
disso, essa estimativa nos diz a partir de quais valores de Y a solu¢do oscila, nos dando uma cota
inferior (ndo muito boa) para o primeiro autovalor. Observamos também que pela reflexdo que
acabamos de fazer, o espectro de (4.28) exerce um forte controle sobre o espectro do problema
(4.33). Dos resultados sobre a teoria de Sturm-Liouville vistos acima, segue que existe uma
sequéncia crescente e infinita de autovalores A;’ para o problema de Sturm-Liouville (4.33) para

cada n fixo, tal que

lim A} = +oo.
k— o0
ARPN + 1 s Anci
E como £, = — “am ) isso forca a existéncia de uma sequéncia decrescente (Ez)Z, tal
m

que para cada n fixo

lim (E;)} = —oo.
k—>+°°( 2)k

Agora usaremos o Corolario 4.2 para obter uma estimativa razoavel dos autovalores do problema
(4.33) para o caso em que n > 2. Considere n fixo, e sejam m, e M, os valores minimos e
maximos de Q(g»,n) em [a,b]. Se x1 e x sdo zeros consecutivos da solugdo y(¢q»), pelo item 1
do Corolario 4.2, obtemos

T T
<xp—x; <

Além disso, segue do item 2 do mesmo corolério que se y(¢2) € solug@o do problema (4.33) e

tem r zeros em (a,b), entdo o ndmero r estd no intervalo

Yb=a) ,  b=a) (430)

Como a fungio Q(gy,n) é continua em R, sejam c,d € [a,b] valores para os quais m, ¢ M, sdo
atingidos, isto &,
My = A + Uy sech®(c) e M, = A+ p,sech?(d).
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Elevando (4.36) ao quadrado e substituindo os valores para m,, ¢ M,, acima, obtemos

(A + iy sech? () (b—a)?

. (A + iy sechz(a’)) (b—a)?

<

2 2
— A + Uy sech?(c) < i < A+ pysech?(d)
.un c (b—a)2 ‘LLH
2 r’n’ 2
» sech —_— » sech
= Upsech”(c) < (b—aP A < upsech”(d)
2.2 2.2
. sech? v . sech? __rT
= U, sech”(c) (b—aP < —A < uysech”(d) (b—a)
r’m? r’m?
i, sech? L jsech?(c). 4.
- b—aP Upsech”(d) < A < (b—aP Wy sech”(c) (4.37)

A estimativa aqui encontrada constitui uma parte importante dos resultados dessa tese. Através
da desigualdade (4.37) obtemos para cada n, cotas para os autovalores do problema (4.33). Além
disso, chamamos a aten¢ao para o fato da ordem do autovalor ser precisamente o nimero de
zeros que a autofun¢@o correspondente possui no intervalo (a,b). Assim, paran =2, r = 1,
a=1n(2), b =1n(8) (observe que desta forma M, e m, sdo atingidos em a e b respectivamente)

temos para o primeiro autovalor A7,

2 2

3 3
(In(8)—1n(2))2 Zsechz(ln(2)) <Af< (in(3) fln(Z))z — Zsechz(ln(8)).

Em valores aproximados, temos
4,655 < A2 < 5,090, (4.38)

e variando os valores de r e n obtemos cotas para os outros autovalores dos problemas de

Sturm-Liouville associados.

Aqui cabe uma observacao. Visto que em R? o hiperboléide de uma folha possui cur-
vaturas gaussiana e média constantes, percebemos que a estimativa obtida em (4.37) para os
autovalores dos problemas de Sturm-Liouville associados € governada pelos valores extremos do
termo g'! = sech?(q,) da inversa da métrica induzida pelo ambiente na imersio desta superficie
de revolucdo em IR3, e neste caso é simplesmente o inverso do termo g;1. Em outras palavras,
se a oscilacdo da funcdo g1 for pequena, obtemos uma maior precisdo na estimativa. Observe
também que a medida que n aumenta, os autovalores do problema de Sturm-Liouville correspon-
dentes, ficam mais proximos uns dos outros. Note que tal caracteristica esta relacionada com o
comportamento causal da superficie. Concluimos entdo que em uma superficie umbilica tipo-
tempo, quando n cresce, os primeiros autovalores dos problemas de Sturm-Liouville associados

ficam mais préximos.

Considere agora o hiperboldide de duas folhas obtido pela rotacao da curva tipo-espago

o(q2) = (u(q2),0,v(g2)) = (cosh(gz),0,sinh(g2)) em torno do eixo x. Tal superficie é tipo-

/ . h
espago e tem por curvaturas principais k(q2) = ka(q2) = ki1(q2) = W _ _sinh(go) =—1.

v sinh(go)
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Como neste caso 11 = 1, substituindo em (4.30) temos

d’>y [2mE, 1 [(n*—1 1
St | —s | y=0
dqs; h 4 4 sinh”(g2)

d*y [8mE,—h? n?—1 ’
— = — h =0. 4.39
8mE, — I 21
Fazendo v = % e U, = nT, a equacao (4.39) toma a forma
dZ
C 4+ [y—pacsch®(g2)] y = 0. (4.40)
dq;

Como cschz(qz) nao estd definida em g, = 0, para que tenhamos condi¢des de contorno auto-
adjuntas o intervalo [a, D] deve ser estritamente positivo ou estritamente negativo. Assumindo
que o intervalo € positivo e que y(a) = y(b) = 0, novamente para n = 1 obtemos um oscilador
harmdnico cujas solugdes sdo andlogas a (4.34) para y negativo e a (4.35) para 7y positivo. Como
antes a existéncia de solucOes para (4.40) depende das condi¢des de fronteira. Tomando as

condi¢des auto-adjuntas y(—x) = y(7) = 0, os valores de y para os quais temos solugio para o
8mE2 — ﬁz

problema sdo ¥ = k2, com k inteiro. Entretanto, como y = a2

segue que

ARPK% + R
m
e obtemos uma sequéncia Ey; estritamente positiva associada a esta superficie de revolucdo. Se

n > 1, considere o problema de Sturm-Liouville regular com condi¢des de contorno auto-adjuntas,

d2

dqi + [y —tacsch®(g2)] y =0, y(a) =y(b) = 0. (4.42)
2

2 3csch?(gs)
Fazendo P(g2,n)= Yy — Hycsch”(q2), temos que P(q2,2) =y — — Se P(¢,2) < 0,

entdo as solucdes de (4.42) terdo no maximo um zero no intervalo (a,b) e como neste intervalo a
funcio csch?(g,) é estritamente decrescente e positiva, o valor médximo de csch?(g) é atingido

em g, = a. Logo

3 3 3
y— chchz(qz) <0 = 7y< chchz(qz) —=7< chchz(a).

. o - 3 .
Assim, denotando o primeiro autovalor por ylz, entdo }/12 > 1 csch?(a). Generalizando, observa-
2

mos que se P(g2,n) < 0 entdo ¥ > ) csch?(a). Desta forma, concluimos que todos os
autovalores de (4.42) sdo estritamente positivos e ao contrario do caso do hiperboldide de uma

folha, a medida que n cresce, os intervalos para os quais as solu¢des ndo oscilam aumentam.

Novamente temos que para o problema (4.42), existe uma sequéncia crescente e infinita

de autovalores ¥/ para o problema de Sturm-Liouville (4.42), tal que para cada n fixo

lim = o0,
k—>+ooy;: *
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ARy + 2

E como E, = (Ez)Z = 3
m

, segue que para cada n fixo

lim (E,)} = +oo.
Jim (B)
Agora, sejam [, e L, os valores minimos e maximos de P(g,n) em [a, D] respectivamente.

Fixado n, segue novamente do Corolério 4.2 que, se z| e z» sdo zeros consecutivos da solugio

v(g2), entdo
T /4

<2—721< —F.
VL Vi,

Além disso, se y(¢g2) € solucdo do problema (4.42) e y(g») tem r zeros em (a,b), entdo

Vhb=a) __ VL(b—a)

T T

: (4.43)

Assim, como sech?(g,) é estritamente decrescente em [a,b], e i, é constante, entio para o

problema (4.42) teremos
I, =Y — Mpcsch®(a) e L, =7y— p,csch?(b).
Elevando (4.43) ao quadrado e substituindo os valores de [, e L,, acima, (4.43) temos

(y— tn cschz(a)) (b—a)? - (y— tn cschz(b)) (b—a)?

2 =7 2
2 r’n’ 2
= ¥— Wycsch”(a) < b—ar < ¥ — Upcsch”(b)
2 r’n’ 2
—> — U, csch™(a) < b—ay — ¥ < —upcsch”(b)
2.2 2.2
—u, h2 _ r m _ —u, h2 b) — r°m
—> —U,csch™(a) (b—a)2< Y < —Uycsch”(b) b—aP
2.2 2.2
— T + pnesch?(b) < y < T 5 + Ln csch?(a). (4.44)

(b—a)? (b—a)

Da mesma forma, como foi observado para o caso do hiperboléide de uma folha, obtemos
para cada n cotas para os autovalores de (4.42). Assim, fazendon =2,r=1,a=1In(2) e b =1n(8)

na estimativa (4.44), obtemos pa o primeiro autovalor

2 2

5+ %csohz(ln(S)) <n < (In(3) fln(2))2 +%cseh2(ln(2)).

T
(In(8) —In(2))

Em valores aproximados, temos

5.183 < 17 < 6.468. (4.45)

Aqui, observamos que a estimativa obtida em (4.44) para os autovalores dos problemas de
Sturm-Liouville associados ao hiperboldide de duas folhas, € controlada pelos valores extremos

do inverso do termo g; da métrica, isto €, pela funcio cschz(qz). Novamente, se a oscilagao
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da funcdo gp; for pequena, obtemos uma maior precisdo na estimativa. Entretanto, para o
hiperboléide de duas folhas, a medida que n aumenta, os autovalores do problema de Sturm-
Liouville correspondente ficam mais afastados uns dos outros e que esta caracteristica esta
relacionada com o comportamento causal da superficie. Concluimos entdo que em uma superficie
umbilica tipo-espago, quando n cresce, os primeiros autovalores dos problemas de Sturm-

Liouville associados ficam mais distantes.

Na Secao 3.4, utilizaremos o método de Rayleigh-Ritz para encontrar cotas superiores
melhores para as estimativas encontradas em (4.38) e (4.45), e na proxima se¢do, exibiremos a
solu¢cdo de uma equagdo muito semelhante a equagcao que ocorre no problema de Sturm-Liouville

(4.33), entretanto com condi¢des de fronteira diferentes.

Antes, chamamos a ateng¢do para um fato relevante ocorrido aqui. Os potenciais A +
i sech?(g2) e Y+ ppesch?(g2) surgem nas equagdes (4.33) e (4.42) através de um processo
de confinamento de uma particula aos hiperboléides de uma e duas folhas que, em R?, sio
superficies de revolucdo com curvaturas constantes. Tais potenciais geométricos podem ser
vistos como casos particulares dos potenciais que ocorrem na segunda equacdo de Poschl-Teller
e na equagdo de Morse-Rosen , para moléculas poliatdmicas. Na referéncia (NIETO, 1978)
sdo encontradas normalizagdes para as solugdes de tais equacdes e em (BARUT; INOMATA;
WILSON, 1987) solucdes das equacdes de Poschl-Teller e da equacdo de Morse-Rosen sdao
discutidas por meio do método de algebrizacdo de equacdes de autovalores usando fatoracdes de
Infeld-Hull-Miller. Autovalores e solu¢des exatas normalizadas sdo encontradas. O potencial
A + ,sech?(g;) aparece também no estudo de sélitons (MUNTEANU; DONESCU, 2006)
que sdo solucdes de certas EDP’s nao-lineares que possuem a forma de ondas localizadas que
conservam suas propriedades mesmo apds interagir com outros sélitons e por essas e outras
caracteristicas se comportam como particulas. Estudos sobre a integrabilidade da equacao de
Schrodinger com este potencial foram feitos na referéncia (ACOSTA-HUMANEZ; ALVAREZ-
RAMIREZ; STUCHI, 2018).

4.3 Solucoes exatas para o problema do hiperboléide de uma folha

A equagdo

>y 2m ( Uo )
—+ S (E+—— |y=0, 4.46
dx*> = h? cosh? (ax) v ( )

que é muito semelhante a (4.33) (essencialmente a mesma a menos de constantes) € resolvida
com as condi¢des de fronteira Yy — 0 quando x — +oo na referéncia (LANDAU; LIFSHITZ,

1958). Ela surge como um problema de determinar os niveis de energia para uma particula

U
se movendo em um campo de energia potencial U (x) = —TO. Fazendo a substituicao
cosh”(ax)
{ = tanh(ax), temos
d dyd d d d
dy _dwde _dv (o) = a®¥ (1 - tanh?(ax) = ¥ (1 - ¢2)

dx _dldx  de “ac

dg
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Y-t (o)

dx? dg
d*y d dy d
—ad—ggd—C(I—CZ)JradlgdC( C) C
,d*y L2V d

ad—cz(1—g2)(1—g)+ dgz(l—cz)(l—ﬁ
2
za(l—é)(%(l—éz) W —CZ))

dg dg
d dy
2 2 2
- (1-)H)=2 ).
(1= )5 ((1-2)5F)
Substituindo em (4.46) obtemos
(- (1-)2Y (E+Uo(1 ~8)y=0 (4.47)
dg dC ’
pois, ———— = sech?(ox) = 1 — tanh?(aux). Dividindo ambos os lados por a?(1 — &?),
cosh”(ax)
encontramos J o E -~
m mu
=0. 4.48
it (-0 )+ (et o+ e ¥ R
2mE 2 2
Fazendo € = \/—%eamz—gg:s(s—i—l), 2 amg =0, donde

1 SmUo
S:§<—1:t 1+W>

Substituindo em (4.48) obtemos

i (1-9958) (v -5 w0 -

Tal equagdo pode ser transformada em uma equacdo diferencial hipergeométrica (ver Ob-
servacdo 4.1 abaixo) da seguinte forma: Fazendo a substituicdo v = (1 — {2)2w({), temos

que

dy & - 5w/
%:E(l_gz)( D(=20)w(&) + (133 ()

= —e4(1- ) Dw() +(1- 6w (0).

Logo,

(1-¢%) ‘;C —e{(1- ) w(g) + (1 - ¢ Ew(g)
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Consequentemente,

1 (0=058) = (S0 - D20 (ebwl) + (1 - () +
)
=e202(1- )5 Dw(g) — L (1- £3)5w/(§)-
—e(1= %) Iw(0) — el (1= 07)2w/(£) =28 (1= §) 3w/ (£)+
+(1-8)Ew ()
= (1= )W)+ (—eg(1 - ¢)E) —eg(1- ¢ )w(©)
~ (20 (1= )W)+ (22820 - )60 —e(1 - £2)8) w(g)
= (1= )W) = (1-0)B2g (e + W (O)+

+(E22 (1= —e)w(O)(1-C)=.

Substituindo em (4.49)

(1= )W)~ (1= )2 (e + 1w (O)+

(1= =28 (e+1)w'(§) —w(§) (€2 +e—s(s+1)) =0
— (1= =28+ D)W () —w(&)(e—s)(e+s+1)=0. (4.50)

Finalmente, fazendo u = — (1 — {) temos que

dw_dwdu 1dw

dC dudl 2du
Consequentemente,
Pw_d (1av) _1dw
d¢?2  dl\ 2du) 4du?
Substituindo em (4.50), como 1 — {2 = 4u(1 — u), obtemos

1d*w 1\ dw

4u(1 _M)ZW —2(e+1)(1 —2u) (—5) e (e—=s)(e+s+1)w=0.
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donde obtemos a equacao diferencial hipergeométrica (WHITTAKER; WATSON, 1996),(LAN-
DAU; LIFSHITZ, 1958)
d*w dw
u(1 —u)m—l—(l —2u) (8+1)E_

Como y é uma fung¢io de onda, quando x — +oo (isto é, { — 1) queremos que ¥ — 0.

(e—s)(e+s+1)w=0. 4.51)

Logo a solugdo de (4.51) € a funcdo hipergeométrica
w(u)=F(e—s,e+s+1,e+1,u),
visto que a outra solu¢do independente de (4.51),
w(u) =u"F(s+1,—s,—€+1,u),
€ singular quando u = 0. Assim, obtemos
y(&)=(1- Cz)%F(e—s,8+s+ l,e+ 1,%(1 -{)).

Como queremos que a solucio y seja finita, quando x — oo (consequentemente { — —1),
impondo esta condi¢do em (4.51), devemos ter € —s = —n onde n € inteiro e n > 0. Logo a
funcéo F em (4.51) se torna um polindmio de grau n, que é finito para { = —1. Desta forma os
niveis de energia sdo determinados pela condi¢cdo s — & = n, o que nos dé

2
—h2o?

8m

8mUy
o2h?

E=-— —(142n)+4/1+4+

Observacio 4.9. A fungdo hipergeométrica é definida no disco |z| < 1 pela série

oz a(a+D)BB+1)Z  ala+1)(@+2)B(B+1)(B+2)

y 1! Y(y+1) 2! Y(y+1)(v+2) CI
(4.52)

e para |z| > 1 ela é dada pela continuagdo analitica desta série (ver (LANDAU; LIFSHITZ, 1958),
Apéndice e pagina 664). Na expressao, F (a,,7,z), & e B sdo arbitrariose y# 0, —1,—2,---

F(a,B,7.2) =1+

A funcdo hipergeométrica (4.52) € solucao da equagdo diferencial hipergeométrica
z(1-2)u"(2)+[y— (¢ +B+1)z)u — afu=0. (4.53)
Uma outra solugdo linearmente independente da equacao (4.53) é dada por
fRQ)=Z""F(B—y+1l,a—y+1,2—772)
e possui um ponto singular em z = 0. Observe que na equagao (4.51) temos
a=¢e—s, B=¢€e+s+1, e y=¢€+1.

Se a ou B for um inteiro negativo ou nulo, isto é, @ ou f3 foriguala —ncomn=0,1,2--- , a

fun¢do hipergeométrica se torna um polindmio, isto €,

Zl—y(l _ Z)Yﬁ“n*ﬁ " B B
F(— — = (rn=1) B
(=n.B7.2) y(y+1)..(y+n—1)dz" (Z (1-2) )
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4.4 O quociente de Rayleigh e 0 Método de Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz € ttil para encontrar cotas superiores para autovalores de
um problema de Sturm-Liouville. Mostraremos (teorema abaixo) que o primeiro autovalor do
problema € o valor minimo que o quociente de Rayleigh assume no espaco das funcdes de classe
C' em [a,b] que se anulam em a e b denotado por C}la,b]. A ideia do método basea-se em
minimizar o quociente de Rayleigh em subespagos de dimensao finita de C(l) [a,b]. Desta forma,
0 minimo neste subespaco é uma cota superior para o0 minimo no espaco todo. No que segue,
desenvolveremos com um pouco mais de detalhes e voltados a nossos propdsitos, os resultados

encontrados na referéncia (LI, 2012).

4.4.1 O quociente de Rayleigh
Considere o seguinte problema de Sturm-Liouville formado pela equacdo
(p(x)' (x))" + q(x)u(x) = =Ap(x)u(x), x€ [a,b], (4.54)

onde p(x) e p(x) sdo positivas, p(x) e g(x) sdo continuas, p(x) € C'la,b] e u(x) satisfaz as

condig¢des de contorno auto-adjuntas
u(a) =u(b) =0. (4.55)

Como vimos na Proposicao 4.1 existe uma sequéncia A;,A;,--A,,--- crescente, infinita e
divergente de autovalores do problema de Sturm-Liouville acima, onde para cada autovalor A,,
existe uma autofuncao u, que € uma solugdo nao trivial do problema de fronteira formado por
(4.54) e (4.55), e qualquer duas autofungdes com mesmo autovalor sao multiplos constantes uma

da outra.

Observe que multiplicando a equagio (4.54) por —u, obtemos
AP (2 (3) = —u(pCOu' (9) — ()i ()
— 2 [ P e = / bu(x) (P (<)) dx - / bq<x>u2<x>dx
— _u()p by / x))dx— / ’ ()
= [ W) gt @)ax

pois como u € C}[a,b] entdo u(x)p(x)u'(x)]} = 0. Fazendo

b
D) = [ (P ()~ gl (W),
0= [t
para qualquer u € C(l) [a,b], definimos o quociente de Rayleigh por

R =,
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para qualquer u # 0, com u € C}[a, b]. Observe que se A é um autovalor, entdo A = R(u) para

algum u € C}la,b].

O teorema a seguir nos d4d uma caracterizacao do primeiro autovalor de um problema
de Sturm-Liouville como o valor minimo que o quociente de Rayleigh atinge em Cé [a,D]. Para
sua demonstracao precisamos definir a derivada de Gateau e do lema de Du Bois-Reymond cuja
demonstracdo pode ser encontrada na referéncia (LI, 2012) e aqui apresentaremos apenas seu

enunciado.

Definicao 4.10. Diremos que um funcional J definido em um subconjunto aberto D de um
espaco vetorial normado X tem derivada de Gdteaux em um vetor x € D, se existe uma funcao
0J(x): X — Rqueenviahem 8J(x;h) definida para todo & € X tal que
J th)—J
LGk th) ()

t—0 t

= 6J(x;h).

Para a derivada de Gateaux, valem as regras do produto e do quociente, isto €, se K e

L sdo funcionais que possuem derivada de Gateaux no ponto xp de um aberto D C X, entdo

K
Ji(x) = K(x)L(x) e Jo(x) = Kx) possuem derivada de Giteaux em x( e

L(x)
oJ; (X(); /’l) = 5K(X();h)L(Xo) + K(Xo)aL(xO; /’l),

0K (x0;h)L(x0) — K (x0)OL(x0;h)

6.>(x03h) = L(x0)? ’

para qualquer 7 € X.

Lema 4.11. Seja f : [a,b] — R continua, e suponha que para algum inteiro ndo negativo n,

tenhamos ,
| feomtax=o.

para todo h € Cgla,b| que se anula em |a,b] junto com suas derivadas até a ordem n, isto ¢,
h*(a) = H*(b) =0, k=0,--- ,n. Entdo f = 0.

Teorema 4.12. O primeiro autovalor Ay é igual ao valor minimo do quociente de Rayleigh R
em Clla,bl, isto ¢,
A= min R(u). (4.56)
ueC}la,b]

Demonstragcdo. Observe que

b
D) = [ (p3)0/ )~ g )
> [ ooz - gl [ @ wax
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pois p(x) é positiva por hipétese e,

lqll = sup |g(x)].

x€la,b]

b b
~ [ pwiwdr < lp|l | w(ydx

Ilal
ol =R

Além disso,

Dessa forma temos que

Logo, pode ser mostrado que o quociente de Rayleigh R atinge um minimo (CORMANI;
RYHAM, 2002; OLIVEIRA, 2016). Seja u; € C? [a, D] a fun¢do que minimiza o quociente de

Rayleigh. Logo a derivada de Gateaux de R em u; satisfaz
OR(uy;Au) =0,

V  Au € C}[a,b]. Como,

OD(u,Au)H (u) — D(u)S0H (u,Au)
H?(u)
OD(uy,Au) —R(uy)0H (uy,Au)
H(u) ’

OR(u;Au) =

:0:

temos que,
SD(uy;Au) = R(uy)SH (u;Au), ¥V Au € Clla,b].

Por outro lado, temos que

b
D(u,Au) = 2/a (p(x)u (x)Au (x) — q(x)u(x)Au(x))dx

:2([p(x) / Aulp 'dx) 2 / g(x

b
~ / ([P (x)] + q(x)u(x) } Au(x)dx

OH (u,Au(x 2/ ),

V Au € C}[a,b]. Assim, de (4.57) obtemos

—2/ {Ip( I+ q(x)ur (x) } Au(x)dx = A* 2/
:>/a {[p(x)u'l(x)]/—l— (xX)ui(x)+A%p }Au Ydx =0
D(ul)

V Au € Clla,b], onde 1* := R(u;) = Pelo Lema 4.1 temos que ,

H(ur)

[p(x)uy (x)]" + g ()1 (x) + 27 (x)uey (x)
1))+ () (x) = —A"p (x)uy (x).

0

up (x)Au(x)

(4.57)
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Desta forma, A* é autovalor com autofungio u;. Se A é qualquer autovalor com autofungio u,
devemos ter

A¥ :R(ul) < R(ul) =A,
e desta forma A* < A. Provamos assim que o primeiro autovalor € o valor minimo que o quociente

de Rayleigh assume em C}[a, b]. O

4.4.2 O método de Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz tem por finalidade encontrar cotas superiores para autovalores
do problema de Sturm-Liouville dado por (4.54) com as condi¢des de fronteiras (4.55). O método
basea-se em minimizar o quociente de Rayleigh sobre um subespaco de dimensao finita de
C(l) [a,D] e desta forma o minimo sobre tal subespaco é uma cota superior para 0 minimo em

C(l) [a, D], isto é, uma cota superior para o primeiro autovalor.

Consideremos entdo o problema de Sturm-Liouville
(P (X)) +q(x)u(x) = —2p(x)u(x), com u(a) = u(b) = 0, (4.58)

e W = span{uy(x),uz(x),...,un(x)} um subespago vetorial de dimensdo n de C}la,b]. Uma
funcdo f neste subespaco pode ser escrita na forma

flx)= icimx),

onde os c¢;’s sdo constantes. Consequentemente, encontrar um minimo para o quociente de

Rayleigh neste espaco equivale a encontrar ¢ = (c}, -+ ,c);) € R" tal que

n
i;cfui(x) = fonin = {ltél‘gR(u)

Para isto, defina as fun¢gdes d : R” — R e h: R" — R por

d(c)=D(fc), h(c)=H(f)

n
d
onde f. = Zciui. Logo, R(f;) = % para qualquer f, € W e minimizar R(f,) sobre W
i=1 ¢

equivale a minimizar R(f.) sobre R". Seja entdo ¢*, o ponto de minimo para R(f,). Entdo,

d {d(c*)}zo’ i=1,-n.

dci | h(cx)

Pela regra do quociente e escrevendo r* =

od, ,on od _don
i |:d(C):| _ dc; dc; _ dci  hdc

h? h
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Entdo, em c¢* devemos ter

ad, .. ,oh, ., ad , . 0h
8_c,~(c )—r a—Cl(c ) =0 = 8_c,(c> 8c,< ). (4.59)

Sejam,
b
a;j —/ x)uju'; — q(x)ujuj] dx e b,-j:/ P (x)uujdx.
a
Observe que a;; € b;j sdo matrizes simétricas e pela forma como foram definidas (para o caso

n=>2),

2 2
d(c) = arc] +ancica+axcarcy +ancs

2 2
=ajc] +2aipcicr +axncs.

Logo
ad
— =2ayic1+2a3¢;.
8c1
E para n qualquer, teremos
8cl ; 2a;c;. (4.60)
De forma anéloga,
acl Z;Zbuc] (4.61)

Substituindo (4.60) e (4.61) em (4.59) obtemos
n
Z ,Jc =r Z b,Jc],
j=1 j=1
escrevendo em forma matricial, fazendo A = (a;;) e B = (b;j) obtemos

(A—r*B)c* = Opn. (4.62)

Assim, ¢* # 0 se e somente se A — r*B ¢ singular, isto &, det(A — r*B) = 0. Logo cada raiz do
polindmio caracteristico € um autovalor para a equagao (4.62) e o menor deles € o valor minimo

para o quociente de Rayleigh sobre W.

Uma vez desenvolvida a tecnologia, o processo para computo de uma cota superior
melhor que a dada pelos corolarios do teorema de comparagdo de Sturm-Liouville para os
autovalores do problema (4.58) depende apenas de uma escolha de uma familia L.I de fun¢des
em C(l) [a,D] e de encontrar as raizes da equagdo (4.62). Na préxima se¢ao, faremos a aplicagio
do método para melhorar as cotas superiores para os primeiros autovalores de cada um dos
problemas de Sturm-Liouville em (4.33) e (4.42).
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4.4.3 Aplicacdo do Método de Rayleigh-Ritz

Agora encontraremos cotas melhores para os autovalores dos problemas (4.33) e (4.42).

Iniciando com a equacao (4.33) dada por

d2
do (e tnsech(2)) y =0, (@) = ¥(b) =0, (4.63)

2
observe que p(x) = 1, p(x) = 1 e g(x) = p, sech?(g). Considere o espago W gerado pela familia

L.I. de fungdes
ue(x) = (€ +e ) (1 =M1 = MENK k=1, m. (4.64)

Escrevendo,
b b
i 2
aij:/ [uju; — tp sech” (ga)ujuj] dx e b,-j:/ it jdx,
a a

A=[a;j| e B=[b;;], encontrando uma raiz aproximada com a ajuda do software SagemathCloud da
equacdo (A — r*B) = 0 no intervalo (3.802,5,087) dado por (4.38) obtemos paran =2, m = 4,
a=1In(2) e b =In(8) (ver Apéndice B pdginas 90 e 91)

r=4.94792427810184920478403709267

Pelo que vimos na secdo anterior, a menor raiz € uma cota para o autovalor do problema (4.33)
e perceba que ndo verificamos que essa de fato € a menor raiz. Entretanto como procuramos
a raiz no intervalo dado por (4.38) se houvesse uma raiz menor, certamente seria encontrada
pelo programa, visto que este € baseado no método de bissec¢cdo. Desta forma, esta € de fato
uma aproximagdo (muito boa) para a menor raiz da equagao det(A — r*B) = 0. Para o problema
(4.42),

d2

# (7 tmesch®(2))y =0 . y(a) = y(b) =0, (4.65)
2

observe que p(x) =1, p(x) = 1 e g(x) = —u, csch?(g2). Considere o espago W gerado pela

familia L.I. de func¢des
wr(x) = (" —e ™) (2F =) (8 =€), k=1,---,m. (4.66)
Escrevendo,
b ) b
ajj = / [wﬁw;- + tyesch’(g2)wiwj| dx e bij = / wiw jdXx,
a a

e sendo A=[q; ;| e B=|b;;], novamente encontrando uma raiz aproximada com a ajuda do software
SagemathCloud da equagdo (A — r*B) = 0 no intervalo (5.183,6.468) dado por (4.45), obtemos
paran=2,m=4,a=1n(2) e b =1n(8) (ver Apéndice C péginas 92 e 93)

r =5.44059368674975984970016069410.



71

5 OUTRAS APLICACOES: CLASSES DE SUPER-

FICIES DE REVOLUCAO E POTENCIAIS PARA
CURVATURA DA CURVA PERFIL CONSTANTE

Neste capitulo exibiremos as classes de superficies de revolugdo tipo-espago e tipo-
tempo com curva perfil tipo-espaco e tipo-tempo parametrizadas pelo comprimento de arco com
curvatura da curva perfil constante e seus potenciais geométricos. Faremos também uma discus-
sdo sobre a possibilidade das equagdes (3.61), (3.62), (3.79) e (3.80) se tornarem osciladores

harmonicos assumindo a curvatura da curva perfil constante.

5.1 Superficies de revolucao com curvatura da curva perfil constante
e em plano tipo-tempo

Consideraremos primeiramente o caso em que a curvatura da curva perfil € constante
e igual a ¢, e ¢ # 0. Vimos no Lema 3.1 que se a superficie é de revolugdo com curva perfil
p.c.a. num plano tipo-tempo, por exemplo, &(q2) = (u(q2),0,v(g2)) (se a coordenada z for nula
em vez da y obteremos resultados semelhantes) e eixo tipo-espacgo, entdo podemos escrever as

curvaturas principais na forma

v v u
k1:—— € k2:——/:——/ (51)
u u v
Se o eixo for tipo-tempo, entdo
/ // 1/
u v u
klz—— € k2:——/:——/, (52)
v u %

a depender se ' ou V' for diferente de zero. A "linha"em u e v, significa derivar com respeito
a variavel g, que por simplicidade trocaremos pela variavel ¢ (¢ =t), e como a curva € p.c.a.,
uma das possiblidades deve ocorrer. Se impusermos a condicio k; = ¢, ¢ # 0 constante, entao
temos as relacoes

Vi=—cu e u'=-¢v. (5.3)

Da segunda relagdo, integrando de 7y a ¢, temos
W' () = —cv(t) +ev(ty) +u' (to) = —cv(t) + co, (5.4)
onde ¢y = cv(fy) + /' (to). Substituindo na primeira relagdo em (5.3), segue que
Vi= —c(—cev(t) +co) = V(1) =c*v(t)+cco=0. (5.5)

Uma solug@o particular da equagdo (5.5) é v(t) = C—O. Como a equagdo homogénea associada é
c

V" — ¢?v = 0 sua equagio caracteristica é > — ¢> = 0, donde, r = +c¢. Logo, a solucio geral da
equacdo homogénea € dada por

v(t) =cre” +cre” .
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Assim, a solugdo geral da equacdo (5.5) €,
v(t) = cre” +cre " + %O.
Substituindo em (5.4), obtemos
U (t) = —cv(t) +co = —c(cre” +cre " + C—CO) +co = —c(cre” +cre™).

Impondo a condigdo de a curva perfil ser p.c.a., isto &, (V/(¢))?> — (#/(t))>=n comn € {1,—~1} a

depender se a curva perfil € tipo-espago ou tipo-tempo, € como V' = ccie’ —ccre™ @,

(v/(l))2 . (l/t/(t))z — C2 [C%eZCZ _ 2C1C26ct—ct + C%E_Zd _ C%e2ct _ 2C1C26ct—ct _ C%e—th}

= —46‘26‘102.

Note que o parametro da parametrizacao da curva assim obtida € proporcional ao comprimento

de arco. Para que a curva seja p.c.a., devemos ter

n
CcC1Co n c 4C2C1
Consequentemente,
/ ct ¢ —ct
t —_— —
u(t) ccre +4C2C16 5
donde,
u(t) = —ci (e — ™) — —4cgc1 (e —e ) +u(ty) (5.6)
e
n —ct (&)
¢ ot c _
Vi) =cre 4c2¢, ¢ c

Repetindo o cédlculo acima iniciando por integrar a primeira relacdo em (5.3) obteremos

—et . do
¢t :d ct n ct =
u() 1€+ 4c2d16 + c

v(t) = —d (e — ™) + 40an1 (e —e ) +v(to),

onde dy = cu(ty) +V' ().

Perceba que, nos cdlculos acima, ndo utilizamos a informacao do carater causal do eixo
de revolucdo. Logo, ndo importa se o eixo € tipo-espaco ou tipo-tempo, a classe de curvas sera
a mesma. Entretanto, a forma das superficies de revolucao dependera do eixo de rotagdo cuja
informacdo esta contida na curvatura k. Abaixo plotaremos alguns exemplos de superficies
desta classe (todas tipo-espago), para certos valores dos pardmetros em u(t) e v(t) e para isso,

usaremos as expressoes obtidas em (5.6).



Capitulo 5. OUTRAS APLICACOES: CLASSES DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO E POTENCIAIS PARA
CURVATURA DA CURVA PERFIL CONSTANTE 73

i G 52 G

P

lRg S0

246585 4 31 2

Figura2-Mm=1,c=1,¢c1 =1,1 =0, u(0) =2,v0 =0, /(0) = 1, com eixo z passando
pelas singularidades).

Figura3—-m=1,c=1,c¢; =1, 1o =0, u(0) = —1, v(0) = 0, &/(0) = 0, eixo passando pelo
centro da figura).

Figurad-(m =—1,c=1,¢c; = 1,1 = 1, u(0) = 0, v(0) = 0, «'(0) = 0, eixo na vertical
passando pela singularidade).
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3210_]"| |1|\|||1i|||‘|||||:r||‘

23 10 3 0 -5 -10

Figura5-(m=1,c=1,¢c; = %, to =0, u(0) = —1, v(0) = 0, «/(0) = 0), umbilica, eixo na
vertical).

Figura6 —(n = —1, c=—1, ¢; = %, t = 0, u(0) = 0, »(0) = 0,u'(0) = 0), umbilica, eixo na
vertical).

Se o eixo de revolugdo for tipo-espacgo e ¢ > 0, teremos

(4c3c%e2"’ + cn) e’

ki =— ) 5.7
1 4020%6(“_'_2“0) _|_4C2clu(t0)e(ct+ct0) +net — (4C2C%€2a + n) et (5.7)
Por outro lado ¢ < 0
4 C3 02 iy eZCt eCfo
ki (4t +ene) (5.8)

= 4c201u(t0)e(ct+cto) _ 4C2C%e“ _ ne(ct+2ct0) 4 (4C2C% 4 neth) ot

Observe que para 0 caso ¢ > 0, se 4c2c7e(+20) 1 4¢2cqu(ty)el@+e0) 4-ne” = 0, entdo a super-
ficie serd umbilica. Esta condi¢do pode ser vista como uma equagdo do segundo grau em cy,
cujo discriminante é

A = 16¢2%(1H10) (czu(to)2 -1n).

Para que tenhamos raizes, czu(to)2 —n > 0. Note que para 1 = —1 elas existirdo para quaisquer

valores de ¢ > 0 e u(f). As solugdes serdo

—cu(ty) £ +/c?u(ty)®> —n

= 2cecto
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Para o caso em que ¢ < 0, a superficie é umbilica se
—4czc%ec’ + 4c261u(t0)e(d teto) _ ne(” +2ety) 0,
cujo discriminante também é
A = 162 (1H0) (czu(to)2 — n)
e as solucdes sao
cu(ty)e™ + e /c2u(ty)> —

2c
Se a superficie tiver eixo de revolugdo tipo-tempo entio teremos

cl1 =

4C3C%€21C —cn

ki = )
4czc%62’c +4ccocrel© —n

Observe que se cg = 0, a superficie serd umbilica. Considerando os casos em que as superficies

acima ndo sdo umbilicas, definindo os potenciais geométricos

2mE,  (2mE; 1 AR Ny &
Z A

T2 +( 2 +4) ((kz—kl )
p2mEs _ (2mE 1 K, 2_k2 B
h? R 4 ky — ki L a

Observe que IIg € o coeficiente de y nas equacdes (3.61) e (3.62), assim como II7 € nas

Ils =

Il7 =

equacoes (3.79) e (3.80). Entdao se o eixo de revolucdo for tipo-espaco € ¢ > 0, O termo

Ko\
(k 1 p ) — k%) € dado por (para ¢ < 0 ver Apéndice A pagina 89).
2 7K1

16c4c%nezc(t o)
B 16c4c‘1‘62"(t*t0) (€20 4 (u(tp)))? +n2e2 + 8u(ty)A — 8Be30 + Ce2cto —2Decto’

onde
A— 4046?6(261—0—3010) JrCzcme(zcwrczo) _ <4C4C.;>e(3ct) Jrczcme(a)> 2l
B =4c'c +cPeine”,
C = 16¢*cie™ +16c*cine* + 12,
D= 4026%1’]63Ct + nZect.
Ko\
Se o eixo de revolugdo for tipo-tempo e ¢ > 0, entdo (< r ! r ) — k%) se torna
2 — ki

16c¢*cine® ‘
16c*cine* +32c3coci e’ — 8ecoeine + 8c2cte! (2¢3 —n) +n?
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e se ¢ < 0, entdo

16¢*c2ne? .
16c*c} +32c3cocie — 8ccoei et + 8c2c2eet (25 — 1) + n2e*

Passamos agora ao caso em que a curvatura da curva perfil € constante e igual a zero.

Impondo k; = ¢ = 0 nas expressdes para kp em (5.1) e (5.2), obtemos
Vi=0=V([)=V(t), e W' =0=u(t)=d(to).
Como queremos que a curva seja p.c.a devemos ter (v/(tg))? — (¢/(t9))?> = 1. Logo,

V(1) =v(to) = (t —to)\/ N+ (W (00))> = v(t) = (t—10)/ N+ (' (10))* +v(0),

u(t) = (1 —t0)\/ (v'(t0))* =1 +ulto)-
Note que mais uma vez ndo utilizamos a informagao do eixo de revolucao contida na curvatura ;.

Além disso, observe que a depender de 1, temos V/(7p) ¢ (—1,1) cason =leu' (1) ¢ (—1,1)
caso N = —1. Se o eixo de revolugdo for tipo-espaco, temos

W' (10)*+n

k(1) = — W (10)(t — o) +u(t)”

Calculando o potencial geométrico I1g para essa classe de curvas teremos

2mE 2mE 1 —
HS = 1N 5 2 + ( ) ! + —) n 3 .
L e 4]\ (W (o) (r —10) +ulto))
iy 2 e
Figura 7 — Cilindro hiperbdlico tipo-espaco
. / 1 » .
Logo se a curva perfil for tipo-espaco e u'(tp) =0, k(1) = — T) ¢ constante assim como
u(fo

Ils e a equacdo (3.61) torna-se um oscilador harmonico para cada valor de E. Consequentemente,
as superficies correspondentes a estes potenciais geométricos sao cilindros hiperbdlicos tipo-

espaco (ver Figura(7)). Se a superficie € tipo-tempo entdo 11 = —1 e u(9) tem que ser diferente



Capitulo 5. OUTRAS APLICACOES: CLASSES DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO E POTENCIAIS PARA
CURVATURA DA CURVA PERFIL CONSTANTE 77

de 0 para ki () ser real. Por outro lado, se a superficie for tipo-tempo 1 = —1 e u/(fy) = +1,
entdo k() = 0 e a superficie é umbilica. Consequentemente ndo podemos ter u'(fy) = 0 em
I pois tal potencial esta definido apenas para superficies sem pontos umbilicos (a equagao
apropriada para tais superficies € (3.55)). Por fim, se u/(fy) # 0 para o caso tipo-espago e
|u'(t9)| > 1 para o caso tipo-tempo, entdo podemos usar as estimativas obtidas em na sec¢do 3.2
e o método de Rayleigh-Ritz para estimar intervalos onde podemos encontrar os autovalores

dos problemas de Sturm-Liouville associados (lembramos que tomando ¢; no intervalo [0, 27]
2mE 2

obtemos nﬁaz L= nz). Assim, fazendo por simplicidade 7o =0, 1 = —1, v(tg) = 1, u'(19) =2 ¢

u(ty) = 0, obtemos

241 1
w=21, v=+"3t+1, kl(t):—ﬁ, HS:r+(" -+ )( )

2t 4 412

2mE2
h*

onde ' = — Logo a equacdo (3.62) toma a forma

d?y n*+1
—+|T =0.
dt2+[ +( 1612 )}y

Considerando o problema de Sturm-Liouville formado pela equacdo acima com condi¢des de

2
1
contorno y(a) = y(b) =0,t € [a,b], 0 <a < b,e '+ n16—it_2 > 0 em [a,b], sendo m e M os
2
valores maximos e minimos de I" + % em [a,b], se uma solugio ndo-tivial do problema

acima tem r zeros em (a, b) entdo, pelo Corolario 4.2, temos

n?+1 n?+1

'+ ——=(b—a) '+ —(b—a)
2 2
16b <r< 16a
T T
n2
pois f(t) = 72 ¢ estritamente decrescente neste intervalo. Logo,
m2r? n*+1 n2r? n*+1
— <I'< — .
(b—a)? 1642 (b—a)?  16b?

Desta forma,r =1, n=1,a=1¢e b = 2, obtemos

1 1
2 2
T ——8<l <7 ~ 3

e, em valores aproximados
9.744 < T < 9.838.

A superficie com eixo tipo-espago e curva perfil tipo-tempo correspondente ao potencial geomé-

trico Ilg acima € um "cone hiperbdlico tipo-tempo", ver figura (8).
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Figura 8 — Cone hiperbdlico tipo-tempo

Se o eixo de rotagdo for tipo-tempo, teremos

(v'(t0))*—m
v/(l‘())(t - l‘()) + v(l‘()) .

kl(l‘) = —

e
2mE, 2mE; 1 n
Iy = 2 2 1 2
h he 4]\ (V(t0) (t —t0) + v(10))
1
Logo se a curva perfil for tipo-tempo e v/ (19) = 0, k1 (1) = o é constante assim como Iy e
v(fto

a equacao (3.80) torna-se um oscilador harmoénico para cada valor de E;. Consequentemente,
as superficies correspondentes a estes potenciais geométricos sdo cilindros Lorentzianos (ver
Figura(9)).

Figura 9 — Cilindro Lorentziano

Se a superficie € tipo-espago, entdo 1 = 1 e de forma andloga a u'(fy) no caso em que
0 €ixo € tipo espago, devemos ter V' (19) # 0. Por outro lado, se a superficie for tipo-espago e
V/(tp) = +1, entdo k; (t) = 0 e a superficie € umbilica. Logo ndo podemos ter «'(zp) = 0 em Il
(neste caso equagdo apropriada para tais superficies € (3.73)). Por fim, se V/(1y) # 0 para o caso

tipo-tempo e [V/(#9)| > 1 para o caso tipo-espago, podemos como antes, encontrar estimativas
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para os autovalores dos problemas de Sturm-Liouvilles associados. Aqui surge uma pergunta:
Sera que existem superficies de revolugdo tipo-espago ou tipo-tempo com a curvatura da curva
perfil p.c.a constante, além dos cilindros acima obtidos que fazem das equagdes (3.61), (3.62),

(3.79), (3.80) osciladores harmonicos? Para responder esta pergunta considere primeiramente o
/

. . v ~
eixo de revolucdo tipo espaco. Como k; = —— entdo em termos da curvatura k; teremos
u
/
v cu+c c
kf =——= 0 ="
u u c—k;
Consequentemente,
0= [ (~eu(x) +epidr=—c [ —C —drrafi-1)
v(t) = —cu(T)+co ”L':—c/— T+colt—1p).
) tp C— kl (T)
Como )
J cok) e v cok1
(C—kl)Z’ C—k17

impondo a condigdo da curva ser p.c.a. no plano xz, (v/)? — (1/)? = 1, temos que

coki \? okl )’ ,
(_cglll) _<(C_O—kl])2) =n = (cok))’ = (cok1)*(c—k1)* = —n(c— k)",

Resolvendo para k/, obtemos

2 _ (cok1)’(c—ki)* —m(c—k)*
(co)?

Logo se a curva € p.c.a e o eixo de revolugio € tipo-espago entdo a curvatura k; deve satisfazer a

/ /_’c_k1| 2 2
(ki) G = ook = n(e— k)2

EDO acima. Por outro lado como queremos obter um potencial geométrico constante entdao nas
equagoes (3.61), (3.62), (3.79), (3.80) devemos ter

Ko\
<k2—1k1) _(kl)zzr — K =lc—ki|\/r+4, (5.9)

Onde

|c

et e

= (cok1)*—n(c—ki)* = (co)*(r+k7)
2r

lc—ki|\/r+k} =

— (e—k)’=n(c0)
= Kk =c=x]co|/—Nr,

Logo, k1 € constante. E como k’1 = (0, substituindo em (5.9) obtemos —(k1)2 = r donde k| =

++/—r. Desta forma a superficie € tipo-espago (n = 1) e c = 0. Assim, obtemos

€0

\/__r e V(Z‘)IC()(I—Z‘()).

u(t) ==+

/
. . ~ . u

Como a curva é p.c.a., devemos ter cg = 1. Se o eixo de revolugao for tipo-tempo, k| = ——,
v

u(t) e v(t) trocam de papéis no estudo feito acima, e obtemos novamente k; constante e ¢ = 0.
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6 Conclusao

Inspirado pela realizacdo experimental do espago tridimensional de Minkowski R% em
metamateriais hiperbdlicos, estudamos a dinamica quantica de uma particula restrita a se mover
em uma superficie imersa em tal ambiente, através de imersdes tipo-espaco ou tipo tempo.
Devido a anisotropia do ambiente, para superficies de revolugdo por exemplo, a depender se
o eixo for tipo-tempo ou tipo-espaco, podemos ter uma rotagdo ordindria ou hiperbdlica (o
equivalente a um aumento no espaco-tempo) e estas podem dar origem a superficies tipo-espaco
ou tipo-tempo a depender do cardter causal da curva perfil de tal superficie. Seguimos entdo os
passos de da Costa cite dal981quantum e obtemos um Hamiltoniano quantico que descreve
a dindmica de uma particula ligada a uma superficie imersa em R{’. Assim como da Costa,

encontramos um potencial induzido por geometria, que se manifesta na equacao

ﬁz .0 K2
Z \/|det [ 94i (V |det(g)|g”aiqT.) — o [eH? — K] xr = Eagr. 6.1)
i,j=1 i j

e € dado por,

V. ——ﬁ—z[eHZ—K] (6.2)
ST om ' '

depende nao apenas das curvaturas média e gaussiana da superficie, como no caso euclidiano,
mas também do cardter causal da superficie, como era de se esperar. Especializamos o resultado
para superficies de revolu¢do com eixos tipo-espago e tipo-tempo, e com curvas perfis tipo-
espaco ou tipo-tempo encontrando equagdes diferenciais de segunda ordem na varidvel da
curva perfil, do tipo Sturm-Liouville, e em termos das curvaturas principais. Como aplicagdes
consideramos o problema de uma particula confinada ao hiperboléie de uma folha e duas folhas,
em "caixas'"nestas superficies, obtendo problemas de Sturm-Liouvilles regulares, € usamos a
teoria cldssica também de Sturm-Liouville e operadores compactos auto-adjuntos para obter
estimativas para os autovalores de tais problemas. Posteriormente usamos o Método de Rayleigh-
Ritz para melhorar a estimativa do primeiro autovalor de cada um dos problemas obtidos. Por
fim, encontramos uma classe de superficies de revolu¢ido com eixo tipo-espaco e tipo-tempo com
curvatura da curva perfil constante, e exemplificamos como as estimativas obtidas mostram-se
relevantes para esta classe. Por fim discutimos a existéncia de problemas do tipo "oscilador

harmonico'"nesta classe.

Como perspectivas, mencionamos a extensao do presente trabalho para situagdes mais
complexas como uma superficie de revolu¢do com um eixo tipo-luz, por exemplo, e superficies
com uma singularidade de curvatura como o universo ]R? compactado de Milne, modelo estudado
recentemente por (FIGUEIREDO et al., 2017). Além disso, como mencionado na Introducao,
o efeito do potencial induzido por geometria deve aparecer em metamateriais hiperbdlicos
eletronicos. Portanto, esperamos que nossos resultados possam ser verificados experimentalmente

num futuro préximo.
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APE ND CE_A — CALCULQOS DAS SEGUNDAS
FORMAS FUND MENTAIS1 REFER;ENTES AS
e :

SUBSECOES 2.5

Aqui calcularemos os coeficientes da segunda forma fundamental obtidos em (2.15),

(2.16) (2.17) para uma superficie de revolu¢io com eixo tipo-espaco e curva perfil no plano xz

tipo tempo. Calculando — 8 r S 5 ! , onde x| denota o produto vetorial de R, obtemos,
@’
ar ar o / /. /1.2 / 2
—— %1 5— = (—w/ cosh(q1), —uv'sinh(g1),uu’ sinh*(q1) — uu' cosh®(g1))
dq1 9

— (w' cosh(gy),uv'sinh(g1),uu’) .

Logo,
ar dr Jr 8r> "o 2 N2 ey 2 )
X , X = —(u')“cosh + (uv')” sinh +(vu
(G 1 G g1 S ) = ()P coshq1) - (usink 1)+ ()
= — (') + (u')?
= ()~ ()]
= —det(gij)
e
d%r :
97 = (ucosh(qy),usinh(q),0),
1
9%r 9%r ,
= = (u'sinh(q),u cosh(q1),0),
G0 dandn ( (q1) (41),0)
9*r " "o "
Er i (u" cosh(g),u” sinh(q1),v").
92
-1
Como N = (V'ucosh(gy),vusinh(qy),u'u), de (2.10), temos que os coefici-

VIe?[(v)? = (2]

entes da segunda forma fundamental sdo

82
hip=¢ <—£,N>
dq; 1

—&

~ Vv
T !(w)—;— W7 (—v'u? cosh? (1) +v/'u? sinh? (q1))
evu

(V)2 = ()]

38 ((ucosh(gi),usinh(qy),0), (vucosh(qy),v'usinh(gy),u'u));

Y
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d2%r
hip =hy = — N
2 8<361196]2’ >1
—€

Ve[V

_ —€
VI [(V)? — (u')?]]
=0,

((u'sinh(qy),u’ cosh(q1),0), (Vucosh(gy),v'usinh(qy),u'u)),

(—u'uv' sinh(gy) cosh(q) + u'uv' sinh(g1 ) cosh(qy))

e finalmente,

32
hyy = 8<—;,N>
dq; 1

— —& 1 /N - " , / ‘ /
— \/|u2[(v/)2 — W) <(” cosh(qp),u" sinh(qy),v ) , (v ucosh(qi),v usinh(q1),u ”)>1
—&
VUG ’)2!(_ﬂ/uu”COSh2(41>‘Fv’uu”sinhz(q1)4—v”u%0
u Vv —(u
—&
- u (V/)Z _ (u/)z (_V/’/”/t” +V”uu/)
Vil —
= |(v/)2_(u/)2|.

Agora passamos a calcular os coeficientes da segunda forma fundamental obtidos em

(2.23), (2.24) e (2.25) para uma superficie de revolu¢cao com eixo tipo-espaco e curva perfil no

d
plano yz tipo-espaco. Calculando ar X1 —r, para este caso, obtemos:
dqi Iq>
ar al’ / /. / 2 ! 2
—— %1 5— = (—w/ cosh(q1), —uv'sinh(g1 ), uu’ cosh”(g1) — uu sinh*(gq1))
dq1 9

= (—uv'sinh(q1), —uv' cosh(q),uu’) .

Dai,

<;qu b aaqrz, ;‘; “ aaqrz>1 = —(V'u)*sinh*(q1) + (v'1e)* cosh®(q1) + ('u)?
= (w')? + (u')?
= ”2[(”/)2 + (v')z]

Para calcular a segunda forma fundamental, observe que

9%r .
a—qz = (u s1nh(q1),uCOSh(611)a0)7
1
d%r 9’r / ! s
99199 g1 (' cosh(q1), u’sinh(q1),0),
9%r

5> = (u” sinh(ql),u"cosh(ql),v”) .
g5
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1
Como N = (—V'usinh(qy), —V'ucosh(qy),u'u), de (2.10), segue que os

V=) + (V)]

coeficientes da segunda forma fundamental sdao

82
hip=¢€ <—;,N>
9qi 1

£

V2@ )]
=- |(u/)§+ o (v’u2 sinh?(g1) —V'u? coshz(ql))
—&vu

W2+ 02

((usinh(g1),ucosh(q1),0), (—V'usinh(g1), —V'ucosh(qy),u'u));

92
h12=h21=8< s ,N>
aQqu 1

= \/| — uz[(:/:)z T+ (V’)2]| ( u’cosh(m),u/ sinh(g1),0), (_V/MSinh(ql), _VIMCOSh(ql),u/u)>1
= = uz[(;)z )7 (u'wv sinh(g1) cosh(g) — u'uv'sinh(g;) cosh(q1))

=0,

e finalmente,

82
hy =€ <—;,N>
dq; 1

—& " " " /A / /

= u" sinh(g1),u” cosh(qy),v"), (vVusinh(q),v'ucosh(qy), —u'u

wﬂ-—uzKuﬁz-F(W)ﬂl<( ) M

€ P 1.2 /i 2 I/

= vuu sinh“(qg;) —vuu cosh“(qy)+Vvuu

WiCE=TEh (") )
— ; (u’v” _vlu//) ‘

W2+ (V)2

Por fim, calcularemos os coeficientes da segunda forma fundamental obtidos em (2.32),

(2.33) e (2.34) para uma superficie de revolu¢ao com eixo tipo-tempo e curva perfil no plano xz
tipo-tempo.

0 0
Calculando ar X1 —r, obtemos:
dq1  Iq2

39—;1 X1 % = (_(Vvlcosz(ch) +Vv/ Sin2(q1))7 v Sil’l(ql), —VM/COS(ql))

= — (W', v’ sin(q1),vud’ cos(qy)
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Logo,

<aaqu i ;qrz’ ;qu . aaqrz>1 = —(W)?+ (vid)?sin®(¢q1) + (v ) cos(q)

= —det(gi;).

Para calcular a segunda forma fundamental observe que

d°r _
&_qz = (07 _VSIH(Ql)a —VCOS(C]I)>
1
d°r d°r ,
aq]aqz = aq2ql = (O,V’COS((]I), —v' snl(Ql))'
9*r "o "
32 (u”,v"sin(qy),v" cos(qy).
1
1
Como N = (W', v sin(gy),vu’ cos(g1)), de (2.10) segue que os coeficientes

V() — ()]

da segunda forma fundamental sdo

- \/!vz[(v;;— (u)?]] ((0,—v.sin(q1), —veos(qu)), (w', v sin(q1), v’ cos(q1)) 1
= TR ) - o)
evu’

= ((0,v'cos(q1),—V'sin(q1)), (v, vu'sin(g1), vu' cos(q1)) )1

V)2 = ()]

= SVICIESTIE (vv u' cos(qq)sin(qy) —v'u' cos(q1) sm(ql))
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e finalmente,

()
h22 =& —2,N
dq; 1

_ —€
V)2 = ()]
= e (W s g o' 1)

S(VIMN . u’v”)

02— ()2

(" ,v"sin(q1),V" cos(q1)), (vv',vu’ sin(g ), vu’ cos(ql))>1




APENDICE A. CALCULOS DAS SEGUNDAS FORMAS FUNDAMENTAIS REFERENTES AS SUBSECOES 2.5.1
e2.5.2 89

/

2
O termo (k lk> —k% para ¢ < 0 é dado por
27— R]

—16C4C%T[€26(t o)
16¢4c2 2t (c% + (u(to))zecho) +n2e(2ertacto) — 8y (t))A — 2B1e3 + Cre2fo — 8Dy ecto’

onde
A = 4c4c?e(26t+clo) + e nel2ett3en) _ (4040%6(61) +c2c1ne(3“)) o2t
B1 — 4C2C%r’ect+n263ct7
Ci = l16c¢tct+16c*cine* +n2e,

Dy = d4ctcie +c*ine.
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APENDICE B - ALGORITMO PARA

IMPLEMENTAR O METODO DE RAYLEIGH-RITZ
PARA O PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE (4.63)

DA SUBSECAO 4.4.3 TENDO COMO ENTRADA AS
FUNCOES TESTES (4.64)

Ttime
n =4
G =3/(4%{cosh{x))™2)
W=[(exp(x)+exp(-x))*(1-e"(x-In(2) ))*(1-e"(x-In(8) ) )*x (k) for k in \
range (1,n+1)]
listal = []
for i in range( len (W)):
for j in range(len(W)):
listal .append(integral (diff (W[i] ,x)*diff(W[j],x) - GHWI[i]™W]\
i]l,x,In(2),In(8)))
lista2 = []
for i in range( len (W)):
for j in range(len(W)):
lista2 .append(integral (W[i]*W[j].x,In(2),In(8)))
A = matrix(n,n, listal)

B = matrix(n,n, lista2)
BS=B.apply_map(lambda x: x.full_simplify())
listall =[]
for 1 in listal:

r=str(1)

listall .append(r)

z = PolynomialRing( RationalField(),"z") . gen()
listalll =[]
for 1 in listall:

r=sage_eval(l, locals={'In(2)"':2})
listalll.append(r)
AS—matrix(n,n, listalll)

lista22 =(]
for 1 in lista?2:
r=str(1)

lista22 .append(r)

z = PolynomialRing(RationalField(),"z").gen()
lista222 =[]
for 1 in lista22:

r=sage_eval(l, locals={'In(2)"':2})
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lista222 append(r)
BSS=matrix (n,n, lista222)
DS=det ( AS-x*BSS)
p=D5.subs ( z=RealField ( 1000000) (In (2)))
CPU time: 26.07 5, Wall time: 42,12 s

def Bisection(f, lower, upper, errorBound):
#r = (lower4upper) /2
r = (lower+upper ) /2
while{ f(r)!=0 and (upper-lower) >= errorBound
)
if(f({lower) * f(r)<0):
upper = r
else: #(f(upper) * f(r)=<0)
lower = r
r = (lower+upper) /2
return r ,N(r, digits=30)
Bisection(p,4,5,107(-20))

(146036948566 T8223T0817/205147905179352825856, 4.94T70924278101 84920478403 T0O9267)
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APENDICE C - ALGORITMO PARA

IMPLEMENTAR O METODO DE RAYLEIGH-RITZ
PARA O PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE (4.65)

DA SUBSECAO 4.4.3 TENDO COMO ENTRADA AS
FUNCOES TESTES (4.66)

Vitime
n =4
G = -3/(4%(sinh(x))"2)
W=[(exp(x)-exp(-x))*(27(k)-e"(k*x))*(8-e"(x)) for k in range(1,n+1)]
listal = []
for i in range(len (W)):
for j in range(len(W)):
listal .append(integral (diff (W[i] ,x)*diff(W[j],x) - G"W[i]™W]}
i]l,x,In(2),In(8)))
lista2 = []
for i in range(len (W)):
for j in range(len(W)):
lista2 .append(integral (W[i]*W[j].x,In(2),In(8)))
A = matrix(n,n, listal)
B = matrix(n,n, lista2)
BS=B.apply_map(lambda x: x.full_simplify())

listall =[]
for 1 in listal :
r=str(1)

listall .append(r)
z = PolynomialRing( RationalField(),"z") . gen()

listalll =[]
for 1 in listall:
r=sage_eval(l, locals={'In(2)"':2})

listalll.append(r)
AS—matrix(n,n, listalll)
lista22 =|]
for 1 in lista2:
r=str(1)
lista22 .append(r)
z = PolynomialRing(RationalField(),"z").gen()
lista222 =[]
for 1 in lista22:
r=sage_eval(l, locals={'In(2)"':2})
lista222 . append(r)
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BSS=matrix(n,n, lista222)

DS=det ( AS-x*BSS)
p=DS.subs(z=RealField (10000)(In(2)))
CPU time: 9.74 s, Wall time: 19.72 s

def Bisection(f, lower, upper, errorBound):
r = (lower+upper) /2
while( f(r)!=0 and (upper-lower) >= errorBound

IR
if(f(lower) * f(r)<0):
Upper = r
else: #(f(upper) * f(r)<0)
lower = r

r = (lowertupper ) /2
return r ,N{r, digits=30)
Bisection(p,5,7,107(-20))
(1605TTAS295T6203730045,/295147905 179352825856, 5.440593686T49759849T0016069410)
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