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Resumo

As distribui¢des de probabilidade sdo aplicadas na modelagem de dados em diversas dreas.
No entanto, em algumas situacdes as distribuicdes cldssicas podem ndo ser as mais apropriadas
para explicar o fendmeno estudado. Nestes casos, as distribuicdes generalizadas ou estendidas
podem ser utilizadas, uma vez que sdo mais flexiveis. No contexto de distribui¢cdes de pro-
babilidade generalizadas, esta tese, primeiramente, apresenta um estudo sobre refinamento de
inferéncias nas distribuicdes Lomax exponencializada e BurrX escalonada. Com base na fun-
cdo de verossimilhanca perfilada e em algumas de suas versdes modificadas, faz-se estimacdo
pontual e teste de hip6teses para uma parte do vetor paramétrico. As versdes modificadas da
fun¢do de verossimilhanca perfilada sdo derivadas com o objetivo de atenuar o impacto dos
parametros de perturbacdo sobre as inferéncias. Para a distribui¢do Lomax exponencializada,
obteve-se diferentes ajustes a funcao de verossimilhanca perfilada ao considerar um e dois para-
metros de interesse e amostra completa (sem censura). Enquanto que, para a distribui¢do BurrX
escalonada, obteve-se ajustes a fun¢do de verossimilhanca perfilada para o parametro de forma
em dois enfoques: amostra completa e amostra censurada do tipo II. Resultados de simulagdo
de Monte Carlo sdo apresentados com o objetivo de avaliar e comparar os desempenhos dos
estimadores de mdxima verossimilhanca, assim como do teste da razdo de verossimilhancas
baseado nas diferentes fungdes. Além disso, incluimos na comparagdo um teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhancas usual que utiliza o quantil da distribui¢do empirica da
estatistica da razdo de verossimilhancas sob hipétese nula, em que esse quantil € obtido por meio
da técnica bootstrap. Considerou-se ainda, a estatistica da razdo de verossimilhancas Bartlett
bootstrap, a qual utiliza um fator de correcdo obtido numericamente através da técnica boots-
trap. A teoria desenvolvida € ilustrada através de aplicacOes utilizando dados reais. Finalmente,
neste trabalho € proposto um novo modelo de quatro parametros, denominado de distribui¢dao
transmutada Marshall-Olkin estendida Lomax (TMOEL). Mostra-se que a fun¢do densidade de
probabilidade da TMOEL pode ser escrita como uma combinacio linear de densidades de Lo-
max exponencializada e com isso, derivam-se algumas propriedades matematicas e estatisticas.
Realiza-se um estudo de simula¢do de Monte Carlo para avaliar o comportamento dos estima-
dores de mdxima verossimilhanaga dos parametros do modelo. Uma aplicagdo a um conjunto

de dados reais ilustra o uso da nova distribuicao.

Palavras-chave: Bootstrap paramétrico. Distribuicdes generalizadas. Refinamento de inferén-

cias. Verossimilhanga perfilada. Verossimilhanga perfilada modificada.



Abstract

Probability distributions are utilized for modeling a wide variety of applications in several
areas. However, in some situations the classic distributions can not be appropriated for explain
the phenomenon studied. In these cases, generalized or extended distributions can be used, once
they are more flexible. In the context of generalized probability distributions, this thesis first
presents a study on profile likelihood adjustments in the exponentiated Lomax (EL) and scaled
Burr type X distributions. Based on the profile likelihood function and some of its modified ver-
sions, we consider point estimation and hypothesis test for a part of the parameter vector. The
objective of profile likelihood adjustments are reduce the impact of the nuisance parameters on
the likelihood-based inference. In the case of the EL distribution, we obtain different adjust-
ments for the profile likelihood to considering one and two parameters of interest and complete
sample (uncensored data). Whereas, for the scaled Burr type X distribution, we obtain different
adjustments for the profile likelihood on shape parameter to considering complete samples and
type II censoring. Numerical results on estimation and hypotheses test are provided with the
aim of avaliate and compare the performance of the maximum likelihood estimators, as the tests
based on the different adjustments. In addition, we include in the comparison a test based on
the usual likelihood ratio that uses the quantile of the empirical distribution of the likelihood
ratio under null hypothesis, in which this quantile is obtained through the bootstrap method.
Empirical applications are presented and discussed. Finally, we propose a four-parameter ge-
neralized model called the transmuted Marshall-Olkin extended Lomax (TMOEL). We prove
that the probability density function of the TMOEL can be written as a linear combination of
exponential densities of Lomax and so we derive several mathematical and statistical properties
of the new distribution. Numerical results on estimation are provided. We prove empirically the

applicability of the new model to real data.

Keywords: Generalized distributions. Improved inference. Modified profile likelihood. Para-
metric bootstrap. Profile likelihood.
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1 Introducao

Distribuicdes de probabilidade sdo comumente utilizadas para descrever fendmenos do mun-
do real. Por exemplo, um pesquisador pode estar interessado em modelar os tempos de falhas
de determinado equipamento, a propor¢do de pessoas infectadas com alguma doenca, o tempo
de a¢do de um medicamento, dentre outros. Porém, as distribui¢des cldssicas podem nio ser as
mais adequadas para explicar tais fendmenos. Por essa razao, tem crescido o interesse em obter
novas distribui¢des a partir de um modelo de base (“baseline’).

Em geral, as distribuicdes generalizadas sdo mais flexiveis que o modelo de base, pois as
generalizagdes, além de incluirem a distribui¢do de base, sdo mais tratdveis para estudar as pro-
priedades de cauda. Observou-se ainda que, na maioria das vezes, a inser¢do de um parametro
de forma a distribui¢ao de base implica em uma reducao nos valores de alguns critérios de bon-
dade de ajuste, como por exemplo, o critério de informagado de Akaike (TAHIR; NADARAJAH,
2015).

Na literatura, encontramos diversas técnicas para construir familias de distribui¢des genera-
lizadas. Uma familia de distribui¢des bastante difundida é a alternativa Lehmann tipo I, tam-
bém conhecida como familia exponencializada-G (Exp-G). Essa familia é obtida elevando G(z)
(func¢do de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatoria X') a uma poténcia @ > 0. Outra
familia de distribui¢cdes que tem recebido bastante ateng@o nos ultimos anos € a familia trans-
mutada generalizada (T-G), proposta por Shaw e Buckley (2009), que introduz um parametro
a distribui¢do de base usando um mapa de transmutacao quadratico (QRTM) visando obter um
modelo mais flexivel.

A distribuicdo Lomax (LOMAX, 1954) tem sido util para modelar dados em diferentes
areas, inclusive dados de tempo de vida. Assim, vdrias generalizacdes dessa distribuicdo fo-
ram propostas (ASHOUR; ELTEHIWY, 2013; LEMONTE; CORDEIRO, 2013; RADY et al.,
2016). Dentre essas generalizagdes, podemos destacar as distribui¢cdes de trés parametros:
Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), proposta por Ghitany et al. (2007) e a distribui¢dao
Lomax exponencializada (LE), introduzida por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012).

Outra distribuicao bastante conhecida é a Burr tipo X, proposta por Burr (1942). Por ter
suporte nos reais positivos, assim como a distribuicdo Lomax e suas generaliza¢des, também
pode ser usada para explicar dados de tempo de vida. Surles e Padgett (2001) adicionaram um
parametro de escala a distribui¢do Burr tipo X e obtiveram a distribui¢do BurrX escalonada, a
qual foi utilizada para fazer inferéncia sobre a confiabilidade entre dois tipos de fibras de car-

bono. E importante salientar que a BurrX escalonada generaliza a distribuicao Rayleigh quando
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o parametro de forma da primeira € igual a um. Por essa razdo, a distribuicdo BurrX escalo-
nada é denominada por alguns autores como distribuicdo Rayleigh generalizada ou Rayleigh
exponencializada (RAQAB; MADI, 2011; ABD-ELFATTAH, 2011; AHMAD et al., 2017).

Ao estudar um fendmeno, supomos um modelo e muitas vezes estamos interessados em
fazer inferéncias apenas sobre alguns parametros que indexam esse modelo. Assim, denomina-
mos esses parametros de pardmetros de interesse e os demais, de pardmetros de perturbagdo.
Neste caso, as inferéncias podem ser feitas com base na funcao de verossimilhanca perfilada. A
ideia da verossimilhanca perfilada consiste em substituir o parametro de perturbagcdo por uma
estimativa consistente na verossimilhanga original, que pode ser a estimativa de maxima veros-
similhancga para valores fixos do parametro de interesse. Logo, essa fun¢do resultante depende
apenas desse parametro.

A funcdo de verossimilhanca perfilada ndo é uma funcao de verossimilhancga genuina, assim
algumas propriedades basicas de uma fun¢do de verossimilhanca nao sao validas. Por exem-
plo, a funcdo escore ndo necessariamente tem média zero e a informacao pode apresentar vicio.
Além disso, se o tamanho da amostra nao for suficientemente grande ou houver muitos pardme-
tros de perturbacdo, a aproximagdo da distribui¢do da estatistica da razdo de verossimilhangas
perfilada, sob a hip6tese nula, pela distribuicdao qui-quadrado pode ser bastante pobre.

Visando atenuar as limitacdes da fung¢do de verossimilhanca perfilada, diversos trabalhos
foram propostos. Barndorff-Nielsen (1983) propds uma versdo modificada da funcio de veros-
similhanca perfilada que usa a férmula p* (BARNDORFF-NIELSEN, 1980), a qual aproxima
a funcdo densidade de probabilidade do estimador de maxima verossimilhanca condicionado a
uma estatistica ancilar. Porém, existem certas dificuldades no cédlculo dessa fung¢do de veros-
similhanca perfilada modificada, como por exemplo, a especificagdo da estatistica ancilar, que
dependendo da situacdo pode ser invidvel a sua obteng¢do.

Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999) propuseram aproximagdes para
a funcao de verossimilhanca perfilada modificada introduzida por Barndorff-Nielsen (1983). A
aproximacdo dada por Fraser e Reid (1995) e Fraser et al. (1999) é baseada em uma estatistica
aproximadamente ancilar, enquanto que a aproximacao proposta por Severini (1999) € baseada
em uma matriz de covariancias empiricas. Uma descri¢do sobre funcdo de verossimilhanca
perfilada modificada e suas aproximacdes pode ser encontrada em Severini (2000).

Cox e Reid (1987) propuseram uma fun¢do de verossimilhanca perfilada modificada que
ndo ¢é invariante sob reparametrizacdes e requer ortogonalidade dos parametros. Na maioria
das distribuicdes generalizadas ndo hd ortogonalidade dos pardmetros e a obtencdo de uma
parametrizacdo ortogonal pode ser bastante complicada. Logo, nesses casos, a func¢do de veros-
similhanca perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1993) é a mais adequada, pois para

o seu célculo os parametros do modelo nao precisam ser ortogonais.
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Este trabalho esta organizado em seis capitulos e trés apéndices. No Capitulo 2 € definida a
funcdo de verossimilhanca perfilada e algumas de suas versdes modificadas que serdo aborda-
das ao longo da tese. Portanto, esse capitulo deve ser lido antes dos Capitulos 3 e 4. No entanto,
os Capitulos 3, 4 e 5 sdo independentes e estdao apresentados no formato de artigo, isso significa
que eles podem ser lidos separadamente, dessa forma alguns resultados e notacdes sdo apre-
sentados mais de uma vez. Apesar do nosso estudo estar relacionado ao tema de distribui¢des
generalizadas, as ideias e os objetivos apresentados nos Capitulos 3 e 4 sdo distintos daqueles
apresentados no Capitulo 5. No Capitulo 3 e 4, fizemos refinamento de inferéncias em duas
distribui¢cdes generalizadas ja propostas na literatura, enquanto que no capitulo 5, propomos um
novo modelo e estudamos algumas de suas propriedades.

Nos Capitulos 3 e 4 estudamos aspectos inferenciais da distribui¢do LE e BurrX escalo-
nada, respectivamente. Com base nas fungdes de verossimilhanca propostas por Cox e Reid
(1993), Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999), objetivamos obter trés ver-
soes modificadas da fun¢do de verossimilhanca perfilada que fornecam inferéncias mais confia-
veis para dois parametros da distribuicdo LE e para o parametro de forma da distribui¢ao BurrX
escalonada. Especificamente, no Capitulo 3 consideramos dois cendrios: no primeiro, fizemos
inferéncias para um dos parametros de forma da distribui¢do LE supondo o parametro de escala
conhecido; no segundo, além do parametro de forma, tratamos também o parametro de escala
como parametro de interesse. No Capitulo 4, utilizamos os diferentes ajustes para a fungdo
de verossimilhanca perfilada para fazer inferéncias sobre o parametro de forma da distribui¢cdo
BurrX escalonada ao considerar amostra completa e amostra censurada do tipo II.

Tanto no Capitulo 3 quanto no Capitulo 4, utilizando os diferentes ajustes para a funcao
de verossimilhanca perfilada, realizamos estimac¢do por mixima verossimilhanga e testes de
hipéteses baseados na estatistica da razdo de verossimilhangas. Consideramos também o teste
baseado na estatistica da razao de verossimilhancas bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste
da razao de verossimilhangas bootstrap usual que utiliza o quantil da distribui¢do empirica nula,
obtido através do método bootstrap (EFRON; TIBSHIRANI, 1994). Apresentamos um estudo
de simulacdo para avaliar e comparar os desempenhos da fun¢do de verossimilhanca perfilada
e suas versdes modificadas no processo de estimacdo pontual e teste de hipéteses. Mostramos
através de aplicacdes a conjuntos de dados reais a utilidade dos diferentes ajustes.

No Capitulo 5, propomos uma nova distribui¢do chamada transmutada Marshall-Olkin es-
tendida Lomax (TMOEL), a qual € obtida tomando a distribuicdo Marshall-Olkin estendida
Lomax (GHITANY et al., 2007) como modelo de base na familia T-G de distribui¢des. Discu-
timos vdrias propriedades da nova distribui¢@o, incluindo a func¢io taxa de falha, os momentos
ordindrios e incompletos, a func¢ao caracteristica, os desvios médios e as curvas de Bonferroni e

Lorenz. Apresentamos um estudo de simulacao para avaliar o desempenho dos estimadores de
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maxima verossimilhanga dos pardmetros que indexam a distribuicdo proposta. Mostramos em-
piricamente a flexibilidade do novo modelo através de uma aplicagdo a um conjunto de dados
reais.

O Capitulo 6 € destinado as consideragdes finais deste trabalho. O Apéndice 6 contém as
segundas derivadas do logaritmo da funcio de verossimilhanca da distribuicdo LE. No Apén-
dice 6, discutimos alguns aspectos computacionais referentes aos capitulos 3 e 4. Finalmente,
no Apéndice 2, encontram-se as funcdes de densidade de probabilidade das distribuicdes utili-
zadas para a comparacao com a distribuicdo TMOEL no Capitulo 5.
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2 Ajustes para a funcao de verossimilhanca pertfi-
lada

Seja @ = (u, )" um vetor de pardmetros que indexa uma distribui¢dio de probabilidade e
L(0) a fungdo de verossimilhanca associada a essa distribui¢do, em que p e v podem ser vetores
ou escalares.

No que segue, p serd parametro de interesse e v/, de perturbacdo. Dessa forma, a fungdo de
verossimilhanca perfilada é dada por

Lp(:“) = L(,u, ﬁu);

em que 7, € a estimativa de maxima verossimilhanca de v para y fixo. Em outras palavras, 7,
¢ a raiz da equagdo 0((0)/0v = 0, tal que ¢(0) = log[L(@)]. Temos ainda que L,, € invariante
sob reparametrizagdes da forma (u,v) — (£, p),emque & = &(u) e p = p(p, V).

Seja (,(p1) = log[L,(1)]. Entdo, o estimador de maxima verossimilhanca perfilado de y,
fi,,, € obtido maximizando ¢, (x). Assim, a estatistica da razdo de verossimilhancas para testar
Ho : p = o versus Hy : p # o € dada por

LR, =2 {gp(ﬂp) - gp(ﬂ(J)}-

Sob as condic¢des gerais de regularidade (CORDEIRO, 1999) e sob a hipdtese nula, a estatistica
LR, tem distribui¢cdo assintética qui-quadrado com ¢ graus de liberdade (Xg), em que q € a
dimensao do vetor fi.

E importante ressaltar que, quando utilizamos a fungdo de verossimilhanga perfilada para
realizar inferéncias sobre um modelo estatistico qualquer, estamos tratando v como se fosse um
parametro conhecido e igual a 7,,. Porém, esse procedimento pode ndo ser o mais coerente caso
os dados ndo tenham informacao suficiente sobre o pardmetro de perturbacao.

Outro ponto a ser considerado é o fato de que a funcdo de verossimilhanca perfilada nao
deve ser tratada como uma funcdo de verossimilhanca genuina, uma vez que foi derivada a
partir da substitui¢do de v por 7, na verossimilhanga usual. Assim, algumas propriedades
basicas da verossimilhanca usual, tais como fungdo escore e informagdo ndo viesadas ndo sao
vdlidas (FERRARI et al., 2005). Entretanto, a fun¢do de verossimilhancga perfilada tem algumas
propriedades interessantes (PACE; SALVAN, 1997), dentre elas podemos citar:
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(i) fi, = f1, em que [1 € a estimativa de mdxima verossimilhanga de ji;

(ii) ao testar hipdteses sobre 1, a estatistica da razdo de verossimilhancas baseada em £, (1) é

igual & baseada na /(u, v) (logaritmo da func@o de verossimilhanga usual).

Conforme foi mencionado, L,(u) apresenta alguns problemas provenientes do fato desta
fun¢do ndo ser uma funcio de verossimilhanca genuina, entdo com o objetivo de contornar
possiveis prejuizos na qualidade das aproximagdes envolvidas nas inferéncias, foram propostas
na literatura diversas versdes modificadas da fun¢do de verossimilhanca perfilada. Essas versoes
foram construidas visando a reducao dos vieses da funcdo escore perfilada e da correspondente
informagao. Varias dessas versodes sao discutidas por Pace e Salvan (1997), Severini (2000) e

algumas delas serdo abordadas neste capitulo.

2.1 Aproximagdes para {py

Barndorff-Nielsen (1983) propds uma fungdo de verossimilhanga perfilada modificada que
pode ser deduzida como uma aproximagdo de uma verossimilhan¢a marginal ou condicional
para u, se uma destas duas funcdes existir. Em qualquer dos casos, a deducdo é feita com base
na formula p* (BARNDORFF-NIELSEN, 1980; BARNDORFF-NIELSEN, 1983) que € uma
aproximacdo para a funcao de densidade condicional do estimador de méxima verossimilhanca
do vetor de parametros do modelo, dada uma estatistica ancilar. Assim, a func@o de verossimi-
lhanga perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen (1983) € dada por

L7 PPN
o) = | 2| il 2,0, 2
em que j,,(p,v) = —0%*(u,v)/Ovdv’ é a informagio observada e 9v, /00 é a matriz de

derivadas parciais de 7, em relagdo a v.

Tomando o logaritmo em (2.1), obtém-se

ov,

1 ) .
a2 log | 7w (1, Vu)‘- (2.2)

2

Lo (1) = Gy(10) — log \

E possivel expressar 01, /07 em termos de uma derivada do espago amostral do logaritmo

da funcdo de verossimilhanca da seguinte forma:

aﬁu/aﬁ = juu(ﬂa ﬁu)_lgu;ﬂ(ﬂa ﬁ,u; v, a)?

em que a é uma estatistica ancilar e (,.,(p, 05 fi, 0, a) = 0%0(w, 0y; fi, 0, a) /OvdD. Dessa
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forma, podemos reescrever (2.2) como

1 , . NN
Con(p) = by(p) + 5 log g (i, 2)| = log |busp (. s 1, 0, ). (2.3)

Assim como L,(+), a fungdo dada por (2.3) também € invariante sob reparametrizacdes da
forma (u,v) — (§,p), em que & = &(u) e p = p(u,v). Entretanto, o seu célculo requer a
especificagdo de uma estatistica ancilar, a, a fim de que (i, 7, a) seja uma estatistica suficiente
minimal do modelo. Porém, muitas vezes a obten¢do da estatistica a € bastante complicada. Por
essa razao, diversas aproximagdes para ¢y (1) foram propostas. Duas delas serdo apresentadas
a seguir.

Uma aproximag@o para ¢py (1) baseada em uma estatistica aproximadamente ancilar foi
proposta por Fraser et al. (1999). O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga, neste caso, € dado

por

~ 1 . . NN
Con(p) = bp(n) + 5108 i (1, 9)] = log v, (1 7) Vo, 24

T

7

em que £, x (11, 0,) = 00, (p,v)/0x ", L, (11, v) € a fungdo escore para v, x| = (zy,...,x,) éa

amostra observada,

- (8F(m1;ﬂ,ﬁ)/81} 8F(:cn;/l,ﬁ)/8ﬁ)T
V,= (- = . :
f(wl;,ual/) f(xn;u,u)

tal que f(z;;p,v) é a fungdo densidade de probabilidade avaliada em x; e F(xj;pu,v) é a
funcdo de distribui¢do acumulada. O estimador de méxima verossimilhanca referente a (2.4)
serd denotado por ﬁ BN-

Uma outra aproximagio foi proposta por Severini (1999). Nesta versao, £,.;(u.0,:.0.a) €
aproximada por meio das covariancias empiricas. Esta pode ser facilmente calculada e € conve-
niente em situacdes em que hd dificuldade para calcular a esperanga do produto de derivadas do
logaritmo da verossimilhanga. Assim, o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga baseada nesta

proposta € dada por
o 1 ) R Y A
éBN(:u) = gp(:u) + 5 1Og |jVV(M7 Vu)| - log |]l,(,u, Vs 1, V)|7 (25)

em que

L(p,vi i, ) = > 19 (u, )9 (1, 0) T (2.6)
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Em (2.6), 1 )() ¢ a funcdo escore para v baseada na j-ésima observacdo. O estimador de

madxima verossimilhanga correspondente a (2.5) serd denotado por fig -

2.2 Verossimilhanga perfilada modificada de Cox e Reid

O logaritmo da func@o de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Cox e Reid
(1987) é dada por

1
lor(n) = b(k) = 5108 u (1, 7). 2.7)

Existem duas desvantagens em relagdo a esse ajuste. Uma delas € que ele requer uma parame-
trizagcdo ortogonal e outra, é que ele ndo € invariante sob reparametrizacoes.

Quando o parametro de interesse € escalar, estd assegurada a existéncia de uma parame-
trizacdo ortogonal utilizando o procedimento dado por Cox e Reid (1987). A obtengdo dessa
parametrizacdo estd associado a resolucdo de equacdes diferenciais que envolvem elementos
da matriz de informacgdo de Fisher. Vale salientar que em algumas distribui¢des € dificil a ob-
tencdo de tal matriz, o que ocorre com a maioria das distribuicdes generalizadas. A obtengao
de uma parametrizacdo ortogonal pode ser bastante custosa mesmo nos casos em que a ma-
triz de informacdo pode ser calculada, pois a equagdo diferencial resultante pode ser de dificil
resolucao.

Visando contornar a limita¢do do ajuste (2.7), Cox e Reid (1993) propuseram uma funcao
de verossimilhanga perfilada modificada que ndo exige ortogonoliza¢cdo dos parametros, cujo o

logaritmo da fun¢do de verossimilhanga é dada por

1
lor, (1) = gp(,u) ) log | (1, ﬁu)’ — (u — p)ymy (f1,0), (2.8)

em que m,(fi, ) é o trago da matriz 9m/0v. Sendo que m = i""i,,, *” denota a inversa
da matriz i,, = —E[0%((u,v)/0v?] € iy, = — E[0*((u,v)/Oudv]. Porém, essa aproximagao
permanece nao invariante sob reparametrizacdes. Denotaremos o estimador de médxima veros-
similhanca correspondente a (2.8) por jicg,

2.3 Teste de Hipoteses

As estatisticas da razdo de verossimilhancas baseadas nas propostas de Fraser et al. (1999), Se-
verini (1999) e Cox e Reid (1993) para testar

Ho: p= o versus Hy @ p # o
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sdo dadas, respectivamente, por

LRpy, = Q{EBN(EJBN) —ZBN(MO)},

LRy, = 2 {ZBN(EJBN) - ZBN(,UO)} e
LRcr, = 2{lor,(ficr,) — lor,(to)} -

Sob as condi¢Oes de regularidade e sob a hipdtese nula, as estatisticas definidas acima tém

distribuicdo assintdtica x.

2.3.1 Teste da razdo de verossimilhancas bootstrap usual

A técnica bootstrap, descrita em Efron e Tibshirani (1994), € empregada aqui para encontrar
a distribui¢do empirica da estatistica L[?, sob hipdtese nula, diretamente da amostra observada
x = (x1,...,2,)". Essa metodologia consiste em gerar um nimero grande de B amostras

bootstrap (23!, ..., x*P) a partir da amostra original x, sob hipStese nula. Para isso, calcula-se

Y n
o valor da estatistica L R para cada amostra, obtendo LR* b =1,...,B. Finalmente, esses
valores sdo colocados em ordem crescente.
Fixando o nivel de significancia (£), o percentil 1 — £ de LR*" € estimado pelo valor q;_¢

tal que

HLR™ < Gu-o}
B

:1_57

em que # indica o ndimero de ocorréncias do evento {LR*” < @1_5}. A quantidade q;_¢
corresponde ao valor de LR** que ocupa a posi¢do B x (1 — &), supondo que B x (1 —¢) é um
numero inteiro.

O teste da razdo de verossimilhancas bootstrap (LR, ) rejeita a hiptese nula se LR > q(1_¢).

2.3.2 Correcdo de Bartlett bootstrap

Rocke (1989) introduziu uma forma alternativa de calcular o fator de correcdo Bartlett para
a estatistica da razdo de verossimilhangas usando o método bootstrap paramétrico (EFRON, B.,
1979). A estatistica da razdo de verossimilhancas corrigida por esse fator € denotada por L Ry,

e para a sua obtencao, deve-se calcular:

1. LR*®*,b=1,..., B, conforme procedimento descrito anteriormente;

B
2. IR" = B! ST LR,

b=1
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b L . ~ o
3. LRy, = qLR/ LR", em que LR € o valor da estatistica da razdo de verossimilhangas
com base na amostra original.

A estatistica LRy, sob Hy, também tem distribui¢cdo assintética xi- Por requerer um ndmero
menor de reamostragens da amostra original, a correcao de Bartlett bootstrap € computacional-
mente mais eficiente do que a correcdo bootstrap usual (ROCKE, 1989).
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3 Refinamento de inferéncias na distribuicao Lo-
max exponencializada

Resumo

A funcdo de verossimilhanga perfilada ao ser tratada como uma func¢ao de verossimilhanga
genuina pode acarretar em alguns problemas tais como inconsisténcia e ineficiéncia dos es-
timadores de maxima verossimilhancga e a aproximacgdo da distribuicdo nula da estatistica da
razdo de verossimilhancas pela distribuicao qui-quadrado pode ser bastante pobre na presenca
de parametros de perturbacdo. Com o objetivo de fazer inferéncias para dois parametros da
distribuicdo Lomax exponencializada, derivamos a funcdo de verossimilhanga perfilada e trés
de suas versdes modificadas. Essas versdes modificadas foram obtidas visando atenuar o im-
pacto do parametro de perturbacio sobre as inferéncias. Realizamos um estudo de simulagdo de
Monte Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca e dos tes-
tes baseados na estatistica da razdo de verossimilhancas utilizando os diferentes ajustes. Além
disso, consideramos o teste da razdo de verossimilhancgas que utiliza o quantil da sua distri-
buicdo empirica nula, obtido através do método bootstrap. Incluimos na comparagdo o teste
baseado na estatistica da razdo de verossimilhancas Bartlett bootstrap. Para ilustrar a teoria

desenvolvida, apresentamos dois exemplos numéricos usando conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Bootstrap paramétrico; Estimagdo pontual; Lomax exponencializada; Veros-

similhanca perfilada modificada

3.1 Introducgdo

A distribuicdo Lomax, que também é conhecida como distribui¢do Pareto do tipo II, foi
proposta por Lomax (1954) para modelar dados de insucesso empresarial, a partir dai tem sido
utilizada para modelar dados em diferentes dreas (HARRIS, 1968; BRYSON, 1974; ARNOLD,
2015; HOLLAND et al., 2006). Devido a grande aplicabilidade da distribuicio Lomax, va-
rias generalizagdes dela foram propostas (ASHOUR; ELTEHIWY, 2013; LEMONTE; COR-
DEIRO, 2013; RADY et al., 2016). Neste trabalho, serd considerada uma generalizacao de trés
parametros proposta por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012), a distribuicdo Lomax expo-

nencializada (LE). Essa extensdo foi obtida utilizando a distribuicdo Lomax como modelo de
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base na familia de distribuicdes exponencializadas (Exp-G). Por ter suporte nos reais positivos
e possuir diferentes formas (crescente, decrescente e unimodal) para a funcdo taxa de falha, a
distribuicdo LE é adequada para modelar dados de tempo de vida.

E comum em situacdes praticas que estejamos interessados em estudar alguns componen-
tes do vetor de parametros que indexam um modelo, esses componentes sdo denominados de
parametros de interesse e os demais, de parametros de perturbacdo. As inferéncias sobre os
parametros de interesse podem ser feitas com base na funcio de verossimilhancga perfilada. Po-
rém, esta fun¢do ndo € uma verossimilhanca genuina, sendo assim, os estimadores de maxima
verossimilhanga podem ser ineficientes e inconsistentes.

Outro inconveniente € que a aproximacao da distribui¢io nula da estatistica da razdo de ve-
rossimilhancas pela distribuicdo qui-quadrado de referéncia pode ndo ser satisfatéria em amos-
tras finitas quando existem parametros de perturbacdo ou quando a amostra é pequena. Neste
contexto, surgiram diversas propostas para reduzir o impacto dos parametros de perturbagdo nas
inferéncias baseadas na funcdo de verossimilhancgas perfilada.

Baseando-se nas propostas de Barndorff-Nielsen (1983), Cox e Reid (1987), Cox e Reid
(1993), Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999), o nosso principal objetivo
¢ obter trés versdes modificadas da funcdo de verossimilhanca perfilada que forne¢cam inferén-
cias mais confidveis para um dos paridmetros de forma e o parametro de escala da distribuicdo
LE. Estudos nessa linha ja foram realizados por Cysneiros et al. (2008) e Barreto et al. (2013)
para a distribuicao Birnbaum-Saunders para dados completos e dados censurados, respectiva-
mente. Ferrari et al. (2007) obtiveram ajustes da func¢do de verossimilhanca perfilada para a
distribuicao Weibull e recentemente, Pires (2014), para a distribuicao Lomax.

No estudo inferencial apresentado nesta tese, consideramos dois cendrios: no primeiro, as-
sumimos que o parametro de escala que indexa a distribui¢cdo LE é conhecido. No segundo,
consideramos dois parametros (um de forma e o outro de escala) como pardmetros de inte-
resse. Utilizando a fun¢do de verossimilhanga perfilada e suas versdes modificadas, realizamos
estimagdo por maxima verossimilhanga e testes de hipdteses com base na estatistica da razdo
de verossimilhangas. Consideramos também no estudo o teste da razdo de verossimilhancas
bootstrap usual e o teste baseado na estatistica da razdo de verossimilhangas Bartlett bootstrap.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secao 3.2, faremos uma discussao sobre a
distribuicao LE; na Secdo 3.3, obtemos os ajustes da verossimilhanca perfilada para a distribui-
cdo LE. Resultados de simulacdo de Monte Carlo sdo apresentados e discutidos na Secdo 3.4.
Dois exemplos numéricos utilizando dados reais estdo na Se¢do 3.5. As conclusoes finais deste
trabalho sdo dadas na Se¢do 3.6. No Apéndice 6, discutimos alguns aspectos computacionais

utilizados neste capitulo.
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3.2 Distribuicao Lomax exponencializada

Uma varidvel aleatdria Y tem distribuicdo Lomax (LOMAX, 1954) se sua fun¢do densidade
de probabilidade (fdp) é

fy) = BA(L + By)~ Y (3.1)

e a sua fun¢do de distribuicao acumulada (fda) é¢ dada por

Fly)=1—(1+8y)™, (3.2)

paray > 0, > 0e A > 0. Os parAmetros A e 3 sdo de forma e escala, respectivamente.

A distribuicao LE, proposta por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012), é uma genera-
lizagdo da distribui¢do Lomax. Essa generalizacdo consiste em introduzir um parametro real
positivo elevando a fda dada por (3.2) a uma poténcia o > (. Dessa forma, se X €é uma varidvel
aleatdria com distribuicao LE, entdo a sua fda é definida como

F(z)=[1— 1+ fa)]" (3.3)
Derivando (3.3) em relacdo a x, obtém-se a fdp de X, a qual é dada por
f(x) = aBA[L = (1+ Bx) A" H (1 + fa) MY, (3.4)

emque >0, >0, 8>0e)\>0.Sendo a e \ parimetros de forma, e J pardmetro de es-
cala. A partir daqui, denotaremos uma varidvel aleatéria X com fdp (3.4) por X ~ LE(«, 5, \).

Podemos obter a fdp das distribui¢des Pareto exponencializada, Pareto e Lomax, colocando
em (3.4) os valores 5 = 1, § = a = 1 e @ = 1, respectivamente.

Na Figura 3.1 sdo mostrados alguns gréficos da fdp da distribuicao LE para diferentes va-
lores de parametros. Avaliando esses graficos, podemos notar que os parametros « € A tem um
controle sobre as caudas. Da Figura 3.1(a), concluimos que a cauda direita se torna mais pesada
a medida que o pardmetro « cresce, enquanto que na Figura 3.1(b), conforme A cresce a cauda
direita se torna mais leve.

Se X ~ LE(a, 8, \), entdo o r-ésimo momento de X é

E(X") = %Z C)(—1)i3(1 _ %(r—z’),a) r=1,2,3,...

1=0
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Figura 3.1: Gréficos para a densidade LE para diferentes valores de pardmetros

e a variancia é dada por

211 2 1
Var(X) = (%) {53(1 — X,a) ~ B? (1 - X,a)} :
em que B(-,-) é a fungdo beta (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007).
Sejax = (x1,...,2,)" uma amostra aleatéria de tamanho n proveniente da distribuigio

LE cuja fdp é dada em (3.4). O logaritmo da funcdo de verossimilhanca para 8 = («, 3, \)" é
dado por

0(0;x) = nflog(a)+log(8) +log(AN)] + (e —1) Zlog(l —u; )

— (A+1) i log(w;), (3.5

i=1

em que log(a) = log,a = In(a) e u; = 1 + Bx;. O vetor escore €g = ({,, l5,0,)" € obtido
pela diferenciacdo da fun¢do (3.5) em relagdo aos parametros desconhecidos. Dessa forma, seus

componentes sao dados, respectivamente, por

n n
by = — log(1 — u;?
0‘+;1 og(l —u; "),
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n n —(A+1)

i=1

O estimador de médxima verossimilhanca de 6, 6, pode ser obtido resolvendo numerica-
mente a equacdo nao-linear £9 = 0. Alternativamente, 6 pode ser obtido maximizando dire-
tamente (3.5) utilizando o método BFGS que estd implementado na plataforma computacional
Ox através do comando MaxBFGS.

A matriz de informacdo observada ¢ dada por

o20(0)  9*(0)  2(6)
 0a2  9adB  Dad\
J(0) = L 0M() M) %) ’
dBda 032 DB

o20(0)  0*(0)  02(6)

| 0Xda ONOB 0N

em que as quantidades 9*¢(0)/0r0s parar, s = a, 3, X sdo dados no Apéndice 6. Mais adiante,
elementos da matriz de informagdo observada serdo uteis para obter os diferentes ajustes para a

funcdo de verossimilhanga perfilada.

3.3 Verossimilhanca perfilada ajustada para a distribuicdo LE

Sejax = (z1,...,2,)"

uma amostra aleatéria de tamanho n proveniente da distribuicao
LE («, 5, A) cuja fdp é dada por (3.4). Com base nas fungdes definidas nas Secoes 2.1 e 2.2,
obtemos os ajustes para a fung¢do de verossimilhangas perfilada e suas versdes modificadas para
a distribui¢ao LE considerando dois cendrios. No primeiro cendrio supomos que o parametro de
escala 3 € conhecido e o € parametro de interesse. Enquanto que, no segundo cendrio supomos

que os parametros « e [ sdo de interesse. Em todas as situagdes, A é parimetro de perturbagio.

3.3.1 Supondo o parametro 3 conhecido

Inicialmente, vamos supor que o parametro 3 é conhecido, o é parimetro de interesse e

~

A, de perturbacio, isto é, 1 = a e v = A. Substituindo A por seu estimador restrito, \,, na
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equagdo (3.5), obtemos o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga perfilada para o pardmetro «

que € dado por
l(c) = nflog(a) +log(Aa (v —1) Zlog 1 —u;

— (Aa+1))log(u). (3.6)

=1

Ao € obtido como solugdo da equagdo /), = 0 para « fixo. Como Ao N30 tem expressao em
forma fechada, deve ser encontrado por meio de métodos de otimizag¢do nao-linear restrita. Para
maiores detalhes sobre esses métodos ver Nocedal e Wright (2006). O estimador de maxima
verossimilhanga perfilado de «, que maximiza ¢,(«), € denotado por &,,.

Derivamos duas aproximagdes para o logaritmo da func¢do de verossimilhanca perfilada mo-
dificada de Barndorff-Nielsen (1983) , /5y (a) e {5y (), as quais sdo dadas por

. 1 , . N
éBN(“) = Ep(oz) + 2 log |]Ak(a7 Aa)| — log |€)\;X (047 /\a)vA|7 (3.7)

v A v ~ ~

EBN<05) = gp(a) + 5 log ’j)\)\(Oé, )‘a)‘ — log ‘[)\(Oé, Aa; )‘)|7 (3.8)
tal que
fx (@ Ao 17, = Z log(u)[(or — 1) Aq u;\f loig(ui) + (u;\‘* — 1)(ui\“ - 04)]7
—1 AMute —1)2
. 2 " | log? (u;) 2;\“ " log? (w;) ui e
Ja(as Aa) = [ : 3 +(a—1) [ s );
CV i=1 1—U, a) i=1 (1_u1 a)
(o A " ue — 14 A log(ug) (o — u’\“) ud — 1+ Mog(u;) (& — ud)
A < < 3 Y
i=1 Aa (U;\a -1) Aup —1)

em que & e \ sdo, respectivamente, os estimadores de mixima verossimilhanca de o e .
Conforme foi mencionado, o ajuste (2.7) requer uma parametrizacdo ortogonal dos para-
metros que indexam o modelo. Porém, os pardmetros da distribuicdo LE ndo satisfazem essa

condicdo. Além disso, a obtencdo de uma parametrizagdo ortogonal pelo procedimento des-
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crito em Cox e Reid (1987) € bastante complicada. Sendo assim, aplicamos para a distribui¢ao

LE o ajuste dado pela equagdo (2.8), que ndo requer ortogonalidade explicita dos pardmetros,

obtendo
1 A .
lor,(a) = ly(a) — 3 log | (a, Aa)| = (v — @)ma(&, A), (3.9)
em que
o (I—y—U(a+1)) Q[r? +6(y — 2)y + 6(&)(2y + (&) — 2) — 60MW(a)])
R e T et 66 —2) J o

tal que y é a constante de Euler, ¥(-) é a funco digama e W1 (-) é a primeira derivada da

funcdo digama. E importante notar que m,, neste caso, nio depende de ) e esté definido apenas
para & # 2 e & # 1, portanto a fungdo (3.9) somente pode ser ajustada sob essa condicao.

Os estimadores de maxima verossimilhanga perfilados ajustados de « obtidos de (3.7), (3.8),

e (3.9) sdo denotados, respectivamente, por a BN & BN € Gop, - Esses estimadores e o estimador

de maxima verossimilhanga perfilado, ¢,, ndo t¢ém forma fechada e devem ser obtidos numeri-

camente a partir da maximizagdo do logaritmo das respectivas funcdes de verossimilhanca.

3.3.2 Supondo o pardmetro [ desconhecido

Supomos agora que « e 3 sdo parAmetros de interesse, ou seja, p = (a, ). Neste caso,
temos que o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada para o parametro p € expresso

como

~

G(m) = nllog(a) +1og(8) +og(A,)] + (o= 1) Y logf1 — ]

— (At 1)) log(u), (3.10)

=1

em que ;\u = /A\aﬁ ¢ obtido como solucdo da equagdo /) = 0 para a e 3 fixos. Aqui, 5\“ também
ndo possui forma fechada, logo deverd ser encontrado usando um método de maximizagao
restrita.

Como na subsec¢do anterior, obtemos aqui as duas aproximagdes para o ajuste da fungdo de

verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-Nielsen (1983) as quais sdo dadas por

- 1 ' < <~
Cpn(p) = Ly(a) + 5 log |7 (e, Ap)| = log [€xx (16, Ap) Vil (3.11)
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ZBN(”’) = ép( ) 1Og ‘j)\)\(#’? )| - IOg |])\(“’7 w IJ’7 /\)|7 (312)

em que

- * (u; U-_Q;\" " log®(u; u._;\“
jM(HaS\u)Zi%—(a—l)Zlog(u’)(} )+(a—1)zlg<l)(} )’

AL - (11— U;A“)Q -1 (1— Uz‘_)\“)

N zn: U, log(ﬁi)(uf‘“ — 1)(ui\“ —a)+ (a— 1)5\Nui\“ log(u;)
BN ul(u)‘“ —1)

)

)

. Z": w — 1+ A log(u)(a — )] [} — 1+ Alog(a)(a — @)

A (12— 1) M@l —1)
Sendo u; = 1 + Bxl Os estimadores de médxima verossimilhanca perfilados ajustados de p
obtidos de (3.10), (3.11) e (3.12) sdo denotados, respectivamente, por ft,, ﬁBN e fLBN. Es-
ses estimadores ndo tém forma fechada e devem ser obtidos maximizando numericamente as

respectivas funcgdes de verossimilhanca.

3.4 Estudo de simulacao

Nesta secdo, realizamos um estudo de simulacdo de Monte Carlo para avaliar e comparar
os desempenhos dos estimadores de mdxima verossimilhanca e da estatistica da razdo de veros-
similhancas, baseados nas fungdes de verossimilhancas apresentadas na Secdo 3.3. Incluimos
também na andlise o teste baseado na estatistica LRy, e o teste da razdo de verossimilhangas
bootstrap usual (LR;). Os resultados estdo organizados conforme os dois cendrios discutidos
na Sec¢do 3.3.

Os resultados s@o baseados em 10 000 réplicas de Monte Carlo. Para os testes baseados em
bootstrap paramétrico, verificamos que 600 réplicas bootstrap foram suficientes para alcancar a
estabilidade dos resultados, assim, assumimos B = 600. As simulacdes foram realizadas utili-
zando a linguagem de programagdo Ox (DOORNIK, 2009). O estimador restrito do parametro
A, 5\#, foi estimado utilizando o algoritmo de otimizac¢do ndo-linear restrito SQP (Sequential
Quadratic Programming) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Esse algoritmo esta implementando
na plataforma Ox através da funcdo MaxSQP.
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3.4.1 Cendrio: supondo o parametro [3 conhecido

Neste cendrio, apresentamos os resultados numéricos para o pardmetro « da distribuicao
LE. Os resultados foram obtidos definindo 5 = 1, 0. Os tamanhos amostrais considerados neste
caso foram n = 20, 30, 40, 50 e os niveis nominais foram & = 10%, 5% e 1%.

Para os resultados numéricos referentes a estimacao pontual do parametro de forma o da
distribui¢do LE, consideramos os estimadores de maxima verossimilhanga o, a BN & BN €
Qcr,» 0s quais sdo obtidos maximizando as fun¢des dadas por (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), res-
pectivamente. A andlise desses estimadores é baseada na medida do viés relativo (VR), do erro
quadratico médio (EQM), assimetria e curtose.

Estamos interessados também em testar a hipétese nula Hy : o = a versus Hi : a # ay.
Avaliamos os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas LR,, LRgyn,, LRpn,, LRcR,,
LRy, e do teste LR,. Para cada tamanho de amostra e cada nivel nominal, calculamos as
taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas citadas, ou seja, sdo estimadas via simu-
lagdo de Monte Carlo as seguintes probabilidades: P(LR, > X%lff;l))’ P(LRgN, > X%lfg;l))’
P(LRgn, > X?kg;l))’ P(LRcg, > X%kg;l))’ P(LRy, > Xéf&l)), tal que X%l—g;l) ¢ 0 quantil
(1—¢) da distribuigdo x?. Para o teste LR, a taxa de rejei¢do é obtida estimando a probabilidade
P(LR > {ui—¢)), em que G(1—¢) € estimado seguindo o procedimento descrito na Subsegdo 2.3.1.

Para a obtencdo dos resultados apresentados nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, assumimos o valor
verdadeiro de A = 5,0 e os valores do parametro de interesse « variando em: 3,5; 4,0 e 4, 5.
Podemos verificar na Tabela 3.1 que os estimadores perfilados modificados apresentam vieses
relativos ligeiramente menores em relacdo ao viés relativo do estimador ¢,, independente do
tamanho amostral. Por exemplo, para n = 20 e a = 3,5, o viés relativo de ¢, € aproxima-
damente de 29%, enquanto que os vieses relativos dos estimadores perfilados modificados ndo
ultrapassam 22%.

Além disso, podemos notar que as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose diminuem
conforme o tamanho da amostra aumenta. Outro critério para a avaliagdo dos estimadores €
o EQM, quanto menor essa medida, melhor é o estimador. Baseando-se nos valores do EQM
de cada estimador apresentados na Tabela 3.1, concluimos que os estimadores &BN e & BN
tiveram comportamentos similares e menores valores de EQM, logo sdo os melhores segundo
esse critério. Considerando o mesmo critério, o estimador ¢, teve o pior desempenho.

A Tabela 3.2 é referente as taxas de rejei¢des nulas correspondentes aos testes baseados
nas estatisticas LR,, LRgn,, LRpN,, LRcr,, LRy € ao teste LIY,. Avaliando essa tabela,
observamos que em todas as situagdes consideradas, o teste baseado na estatistica LR, € liberal,
ou seja, as taxas de rejeicoes estimadas estdo acima do nivel nominal especificado. Por exemplo,
para o = 3,5, n = 20, ao nivel £ = 10%, a taxa de rejeicdo do teste baseado em LR, ¢é

12,07. Notamos ainda, que os testes baseados na estatistica LR¢p, apresentaram resultados
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semelhantes aos testes baseados em LR,

Ainda analisando a Tabela 3.2, percebemos que os testes baseados nas estatisticas LR gy,
e LRpy, tiveram comportamento similares. Em algumas situacdes se mostraram liberais e em
outras, foram conservativos. No entanto, em geral, apresentaram os melhores desempenhos
quando comparados aos testes baseados nas estatisticas LR, ¢ LRcg,, principalmente para
amostras de tamanho pequeno a moderado. Por exemplo, para a = 4,5 e n = 20, ao nivel
de £ = 5%, a taxa de rejeicdo dos testes baseados em LR, e LRcg, foram 6,37 e 6,42,
respectivamente, enquanto que as taxas de rejei¢do baseadas em LRy, € LRgn, foram 5,25 e
9, 32, respectivamente.

Concluimos também que os testes baseados na estatistica LR;, e o teste LR, fornecem
taxas bem préximas aos niveis nominais, porém essas taxas, em geral, ndo apresentam o padrao
de se aproximar do nivel nominal especificado conforme o tamanho da amostra aumenta. E
importante frisar que em todos os cendrios considerados, o teste baseado na estatistica L Ry,
apresentou resultados ligeiramente melhores que o teste baseado em LR;. Isso significa que
o fator de correcdo Bartlett bootstrap incorporado a estatistica da razdo de verossimilhangas
atenuou significativamente a sua tendéncia liberal.

A Figura 3.2 mostra a distor¢ao dos testes, ou seja, a diferenca entre a taxa de rejeicao
estimada e o nivel nominal correspondente. Para a construgdo desse grafico, consideramos o
casoem que @« = 4,5e £ = 10%. Essa figura, evidencia toda anélise feita anteriormente sobre as
estatisticas de testes e mostra claramente que as distor¢des do testes baseado na estatistica L Ry,
e do teste LR, sdo as que mais se aproximam da linha de referéncia (ordenada em zero), logo
esses testes tiveram o melhor desempenho. Além disso, nota-se que as curvas de distor¢ao dos
testes baseados em LRR,, LRgN, € LRy, apresentam o mesmo padrdo das curvas de distor¢do
dos testes baseados em LR pyn,, LRcr, € LRy, respectivamente.

A Figura 3.3 apresenta o grafico das discrepancias relativas de quantis (a diferenca entre
quantil exato e assintético dividida pelo quantil assintético) das quatro estatisticas de teste em
relacdo ao quantil assintético correspondente. Quanto mais proxima da ordenada zero a curva
estiver, melhor € a aproximacgao assintdtica utilizada no teste. Sendo assim, as estatisticas de
teste LRpy,, LRpN, € LRy, apresentam uma melhor aproximagao da distribui¢do nula assin-
tética do que as estatisticas L7, e LRcr,. Nota-se também que as curvas neste grafico apre-
sentam o mesmo padrdo. No entanto, para quantis maiores, a distribui¢do nula das estatisticas
LRpyn, € LRpn, se aproximam mais da distribui¢do de referéncia quando comparada com a
estatistica LRy,. E importante observar que o teste LR, ndo foi considerado nesta comparagio
porque as taxas de rejeicdo desse teste foram estimadas utilizando a distribuicdo empirica da
estatistica da razdo de verossimilhangas.

A Tabela 3.3 apresenta a média e a variancia das estatisticas de teste paracv = 3,5 e a = 4,5
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distorgao

Figura 3.2: Distor¢des dos tamanhos dos testes: £ = 10% e o = 4,5
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Figura 3.3: Discrepancias relativas de quantis: n =20 e a = 4,5
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Tabela 3.3: Média e variancia (var.) das estatisticas de teste, 3 conhecido
a=3,5 a=4,5

n X% LRP LRBNl LRBN2 LRCR” LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRC’R@ LRbb

20 média 1,000 1,101 1,020 1,021 1,107 1,005 1,103 1,021 1,021 1,112 1,006
var. 2,000 2,417 2,061 2,065 2,328 1,803 2422 2057 2,064 2,437 1,895

30 média 1,000 1,051 0,997 0,997 1,053 1,001 1,051 0,996 0,995 1,054 0,999
var. 2,000 2,166 1,952 1,951 2,174 1,939 2,164 1,945 1,943 2,176 1,941

40 média 1,000 1,028 0,988 0,988 1,029 0,999 1,027 0,986 0,986 1,029 1,000
var. 2,000 2,014 1,848 1,847 2,004 1,927 2,015 1,844 1,843 2,008 1,926

50 média 1,000 1,017 0,986 0,986 1,018 1,006 1,017 0,984 0,984 1,019 1,004
var. 2,000 2,083 1,953 1,953 2,084 1,940 2,083 1,949 1,949 2,086 1,933

e diferentes tamanhos amostrais. Avaliando esses resultados, constatamos que a média e a
variancia amostral das estatisticas corrigidas LRgn,, LRpn, € LRy, em geral, sdo as que
mais se aproximam da média e da varidnca da distribui¢do assintética x3 sob hipStese nula.
Claramente, a estatistica L Ry, t€m a melhor aproximacao.

A Tabela 3.4 apresenta resultados da simulacdo de poder dos testes, obtidos considerando
a hipétese alternativa, para n = 30 e diferentes valores de «, ao nivel nominal £ = 10%. Ob-
servar que essas simulacoes correspondem a situacdo apresentada na Tabela 3.2 paran = 30 e
a = 3,5. Como os tamanhos dos testes baseados nas estatisticas LR, LRgy,, LRpn,, LRcR,
e LRy, apresentam diferengas entre as taxas de rejeicdo para um nivel nominal fixado, os tes-
tes foram realizados utilizando os valores criticos estimados para cada estatistica, dessa forma
colocamos todos os testes em um mesmo patamar. Aqui, ndo avaliamos o teste LR, porque
nao é possivel corrigi-lo em relagdo ao seu tamanho. Avaliando os resultados, observamos que
os testes baseados nas estatisticas LRpy,, LRpN, € LRcg, sao mais poderosos que os testes
baseados em LR, e LIR,. Ainda neste cendrio, fizemos o mesmo estudo de simulagdo, conside-
rando agora o valor verdadeiro de A = 0, 5 e o parAmetro de interesse « variando em: 0,5, 1,0
e 1,5. Os resultados sdo mostrados na Tabela 3.5 e na Tabela 3.6. Como podemos observar, as
conclusdes para essas tabelas sdo andlogas as conclusdes feitas para a Tabela 3.1 e a Tabela 3.2,
respectivamente.

3.4.2 Cendrio: supondo o pardmetro [3 desconhecido

Nesta secdo, apresentamos os resultados de simulacdo para o cendrio em que o vetor de
parAmetros de interesse é u = (o, 3)" e o parAmetro de perturbagio » = \. Os tamanhos
amostrais considerados foram n = 30, 40, 50 e 80. As estatisticas LRR,, LRgn,, LRpn, sdo
baseadas na funcdes de verossimilhangas dadas na Subsecdo 3.3.2.

O nosso objetivo é comparar as diferentes estatisticas, incluindo a estatistica L%, € o teste
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Tabela 3.4: Taxas de rejeicdes ndo nulas, inferéncias sobre o (n = 30)

€ =10%

Q

LR, LRpy, LRpyx, LRcr, LRy

17,05 20,30 20,48 20,24 17,93
34,14 38,88 39,22 38,84 35,14
52,89 57,93 58,18 57,91 54,17
67,84 72,59 72,65 72,58 67,16
78,38 81,95 82,10 81,98 77,67
84,34 87,20 87,23 81,98 84,62

== O 00 OO
Ct Ot Ot Ot Ot Ot

0,5 89,25 91,29 91,27 91,33 89,46
1,5 92,91 94,40 94,46 94,44 92, 46
12,5 94,28 95,65 95,73 95,73 94,05

13,5 96,09 97,03 97,02 97,09 95,93
14,5 96,85 97,55 97,55 97,57 96,70
15,5 97,53 98,16 98,15 98,17 97,71

LRy, para testar a hipdtese nula H : pt = pug versus Hy : o # po. Paraisso, Fixamos a = 0, 5,
assumimos o valor verdadeiro do pardmetro A = 0, 25 e o pardmetro 3 variando em 0,25 ¢ 0, 5.
Os niveis nominais considerados foram £ = 10%, 5% e 1%.

A Tabela 3.7 apresenta as taxas de rejeicdes nulas estimadas. Avaliando essa tabela, no-
tamos que, de modo geral, as estatisticas LRpy,, LRpn,, LRy € LRy, tiveram os melhores
desempenhos, pois 0s testes correspondentes forneceram taxas de rejeicdes mais proximas do
nivel nominal especificado. Por exemplo, paran = 30 e 5 = 0, 5, ao nivel de 10%, o teste ba-
seado em LR, tem taxa de rejeicao igual a 12, 13% e os testes baseados nas demais estatisticas,
as taxas de rejeicdes ndo ultrapassam 10, 37%. Na Figura 3.4, a qual ilustra a situa¢do dada na
Tabela 3.7 quando («; 8) = (0, 5;0,25) e £ = 10%, podemos notar que as curvas de distor¢des
dos testes baseados em LR gy, € LR gy, seguem o mesmo padrio.

A Figura 3.5 apresenta o grafico das discrepancias relativas de quantis das estatisticas L1,
LRgn,, LRpN, € LRy, Nota-se que as curvas da discrepancia relativa de quantil possuem
o mesmo padrdo para todas as estatisticas. Observa-se ainda que, a medida que os quantis
aumentam, a discrepancia, em modulo, de LRy, se torna maior que a discrepancia de LR gy, .
No entanto, para valores altos de quantis, a discrepancia de LR, € a que mais se aproxima da
ordenada zero.

A Tabela 3.8 apresenta a média e a variancia das estatisticas LR, LRgn,, LRpn, € LRy,
estimadas através de simulagdo de Monte Carlo com a = 0,5 e [ variando em 0,25 e 0, 5,
para diferentes valores de n. Ainda com o intuito de avaliar a aproximagdo da distribui¢dao

nula das estatisticas pela distribui¢do y2, comparamos a média € a variancia estimadas das
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Figura 3.4: Distor¢des dos tamanhos dos testes: £ = 10% e («; )
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Tabela 3.8: Média e varidncia (var.) das estatisticas de teste, 5 desconhecido
(e B) = (0,5;0,25) (: B) = (0,5:0:5)

n X% LRP LRBN1 LRBN2 LRbb LRP LRBN1 LRBN2 LRbb

30 média 2,00 2,09 1,97 2,00 1,98 2,15 1,98 1,98 200
var. 4,00 4,07 3,64 3,75 3,57 4,27 3,71 3,66 3,70

40 média 2,00 2,16 1,98 1,99 2,02 2,10 1,98 1,99 2,02
var. 4,00 4,25 3,73 3,79 3,99 4,16 3,74 3,78 3,92

50 média 2,00 2,09 2,00 2,01 2,00 2,09 200 201 200
var. 4,00 4,37 3,98 4,06 4,04 4,37 4,02 4,07 3,96

80 média 2,00 2,02 1,98 1,98 2,00 2,03 1,97 1,98 2,04
var. 4,00 4,13 3,99 3,99 4,09 4,15 3,94 3,97 4,13

Tabela 3.9: Taxas de rejei¢des ndo nulas (%), 5 desconhecido, n = 30

¢ =10%

LR, LRgn, LRpn, LRy

8 40,67 43,58 43,55 39,08

1 72,78 74,98 75,44 72,02
4 88,36 89,44 89,92 87,38

7

0

93,84 94,44 94,69 93,79
96,34 96,69 96,82 97,04
2,3 97,99 98,32 98,35 97,93
2,6 98,44 98,61 98,91 98,47
2,9 98,91 99,12 99,12 98,95
3,2 99,17 99,27 99,31 99,40

diferentes estatisticas com a média e a variancia da distribui¢fo y3. Notamos que as médias e as
variancias estimadas dessas estatisticas se aproximam da média e da variancia da distribui¢ao
de referéncia.

A Tabela 3.9 apresenta os resultados de simulag@o obtidos levando em considera¢ao a hipo-
tese alternativa para n = 30, A = 0, 25 e diferentes valores para « = [ = ¢ foram considerados
ao nivel de 10%. Observar que essas simulagdes de poder correspondem a situa¢do abordada
na Tabela 3.7 paran = 30 e § = 0, 5. Avaliando esta tabela concluimos os testes baseados nas
estatisticas LRpy, € LRpn, apresentaram poderes semelhantes e foram mais poderosos que o
teste baseado em LR, e LRy,
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3.5 Exemplos numéricos

Mostraremos agora dois exemplos nos quais utilizamos conjuntos de dados reais. Para o pri-
meiro exemplo, consideramos um conjunto de dados (sem observagdes censuradas) referente ao
tempo de sobrevivéncia (em anos) de um grupo de 36 pacientes tratados com quimioterapia e
radioterapia, esses dados podem ser encontrados em Bekker et al. (2000). Nosso objetivo €
fazer inferéncias para o pardmetro o que indexa a distribuicdo LE. Para isso, primeiramente,
realizamos o teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a aderéncia dos dados a distribui-
cdo Pareto exponencializada de pardmetros & = 2.182 e A = 2.865, ou seja, a distribuicao
LE (&, 1, ;\). Para esse teste, o valor da estatistica e o p-valor sdo, respectivamente, 0, 096 e
0,859, o que indica que ndo ha evidéncias para rejeitar a distribuicdo Pareto exponencializada
para esses valores dos parametros.

Utilizando a func@o de verossimilhanca perfilada e a suas versdes modificadas dadas na
Subsecdo 3.3.1, obtemos os seguintes resultados para estimagdo pontual de o &, = 2,182,
&BN = 2,127, &BN = 2,121 e acr, = 2,129. Aqui, estamos interessados em testar a hipotese
nula H, : a = 1, 0, ou seja, estamos testando o modelo Pareto. Neste caso, temos LR, = 8, 778,
LRpn, = 8,127, LRpn, = 8,073, LRcr, = 8,434 e LRy, = 8,336 e os correspondentes p-
valores sdo: 0,003; 0,004; 0,004; 0,004 e 0,003. O teste baseado em LR, tem p-valor igual a
0, 008. Dessa forma, considerando os niveis de significancia usuais, todos os testes rejeitam a
hipétese nula, ou seja, o modelo Pareto € rejeitado. Adicionalmente, calculamos os valores de
AIC (Akaike information criterion) correspondentes as distribuicdes Pareto exponencializada
e Pareto, obtendo, respectivamente, 62,914 e 69, 693. Logo, de acordo com este critério, para
esse conjunto de dados, a distribui¢do Pareto exponencializada oferece um melhor ajuste (menor
AIC) que o modelo Pareto.

Para o segundo exemplo, supomos que os dados seguem distribuicdo LE(«, 5, A) e consi-
deramos um conjunto de dados referente ao tempo de reparacao (em horas) de um transceptor,
que é um aparelho usado para comunicacgio aérea (JORGENSEN, 2012, p.165). Para esta ana-
lise obtemos a partir dos dados originais a seguinte subamostra aleatéria: 2,0; 1,5; 5,4; 0,5;
1,5; 10,3; 1,0; 0,8; 24,5; 7.5; 9,0; 22,0; 1,3; 2,5; 8.,8; 1,5; 3,0; 0,3; 0,5 e 2,7. Supomos que
os dados seguem distribuicdo LE («, 5, \). Neste caso, o nosso objetivo é fazer inferéncias
para o vetor de pardmetros . = (a;3)" usando as fungdes dadas na Subsegio 3.3.2. Os re-
sultados da estimagdo pontual para p sdo: 1, = (3,919;1,871)T, ﬁBN = (4,857;2,854)" e
fesn = (4,335;2,400)T. Estamos interessados em testar a hipStese nula M, : (a; 8) = (1; 1),
isto €, estamos testando se os dados seguem a distribui¢do Pareto. As estatisticas LR, = 7, 246,
LRpn, = 6,504, LRpy, = 6,348 e LRy, = 7.909 e os p-valores correspondentes sdo: 0, 02;
0,04; 0,04 e 0,02. O p-valor correspondente ao teste L7, € igual a 0,02. Portanto, ao nivel
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nominal de 5% todos os testes rejeitam a hipdtese nula, ou seja, 0 modelo Pareto também é

rejeitado para esse conjunto de dados.

3.6 Conclusoes finais

Fizemos inferéncias (estimagdo pontual e teste de hipdteses) para dois parametros da dis-
tribuicdo Lomax exponencializada. Baseamo-nos em diferentes propostas e derivamos ajustes
para a func¢do de verossimilhanga perfilada com o objetivo de diminuir o impacto do parametro
de perturbacdo (\), e consequentemente, obter resultados mais precisos, principalmente quando
a amostra é pequena. Realizamos um estudo de simulacdo de Monte Carlo para avaliar os de-
sempenhos da funcdo de verossimilhanca perfilada e suas versdes modificadas no processo de
estimacdo pontual e teste de hipoteses com base na estatistica da razdo de verossimilhangas.
Consideramos também o teste baseado na estatistica da razdo de verossimilhangas bootstrap
Bartlett e o teste da razdo de verossimilhangas bootstrap usual. O estudo apontou que os esti-
madores de maxima verossimilhanca perfilado ajustados tiveram os melhores desempenhos. Os
testes baseados na estatistica da razao de verossimilhancgas que utiliza as versdes modificadas
da fun¢do de verossimilhanga perfilada tiveram as menores distor¢cdes de tamanho. No entanto,
os testes baseados em bootstrap, em geral, apresentaram resultados satisfatérios em todos os
cendrios considerados. Por fim, apresentamos dois exemplos numéricos utilizando conjuntos

de dados reais.
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4 Refinamento de inferéncias na distribuicao BurrX
escalonada

Resumo

A distribui¢do BurrX escalonada, além de ser bastante util para modelar dados de tempo de
vida, quando seu parametro de forma € igual a um, tem a distribuicdo Rayleigh como caso parti-
cular. Este capitulo apresenta trés diferentes ajustes para a fung¢do de verossimilhancga perfilada
com o objetivo de obter inferéncias mais confidveis sobre o pardmetro de forma da distribuicao
BurrX escalonada. Especificamente, derivamos a func¢do de verossimilhanga perfilada e suas
versOes ajustadas para fazer estimacdo pontual e teste de hipoteses com base na estatistica da
razdo de verossimilhancas (LR), sob o enfoque de amostra completa (dados nio censurados)
e amostra contendo dados censurados do tipo II. O estudo também inclui o teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhancas bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste da razao
de verossimilhancas bootstrap usual (EFRON; TIBSHIRANI, 1994). Os resultados de simula-
cdo indicam que em pequenas amostras as inferéncias baseadas nas funcdes de verossimilhanca
perfilada ajustadas sdo mais precisas. Duas aplicagdes usando conjuntos de dados reais sdao
apresentadas para ilustrar a teoria desenvolvida.

Palavras-chave: BurrX escalonada; Censura tipo II; Estimacdo pontual; Teste de hipéteses;

Verossimilhanca perfilada ajustada

4.1 Introdugdo

Burr (1942) introduziu doze familias de distribui¢des, dentre elas destacam-se as distribui-
coes Burr tipo III e a Burr tipo X, as quais tém recebido muita aten¢do de pesquisadores em
diversas dreas. Surles e Padgett (2001) propuseram a distribuicdo Burr tipo X com um pa-
rametro adicional, denominada de BurrX escalonada, com o objetivo de fazer inferéncia para
R = P(X <Y) (confiabilidade) de fibras de carbono, em que X e Y sdo varidveis aleatdrias
independentes que seguem distribuicdo BurrX escalonada.

Por ser uma generalizagdo da distribui¢do Rayleigh, a BurrX escalonada também € chamada
por alguns autores de Rayleigh generalizada ou Rayleigh exponencializada (RAQAB; MADI,
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2011; ABD-ELFATTAH, 2011). Nesta tese, usamos a denominacao dada por Surles e Pad-
gett (2001) e sera denotada por BurrX (o, A), tal que o e A sdo parAmetros de escala e forma,
respectivamente. Essa distribui¢do € bastante apropriada para analisar dados de tempo de vida
assimétricos (AHMAD et al., 2017).

A funcido de verossimilhanca perfilada pode ser usada quando desejamos fazer inferéncias
apenas para uma parte dos parametros que indexam um modelo. No entanto, a fun¢do de ve-
rossimilhanca perfilada ndo é uma verossimilhanca genuina, assim algumas propriedades tais
como fungdo escore e informagdo nao viesadas podem nao ser satisfeitas. Além disso, a dis-
tribuicdo nula da estatistica da razdo de verossimilhancas pode ndo ser bem aproximada pela
distribui¢do qui-quadrado de referéncia na presenca de muitos pardmetros de perturbacdo ou
ainda quando a amostra é pequena. Sendo assim, com base em duas aproximagdes para a fun-
cdo de verossimilhanga proposta por Barndorff-Nielsen (1983) e na funcdo de verossimilhanca
de Cox e Reid (1993), o nosso principal objetivo € obter trés versdes modificadas da funcdo
de verossimilhanca perfilada que fornecam inferéncias mais confidveis para o pardmetro A da
distribui¢cdo BurrX escalonada. Estudos nessa linha ja foram realizados por Cysneiros et al.
(2008) e Barreto et al. (2013) para a distribui¢do Birnbaum-Saunders para dados completos e
dados censurados do tipo II, respectivamente. Ferrari et al. (2007) obtiveram diferentes ajustes
da verossimilhanga perfilada para a distribuicdo Weibull.

Para nosso estudo inferencial consideramos dois enfoques. No primeiro enfoque, obtivemos
trés ajustes para a funcdo de verossimilhanca perfilada para o parimetro A em amostra completa
(dados nao censurados). No segundo, derivamos dois ajustes para a funcdo de verossimilhanga
perfilada para amostra contendo observacdes censuradas do tipo II. Nos dois enfoques, fizemos
estimagdo por maxima verossimilhanca e teste de hipdteses usando a estatistica da razdo de
verossimilhancas com base nos diferentes ajustes. Consideramos também o teste baseado na
estatistica da razdo de verossimilhancas bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste da razao de
verossimilhangas bootstrap usual (EFRON; TIBSHIRANI, 1994).

O capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secao 4.2 sdo discutidos alguns aspectos e
propriedades da distribuicdo BurrX escalonada; na Secdo 4.3, obtemos os ajustes para a funcdo
de log-verossimilhanga perfilada para a distribui¢do BurrX escalonada. Resultados de simula-
cdo de Monte Carlo sao mostrados e discutidos na Secdo 4.4. Duas aplicacdes a conjunto de
dados reais, uma para amostra completa e outra para amostra censurada do tipo II, sdo apresen-
tadas na Secdo 4.5. As conclusoes finais deste capitulo sdo dadas na Secdo 4.6. No Apéndice 6,

discutimos alguns aspectos computacionais utilizados neste capitulo.
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4.2 A distribuicdo BurrX escalonada

A distribuicdo BurrX escalonada tem func¢do de distribui¢do acumulada (fda), func¢io den-
sidade de probabilidade (fdp) e funcdo de sobrevivéncia dadas, respectivamente, por

Flz) = [1 - e—(i)T , @.1)
f(CL’) _ 2/\1&2-_2(?)2 [1 B 67(2)2} A-1 42)
S(z)=1- [1 - e(i)gr, 4.3)

emquezr > 0,0 >0e)>0.

A distribui¢ao BurrX escalonada ¢ denominada por alguns autores de Burr X biparamétrica,
Rayleigh exponencializada ou Rayleigh generalizada (RAQAB; KUNDU, 2006). As duas ulti-
mas denominacdes sdo devido ao fato de que (4.1) pode ser obtida elevando a fda da distribuicao
Rayleigh a um parametro positivo.

A fdp da distribui¢ao BurrX escalonada pode ser assimétrica unimodal (A > 1/2) ou des-
crescente (A < 1/2) como podemos observar na Figura 4.1. No que segue, uma variavel X que
tem fdp dada por (4.2) serd denotada por X ~ BurrX(o, \).

A funcao quantilica (fq) de X € dada por

Q(u;a,)\):F_l(u)za[—log (1—u§>r,0<u<1. (4.4)
Podemos usar (4.4) para gerar nimeros aleatdrios da distribuicdo BurrX escalonada. Portanto,

se U ~ U(0,1) entdo Q(U; 0, \) ~ BurrX(o, A).

4.2.1 Resultados gerais para inferéncia

Seja = (x1,...,2,)" uma amostra aleatéria de tamanho n proveniente da distribuigio
BurrX escalonada cuja a fdp € dada em (4.2), entdo a fungio de log-verossimilhanca para 6 =
(0, \)" é dada por

0(6) =nlog (?) +(A—1) Zlog[l — ]+ Z[log(ui) —uZl. 4.5)
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Figura 4.1: Fdp da distribui¢cdo BurrX escalonada para diferentes valores de parametros

Derivando a fun¢do log-verossimilhanca dada por (4.5), obtemos as componentes do vetor
escore lg = ({,, )", as quais sdo dadas por

2n+2 L, 20— 1) K
o 04 o G(u;)

emqueu; = ZeG(t) =1 —e ¥ t>0.

O estimador de médxima verossimilhanca (EMV) de 0, 6 = (o, /A\)T pode ser obtido re-
solvendo a equacdo ndo-linear ¢, = ¢, = (. Neste caso, esta equacdo ndo pode ser resolvida
analiticamente. Contudo, pode ser avaliada numericamente (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Al-
ternativamente, 0 pode ser obtido maximizando diretamente (4.5) usando as plataformas com-
putacionais SAS (PROC NLMIXED), R (fun¢des optime MaxLik) ou plataforma Ox (fungdo
MaxBEGS).
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A matriz de informacdo observada € dada por

jo’a ja/\
J(G) = )
Jxe I

Jox Ire - 90O\ = —

€
— _325(9) _n
I = EIVEERS YA

Resultado 1. Se X ~ BurrX(o, ), entdo para A # 1 e \ # 2

. {82 log[f(X; e)]}

o {12 = 24y + A +dX? + fA3 +6(\ — 1)

2
30’2b>\
[y (A — 1) + A(A — DT\ — 1)] + 66, (N)[2y
— ATN)] + 1292 TD (N — 1) + 6k T,

= Qg +

X

em que

6Hy — 2+ 602[1 —y — U(N)]
0-2

, b=b(N) = (A=2)(A - 1),

o\ = a(o,\) =

g =9g(\) =—=(A=1)*, hy=h(A)=2—BX+4\* — 6%,
c=64+12y+6y>+72, d=—-2c+6, f=—12y+6y>+7?
d
tal que H, = H(z) = V(2 + 1) + v é o miimero harménico, V(z) = — log[['(z)] € a fun¢do

dz
d"v
digama, 'y ~ 0.577216 é a constante de Euler e V™ (z) = y (2)
ZTL
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Resultado 2. Se X ~ BurrX(o, \), entdo para \ # 1

_E{8210g8[J;(>\X;0)]} 2 {)\[er\If()\/\ﬂI ()\—1)}

T Ao

Resultado 3. Se X ~ BurrX(o, \), entdo

p Tl Xio]

Os Resultados 1-3 serdo tteis para a obtencdo da funcdo de verossimilhanca perfilada de

Cox e Reid (1993) na préxima secao.

4.3 Verossimilhancas perfiladas ajustadas para a BurrX escalo-

nada

Obteremos ajustes para a fungdo de verossimilhanca perfilada e suas versdes modificadas
para o parAmetro A da distribuicao BurrX escalonada. Neste caso, o parimetro o € um parimetro

de perturbacdo. Consideramos dados completos e dados sob censura do tipo II.

4.3.1 Amostra completa (dados ndo censurados)

Sejax = (xq,... ,xn)T uma amostra aleatéria da distribuicao BurrX (o, A). A funcdo de
log-verossimilhanca para o pardmetro A € obtido substituindo o por seu estimador restrito, 7,

na equacdo (4.5). Dessa forma, obtemos

n

2\ . -2
o) =nlog [ 2]+ (A =13 Io [1—e*“i}+ log (ii;) — @2, (4.6)
o) =ntog (2] + 0= 1) 31 > tog(i) i
em que i; = x;/0) e &, é obtido como solugdo da equagdo ¢, = 0 para A fixo. Como & nido
tem forma fechada deve ser encontrado utilizando um método de otimizagao ndo-linear restrita.

Denotaremos o estimador de maxima verossimilhanga perfilado de A\, que maximiza ¢, (), por
A,
Derivamos duas aproximagdes para o logaritmo da func¢do de verossimilhanca perfilada mo-

dificada de Barndorff-Nielsen (1983), {5n () € {5 (), as quais sdo dadas por

. 1 o PN
Cpn(A) = 6,(N) + 5 log Joo (02, A)| — 10g [€ox (02, A) Vs, 4.7)
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. 1 ) R oo e
lpn(N) = L,(N) + 5 10g |Joo (x, A)| — log | I, (Gx, A; 6, A)]. 4.8)
Sendo que
M 6 o=, 200 —1) <~ @2e ™ L, 2% ™
oo(0n,A) = — — > U — : 322 — =4
el S G 2 T o P e
A0 {2 + A+ e [—1 — @2 + M@ —1)]}
Zg. ,)\ VU - ~ ~ : - )
e =3 17

6,\&(611? —1)(e™ — 1) ’

em que u; = ;/0,0 e ) sd0 os EMVs dos parametros o e )\, respectivamente.
Os parametros ¢ e A que indexam a distribui¢do BurrX escalonada nao sido ortogonais.
Assim, ndo foi possivel obter o ajuste dado em (2.7). Alternativamente, usando (2.8) obtemos a

funcdo de log-verossimilhanca perfilada modificada dada por

1 N
lor,(A) = 6 (A) = 5108 1Joa (93, M) = (A = A)ma (6, ), (4.9)
em que
~ 3 A&,X
me(6,A) = K, 5 B,
tal que
A+ TN -4(A -1
i 3NG4 (A —1)
Ass = A9(2+76% — 2y6% + by Hy) — 24y] — N*(15 — ¢ + 8167 — 45y6?)

A3(6 — 2f + 4562 — 36y67) + M[f — 3 — 95%(1 — )] — 6Ag;[4y

A= DT = DA = 1) — 3A(hg + 5A%)[dy + 362 — 2AT(N)]T(N)
6A[2, 0D (A — 1) + (hs 4+ 5A3)TWD(N) — 1857,

+ + +
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. . 9 . . .

B,s = {M(6-)a, ;) - pers [12(1 = 2y) 4+ ch — 2(f + 3)A% + fA°
A

— 654y + AA = DIT(A = 1) + 6b5(2y — AT(A)T(A) + 29, 8D (A - 1)

+ 6(hy +5AM) T A}

Os termos a 550 bs, Hj, hs € g5 sdo obtidos avaliando, respectivamente, as fungdes a,.x, by, H,
h e g\ (definidas na Subsecdo 4.2.1) em Aed. E importante ressaltar que a log-verossimilhanga
dada por (4.9) somente estd definida quando A #*1le A #* 2.

Os estimadores de maxima verossimilhanga perfilados ajustados de A obtidos a partir de
(4.7), (4.8), e (4.9) sdo denotados, respectivamente, por S\BN, A BN € ;\CRQ. Esses estimadores
e o estimador de maxima verossimilhanga perfilado, ;\p, ndo tém forma fechada e devem ser

obtidos maximizando numericamente as respectivas fungdes de log-verossimilhanca.

4.3.2 Dados censurados do tipo 11

Vamos considerar agora dados sob censura do tipo II, em que a observacdo termina na
r-€sima (r < n) falha. Sejam z(y),...,7( as r menores estatisticas de ordem, obtidas a
partir de uma amostra de tamanho n da distribuicao BurrX (o, ). Neste caso, a funcdo de

verossimilhanga € dada por

L(o,\) = [S(zgy; o, V" [ [ £as o M)

i=1

em que as fungdes f(-) e S(-) sdo dadas por (4.2) e (4.3), respectivamente. Consequentemente,
l(o,\) = rlo 2 + (n —r)log[l — G*(uq Zlo
) = g pn g glG
+ Z log(u@)) — ufy). (4.10)

Assim,

2\

O-A

l,(A\) = rlog ( ) + (n —7)log[l — G*aem)] + Zlog (T)]

+ Y [log(ii) — digy)- 4.11)
=1
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Aqui, G%(t) = [G(t)], U@y = x3;)/0x € G é solugdo da equagdo

2 2
2w 2 (A= 1)e “Ou?, 2A(n — r)ud e "G (ug)
22yl - ) Bl )
o 0= G(uw)) o[l — GMuy)]
para \ fixo.
A partir da Equacdo (2.4), derivamos

~ 1 o . -

EBN<)\) = gp()\) + 5 log |jag(0')\, )\)‘ — lOg ‘gg;x(a)\, )\)Vg|, (412)
em que

— w6, (A1) e L, d@e
]O’U(O-)u)\) = —= + == U'2i — — — 6—4uz — —
ox o3 ; R ; Gt W Glag)
n 6A(n —r)e MG () AMn =)l "G (i)
31 = GA(igr) )] o311 = GMi)]
<o )\eiaﬁ')G)‘_l(ﬁ( ))
X 1=\ =1)e " OG Yim) — -
( )6 (U( )) 1 — G)‘(’ZL(T)) s
(n—r+1) elementos (n—r+1) elementos

= . . — .
ch = (u(l)a sy Ulr=1)y U(r)y -+ o5 U(r) ) € EO’;X()\J U)x) - (ECT;X17 s 7£U;XT717£0;XT, ce 7€0;Xr)7
tal que

U _2
lox, = - {1 — (A = D)age "G (i)

o —@2. (s \A—1 - —2 ~2 =G,
N Au(T,)e O G(a) N 44 - (A —1)e ¥m e (A |
(1 — G(ugy)?] o3 G(t)) ™" G ug)
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Assim, temos

r1~

lox (62, NV, = 42 gQ
A

L 0= o ahe
- R N e —
G(U(i)) @) G(u(i))

AN = 1) (n — 7+ iy iye "0 i)
o3[l = GMi)]

A(n —r+ Digie [, A=D1 L, By
1+ ~ 1+ g, + =
Ug\ G(U(r)) (r) G(U(r))
Agora, usando o ajuste (2.5), obtemos
y 1 o oo .
Cen(A) = 6 (A) + 5 108 170w (93, A)] = log | 1:(0x, A6, A), (4.13)

em que

2.~ s a2 .
4 = [1— /\U( e (U%z) = DT - /\u(2i) +e® (U%z) —1)]
=2 )
[@“m — 1][e"<i> —1]
~ a2/~ NP a2~
A —r+ D[ = i, + e (@, — D] — Aag, +e"0 (a7, - 1)].

G20 (e" — 1) (e — 1)

L(6x, X 6,0) =

Aqui 4, = z,./0,0 ¢ A sdo, respectivamente, EMVs de o e A sob censura do tipo II e podem
ser obtidos maximizando a funcao de log-verossimilhanca dada por (4.10).

4.4 Resultados numéricos

Nesta se¢@o apresentamos os resultados das simulacdes de Monte Carlo, obtidos para fazer
inferéncias sobre o pardmetro de forma A da distribuicdo BurrX escalonada e assim, comparar
o desempenho das func¢des de verossimilhanca perfilada e suas versdes modificadas. Para isso,
consideramos amostras completas (dados ndo censurados) e amostras com dados censurados
(censura do tipo II).

Todas as simulagdes foram realizadas usando a linguagem de programacao Ox (DOORNIK,
2009) e os resultados sdo baseados em 10 000 réplicas de Monte Carlo. Os tamanhos amostrais
considerados neste estudo foram n = 20, n = 30, n = 50 e n = 100. Os niveis nominais foram
& =10%, & = 5% e & = 1%. Para os testes baseados em bootstrap paramétrico, utilizamos
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B =1 000 réplicas.

4.4.1 Amostra completa

Neste enfoque, para os parametros da distribui¢do BurrX escalonada, supomos o valor ver-
dadeiro de o igual a 50 e A variando em: 3, 0; 3,5 e 4, 0. Apresentamos os resultados numéricos
referentes a estimagdo pontual e teste de hipéteses utilizando amostras completas. Para isso,
consideramos os estimadores de mdxima verossimilhanca jxp, A BN A BN € 5\0 R, obtidos maxi-
mizando as funcdes ¢, / BN / BN € lcor,, respectivamente. A comparagio desses estimadores €
baseada na medida do viés relativo (VR), do erro quadratico médio (EQM), assimetria e curtose.

Em relacdo, ao teste de hipéteses, avaliamos os desempenhos dos testes baseados nas esta-
tisticas LR,, LRgn,, LRgN,, LRcR,, LRy € do teste LR,. As estatisticas supracitadas foram
definidas na Sec¢ao 2.3.

O estimador restrito do parametro o, ), foi estimado utilizando o algoritmo de otimizacao
nao-linear restrito SQP (Sequential Quadratic Programming) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).
Esse algoritmo estd implementando na plataforma Ox através da fungdo MaxSQP.

Na Tabela 4.1, apresentamos os resultados de simulacdo para os estimadores de maxima
verossimilhanga e suas versdes modificadas. Podemos verificar nesta tabela que os estimadores
perfilados modificados possuem vieses relativos menores quando comparado ao viés relativo do
estimador j\p. Por exemplo, paran = 20 e A = 3,0, o viés relativo de j\p ¢ aproximadamente
27%, enquanto que o viés relativo dos estimadores corrigidos ndo ultrapassam 20%.

Podemos notar também que os valores associados ao VR, EQM, assimetria e curtose dos
estimadores avaliados, diminuem a medida que o tamanho da amostra aumenta. Por exemplo,
considerando A = 3.0, para n = 20, as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose dos esti-
madores de A ndo ultrapassam, respectivamente, 0,269; 4,652; 3,645; 33,012. No entanto, para
n = 100, temos que as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose nao ultrapassam, respectiva-
mente, 0,039; 0,295; 0,866; 4,764. Da Tabela 4.1, pode-se conluir ainda que XCRG apresentou
menor valor em todas as medidas em todos os cenérios.

Na Tabela 4.2, mostramos as taxas de rejeicao nulas estimadas referentes ao teste da hipotese
nula Hy : A = Ao versus H; : A # )¢ usando as estatisticas de teste LR,, LRpn,, LRpn, €
LRcpR,, LRy e LRy,. Avaliando essa tabela, observamos que, de modo geral, os testes baseados
nas estatisticas LRpyn,, LRpn,, LRcr,, LRy € LRy, possuem taxas de rejeicOes estimadas
mais préximas do nivel nominal especificado. Por exemplo, para A = 3,0, n = 20 e £ = 10%,
as taxas de rejei¢des estimadas ndo ultrapassam 10, 61%, enquanto que o teste baseado em LR,
possue taxa de rejeicdo estimada de 11, 93%.

A Figura 4.2 mostra a distorcdo dos testes, ou seja, a diferenga entre a taxa de rejei¢ao

estimada e o nivel nominal correspondente. O gréfico ilustra a situacdo da Tabela 4.2 quando
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A =40e& = 10%. Como podemos observar, os testes baseados nas estatisticas LRcg,,
LRy e LRy, s@o os que mais se aproximam da linha de referéncia (ordenada zero) quando
n < 50, portanto nestes casos, essas estatisticas tiveram o melhor desempenho. Porém, os
testes baseados em LRy, t€ém um comportamento mais estdvel (distor¢do com pouca variagiao
a medida que n cresce).

E importante destacar também que as taxas de rejei¢des estimadas, dadas na Tabela 4.2,
associadas aos testes baseados nas estatisticas LRy, e L Ry, apresentam uma diferenga minima.
Isso indica que essas estatisticas tiveram um desempenho semelhante.

A Figura 4.3 apresenta o gréfico das discrepancias relativas de quantis (diferenca entre
o quantil exato e quantil assintético dividida por este ultimo) das estatisticas LR,, LRpn,,
LRgy,, LRcg, € LRy,. Quanto mais proxima da ordenada zero a curva estiver, melhor serd a
aproximacao assintdtica utilizada no teste. Entdo, de acordo com o gréfico, as distribuicdes das
estatisticas L Rcg, € LRy, sd0 as que mais se aproximam da distribui¢io nula assintotica (x3).
A estatistica LR, ndo foi considerada nesta comparacdo porque, ao contrdrio das demais esta-
tisticas, as taxas de rejei¢Oes dos testes baseados em L [?;, foram estimadas utilizando o quantil
da distribui¢cdo empirica da estatistica L1?,.

Uma avaliacdo do impacto do nimero de réplicas bootstrap no desemenho de LRy, e LRy,
¢ apresentada na Tabela 4.3. Neste caso, obtemos as taxas de rejei¢des estimadas considerando
n = 20, A = 4,0. Variando o nivel nominal £ em: 10%, 5% e 1% e o nimero de réplicas
bootstrap B em: 100, 300, 600 e 1 000. Como podemos notar para B = 100 o teste baseado em
LRy, teve o melhor desempenho, pois forneceram taxas de rejei¢des mais proximas do nivel
nominal especificado. Esse fato é esperado, pois o teste baseado em L Ry, necessita de menos
réplicas bootstrap que o teste L, para ser preciso. Nos demais casos, as duas estatisticas
tiveram desempenho bastante similar.

A Tabela 4.4 apresenta a média e a variincia das estatisticas LR, LRgyn,, LRgn,, LRcr,
e LRy, estimadas através de simulacdo de Monte Carlo quando A = 3,0 e A\ = 3,5, para
diferentes valores de n. Ainda com o intuito de avaliar a aproximagdo da distribui¢do nula
das estatisticas pela distribui¢do y3, comparamos a média e a variancia estimadas das diferentes
estatisticas com a média e a variancia da distribuig¢fio y3. Notamos que as médias e as variancias
estimadas das estatisticas LRgyn,, LRgn,, LRcr, € LRy, sdo as que mais aproximam da média
e variancia da distribuicdo de referéncia, principalmente quando a amostra é pequena. Por
exemplo, para n = 20 e A = 3,0, a média e a variancia das estatisticas LRgy,, LRgn,,
LRcR, e LRy, ndo ultrapassam, respectivamente, 1,020 e 2,067. Porém a média e a variancia
da estatistica LI?, sdo, respectivamente, 1,099 e 2,414. No entanto, para amostras de tamanho
grande, a média e a variancia de L R, sdo semelhantes as demais estatisticas. Isso ocorre porque

assintoticamente essas estatisticas t€m o mesmo comportamento.
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Tabela 4.3: Taxas de rejeicoes nulas (%), (o;A) = (50;4) e n = 20

Nivel nominal

€ =10% £ =5% £ =1%
B LR, LRy, LR, LRy LR, LRy
100 10,63 10,28 5,78 5,34 1,90 1,24
300 10,22 10,04 5,08 4,8 1,19 0,93
600 9,72 9,62 5,18 509 1,02 0,89
1000 10,50 10,33 5,20 5,02 1,12 1,00

Tabela 4.4: Média e variancia (var.) das estatisticas de teste (¢ = 50)

A=3,0 A=3,5
n X% LRP LRBN1 LR3N2 LRCRQ LRy, LRP LPLBNl LRBN2 LRCR“ LRy,
20 média 1,000 1,099 1,020 1,020 0,998 0,999 1,101 1,020 1,021 0,999 1,021
var. 2,000 2,414 2,064 2,067 1,964 2,007 2,418 2,061 2,066 1,961 2,029
30 média 1,000 1,045 0,994 0,994 0,980 0,995 1,045 0,993 0,993 0,980 0,984
var. 2,000 2,128 1,932 1,931 1,882 1,939 2,130 1,931 1,931 1,882 1,933
50 média 1,000 1,007 0,974 0,974 0,963 1,000 1,008 0,974 0,973 0,963 1,006
var. 2,000 2,032 1,900 1,899 1,859 2,039 2,031 1,897 1,896 1,857 1,980
100 média 1,000 0,992 0,979 0,979 0,976 0,998 0,993 0,979 0,979 0,976 1,037
var. 2,000 1,972 1,917 1,917 1,904 1,941 1,977 1,921 1,921 1,908 2,143

A Tabela 4.5 apresenta os resultados da simulacdo de poder, ou seja, as taxas de rejei¢oes
ao testar a hipdtese nula Hy : A = 3,0, quando essa hipdtese € falsa. Neste caso, as taxas de
rejeicoes foram obtidas considerando n = 50, o nivel nominal £ = 10% e diferentes valores de
A na hipétese alternativa H; : A # 3,0. Como os tamanhos dos testes baseados nas estatisticas
LR,, LRpn,, LRpN,, LRcr, € LRy, apresentam diferencas entre as taxas de rejeicdo para
um nivel nominal fixado, os testes foram realizados utilizando os valores criticos estimados
para cada estatistica, dessa forma colocamos todos os testes em um mesmo patamar. Aqui, ndo
avaliamos os testes baseados na estatistica L R, porque ndo € possivel corrigi-lo em relagdao ao

seu tamanho. Avaliando os resultados do poder dos testes, observamos que o teste baseado e

LR¢r, apresentou maior poder.
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Tabela 4.5: Taxas de rejei¢oes ndo nulas (%), n = 50

£ =10%

A LR, LRpy, LRy, LRcr, LRy

3,5 14,91 16,80 16,91 18,01 14,75
4,0 30,33 33,85 33,8 35,98 29,35
4,5 47,98 51,80 51,85 54,14 47,12
50 63,45 67,12 67,10 68,85 62,41
55 75,23 77,95 77,95 79,34 75,65
6,0 83,68 85,76 85,79 86,99 83,08
6,5 89,16 90,94 90,97 91,75 89,11
7.0 92,99 94,08 94,05 94,52 92,49
7.5 95,99 96,57 96,57 96,94 95,97
8,0 96,81 97,50 97,48 97,84 96,77
8,5 98,17 98,53 98,54 98,71 97,97

4.4.2 Dados censurados do tipo Il

Aqui, apresentamos os resultados numéricos referentes as simulacdes de Monte Carlo sob o
enfoque de censura do tipo II. Neste cendrio, os valores verdadeiros do parametro de interesse
A sdo: 0,75 e 1,5; o valor de o € fixado em 30 e as porcentagens de observagdes censuradas
consideradas para todos os tamanhos amostrais foram p = 10%, 30%, 50%.

A Tabela 4.6 apresenta os resultados da estimagao pontual de j\p, A BN € A BN, obtidos ma-
lelzando as fungdes (4.11), (4.12) e (4.13), respectivamente. Nesta tabela, podemos observar
que /\ BN € A BN, tétm desempenho superior com relagao ao estimador /\ em todos os casos. Por
exemplo, paran = 20 e n = 30, a medida que o percentual de observagdes censuradas aumenta,
A BN € A pn apresentam melhores medidas para o VR, EQM, assimetria e curtose quando com-
paradas com as medidas referentes a \,. Por exemplo, para A = 0,75, n = 20 e p = 50%, o
VR de \ BN € >\ BN sdo, respectivamente, 0,037 e 0,125, enquanto que o VR e 0o EQM de ), sdo,
respectivamente, 0,339 e 0,405.

Os resultados sobre o teste de hipoteses baseados nas estatisticas LI?,, LRgn,, LRpnN,,
LRy, e LRy, sao dados na Tabela 4.7. Ao analisar essa tabela notamos que os testes baseados
em LRR,, na maioria dos casos, foram os que apresentaram as maiores taxas de rejei¢oes. Por
exemplo, paran = 20, A = 1,5 e p = 30%, ao nivel nominal de 10%, a taxa de rejei¢cdo
de LR, é aproximadamente 12,41%, enquanto que as taxas de rejeicoes dos testes baseados
nas demais estatisticas ndo ultrapassam 10, 54%. A Figura 4.4 mostra a distor¢ao dos testes
supracitados e ilustra a situa¢do apresentada na Tabela 4.7 quando A\ = 1,5; £ = 10% para as

diferentes valores de n e porcentagens de observacoes censuradas. Nesta figura, notamos clara-
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Tabela 4.6: Estimacao pontual de A sob censura tipo II (o = 30)

A=0,75 A=1,5
n  p(%) EMV VR EQM Assimetria Curtose VR EQM Assimetria Curtose
20 10 5\,, 0,168 0,115 2,186 13,158 0,220 0,774 3,086 23,857
j\BN 0,065 0,086 2,154 12,805 0,112 0,569 2,983 22,429
E\BN 0,054 0,082 2,140 12,707 0,094 0,537 2,985 22,518
30 j\p 0,229 0,193 4,246 52,975 0,306 1,598 8,953 200, 488
j\BN 0,054 0,129 4,179 51,062 0,137 1,092 8,367 178,350
/C\BN 0,069 0,124 3,984 46,968 0,127 0,981 7,902 162,429
50 5\p 0,339 0,405 6,168 89,946 0,478 4,234 10,545 210,973
/:\BN 0,037 0,234 6,118 85,714 0,171 2,479 9,784 185,109
CBN 0,125 0,247 5,065 66, 495 0,261 2,567 9,001 164,039
30 10 j\p 0,105 0,054 1,287 6,282 0,133 0,316 1,596 8,307
j\BN 0,041 0,044 1,283 6,256 0,068 0,254 1,581 8,193
f\BN 0,034 0,042 1,276 6,220 0,056 0,243 1,573 8,144
30 5\,, 0,139 0,076 1,528 7,790 0,177 0,470 1,925 10, 506
f\BN 0,032 0,057 1,536 7,828 0,077 0,355 1,914 10,399
S\BN 0,042 0,056 1,512 7,673 0,072 0,336 1,878 10,116
50 5\p 0,201 0,130 1,998 11,294 0,260 0,879 2,652 16,892
j\BN 0,007 0,084 2,016 11,470 0,087 0,589 2,628 16, 542
/C\BN 0,075 0,095 1,969 11,021 0,142 0,641 2,541 15,664
50 10 jxp 0,061 0,026 0,980 4,914 0,075 0,146 1,167 5,631
f\BN 0,024 0,023 0,980 4,911 0,039 0,128 1,163 5,613
/C\BN 0,020 0,023 0,976 4,898 0,032 0,124 1,159 5,596
30 5\,, 0,076 0,034 1,077 5,087 0,095 0,196 1,307 6,104
iBN 0,016 0,029 1,081 5,098 0,040 0,164 1,304 6,089
CBN 0,021 0,028 1,073 5,067 0,037 0,159 1,292 6,030
50 ;\p 0,107 0,053 1,561 9,954 0,134 0,320 2,237 19,245
j\BN 0,001 0,040 1,562 10,007 0,041 0,247 2,226 18,957
iBN 0,037 0,043 1,550 9,803 0,072 0,262 2,173 18,125
100 10 Ap 0,031 0,011 0,698 4,408 0,038 0,058 0,801 4,711
f\BN 0,014 0,010 0,698 4,407 0,022 0,054 0,800 4,708
/C\BN 0,011 0,010 0,697 4,402 0,017 0,053 0,798 4,700
30 5\,, 0,040 0,014 0,014 4,293 0,049 0,075 0,865 4,684
/:\BN 0,011 0,013 0,739 4,298 0,023 0,068 0,865 4,683
/C\BN 0,014 0,012 0,736 4,288 0,021 0,067 0,861 4,668
50 ;\p 0,053 0,019 0,836 4,428 0,065 0,106 1,012 5,090
j\BN 0,003 0,016 0,838 4,436 0,021 0,092 1,012 5,089
E\BN 0,020 0,017 0,834 4,423 0,036 0,095 1,006 5,063
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Tabela 4.7: Taxas de rejei¢des nulas (%), inferéncia sobre A sob censura tipo II (o = 30)
A=0,75 A=1,5

n p(%) 6(%) LRP LRBNl LRBN2 LRb LRM, LRP LRBNl LRBN2 LRb LRbb
20 10 10 11,64 10,06 9,97 10,28 10,17 11,93 10,08 9,94 10,24 10,19

5 6,14 5,18 506 508 5,00 6,18 520 508 4,96 4,89
1 L,41 1,10 1,12 1,18 1,11 1,3 1,14 1,08 1,07 0,92
30 10 12,27 10,83 9,94 9,90 9,90 12,41 10,54 10,01 10,00 9,99
5 , 5, 5,00 4,83 4,72 6,59 5, 510 5,39 5,28
1 1,53 1,21 1,02 0,88 0,78 1,65 1,14 1,04 1,11 0,89

50 10 12,70 9,85 10,58 9,90 9,89 12,83 11,47 10,50 10,35 10,27

5 7,20 4,10 5,42 5,11 4,97 7,38 5,87 5,12 10,35 4,91

1 1,68 0,60 1,26 1,04 0,97 1,81 1,43 1,15 1,10 0,95

30 10 10 10,91 9,86 9,75 10,26 10,23 10,90 9,88 9,74 10,67 10,69
5 530 4,87 4,77 5,16 5,06 5,44 4,83 4,87 5,55 5,50

1 1,15 1,01 0,98 1,01 0,95 1,17 0,91 0,91 1,36 1,18

30 10 11,53 10,25 9,64 9,95 9,78 11,58 9,97 9,61 10,14 10,06

5 592 503 4,71 4,8 4,86 590 4,91 4,77 507 4,98

1 1,30 1,11 1,04 1,19 1,14 1,35 1,06 1,03 1,00 0,98

50 10 12,36 11,43 10,30 10,59 10,54 12,31 10,68 10,04 10,41 10,38

5 6,44 6,12 513 527 5,22 6,44 545 501 552 554

1 1,44 1,20 1,03 1,44 1,31 1,45 1,16 0,95 1,27 1,14

5 10 10 10,21 9,67 9,67 10,03 10,12 10,26 9,77 9,78 10,64 10,63
5 515 502 504 512 4,99 530 4,81 4,79 5038 535

1 1,16 0,98 0,97 1,14 1,06 1,18 0,94 0,98 1,17 1,12

30 10 10,65 10,18 9,90 9,62 9,50 10,64 9,88 9,64 10,05 10,01

5 546 5,17 4,95 4,89 4,79 556 4,80 4,76 514 5,02

1 1,28 1,06 1,02 1,04 0,94 1,28 0,99 0,96 1,28 1,18

50 10 11,01 10,86 10,16 10,67 10,55 11,00 10,48 10,22 10,39 10,24

5 554 5,41 4,69 518 5,18 558 4,80 4,68 5,13 5,08
1 1,19 1,15 1,02 1,08 0,99 1,20 1,10 1,05 1,01 0,95
100 10 10 9,51 9,17 9,08 10,30 10,19 9,50 9,32 9,26 10,37 10,31
5 501 4,66 4,59 5,30 5,27 4,90 4,63 4,52 5,17 5,15
1 0,91 0,88 0,91 1,19 1,13 0,90 0,86 0,8 1,10 1,03

30 10 10,23 9,58 9,43 10,13 9,96 9,96 9,50 9,36 10,14 10,06
5 507 4,75 4,67 519 5,12 507 4,77 4,68 4,91 4,86
1 1,10 0,95 0,93 1,09 1,04 1,06 0,94 0,92 1,08 0,97

50 10 10,02 9,66 9,41 10,68 10,55 10,05 9,44 9,31 10,14 10,00
5 5,21 5,13 4,96 5,48 5,31 5,23 4,83 4,84 4,93 4,92
1 1,07 0,97 0,93 1,15 1,04 1,07 0,98 0,91 1,01 0,93
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mente que os testes baseados nas estatisticas LR gn,, LRpn,, LR, € LRy, tiveram os melhores
desempenhos, principalmente para amostras de tamanho pequeno a moderado. Além disso, a
medida que a porcentagem de censura aumenta, os testes baseados em bootstrap apresentaram
a menores distor¢des, de forma geral.

O gréfico de discrepancia relativa de quantis sob censura do tipo II para n = 20 e diferen-
tes porcentagens de censura € dado pela Figura 4.5. A inspecdo desse grafico sugere que as
distribui¢Oes das estatisticas LRpy, € LRy, sdo as que mais se aproximam da distribui¢do de
referéncia. Essas estatisticas também foram as que sofreram um menor impacto com o aumento
de observagdes censuradas na amostra.

A Tabela 4.8 mostra os resultados de simulacdo de Monte Carlo para a média e a varian-
cia das estatisticas de teste. Observamos nesta tabela que a média e a variancia estimadas das
estatisticas LRpy,, LRpn, € LRy, sdo as que mais aproximam a média e a variancia da distri-
bui¢do x?. No entanto, para n = 100 os resultados sugerem que a estatistica LR, e suas versdes
modificadas sdo equivalentes.

As taxas de rejei¢des ndo nulas (poder) sdo dadas na Tabela 4.9. Os resultados foram obti-
dos ao considerar n = 50, os valores de A que variam de 1,7 a 4, 5, os niveis nominais de 10%
e 5%. A hipdtese nula a ser testada € Hy : A = 1,5. Os resultados apresentados nessa tabela
mostram que o teste baseado em LIz, € menos poderoso que os testes baseados em LRpy, €
LRppy,. Porém, o teste corrigido bootstrap apresenta poder ligeiramente menor que LIz,. Ob-
servamos também que todos os testes se tornam menos poderosos a medida que a quantidade de
observagdes censuradas aumenta. Por exemplo, para A = 3, 0 € o nivel nominal de 10%, quando
10% da amostra é censurada, os poderes de LR,, LRgy,, LRpn, € LRy, sdo, respectivamente:
90, 20; 92, 25; 92,63 e 89, 36. No entanto, quando metade das observacdes sdo censuradas as

taxas de rejei¢cdes passam a ser: 72,95; 79, 34; 78,11 e 72, 46.

4.5 Aplicacdes

Nesta se¢do, mostraremos dois exemplos numéricos, um para amostra completa e outro,
para amostra com dados censurados do tipo II. Para as duas aplicacdes assumimos que as ob-
servacgdes sdo independentes e provenientes da distribuicdo BurrX (o, A). O interesse é testar a
hipétese nula Ho : A = 1,0 versus H; : A # 1,0, ou seja, estamos testando o modelo Rayleigh.

Primeiramente, vamos considerar o seguinte conjunto de dados nao censurados: 38,4; 32,9;
48,5; 20,9; 11,6; 22,3; 30,2; 33,4; 26,7; 39,0; 12.,8; 14,6; 12,2; 23,1; 29.4; 16,0; 20,1; 23,3;
22.9; 22.,5; 15,1; 31,0; 16,9; 16,1; 10,8, o qual consiste em 25 observagdes referentes as taxas
de fecundidade de um tipo de mosca. Essa taxa € calculada com base no nimero de ovos

colocados por fémea por dia pelos primeiros 14 dias de vida (HAND et al., 1993, p. 17).
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Tabela 4.8: Média e varidncia (var.) das estatisticas de teste sob censura tipo II (o = 30)

A=1,5

n p(%) X% LRp LRBN1 LRBNQ LRbb
20 10 média 1,0 1,100 1,011 1,007 0,999
var. 2,0 2,460 2,070 2,051 1,983

30 média 1,0 1,148 1,038 1,007 1,006

var. 2,0 2,680 2,223 2,003 2,071

50 média 1,0 1,203 1,083 1,024 1,002

var. 2,0 2,863 2,374 2,121 1,930

30 10 média 1,0 1,046 0,985 0,981 1,030
var. ,0 2,135 1,919 1,907 2,180

30 média 1,0 1,084 1,009 0,989 1,001

var. ,0 2,317 2,055 1,974 1,986

50 média 1,127 1,033 1,003 1,014

2,437 2,061 1,941 2,056

1,022 0,988 0,984 1,025
2,114 1,961 1,945 2,119

var.

50 10 média
var.

OO OO OO | oo oo ool oo

30 média 1,0 1,040 1,001 0,988 2,119
var. ,0 2,167 1,989 1,939 2,039
50  média 1,064 1,017 0,998 1,001

var.

100 10 média
var.

2,274 2,038 1,975 1,931

0,985 0,965 0,961 1,011
2,011 1,926 1,911 1,968

30 média 1,0 1,002 0,975 0,968 1,004
var. ,0 2,037 1,927 1,900 2,003
50  média 1,009 0,977 0,971 0,998

N — N — DN — N — N — [\3“}—‘ DN — N — N — N — N — DN —

var. 2,075 1,946 1,922 1,961
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Tabela 4.9: Taxas de rejei¢des ndo nulas sob censura tipo II (n = 50)

67

£E=10% £ =5%

p(%) A LRp LRBN1 LRBN2 LRbb LRp LRBN1 LRBNQ LRbb
10 1,7 14,12 17,24 17,68 12,97 7,61 10,10 10,61 7,22
2,0 35,62 41,47 42,62 33,68 25,35 31,12 32,05 23,56

2,5 73,03 77,47 78,34 70,79 63,37 69,00 70,17 60,37

3,0 90,20 92,25 92,63 89,36 84,74 87,90 88,59 83,86

3,9 96,58 97,39 97,52 96,62 94,61 95,83 96,01 94,25

4,0 98,90 99,20 99,28 98,60 98,04 98,52 98,62 97,56

4,5 99,57 99,68 99,71 99,61 99,27 99,44 99,46 99,07

30 1,7 12,77 16,22 16,54 12,40 6,38 9,72 10,07 6,92
2,0 30,79 38,28 39,12 29,41 20,94 27,94 28,62 20,12

2,5 64,66 71,43 72,42 63,26 93,73 61,71 62,90 53,07

3,0 83,61 87,47 88,11 84,04 76,93 81,64 82,45 76,75

3,5 93,31 95,21 95,54 92,99 89,61 92,24 92,75 89,25

4,0 97,35 98,10 98,27 97,01 95,19 96,70 97,04 94,84

4,5 98,66 99,07 99,17 98,68 97,69 98,35 98,54 97,55

o0 1,7 11,20 15,06 13,70 11,07 5,85 9,44 8,45 6,22
2,0 23,98 33,36 30,70 22,93 16,26 24,20 22,23 14,72

2,5 53,14 62,49 59,98 52,12 43,19 53,44 51,10 41,42

3,0 72,95 79,34 78,11 72,46 64,69 72,78 71,41 63,61

3,9 85,48 89,63 88,83 85,73 79,78 85,20 84,20 79,43

4,0 92,20 94,56 94,16 92,22 88,73 91,89 91,50 88,23

4,5 95,39 96,82 96,54 95,85 93,12 95,07 94,83 92,96
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As estatisticas de teste sdo LI?, = 4,15, LRgn, = 3,62; LRpn, = 3,62; LRcr, = 3,27
e LRy, = 4,07 e os correspondentes p-valores sao: 0,042; 0,057; 0,057; 0,070 e 0,044.
O teste baseado em LR, tem p-valor igual a 0,041. Assim, temos que os testes baseados nas
estatisticas LR,,, LRy, e LRy, rejeitam a hiptese nula ao nivel de 5%. As estimativas de maxima
Verossimilhangz}, obtidas maximizando as fun¢des (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) sdo: 5\1, = 1, 888;
j\BN =1,818; S\BN =1,818¢ 5\030 = 1,770, respectivamente.

Consideramos agora, um exemplo numérico usando um conjunto de dados apresentado por
Mann e Fertig (1973), os quais correspondem a tempos de falhas de componentes de uma aero-
nave. A amostra contém observagdes censuradas do tipo II e foi obtida colocando 13 componen-
tes sob teste de vida até ocorrer a décima falha. Dessa forma, os tempos de falhas observados
(em horas) sao: 0,22; 0,50; 0,88; 1,00; 1,32; 1,33; 1,54; 1,76; 2,50; 3,00. Esse mesmo conjunto
de dados foi analisado por Ferrari et al. (2007) para fazer inferéncias sobre um dos parametros
da distribui¢do Weibull. Aqui, obtemos LR, = 1,66, LRpn, = 2,98 ¢ LRpn, = 2,96 € 0s
p-valores correspondentes iguais a: 0,198; 0,084 e 0, 085. Logo, ao nivel nominal de 10%, o
teste baseado em LR, € o tinico que ndo rejeita o modelo Rayleigh. As estimativas de maxima
verossimilhanga para o pardmetro A, obtidas maximizando as fungdes (4.11), (4.12) e (4.13),

sdo respectivamente: 5\p =0,633; S\BN =0,506¢ S\BN =0,513.

4.6 Conclusao

Neste capitulo, fizemos inferéncias (estimacdo pontual e teste de hipéteses) baseadas na
fun¢do de verossimilhanca perfilada para o parametro de forma da distribuicdo BurrX esca-
lonada ao considerar dois enfoques: amostras completas (dados ndo censurados) e amostras
com dados sob censura do tipo II. Derivamos trés ajustes para a fun¢do de verossimilhanca
perfilada com base nas propostas de Fraser et al. (1999), Severini (1999) e Cox e Reid (1993)
com o objetivo de atenuar o impacto do parametro de perturbacio nas inferéncias. Obtemos e
comparamos os estimadores de maxima verossimilhanga perfilado e perfilado ajustados. Tanto
para dados completos quanto para dados censurados, os resultados de simulagdo indicaram um
melhor desempenho para os estimadores perfilado ajustados, principalmente para amostras de
tamanho pequeno a moderado. Também comparamos os testes baseados na estatistica da razao
de verossimilhangas usando os diferentes ajustes. Incluimos na comparagio o teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhangas bootstrap Bartlett e o teste da razdo de verossimilhangas
bootstrap usual. De modo geral, a estatistica da razao de verossimilhangas baseada na fun¢do de
verossimilhanca perfilada teve um desempenho inferior as demais em pequenas amostras. No
entanto, em grandes amostras todas as estatisticas de teste se mostraram equivalentes. Conclui-

mos ainda que no caso de amostras contendo censurados, em geral, as inferéncias tornam-se
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menos precisas a medida que a quantidade de observagdes censuradas aumenta. No entanto,
os testes baseados em bootstrap, sofreram menor impacto com o aumento da quantidade de
observacdes censuradas. Finalmente, através de dois exemplos numéricos mostramos que a

diferentes fun¢des de verossimilhangas podem levar a conclusdes distintas.
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S Distribuicao transmutada Marshall-Olkin esten-
dida Lomax

Resumo

A familia transmutada de distribuicdes tem recebido bastante atencdo nos ultimos anos.
Neste capitulo generalizamos a distribuigdo Marshall-Olkin estendida Lomax utilizando o ma-
peamento de transmutacao de posto quadratico para obter a distribui¢ao transmutada Marshall-
Olkin estendida Lomax. Discutimos varias propriedades da nova distribuicao, incluindo a fun-
cdo taxa de falha, os momentos ordindrio e incompleto e fun¢do caracteristica. Apresentamos
um estudo de simulacdo para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimi-
lhanca dos parametros que indexam a distribui¢do proposta. Por fim, provamos empiricamente

a flexibilidade do novo modelo através de uma aplica¢io para um conjundo de dados reais.

Palavras-chave: Distribuicdes generalizadas. Distribuicdo Lomax. Familia Marshall-Olkin

estendida. Familia transmutada.

5.1 Introdugdo

As distribuicdes de probabilidade sdo utilizadas para modelagem de dados em diferentes
areas, tais como andlise de sobrevivéncia, demografia, confiabilidade, atudria e outras. Com
isso, tem crescido o interesse em construir novas distribui¢des que satisfacam certas proprieda-
des e que sejam adequadas para modelar dados de qualquer natureza.

Um dos métodos mais usados para construir novas distribui¢des € por meio da composi¢ao
de distribui¢des ja existentes, geralmente chamadas de classes de distribuicdes generalizada G
(TAHIR; NADARAJAH, 2015). A principal razdo para isso é que, em geral, as distribui¢des
generalizadas sdo mais flexiveis que a distribui¢do de base G e, portanto, podem fornecer me-
lhores ajustes para os dados (PESCIM et al., 2010).

Algumas das familias generalizadas mais conhecidas sdo: a Marshall-Olkin estendida (MOE)
(MARSHALL; OLKIN, 1997), a exponencializada generalizada (exp-G) (CORDEIRO et al.,
2013; GUPTA et al., 1998), a beta generalizada (beta-G) (EUGENE et al., 2002), Kuma-
raswamy generalizada (Kw-G) (CORDEIRO; CASTRO, 2011), gama generalizada (gama-G)
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(NADARAJAH et al., 2015; RISTIC; BALAKRISHNAN, 2012; ZOGRAFOS; BALAKRISH-
NAN, 2009) e a McDonald generalizada (Mc-G) (ALEXANDER et al., 2012). Uma descri¢dao
detalhada dessas familias pode ser encontrada em Tahir e Nadarajah (2015).

Shaw e Buckley (2009) foram os pioneiros em usar o mapa de transmutacdo quadratico
(QRTM) para adicionar um parametro a uma distribuicdo existente para obter mais flexibili-
dade. A classe gerada, denominada familia transmutada, inclui a distribui¢cdo de base como
caso especial e tem sido bastante utilizada para modelar dados de tempo de vida. Os resultados
gerais para esta familia e novos modelos sdo discutidos por Bourguignon et al. (2016).

Neste trabalho, consideramos a familia transmutada generalizada (T-G) de distribuicdes
para construir um novo modelo denominado de Transmutada Marshall-Olkin estendida Lomax
(TMOEL), o qual € obtido tomando a distribuicao Marshall-Olkin estendida Lomax (GHITANY
et al.,2007) como modelo de base na familia T-G. Dado que a nova distribui¢cao tem suporte nos
reais positivos, o nosso objetivo é definir uma distribui¢ao flexivel para aplica¢des em tempo de
vida.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 5.2, definimos a distribuicdo TMOEL.
Na Secdo 5.3, discutimos as formas da funcdo de densidade e fun¢do taxa de falha. Na Se-
cdo 5.4, obtemos uma expansao para a funcdo densidade da TMOEL como uma combinac¢ado
linear de densidades da distribuicdo Lomax exponencializada (exp-Lomax). Nas Secdes 5.5-
5.8, apresentamos as expressoes explicitas para a funcdo quantilica (fq), momentos completo e
incompleto, fungdo caracteristica, desvios médios, curvas de Bonferroni e Lorenz, e estatisticas
de ordem. Na Secdo 5.9, descrevemos como estimar os parametros da distribuigdo TMOEL por
méxima verossimilhanga e, na Sec¢ao 5.10 realizamos um estudo de simulacdo para avaliar o
comportamento desses estimadores. Na Secdo 5.11, consideramos uma aplicacdo da distribui-
¢do TMOEL e comparamos com outras distribui¢des concorrentes, baseando-se nas estatisticas
de bondade de ajuste. Finalmente, na Secdo 5.12 sumarizamos as conclusdes deste trabalho.

5.2 A nova distribuicdo

Uma varidvel aleatéria absolutamente continua segue distribuicdo Lomax (também conhe-
cida como distribui¢ao Pareto do tipo II) se sua funcao de distribuicao acumulada (fda) é dada

por
R(z)=1-(1+pz)", z,8,7>0, 3.1

em que 7y e 3 sdo, respectivamente, parametros de forma e escala.
A distribuicao Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), proposta por Ghitany ez al. (2007),
foi obtida considerando a fun¢do de distribui¢cao acumulada dada pela equacdo (5.1) como mo-
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delo de base na familia Marshall-Olkin estendida, cuja fda € dada por

«

N (R )

r,a,8,v>0, a=1-—a. (5.2)
Uma varidvel aleatéria tem distribuicao pertencente a familia T-G se sua fda e a funcao
densidade de probabilidade (fdp) sdo dadas, respectivamente, por

T(x) =T(x;7,A\) = (1 +NG(x;7) — \G(z;7)?, M€ [-1,1] (5.3)

t(z) =t(x;T,A) = [1+ X = 2\G(x;7)]g(z;7), x € D CR, (5.4)

em que G(x;7), g(z;T) e T sdo, respectivamente, a fda, a fdp e o vetor de pardmetros da
distribui¢do de base. Observar que, para A = 0, obtemos o modelo de base. Bourguignon et al.
(2016) mostraram que a fdp (5.4) pode ser expressa como uma combinacdo linear de densidades
de exp-G.

Baseando-se na familia T-G e na distribuicdo MOEL, construimos uma nova distribui¢ao
indexada por quatro parametros, a distribuicilo TMOEL. Considerando (5.2) como modelo de
base na equacao (5.3), obtemos a fda da distribuicdio TMOEL (para = > 0), dada por

(14 Bz)Y —1][(1 4 Bz)Y + aX — @]

F(z) = T3 o —ap . (5.5)

Sua fdp € expressa como

afy (14 Bz H[1— 1+ Bx)](A— 1)+ a(A+ 1)}
[(1+ Bzx) —af® ’

f(z) = (5.6)
emquea >0, >0, v>0e\e€ [—1,1]. No que segue, uma varidvel aleatéria X cuja fdp é
dada por (5.6) sera denotada por X ~ TMOEL(a, 8,7, \).

Em anélise de tempo de vida, uma fungao bastante util € a funcdo taxa de falha (hrf). A hrf
de X ¢ dada por

By + ) H{(A = DL+ )7 — 1] — (1 + N)}
[(1+Bz)r —a{(A = D[A + fa) =1 —a}

h(z) = (5.7)

Para valores selecionados dos parametros «, [3, v € A, alguns sub-modelos da distribui¢ao
TMOEL publicados na literatura sao listados na Tabela 5.1.
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5.3 Formas da densidade e da fun¢do taxa de falha

A forma da fdp (5.6) pode ser descrita analiticamente examinando as raizes da equagao
f'(x) = 0 e analisando os seus limites quando z — 0 ou x — co. Como f(z) é continua, entdo

lim, . f(z) = 0. Além disso, temos

. ~By(A+1)
i 1) =
e, portanto, lim, o f(z) = 0 se e somente se A = —1. A Figura 5.1 mostra alguns graficos da

fdp da distribui¢do TMOEL para diferentes valores de parametros. Esses graficos mostram que
a fdp de X pode ser estritamente decrescente ou unimodal com o modo em

ol (ca,A +209A — {0222 + davAcan + 7220 (A — 1) + (A — 1)2 + a2(3X% + 1)}}1/2>i 1
5 T+ 1) ek
talque co = -1+ a+ A\

A seguir, obtemos condi¢des, em termos dos parametros, para o comportamento da fdp
da distribuicio TMOEL. A partir de (5.4), temos que a densidade ¢(x) é decrescente quando
t'(z) = ¢(x)[1 + X —2XG(x)] — 21 g*(z) < 0 para todo z > 0, tal que G(z) e g(z) sdo,
respectivamente, a fda e a fdp da distribuicio MOEL. Assim, ¢(x) é decrescente quando

g'(x)
14+ A=2XG(x)] <2Ag(z), Vz>D0.
g(x)
Depois de algumas manipula¢des algébricas e considerando que x — 0 (z se aproxima de

zero pela direita), a inequacdo acima € equivalente a
a+2y—ay+al+49\—ayA > 0.

Portanto, ¢(z) € unimodal se e somente se
a+2y—ay+al+49\ —ayA <O0.

Logo, os parametros «, v e A controlam a forma da fdp, enquanto que 3 € um pardmetro de
escala. Os parametros de forma permitem um controle extensivo na cauda direita, fornecendo
caudas mais pesadas (leves) quando o parametro « decresce (cresce) € os parametros v e A
crescem (decrescem).

A correspondente hrf pode ter formas tais como decrescente e unimodal, conforme € mos-
trado na Figura 5.2. Assim, a nova distribui¢do pode ser apropriada para diferentes aplicacdes
de andlise de tempo de vida. Para as condi¢des sobre o comportamento da fungio h(z), notamos
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que 1/ (z) = t/(x)[[ll’_TT((‘?)}fgﬁ(x) e, dessa forma, h(x) é decrescente se e somente se

t'(2)[1 —T(x)] +t*(z) <0, Vz>0.

A partir de (5.4) e considerando que z — 07, esta Gltima inequagdo € equivalente a
aly—=1DA+1) +y(X*=21-1) <0.

Assim, h(z) é unimodal se e somente se
aly=1)A+1) +9(A\=21—1) > 0.

Portanto, os parametros «, v € A também controlam a forma da fungdo hrf de X.

Tabela 5.1: Sub-modelos da distribuicio TMOEL: MOEL, TL (transmutada Lomax) e Lomax

a B v A Modelo Referéncias

a [ v 0 MOEL(a, 3, 7) Ghitany et al. (2007)

1 B8 v A TL(B, v, \) Ashour e Eltehiwy (2013)
1 B v 0 Lomax(/3, ) Lomax (1954)

5.4 Expansoes uteis

A fda F'(z) de X pode ser escrita em termos da fda da distribui¢do Lomax, R(z), como

o AFNR@) A R%(z)
PO = S (5 R~ w1 () R 68

Usando a expansdo binomial generalizada, temos, para o > 1/2,

{H (1;0‘) R(x)]lzi(&;1>k}%k(m) (5.9)

k=0

[1+ (1;0‘) R(x)} 2:§:(k+1) (O‘;l)kRk(I). (5.10)
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Substituindo (5.9) e (5.10) na equacao (5.8) obtemos
F(z) =) a R"'(x), (5.11)
k=0

(a—1)(1+N)—kX (a_—l) kfl.

em que a, = — -

Para obter uma expansdo para 0 < o < 1/2, reescrevemos a equacao (5.2) como

e expandindo R/ (x) temos

Gl) = i i(—m’f & (é) RF(z).

=0 k=0

Trocando ) 7%, S por S0, > ;- na dltima equag@o, obtemos
G(z) =) b R (),
k=0

em que b, = .72, (—=1)Fad (2).
Substituindo a ultima equag¢do em (5.3), temos

F(z) = i[ﬂ + A) b — Aep] RF (), (5.12)

k=0

tal que co = b2 e ¢, = meO Yo (38 —m) ¢p—ib; param > 1.

Finalmente, a partir das equacdes (5.11) e (5.12), podemos escrever, para todo o > 0,

F(z) = Zpk Hyi1 (), (5.13)
k=0
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em que Hyq(z) é a fda da exp-Lomax com pardmetro de poténcia k + 1 e

(1+)\)bk—)\ck, SCO<O&§1/2,
Pr =
ar, sea > 1/2.

Diferenciando (5.13) em relagdo a x, obtemos
F@) = prhin(z), (5.14)
k=0

em que hy,1(x) é a densidade da exp-Lomax com pardmetro de poténcia k + 1.

A equacdo (5.14) mostra que a fdp de X pode ser expressa como uma combinagdo linear de
densidades de exp-Lomax. Assim, algumas propriedades estruturais da distribuicio TMOEL
podem ser obtidas a partir das propriedades da distribuicdo exp-Lomax (SALEM, 2014).

5.5 Funcao quantilica

Visto que a fda F'(x) dada em (5.5) é continua e estritamente crescente, a fqde X é Q(u) =
F~Y(u), para0 < u < 1. A partir dos resultados dados em Bourguignon et al. (2016), obtemos
a fq da distribuicdo TMOEL como

Qc (1“‘ A, T) L se A A0,
Qc(u; 1), se A\ =0,

Qu;T,\) = (5.15)

em que T = (a, 3,7)" é o vetor de parametros € Q¢ (u; T) é a fq do modelo MOEL, a qual é

QoluiT) = 57 [(1— ua_“l)w_ 1] |

Usando (5.15), podemos gerar nimeros aleatérios da distribuicdo TMOEL da seguinte
forma. Se U ~ (0, 1), entdo

dada por

Q(U;a, B,7,A) ~ TMOEL (a, 8,7, A).

Kozubowski e Podgérski (2016) apresentaram uma forma alternativa de gerar nimeros ale-
atorios de distribui¢des transmutadas utilizando extremos aleatorios. Seguindo as idéias desse

trabalho, definindo X; e X, varidveis aleatorias que seguem a distribui¢dio MOEL e N, uma
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varidvel aleatdria que assume valores inteiros tal que NV, —1 ~ Bernoulli(p), 0 < p < 1. Agora,
supondo que N, e X;, 7 = 1,2, sdo varidveis aleatérias independentes, entdo uma observagao y

que segue distribuicio TMOEL pode ser gerada da seguinte forma:

Gerando varidveis aleatérias yi,...,Yn da distribuic¢do TMOEL:
1 Gerar u; e uz independentes a partir da distribui¢do 2/(0, 1).
2 Calcular z; = Qg(u;), i =1,2.
3 I)Se X € [—1,0], definap = —\ € [0, 1] e gerar n, — 1 a partir da distribui¢do de Bernoulli(p).
4 Finalmente, obtenha y = \/;Z 1%, em que V denota o valor minimo.
5 II) Se A € [0, 1], defina p = A e gerar n), — 1 a partir da distribuicdo de Bernoulli(p).

6 Finalmente, obtenha y = /\?ﬁ 1%;, em que A denota o valor maximo.

E importante notar que quando A = 0 na expressio (5.3), temos que n, = 1 quase cer-
tamente (g.c.) e os passos 4 e 6 sdo satisfeitos simultaneamente e os lados direitos dessas
igualdades se reduzem a x;. Enquanto que nos casos extremos (A = %1), temos n, = 2 q.c. €
0s passos 4 e 6 sdo reduzidos a y = max(z, x2) e y = min(xy, xs), respectivamente.

Na Figura 5.3, comparamos a densidade exata da TMOEL e os histogramas construidos a
partir de dois conjuntos de dados simulados utilizando o algoritmo descrito acima para valores
de parametros especificados. Para simular os dados, usamos a plataforma computacional R

(versdo 3.2.3). Com isso, ilustramos a consisténcia dos valores simulados a partir do algoritmo.

5.6 Assimetria e curtose

As medidas de assimetria e curtose sio determinadas por a3 = u3/0® e ay = py/0?,
respectivamente, em que y; € 0 j-€simo momento central e o € o desvio padrao. Para algumas
distribui¢Oes da familia T-G, a obteng¢@o do terceiro e quarto momentos pode ser invidvel. Medi-
das alternativas para a assimetria e curtose baseadas nos quantis as vezes sao mais apropriadas.
A medida de assimetria S de Bowley e a medida de curtose de Moors K sdo, respectivamente,
definidas por

_Q(6/8) + Q2/8) —2Q4/8)

5 Q(6/8) — Q(2/8)
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em que () é a fungdo quantilica dada por (5.15). E importante ressaltar que as medidas S e
K existem mesmo para as distribuicdes sem momentos.

Na Figura 5.4 mostramos a assimetria e a curtose como fun¢@o do pardmetro A\ para alguns
valores de parametros. Analisando esses graficos, notamos que a assimetria e a curtose de X

decrescem rapidamente quando A converge para um.

5.7 Momentos e fungao caracteristica

Momentos sdo importantes em qualquer andlise estatistica. Por exemplo, algumas caracte-
risticas de uma distribui¢do podem ser descritas usando medidas tais como média, varidncia,
assimetria e curtose, as quais sao determinadas utilizando os quatro primeiros momentos ordi-
narios.

Para r € N, seja . = E(X") o r-ésimo momento ordinario de X. A partir da equa-
¢do (5.14), podemos expressar .. como uma combinagao linear do r-ésimo momento ordinério

de varidveis aleatérias exp-Lomax. De fato, para < -, obtemos
W=y e E(Yy), (5.16)
k=0

em que Yj, ~ exp—Lomax(k + 1, 3,7).
O r-ésimo momento ordindrio de Y} € dado em Salem (2014) (para r < ) como

B(Y) = (k; D i(—nj (;) 3(1 - %(r — )k + 1) , (5.17)

=0

tal que B(a,b) = ['(a) I'(b) /T (a+b) é a fungdo betae I'(-) é a fun¢do gama. Substituindo (5.17)
na equacao (5.16), temos (para r < 7)

o0 T

M;:ZZbr(kaj)B(l_%(T_j%k‘f'l), (5.18)

em que b, (k,j) = (—1)’ (;) (T

para r < -y, uma condicao que também se aplica a distribui¢ao Lomax.

pr. A partir da equagdo (5.18), notamos que . < oo
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Figura 5.3: Graficos das densidades exatas da distribuicdio TMOEL e histogramas dos dados
simulados.
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Figura 5.4: Assimetria e curtose para alguns valores dos parametros
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5.7.1 Resultados numéricos

Nesta secdo, apresentamos e comparamos os resultados numéricos para média, variancia,
assimetria e curtose de uma varidvel aleatéria X ~ TMOEL («, 3,7, A), obtidos a partir de trés
métodos: truncamento, integracdo numérica e Monte Carlo (50 000 réplicas). Para o método do
truncamento utilizamos o r-ésimo momento ordindrio truncado de X, o qual € obtido a partir

da equacdo (5.18) como

N T
/ . 1 .
/’Lr7N:ZZbT<k7j>B<1_;(T_‘]>,k+1)7 T<77NEN'

k=0 j=0

Utilizamos a plataforma computacional Ox para a obtenc@o dos resultados referentes aos
métodos do truncamento e Monte Carlo. Enquanto que, para os resultados obtidos por integra-
cdo numérica, usamos os algoritmos do “software” Mathematica, que dividem recursivamente
a regido de integracgdo.

Para o método do truncamento, consideramos os valores de N = 5, 10 e 20. Os resultados
deste estudo sdao dados na Tabela 5.2. Ao utilizar os resultados referentes a integracdo numérica
como parametro de precisdo, notamos que os valores correspondentes ao truncamento sao mais
precisos quando NN cresce, o que € esperado devido ao fato de que p; = limy o ju, . Para
N = 20 os resultados sao suficientemente precisos quando comparados com os resultados ob-
tidos através de integracao numérica. Além disso, observar que para o método de Monte Carlo,

os resultados sdo menos precisos para as medidas de assimetria e curtose.

5.7.2 Momento incompleto

O r-ésimo momento incompleto de X € determinado a partir da expressao (5.14) como

() = [ s e =3 pemi (o) (5.19)
0 k=0
Além disso, temos

mi@) = [ & bty de = B 1) [ (1= 0 o)) 1k B
0 0

Considerando a seguinte expansao binomial

[1— 1+ B2)])" =3 (-1 (f) (14 Bz)™. (5.20)

J=0
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e substituindo-a na equagdo (5.19), obtemos

mQ(2) =D elk, j)ymy) (), (5.21)

i ~ Lomax ' c ':OO—jk (k+ 1)
em que V; ~ L (B, (5 + 1)), c(k, j) ij( 1) <j> G

G4+ D)Byz o Fi(r+1,14 (5 + 1)y;r 4+ 2, —52)
r+1

?

my)(2) =

ep,Fy(ar, ... ap by, ... by x) € afungdo hipergeométrica (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007).

5.7.3 Desvios médios e curvas de Bonferroni e Lorenz

Os desvios médios sdo usados frequentemente como medidas de dispersdo. Os desvios

médios de X sobre a média (;) e a mediana (J,), sdo dados, respectivamente, por
0y =2, F(ih) — 2miP()), 8o = iy — 2mPM
1 wy () my (1), 2 = 4 my' (M),

em que M = Q(0,5), a mediana de X, pode ser obtida a partir da equagdo (5.15) avaliada
em u = 0,5 e as quantidades y) e mg?(z) podem ser determinadas a partir de (5.18) e (5.21),
respectivamente.

As curvas de Bonferroni e Lorenz, usadas em vdrias areas tais como economia, confiabili-
dade, demografia e medicina, sdo definidas por B(7) = mg?(q) /() e L(mw) = mg)(q) /s

respectivamente, em que ¢ = Q(7) é calculada a partir de (5.15) para0 < 7 < 1.

5.7.4 Funcdo caracteristica

As funcOes geradora de momentos e caracteristica sdo ferramentas muito uteis. Para uma
variavel aleatdria que segue a distribuicdo Lomax, a fun¢do geradora de momentos é definida
somente para ¢ < 0. Consequentemente, a fun¢éio geradora de X ~ TMOEL («, 3,7, A)
também é definida somente nestes casos. Contudo, a func¢io caracteristica de uma distribui¢ao

existe para todo ¢t € IR. Sendo assim, a funcdo caracteristica de X € dada por

¢ﬂw—ﬂ&ﬂ—/iMﬂ@m,

0

emque:=+—let eR.
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Tabela 5.2: Resultados para a média, variancia, assimetria e curtose

Parametros \ Método N média  varidncia assimetria curtose
a=0,75 5 0, 7356 0, 7407 5, 1369 134,01
=05 Truncamento 10 0,6960 0,6916 5,2047 138,12
v=4,5 20 0,6963 0,6923 5,2040 138,06
A=—-0,75 Int. Num. 0,6963 0,6923 5,2040 138,07

Monte Carlo 0,6949 0,7069 5, 7817 99, 360
a=1,5 5 0, 3861 0, 1688 3,8940 55,140
=10 Truncamento 10 0,3933 0,1715 3,8878 54,934
v=25,0 20 0,3934 0,1715 3,8877 54,930
A=-0,5 Int. Num. 0,3934 0,1715 3,8877 54,930

Monte Carlo 0, 3927 0,1735 4,3059 56,020
a=3,0 5 0,1621 0,0344 3,1759 32,507
g =20 Truncamento 10 0, 2060 0, 0402 3,0934 31,455
v=25,5 20 0,2174 0, 0420 3,0889 31,254
A=—-0,25 Int. Num. 0,2178 0,0421 3, 0887 31,238

Monte Carlo 0,2175 0,0424 3, 3848 35,354
a=5,0 5 0,0956 0,0117 2, 8857 24,900
g =30 Truncamento 10 0,1239 0,0137 2,7908 23,949
v =06,0 20 0,1314 0,0143 2,7898 23,838
A=0,25 Int. Num. 0,1304 0,0142 2,7891 23, 886

Monte Carlo 0, 1302 0,0142 3,0287 27,900
a=17,0 5 0, 0587 0,0043 2,4756 17,285
B =4,0 Truncamento 10 0, 0820 0,0051 2,3795 16,737
v=717,0 20 0, 0888 0,0053 2,4155 16,961
A=0,5 Int. Num. 0, 0828 0,0048 2,3729 17,031

Monte Carlo 0,0827 0,0048 2, 5454 20,037
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Usando a equacdo (5.14), temos

=72 mov(l)

em que ¢y, € a fungdo caracteristica de Y. Agora, usando a equacdo (5.20), podemos escrever

= "clk,j) by, (1), (5.22)
7=0
em que
ov,(t) = (G + 1) ye (= z‘t)”“”ﬁ‘““”r(—<j+1)7,—%) (5.23)

el'(a,z) = f:o to~te~tdt é a funcdo gama superior incompleta. Substituindo (5.23) na equa-
¢do (5.22) e definindo

d(k, jit) = c(k, j) (j + 1) y e P (—it) U+ g=0+0,

obtemos

=Sk~ (524)
=0

5.8 Estatisticas de ordem

Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo F'(x). Entdo, para
1 < m < n, afdp da m-€ésima estatistica de ordem, X, pode ser expressa como (SEVERINI,
2005, p. 218)

fomy (@) = M P(2)™ (1 — F())" ™ f(x ( )F@V”fﬁ

em que M = n!/[(m — 1) (n —m)!].
Baseando-se na equacdo (5.13) e usando a expansdo para séries de poténcia definida para
um numero inteiro positivo (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), temos

m+j—1 00
m+ 1 _ _
- (E Pk Hi (2 > 75 Cmtj—1k His1 (),
k=0
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- .
em que Cp,qj-10 = P e, parai > 1,

Cmtj—1i = Z m+] ps Cm+j—1,i—s-

Assim, obtemos

fom () = Mf(ﬂﬂ)nzm OOO(—l)j( )Cmﬂ‘l,k Hii1 ().

Substituindo f(z) na equacdo acima pela expansdo (5.14), depois de algumas manipula¢des

algébricas, escrevemos

famy(z) =M ' Z (—1)/ <n ; m) % Cmtj—1,k Do ety ().

Dessa forma, nota-se que f(,,)(x) é uma combinagio linear de densidades exp-Lomax.
5.9 Estimagdo

Nesta secdo, discutiremos sobre a estimacdo dos parametros da distribuicio TMOEL pelo
método de maxima verossimilhanga. Para tanto, seja © = (21, ...,2,)' uma amostra aleatéria
de tamanho n de X ~ TMOEL(q, 3,7,\) e @ = (a,3,7,A)" o vetor de parametros. O

logaritmo da fun¢@o de verossimilhanga de 8, denotado por ¢(8), é dado por
() = nflog(a) +log(8) +log(m)] + (v = 1) Y _log(1 + fz:)
i=1

- Zlog[ui()\ —1)+aA+1)] -3 Z log(a — w;), (5.25)
i=1

i=1

em que log(a) =log,a =1In(a) e u; = 1 — (1 + fx;)".

O estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de 6, é, pode ser obtido maximizando
diretamente (5.25) usando as plataformas computacionais SAS (PROC NLMIXED), R ( funcdes
optimouMaxLik)e Ox (sub-rotina MaxBFGS).

Os componentes do vetor escore g = ({y, {5, (., ()" sdo dados por

by = W :—+3Z +(A+1 )i[uio\—l)—i-&()\—i-l)]_l

=1
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BYAC) - i(1 i
lg = _():E_i_(fy_l)zl—i_ﬂxl Z:’Yl’ +52)

yri(A = 1)(1 + Ba;)7~
> ui(A—1)+a(A+1) ’

b = %@Z-%—Zlog (14 Ba;) +3Z Hmi%ﬁ”f@x)

(14 px;)"1og(1 + Bx;)
HELARED Dy e

3

o — uy
w(A—1)+a(l+N)

i=1

Alternativamente, o EMV 6 pode ser determinado resolvendo numericamente a equagao nao-
linear /¢ = 0 (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Neste caso, essa equacdo pode ser avaliada
numericamente usando o algoritmo de Newton-Raphson.

Sob as condicGes gerais de regularidade, temos (6 —6) ~ N, (0, K(8)~"), em que K (0) é a
matriz de informacdo esperada de dimensdo 4 x 4 e a notacdo ~ denota distribui¢io assintética.
Para n grande, K (0) pode ser aproximado pela matriz de informag@o observada. A aproximagao
normal para o EMV 0 pode ser usada para construir intervalos de confianca aproximados e testar
hipéteses sobre os parametros «, 3,y e A.

Em algumas situagdes € de interesse fazer inferéncia sobre uma parte do vetor de parametros
que indexam o modelo assumindo que os demais parametros sdo conhecidos. Considere o EMV
do parametro A\ assumindo que os parimetros «, 3 e 7y sdo conhecidos, temos

n

n (u; + a)?
S D Dl s s Wy

=1

Além disso,

_ " —a -3y . —~u; +3a

Com isso, mostramos que neste caso especial o EMV \ existe e € tnico.
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5.10 Estudo de simulacdo

Nesta secao, realizamos simula¢des de Monte Carlo para avaliar o comportamento do EMV
de 6, 0 = (&, 8,4, 5\), estimando as medidas de viés relativo (VR) e erro quadratico médio
(EQM) para amostras de tamanhos n = {100, 200, 250}.

Para esse estudo, consideramos 10 000 réplicas de Monte Carlo e usamos o método BFGS
implementado na plataforma computacional Ox (versao 7.10, funcdo MaxBFGS) para maximi-
zar o logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca (5.25). Fixamos os valores dos parametros (5 e y
em 0, 25 e 0, 3, respectivamente e variamos os parametros « e .

Os resultados, dados na Tabela 5.3, mostram que, geralmente, os valores dos vieses relativos
e os EQMs diminuem quando n cresce. Os menores valores absolutos para o viés e 0o EQM sédo
iguais a 0,001 e 0, 003, respectivamente. Enquanto que o médximo valor absoluto para o viés e o
EQM sdo 1,632 e 4,467, respectivamente. Além disso, notamos na Tabela 5.3 que o parimetro

A foi subestimado na maioria dos casos (possui vieses relativos negativos).

Tabela 5.3: Valores para o viés e EQM do EMV de 8 (8 =0,25e v =0, 3)

VR EQM

A «@ n & [5’ o A & /? A A
-0,5 0,25 100 0,954 0,975 0,057 —0,086 0,687 0,932 0,012 0,142
200 0,549 0,696 0,045 —0,049 0,144 0,337 0,007 0,124
250 0,471 0,632 0,040 —0,049 0,111 0,301 0,006 0,117
0,5 100 0,742 0,884 0,021 —0,158 2,155 1,025 0,007 0,153
200 0,403 0,695 0,020 —0,073 0,521 0,290 0,004 0,139
250 0,348 0,671 0,020 —0,059 0,225 0,279 0,003 0,133

0,25 0,25 100 1,245 1,632 0,098 —0,349 2,260 3,752 0,021 0,151
200 0,495 0,751 0,063 —0,312 0,215 0,432 0,013 0,126

250 0,382 0,570 0,049 —0,272 0,117 0,238 0,010 0,109

0,5 100 0,802 1,122 0,043 —0,110 3,145 1,638 0,013 0,122

200 0,376 0,528 0,001 0,062 1,097 0,452 0,008 0,119

250 0,277 0,429 —0,011 0,076 0,301 0,144 0,007 0,122

0,5 0,25 100 0,931 1,131 0,144 —0,292 1,436 1,867 0,028 0,136
200 0,379 0,462 0,087 —0,202 0,227 0,297 0,018 0,105

250 0,308 0,385 0,062 —0,154 0,153 0,221 0,015 0,096

0,5 100 0,772 1,057 0,101 —0,324 4,467 2,560 0,019 0,121

200 0,237 0,348 0,040 —0,222 0,609 0,283 0,011 0,101

250 0,144 0,249 0,022 —0,196 0,379 0,122 0,009 0,098




5.11. APLICACAO 89

Tabela 5.4: EMVs e erros padroes

EMV
Distribution Qa B 4 A
TMOEL 0,524 (0,229) 0,014 (0,006) 0,456 (0,060) —1,000 (0,037)
MOEL 1,097 (0,471) 0,008 (0,003) 0,508 (0,065) -
TL - 0,025 (0,004) 0,519 (0,035) —1,000 (0,038)
Lomax - 0,008 (0,001) 0,495 (0,042) -

5.11 Aplicacado

Nesta secdo, apresentamos uma aplicacdo da distribuicdo TMOEL usando dados reais e
comparamos com os seus sub-modelos, os quais sdo dados na Tabela 5.1. Para tanto, usa-
mos um conjunto de dados que correspondem aos tamanhos de 269 arquivos de computador.
Esse conjunto de dados foi analisado por Giles et al. (2013). Todos os resultados foram ob-
tidos usando o software R versdo 3.2.3, pacote AdequacyModel. Empregamos o método
BFGS para maximizar o logaritmo da funcdo de verossimilhanca. Os EMVs dos parametros
dos modelos e dos sub-modelos sdo dados na Tabela 5.4 (com os respectivos erros padroes
entre parénteses).

Para fins de comparagdo, calculamos algumas estatisticas de bondade de ajuste: critério
de informacdo de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974), critério de informacao Bayesiano (BIC)
(SCHWARZ, 1978), critério de informacdo de Hannan-Quinn (HQIC) (HANNAN; QUINN,
1979), critério Cramér-von Mises (W*) e critério Anderson-Darling (A*) (CHEN; BALA-
KRISHNAN, 1995). Em geral, menores valores dessas estatisticas sugerem melhor ajuste.

Também incluimos na comparacdo os seguintes modelos ndo encaixados: beta Weibull
(BW) (LEE et al., 2007), transmutada Marshall-Olkin Fréchet (TMOFr) (AFIFY et al., 2015)
e Kumaraswamy Weibull (KW) (CORDEIRO et al., 2010). As fun¢des densidade de probabi-
lidade dessas distribui¢des sdo dadas no Apéndice 2. Os valores das estatisticas de bondade de
ajuste sdo listadas na Tabela 5.5.

A Tabela 5.5 mostra que os valores das estatiticas AIC, BIC e HQIC correspondentes a dis-
tribuicdo TL sao ligeiramente menores que os correspondentes a distribuicio TMOEL. Porém,
a distribuicdo TMOEL apresenta os menores valores das estatisticas W* e A* entre todos os
modelos ajustados. Avaliando as estimativas e os erros padroes dados na Tabela 5.4, conclui-
mos que os parametros de todos os modelos sdo significativos. Na Figura 5.5 mostramos os
graficos das densidades estimadas das distribuicdes KW, TL e TMOEL.
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Tabela 5.5: Estatisticas de bondade de ajuste

Estatistica

Distribui¢do AIC BIC HQIC W A*

TMOEL 4590,497 4604,876 4596,272 1,234 7,205
MOEL 4611,764 4622,549 4616,095 1,579 8,832
BW 4602,505 4616,884 4608,280 1,248 7,278
TMOFr 4640,043 4654,422 4645,818 1,929 10,543
KW 4603,025 4617,404 4608,799 1,245 7,266
Lomax 4609, 768 4616,957 4612,655 1,576 8,827
TL 4590,340 4601,124 4594,671 1,283 7,388

5.12 Conclusoes finais

Neste trabalho, estudamos um novo modelo de quatro parametros, a distribuicao transmu-
tada Marshall-Olkin estendida Lomax (TMOEL), como caso especial da familia de distribui-
coes transmutada-G (T-G) (SHAW; BUCKLEY, 2009) quando o modelo de base ¢é a distribuicao
Marshall-Olkin Lomax (MOEL) (GHITANY et al., 2007). Alguns sub-modelos da distribui¢do
TMOEL sdo apresentados. Obtemos expressdes simples para as fungdes densidade e acumu-
lada. Estudamos algumas de suas propriedades estatisticas e matematicas. Demonstramos que
a fun¢do densidade da TMOEL pode ser expressa como uma combinacdo linear de fungdes den-
sidade da Lomax exponencializada e assim algumas de suas propriedades podem ser determina-
das a partir desse modelo. Obtemos expressoes explicitas para a fungdo quantilica e momentos
ordindrio e incompleto, funcio caracteristica, desvios médios e estatisticas de ordem. Através
de simulacdes de Monte Carlo avaliamos os estimadores de maxima verossimilhancga dos para-
metros que indexam a distribuicio TMOEL em amostras finitas. Comparamos o novo modelo
com outras distribuicdes usando as estatisticas de bondade de ajuste cldssicas. Mostramos a

utilidade do modelo proposto através de uma aplicacdo a um conjunto de dados reais.
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6 Consideracoes finais

Neste trabalho, fizemos inferéncias (estimacdo pontual e teste de hipéteses) para dois para-
metros (um de forma e outro de escala) da distribuicio Lomax exponencializada (LE) e para o
parametro de forma da distribuicdo BurrX escalonada, baseadas na fun¢do de verossimilhanca
perfilada e suas versdes modificadas (SEVERINI, 2000; COX; REID, 1993). Para a distribui-
cdo BurrX escalonada derivamos os ajustes para a func¢io de verossimilhanca perfilada consi-
derando amostras completas e amostras censuradas do tipo II. Em todos os casos, estimamos
pontualmente através do método de maxima verossimilhanca e utilizamos a estatistica da razao
de verossimilhancas para realizar teste de hipéteses. Consideramos também o teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhangas bootstrap Bartlett e o teste da razao de verossimilhancgas
bootstrap usual. Realizamos um estudo de simulagdo para avaliar e comparar os estimadores
de maxima verossimilhanga perfilado e perfilados ajustados. O estudo mostrou que, em geral,
os estimadores de maxima verossimilhanga perfilados ajustados tiveram os melhores desempe-
nhos, pois foram os menos viesados e também apresentaram os menores valores para o erro
quadratico médio.

Quanto ao teste de hipoteses, o teste baseado na estatistica da razao de verossimilhangas bo-
otstrap Bartlett, o teste da razdo de verossimilhangas bootstrap usual e os testes que utilizam as
fungdes de verossimilhanga perfilada modificada apresentaram os melhores desempenhos (com
excecdo da estatistica de teste baseada na proposta de Cox e Reid (1993) para a distribuicdo
LE), principalmente em amostras de tamanho pequeno. Mostramos por meio de aplicacdes
a conjuntos de dados reais a importincia dos diferentes ajustes da funcdo de verossimilhanca
perfilada para fazer inferéncias mais precisas sobre os parametros da distribui¢do LE e sobre o
parametro de forma da distribuicdo BurrX escalonada.

Além disso, propomos uma distribuicdo de quatro pardmetros denominada transmutada
Marshall-Olkin estendida Lomax (TMOEL). Mostramos que as distribuicdes Marshall-Olkin
estendida Lomax, transmutada Lomax e Lomax s@o casos especiais do modelo TMOEL. De-
monstramos que a func¢do densidade de probabilidade do modelo proposto pode ser expressa
como uma combinag¢do linear de fun¢des densidade da distribuicdo Lomax exponencializada.
Obtemos expressoes explicitas para a funcdo quantilica e momentos ordindrio e incompleto,
fun¢do caracteristica, desvios médios e estatisticas de ordem. Avaliamos, através de Monte
Carlo, o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros que in-
dexam a distribuicdo TMOEL em amostras finitas. Ilustramos a utilidade do novo modelo por

meio de uma aplicacdo a um conjunto de dados reais.
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Apéndice A - Matriz de informacao observada

Segundas derivadas do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca da distribui¢aio Lomax ex-

ponencializada para a obtencao da matriz de informacao observada.

0%0(0) n
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- Ma=1)A+1)> i

82£(0> zn: X u €Z; log(uz u._(1+2)‘) n xiu._(l-H\)

= — — )\ _ 1 § 7 o 1 3

OBOA =1 Wi e i—1 (1- u;)‘)2 tle ); 1—u}
n —(1+X)

~ Aa-1) Z x; log(u;)u,

Y )
i=1 1 -

00(0) n " log(u?)u; " log? (u;)u;
CIVER p_(a—l)Zm—(@—l)Z—%,

i i=1 1- U,

em que u; = 1 + fz;.
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Apéndice B - Aspectos Computacionais

Neste apéndice, detalhamos alguns aspectos computacionais referentes aos Capitulos 3 e 4.
Todos os resultados das simulacdes de Monte Carlo e aplicacdes apresentados foram obtidos
utilizando programas implementados na linguagem de programagdo Ox.

Ox € uma linguagem de programacdo matricial orientada a objetos que, utilizando uma sin-
taxe semelhante com as de C e C++, oferece uma grande quantidade de recursos matematicos e
estatisticos. Do ponto de vista numérico, Ox é uma das mais confidveis plataformas para com-
putacdo cientifica (DOORNIK, 2009; FRERY; CRIBARI-NETO, 2005). Uma versdo gratuita
do Ox esta disponivel em: <https://www.doornik.com>.

Geradores de numeros aleatorios

Para gerar nimeros aleatérios das distribuicdes Lomax exponencializada e BurrX escalo-
nada estudadas, respectivamente, nos Capitulos 3 e 4, utilizamos o gerador de numeros aleato-
rios de George Marsaglia (GM). Este gerador com periodo de aproximadamente 2%° e que usa
duas sementes passa por testes rigorosos de aleatoriedade. Além disso, possui uma eficiente
implementag¢do em Ox.

No Capitulo 3, o método da inversao foi empregado para gerar niimeros aleatorios da distri-

bui¢do LE, respectivamente, da seguinte forma:

Gerando numero aleatdrio x da distribuicdo LE:

1 Gerar u a partir da distribui¢do ¢/(0, 1).

_1
2 Calcular x = 31 [(1 — ué) - 1].

Assim, a fungdo para gerar uma amostra de tamanho n da distribui¢do Lomax exponencali-
zada € dada pela seguinte rotina:

//funcdo para gerar uma amostra de tamanho
n da distribuicado exp_lomax (alpha, beta, lambda)
amostrakL (const N, const vP)

{

decl u = ranu(N, 1);


https://www.doornik.com
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decl amostra = (1/vP[1])* (((1 — ( u .~ (1/vP[0])))
N(=1/vP[2]1)) - 1);
return amostra;

}

Também usando o método da inversao, no Capitulo 4, geramos nimeros aleatdrios da distribui-

¢do BurrX escalonada, seguindo o algoritmo:

Gerando numero aleatdrio x da distribuicdo BurrX escalonada:

1 Gerar u a partir da distribui¢do ¢/(0, 1).

1
2 Calcularx = o [—log (1 — u§)} 2

Maximizacao das fun¢des de verossimilhanga

Os estimadores de méxima verossimilhanc¢a, dados nos Capitulos 3 e 4, obtidos maximi-
zando as fungdes de verossimilhanca perfilada e suas versdes modificadas, ndo possuem forma
fechada. Além disso, em todos os casos considerados, nao foi possivel obter explicitamente as
funcdes de verossimilhancga perfilada e suas versdes modificadas devido ao fato de 7, também
ndo ter forma fechada. Dessa forma, para maximizar essas funcdes e assim, obter os estima-
dores de maxima verossimilhanca perfilado e perfilado ajustados, utilizamos a rotina MAXSQP
implementada na plataforma OX. Essa rotina maximiza fun¢des com restrigdes nas varidveis
(parametros) e estd implementada no OX (Versao 7.10, para Windows) da seguinte forma:

#import <maxsqgp>
MaxSQP (const func, const avP, const adFunc, const amHessian,

const fNumDer, const cfunc_gtO, const cfunc_eqg0O, vLo, vHi);

e func
Entrada: a fun¢do que deve ser maximizada com p parametros, neste caso, a funcio de
log-verossimilhanga.

® avP
Entrada: uma matriz de dimensdo p X 1 com os valores iniciais.

Saida: matriz de dimens@o p X 1 com os valores que maximizam func.
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e adFunc
Entrada: enderecamento de um objeto.

Saida: valor maximo de func.

e amHessian

Entrada: 0 ou a matriz hessiana enderecada (usamos 0).

e fNumDer
Entrada: 0, usa primeiras derivadas analiticas ou 1, usa primeiras derivadas numéricas
(utilizamos 1).

e vILoO
Entrada: matriz de dimensdo p x 1 com os limites inferiores dos parametros, ou <> se a
funcio € ilimitada inferiormente.

e vHi
Entrada: matriz de dimensdo p X 1 com os limites superiores, ou <> se a fungdo é
ilimitada superiormente

e cfunc_gtO0
Entrada: 0

e cfunc_eqg0 é uma matriz cujos os elementos sdo as fungdes de restri¢des nao-lineares

(a qual deve ser restrita em zero) com o seguinte formato:

cfunc_eq0 (const avF, const vP);

- avF
Entrada: matriz de restri¢des para vP.
- VP

Entrada: matriz de dimensdo p x 1 de parametros.

Por exemplo, no Capitulo 4, quando fizemos inferéncia para o parametro da A da distribuicao

BurrX escalonada ao considerar amostra completa (dados nio censurados), temos:

%)

l,(N) = nlog (%_A) +(A—1) Zj:log [1 - e_aﬂ + i[log(ﬁi) — @], (6.1)
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em que U; = x;/0, e 0, satisfaz a equagdo

(I 25 A Dynden
PN oy~ G(uy)

para \ fixo.

Neste caso, quando A\ é parametro de interesse, o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca
perfilada é expresso em fun¢do da estimativa de mdxima verossimilhanca restrita 5, que nio
possui forma fechada. Devido ao desconhecimento de &, £,(\) ndo estd explicitamente defi-
nida em funcdo do pardmetro A. Dessa forma, a estimativa de mdxima verossimilhanga perfilada
5\p ¢ obtida da maximizacao da func¢ao

l(o,\) =nlog (?) +(A—1) Zlog[l — e*"?] + Z[log(ui) — uj], (6.2)
i=1 i=1

sujeita a restricdo de igualdade

n

M 2~ , 2(A—1) -
P e T o)

n u

2
use

=0, (6.3)

em que u; = x;/0. As equagdes (6.2) e (6.3) sdo implementadas, usando linguagem de progra-
macao Ox, da seguinte forma:

//funcdo de log-verossimilhanca perfilada
func (const vP, const adFunc, const avScore, const amHessian)

{

decl u

(x ./vP[0]);
decl g =1 - exp(-(u ."2));

adFunc[0] = nxlog((2+xvP[1])/vP[0]) 4+ (vP[1l]-1)+*sumc (log(qg))
- sumc(u .”2) + sumc(log(u);

if (avScore)

(avscore[0]) [0] = —n*x2/vP[0] + (2/vP[0])*sumc(u ."2)
~((2% (vP[1]-1)) /vP[0]) *sumc ((u ."2
.x exp(-(u.”2))) ./ 9);
(avScore[0]) [1] = n/vP[1l] + sumc(log(qg));
}
if (isnan (adFunc[0]) || isdotinf (adFuncl[0]))
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return O;
else

return 1;

cfunc_eq0 (const avF, const vP) // restricéo

{

decl u = (x ./vP[0]);
decl g = l-exp(-(u ."2));
avF[0] = -nx2/vP[0] + ( 2/vP[0])*sumc(u ."2)

- ((2%(vP[1]1-1))/vP[0])* sumc((u ."2
x exp(—(u ."2))) ./ 9);
return 1;

}

Finalmente, a fun¢do (6.1) é maximizada utilizando a seguinte rotina:
MaxSQP (func, &vp, &f, 0, TRUE, 0, cfunc_eqgO, vlo, vhi);
Algumas observagdes:

e salientamos que as funcdes de verossimilhanca perfilada modificadas por também nao
apresentarem uma forma explicita em funcido do parametro de interesse, devem ser ma-
ximizadas utilizando o método SQP, seguindo um procedimento semelhante ao descrito

anteriormente;

e 0s estimadores de maxima verossimilhanca /i e © nos ajustes (2.4), (2.5) e (2.8) podem
ser encontrados maximizando diretamente a fun¢do de verossimilhanga usual utilizando

o método BFGS (implementado na plataforma Ox através do comando MaxBFGS);

e nos estudos de simula¢do ao maximizar as fungdes de verossimilhanga, o nimero de nao
convergéncias em cada cendrio, ndo ultrapassaram 10% do total de réplicas de Monte

Carlo considerado;

e os valores iniciais utilizados para maximizar as diferentes fungdes de verossimilhanca
foram atribuidos de forma arbitrdria repetidas vezes até conseguir estabilidade na conver-

géncia das estimativas;

e 0s codigos que implementam bootstrap paramétrico, em geral, foram os mais custosos

computacionalmente. Por exemplo, para a distribuicdo BurrX escalonada, sob o enfoque
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de amostras completas, considerando: n = 20, 1 000 réplicas bootstrap e 10 000 réplicas
de Monte, o tempo de execucdo do cddigo foi de aproximadamente um minuto. Ao
aumentar o tamanho amostral n, fazendo n = 100, o tempo de execucao passou a ser de

aproximadamente 0ito minutos.
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Apéndice C - Funcoes densidade de probabilidade

As densidades dos modelos usados para comparar com a distribuicio TMOEL sao dados a
seguir.
A densidade da transmutada Marshall-Olkin Fréchet (TMOFr) é dada por

8,—(B+1)o—(2)" e (%)
aboe e Ty ¢ v >0,

flz)= 7|
@ oz—l—(l—oz)e_(%)

[a +(1— oz)ef(%)@}

em que [3, v, 0 sdo parAmetros positivos e | A [< 1.
A densidade beta Weibull (BW) é dada por

f(l’) — 1,971(1 . efowce)aflefozbgcs7 > O,

em que a, b, v e 6 sdo parAmetros positivos e B(-, ) é a fungdo beta.
A densidade Kumaraswamy Weibull (KW) € dada por

6

fz) = abaa® e (1 — e7@*")o= 11 — (1 — e *")*"~!, 2 > 0,

em que a, b, « e ¢ sdo parAmetros positivos.
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