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Resumo

As distribuições de probabilidade são aplicadas na modelagem de dados em diversas áreas.
No entanto, em algumas situações as distribuições clássicas podem não ser as mais apropriadas
para explicar o fenômeno estudado. Nestes casos, as distribuições generalizadas ou estendidas
podem ser utilizadas, uma vez que são mais flexíveis. No contexto de distribuições de pro-
babilidade generalizadas, esta tese, primeiramente, apresenta um estudo sobre refinamento de
inferências nas distribuições Lomax exponencializada e BurrX escalonada. Com base na fun-
ção de verossimilhança perfilada e em algumas de suas versões modificadas, faz-se estimação
pontual e teste de hipóteses para uma parte do vetor paramétrico. As versões modificadas da
função de verossimilhança perfilada são derivadas com o objetivo de atenuar o impacto dos
parâmetros de perturbação sobre as inferências. Para a distribuição Lomax exponencializada,
obteve-se diferentes ajustes à função de verossimilhança perfilada ao considerar um e dois parâ-
metros de interesse e amostra completa (sem censura). Enquanto que, para a distribuição BurrX
escalonada, obteve-se ajustes à função de verossimilhança perfilada para o parâmetro de forma
em dois enfoques: amostra completa e amostra censurada do tipo II. Resultados de simulação
de Monte Carlo são apresentados com o objetivo de avaliar e comparar os desempenhos dos
estimadores de máxima verossimilhança, assim como do teste da razão de verossimilhanças
baseado nas diferentes funções. Além disso, incluímos na comparação um teste baseado na
estatística da razão de verossimilhanças usual que utiliza o quantil da distribuição empírica da
estatística da razão de verossimilhanças sob hipótese nula, em que esse quantil é obtido por meio
da técnica bootstrap. Considerou-se ainda, a estatística da razão de verossimilhanças Bartlett
bootstrap, a qual utiliza um fator de correção obtido numericamente através da técnica boots-
trap. A teoria desenvolvida é ilustrada através de aplicações utilizando dados reais. Finalmente,
neste trabalho é proposto um novo modelo de quatro parâmetros, denominado de distribuição
transmutada Marshall-Olkin estendida Lomax (TMOEL). Mostra-se que a função densidade de
probabilidade da TMOEL pode ser escrita como uma combinação linear de densidades de Lo-
max exponencializada e com isso, derivam-se algumas propriedades matemáticas e estatísticas.
Realiza-se um estudo de simulação de Monte Carlo para avaliar o comportamento dos estima-
dores de máxima verossimilhanaça dos parâmetros do modelo. Uma aplicação a um conjunto
de dados reais ilustra o uso da nova distribuição.

Palavras-chave: Bootstrap paramétrico. Distribuições generalizadas. Refinamento de inferên-
cias. Verossimilhança perfilada. Verossimilhança perfilada modificada.



Abstract

Probability distributions are utilized for modeling a wide variety of applications in several
areas. However, in some situations the classic distributions can not be appropriated for explain
the phenomenon studied. In these cases, generalized or extended distributions can be used, once
they are more flexible. In the context of generalized probability distributions, this thesis first
presents a study on profile likelihood adjustments in the exponentiated Lomax (EL) and scaled
Burr type X distributions. Based on the profile likelihood function and some of its modified ver-
sions, we consider point estimation and hypothesis test for a part of the parameter vector. The
objective of profile likelihood adjustments are reduce the impact of the nuisance parameters on
the likelihood-based inference. In the case of the EL distribution, we obtain different adjust-
ments for the profile likelihood to considering one and two parameters of interest and complete
sample (uncensored data). Whereas, for the scaled Burr type X distribution, we obtain different
adjustments for the profile likelihood on shape parameter to considering complete samples and
type II censoring. Numerical results on estimation and hypotheses test are provided with the
aim of avaliate and compare the performance of the maximum likelihood estimators, as the tests
based on the different adjustments. In addition, we include in the comparison a test based on
the usual likelihood ratio that uses the quantile of the empirical distribution of the likelihood
ratio under null hypothesis, in which this quantile is obtained through the bootstrap method.
Empirical applications are presented and discussed. Finally, we propose a four-parameter ge-
neralized model called the transmuted Marshall-Olkin extended Lomax (TMOEL). We prove
that the probability density function of the TMOEL can be written as a linear combination of
exponential densities of Lomax and so we derive several mathematical and statistical properties
of the new distribution. Numerical results on estimation are provided. We prove empirically the
applicability of the new model to real data.

Keywords: Generalized distributions. Improved inference. Modified profile likelihood. Para-
metric bootstrap. Profile likelihood.



Lista de Figuras

3.1 Gráficos para a densidade LE para diferentes valores de parâmetros . . . . . . . . . 25
3.2 Distorções dos tamanhos dos testes: ξ = 10% e α = 4, 5 . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3 Discrepâncias relativas de quantis: n = 20 e α = 4, 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.4 Distorções dos tamanhos dos testes: ξ = 10% e (α; β) = (0, 5; 0, 25) . . . . . . . . 40
3.5 Discrepâncias relativas de quantis: n = 30 e (α; β) = (0, 5; 0, 25) . . . . . . . . . . 40

4.1 Fdp da distribuição BurrX escalonada para diferentes valores de parâmetros . . . . . 47
4.2 Distorção dos testes: n = 20, ξ = 10% e λ = 4, 0 (σ = 50) . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3 Discrepância relativa de quantil para n = 20 e λ = 4, 0 (σ = 50) . . . . . . . . . . . 58
4.4 Distorção dos testes para ξ = 10% e λ = 1, 5 sob censura do tipo II . . . . . . . . . 63
4.5 Discrepância relativa de quantil para n = 20 e λ = 1, 5 sob censura do tipo II . . . . 64

5.1 Fdp da distribuição TMOEL para alguns valores dos parâmetros . . . . . . . . . . . 77
5.2 Hrf da distribuição TMOEL para alguns valores dos parâmetros . . . . . . . . . . . 78
5.3 Gráficos das densidades exatas da distribuição TMOEL e histogramas dos dados

simulados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.4 Assimetria e curtose para alguns valores dos parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.5 Comparação das densidades estimadas de TMOEL, KW e TL . . . . . . . . . . . . 91



Lista de Tabelas

3.1 Estimação pontual de α (λ = 5,0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2 Taxas de rejeições nulas, inferências sobre α (λ = 5,0) . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3 Média e variância (var.) das estatísticas de teste, β conhecido . . . . . . . . . . . . . 35
3.4 Taxas de rejeições não nulas, inferências sobre α (n = 30) . . . . . . . . . . . . . . 36
3.5 Estimação pontual de α (λ = 0,5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.6 Taxas de rejeições nulas, inferências sobre α (λ = 0,5) . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.7 Taxas de rejeições nulas (%), β desconhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.8 Média e variância (var.) das estatísticas de teste, β desconhecido . . . . . . . . . . . 41
3.9 Taxas de rejeições não nulas (%), β desconhecido, n = 30 . . . . . . . . . . . . . . 41

4.1 Estimação pontual de λ (σ = 50) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 Taxas de rejeições nulas, inferências sobre λ (σ = 50) . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3 Taxas de rejeições nulas (%), (σ;λ) = (50; 4) e n = 20 . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.4 Média e variância (var.) das estatísticas de teste (σ = 50) . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.5 Taxas de rejeições não nulas (%), n = 50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.6 Estimação pontual de λ sob censura tipo II (σ = 30) . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.7 Taxas de rejeições nulas (%), inferência sobre λ sob censura tipo II (σ = 30) . . . . 62
4.8 Média e variância (var.) das estatísticas de teste sob censura tipo II (σ = 30) . . . . 66
4.9 Taxas de rejeições não nulas sob censura tipo II (n = 50) . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.1 Sub-modelos da distribuição TMOEL: MOEL, TL (transmutada Lomax) e Lomax . 74
5.2 Resultados para a média, variância, assimetria e curtose . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.3 Valores para o viés e EQM do EMV de θ (β = 0, 25 e γ = 0, 3) . . . . . . . . . . . 88
5.4 EMVs e erros padrões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.5 Estatísticas de bondade de ajuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90



Sumário

1 Introdução 12

2 Ajustes para a função de verossimilhança perfilada 16
2.1 Aproximações para `BN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Verossimilhança perfilada modificada de Cox e Reid . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Teste de Hipóteses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3.1 Teste da razão de verossimilhanças bootstrap usual . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.2 Correção de Bartlett bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Refinamento de inferências na distribuição Lomax exponencializada 22
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2 Distribuição Lomax exponencializada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 Verossimilhança perfilada ajustada para a distribuição LE . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3.1 Supondo o parâmetro β conhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3.2 Supondo o parâmetro β desconhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4 Estudo de simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4.1 Cenário: supondo o parâmetro β conhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4.2 Cenário: supondo o parâmetro β desconhecido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.5 Exemplos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.6 Conclusões finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4 Refinamento de inferências na distribuição BurrX escalonada 44
4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2 A distribuição BurrX escalonada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.2.1 Resultados gerais para inferência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3 Verossimilhanças perfiladas ajustadas para a BurrX escalonada . . . . . . . . . . . 49
4.3.1 Amostra completa (dados não censurados) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.3.2 Dados censurados do tipo II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.4 Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4.1 Amostra completa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.4.2 Dados censurados do tipo II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.5 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.6 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



12

1 Introdução
Distribuições de probabilidade são comumente utilizadas para descrever fenômenos do mun-

do real. Por exemplo, um pesquisador pode estar interessado em modelar os tempos de falhas
de determinado equipamento, a proporção de pessoas infectadas com alguma doença, o tempo
de ação de um medicamento, dentre outros. Porém, as distribuições clássicas podem não ser as
mais adequadas para explicar tais fenômenos. Por essa razão, tem crescido o interesse em obter
novas distribuições a partir de um modelo de base (“baseline”).

Em geral, as distribuições generalizadas são mais flexíveis que o modelo de base, pois as
generalizações, além de incluírem a distribuição de base, são mais tratáveis para estudar as pro-
priedades de cauda. Observou-se ainda que, na maioria das vezes, a inserção de um parâmetro
de forma à distribuição de base implica em uma redução nos valores de alguns critérios de bon-
dade de ajuste, como por exemplo, o critério de informação de Akaike (TAHIR; NADARAJAH,
2015).

Na literatura, encontramos diversas técnicas para construir famílias de distribuições genera-
lizadas. Uma família de distribuições bastante difundida é a alternativa Lehmann tipo I, tam-
bém conhecida como família exponencializada-G (Exp-G). Essa família é obtida elevandoG(x)

(função de distribuição acumulada de uma variável aleatória X) a uma potência a > 0. Outra
família de distribuições que tem recebido bastante atenção nos últimos anos é a família trans-
mutada generalizada (T-G), proposta por Shaw e Buckley (2009), que introduz um parâmetro
à distribuição de base usando um mapa de transmutação quadrático (QRTM) visando obter um
modelo mais flexível.

A distribuição Lomax (LOMAX, 1954) tem sido útil para modelar dados em diferentes
áreas, inclusive dados de tempo de vida. Assim, várias generalizações dessa distribuição fo-
ram propostas (ASHOUR; ELTEHIWY, 2013; LEMONTE; CORDEIRO, 2013; RADY et al.,
2016). Dentre essas generalizações, podemos destacar as distribuições de três parâmetros:
Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), proposta por Ghitany et al. (2007) e a distribuição
Lomax exponencializada (LE), introduzida por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012).

Outra distribuição bastante conhecida é a Burr tipo X, proposta por Burr (1942). Por ter
suporte nos reais positivos, assim como a distribuição Lomax e suas generalizações, também
pode ser usada para explicar dados de tempo de vida. Surles e Padgett (2001) adicionaram um
parâmetro de escala à distribuição Burr tipo X e obtiveram a distribuição BurrX escalonada, a
qual foi utilizada para fazer inferência sobre a confiabilidade entre dois tipos de fibras de car-
bono. É importante salientar que a BurrX escalonada generaliza a distribuição Rayleigh quando
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o parâmetro de forma da primeira é igual a um. Por essa razão, a distribuição BurrX escalo-
nada é denominada por alguns autores como distribuição Rayleigh generalizada ou Rayleigh
exponencializada (RAQAB; MADI, 2011; ABD-ELFATTAH, 2011; AHMAD et al., 2017).

Ao estudar um fenômeno, supomos um modelo e muitas vezes estamos interessados em
fazer inferências apenas sobre alguns parâmetros que indexam esse modelo. Assim, denomina-
mos esses parâmetros de parâmetros de interesse e os demais, de parâmetros de perturbação.
Neste caso, as inferências podem ser feitas com base na função de verossimilhança perfilada. A
ideia da verossimilhança perfilada consiste em substituir o parâmetro de perturbação por uma
estimativa consistente na verossimilhança original, que pode ser a estimativa de máxima veros-
similhança para valores fixos do parâmetro de interesse. Logo, essa função resultante depende
apenas desse parâmetro.

A função de verossimilhança perfilada não é uma função de verossimilhança genuína, assim
algumas propriedades básicas de uma função de verossimilhança não são válidas. Por exem-
plo, a função escore não necessariamente tem média zero e a informação pode apresentar vício.
Além disso, se o tamanho da amostra não for suficientemente grande ou houver muitos parâme-
tros de perturbação, a aproximação da distribuição da estatística da razão de verossimilhanças
perfilada, sob a hipótese nula, pela distribuição qui-quadrado pode ser bastante pobre.

Visando atenuar as limitações da função de verossimilhança perfilada, diversos trabalhos
foram propostos. Barndorff-Nielsen (1983) propôs uma versão modificada da função de veros-
similhança perfilada que usa a fórmula p∗ (BARNDORFF-NIELSEN, 1980), a qual aproxima
a função densidade de probabilidade do estimador de máxima verossimilhança condicionado a
uma estatística ancilar. Porém, existem certas dificuldades no cálculo dessa função de veros-
similhança perfilada modificada, como por exemplo, a especificação da estatística ancilar, que
dependendo da situação pode ser inviável a sua obtenção.

Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999) propuseram aproximações para
a função de verossimilhança perfilada modificada introduzida por Barndorff-Nielsen (1983). A
aproximação dada por Fraser e Reid (1995) e Fraser et al. (1999) é baseada em uma estatística
aproximadamente ancilar, enquanto que a aproximação proposta por Severini (1999) é baseada
em uma matriz de covariâncias empíricas. Uma descrição sobre função de verossimilhança
perfilada modificada e suas aproximações pode ser encontrada em Severini (2000).

Cox e Reid (1987) propuseram uma função de verossimilhança perfilada modificada que
não é invariante sob reparametrizações e requer ortogonalidade dos parâmetros. Na maioria
das distribuições generalizadas não há ortogonalidade dos parâmetros e a obtenção de uma
parametrização ortogonal pode ser bastante complicada. Logo, nesses casos, a função de veros-
similhança perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1993) é a mais adequada, pois para
o seu cálculo os parâmetros do modelo não precisam ser ortogonais.
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Este trabalho está organizado em seis capítulos e três apêndices. No Capítulo 2 é definida a
função de verossimilhança perfilada e algumas de suas versões modificadas que serão aborda-
das ao longo da tese. Portanto, esse capítulo deve ser lido antes dos Capítulos 3 e 4. No entanto,
os Capítulos 3, 4 e 5 são independentes e estão apresentados no formato de artigo, isso significa
que eles podem ser lidos separadamente, dessa forma alguns resultados e notações são apre-
sentados mais de uma vez. Apesar do nosso estudo estar relacionado ao tema de distribuições
generalizadas, as ideias e os objetivos apresentados nos Capítulos 3 e 4 são distintos daqueles
apresentados no Capítulo 5. No Capítulo 3 e 4, fizemos refinamento de inferências em duas
distribuições generalizadas já propostas na literatura, enquanto que no capítulo 5, propomos um
novo modelo e estudamos algumas de suas propriedades.

Nos Capítulos 3 e 4 estudamos aspectos inferenciais da distribuição LE e BurrX escalo-
nada, respectivamente. Com base nas funções de verossimilhança propostas por Cox e Reid
(1993), Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999), objetivamos obter três ver-
sões modificadas da função de verossimilhança perfilada que forneçam inferências mais confiá-
veis para dois parâmetros da distribuição LE e para o parâmetro de forma da distribuição BurrX
escalonada. Especificamente, no Capítulo 3 consideramos dois cenários: no primeiro, fizemos
inferências para um dos parâmetros de forma da distribuição LE supondo o parâmetro de escala
conhecido; no segundo, além do parâmetro de forma, tratamos também o parâmetro de escala
como parâmetro de interesse. No Capítulo 4, utilizamos os diferentes ajustes para a função
de verossimilhança perfilada para fazer inferências sobre o parâmetro de forma da distribuição
BurrX escalonada ao considerar amostra completa e amostra censurada do tipo II.

Tanto no Capítulo 3 quanto no Capítulo 4, utilizando os diferentes ajustes para a função
de verossimilhança perfilada, realizamos estimação por máxima verossimilhança e testes de
hipóteses baseados na estatística da razão de verossimilhanças. Consideramos também o teste
baseado na estatística da razão de verossimilhanças bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste
da razão de verossimilhanças bootstrap usual que utiliza o quantil da distribuição empírica nula,
obtido através do método bootstrap (EFRON; TIBSHIRANI, 1994). Apresentamos um estudo
de simulação para avaliar e comparar os desempenhos da função de verossimilhança perfilada
e suas versões modificadas no processo de estimação pontual e teste de hipóteses. Mostramos
através de aplicações à conjuntos de dados reais a utilidade dos diferentes ajustes.

No Capítulo 5, propomos uma nova distribuição chamada transmutada Marshall-Olkin es-
tendida Lomax (TMOEL), a qual é obtida tomando a distribuição Marshall-Olkin estendida
Lomax (GHITANY et al., 2007) como modelo de base na família T-G de distribuições. Discu-
timos várias propriedades da nova distribuição, incluindo a função taxa de falha, os momentos
ordinários e incompletos, a função característica, os desvios médios e as curvas de Bonferroni e
Lorenz. Apresentamos um estudo de simulação para avaliar o desempenho dos estimadores de
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máxima verossimilhança dos parâmetros que indexam a distribuição proposta. Mostramos em-
piricamente a flexibilidade do novo modelo através de uma aplicação à um conjunto de dados
reais.

O Capítulo 6 é destinado às considerações finais deste trabalho. O Apêndice 6 contém as
segundas derivadas do logaritmo da função de verossimilhança da distribuição LE. No Apên-
dice 6, discutimos alguns aspectos computacionais referentes aos capítulos 3 e 4. Finalmente,
no Apêndice 2, encontram-se as funções de densidade de probabilidade das distribuições utili-
zadas para a comparação com a distribuição TMOEL no Capítulo 5.
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2 Ajustes para a função de verossimilhança perfi-
lada

Seja θ = (µ, ν)> um vetor de parâmetros que indexa uma distribuição de probabilidade e
L(θ) a função de verossimilhança associada a essa distribuição, em que µ e ν podem ser vetores
ou escalares.

No que segue, µ será parâmetro de interesse e ν, de perturbação. Dessa forma, a função de
verossimilhança perfilada é dada por

Lp(µ) = L(µ, ν̂µ),

em que ν̂µ é a estimativa de máxima verossimilhança de ν para µ fixo. Em outras palavras, ν̂µ
é a raiz da equação ∂`(θ)/∂ν = 0, tal que `(θ) = log[L(θ)]. Temos ainda que Lp é invariante
sob reparametrizações da forma (µ, ν)→ (ξ, ρ), em que ξ = ξ(µ) e ρ = ρ(µ, ν).

Seja `p(µ) = log[Lp(µ)]. Então, o estimador de máxima verossimilhança perfilado de µ,
µ̂p, é obtido maximizando `p(µ). Assim, a estatística da razão de verossimilhanças para testar
H0 : µ = µ0 versusH1 : µ 6= µ0 é dada por

LRp = 2 {`p(µ̂p)− `p(µ0)} .

Sob as condições gerais de regularidade (CORDEIRO, 1999) e sob a hipótese nula, a estatística
LRp tem distribuição assintótica qui-quadrado com q graus de liberdade (χ2

q), em que q é a
dimensão do vetor µ0.

É importante ressaltar que, quando utilizamos a função de verossimilhança perfilada para
realizar inferências sobre um modelo estatístico qualquer, estamos tratando ν como se fosse um
parâmetro conhecido e igual a ν̂µ. Porém, esse procedimento pode não ser o mais coerente caso
os dados não tenham informação suficiente sobre o parâmetro de perturbação.

Outro ponto a ser considerado é o fato de que a função de verossimilhança perfilada não
deve ser tratada como uma função de verossimilhança genuína, uma vez que foi derivada a
partir da substituição de ν por ν̂µ na verossimilhança usual. Assim, algumas propriedades
básicas da verossimilhança usual, tais como função escore e informação não viesadas não são
válidas (FERRARI et al., 2005). Entretanto, a função de verossimilhança perfilada tem algumas
propriedades interessantes (PACE; SALVAN, 1997), dentre elas podemos citar:
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(i) µ̂p = µ̂, em que µ̂ é a estimativa de máxima verossimilhança de µ;

(ii) ao testar hipóteses sobre µ, a estatística da razão de verossimilhanças baseada em `p(µ) é
igual à baseada na `(µ, ν) (logaritmo da função de verossimilhança usual).

Conforme foi mencionado, Lp(µ) apresenta alguns problemas provenientes do fato desta
função não ser uma função de verossimilhança genuína, então com o objetivo de contornar
possíveis prejuízos na qualidade das aproximações envolvidas nas inferências, foram propostas
na literatura diversas versões modificadas da função de verossimilhança perfilada. Essas versões
foram construídas visando a redução dos vieses da função escore perfilada e da correspondente
informação. Várias dessas versões são discutidas por Pace e Salvan (1997), Severini (2000) e
algumas delas serão abordadas neste capítulo.

2.1 Aproximações para `BN

Barndorff-Nielsen (1983) propôs uma função de verossimilhança perfilada modificada que
pode ser deduzida como uma aproximação de uma verossimilhança marginal ou condicional
para µ, se uma destas duas funções existir. Em qualquer dos casos, a dedução é feita com base
na fórmula p∗ (BARNDORFF-NIELSEN, 1980; BARNDORFF-NIELSEN, 1983) que é uma
aproximação para a função de densidade condicional do estimador de máxima verossimilhança
do vetor de parâmetros do modelo, dada uma estatística ancilar. Assim, a função de verossimi-
lhança perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen (1983) é dada por

LBN(µ) =

∣∣∣∣∂ν̂µ∂ν̂
∣∣∣∣−1 |jνν(µ, ν̂µ)|−1/2Lp(µ), (2.1)

em que jνν(µ, ν) = −∂2`(µ, ν)/∂ν∂ν> é a informação observada e ∂ν̂µ/∂ν̂ é a matriz de
derivadas parciais de ν̂µ em relação a ν̂.

Tomando o logaritmo em (2.1), obtém-se

`BN(µ) = `p(µ)− log

∣∣∣∣∂ν̂µ∂ν̂
∣∣∣∣− 1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)|. (2.2)

É possível expressar ∂ν̂µ/∂ν̂ em termos de uma derivada do espaço amostral do logaritmo
da função de verossimilhança da seguinte forma:

∂ν̂µ/∂ν̂ = jνν(µ, ν̂µ)−1`ν;ν̂(µ, ν̂µ; µ̂, ν̂, a),

em que a é uma estatística ancilar e `ν;ν̂(µ, ν̂µ; µ̂, ν̂, a) = ∂2`(µ, ν̂µ; µ̂, ν̂, a)/∂ν∂ν̂. Dessa
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forma, podemos reescrever (2.2) como

`BN(µ) = `p(µ) +
1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)| − log |`ν;ν̂(µ, ν̂µ; µ̂, ν̂, a)|. (2.3)

Assim como Lp(·), a função dada por (2.3) também é invariante sob reparametrizações da
forma (µ, ν) → (ξ, ρ), em que ξ = ξ(µ) e ρ = ρ(µ, ν). Entretanto, o seu cálculo requer a
especificação de uma estatística ancilar, a, a fim de que (µ̂, ν̂, a) seja uma estatística suficiente
minimal do modelo. Porém, muitas vezes a obtenção da estatística a é bastante complicada. Por
essa razão, diversas aproximações para `BN(µ) foram propostas. Duas delas serão apresentadas
a seguir.

Uma aproximação para `BN(µ) baseada em uma estatística aproximadamente ancilar foi
proposta por Fraser et al. (1999). O logaritmo da função de verossimilhança, neste caso, é dado
por

˜̀
BN(µ) = `p(µ) +

1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)| − log |`ν;X(µ, ν̂µ)V̂ν |, (2.4)

em que `ν;X(µ, ν̂µ) = ∂`ν(µ, ν)/∂x>, `ν(µ, ν) é a função escore para ν, x> = (x1, . . . , xn) é a
amostra observada,

V̂ν =

(
−∂F (x1; µ̂, ν̂)/∂ν̂

f(x1; µ̂, ν̂)
, . . . ,−∂F (xn; µ̂, ν̂)/∂ν̂

f(xn; µ̂, ν̂)

)>
,

tal que f(xj;µ, ν) é a função densidade de probabilidade avaliada em xj e F (xj;µ, ν) é a
função de distribuição acumulada. O estimador de máxima verossimilhança referente à (2.4)
será denotado por ̂̃µBN .

Uma outra aproximação foi proposta por Severini (1999). Nesta versão, `ν;ν̂(µ,ν̂µ;µ̂,ν̂,a) é
aproximada por meio das covariâncias empíricas. Esta pode ser facilmente calculada e é conve-
niente em situações em que há dificuldade para calcular a esperança do produto de derivadas do
logaritmo da verossimilhança. Assim, o logaritmo da função de verossimilhança baseada nesta
proposta é dada por

˘̀
BN(µ) = `p(µ) +

1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)| − log |Ĭν(µ, ν̂µ; µ̂, ν̂)|, (2.5)

em que

Ĭν(µ, ν; µ̂, ν̂) =
n∑
j=1

l(j)ν (µ, ν)l(j)ν (µ̂, ν̂)>. (2.6)
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Em (2.6), l(j)ν (·) é a função escore para ν baseada na j-ésima observação. O estimador de
máxima verossimilhança correspondente à (2.5) será denotado por ̂̆µBN .

2.2 Verossimilhança perfilada modificada de Cox e Reid

O logaritmo da função de verossimilhança perfilada modificada proposta por Cox e Reid
(1987) é dada por

`CR(µ) = `p(µ)− 1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)|. (2.7)

Existem duas desvantagens em relação a esse ajuste. Uma delas é que ele requer uma parame-
trização ortogonal e outra, é que ele não é invariante sob reparametrizações.

Quando o parâmetro de interesse é escalar, está assegurada a existência de uma parame-
trização ortogonal utilizando o procedimento dado por Cox e Reid (1987). A obtenção dessa
parametrização está associado à resolução de equações diferenciais que envolvem elementos
da matriz de informação de Fisher. Vale salientar que em algumas distribuições é difícil a ob-
tenção de tal matriz, o que ocorre com a maioria das distribuições generalizadas. A obtenção
de uma parametrização ortogonal pode ser bastante custosa mesmo nos casos em que a ma-
triz de informação pode ser calculada, pois a equação diferencial resultante pode ser de difícil
resolução.

Visando contornar a limitação do ajuste (2.7), Cox e Reid (1993) propuseram uma função
de verossimilhança perfilada modificada que não exige ortogonolização dos parâmetros, cujo o
logaritmo da função de verossimilhança é dada por

`CRa(µ) = `p(µ)− 1

2
log |jνν(µ, ν̂µ)| − (µ− µ̂)mν(µ̂, ν̂), (2.8)

em que mν(µ̂, ν̂) é o traço da matriz ∂m/∂ν. Sendo que m = iννiµν , iνν denota a inversa
da matriz iνν = −E[∂2`(µ, ν)/∂ν2] e iµν = −E[∂2`(µ, ν)/∂µ∂ν]. Porém, essa aproximação
permanece não invariante sob reparametrizações. Denotaremos o estimador de máxima veros-
similhança correspondente à (2.8) por µ̂CRa

2.3 Teste de Hipóteses

As estatísticas da razão de verossimilhanças baseadas nas propostas de Fraser et al. (1999), Se-
verini (1999) e Cox e Reid (1993) para testar

H0 : µ = µ0 versusH1 : µ 6= µ0
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são dadas, respectivamente, por

LRBN1 = 2
{

˜̀
BN(̂̃µBN)− ˜̀

BN(µ0)
}
,

LRBN2 = 2
{

˘̀
BN(̂̆µBN)− ˘̀

BN(µ0)
}

e

LRCRa = 2 {`CRa(µ̂CRa)− `CRa(µ0)} .

Sob as condições de regularidade e sob a hipótese nula, as estatísticas definidas acima têm
distribuição assintótica χ2

q .

2.3.1 Teste da razão de verossimilhanças bootstrap usual

A técnica bootstrap, descrita em Efron e Tibshirani (1994), é empregada aqui para encontrar
a distribuição empírica da estatística LR, sob hipótese nula, diretamente da amostra observada
x = (x1, . . . , xn)>. Essa metodologia consiste em gerar um número grande de B amostras
bootstrap (x∗11 , . . . , x

∗B
n ) a partir da amostra original x, sob hipótese nula. Para isso, calcula-se

o valor da estatística LR para cada amostra, obtendo LR∗b, b = 1, . . . , B. Finalmente, esses
valores são colocados em ordem crescente.

Fixando o nível de significância (ξ), o percentil 1 − ξ de LR∗b é estimado pelo valor q̂1−ξ
tal que

#{LR∗b ≤ q̂(1−ξ)}
B

= 1− ξ,

em que # indica o número de ocorrências do evento {LR∗b ≤ q̂1−ξ}. A quantidade q̂1−ξ
corresponde ao valor de LR∗b que ocupa a posição B× (1− ξ), supondo que B× (1− ξ) é um
número inteiro.

O teste da razão de verossimilhanças bootstrap (LRb) rejeita a hipótese nula se LR > q̂(1−ξ).

2.3.2 Correção de Bartlett bootstrap

Rocke (1989) introduziu uma forma alternativa de calcular o fator de correção Bartlett para
a estatística da razão de verossimilhanças usando o método bootstrap paramétrico (EFRON, B.,
1979). A estatística da razão de verossimilhanças corrigida por esse fator é denotada por LRbb

e para a sua obtenção, deve-se calcular:

1. LR∗b, b = 1, . . . , B, conforme procedimento descrito anteriormente;

2. LR
∗b

= B−1
B∑
b=1

LR∗b;
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3. LRbb = qLR/LR
∗b
, em que LR é o valor da estatística da razão de verossimilhanças

com base na amostra original.

A estatística LRbb, sob H0, também tem distribuição assintótica χ2
q . Por requerer um número

menor de reamostragens da amostra original, a correção de Bartlett bootstrap é computacional-
mente mais eficiente do que a correção bootstrap usual (ROCKE, 1989).
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3 Refinamento de inferências na distribuição Lo-
max exponencializada

Resumo

A função de verossimilhança perfilada ao ser tratada como uma função de verossimilhança
genuína pode acarretar em alguns problemas tais como inconsistência e ineficiência dos es-
timadores de máxima verossimilhança e a aproximação da distribuição nula da estatística da
razão de verossimilhanças pela distribuição qui-quadrado pode ser bastante pobre na presença
de parâmetros de perturbação. Com o objetivo de fazer inferências para dois parâmetros da
distribuição Lomax exponencializada, derivamos a função de verossimilhança perfilada e três
de suas versões modificadas. Essas versões modificadas foram obtidas visando atenuar o im-
pacto do parâmetro de perturbação sobre as inferências. Realizamos um estudo de simulação de
Monte Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores de máxima verossimilhança e dos tes-
tes baseados na estatística da razão de verossimilhanças utilizando os diferentes ajustes. Além
disso, consideramos o teste da razão de verossimilhanças que utiliza o quantil da sua distri-
buição empírica nula, obtido através do método bootstrap. Incluímos na comparação o teste
baseado na estatística da razão de verossimilhanças Bartlett bootstrap. Para ilustrar a teoria
desenvolvida, apresentamos dois exemplos numéricos usando conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Bootstrap paramétrico; Estimação pontual; Lomax exponencializada; Veros-
similhança perfilada modificada

3.1 Introdução

A distribuição Lomax, que também é conhecida como distribuição Pareto do tipo II, foi
proposta por Lomax (1954) para modelar dados de insucesso empresarial, a partir daí tem sido
utilizada para modelar dados em diferentes áreas (HARRIS, 1968; BRYSON, 1974; ARNOLD,
2015; HOLLAND et al., 2006). Devido à grande aplicabilidade da distribuição Lomax, vá-
rias generalizações dela foram propostas (ASHOUR; ELTEHIWY, 2013; LEMONTE; COR-
DEIRO, 2013; RADY et al., 2016). Neste trabalho, será considerada uma generalização de três
parâmetros proposta por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012), a distribuição Lomax expo-
nencializada (LE). Essa extensão foi obtida utilizando a distribuição Lomax como modelo de
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base na família de distribuições exponencializadas (Exp-G). Por ter suporte nos reais positivos
e possuir diferentes formas (crescente, decrescente e unimodal) para a função taxa de falha, a
distribuição LE é adequada para modelar dados de tempo de vida.

É comum em situações práticas que estejamos interessados em estudar alguns componen-
tes do vetor de parâmetros que indexam um modelo, esses componentes são denominados de
parâmetros de interesse e os demais, de parâmetros de perturbação. As inferências sobre os
parâmetros de interesse podem ser feitas com base na função de verossimilhança perfilada. Po-
rém, esta função não é uma verossimilhança genuína, sendo assim, os estimadores de máxima
verossimilhança podem ser ineficientes e inconsistentes.

Outro inconveniente é que a aproximação da distribuição nula da estatística da razão de ve-
rossimilhanças pela distribuição qui-quadrado de referência pode não ser satisfatória em amos-
tras finitas quando existem parâmetros de perturbação ou quando a amostra é pequena. Neste
contexto, surgiram diversas propostas para reduzir o impacto dos parâmetros de perturbação nas
inferências baseadas na função de verossimilhanças perfilada.

Baseando-se nas propostas de Barndorff-Nielsen (1983), Cox e Reid (1987), Cox e Reid
(1993), Fraser e Reid (1995), Fraser et al. (1999) e Severini (1999), o nosso principal objetivo
é obter três versões modificadas da função de verossimilhança perfilada que forneçam inferên-
cias mais confiáveis para um dos parâmetros de forma e o parâmetro de escala da distribuição
LE. Estudos nessa linha já foram realizados por Cysneiros et al. (2008) e Barreto et al. (2013)
para a distribuição Birnbaum-Saunders para dados completos e dados censurados, respectiva-
mente. Ferrari et al. (2007) obtiveram ajustes da função de verossimilhança perfilada para a
distribuição Weibull e recentemente, Pires (2014), para a distribuição Lomax.

No estudo inferencial apresentado nesta tese, consideramos dois cenários: no primeiro, as-
sumimos que o parâmetro de escala que indexa a distribuição LE é conhecido. No segundo,
consideramos dois parâmetros (um de forma e o outro de escala) como parâmetros de inte-
resse. Utilizando a função de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas, realizamos
estimação por máxima verossimilhança e testes de hipóteses com base na estatística da razão
de verossimilhanças. Consideramos também no estudo o teste da razão de verossimilhanças
bootstrap usual e o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças Bartlett bootstrap.

O capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 3.2, faremos uma discussão sobre a
distribuição LE; na Seção 3.3, obtemos os ajustes da verossimilhança perfilada para a distribui-
ção LE. Resultados de simulação de Monte Carlo são apresentados e discutidos na Seção 3.4.
Dois exemplos numéricos utilizando dados reais estão na Seção 3.5. As conclusões finais deste
trabalho são dadas na Seção 3.6. No Apêndice 6, discutimos alguns aspectos computacionais
utilizados neste capítulo.
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3.2 Distribuição Lomax exponencializada

Uma variável aleatória Y tem distribuição Lomax (LOMAX, 1954) se sua função densidade
de probabilidade (fdp) é

f(y) = βλ(1 + βy)−(λ+1) (3.1)

e a sua função de distribuição acumulada (fda) é dada por

F (y) = 1− (1 + βy)−λ, (3.2)

para y > 0, β > 0 e λ > 0. Os parâmetros λ e β são de forma e escala, respectivamente.
A distribuição LE, proposta por Abdul-Moniem e Abdel-Hameed (2012), é uma genera-

lização da distribuição Lomax. Essa generalização consiste em introduzir um parâmetro real
positivo elevando a fda dada por (3.2) a uma potência α > 0. Dessa forma, se X é uma variável
aleatória com distribuição LE, então a sua fda é definida como

F (x) = [1− (1 + βx)−λ]α. (3.3)

Derivando (3.3) em relação a x, obtém-se a fdp de X , a qual é dada por

f(x) = αβλ[1− (1 + βx)−λ]α−1(1 + βx)−(λ+1), (3.4)

em que x > 0, α > 0, β > 0 e λ > 0. Sendo α e λ parâmetros de forma, e β parâmetro de es-
cala. A partir daqui, denotaremos uma variável aleatóriaX com fdp (3.4) porX ∼ LE(α, β, λ).

Podemos obter a fdp das distribuições Pareto exponencializada, Pareto e Lomax, colocando
em (3.4) os valores β = 1, β = α = 1 e α = 1, respectivamente.

Na Figura 3.1 são mostrados alguns gráficos da fdp da distribuição LE para diferentes va-
lores de parâmetros. Avaliando esses gráficos, podemos notar que os parâmetros α e λ tem um
controle sobre as caudas. Da Figura 3.1(a), concluímos que a cauda direita se torna mais pesada
à medida que o parâmetro α cresce, enquanto que na Figura 3.1(b), conforme λ cresce a cauda
direita se torna mais leve.

Se X ∼ LE(α, β, λ), então o r-ésimo momento de X é

E(Xr) =
α

λr

r∑
i=0

(
r

i

)
(−1)iB

(
1− 1

λ
(r − i), α

)
, r = 1, 2, 3, . . .
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Figura 3.1: Gráficos para a densidade LE para diferentes valores de parâmetros

e a variância é dada por

Var(X) =
(α
λ

)2 [ 1

α
B

(
1− 2

λ
, α

)
−B2

(
1− 1

λ
, α

)]
,

em que B(·, ·) é a função beta (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007).
Seja x = (x1, . . . , xn)> uma amostra aleatória de tamanho n proveniente da distribuição

LE cuja fdp é dada em (3.4). O logaritmo da função de verossimilhança para θ = (α, β, λ)> é
dado por

`(θ;x) = n[log(α) + log(β) + log(λ)] + (α− 1)
n∑
i=1

log(1− u−λi )

− (λ+ 1)
n∑
i=1

log(ui), (3.5)

em que log(a) = loge a = ln(a) e ui = 1 + βxi. O vetor escore `θ = (`α, `β, `λ)
> é obtido

pela diferenciação da função (3.5) em relação aos parâmetros desconhecidos. Dessa forma, seus
componentes são dados, respectivamente, por

`α =
n

α
+

n∑
i=1

log(1− u−λi ),
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`β =
n

β
− (1 + λ)

n∑
i=1

xi
ui

+ λ(α− 1)
n∑
i=1

xiu
−(λ+1)
i

1− u−λi

e

`λ =
n

λ
−

n∑
i=1

log(ui) + (α− 1)
n∑
i=1

log(ui)(ui)
−λ

1− (ui)−λ
.

O estimador de máxima verossimilhança de θ, θ̂, pode ser obtido resolvendo numerica-
mente a equação não-linear `θ = 0. Alternativamente, θ̂ pode ser obtido maximizando dire-
tamente (3.5) utilizando o método BFGS que está implementado na plataforma computacional
Ox através do comando MaxBFGS.

A matriz de informação observada é dada por

J(θ) =



−∂
2`(θ)

∂α2
−∂

2`(θ)

∂α∂β
−∂

2`(θ)

∂α∂λ

−∂
2`(θ)

∂β∂α
−∂

2`(θ)

∂β2
−∂

2`(θ)

∂β∂λ

−∂
2`(θ)

∂λ∂α
−∂

2`(θ)

∂λ∂β
−∂

2`(θ)

∂λ2


,

em que as quantidades ∂2`(θ)/∂r∂s para r, s = α, β, λ são dados no Apêndice 6. Mais adiante,
elementos da matriz de informação observada serão úteis para obter os diferentes ajustes para a
função de verossimilhança perfilada.

3.3 Verossimilhança perfilada ajustada para a distribuição LE

Seja x = (x1, . . . , xn)> uma amostra aleatória de tamanho n proveniente da distribuição
LE (α, β, λ) cuja fdp é dada por (3.4). Com base nas funções definidas nas Seções 2.1 e 2.2,
obtemos os ajustes para a função de verossimilhanças perfilada e suas versões modificadas para
a distribuição LE considerando dois cenários. No primeiro cenário supomos que o parâmetro de
escala β é conhecido e α é parâmetro de interesse. Enquanto que, no segundo cenário supomos
que os parâmetros α e β são de interesse. Em todas as situações, λ é parâmetro de perturbação.

3.3.1 Supondo o parâmetro β conhecido

Inicialmente, vamos supor que o parâmetro β é conhecido, α é parâmetro de interesse e
λ, de perturbação, isto é, µ = α e ν = λ. Substituindo λ por seu estimador restrito, λ̂α, na
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equação (3.5), obtemos o logaritmo da função de verossimilhança perfilada para o parâmetro α
que é dado por

`p(α) = n[log(α) + log(λ̂α)] + (α− 1)
n∑
i=1

log[1− u−λ̂αi ]

− (λ̂α + 1)
n∑
i=1

log(ui). (3.6)

λ̂α é obtido como solução da equação `λ = 0 para α fixo. Como λ̂α não tem expressão em
forma fechada, deve ser encontrado por meio de métodos de otimização não-linear restrita. Para
maiores detalhes sobre esses métodos ver Nocedal e Wright (2006). O estimador de máxima
verossimilhança perfilado de α, que maximiza `p(α), é denotado por α̂p.

Derivamos duas aproximações para o logaritmo da função de verossimilhança perfilada mo-
dificada de Barndorff-Nielsen (1983) , ˜̀

BN(α) e ˘̀
BN(α), as quais são dadas por

˜̀
BN(α) = `p(α) +

1

2
log |jλλ(α, λ̂α)| − log |`λ;X(α, λ̂α)V̂λ|, (3.7)

˘̀
BN(α) = `p(α) +

1

2
log |jλλ(α, λ̂α)| − log |Ĭλ(α, λ̂α; α̂, λ̂)|, (3.8)

tal que

`λ;X(α, λ̂α)V̂λ =
n∑
i=1

log(ui)[(α− 1)λ̂α u
λ̂α
i log(ui) + (uλ̂αi − 1)(uλ̂αi − α)]

λ̂(uλ̂αi − 1)2
,

jλλ(α, λ̂α) =
n

λ̂2α
+ (α− 1)

n∑
i=1

[
log2(ui)u

−2λ̂α
i

(1− u−λ̂αi )2

]
+ (α− 1)

n∑
i=1

[
log2(ui)u

−λ̂α
i

(1− u−λ̂αi )

]
,

Ĭλ(α, λ̂α; α̂, λ̂) =
n∑
i=1

[
uλ̂αi − 1 + λ̂α log(ui)(α− uλ̂αi )

λ̂α (uλ̂αi − 1)

][
uλ̂i − 1 + λ̂ log(ui)(α̂− uλ̂i )

λ̂ (uλ̂i − 1)

]
,

em que α̂ e λ̂ são, respectivamente, os estimadores de máxima verossimilhança de α e λ.
Conforme foi mencionado, o ajuste (2.7) requer uma parametrização ortogonal dos parâ-

metros que indexam o modelo. Porém, os parâmetros da distribuição LE não satisfazem essa
condição. Além disso, a obtenção de uma parametrização ortogonal pelo procedimento des-
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crito em Cox e Reid (1987) é bastante complicada. Sendo assim, aplicamos para a distribuição
LE o ajuste dado pela equação (2.8), que não requer ortogonalidade explícita dos parâmetros,
obtendo

`CRa(α) = `p(α)− 1

2
log |jλλ(α, λ̂α)| − (α− α̂)mλ(α̂, λ̂), (3.9)

em que

mλ(α̂, λ̂) =
(1− γ−Ψ(α̂+ 1))

(α̂− 1)

{
1 +

α̂[π2 + 6(γ− 2)γ + 6Ψ(α̂)(2γ + Ψ(α̂)− 2)− 6Ψ(1)(α̂)]

6(α̂− 2)

}−1

,

tal que γ é a constante de Euler, Ψ(·) é a função digama e Ψ(1)(·) é a primeira derivada da
função digama. É importante notar que mλ, neste caso, não depende de λ̂ e está definido apenas
para α̂ 6= 2 e α̂ 6= 1, portanto a função (3.9) somente pode ser ajustada sob essa condição.

Os estimadores de máxima verossimilhança perfilados ajustados de α obtidos de (3.7), (3.8),
e (3.9) são denotados, respectivamente, por ˆ̃αBN , ˆ̆αBN e α̂CRa . Esses estimadores e o estimador
de máxima verossimilhança perfilado, α̂p, não têm forma fechada e devem ser obtidos numeri-
camente a partir da maximização do logaritmo das respectivas funções de verossimilhança.

3.3.2 Supondo o parâmetro β desconhecido

Supomos agora que α e β são parâmetros de interesse, ou seja, µ = (α, β)>. Neste caso,
temos que o logaritmo da função de verossimilhança perfilada para o parâmetro µ é expresso
como

`p(µ) = n[log(α) + log(β) + log(λ̂µ)] + (α− 1)
n∑
i=1

log[1− u−λ̂µi ]

− (λ̂µ + 1)
n∑
i=1

log(ui), (3.10)

em que λ̂µ = λ̂α,β é obtido como solução da equação `λ = 0 para α e β fixos. Aqui, λ̂µ também
não possui forma fechada, logo deverá ser encontrado usando um método de maximização
restrita.

Como na subseção anterior, obtemos aqui as duas aproximações para o ajuste da função de
verossimilhança perfilada modificada de Barndorff-Nielsen (1983) as quais são dadas por

˜̀
BN(µ) = `p(α) +

1

2
log |jλλ(µ, λ̂µ)| − log |`λ;X(µ, λ̂µ)V̂λ|, (3.11)
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˘̀
BN(µ) = `p(α) +

1

2
log |jλλ(µ, λ̂µ)| − log |Ĭλ(µ, λ̂µ; µ̂, λ̂)|, (3.12)

em que

jλλ(µ, λ̂µ) =
n

λ̂2µ
+ (α− 1)

n∑
i=1

log2(ui)(u
−2λ̂µ
i )

(1− u−λ̂µi )2
+ (α− 1)

n∑
i=1

log2(ui)(u
−λ̂µ
i )

(1− u−λ̂µi )
,

`λ;X(µ, λ̂µ)V̂λ =
β

β̂λ̂

n∑
i=1

ûi log(ûi)(u
λ̂µ
i − 1)(u

λ̂µ
i − α) + (α− 1)λ̂µu

λ̂µ
i log(ui)

ui(u
λ̂µ
i − 1)

,

Ĭλ(µ, λ̂µ; µ̂, λ̂) =
n∑
i=1

[
u
λ̂µ
i − 1 + λ̂µ log(ui)(α− uλ̂µi )

λ̂µ (u
λ̂µ
i − 1)

][
ûλ̂i − 1 + λ̂ log(ûi)(α̂− ûλ̂i )

λ̂ (ûλ̂i − 1)

]
.

Sendo ûi = 1 + β̂xi. Os estimadores de máxima verossimilhança perfilados ajustados de µ
obtidos de (3.10), (3.11) e (3.12) são denotados, respectivamente, por µ̂p, ˆ̃µBN e ˆ̆µBN . Es-
ses estimadores não têm forma fechada e devem ser obtidos maximizando numericamente as
respectivas funções de verossimilhança.

3.4 Estudo de simulação

Nesta seção, realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo para avaliar e comparar
os desempenhos dos estimadores de máxima verossimilhança e da estatística da razão de veros-
similhanças, baseados nas funções de verossimilhanças apresentadas na Seção 3.3. Incluímos
também na análise o teste baseado na estatística LRbb e o teste da razão de verossimilhanças
bootstrap usual (LRb). Os resultados estão organizados conforme os dois cenários discutidos
na Seção 3.3.

Os resultados são baseados em 10 000 réplicas de Monte Carlo. Para os testes baseados em
bootstrap paramétrico, verificamos que 600 réplicas bootstrap foram suficientes para alcançar a
estabilidade dos resultados, assim, assumimos B = 600. As simulações foram realizadas utili-
zando a linguagem de programação Ox (DOORNIK, 2009). O estimador restrito do parâmetro
λ, λ̂µ, foi estimado utilizando o algoritmo de otimização não-linear restrito SQP (Sequential
Quadratic Programming) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Esse algoritmo está implementando
na plataforma Ox através da função MaxSQP.
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3.4.1 Cenário: supondo o parâmetro β conhecido

Neste cenário, apresentamos os resultados numéricos para o parâmetro α da distribuição
LE. Os resultados foram obtidos definindo β = 1, 0. Os tamanhos amostrais considerados neste
caso foram n = 20, 30, 40, 50 e os níveis nominais foram ξ = 10%, 5% e 1%.

Para os resultados numéricos referentes à estimação pontual do parâmetro de forma α da
distribuição LE, consideramos os estimadores de máxima verossimilhança α̂p, ˆ̃αBN , ˆ̆αBN e
α̂CRa , os quais são obtidos maximizando as funções dadas por (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), res-
pectivamente. A análise desses estimadores é baseada na medida do viés relativo (VR), do erro
quadrático médio (EQM), assimetria e curtose.

Estamos interessados também em testar a hipótese nula H0 : α = α0 versus H1 : α 6= α0.
Avaliamos os desempenhos dos testes baseados nas estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa ,
LRbb e do teste LRb. Para cada tamanho de amostra e cada nível nominal, calculamos as
taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas citadas, ou seja, são estimadas via simu-
lação de Monte Carlo as seguintes probabilidades: P (LRp ≥ χ2

(1−ξ;1)), P (LRBN1 ≥ χ2
(1−ξ;1)),

P (LRBN2 ≥ χ2
(1−ξ;1)), P (LRCRa ≥ χ2

(1−ξ;1)), P (LRbb ≥ χ2
(1−ξ;1)), tal que χ2

(1−ξ;1) é o quantil
(1−ξ) da distribuição χ2

1. Para o teste LRb a taxa de rejeição é obtida estimando a probabilidade
P (LR ≥ q̂(1−ξ)), em que q̂(1−ξ) é estimado seguindo o procedimento descrito na Subseção 2.3.1.

Para a obtenção dos resultados apresentados nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, assumimos o valor
verdadeiro de λ = 5, 0 e os valores do parâmetro de interesse α variando em: 3, 5; 4, 0 e 4, 5.
Podemos verificar na Tabela 3.1 que os estimadores perfilados modificados apresentam vieses
relativos ligeiramente menores em relação ao viés relativo do estimador α̂p, independente do
tamanho amostral. Por exemplo, para n = 20 e α = 3, 5, o viés relativo de α̂p é aproxima-
damente de 29%, enquanto que os vieses relativos dos estimadores perfilados modificados não
ultrapassam 22%.

Além disso, podemos notar que as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose diminuem
conforme o tamanho da amostra aumenta. Outro critério para a avaliação dos estimadores é
o EQM, quanto menor essa medida, melhor é o estimador. Baseando-se nos valores do EQM
de cada estimador apresentados na Tabela 3.1, concluímos que os estimadores ˆ̃αBN e ˆ̆αBN

tiveram comportamentos similares e menores valores de EQM, logo são os melhores segundo
esse critério. Considerando o mesmo critério, o estimador α̂p teve o pior desempenho.

A Tabela 3.2 é referente às taxas de rejeições nulas correspondentes aos testes baseados
nas estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa , LRbb e ao teste LRb. Avaliando essa tabela,
observamos que em todas as situações consideradas, o teste baseado na estatística LRp é liberal,
ou seja, as taxas de rejeições estimadas estão acima do nível nominal especificado. Por exemplo,
para α = 3, 5, n = 20, ao nível ξ = 10%, a taxa de rejeição do teste baseado em LRp é
12, 07. Notamos ainda, que os testes baseados na estatística LRCRa apresentaram resultados
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semelhantes aos testes baseados em LRp.
Ainda analisando a Tabela 3.2, percebemos que os testes baseados nas estatísticas LRBN1

e LRBN2 tiveram comportamento similares. Em algumas situações se mostraram liberais e em
outras, foram conservativos. No entanto, em geral, apresentaram os melhores desempenhos
quando comparados aos testes baseados nas estatísticas LRp e LRCRa , principalmente para
amostras de tamanho pequeno a moderado. Por exemplo, para α = 4, 5 e n = 20, ao nível
de ξ = 5%, a taxa de rejeição dos testes baseados em LRp e LRCRa foram 6, 37 e 6, 42,
respectivamente, enquanto que as taxas de rejeição baseadas em LRBN1 e LRBN2 foram 5, 25 e
5, 32, respectivamente.

Concluímos também que os testes baseados na estatística LRbb e o teste LRb fornecem
taxas bem próximas aos níveis nominais, porém essas taxas, em geral, não apresentam o padrão
de se aproximar do nível nominal especificado conforme o tamanho da amostra aumenta. É
importante frisar que em todos os cenários considerados, o teste baseado na estatística LRbb

apresentou resultados ligeiramente melhores que o teste baseado em LRb. Isso significa que
o fator de correção Bartlett bootstrap incorporado à estatística da razão de verossimilhanças
atenuou significativamente a sua tendência liberal.

A Figura 3.2 mostra a distorção dos testes, ou seja, a diferença entre a taxa de rejeição
estimada e o nível nominal correspondente. Para a construção desse gráfico, consideramos o
caso em que α = 4, 5 e ξ = 10%. Essa figura, evidencia toda análise feita anteriormente sobre as
estatísticas de testes e mostra claramente que as distorções do testes baseado na estatística LRbb

e do teste LRb são as que mais se aproximam da linha de referência (ordenada em zero), logo
esses testes tiveram o melhor desempenho. Além disso, nota-se que as curvas de distorção dos
testes baseados em LRp, LRBN1 e LRbb apresentam o mesmo padrão das curvas de distorção
dos testes baseados em LRBN2 , LRCRa e LRb, respectivamente.

A Figura 3.3 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas de quantis (a diferença entre
quantil exato e assintótico dividida pelo quantil assintótico) das quatro estatísticas de teste em
relação ao quantil assintótico correspondente. Quanto mais próxima da ordenada zero a curva
estiver, melhor é a aproximação assintótica utilizada no teste. Sendo assim, as estatísticas de
teste LRBN1 , LRBN2 e LRbb apresentam uma melhor aproximação da distribuição nula assin-
tótica do que as estatísticas LRp e LRCRa . Nota-se também que as curvas neste gráfico apre-
sentam o mesmo padrão. No entanto, para quantis maiores, a distribuição nula das estatísticas
LRBN1 e LRBN2 se aproximam mais da distribuição de referência quando comparada com a
estatística LRbb. É importante observar que o teste LRb não foi considerado nesta comparação
porque as taxas de rejeição desse teste foram estimadas utilizando a distribuição empírica da
estatística da razão de verossimilhanças.

A Tabela 3.3 apresenta a média e a variância das estatísticas de teste para α = 3, 5 e α = 4, 5
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Tabela 3.3: Média e variância (var.) das estatísticas de teste, β conhecido
α = 3, 5 α = 4, 5

n χ2
1 LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb

20 média 1, 000 1, 101 1, 020 1, 021 1, 107 1, 005 1, 103 1, 021 1, 021 1, 112 1, 006
var. 2, 000 2, 417 2, 061 2, 065 2, 328 1, 893 2, 422 2, 057 2, 064 2, 437 1, 895

30 média 1, 000 1, 051 0, 997 0, 997 1, 053 1, 001 1, 051 0, 996 0, 995 1, 054 0, 999
var. 2, 000 2, 166 1, 952 1, 951 2, 174 1, 939 2, 164 1, 945 1, 943 2, 176 1, 941

40 média 1, 000 1, 028 0, 988 0, 988 1, 029 0, 999 1, 027 0, 986 0, 986 1, 029 1, 000
var. 2, 000 2, 014 1, 848 1, 847 2, 004 1, 927 2, 015 1, 844 1, 843 2, 008 1, 926

50 média 1, 000 1, 017 0, 986 0, 986 1, 018 1, 006 1, 017 0, 984 0, 984 1, 019 1, 004
var. 2, 000 2, 083 1, 953 1, 953 2, 084 1, 940 2, 083 1, 949 1, 949 2, 086 1, 933

e diferentes tamanhos amostrais. Avaliando esses resultados, constatamos que a média e a
variância amostral das estatísticas corrigidas LRBN1 , LRBN2 e LRbb, em geral, são as que
mais se aproximam da média e da variânca da distribuição assintótica χ2

1 sob hipótese nula.
Claramente, a estatística LRbb têm a melhor aproximação.

A Tabela 3.4 apresenta resultados da simulação de poder dos testes, obtidos considerando
a hipótese alternativa, para n = 30 e diferentes valores de α, ao nível nominal ξ = 10%. Ob-
servar que essas simulações correspondem à situação apresentada na Tabela 3.2 para n = 30 e
α = 3, 5. Como os tamanhos dos testes baseados nas estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa

e LRbb apresentam diferenças entre as taxas de rejeição para um nível nominal fixado, os tes-
tes foram realizados utilizando os valores críticos estimados para cada estatística, dessa forma
colocamos todos os testes em um mesmo patamar. Aqui, não avaliamos o teste LRb porque
não é possível corrigi-lo em relação ao seu tamanho. Avaliando os resultados, observamos que
os testes baseados nas estatísticas LRBN1 , LRBN2 e LRCRa sao mais poderosos que os testes
baseados em LRp e LRbb. Ainda neste cenário, fizemos o mesmo estudo de simulação, conside-
rando agora o valor verdadeiro de λ = 0, 5 e o parâmetro de interesse α variando em: 0, 5, 1, 0

e 1, 5. Os resultados são mostrados na Tabela 3.5 e na Tabela 3.6. Como podemos observar, as
conclusões para essas tabelas são análogas às conclusões feitas para a Tabela 3.1 e a Tabela 3.2,
respectivamente.

3.4.2 Cenário: supondo o parâmetro β desconhecido

Nesta seção, apresentamos os resultados de simulação para o cenário em que o vetor de
parâmetros de interesse é µ = (α, β)> e o parâmetro de perturbação ν = λ. Os tamanhos
amostrais considerados foram n = 30, 40, 50 e 80. As estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 são
baseadas na funções de verossimilhanças dadas na Subseção 3.3.2.

O nosso objetivo é comparar as diferentes estatísticas, incluíndo a estatística LRbb e o teste



3.4. ESTUDO DE SIMULAÇÃO 36

Tabela 3.4: Taxas de rejeições não nulas, inferências sobre α (n = 30)
ξ = 10%

α LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb

4, 5 17, 05 20, 30 20, 48 20, 24 17, 93
5, 5 34, 14 38, 88 39, 22 38, 84 35, 14
6, 5 52, 89 57, 93 58, 18 57, 91 54, 17
7, 5 67, 84 72, 59 72, 65 72, 58 67, 16
8, 5 78, 38 81, 95 82, 10 81, 98 77, 67
9, 5 84, 34 87, 20 87, 23 81, 98 84, 62
10, 5 89, 25 91, 29 91, 27 91, 33 89, 46
11, 5 92, 91 94, 40 94, 46 94, 44 92, 46
12, 5 94, 28 95, 65 95, 73 95, 73 94, 05
13, 5 96, 09 97, 03 97, 02 97, 09 95, 93
14, 5 96, 85 97, 55 97, 55 97, 57 96, 70
15, 5 97, 53 98, 16 98, 15 98, 17 97, 71

LRb, para testar a hipótese nulaH0 : µ = µ0 versusH1 : µ 6= µ0. Para isso, Fixamos α = 0, 5,
assumimos o valor verdadeiro do parâmetro λ = 0, 25 e o parâmetro β variando em 0, 25 e 0, 5.
Os níveis nominais considerados foram ξ = 10%, 5% e 1%.

A Tabela 3.7 apresenta as taxas de rejeições nulas estimadas. Avaliando essa tabela, no-
tamos que, de modo geral, as estatísticas LRBN1 , LRBN2 , LRb e LRbb tiveram os melhores
desempenhos, pois os testes correspondentes forneceram taxas de rejeições mais próximas do
nível nominal especificado. Por exemplo, para n = 30 e β = 0, 5, ao nível de 10%, o teste ba-
seado em LRp tem taxa de rejeição igual a 12, 13% e os testes baseados nas demais estatísticas,
as taxas de rejeições não ultrapassam 10, 37%. Na Figura 3.4, a qual ilustra a situação dada na
Tabela 3.7 quando (α; β) = (0, 5; 0, 25) e ξ = 10%, podemos notar que as curvas de distorções
dos testes baseados em LRBN1 e LRBN2 seguem o mesmo padrão.

A Figura 3.5 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas de quantis das estatísticas LRp,
LRBN1 , LRBN2 e LRbb. Nota-se que as curvas da discrepância relativa de quantil possuem
o mesmo padrão para todas as estatísticas. Observa-se ainda que, à medida que os quantis
aumentam, a discrepância, em módulo, de LRbb se torna maior que a discrepância de LRBN2 .
No entanto, para valores altos de quantis, a discrepância de LRp é a que mais se aproxima da
ordenada zero.

A Tabela 3.8 apresenta a média e a variância das estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 e LRbb,
estimadas através de simulação de Monte Carlo com α = 0, 5 e β variando em 0, 25 e 0, 5,
para diferentes valores de n. Ainda com o intuito de avaliar a aproximação da distribuição
nula das estatísticas pela distribuição χ2

2, comparamos a média e a variância estimadas das
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Figura 3.4: Distorções dos tamanhos dos testes: ξ = 10% e (α; β) = (0, 5; 0, 25)
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Tabela 3.8: Média e variância (var.) das estatísticas de teste, β desconhecido
(α; β) = (0, 5; 0, 25) (α; β) = (0, 5; 0; 5)

n χ2
2 LRp LRBN1 LRBN2 LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRbb

30 média 2, 00 2, 09 1, 97 2, 00 1, 98 2, 15 1, 98 1, 98 2, 00
var. 4, 00 4, 07 3, 64 3, 75 3, 57 4, 27 3, 71 3, 66 3, 70

40 média 2, 00 2, 16 1, 98 1, 99 2, 02 2, 10 1, 98 1, 99 2, 02
var. 4, 00 4, 25 3, 73 3, 79 3, 99 4, 16 3, 74 3, 78 3, 92

50 média 2, 00 2, 09 2, 00 2, 01 2, 00 2, 09 2, 00 2, 01 2, 00
var. 4, 00 4, 37 3, 98 4, 06 4, 04 4, 37 4, 02 4, 07 3, 96

80 média 2, 00 2, 02 1, 98 1, 98 2, 00 2, 03 1, 97 1, 98 2, 04
var. 4, 00 4, 13 3, 99 3, 99 4, 09 4, 15 3, 94 3, 97 4, 13

Tabela 3.9: Taxas de rejeições não nulas (%), β desconhecido, n = 30

ξ = 10%

δ LRp LRBN1 LRBN2 LRbb

0, 8 40, 67 43, 58 43, 55 39, 08
1, 1 72, 78 74, 98 75, 44 72, 02
1, 4 88, 36 89, 44 89, 92 87, 38
1, 7 93, 84 94, 44 94, 69 93, 79
2, 0 96, 34 96, 69 96, 82 97, 04
2, 3 97, 99 98, 32 98, 35 97, 93
2, 6 98, 44 98, 61 98, 91 98, 47
2, 9 98, 91 99, 12 99, 12 98, 95
3, 2 99, 17 99, 27 99, 31 99, 40

diferentes estatísticas com a média e a variância da distribuição χ2
2. Notamos que as médias e as

variâncias estimadas dessas estatísticas se aproximam da média e da variância da distribuição
de referência.

A Tabela 3.9 apresenta os resultados de simulação obtidos levando em consideração a hipó-
tese alternativa para n = 30, λ = 0, 25 e diferentes valores para α = β = δ foram considerados
ao nível de 10%. Observar que essas simulações de poder correspondem à situação abordada
na Tabela 3.7 para n = 30 e β = 0, 5. Avaliando esta tabela concluímos os testes baseados nas
estatísticas LRBN1 e LRBN2 apresentaram poderes semelhantes e foram mais poderosos que o
teste baseado em LRp e LRbb.
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3.5 Exemplos numéricos

Mostraremos agora dois exemplos nos quais utilizamos conjuntos de dados reais. Para o pri-
meiro exemplo, consideramos um conjunto de dados (sem observações censuradas) referente ao
tempo de sobrevivência (em anos) de um grupo de 36 pacientes tratados com quimioterapia e
radioterapia, esses dados podem ser encontrados em Bekker et al. (2000). Nosso objetivo é
fazer inferências para o parâmetro α que indexa a distribuição LE. Para isso, primeiramente,
realizamos o teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a aderência dos dados à distribui-
ção Pareto exponencializada de parâmetros α̂ = 2.182 e λ̂ = 2.865, ou seja, à distribuição
LE (α̂, 1, λ̂). Para esse teste, o valor da estatística e o p-valor são, respectivamente, 0, 096 e
0, 859, o que indica que não há evidências para rejeitar a distribuição Pareto exponencializada
para esses valores dos parâmetros.

Utilizando a função de verossimilhança perfilada e a suas versões modificadas dadas na
Subseção 3.3.1, obtemos os seguintes resultados para estimação pontual de α: α̂p = 2, 182,
ˆ̃αBN = 2, 127, ˆ̆αBN = 2, 121 e α̂CRa = 2, 129. Aqui, estamos interessados em testar a hipótese
nulaH0 : α = 1, 0, ou seja, estamos testando o modelo Pareto. Neste caso, temosLRp = 8, 778,
LRBN1 = 8, 127, LRBN2 = 8, 073, LRCRa = 8, 434 e LRbb = 8, 336 e os correspondentes p-
valores são: 0, 003; 0, 004; 0, 004; 0, 004 e 0, 003. O teste baseado em LRb tem p-valor igual a
0, 008. Dessa forma, considerando os níveis de significância usuais, todos os testes rejeitam a
hipótese nula, ou seja, o modelo Pareto é rejeitado. Adicionalmente, calculamos os valores de
AIC (Akaike information criterion) correspondentes às distribuições Pareto exponencializada
e Pareto, obtendo, respectivamente, 62, 914 e 69, 693. Logo, de acordo com este critério, para
esse conjunto de dados, a distribuição Pareto exponencializada oferece um melhor ajuste (menor
AIC) que o modelo Pareto.

Para o segundo exemplo, supomos que os dados seguem distribuição LE(α, β, λ) e consi-
deramos um conjunto de dados referente ao tempo de reparação (em horas) de um transceptor,
que é um aparelho usado para comunicação aérea (JØRGENSEN, 2012, p.165). Para esta aná-
lise obtemos a partir dos dados originais a seguinte subamostra aleatória: 2,0; 1,5; 5,4; 0,5;
1,5; 10,3; 1,0; 0,8; 24,5; 7,5; 9,0; 22,0; 1,3; 2,5; 8,8; 1,5; 3,0; 0,3; 0,5 e 2,7. Supomos que
os dados seguem distribuição LE (α, β, λ). Neste caso, o nosso objetivo é fazer inferências
para o vetor de parâmetros µ = (α; β)> usando as funções dadas na Subseção 3.3.2. Os re-
sultados da estimação pontual para µ são: µ̂p = (3, 919; 1, 871)>, ˆ̃µBN = (4, 857; 2, 854)> e
ˆ̆µBN = (4, 335; 2, 400)>. Estamos interessados em testar a hipótese nula H0 : (α; β) = (1; 1),
isto é, estamos testando se os dados seguem a distribuição Pareto. As estatísticas LRp = 7, 246,
LRBN1 = 6, 504, LRBN2 = 6, 348 e LRbb = 7.909 e os p-valores correspondentes são: 0, 02;
0, 04; 0, 04 e 0, 02. O p-valor correspondente ao teste LRb é igual a 0, 02. Portanto, ao nível
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nominal de 5% todos os testes rejeitam a hipótese nula, ou seja, o modelo Pareto também é
rejeitado para esse conjunto de dados.

3.6 Conclusões finais

Fizemos inferências (estimação pontual e teste de hipóteses) para dois parâmetros da dis-
tribuição Lomax exponencializada. Baseamo-nos em diferentes propostas e derivamos ajustes
para a função de verossimilhança perfilada com o objetivo de diminuir o impacto do parâmetro
de perturbação (λ), e consequentemente, obter resultados mais precisos, principalmente quando
a amostra é pequena. Realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo para avaliar os de-
sempenhos da função de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas no processo de
estimação pontual e teste de hipóteses com base na estatística da razão de verossimilhanças.
Consideramos também o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças bootstrap
Bartlett e o teste da razão de verossimilhanças bootstrap usual. O estudo apontou que os esti-
madores de máxima verossimilhança perfilado ajustados tiveram os melhores desempenhos. Os
testes baseados na estatística da razão de verossimilhanças que utiliza as versões modificadas
da função de verossimilhança perfilada tiveram as menores distorções de tamanho. No entanto,
os testes baseados em bootstrap, em geral, apresentaram resultados satisfatórios em todos os
cenários considerados. Por fim, apresentamos dois exemplos numéricos utilizando conjuntos
de dados reais.
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4 Refinamento de inferências na distribuição BurrX
escalonada

Resumo

A distribuição BurrX escalonada, além de ser bastante útil para modelar dados de tempo de
vida, quando seu parâmetro de forma é igual a um, tem a distribuição Rayleigh como caso parti-
cular. Este capítulo apresenta três diferentes ajustes para a função de verossimilhança perfilada
com o objetivo de obter inferências mais confiáveis sobre o parâmetro de forma da distribuição
BurrX escalonada. Especificamente, derivamos a função de verossimilhança perfilada e suas
versões ajustadas para fazer estimação pontual e teste de hipóteses com base na estatística da
razão de verossimilhanças (LR), sob o enfoque de amostra completa (dados não censurados)
e amostra contendo dados censurados do tipo II. O estudo também inclui o teste baseado na
estatística da razão de verossimilhanças bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste da razão
de verossimilhanças bootstrap usual (EFRON; TIBSHIRANI, 1994). Os resultados de simula-
ção indicam que em pequenas amostras as inferências baseadas nas funções de verossimilhança
perfilada ajustadas são mais precisas. Duas aplicações usando conjuntos de dados reais são
apresentadas para ilustrar a teoria desenvolvida.

Palavras-chave: BurrX escalonada; Censura tipo II; Estimação pontual; Teste de hipóteses;
Verossimilhança perfilada ajustada

4.1 Introdução

Burr (1942) introduziu doze famílias de distribuições, dentre elas destacam-se as distribui-
ções Burr tipo III e a Burr tipo X, as quais têm recebido muita atenção de pesquisadores em
diversas áreas. Surles e Padgett (2001) propuseram a distribuição Burr tipo X com um pa-
râmetro adicional, denominada de BurrX escalonada, com o objetivo de fazer inferência para
R = P (X < Y ) (confiabilidade) de fibras de carbono, em que X e Y são variáveis aleatórias
independentes que seguem distribuição BurrX escalonada.

Por ser uma generalização da distribuição Rayleigh, a BurrX escalonada também é chamada
por alguns autores de Rayleigh generalizada ou Rayleigh exponencializada (RAQAB; MADI,
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2011; ABD-ELFATTAH, 2011). Nesta tese, usamos a denominação dada por Surles e Pad-
gett (2001) e será denotada por BurrX (σ, λ), tal que σ e λ são parâmetros de escala e forma,
respectivamente. Essa distribuição é bastante apropriada para analisar dados de tempo de vida
assimétricos (AHMAD et al., 2017).

A função de verossimilhança perfilada pode ser usada quando desejamos fazer inferências
apenas para uma parte dos parâmetros que indexam um modelo. No entanto, a função de ve-
rossimilhança perfilada não é uma verossimilhança genuína, assim algumas propriedades tais
como função escore e informação não viesadas podem não ser satisfeitas. Além disso, a dis-
tribuição nula da estatística da razão de verossimilhanças pode não ser bem aproximada pela
distribuição qui-quadrado de referência na presença de muitos parâmetros de perturbação ou
ainda quando a amostra é pequena. Sendo assim, com base em duas aproximações para a fun-
ção de verossimilhança proposta por Barndorff-Nielsen (1983) e na função de verossimilhança
de Cox e Reid (1993), o nosso principal objetivo é obter três versões modificadas da função
de verossimilhança perfilada que forneçam inferências mais confiáveis para o parâmetro λ da
distribuição BurrX escalonada. Estudos nessa linha já foram realizados por Cysneiros et al.
(2008) e Barreto et al. (2013) para a distribuição Birnbaum-Saunders para dados completos e
dados censurados do tipo II, respectivamente. Ferrari et al. (2007) obtiveram diferentes ajustes
da verossimilhança perfilada para a distribuição Weibull.

Para nosso estudo inferencial consideramos dois enfoques. No primeiro enfoque, obtivemos
três ajustes para a função de verossimilhança perfilada para o parâmetro λ em amostra completa
(dados não censurados). No segundo, derivamos dois ajustes para a função de verossimilhança
perfilada para amostra contendo observações censuradas do tipo II. Nos dois enfoques, fizemos
estimação por máxima verossimilhança e teste de hipóteses usando a estatística da razão de
verossimilhanças com base nos diferentes ajustes. Consideramos também o teste baseado na
estatística da razão de verossimilhanças bootstrap Bartlett (ROCKE, 1989) e o teste da razão de
verossimilhanças bootstrap usual (EFRON; TIBSHIRANI, 1994).

O capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 4.2 são discutidos alguns aspectos e
propriedades da distribuição BurrX escalonada; na Seção 4.3, obtemos os ajustes para a função
de log-verossimilhança perfilada para a distribuição BurrX escalonada. Resultados de simula-
ção de Monte Carlo são mostrados e discutidos na Seção 4.4. Duas aplicações a conjunto de
dados reais, uma para amostra completa e outra para amostra censurada do tipo II, são apresen-
tadas na Seção 4.5. As conclusões finais deste capítulo são dadas na Seção 4.6. No Apêndice 6,
discutimos alguns aspectos computacionais utilizados neste capítulo.
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4.2 A distribuição BurrX escalonada

A distribuição BurrX escalonada tem função de distribuição acumulada (fda), função den-
sidade de probabilidade (fdp) e função de sobrevivência dadas, respectivamente, por

F (x) =
[
1− e−( xσ )

2]λ
, (4.1)

f(x) =
2λxe−( xσ )

2

σ2

[
1− e−( xσ )

2]λ−1
(4.2)

e

S(x) = 1−
[
1− e−( xσ )

2]λ
, (4.3)

em que x > 0, σ > 0 e λ > 0.
A distribuição BurrX escalonada é denominada por alguns autores de Burr X biparamétrica,

Rayleigh exponencializada ou Rayleigh generalizada (RAQAB; KUNDU, 2006). As duas últi-
mas denominações são devido ao fato de que (4.1) pode ser obtida elevando a fda da distribuição
Rayleigh a um parâmetro positivo.

A fdp da distribuição BurrX escalonada pode ser assimétrica unimodal (λ > 1/2) ou des-
crescente (λ ≤ 1/2) como podemos observar na Figura 4.1. No que segue, uma variável X que
tem fdp dada por (4.2) será denotada por X ∼ BurrX(σ, λ).

A função quantílica (fq) de X é dada por

Q(u;σ, λ) = F−1(u) = σ
[
− log

(
1− u

1
λ

)] 1
2
, 0 < u < 1. (4.4)

Podemos usar (4.4) para gerar números aleatórios da distribuição BurrX escalonada. Portanto,
se U ∼ U(0, 1) então Q(U ;σ, λ) ∼ BurrX(σ, λ).

4.2.1 Resultados gerais para inferência

Seja x = (x1, . . . , xn)> uma amostra aleatória de tamanho n proveniente da distribuição
BurrX escalonada cuja a fdp é dada em (4.2), então a função de log-verossimilhança para θ =

(σ, λ)> é dada por

`(θ) = n log

(
2λ

σ

)
+ (λ− 1)

n∑
i=1

log[1− e−u2i ] +
n∑
i=1

[log(ui)− u2i ]. (4.5)
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Figura 4.1: Fdp da distribuição BurrX escalonada para diferentes valores de parâmetros

Derivando a função log-verossimilhança dada por (4.5), obtemos as componentes do vetor
escore `θ = (`σ, `λ)

>, as quais são dadas por

`σ = −2n

σ
+

2

σ

n∑
i=1

u2i −
2(λ− 1)

σ

n∑
i=1

u2i e
−u2i

G(ui)
,

`λ =
n

λ
+

n∑
i=1

log[G(ui)],

em que ui = xi
σ

e G(t) = 1− e−t2 , t > 0.
O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de θ, θ̂ = (σ̂, λ̂)>, pode ser obtido re-

solvendo a equação não-linear `σ = `λ = 0. Neste caso, esta equação não pode ser resolvida
analiticamente. Contudo, pode ser avaliada numericamente (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Al-
ternativamente, θ̂ pode ser obtido maximizando diretamente (4.5) usando as plataformas com-
putacionais SAS (PROC NLMIXED), R (funções optim e MaxLik) ou plataforma Ox (função
MaxBFGS).
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A matriz de informação observada é dada por

J(θ) =

 jσσ jσλ

jλσ jλλ

 ,
em que

jσσ = −∂
2`(θ)

∂σ2
= −2n

σ2
+

6

σ2

n∑
i=1

u2i −
2(λ− 1)

σ2

n∑
i=1

u2i e
−u2i

G(ui)

[
3− 2u2i −

2u2i e
−u2i

G(ui)

]
,

jσλ = jλσ = −∂
2`(θ)

∂σ∂λ
=

2

σ

n∑
i=1

u2i e
−u2i

G(ui)

e

jλλ = −∂
2`(θ)

∂λ2
=

n

λ2
.

Resultado 1. Se X ∼ BurrX(σ, λ), então para λ 6= 1 e λ 6= 2

−E

{
∂2 log[f(X;θ)]

∂σ2

}
= aσ,λ +

2

3σ2bλ
{12− 24γ + cλ+ dλ2 + fλ3 + 6(λ− 1)2

×
[
4γΨ(λ− 1) + λ(λ− 1)Ψ2(λ− 1)

]
+ 6bλΨ(λ)[2γ

− λΨ(λ)] + 12gλΨ
(1)(λ− 1) + 6hλΨ

(1)},

em que

aσ,λ = a(σ, λ) =
6Hλ − 2 + 6σ2[1− γ−Ψ(λ)]

σ2
, bλ = b(λ) = (λ− 2)(λ− 1)2,

gλ = g(λ) = −(λ− 1)2, hλ = h(λ) = 2− 5λ+ 4λ2 − 6λ3,

c = 6 + 12γ + 6γ2 + π2, d = −2c+ 6, f = −12γ + 6γ2 + π2,

tal que Hz = H(z) = Ψ(z + 1) + γ é o número harmônico, Ψ(z) =
d

dz
log[Γ(z)] é a função

digama, γ ' 0.577216 é a constante de Euler e Ψ(n)(z) =
dnΨ(z)

dzn
.
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Resultado 2. Se X ∼ BurrX(σ, λ), então para λ 6= 1

−E

{
∂2 log[f(X;θ)]

∂σλ

}
=

2

λσ

{
λ[γ + Ψ(λ)]− (λ− 1)

λ− 1

}
Resultado 3. Se X ∼ BurrX(σ, λ), então

−E

{
∂2 log[f(X;θ)]

∂λ2

}
=

n

λ2
.

Os Resultados 1-3 serão úteis para a obtenção da função de verossimilhança perfilada de
Cox e Reid (1993) na próxima seção.

4.3 Verossimilhanças perfiladas ajustadas para a BurrX escalo-

nada

Obteremos ajustes para a função de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas
para o parâmetro λ da distribuição BurrX escalonada. Neste caso, o parâmetro σ é um parâmetro
de perturbação. Consideramos dados completos e dados sob censura do tipo II.

4.3.1 Amostra completa (dados não censurados)

Seja x = (x1, . . . , xn)> uma amostra aleatória da distribuição BurrX (σ, λ). A função de
log-verossimilhança para o parâmetro λ é obtido substituindo σ por seu estimador restrito, σ̂λ,
na equação (4.5). Dessa forma, obtemos

`p(λ) = n log

(
2λ

σ̂λ

)
+ (λ− 1)

n∑
i=1

log
[
1− e−ũ2i

]
+

n∑
i=1

[log(ũi)− ũ2i ], (4.6)

em que ũi = xi/σ̂λ e σ̂λ é obtido como solução da equação `σ = 0 para λ fixo. Como σ̂λ não
tem forma fechada deve ser encontrado utilizando um método de otimização não-linear restrita.
Denotaremos o estimador de máxima verossimilhança perfilado de λ, que maximiza `p(λ), por
λ̂p.

Derivamos duas aproximações para o logaritmo da função de verossimilhança perfilada mo-
dificada de Barndorff-Nielsen (1983), ˜̀

BN(λ) e ˘̀
BN(λ), as quais são dadas por

˜̀
BN(λ) = `p(λ) +

1

2
log |jσσ(σ̂λ, λ)| − log |`σ;X(σ̂λ, λ)V̂σ|, (4.7)
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˘̀
BN(λ) = `p(λ) +

1

2
log |jσσ(σ̂λ, λ)| − log |Ĭσ(σ̂λ, λ; σ̂, λ̂)|. (4.8)

Sendo que

jσσ(σ̂λ, λ) = −2n

σ̂2
λ

+
6

σ̂2
λ

n∑
i=1

ũ2i −
2(λ− 1)

σ̂2
λ

n∑
i=1

ũ2i e
−ũ2i

G(ũi)

[
3− 2ũ2i −

2ũ2i e
−ũ2i

G(ũi)

]

`σ;X(σ̂λ, λ)V̂σ =
n∑
i=1

4ûiũi{e2ũ
2
i + λ+ eũ

2
i [−1− ũ2i + λ(ũ2i − 1)]}

σ̂2
λ(ũ

2
i − 1)2

,

Ĭσ(σ̂λ, λ; σ̂, λ̂) =
n∑
i=1

4[1− λũ2i + eũ
2
i (ũ2i − 1)][1− λ̂û2i + eû

2
i (û2i − 1)]

σ̂λσ̂(eũ
2
i − 1)(eû

2
i − 1)

,

em que ûi = xi/σ̂, σ̂ e λ̂ são os EMVs dos parâmetros σ e λ, respectivamente.
Os parâmetros σ e λ que indexam a distribuição BurrX escalonada não são ortogonais.

Assim, não foi possível obter o ajuste dado em (2.7). Alternativamente, usando (2.8) obtemos a
função de log-verossimilhança perfilada modificada dada por

`CRa(λ) = `p(λ)− 1

2
log |jσσ(σ̂λ, λ)| − (λ− λ̂)mσ(σ̂, λ̂), (4.9)

em que

mσ(σ̂, λ̂) = Kσ̂,λ̂

Aσ̂,λ̂
Bσ̂,λ̂

,

tal que

Kσ̂,λ̂ =
4λ̂[γ + Ψ(λ̂)]− 4(λ̂− 1)

3λ̂2σ̂4bλ̂(λ̂− 1)
,

Aσ̂,λ̂ = λ̂[9(2 + 7σ̂2 − 2γσ̂2 + bλ̂Hλ̂)− 24γ]− λ̂2(15− c+ 81σ̂2 − 45γσ̂2)

+ λ̂3(6− 2f + 45σ̂2 − 36γσ̂2) + λ̂4[f − 3− 9σ̂2(1− γ)]− 6λ̂gλ̂[4γ

+ λ̂(λ̂− 1)Ψ(λ̂− 1)]Ψ(λ̂− 1)− 3λ̂(hλ̂ + 5λ̂3)[4γ + 3σ̂2 − 2λ̂Ψ(λ̂)]Ψ(λ̂)

+ 6λ̂[2gλ̂Ψ
(1)(λ̂− 1) + (hλ̂ + 5λ̂3)Ψ(1)(λ̂)− 18σ̂2],
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e

Bσ̂,λ̂ = {λ̂−1(6− λ̂aσ̂,λ̂)−
2

3σ̂2bλ̂
[12(1− 2γ) + cλ̂− 2(f + 3)λ̂2 + fλ̂3

− 6gλ̂[4γ + λ̂(λ̂− 1)]Ψ(λ̂− 1) + 6bλ̂(2γ− λ̂Ψ(λ̂))Ψ(λ̂) + 2gλ̂Ψ
(1)(λ̂− 1)

+ 6(hλ̂ + 5λ̂3)Ψ(1)(λ̂)]}2.

Os termos aσ̂,λ̂, bλ̂, Hλ̂, hλ̂ e gλ̂ são obtidos avaliando, respectivamente, as funções aσ,λ, bλ, Hλ,
hλ e gλ (definidas na Subseção 4.2.1) em λ̂ e σ̂. É importante ressaltar que a log-verossimilhança
dada por (4.9) somente está definida quando λ̂ 6= 1 e λ̂ 6= 2.

Os estimadores de máxima verossimilhança perfilados ajustados de λ obtidos a partir de
(4.7), (4.8), e (4.9) são denotados, respectivamente, por ˆ̃λBN , ˆ̆

λBN e λ̂CRa . Esses estimadores
e o estimador de máxima verossimilhança perfilado, λ̂p, não têm forma fechada e devem ser
obtidos maximizando numericamente as respectivas funções de log-verossimilhança.

4.3.2 Dados censurados do tipo II

Vamos considerar agora dados sob censura do tipo II, em que a observação termina na
r-ésima (r < n) falha. Sejam x(1), . . . , x(r) as r menores estatísticas de ordem, obtidas a
partir de uma amostra de tamanho n da distribuição BurrX (σ, λ). Neste caso, a função de
verossimilhança é dada por

L(σ, λ) = [S(x(r);σ, λ)]n−r
r∏
i=1

f(x(i);σ, λ).

em que as funções f(·) e S(·) são dadas por (4.2) e (4.3), respectivamente. Consequentemente,

`(σ, λ) = r log

(
2λ

σ

)
+ (n− r) log[1−Gλ(u(r))] +

r∑
i=1

log[G(u(i))]

+
r∑
i=1

[log(u(i))− u2(i)]. (4.10)

Assim,

`p(λ) = r log

(
2λ

σ̂λ

)
+ (n− r) log[1−Gλ(ũ(r))] +

r∑
i=1

log[G(ũ(i))]

+
r∑
i=1

[log(ũ(i))− ũ2(i)]. (4.11)
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Aqui, Ga(t) = [G(t)]a, ũ(i) = x(i)/σ̂λ e σ̂λ é solução da equação

−2r

σ
+

2

σ

r∑
i=1

[
u2(i) −

(λ− 1)e−u
2
(i)u2(i)

G(u(i))

]
+

2λ(n− r)u2(r)e
−u2

(r)Gλ−1(u(r))

σ[1−Gλ(u(r))]
= 0

para λ fixo.
A partir da Equação (2.4), derivamos

˜̀
BN(λ) = `p(λ) +

1

2
log |jσσ(σ̂λ, λ)| − log |`σ;X(σ̂λ, λ)V̂σ|, (4.12)

em que

jσσ(σ̂λ, λ) = −2r

σ̂2
λ

+
6

σ̂2
λ

r∑
i=1

ũ2(i) −
(λ− 1)

σ̂2
λ

r∑
i=1

ũ2(i)e
−ũ2

(i)

G(ũ(i))

[
6− 4ũ2(i) −

4ũ2(i)e
−ũ2

(i)

G(ũ(i))

]

+
6λ(n− r)e−ũ

2
(r)Gλ−1(ũ(r))

σ̂2
λ[1−Gλ(ũ(r))]

−
4λ(n− r)ũ4(r)e

−ũ2
(r)Gλ−1(ũ(r))

σ̂2
λ[1−Gλ(ũ(r))]

×

[
1− (λ− 1)e−ũ

2
(r)G−1(ũ(r))−

λe−ũ
2
(r)Gλ−1(ũ(r))

1−Gλ(ũ(r))

]
,

V̂σ = (û(1), . . . , û(r−1),

(n−r+1) elementos︷ ︸︸ ︷
û(r), . . . , û(r) )> e `σ;X(λ, σ̂λ) = (`σ;X1 , . . . , `σ;Xr−1 ,

(n−r+1) elementos︷ ︸︸ ︷
`σ;Xr , . . . , `σ;Xr),

tal que

`σ;Xi =
∂`σ
∂x(i)

=
4ũ(i)
σ̂2
λ

{
1 +

(λ− 1)e−ũ
2
(i)

G(ũ(i))

[
−1 + ũ2(i) +

ũ2(i)e
−ũ2

(i)

G(ũ(i))

]}
, i = 1, . . . , r − 1

e

`σ;Xr =
4λ(n− r)ũ(r)e−ũ

2
(r)G(ũ(r))

λ−1

σ̂2
λ[1−Gλ(ũ(r))]

{
1− ũ2(r) + (λ− 1)ũ2(r)e

−ũ2
(r)G−1(ũ(r))

+
λũ2(r)e

−ũ2
(r)G(ũ(r))

λ−1

[1−G(ũ(r))λ]

+
4ũ(r)

σ̂2
λ

1 +
(λ− 1)e−ũ

2
(r)

G(ũ(r))

−1 + ũ2(r) +
ũ2(r)e

−ũ2
(r)

G(ũ(r))

 .
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Assim, temos

`σ;X(σ̂λ, λ)V̂σ = 4
r−1∑
i=1

ũ(i)û(i)
σ̂2
λ

[
1 +

(λ− 1)e−ũ
2
(i)

G(ũ(i))

(
−1 + ũ2(i) +

ũ2(i)e
−ũ2

(i)

G(ũ(i))

)]

+
4λ(n− r)(n− r + 1)ũ(r)û(r)e

−ũ2
(r)Gλ−1(ũ(r))

σ̂2
λ[1−Gλ(ũ(r))]

×

[
1− ũ2(r) + (λ− 1)ũ2(r)e

−ũ2
(r)G−1(ũ(r)) +

λũ2(r)e
−ũ2

(r)Gλ−1(ũ(r))

1−Gλ(ũ(r))

]

+
4(n− r + 1)û(r)ũ(r)

σ̂2
λ

[
1 +

(λ− 1)e−ũ
2
(r)

G(ũ(r))

(
−1 + ũ2(r) +

ũ2(r)e
−ũ2

(r)

G(ũ(r))

)]
.

Agora, usando o ajuste (2.5), obtemos

˘̀
BN(λ) = `p(λ) +

1

2
log |jσσ(σ̂λ, λ)| − log |Ĭσ(σ̂λ, λ; σ̂, λ̂)|, (4.13)

em que

Ĭσ(σ̂λ, λ; σ̂, λ̂) =
4

σ̂λσ̂

r−1∑
i=1

[1− λũ2(i) + eũ
2
(i)(ũ2(i) − 1)][1− λ̂û2(i) + eû

2
(i)(û2(i) − 1)]

[eũ
2
(i) − 1][eû

2
(i) − 1]

+
4(n− r + 1)[1− λũ2(r) + eũ

2
(r)(ũ2(r) − 1)][1− λ̂û2(r) + eû

2
(r)(û2(r) − 1)]

σ̂λσ̂(eũ
2
(r) − 1)(eû

2
(r) − 1)

.

Aqui ûr = xr/σ̂, σ̂ e λ̂ são, respectivamente, EMVs de σ e λ sob censura do tipo II e podem
ser obtidos maximizando a função de log-verossimilhança dada por (4.10).

4.4 Resultados numéricos

Nesta seção apresentamos os resultados das simulações de Monte Carlo, obtidos para fazer
inferências sobre o parâmetro de forma λ da distribuição BurrX escalonada e assim, comparar
o desempenho das funções de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas. Para isso,
consideramos amostras completas (dados não censurados) e amostras com dados censurados
(censura do tipo II).

Todas as simulações foram realizadas usando a linguagem de programação Ox (DOORNIK,
2009) e os resultados são baseados em 10 000 réplicas de Monte Carlo. Os tamanhos amostrais
considerados neste estudo foram n = 20, n = 30, n = 50 e n = 100. Os níveis nominais foram
ξ = 10%, ξ = 5% e ξ = 1%. Para os testes baseados em bootstrap paramétrico, utilizamos
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B = 1 000 réplicas.

4.4.1 Amostra completa

Neste enfoque, para os parâmetros da distribuição BurrX escalonada, supomos o valor ver-
dadeiro de σ igual a 50 e λ variando em: 3, 0; 3, 5 e 4, 0. Apresentamos os resultados numéricos
referentes à estimação pontual e teste de hipóteses utilizando amostras completas. Para isso,
consideramos os estimadores de máxima verossimilhança λ̂p,

ˆ̃λBN , ˆ̆
λBN e λ̂CRa obtidos maxi-

mizando as funções `p, ˜̀
BN , ˘̀

BN e `CRa , respectivamente. A comparação desses estimadores é
baseada na medida do viés relativo (VR), do erro quadrático médio (EQM), assimetria e curtose.

Em relação, ao teste de hipóteses, avaliamos os desempenhos dos testes baseados nas esta-
tísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa , LRbb e do teste LRb. As estatísticas supracitadas foram
definidas na Seção 2.3.

O estimador restrito do parâmetro σ, σ̂λ, foi estimado utilizando o algoritmo de otimização
não-linear restrito SQP (Sequential Quadratic Programming) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).
Esse algoritmo está implementando na plataforma Ox através da função MaxSQP.

Na Tabela 4.1, apresentamos os resultados de simulação para os estimadores de máxima
verossimilhança e suas versões modificadas. Podemos verificar nesta tabela que os estimadores
perfilados modificados possuem vieses relativos menores quando comparado ao viés relativo do
estimador λ̂p. Por exemplo, para n = 20 e λ = 3, 0, o viés relativo de λ̂p é aproximadamente
27%, enquanto que o viés relativo dos estimadores corrigidos não ultrapassam 20%.

Podemos notar também que os valores associados ao VR, EQM, assimetria e curtose dos
estimadores avaliados, diminuem à medida que o tamanho da amostra aumenta. Por exemplo,
considerando λ = 3.0, para n = 20, as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose dos esti-
madores de λ não ultrapassam, respectivamente, 0,269; 4,652; 3,645; 33,012. No entanto, para
n = 100, temos que as medidas do VR, EQM, assimetria e curtose não ultrapassam, respectiva-
mente, 0,039; 0,295; 0,866; 4,764. Da Tabela 4.1, pode-se conluir ainda que λ̂CRa apresentou
menor valor em todas as medidas em todos os cenários.

Na Tabela 4.2, mostramos as taxas de rejeição nulas estimadas referentes ao teste da hipótese
nula H0 : λ = λ0 versus H1 : λ 6= λ0 usando as estatísticas de teste LRp, LRBN1 , LRBN2 e
LRCRa , LRb e LRbb. Avaliando essa tabela, observamos que, de modo geral, os testes baseados
nas estatísticas LRBN1 , LRBN2 , LRCRa , LRb e LRbb possuem taxas de rejeições estimadas
mais próximas do nível nominal especificado. Por exemplo, para λ = 3, 0, n = 20 e ξ = 10%,
as taxas de rejeições estimadas não ultrapassam 10, 61%, enquanto que o teste baseado em LRp

possue taxa de rejeição estimada de 11, 93%.
A Figura 4.2 mostra a distorção dos testes, ou seja, a diferença entre a taxa de rejeição

estimada e o nível nominal correspondente. O gráfico ilustra a situação da Tabela 4.2 quando
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λ = 4, 0 e ξ = 10%. Como podemos observar, os testes baseados nas estatísticas LRCRa ,
LRb e LRbb são os que mais se aproximam da linha de referência (ordenada zero) quando
n ≤ 50, portanto nestes casos, essas estatísticas tiveram o melhor desempenho. Porém, os
testes baseados em LRCRa têm um comportamento mais estável (distorção com pouca variação
à medida que n cresce).

É importante destacar também que as taxas de rejeições estimadas, dadas na Tabela 4.2,
associadas aos testes baseados nas estatísticas LRb e LRbb apresentam uma diferença mínima.
Isso indica que essas estatísticas tiveram um desempenho semelhante.

A Figura 4.3 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas de quantis (diferença entre
o quantil exato e quantil assintótico dividida por este último) das estatísticas LRp, LRBN1 ,
LRBN2 , LRCRa e LRbb. Quanto mais próxima da ordenada zero a curva estiver, melhor será a
aproximação assintótica utilizada no teste. Então, de acordo com o gráfico, as distribuições das
estatísticas LRCRa e LRbb são as que mais se aproximam da distribuição nula assintótica (χ2

1).
A estatística LRb não foi considerada nesta comparação porque, ao contrário das demais esta-
tísticas, as taxas de rejeições dos testes baseados em LRb foram estimadas utilizando o quantil
da distribuição empírica da estatística LRp.

Uma avaliação do impacto do número de réplicas bootstrap no desemenho de LRb e LRbb

é apresentada na Tabela 4.3. Neste caso, obtemos as taxas de rejeições estimadas considerando
n = 20, λ = 4, 0. Variando o nível nominal ξ em: 10%, 5% e 1% e o número de réplicas
bootstrap B em: 100, 300, 600 e 1 000. Como podemos notar para B = 100 o teste baseado em
LRbb teve o melhor desempenho, pois forneceram taxas de rejeições mais próximas do nível
nominal especificado. Esse fato é esperado, pois o teste baseado em LRbb necessita de menos
réplicas bootstrap que o teste LRb para ser preciso. Nos demais casos, as duas estatísticas
tiveram desempenho bastante similar.

A Tabela 4.4 apresenta a média e a variância das estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa

e LRbb, estimadas através de simulação de Monte Carlo quando λ = 3, 0 e λ = 3, 5, para
diferentes valores de n. Ainda com o intuito de avaliar a aproximação da distribuição nula
das estatísticas pela distribuição χ2

1, comparamos a média e a variância estimadas das diferentes
estatísticas com a média e a variância da distribuição χ2

1. Notamos que as médias e as variâncias
estimadas das estatísticas LRBN1 , LRBN2 , LRCRa e LRbb são as que mais aproximam da média
e variância da distribuição de referência, principalmente quando a amostra é pequena. Por
exemplo, para n = 20 e λ = 3, 0, a média e a variância das estatísticas LRBN1 , LRBN2 ,
LRCRa e LRbb não ultrapassam, respectivamente, 1,020 e 2,067. Porém a média e a variância
da estatística LRp são, respectivamente, 1,099 e 2,414. No entanto, para amostras de tamanho
grande, a média e a variância de LRp são semelhantes às demais estatísticas. Isso ocorre porque
assintoticamente essas estatísticas têm o mesmo comportamento.
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Figura 4.2: Distorção dos testes: n = 20, ξ = 10% e λ = 4, 0 (σ = 50)
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Tabela 4.3: Taxas de rejeições nulas (%), (σ;λ) = (50; 4) e n = 20

Nível nominal

ξ = 10% ξ = 5% ξ = 1%

B LRb LRbb LRb LRbb LRb LRbb

100 10, 63 10, 28 5, 78 5, 34 1, 90 1, 24
300 10, 22 10, 04 5, 08 4, 86 1, 19 0, 93
600 9, 72 9, 62 5, 18 5, 09 1, 02 0, 89
1000 10, 50 10, 33 5, 20 5, 02 1, 12 1, 00

Tabela 4.4: Média e variância (var.) das estatísticas de teste (σ = 50)
λ = 3, 0 λ = 3, 5

n χ2
1 LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb

20 média 1, 000 1, 099 1, 020 1, 020 0, 998 0, 999 1, 101 1, 020 1, 021 0, 999 1, 021
var. 2, 000 2, 414 2, 064 2, 067 1, 964 2, 007 2, 418 2, 061 2, 066 1, 961 2, 029

30 média 1, 000 1, 045 0, 994 0, 994 0, 980 0, 995 1, 045 0, 993 0, 993 0, 980 0, 984
var. 2, 000 2, 128 1, 932 1, 931 1, 882 1, 939 2, 130 1, 931 1, 931 1, 882 1, 933

50 média 1, 000 1, 007 0, 974 0, 974 0, 963 1, 000 1, 008 0, 974 0, 973 0, 963 1, 006
var. 2, 000 2, 032 1, 900 1, 899 1, 859 2, 039 2, 031 1, 897 1, 896 1, 857 1, 980

100 média 1, 000 0, 992 0, 979 0, 979 0, 976 0, 998 0, 993 0, 979 0, 979 0, 976 1, 037
var. 2, 000 1, 972 1, 917 1, 917 1, 904 1, 941 1, 977 1, 921 1, 921 1, 908 2, 143

A Tabela 4.5 apresenta os resultados da simulação de poder, ou seja, as taxas de rejeições
ao testar a hipótese nula H0 : λ = 3, 0, quando essa hipótese é falsa. Neste caso, as taxas de
rejeições foram obtidas considerando n = 50, o nível nominal ξ = 10% e diferentes valores de
λ na hipótese alternativa H1 : λ 6= 3, 0. Como os tamanhos dos testes baseados nas estatísticas
LRp, LRBN1 , LRBN2 , LRCRa e LRbb apresentam diferenças entre as taxas de rejeição para
um nível nominal fixado, os testes foram realizados utilizando os valores críticos estimados
para cada estatística, dessa forma colocamos todos os testes em um mesmo patamar. Aqui, não
avaliamos os testes baseados na estatística LRb porque não é possível corrigi-lo em relação ao
seu tamanho. Avaliando os resultados do poder dos testes, observamos que o teste baseado e
LRCRa apresentou maior poder.
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Tabela 4.5: Taxas de rejeições não nulas (%), n = 50

ξ = 10%

λ LRp LRBN1 LRBN2 LRCRa LRbb

3, 5 14, 91 16, 89 16, 91 18, 01 14, 75
4, 0 30, 33 33, 85 33, 88 35, 98 29, 35
4, 5 47, 98 51, 80 51, 85 54, 14 47, 12
5, 0 63, 45 67, 12 67, 10 68, 85 62, 41
5, 5 75, 23 77, 95 77, 95 79, 34 75, 65
6, 0 83, 68 85, 76 85, 79 86, 99 83, 08
6, 5 89, 16 90, 94 90, 97 91, 75 89, 11
7, 0 92, 99 94, 08 94, 05 94, 52 92, 49
7, 5 95, 99 96, 57 96, 57 96, 94 95, 97
8, 0 96, 81 97, 50 97, 48 97, 84 96, 77
8, 5 98, 17 98, 53 98, 54 98, 71 97, 97

4.4.2 Dados censurados do tipo II

Aqui, apresentamos os resultados numéricos referentes às simulações de Monte Carlo sob o
enfoque de censura do tipo II. Neste cenário, os valores verdadeiros do parâmetro de interesse
λ são: 0,75 e 1,5; o valor de σ é fixado em 30 e as porcentagens de observações censuradas
consideradas para todos os tamanhos amostrais foram p = 10%, 30%, 50%.

A Tabela 4.6 apresenta os resultados da estimação pontual de λ̂p,
ˆ̃λBN e ˆ̆

λBN , obtidos ma-
ximizando as funções (4.11), (4.12) e (4.13), respectivamente. Nesta tabela, podemos observar
que ˆ̃λBN e ˆ̆

λBN , têm desempenho superior com relação ao estimador λ̂p em todos os casos. Por
exemplo, para n = 20 e n = 30, à medida que o percentual de observações censuradas aumenta,
ˆ̃λBN e ˆ̆

λBN apresentam melhores medidas para o VR, EQM, assimetria e curtose quando com-
paradas com as medidas referentes à λp. Por exemplo, para λ = 0, 75, n = 20 e p = 50%, o

VR de ˆ̃λBN e ˆ̆
λBN são, respectivamente, 0,037 e 0,125, enquanto que o VR e o EQM de λp são,

respectivamente, 0,339 e 0,405.
Os resultados sobre o teste de hipóteses baseados nas estatísticas LRp, LRBN1 , LRBN2 ,

LRb e LRbb são dados na Tabela 4.7. Ao analisar essa tabela notamos que os testes baseados
em LRp, na maioria dos casos, foram os que apresentaram as maiores taxas de rejeições. Por
exemplo, para n = 20, λ = 1, 5 e p = 30%, ao nível nominal de 10%, a taxa de rejeição
de LRp é aproximadamente 12, 41%, enquanto que as taxas de rejeições dos testes baseados
nas demais estatísticas não ultrapassam 10, 54%. A Figura 4.4 mostra a distorção dos testes
supracitados e ilustra a situação apresentada na Tabela 4.7 quando λ = 1, 5; ξ = 10% para as
diferentes valores de n e porcentagens de observações censuradas. Nesta figura, notamos clara-
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Tabela 4.6: Estimação pontual de λ sob censura tipo II (σ = 30)

λ = 0, 75 λ = 1, 5

n p(%) EMV VR EQM Assimetria Curtose VR EQM Assimetria Curtose

20 10 λ̂p 0, 168 0, 115 2, 186 13, 158 0, 220 0, 774 3, 086 23, 857
ˆ̃λBN 0, 065 0, 086 2, 154 12, 805 0, 112 0, 569 2, 983 22, 429
ˆ̆
λBN 0, 054 0, 082 2, 140 12, 707 0, 094 0, 537 2, 985 22, 518

30 λ̂p 0, 229 0, 193 4, 246 52, 975 0, 306 1, 598 8, 953 200, 488
ˆ̃λBN 0, 054 0, 129 4, 179 51, 062 0, 137 1, 092 8, 367 178, 350
ˆ̆
λBN 0, 069 0, 124 3, 984 46, 968 0, 127 0, 981 7, 902 162, 429

50 λ̂p 0, 339 0, 405 6, 168 89, 946 0, 478 4, 234 10, 545 210, 973
ˆ̃λBN 0, 037 0, 234 6, 118 85, 714 0, 171 2, 479 9, 784 185, 109
ˆ̆
λBN 0, 125 0, 247 5, 065 66, 495 0, 261 2, 567 9, 091 164, 039

30 10 λ̂p 0, 105 0, 054 1, 287 6, 282 0, 133 0, 316 1, 596 8, 307
ˆ̃λBN 0, 041 0, 044 1, 283 6, 256 0, 068 0, 254 1, 581 8, 193
ˆ̆
λBN 0, 034 0, 042 1, 276 6, 220 0, 056 0, 243 1, 573 8, 144

30 λ̂p 0, 139 0, 076 1, 528 7, 790 0, 177 0, 470 1, 925 10, 506
ˆ̃λBN 0, 032 0, 057 1, 536 7, 828 0, 077 0, 355 1, 914 10, 399
ˆ̆
λBN 0, 042 0, 056 1, 512 7, 673 0, 072 0, 336 1, 878 10, 116

50 λ̂p 0, 201 0, 130 1, 998 11, 294 0, 260 0, 879 2, 652 16, 892
ˆ̃λBN 0, 007 0, 084 2, 016 11, 470 0, 087 0, 589 2, 628 16, 542
ˆ̆
λBN 0, 075 0, 095 1, 969 11, 021 0, 142 0, 641 2, 541 15, 664

50 10 λ̂p 0, 061 0, 026 0, 980 4, 914 0, 075 0, 146 1, 167 5, 631
ˆ̃λBN 0, 024 0, 023 0, 980 4, 911 0, 039 0, 128 1, 163 5, 613
ˆ̆
λBN 0, 020 0, 023 0, 976 4, 898 0, 032 0, 124 1, 159 5, 596

30 λ̂p 0, 076 0, 034 1, 077 5, 087 0, 095 0, 196 1, 307 6, 104
ˆ̃λBN 0, 016 0, 029 1, 081 5, 098 0, 040 0, 164 1, 304 6, 089
ˆ̆
λBN 0, 021 0, 028 1, 073 5, 067 0, 037 0, 159 1, 292 6, 030

50 λ̂p 0, 107 0, 053 1, 561 9, 954 0, 134 0, 320 2, 237 19, 245
ˆ̃λBN 0, 001 0, 040 1, 562 10, 007 0, 041 0, 247 2, 226 18, 957
ˆ̆
λBN 0, 037 0, 043 1, 550 9, 803 0, 072 0, 262 2, 173 18, 125

100 10 λ̂p 0, 031 0, 011 0, 698 4, 408 0, 038 0, 058 0, 801 4, 711
ˆ̃λBN 0, 014 0, 010 0, 698 4, 407 0, 022 0, 054 0, 800 4, 708
ˆ̆
λBN 0, 011 0, 010 0, 697 4, 402 0, 017 0, 053 0, 798 4, 700

30 λ̂p 0, 040 0, 014 0, 014 4, 293 0, 049 0, 075 0, 865 4, 684
ˆ̃λBN 0, 011 0, 013 0, 739 4, 298 0, 023 0, 068 0, 865 4, 683
ˆ̆
λBN 0, 014 0, 012 0, 736 4, 288 0, 021 0, 067 0, 861 4, 668

50 λ̂p 0, 053 0, 019 0, 836 4, 428 0, 065 0, 106 1, 012 5, 090
ˆ̃λBN 0, 003 0, 016 0, 838 4, 436 0, 021 0, 092 1, 012 5, 089
ˆ̆
λBN 0, 020 0, 017 0, 834 4, 423 0, 036 0, 095 1, 006 5, 063
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Tabela 4.7: Taxas de rejeições nulas (%), inferência sobre λ sob censura tipo II (σ = 30)
λ = 0, 75 λ = 1, 5

n p(%) ξ(%) LRp LRBN1 LRBN2 LRb LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRb LRbb

20 10 10 11, 64 10, 06 9, 97 10, 28 10, 17 11, 93 10, 08 9, 94 10, 24 10, 19
5 6, 14 5, 18 5, 06 5, 08 5, 00 6, 18 5, 20 5, 08 4, 96 4, 89
1 1, 41 1, 10 1, 12 1, 18 1, 11 1, 36 1, 14 1, 08 1, 07 0, 92

30 10 12, 27 10, 83 9, 94 9, 90 9, 90 12, 41 10, 54 10, 01 10, 00 9, 99
5 6, 63 5, 65 5, 00 4, 83 4, 72 6, 59 5, 33 5, 10 5, 39 5, 28
1 1, 53 1, 21 1, 02 0, 88 0, 78 1, 65 1, 14 1, 04 1, 11 0, 89

50 10 12, 70 9, 85 10, 58 9, 90 9, 89 12, 83 11, 47 10, 50 10, 35 10, 27
5 7, 20 4, 10 5, 42 5, 11 4, 97 7, 38 5, 87 5, 12 10, 35 4, 91
1 1, 68 0, 60 1, 26 1, 04 0, 97 1, 81 1, 43 1, 15 1, 10 0, 95

30 10 10 10, 91 9, 86 9, 75 10, 26 10, 23 10, 90 9, 88 9, 74 10, 67 10, 69
5 5, 39 4, 87 4, 77 5, 16 5, 06 5, 44 4, 83 4, 87 5, 55 5, 50
1 1, 15 1, 01 0, 98 1, 01 0, 95 1, 17 0, 91 0, 91 1, 36 1, 18

30 10 11, 53 10, 25 9, 64 9, 95 9, 78 11, 58 9, 97 9, 61 10, 14 10, 06
5 5, 92 5, 03 4, 71 4, 86 4, 86 5, 90 4, 91 4, 77 5, 07 4, 98
1 1, 30 1, 11 1, 04 1, 19 1, 14 1, 35 1, 06 1, 03 1, 00 0, 98

50 10 12, 36 11, 43 10, 30 10, 59 10, 54 12, 31 10, 68 10, 04 10, 41 10, 38
5 6, 44 6, 12 5, 13 5, 27 5, 22 6, 44 5, 45 5, 01 5, 52 5, 54
1 1, 44 1, 20 1, 03 1, 44 1, 31 1, 45 1, 16 0, 95 1, 27 1, 14

50 10 10 10, 21 9, 67 9, 67 10, 03 10, 12 10, 26 9, 77 9, 78 10, 64 10, 63
5 5, 15 5, 02 5, 04 5, 12 4, 99 5, 30 4, 81 4, 79 5, 38 5, 35
1 1, 16 0, 98 0, 97 1, 14 1, 06 1, 18 0, 94 0, 98 1, 17 1, 12

30 10 10, 65 10, 18 9, 90 9, 62 9, 50 10, 64 9, 88 9, 64 10, 05 10, 01
5 5, 46 5, 17 4, 95 4, 89 4, 79 5, 56 4, 89 4, 76 5, 14 5, 02
1 1, 28 1, 06 1, 02 1, 04 0, 94 1, 28 0, 99 0, 96 1, 28 1, 18

50 10 11, 01 10, 86 10, 16 10, 67 10, 55 11, 00 10, 48 10, 22 10, 39 10, 24
5 5, 54 5, 41 4, 69 5, 18 5, 18 5, 58 4, 80 4, 68 5, 13 5, 08
1 1, 19 1, 15 1, 02 1, 08 0, 99 1, 20 1, 10 1, 05 1, 01 0, 95

100 10 10 9, 51 9, 17 9, 08 10, 30 10, 19 9, 50 9, 32 9, 26 10, 37 10, 31
5 5, 01 4, 66 4, 59 5, 30 5, 27 4, 90 4, 63 4, 52 5, 17 5, 15
1 0, 91 0, 88 0, 91 1, 19 1, 13 0, 90 0, 86 0, 85 1, 10 1, 03

30 10 10, 23 9, 58 9, 43 10, 13 9, 96 9, 96 9, 50 9, 36 10, 14 10, 06
5 5, 07 4, 75 4, 67 5, 19 5, 12 5, 07 4, 77 4, 68 4, 91 4, 86
1 1, 10 0, 95 0, 93 1, 09 1, 04 1, 06 0, 94 0, 92 1, 08 0, 97

50 10 10, 02 9, 66 9, 41 10, 68 10, 55 10, 05 9, 44 9, 31 10, 14 10, 00
5 5, 21 5, 13 4, 96 5, 48 5, 31 5, 23 4, 83 4, 84 4, 93 4, 92
1 1, 07 0, 97 0, 93 1, 15 1, 04 1, 07 0, 98 0, 91 1, 01 0, 93
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Figura 4.4: Distorção dos testes para ξ = 10% e λ = 1, 5 sob censura do tipo II
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Figura 4.5: Discrepância relativa de quantil para n = 20 e λ = 1, 5 sob censura do tipo II
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mente que os testes baseados nas estatísticas LRBN1 , LRBN2 , LRb e LRbb tiveram os melhores
desempenhos, principalmente para amostras de tamanho pequeno a moderado. Além disso, à
medida que a porcentagem de censura aumenta, os testes baseados em bootstrap apresentaram
a menores distorções, de forma geral.

O gráfico de discrepância relativa de quantis sob censura do tipo II para n = 20 e diferen-
tes porcentagens de censura é dado pela Figura 4.5. A inspeção desse gráfico sugere que as
distribuições das estatísticas LRBN2 e LRbb são as que mais se aproximam da distribuição de
referência. Essas estatísticas também foram as que sofreram um menor impacto com o aumento
de observações censuradas na amostra.

A Tabela 4.8 mostra os resultados de simulação de Monte Carlo para a média e a variân-
cia das estatísticas de teste. Observamos nesta tabela que a média e a variância estimadas das
estatísticas LRBN1 , LRBN2 e LRbb são as que mais aproximam à média e a variância da distri-
buição χ2

1. No entanto, para n = 100 os resultados sugerem que a estatística LRp e suas versões
modificadas são equivalentes.

As taxas de rejeições não nulas (poder) são dadas na Tabela 4.9. Os resultados foram obti-
dos ao considerar n = 50, os valores de λ que variam de 1, 7 a 4, 5, os níveis nominais de 10%

e 5%. A hipótese nula a ser testada é H0 : λ = 1, 5. Os resultados apresentados nessa tabela
mostram que o teste baseado em LRp é menos poderoso que os testes baseados em LRBN1 e
LRBN2 . Porém, o teste corrigido bootstrap apresenta poder ligeiramente menor que LRp. Ob-
servamos também que todos os testes se tornam menos poderosos à medida que a quantidade de
observações censuradas aumenta. Por exemplo, para λ = 3, 0 e o nível nominal de 10%, quando
10% da amostra é censurada, os poderes de LRp, LRBN1 , LRBN2 e LRbb são, respectivamente:
90, 20; 92, 25; 92, 63 e 89, 36. No entanto, quando metade das observações são censuradas as
taxas de rejeições passam a ser: 72, 95; 79, 34; 78, 11 e 72, 46.

4.5 Aplicações

Nesta seção, mostraremos dois exemplos numéricos, um para amostra completa e outro,
para amostra com dados censurados do tipo II. Para as duas aplicações assumimos que as ob-
servações são independentes e provenientes da distribuição BurrX (σ, λ). O interesse é testar a
hipótese nulaH0 : λ = 1, 0 versusH1 : λ 6= 1, 0, ou seja, estamos testando o modelo Rayleigh.

Primeiramente, vamos considerar o seguinte conjunto de dados não censurados: 38,4; 32,9;
48,5; 20,9; 11,6; 22,3; 30,2; 33,4; 26,7; 39,0; 12,8; 14,6; 12,2; 23,1; 29,4; 16,0; 20,1; 23,3;
22,9; 22,5; 15,1; 31,0; 16,9; 16,1; 10,8, o qual consiste em 25 observações referentes às taxas
de fecundidade de um tipo de mosca. Essa taxa é calculada com base no número de ovos
colocados por fêmea por dia pelos primeiros 14 dias de vida (HAND et al., 1993, p. 17).
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Tabela 4.8: Média e variância (var.) das estatísticas de teste sob censura tipo II (σ = 30)

λ = 1, 5

n p(%) χ2
1 LRp LRBN1 LRBN2 LRbb

20 10 média 1, 0 1, 100 1, 011 1, 007 0, 999
var. 2, 0 2, 460 2, 070 2, 051 1, 983

30 média 1, 0 1, 148 1, 038 1, 007 1, 006
var. 2, 0 2, 680 2, 223 2, 093 2, 071

50 média 1, 0 1, 203 1, 083 1, 024 1, 002
var. 2, 0 2, 863 2, 374 2, 121 1, 930

30 10 média 1, 0 1, 046 0, 985 0, 981 1, 030
var. 2, 0 2, 135 1, 919 1, 907 2, 180

30 média 1, 0 1, 084 1, 009 0, 989 1, 001
var. 2, 0 2, 317 2, 055 1, 974 1, 986

50 média 1, 0 1, 127 1, 033 1, 003 1, 014
var. 2, 0 2, 437 2, 061 1, 941 2, 056

50 10 média 1, 0 1, 022 0, 988 0, 984 1, 025
var. 2, 0 2, 114 1, 961 1, 945 2, 119

30 média 1, 0 1, 040 1, 001 0, 988 2, 119
var. 2, 0 2, 167 1, 989 1, 939 2, 039

50 média 1, 0 1, 064 1, 017 0, 998 1, 001
var. 2, 0 2, 274 2, 038 1, 975 1, 931

100 10 média 1, 0 0, 985 0, 965 0, 961 1, 011
var. 2, 0 2, 011 1, 926 1, 911 1, 968

30 média 1, 0 1, 002 0, 975 0, 968 1, 004
var. 2, 0 2, 037 1, 927 1, 900 2, 003

50 média 1, 0 1, 009 0, 977 0, 971 0, 998
var. 2, 0 2, 075 1, 946 1, 922 1, 961
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Tabela 4.9: Taxas de rejeições não nulas sob censura tipo II (n = 50)

ξ = 10% ξ = 5%

p(%) λ LRp LRBN1 LRBN2 LRbb LRp LRBN1 LRBN2 LRbb

10 1, 7 14, 12 17, 24 17, 68 12, 97 7, 61 10, 10 10, 61 7, 22
2, 0 35, 52 41, 47 42, 62 33, 68 25, 35 31, 12 32, 05 23, 56
2, 5 73, 03 77, 47 78, 34 70, 79 63, 37 69, 00 70, 17 60, 37
3, 0 90, 20 92, 25 92, 63 89, 36 84, 74 87, 90 88, 59 83, 86
3, 5 96, 58 97, 39 97, 52 96, 62 94, 61 95, 83 96, 01 94, 25
4, 0 98, 90 99, 20 99, 28 98, 60 98, 04 98, 52 98, 62 97, 56
4, 5 99, 57 99, 68 99, 71 99, 61 99, 27 99, 44 99, 46 99, 07

30 1, 7 12, 77 16, 22 16, 54 12, 40 6, 38 9, 72 10, 07 6, 92
2, 0 30, 79 38, 28 39, 12 29, 41 20, 94 27, 94 28, 62 20, 12
2, 5 64, 66 71, 43 72, 42 63, 26 53, 73 61, 71 62, 90 53, 07
3, 0 83, 51 87, 47 88, 11 84, 04 76, 93 81, 64 82, 45 76, 75
3, 5 93, 31 95, 21 95, 54 92, 99 89, 61 92, 24 92, 75 89, 25
4, 0 97, 35 98, 10 98, 27 97, 01 95, 19 96, 70 97, 04 94, 84
4, 5 98, 66 99, 07 99, 17 98, 68 97, 69 98, 35 98, 54 97, 55

50 1, 7 11, 20 15, 06 13, 70 11, 07 5, 85 9, 44 8, 45 6, 22
2, 0 23, 98 33, 36 30, 70 22, 93 16, 26 24, 20 22, 23 14, 72
2, 5 53, 14 62, 49 59, 98 52, 12 43, 19 53, 44 51, 10 41, 42
3, 0 72, 95 79, 34 78, 11 72, 46 64, 69 72, 78 71, 41 63, 61
3, 5 85, 48 89, 63 88, 83 85, 73 79, 78 85, 20 84, 20 79, 43
4, 0 92, 20 94, 56 94, 16 92, 22 88, 73 91, 89 91, 50 88, 23
4, 5 95, 39 96, 82 96, 54 95, 85 93, 12 95, 07 94, 83 92, 96
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As estatísticas de teste são LRp = 4, 15, LRBN1 = 3, 62; LRBN2 = 3, 62; LRCRa = 3, 27

e LRbb = 4, 07 e os correspondentes p-valores são: 0, 042; 0, 057; 0, 057; 0, 070 e 0, 044.
O teste baseado em LRb tem p-valor igual a 0, 041. Assim, temos que os testes baseados nas
estatísticas LRp, LRb e LRbb rejeitam a hipótese nula ao nível de 5%. As estimativas de máxima
verossimilhança, obtidas maximizando as funções (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) são: λ̂p = 1, 888;
ˆ̃λBN = 1, 818; ˆ̆

λBN = 1, 818 e λ̂CRa = 1, 770, respectivamente.
Consideramos agora, um exemplo numérico usando um conjunto de dados apresentado por

Mann e Fertig (1973), os quais correspondem a tempos de falhas de componentes de uma aero-
nave. A amostra contém observações censuradas do tipo II e foi obtida colocando 13 componen-
tes sob teste de vida até ocorrer a décima falha. Dessa forma, os tempos de falhas observados
(em horas) são: 0,22; 0,50; 0,88; 1,00; 1,32; 1,33; 1,54; 1,76; 2,50; 3,00. Esse mesmo conjunto
de dados foi analisado por Ferrari et al. (2007) para fazer inferências sobre um dos parâmetros
da distribuição Weibull. Aqui, obtemos LRp = 1, 66, LRBN1 = 2, 98 e LRBN2 = 2, 96 e os
p-valores correspondentes iguais a: 0, 198; 0, 084 e 0, 085. Logo, ao nível nominal de 10%, o
teste baseado em LRp é o único que não rejeita o modelo Rayleigh. As estimativas de máxima
verossimilhança para o parâmetro λ, obtidas maximizando as funções (4.11), (4.12) e (4.13),
são respectivamente: λ̂p = 0, 633; ˆ̃λBN = 0, 506 e ˆ̆

λBN = 0, 513.

4.6 Conclusão

Neste capítulo, fizemos inferências (estimação pontual e teste de hipóteses) baseadas na
função de verossimilhança perfilada para o parâmetro de forma da distribuição BurrX esca-
lonada ao considerar dois enfoques: amostras completas (dados não censurados) e amostras
com dados sob censura do tipo II. Derivamos três ajustes para a função de verossimilhança
perfilada com base nas propostas de Fraser et al. (1999), Severini (1999) e Cox e Reid (1993)
com o objetivo de atenuar o impacto do parâmetro de perturbação nas inferências. Obtemos e
comparamos os estimadores de máxima verossimilhança perfilado e perfilado ajustados. Tanto
para dados completos quanto para dados censurados, os resultados de simulação indicaram um
melhor desempenho para os estimadores perfilado ajustados, principalmente para amostras de
tamanho pequeno a moderado. Também comparamos os testes baseados na estatística da razão
de verossimilhanças usando os diferentes ajustes. Incluímos na comparação o teste baseado na
estatística da razão de verossimilhanças bootstrap Bartlett e o teste da razão de verossimilhanças
bootstrap usual. De modo geral, a estatística da razão de verossimilhanças baseada na função de
verossimilhança perfilada teve um desempenho inferior as demais em pequenas amostras. No
entanto, em grandes amostras todas as estatísticas de teste se mostraram equivalentes. Concluí-
mos ainda que no caso de amostras contendo censurados, em geral, as inferências tornam-se
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menos precisas à medida que a quantidade de observações censuradas aumenta. No entanto,
os testes baseados em bootstrap, sofreram menor impacto com o aumento da quantidade de
observações censuradas. Finalmente, através de dois exemplos numéricos mostramos que a
diferentes funções de verossimilhanças podem levar à conclusões distintas.
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5 Distribuição transmutada Marshall-Olkin esten-
dida Lomax

Resumo

A família transmutada de distribuições tem recebido bastante atenção nos últimos anos.
Neste capítulo generalizamos a distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax utilizando o ma-
peamento de transmutação de posto quadrático para obter a distribuição transmutada Marshall-
Olkin estendida Lomax. Discutimos várias propriedades da nova distribuição, incluindo a fun-
ção taxa de falha, os momentos ordinário e incompleto e função característica. Apresentamos
um estudo de simulação para avaliar o desempenho dos estimadores de máxima verossimi-
lhança dos parâmetros que indexam a distribuição proposta. Por fim, provamos empiricamente
a flexibilidade do novo modelo através de uma aplicação para um conjundo de dados reais.

Palavras-chave: Distribuições generalizadas. Distribuição Lomax. Família Marshall-Olkin
estendida. Família transmutada.

5.1 Introdução

As distribuições de probabilidade são utilizadas para modelagem de dados em diferentes
áreas, tais como análise de sobrevivência, demografia, confiabilidade, atuária e outras. Com
isso, tem crescido o interesse em construir novas distribuições que satisfaçam certas proprieda-
des e que sejam adequadas para modelar dados de qualquer natureza.

Um dos métodos mais usados para construir novas distribuições é por meio da composição
de distribuições já existentes, geralmente chamadas de classes de distribuições generalizada G
(TAHIR; NADARAJAH, 2015). A principal razão para isso é que, em geral, as distribuições
generalizadas são mais flexíveis que a distribuição de base G e, portanto, podem fornecer me-
lhores ajustes para os dados (PESCIM et al., 2010).

Algumas das famílias generalizadas mais conhecidas são: a Marshall-Olkin estendida (MOE)
(MARSHALL; OLKIN, 1997), a exponencializada generalizada (exp-G) (CORDEIRO et al.,
2013; GUPTA et al., 1998), a beta generalizada (beta-G) (EUGENE et al., 2002), Kuma-
raswamy generalizada (Kw-G) (CORDEIRO; CASTRO, 2011), gama generalizada (gama-G)
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(NADARAJAH et al., 2015; RISTIĆ; BALAKRISHNAN, 2012; ZOGRAFOS; BALAKRISH-
NAN, 2009) e a McDonald generalizada (Mc-G) (ALEXANDER et al., 2012). Uma descrição
detalhada dessas famílias pode ser encontrada em Tahir e Nadarajah (2015).

Shaw e Buckley (2009) foram os pioneiros em usar o mapa de transmutação quadrático
(QRTM) para adicionar um parâmetro a uma distribuição existente para obter mais flexibili-
dade. A classe gerada, denominada família transmutada, inclui a distribuição de base como
caso especial e tem sido bastante utilizada para modelar dados de tempo de vida. Os resultados
gerais para esta família e novos modelos são discutidos por Bourguignon et al. (2016).

Neste trabalho, consideramos a família transmutada generalizada (T-G) de distribuições
para construir um novo modelo denominado de Transmutada Marshall-Olkin estendida Lomax
(TMOEL), o qual é obtido tomando a distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax (GHITANY
et al., 2007) como modelo de base na família T-G. Dado que a nova distribuição tem suporte nos
reais positivos, o nosso objetivo é definir uma distribuição flexível para aplicações em tempo de
vida.

O capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 5.2, definimos a distribuição TMOEL.
Na Seção 5.3, discutimos as formas da função de densidade e função taxa de falha. Na Se-
ção 5.4, obtemos uma expansão para a função densidade da TMOEL como uma combinação
linear de densidades da distribuição Lomax exponencializada (exp-Lomax). Nas Seções 5.5-
5.8, apresentamos as expressões explícitas para a função quantílica (fq), momentos completo e
incompleto, função característica, desvios médios, curvas de Bonferroni e Lorenz, e estatísticas
de ordem. Na Seção 5.9, descrevemos como estimar os parâmetros da distribuição TMOEL por
máxima verossimilhança e, na Seção 5.10 realizamos um estudo de simulação para avaliar o
comportamento desses estimadores. Na Seção 5.11, consideramos uma aplicação da distribui-
ção TMOEL e comparamos com outras distribuições concorrentes, baseando-se nas estatísticas
de bondade de ajuste. Finalmente, na Seção 5.12 sumarizamos as conclusões deste trabalho.

5.2 A nova distribuição

Uma variável aleatória absolutamente contínua segue distribuição Lomax (também conhe-
cida como distribuição Pareto do tipo II) se sua função de distribuição acumulada (fda) é dada
por

R(x) = 1− (1 + βx)−γ, x, β, γ > 0, (5.1)

em que γ e β são, respectivamente, parâmetros de forma e escala.
A distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), proposta por Ghitany et al. (2007),

foi obtida considerando a função de distribuição acumulada dada pela equação (5.1) como mo-
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delo de base na família Marshall-Olkin estendida, cuja fda é dada por

G(x) = 1− α

(1 + βx)γ − ᾱ
, x, α, β, γ > 0, ᾱ = 1− α. (5.2)

Uma variável aleatória tem distribuição pertencente à família T-G se sua fda e a função
densidade de probabilidade (fdp) são dadas, respectivamente, por

T (x) = T (x; τ , λ) = (1 + λ)G(x; τ )− λG(x; τ )2, λ ∈ [−1, 1] (5.3)

e

t(x) = t(x; τ , λ) = [1 + λ− 2λG(x; τ )]g(x; τ ), x ∈ D ⊆ R, (5.4)

em que G(x; τ ), g(x; τ ) e τ são, respectivamente, a fda, a fdp e o vetor de parâmetros da
distribuição de base. Observar que, para λ = 0, obtemos o modelo de base. Bourguignon et al.
(2016) mostraram que a fdp (5.4) pode ser expressa como uma combinação linear de densidades
de exp-G.

Baseando-se na família T-G e na distribuição MOEL, construímos uma nova distribuição
indexada por quatro parâmetros, a distribuição TMOEL. Considerando (5.2) como modelo de
base na equação (5.3), obtemos a fda da distribuição TMOEL (para x > 0), dada por

F (x) =
[(1 + βx)γ − 1][(1 + βx)γ + αλ− ᾱ]

[(1 + βx)γ − ᾱ]2
. (5.5)

Sua fdp é expressa como

f(x) =
αβ γ (1 + βx)γ−1{[1− (1 + βx)γ](λ− 1) + α(λ+ 1)}

[(1 + βx)γ − ᾱ]3
, (5.6)

em que α > 0, β > 0, γ > 0 e λ ∈ [−1, 1]. No que segue, uma variável aleatória X cuja fdp é
dada por (5.6) será denotada por X ∼ TMOEL(α, β, γ, λ).

Em análise de tempo de vida, uma função bastante útil é a função taxa de falha (hrf). A hrf
de X é dada por

h(x) =
βγ(1 + βx)γ−1{(λ− 1)[(1 + βx)γ − 1]− α(1 + λ)}

[(1 + βx)γ − ᾱ]{(λ− 1)[(1 + βx)γ − 1]− α}
. (5.7)

Para valores selecionados dos parâmetros α, β, γ e λ, alguns sub-modelos da distribuição
TMOEL publicados na literatura são listados na Tabela 5.1.
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5.3 Formas da densidade e da função taxa de falha

A forma da fdp (5.6) pode ser descrita analiticamente examinando as raízes da equação
f ′(x) = 0 e analisando os seus limites quando x→ 0 ou x→∞. Como f(x) é contínua, então
limx→∞ f(x) = 0. Além disso, temos

lim
x→0

f(x) =
β γ (λ+ 1)

α

e, portanto, limx→0 f(x) = 0 se e somente se λ = −1. A Figura 5.1 mostra alguns gráficos da
fdp da distribuição TMOEL para diferentes valores de parâmetros. Esses gráficos mostram que
a fdp de X pode ser estritamente decrescente ou unimodal com o modo em

x0 =
1

β

(
cα,λ + 2αγλ− {α2λ2 + 4αγλ cα,λ + γ2[2α (λ− 1) + (λ− 1)2 + α2(3λ2 + 1)]}1/2

(1 + γ)(λ− 1)

) 1
γ

− 1

β
,

tal que cα,λ = −1 + α + λ.
A seguir, obtemos condições, em termos dos parâmetros, para o comportamento da fdp

da distribuição TMOEL. A partir de (5.4), temos que a densidade t(x) é decrescente quando
t′(x) = g′(x)[1 + λ − 2λG(x)] − 2λ g2(x) < 0 para todo x > 0, tal que G(x) e g(x) são,
respectivamente, a fda e a fdp da distribuição MOEL. Assim, t(x) é decrescente quando

g′(x)

g(x)
[1 + λ− 2λG(x)] < 2λ g(x), ∀x > 0.

Depois de algumas manipulações algébricas e considerando que x → 0+ (x se aproxima de
zero pela direita), a inequação acima é equivalente a

α + 2 γ − αγ + αλ+ 4 γλ− αγλ > 0.

Portanto, t(x) é unimodal se e somente se

α + 2 γ − αγ + αλ+ 4 γλ− αγλ < 0.

Logo, os parametros α, γ e λ controlam a forma da fdp, enquanto que β é um parâmetro de
escala. Os parâmetros de forma permitem um controle extensivo na cauda direita, fornecendo
caudas mais pesadas (leves) quando o parâmetro α decresce (cresce) e os parâmetros γ e λ
crescem (decrescem).

A correspondente hrf pode ter formas tais como decrescente e unimodal, conforme é mos-
trado na Figura 5.2. Assim, a nova distribuição pode ser apropriada para diferentes aplicações
de análise de tempo de vida. Para as condições sobre o comportamento da função h(x), notamos
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que h′(x) = t′(x)[1−T (x)]+t2(x)
[1−T (x)]2 e, dessa forma, h(x) é decrescente se e somente se

t′(x)[1− T (x)] + t2(x) < 0, ∀x > 0.

A partir de (5.4) e considerando que x→ 0+, esta última inequação é equivalente a

α(γ − 1)(λ+ 1) + γ(λ2 − 2λ− 1) < 0.

Assim, h(x) é unimodal se e somente se

α(γ − 1)(λ+ 1) + γ(λ2 − 2λ− 1) > 0.

Portanto, os parâmetros α, γ e λ também controlam a forma da função hrf de X .

Tabela 5.1: Sub-modelos da distribuição TMOEL: MOEL, TL (transmutada Lomax) e Lomax
α β γ λ Modelo Referências

α β γ 0 MOEL(α, β, γ) Ghitany et al. (2007)

1 β γ λ TL(β, γ, λ) Ashour e Eltehiwy (2013)

1 β γ 0 Lomax(β, γ) Lomax (1954)

5.4 Expansões úteis

A fda F (x) de X pode ser escrita em termos da fda da distribuição Lomax, R(x), como

F (x) =
(1 + λ)R(x)

α
[
1 +

(
1−α
α

)
R(x)

] − λR2(x)

α2
[
1 +

(
1−α
α

)
R(x)

]2 . (5.8)

Usando a expansão binomial generalizada, temos, para α > 1/2,[
1 +

(
1− α
α

)
R(x)

]−1
=
∞∑
k=0

(
α− 1

α

)k
Rk(x) (5.9)

e [
1 +

(
1− α
α

)
R(x)

]−2
=
∞∑
k=0

(k + 1)

(
α− 1

α

)k
Rk(x). (5.10)
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Substituindo (5.9) e (5.10) na equação (5.8) obtemos

F (x) =
∞∑
k=0

ak R
k+1(x), (5.11)

em que ak = (α−1)(1+λ)−kλ
α2

(
α−1
α

)k−1.
Para obter uma expansão para 0 < α ≤ 1/2, reescrevemos a equação (5.2) como

G(x) =
R(x)

1− ᾱR̄(x)
,

em que R̄(x) = 1−R(x). Considerando a expansão

[1− ᾱ R̄(x)]−1 =
∞∑
j=0

ᾱjR̄j(x)

e expandindo R̄j(x) temos

G(x) =
∞∑
j=0

j∑
k=0

(−1)k ᾱj
(
j

k

)
Rk+1(x).

Trocando
∑∞

j=0

∑j
k=0 por

∑∞
k=0

∑∞
j=k na última equação, obtemos

G(x) =
∞∑
k=0

bk R
k+1(x),

em que bk =
∑∞

j=k(−1)k ᾱj
(
j
k

)
.

Substituindo a última equação em (5.3), temos

F (x) =
∞∑
k=0

[(1 + λ) bk − λ ck]Rk+1(x), (5.12)

tal que c0 = b20 e cm = 1
mb0

∑m
i=1(3i−m) cm−ibi para m ≥ 1.

Finalmente, a partir das equações (5.11) e (5.12), podemos escrever, para todo α > 0,

F (x) =
∞∑
k=0

pkHk+1(x), (5.13)
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em que Hk+1(x) é a fda da exp-Lomax com parâmetro de potência k + 1 e

pk =

{
(1 + λ) bk − λ ck, se 0 < α ≤ 1/2,

ak, se α > 1/2.

Diferenciando (5.13) em relação a x, obtemos

f(x) =
∞∑
k=0

pk hk+1(x), (5.14)

em que hk+1(x) é a densidade da exp-Lomax com parâmetro de potência k + 1.
A equação (5.14) mostra que a fdp de X pode ser expressa como uma combinação linear de

densidades de exp-Lomax. Assim, algumas propriedades estruturais da distribuição TMOEL
podem ser obtidas a partir das propriedades da distribuição exp-Lomax (SALEM, 2014).

5.5 Função quantílica

Visto que a fda F (x) dada em (5.5) é contínua e estritamente crescente, a fq de X é Q(u) =

F−1(u), para 0 < u < 1. A partir dos resultados dados em Bourguignon et al. (2016), obtemos
a fq da distribuição TMOEL como

Q(u; τ , λ) =

 QG

(
1+λ−
√

(1+λ)2−4λu
2λ

; τ

)
, se λ 6= 0,

QG(u; τ ), se λ = 0,
(5.15)

em que τ = (α, β, γ)> é o vetor de parâmetros e QG(u; τ ) é a fq do modelo MOEL, a qual é
dada por

QG(u; τ ) = β−1

[(
1− αu

u− 1

)1/γ

− 1

]
.

Usando (5.15), podemos gerar números aleatórios da distribuição TMOEL da seguinte
forma. Se U ∼ U(0, 1), então

Q(U ;α, β, γ, λ) ∼ TMOEL (α, β, γ, λ).

Kozubowski e Podgórski (2016) apresentaram uma forma alternativa de gerar números ale-
atórios de distribuições transmutadas utilizando extremos aleatórios. Seguindo as idéias desse
trabalho, definindo X1 e X2 variáveis aleatórias que seguem a distribuição MOEL e Np uma
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Figura 5.1: Fdp da distribuição TMOEL para alguns valores dos parâmetros
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Figura 5.2: Hrf da distribuição TMOEL para alguns valores dos parâmetros
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variável aleatória que assume valores inteiros tal queNp−1 ∼ Bernoulli(p), 0 ≤ p ≤ 1. Agora,
supondo que Np e Xi, i = 1, 2, são variáveis aleatórias independentes, então uma observação y
que segue distribuição TMOEL pode ser gerada da seguinte forma:

Gerando variáveis aleatórias y1, . . . , yn da distribuição TMOEL:

1 Gerar u1 e u2 independentes a partir da distribuição U(0, 1).

2 Calcular xi = QG(ui), i = 1, 2.

3 I) Se λ ∈ [−1, 0], defina p = −λ ∈ [0, 1] e gerar np− 1 a partir da distribuição de Bernoulli(p).

4 Finalmente, obtenha y = ∨npi=1xi, em que ∨ denota o valor mínimo.

5 II) Se λ ∈ [0, 1], defina p = λ e gerar np − 1 a partir da distribuição de Bernoulli(p).

6 Finalmente, obtenha y = ∧npi=1xi, em que ∧ denota o valor máximo.

É importante notar que quando λ = 0 na expressão (5.3), temos que np = 1 quase cer-
tamente (q.c.) e os passos 4 e 6 são satisfeitos simultaneamente e os lados direitos dessas
igualdades se reduzem a x1. Enquanto que nos casos extremos (λ = ±1), temos np = 2 q.c. e
os passos 4 e 6 são reduzidos a y = max(x1, x2) e y = min(x1, x2), respectivamente.

Na Figura 5.3, comparamos a densidade exata da TMOEL e os histogramas construídos a
partir de dois conjuntos de dados simulados utilizando o algoritmo descrito acima para valores
de parâmetros especificados. Para simular os dados, usamos a plataforma computacional R
(versão 3.2.3). Com isso, ilustramos a consistência dos valores simulados a partir do algoritmo.

5.6 Assimetria e curtose

As medidas de assimetria e curtose são determinadas por α3 = µ3/σ
3 e α4 = µ4/σ

4,
respectivamente, em que µj é o j-ésimo momento central e σ é o desvio padrão. Para algumas
distribuições da família T-G, a obtenção do terceiro e quarto momentos pode ser inviável. Medi-
das alternativas para a assimetria e curtose baseadas nos quantis às vezes são mais apropriadas.
A medida de assimetria S de Bowley e a medida de curtose de Moors K são, respectivamente,
definidas por

S =
Q(6/8) +Q(2/8)− 2Q(4/8)

Q(6/8)−Q(2/8)

e

K =
Q(7/8)−Q(5/8) +Q(3/8)−Q(1/8)

Q(6/8)−Q(2/8)
,
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em que Q(·) é a função quantílica dada por (5.15). É importante ressaltar que as medidas S e
K existem mesmo para as distribuições sem momentos.

Na Figura 5.4 mostramos a assimetria e a curtose como função do parâmetro λ para alguns
valores de parâmetros. Analisando esses gráficos, notamos que a assimetria e a curtose de X
decrescem rapidamente quando λ converge para um.

5.7 Momentos e função característica

Momentos são importantes em qualquer análise estatística. Por exemplo, algumas caracte-
rísticas de uma distribuição podem ser descritas usando medidas tais como média, variância,
assimetria e curtose, as quais são determinadas utilizando os quatro primeiros momentos ordi-
nários.

Para r ∈ N, seja µ′r = E(Xr) o r-ésimo momento ordinário de X . A partir da equa-
ção (5.14), podemos expressar µ′r como uma combinação linear do r-ésimo momento ordinário
de variáveis aleatórias exp-Lomax. De fato, para r < γ, obtemos

µ′r =
∞∑
k=0

pk E(Y r
k ), (5.16)

em que Yk ∼ exp−Lomax(k + 1, β, γ).
O r-ésimo momento ordinário de Yk é dado em Salem (2014) (para r < γ) como

E(Y r
k ) =

(k + 1)

βr

r∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
B

(
1− 1

γ
(r − j), k + 1

)
, (5.17)

tal queB(a, b) = Γ(a) Γ(b)/Γ(a+b) é a função beta e Γ(·) é a função gama. Substituindo (5.17)
na equação (5.16), temos (para r < γ)

µ′r =
∞∑
k=0

r∑
j=0

br(k, j)B

(
1− 1

γ
(r − j), k + 1

)
, (5.18)

em que br(k, j) = (−1)j
(
r

j

)
(k + 1)

βr
pk. A partir da equação (5.18), notamos que µ′r < ∞

para r < γ, uma condição que também se aplica à distribuição Lomax.
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Figura 5.3: Gráficos das densidades exatas da distribuição TMOEL e histogramas dos dados
simulados.
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5.7.1 Resultados numéricos

Nesta seção, apresentamos e comparamos os resultados numéricos para média, variância,
assimetria e curtose de uma variável aleatória X ∼ TMOEL (α, β, γ, λ), obtidos a partir de três
métodos: truncamento, integração numérica e Monte Carlo (50 000 réplicas). Para o método do
truncamento utilizamos o r-ésimo momento ordinário truncado de X , o qual é obtido a partir
da equação (5.18) como

µ′r,N =
N∑
k=0

r∑
j=0

br(k, j)B

(
1− 1

γ
(r − j), k + 1

)
, r < γ, N ∈ N.

Utilizamos a plataforma computacional Ox para a obtenção dos resultados referentes aos
métodos do truncamento e Monte Carlo. Enquanto que, para os resultados obtidos por integra-
ção numérica, usamos os algoritmos do “software” Mathematica, que dividem recursivamente
a região de integração.

Para o método do truncamento, consideramos os valores de N = 5, 10 e 20. Os resultados
deste estudo são dados na Tabela 5.2. Ao utilizar os resultados referentes à integração numérica
como parâmetro de precisão, notamos que os valores correspondentes ao truncamento são mais
precisos quando N cresce, o que é esperado devido ao fato de que µ′r = limN→∞ µ

′
r,N . Para

N = 20 os resultados são suficientemente precisos quando comparados com os resultados ob-
tidos através de integração numérica. Além disso, observar que para o método de Monte Carlo,
os resultados são menos precisos para as medidas de assimetria e curtose.

5.7.2 Momento incompleto

O r-ésimo momento incompleto de X é determinado a partir da expressão (5.14) como

m
(r)
X (z) =

∫ z

0

xrf(x) dx =
∞∑
k=0

pkm
(r)
Yk

(z). (5.19)

Além disso, temos

m
(r)
Yk

(z) =

∫ z

0

xr hk+1(x) dx = β γ (k + 1)

∫ z

0

xr
[
1− (1 + βx)−γ

]k
(1 + βx)−γ−1 dx.

Considerando a seguinte expansão binomial

[
1− (1 + βx)−γ

]k
=

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(1 + βx)−jγ. (5.20)
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e substituindo-a na equação (5.19), obtemos

m
(r)
X (z) =

∞∑
j=0

c(k, j)m
(r)
Vj

(z), (5.21)

em que Vj ∼ Lomax(β, (j + 1)γ), c(k, j) =
∞∑
k=j

(−1)j
(
k

j

)
(k + 1)

(j + 1)
pk,

m
(r)
Vj

(z) =
(j + 1)β γ zr+1

2F1(r + 1, 1 + (j + 1)γ; r + 2;−βz)

r + 1
,

e pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;x) é a função hipergeométrica (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007).

5.7.3 Desvios médios e curvas de Bonferroni e Lorenz

Os desvios médios são usados frequentemente como medidas de dispersão. Os desvios
médios de X sobre a média (δ1) e a mediana (δ2), são dados, respectivamente, por

δ1 = 2µ′1 F (µ′1)− 2m
(1)
X (µ′1), δ2 = µ′1 − 2m

(1)
X (M),

em que M = Q(0, 5), a mediana de X, pode ser obtida a partir da equação (5.15) avaliada
em u = 0, 5 e as quantidades µ′1 e m(1)

X (z) podem ser determinadas a partir de (5.18) e (5.21),
respectivamente.

As curvas de Bonferroni e Lorenz, usadas em várias áreas tais como economia, confiabili-
dade, demografia e medicina, são definidas por B(π) = m

(1)
X (q)/(πµ′1) e L(π) = m

(1)
X (q)/µ′1,

respectivamente, em que q = Q(π) é calculada a partir de (5.15) para 0 < π < 1.

5.7.4 Função característica

As funções geradora de momentos e característica são ferramentas muito úteis. Para uma
variável aleatória que segue a distribuição Lomax, a função geradora de momentos é definida
somente para t ≤ 0. Consequentemente, a função geradora de X ∼ TMOEL (α, β, γ, λ)

também é definida somente nestes casos. Contudo, a função característica de uma distribuição
existe para todo t ∈ R. Sendo assim, a função característica de X é dada por

φX(t) = E(eitX) =

∫ ∞
0

eitxf(x) dx,

em que i =
√
−1 e t ∈ R.
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Tabela 5.2: Resultados para a média, variância, assimetria e curtose
Parâmetros Método N média variância assimetria curtose

α = 0, 75

Truncamento

5 0, 7356 0, 7407 5, 1369 134, 01

β = 0, 5 10 0, 6960 0, 6916 5, 2047 138, 12

γ = 4, 5 20 0, 6963 0, 6923 5, 2040 138, 06

λ = −0, 75 Int. Num. 0, 6963 0, 6923 5, 2040 138, 07

Monte Carlo 0, 6949 0, 7069 5, 7817 99, 360

α = 1, 5

Truncamento

5 0, 3861 0, 1688 3, 8940 55, 140

β = 1, 0 10 0, 3933 0, 1715 3, 8878 54, 934

γ = 5, 0 20 0, 3934 0, 1715 3, 8877 54, 930

λ = −0, 5 Int. Num. 0, 3934 0, 1715 3, 8877 54, 930

Monte Carlo 0, 3927 0, 1735 4, 3059 56, 020

α = 3, 0

Truncamento

5 0, 1621 0, 0344 3, 1759 32, 507

β = 2, 0 10 0, 2060 0, 0402 3, 0934 31, 455

γ = 5, 5 20 0, 2174 0, 0420 3, 0889 31, 254

λ = −0, 25 Int. Num. 0, 2178 0, 0421 3, 0887 31, 238

Monte Carlo 0, 2175 0, 0424 3, 3848 35, 354

α = 5, 0

Truncamento

5 0, 0956 0, 0117 2, 8857 24, 900

β = 3, 0 10 0, 1239 0, 0137 2, 7908 23, 949

γ = 6, 0 20 0, 1314 0, 0143 2, 7898 23, 838

λ = 0, 25 Int. Num. 0, 1304 0, 0142 2, 7891 23, 886

Monte Carlo 0, 1302 0, 0142 3, 0287 27, 900

α = 7, 0

Truncamento

5 0, 0587 0, 0043 2, 4756 17, 285

β = 4, 0 10 0, 0820 0, 0051 2, 3795 16, 737

γ = 7, 0 20 0, 0888 0, 0053 2, 4155 16, 961

λ = 0, 5 Int. Num. 0, 0828 0, 0048 2, 3729 17, 031

Monte Carlo 0, 0827 0, 0048 2, 5454 20, 037
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Usando a equação (5.14), temos

φX(t) =
∞∑
k=0

pk φYk(t),

em que φYk é a função característica de Yk. Agora, usando a equação (5.20), podemos escrever

φX(t) =
∞∑
j=0

c(k, j)φVj(t), (5.22)

em que

φVj(t) = (j + 1) γ e−it/β(−it)(j+1)γβ−(j+1)γ Γ

(
−(j + 1)γ,−it

β

)
(5.23)

e Γ(a, z) =
∫∞
z
ta−1e−tdt é a função gama superior incompleta. Substituindo (5.23) na equa-

ção (5.22) e definindo

d(k, j; t) = c(k, j) (j + 1) γ e−it/β(−it)(j+1)γβ−(j+1)γ,

obtemos

φX(t) =
∞∑
j=0

d(k, j; t) Γ

(
−(j + 1) γ,−it

β

)
. (5.24)

5.8 Estatísticas de ordem

Seja X1, . . . , Xn uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição F (x). Então, para
1 ≤ m ≤ n, a fdp da m-ésima estatística de ordem, X(m), pode ser expressa como (SEVERINI,
2005, p. 218)

f(m)(x) = M F (x)m−1(1− F (x))n−mf(x) = M f(x)
n−m∑
j=0

(−1)j
(
n−m
j

)
F (x)m+j−1,

em que M = n!/[(m− 1)! (n−m)!].
Baseando-se na equação (5.13) e usando a expansão para séries de potência definida para

um número inteiro positivo (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), temos

F (x)m+j−1 =

(
∞∑
k=0

pkHk+1(x)

)m+j−1

=
∞∑
k=0

cm+j−1,kHk+1(x),
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em que cm+j−1,0 = pm+j−1
0 e, para i ≥ 1,

cm+j−1,i =
1

i p0

i∑
s=1

[(m+ j)s− i] ps cm+j−1,i−s.

Assim, obtemos

f(m)(x) = Mf(x)
n−m∑
j=0

∞∑
k=0

(−1)j
(
n−m
j

)
cm+j−1,kHk+1(x).

Substituindo f(x) na equação acima pela expansão (5.14), depois de algumas manipulações
algébricas, escrevemos

f(m)(x) = M
n−m∑
j=0

∞∑
k,`=0

(−1)j
(
n−m
j

)
(`+ 1)

(`+ k + 2)
cm+j−1,k p` h`+k+2(x).

Dessa forma, nota-se que f(m)(x) é uma combinação linear de densidades exp-Lomax.

5.9 Estimação

Nesta seção, discutiremos sobre a estimação dos parâmetros da distribuição TMOEL pelo
método de máxima verossimilhança. Para tanto, seja x = (x1, . . . , xn)> uma amostra aleatória
de tamanho n de X ∼ TMOEL(α, β, γ, λ) e θ = (α, β, γ, λ)> o vetor de parâmetros. O
logaritmo da função de verossimilhança de θ, denotado por `(θ), é dado por

`(θ) = n[log(α) + log(β) + log(γ)] + (γ − 1)
n∑
i=1

log(1 + βxi)

+
n∑
i=1

log[ui(λ− 1) + α(λ+ 1)]− 3
n∑
i=1

log(α− ui), (5.25)

em que log(a) = loge a = ln(a) e ui = 1− (1 + βxi)
γ .

O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de θ, θ̂, pode ser obtido maximizando
diretamente (5.25) usando as plataformas computacionais SAS (PROC NLMIXED), R ( funções
optim ou MaxLik) e Ox (sub-rotina MaxBFGS).

Os componentes do vetor escore `θ = (`α, `β, `γ, `λ)
> são dados por

`α =
∂ `(θ)

∂α
=
n

α
+ 3

n∑
i=1

(ui − α)−1 + (λ+ 1)
n∑
i=1

[ui(λ− 1) + α(λ+ 1)]−1,
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`β =
∂ `(θ)

∂β
=
n

β
+ (γ − 1)

n∑
i=1

xi
1 + βxi

+ 3
n∑
i=1

γxi(1 + βxi)
γ−1

ui − α

−
n∑
i=1

γxi(λ− 1)(1 + βxi)
γ−1

ui(λ− 1) + α(λ+ 1)
,

`γ =
∂ `(θ)

∂γ
=
n

α
+

n∑
i=1

log(1 + βxi) + 3
n∑
i=1

(1 + βxi)
γ log(1 + βxi)

ui − α

+ (λ− 1)
n∑
i=1

(1 + βxi)
γ log(1 + βxi)

ui(1− λ)− α(1 + λ)
,

`λ =
∂ `(θ)

∂λ
=

n∑
i=1

α− ui
ui(λ− 1) + α(1 + λ)

.

Alternativamente, o EMV θ̂ pode ser determinado resolvendo numericamente a equação não-
linear `θ = 0 (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Neste caso, essa equação pode ser avaliada
numericamente usando o algoritmo de Newton-Raphson.

Sob as condições gerais de regularidade, temos (θ̂−θ)
a∼ N4(0, K(θ)−1), em que K(θ) é a

matriz de informação esperada de dimensão 4×4 e a notação a∼ denota distribuição assintótica.
Para n grande,K(θ) pode ser aproximado pela matriz de informação observada. A aproximação
normal para o EMV θ̂ pode ser usada para construir intervalos de confiança aproximados e testar
hipóteses sobre os parâmetros α, β, γ e λ.

Em algumas situações é de interesse fazer inferência sobre uma parte do vetor de parâmetros
que indexam o modelo assumindo que os demais parâmetros são conhecidos. Considere o EMV
do parâmetro λ assumindo que os parâmetros α, β e γ são conhecidos, temos

`λλ = − n

λ2
−

n∑
i=1

(ui + α)2

[ui(λ− 1) + α(λ+ 1)]2
< 0.

Além disso,

lim
λ→−1

`λ =
n∑
i=1

−α− 3ui
2ui

< 0 e lim
λ→1

`λ =
n∑
i=1

ui + 3α

2α
> 0.

Com isso, mostramos que neste caso especial o EMV λ̂ existe e é único.
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5.10 Estudo de simulação

Nesta seção, realizamos simulações de Monte Carlo para avaliar o comportamento do EMV
de θ, θ̂ = (α̂, β̂, γ̂, λ̂), estimando as medidas de viés relativo (VR) e erro quadrático médio
(EQM) para amostras de tamanhos n = {100, 200, 250}.

Para esse estudo, consideramos 10 000 réplicas de Monte Carlo e usamos o método BFGS
implementado na plataforma computacional Ox (versão 7.10, função MaxBFGS) para maximi-
zar o logaritmo da função de verossimilhança (5.25). Fixamos os valores dos parâmetros β e γ
em 0, 25 e 0, 3, respectivamente e variamos os parâmetros α e λ.

Os resultados, dados na Tabela 5.3, mostram que, geralmente, os valores dos vieses relativos
e os EQMs diminuem quando n cresce. Os menores valores absolutos para o viés e o EQM são
iguais a 0, 001 e 0, 003, respectivamente. Enquanto que o máximo valor absoluto para o viés e o
EQM são 1, 632 e 4, 467, respectivamente. Além disso, notamos na Tabela 5.3 que o parâmetro
λ foi subestimado na maioria dos casos (possui vieses relativos negativos).

Tabela 5.3: Valores para o viés e EQM do EMV de θ (β = 0, 25 e γ = 0, 3)
VR EQM

λ α n α̂ β̂ γ̂ λ̂ α̂ β̂ γ̂ λ̂

−0, 5 0, 25 100 0, 954 0, 975 0, 057 −0, 086 0, 687 0, 932 0, 012 0, 142
200 0, 549 0, 696 0, 045 −0, 049 0, 144 0, 337 0, 007 0, 124
250 0, 471 0, 632 0, 040 −0, 049 0, 111 0, 301 0, 006 0, 117

0, 5 100 0, 742 0, 884 0, 021 −0, 158 2, 155 1, 025 0, 007 0, 153
200 0, 403 0, 695 0, 020 −0, 073 0, 521 0, 290 0, 004 0, 139
250 0, 348 0, 671 0, 020 −0, 059 0, 225 0, 279 0, 003 0, 133

0, 25 0, 25 100 1, 245 1, 632 0, 098 −0, 349 2, 260 3, 752 0, 021 0, 151
200 0, 495 0, 751 0, 063 −0, 312 0, 215 0, 432 0, 013 0, 126
250 0, 382 0, 570 0, 049 −0, 272 0, 117 0, 238 0, 010 0, 109

0, 5 100 0, 802 1, 122 0, 043 −0, 110 3, 145 1, 638 0, 013 0, 122
200 0, 376 0, 528 0, 001 0, 062 1, 097 0, 452 0, 008 0, 119
250 0, 277 0, 429 −0, 011 0, 076 0, 301 0, 144 0, 007 0, 122

0, 5 0, 25 100 0, 931 1, 131 0, 144 −0, 292 1, 436 1, 867 0, 028 0, 136
200 0, 379 0, 462 0, 087 −0, 202 0, 227 0, 297 0, 018 0, 105
250 0, 308 0, 385 0, 062 −0, 154 0, 153 0, 221 0, 015 0, 096

0, 5 100 0, 772 1, 057 0, 101 −0, 324 4, 467 2, 560 0, 019 0, 121
200 0, 237 0, 348 0, 040 −0, 222 0,609 0, 288 0, 011 0, 101
250 0, 144 0, 249 0, 022 −0, 196 0, 379 0, 122 0, 009 0, 098
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Tabela 5.4: EMVs e erros padrões
EMV

Distribution α̂ β̂ γ̂ λ̂

TMOEL 0, 524 (0, 229) 0, 014 (0, 006) 0, 456 (0, 060) −1, 000 (0, 037)
MOEL 1, 097 (0, 471) 0, 008 (0, 003) 0, 508 (0, 065) -
TL - 0, 025 (0, 004) 0, 519 (0, 035) −1, 000 (0, 038)
Lomax - 0, 008 (0, 001) 0, 495 (0, 042) -

5.11 Aplicação

Nesta seção, apresentamos uma aplicação da distribuição TMOEL usando dados reais e
comparamos com os seus sub-modelos, os quais são dados na Tabela 5.1. Para tanto, usa-
mos um conjunto de dados que correspondem aos tamanhos de 269 arquivos de computador.
Esse conjunto de dados foi analisado por Giles et al. (2013). Todos os resultados foram ob-
tidos usando o software R versão 3.2.3, pacote AdequacyModel. Empregamos o método
BFGS para maximizar o logaritmo da função de verossimilhança. Os EMVs dos parâmetros
dos modelos e dos sub-modelos são dados na Tabela 5.4 (com os respectivos erros padrões
entre parênteses).

Para fins de comparação, calculamos algumas estatísticas de bondade de ajuste: critério
de informação de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974), critério de informação Bayesiano (BIC)
(SCHWARZ, 1978), critério de informação de Hannan-Quinn (HQIC) (HANNAN; QUINN,
1979), critério Cramér-von Mises (W*) e critério Anderson-Darling (A*) (CHEN; BALA-
KRISHNAN, 1995). Em geral, menores valores dessas estatísticas sugerem melhor ajuste.

Também incluímos na comparação os seguintes modelos não encaixados: beta Weibull
(BW) (LEE et al., 2007), transmutada Marshall-Olkin Fréchet (TMOFr) (AFIFY et al., 2015)
e Kumaraswamy Weibull (KW) (CORDEIRO et al., 2010). As funções densidade de probabi-
lidade dessas distribuições são dadas no Apêndice 2. Os valores das estatísticas de bondade de
ajuste são listadas na Tabela 5.5.

A Tabela 5.5 mostra que os valores das estatíticas AIC, BIC e HQIC correspondentes à dis-
tribuição TL são ligeiramente menores que os correspondentes à distribuição TMOEL. Porém,
a distribuição TMOEL apresenta os menores valores das estatísticas W* e A* entre todos os
modelos ajustados. Avaliando as estimativas e os erros padrões dados na Tabela 5.4, conclui-
mos que os parâmetros de todos os modelos são significativos. Na Figura 5.5 mostramos os
gráficos das densidades estimadas das distribuições KW, TL e TMOEL.
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Tabela 5.5: Estatísticas de bondade de ajuste
Estatística

Distribuição AIC BIC HQIC W* A*

TMOEL 4590, 497 4604, 876 4596, 272 1, 2341, 2341, 234 7, 2057, 2057, 205
MOEL 4611, 764 4622, 549 4616, 095 1, 579 8, 832
BW 4602, 505 4616, 884 4608, 280 1, 248 7, 278
TMOFr 4640, 043 4654, 422 4645, 818 1, 929 10, 543
KW 4603, 025 4617, 404 4608, 799 1, 245 7, 266
Lomax 4609, 768 4616, 957 4612, 655 1, 576 8, 827
TL 4590, 340 4601, 124 4594, 671 1, 283 7, 388

5.12 Conclusões finais

Neste trabalho, estudamos um novo modelo de quatro parâmetros, a distribuição transmu-
tada Marshall–Olkin estendida Lomax (TMOEL), como caso especial da família de distribui-
ções transmutada-G (T-G) (SHAW; BUCKLEY, 2009) quando o modelo de base é a distribuição
Marshall-Olkin Lomax (MOEL) (GHITANY et al., 2007). Alguns sub-modelos da distribuição
TMOEL são apresentados. Obtemos expressões simples para as funções densidade e acumu-
lada. Estudamos algumas de suas propriedades estatísticas e matemáticas. Demonstramos que
a função densidade da TMOEL pode ser expressa como uma combinação linear de funções den-
sidade da Lomax exponencializada e assim algumas de suas propriedades podem ser determina-
das a partir desse modelo. Obtemos expressões explícitas para a função quantílica e momentos
ordinário e incompleto, função característica, desvios médios e estatísticas de ordem. Através
de simulações de Monte Carlo avaliamos os estimadores de máxima verossimilhança dos parâ-
metros que indexam a distribuição TMOEL em amostras finitas. Comparamos o novo modelo
com outras distribuições usando as estatísticas de bondade de ajuste clássicas. Mostramos a
utilidade do modelo proposto através de uma aplicação a um conjunto de dados reais.
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Figura 5.5: Comparação das densidades estimadas de TMOEL, KW e TL
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6 Considerações finais
Neste trabalho, fizemos inferências (estimação pontual e teste de hipóteses) para dois parâ-

metros (um de forma e outro de escala) da distribuição Lomax exponencializada (LE) e para o
parâmetro de forma da distribuição BurrX escalonada, baseadas na função de verossimilhança
perfilada e suas versões modificadas (SEVERINI, 2000; COX; REID, 1993). Para a distribui-
ção BurrX escalonada derivamos os ajustes para a função de verossimilhança perfilada consi-
derando amostras completas e amostras censuradas do tipo II. Em todos os casos, estimamos
pontualmente através do método de máxima verossimilhança e utilizamos a estatística da razão
de verossimilhanças para realizar teste de hipóteses. Consideramos também o teste baseado na
estatística da razão de verossimilhanças bootstrap Bartlett e o teste da razão de verossimilhanças
bootstrap usual. Realizamos um estudo de simulação para avaliar e comparar os estimadores
de máxima verossimilhança perfilado e perfilados ajustados. O estudo mostrou que, em geral,
os estimadores de máxima verossimilhança perfilados ajustados tiveram os melhores desempe-
nhos, pois foram os menos viesados e também apresentaram os menores valores para o erro
quadrático médio.

Quanto ao teste de hipóteses, o teste baseado na estatística da razão de verossimilhanças bo-
otstrap Bartlett, o teste da razão de verossimilhanças bootstrap usual e os testes que utilizam as
funções de verossimilhança perfilada modificada apresentaram os melhores desempenhos (com
exceção da estatística de teste baseada na proposta de Cox e Reid (1993) para a distribuição
LE), principalmente em amostras de tamanho pequeno. Mostramos por meio de aplicações
a conjuntos de dados reais a importância dos diferentes ajustes da função de verossimilhança
perfilada para fazer inferências mais precisas sobre os parâmetros da distribuição LE e sobre o
parâmetro de forma da distribuição BurrX escalonada.

Além disso, propomos uma distribuição de quatro parâmetros denominada transmutada
Marshall-Olkin estendida Lomax (TMOEL). Mostramos que as distribuições Marshall-Olkin
estendida Lomax, transmutada Lomax e Lomax são casos especiais do modelo TMOEL. De-
monstramos que a função densidade de probabilidade do modelo proposto pode ser expressa
como uma combinação linear de funções densidade da distribuição Lomax exponencializada.
Obtemos expressões explícitas para a função quantílica e momentos ordinário e incompleto,
função característica, desvios médios e estatísticas de ordem. Avaliamos, através de Monte
Carlo, o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros que in-
dexam a distribuição TMOEL em amostras finitas. Ilustramos a utilidade do novo modelo por
meio de uma aplicação a um conjunto de dados reais.
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Apêndice A - Matriz de informação observada
Segundas derivadas do logaritmo da função de verossimilhança da distribuição Lomax ex-

ponencializada para a obtenção da matriz de informação observada.

∂2`(θ)

∂α2
= − n

α2
,

∂2`(θ)

∂α∂β
= λ

n∑
i=1

xiu
−(1+λ)
i

1− u−λi
,

∂2`(θ)

∂α∂λ
=

n∑
i=1

log(ui)u
−λ
i

1− uλi
,

∂2`(θ)

∂β2
= − n

β2
+ (λ+ 1)

n∑
i=1

(
xi
ui

)2

− (α− 1)λ2
n∑
i=1

x2iu
−2(λ+1)
i

(1− u−λi )2

− λ(α− 1)(λ+ 1)
n∑
i=1

x2iu
−(2+λ)
i

1− u−λi
,

∂2`(θ)

∂β∂λ
= −

n∑
i=1

xi
ui
− λ(α− 1)

n∑
i=1

xi log(ui)u
−(1+2λ)
i

(1− u−λi )2
+ (α− 1)

n∑
i=1

xiu
−(1+λ)
i

1− uλi

− λ(α− 1)
n∑
i=1

xi log(ui)u
−(1+λ)
i

1− u−λi
,

∂2`(θ)

∂λ2
= − n

λ2
− (α− 1)

n∑
i=1

log(u2i )u
−2λ
i

(1− u−λi )2
− (α− 1)

n∑
i=1

log2(ui)u
−λ
i

1− u−λi
,

em que ui = 1 + βxi.
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Apêndice B - Aspectos Computacionais
Neste apêndice, detalhamos alguns aspectos computacionais referentes aos Capítulos 3 e 4.

Todos os resultados das simulações de Monte Carlo e aplicações apresentados foram obtidos
utilizando programas implementados na linguagem de programação Ox.

Ox é uma linguagem de programação matricial orientada a objetos que, utilizando uma sin-
taxe semelhante com as de C e C++, oferece uma grande quantidade de recursos matemáticos e
estatísticos. Do ponto de vista numérico, Ox é uma das mais confiáveis plataformas para com-
putação científica (DOORNIK, 2009; FRERY; CRIBARI-NETO, 2005). Uma versão gratuita
do Ox está disponível em: <https://www.doornik.com>.

Geradores de números aleatórios

Para gerar números aleatórios das distribuições Lomax exponencializada e BurrX escalo-
nada estudadas, respectivamente, nos Capítulos 3 e 4, utilizamos o gerador de números aleató-
rios de George Marsaglia (GM). Este gerador com período de aproximadamente 260 e que usa
duas sementes passa por testes rigorosos de aleatoriedade. Além disso, possui uma eficiente
implementação em Ox.

No Capítulo 3, o método da inversão foi empregado para gerar números aleatórios da distri-
buição LE, respectivamente, da seguinte forma:

Gerando número aleatório x da distribuição LE:

1 Gerar u a partir da distribuição U(0, 1).

2 Calcular x = β−1
[(

1− u
1
α

)− 1
λ − 1

]
.

Assim, a função para gerar uma amostra de tamanho n da distribuição Lomax exponencali-
zada é dada pela seguinte rotina:

//função para gerar uma amostra de tamanho

n da distribuição exp_lomax(alpha, beta, lambda)

amostraEL(const N, const vP)

{

decl u = ranu(N, 1);

https://www.doornik.com
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decl amostra = (1/vP[1])* (((1 - ( u .^(1/vP[0])))

.^(-1/vP[2])) - 1);

return amostra;

}

Também usando o método da inversão, no Capítulo 4, geramos números aleatórios da distribui-
ção BurrX escalonada, seguindo o algoritmo:

Gerando número aleatório x da distribuição BurrX escalonada:

1 Gerar u a partir da distribuição U(0, 1).

2 Calcular x = σ
[
− log

(
1− u

1
λ

)] 1
2 .

Maximização das funções de verossimilhança

Os estimadores de máxima verossimilhança, dados nos Capítulos 3 e 4, obtidos maximi-
zando as funções de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas, não possuem forma
fechada. Além disso, em todos os casos considerados, não foi possível obter explicitamente as
funções de verossimilhança perfilada e suas versões modificadas devido ao fato de ν̂µ também
não ter forma fechada. Dessa forma, para maximizar essas funções e assim, obter os estima-
dores de máxima verossimilhança perfilado e perfilado ajustados, utilizamos a rotina MAXSQP
implementada na plataforma OX. Essa rotina maximiza funções com restrições nas variáveis
(parâmetros) e está implementada no OX (Versão 7.10, para Windows) da seguinte forma:

#import <maxsqp>

MaxSQP(const func, const avP, const adFunc, const amHessian,

const fNumDer, const cfunc_gt0, const cfunc_eq0, vLo, vHi);

• func

Entrada: a função que deve ser maximizada com p parâmetros, neste caso, a função de
log-verossimilhança.

• avP

Entrada: uma matriz de dimensão p× 1 com os valores iniciais.

Saída: matriz de dimensão p× 1 com os valores que maximizam func.
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• adFunc

Entrada: endereçamento de um objeto.

Saída: valor máximo de func.

• amHessian

Entrada: 0 ou a matriz hessiana endereçada (usamos 0).

• fNumDer

Entrada: 0, usa primeiras derivadas analíticas ou 1, usa primeiras derivadas numéricas
(utilizamos 1).

• vLo

Entrada: matriz de dimensão p× 1 com os limites inferiores dos parâmetros, ou <> se a
função é ilimitada inferiormente.

• vHi

Entrada: matriz de dimensão p × 1 com os limites superiores, ou <> se a função é
ilimitada superiormente

• cfunc_gt0

Entrada: 0

• cfunc_eq0 é uma matriz cujos os elementos são as funções de restrições não-lineares
(a qual deve ser restrita em zero) com o seguinte formato:

cfunc_eq0(const avF, const vP);

– avF

Entrada: matriz de restrições para vP.

– vP

Entrada: matriz de dimensão p× 1 de parâmetros.

Por exemplo, no Capítulo 4, quando fizemos inferência para o parâmetro da λ da distribuição
BurrX escalonada ao considerar amostra completa (dados não censurados), temos:

`p(λ) = n log

(
2λ

σ̂λ

)
+ (λ− 1)

n∑
i=1

log
[
1− e−ũ2i

]
+

n∑
i=1

[log(ũi)− ũ2i ], (6.1)
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em que ũi = xi/σ̂λ e σ̂λ satisfaz a equação

−2n

σ̂λ
+

2

σ̂λ

n∑
i=1

ũ2i −
2(λ− 1)

σ̂λ

n∑
i=1

ũ2i e
−ũ2i

G(ũi)
= 0,

para λ fixo.
Neste caso, quando λ é parâmetro de interesse, o logaritmo da função de verossimilhança

perfilada é expresso em função da estimativa de máxima verossimilhança restrita σ̂λ, que não
possui forma fechada. Devido ao desconhecimento de σ̂λ, `p(λ) não está explicitamente defi-
nida em função do parâmetro λ. Dessa forma, a estimativa de máxima verossimilhança perfilada
λ̂p é obtida da maximização da função

`(σ, λ) = n log

(
2λ

σ

)
+ (λ− 1)

n∑
i=1

log[1− e−u2i ] +
n∑
i=1

[log(ui)− u2i ], (6.2)

sujeita à restrição de igualdade

−2n

σ
+

2

σ

n∑
i=1

u2i −
2(λ− 1)

σ

n∑
i=1

u2i e
−u2i

G(ui)
= 0, (6.3)

em que ui = xi/σ. As equações (6.2) e (6.3) são implementadas, usando linguagem de progra-
mação Ox, da seguinte forma:

//função de log-verossimilhança perfilada

func(const vP, const adFunc, const avScore, const amHessian)

{

decl u = (x ./vP[0]);

decl g = 1 - exp(-(u .^2));

adFunc[0] = n*log((2*vP[1])/vP[0]) + (vP[1]-1)*sumc(log(g))

- sumc(u .^2) + sumc(log(u);

if(avScore)

{

(avScore[0])[0] = -n*2/vP[0] + (2/vP[0])*sumc(u .^2)

-((2*(vP[1]-1))/vP[0])*sumc((u .^2

.* exp(-(u.^2))) ./ g);

(avScore[0])[1] = n/vP[1] + sumc(log(g));

}

if(isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
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return 0;

else

return 1;

}

cfunc_eq0(const avF, const vP) // restrição

{

decl u = (x ./vP[0]);

decl g = 1-exp(-(u .^2));

avF[0] = -n*2/vP[0] + ( 2/vP[0])*sumc(u .^2)

- ((2*(vP[1]-1))/vP[0])* sumc((u .^2

.* exp(-(u .^2))) ./ g);

return 1;

}

Finalmente, a função (6.1) é maximizada utilizando a seguinte rotina:

MaxSQP(func, &vp, &f, 0, TRUE, 0, cfunc_eq0, vlo, vhi);

Algumas observações:

• salientamos que as funções de verossimilhança perfilada modificadas por também não
apresentarem uma forma explícita em função do parâmetro de interesse, devem ser ma-
ximizadas utilizando o método SQP, seguindo um procedimento semelhante ao descrito
anteriormente;

• os estimadores de máxima verossimilhança µ̂ e ν̂ nos ajustes (2.4), (2.5) e (2.8) podem
ser encontrados maximizando diretamente a função de verossimilhança usual utilizando
o método BFGS (implementado na plataforma Ox através do comando MaxBFGS);

• nos estudos de simulação ao maximizar as funções de verossimilhança, o número de não
convergências em cada cenário, não ultrapassaram 10% do total de réplicas de Monte
Carlo considerado;

• os valores iniciais utilizados para maximizar as diferentes funções de verossimilhança
foram atribuídos de forma arbitrária repetidas vezes até conseguir estabilidade na conver-
gência das estimativas;

• os códigos que implementam bootstrap paramétrico, em geral, foram os mais custosos
computacionalmente. Por exemplo, para a distribuição BurrX escalonada, sob o enfoque
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de amostras completas, considerando: n = 20, 1 000 réplicas bootstrap e 10 000 réplicas
de Monte, o tempo de execução do código foi de aproximadamente um minuto. Ao
aumentar o tamanho amostral n, fazendo n = 100, o tempo de execução passou a ser de
aproximadamente oito minutos.
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Apêndice C - Funções densidade de probabilidade
As densidades dos modelos usados para comparar com a distribuição TMOEL são dados a

seguir.
A densidade da transmutada Marshall-Olkin Fréchet (TMOFr) é dada por

f(x) =
αβσβx−(β+1)e−(σx )

β[
α + (1− α)e−(σx )

β]2
1 + λ− 2λe−(σx )

β

α + (1− α)e−(σx )
β

 , x > 0,

em que β, α, σ são parâmetros positivos e | λ |≤ 1.
A densidade beta Weibull (BW) é dada por

f(x) =
αθ

B(a, b)
xθ−1(1− e−αx

θ

)a−1e−αbx
θ

, x > 0,

em que a, b, α e θ são parâmetros positivos e B(·, ·) é a função beta.
A densidade Kumaraswamy Weibull (KW) é dada por

f(x) = abαxθ−1e−αx
θ

(1− e−αx
θ

)a−1[1− (1− e−αx
θ

)a]b−1, x > 0,

em que a, b, α e θ são parâmetros positivos.
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