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Resumo

Para investigar o comportamento de uma variavel dado o conhecimento de variaveis
explicativas é comum utilizar o modelo de regressao classico ou os modelos lineares
generalizados. Nenhum desses modelos, contudo, é adequado para modelar varidveis
no intervalo (0,1). Para modelar variaveis que assumem valores em (0,1) é bastante
utilizado o modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). J4 para
varidveis que assumem valores em [0,1), (0,1] e [0, 1] é possivel utilizar os modelos de
regressao beta inflacionados propostos por Ospina e Ferrari (2012). Esta tese tem como
objetivo introduzir distribui¢bes Kumaraswamy inflacionadas, além de propor modelos de
regressao Kumaraswamy inflacionados que permitem modelar dados nos intervalos [0, 1),
(0,1] e [0, 1], bem como abordar as respectivas inferéncias e avaliar os desempenhos dos
estimadores de maxima verossimilhanca em cada cenario. Simulagoes de Monte Carlo
foram realizadas para verificar os desempenhos dos estimadores de maxima verossimilhanca
e de testes de hipoteses. Aplicacoes a dados reais também sao apresentadas.

Palavras chave: Maxima verossimilhanca. Modelo inflacionado. Regressao Kuma-
raswamy. Simulagdo de Monte Carlo. Teste da razao de verossimilhangas.



Abstract

To investigate the behavior of a variable given the knowledge of explanatory variables it
is common to use the classical regression model or the generalized linear models. However
none of these models are suitable for modeling variables observed on (0,1). The beta
regression model introduced by Ferrari and Cribari (2004) is useful when the response
is restricted to the interval (0,1). Ospina and Ferrari (2012) developed an extension of
such a model that allow practitioners to model fractional data observed on [0, 1), (0, 1]
e [0,1]. Our goal in this thesis is to introduce inflated Kumaraswamy distributions in
addition to proposing inflated Kumaraswamy regression models that allow one to model
data that assume values in [0, 1), (0,1] and [0,1]. We develop parameter estimation,
interval estimation and hypothesis testing inference. We present Monte Carlo simulation
results to evaluate the performances of the maximum likelihood estimators and hypothesis
tests. Empirical applications are also displayed.

Keywords:Inflated model. Kumaraswamy regression. Likelihood ratio test. Maximum
likelihood. Monte Carlo simulation.
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1 INTRODUCAO

A ferramenta mais usual para investigar o comportamento de uma variavel dado o
conhecimento de variaveis explicativas é o modelo de regressao classico. Apesar de ser muito
utilizado, esse modelo possui limitagoes, como por exemplo a suposicao de normalidade
dos erros do modelo ou a relacgao linear entre a varidvel resposta e as variaveis regressoras,
o que nem sempre é observado na pratica. McCullagh e Nelder (1989) propuseram uma,
classe de modelos mais flexiveis, quando comparados com o modelo de regressao linear
classico: a classe de modelos lineares generalizados (MLG). Com essa nova estrutura é
possivel modelar tanto a média quanto o parametro de dispersao em funcgao de covariaveis.
Todavia, nem o modelo de regressao linear classico nem os MLGs sao adequados para
modelar varidveis no intervalo (0,1).

Na préatica, muitos dados podem ser observados no intervalo (0, 1), como por exemplo
indices de desenvolvimento humano, indicador de qualidade de vida, etc. Nesse caso, as
distribuicoes beta e Kumaraswamy sao apropriadas para ajustar os dados. No contexto de
modelagem de dados no intervalo (0, 1), Ferrari e Cribari (2004) propuseram o modelo de
regressao beta, que permite modelar a média e a dispersao de uma variavel aleatéria que
segue distribuigao beta. Contudo, se o conjunto de dados apresentar valores zeros e/ou
uns essas distribuigoes e modelo nao sdo mais adequados.

Quando o interesse reside em modelar variaveis que assumem valores nos intervalos
[0,1), (0,1] e [0, 1], é possivel utilizar os modelos de regressao beta inflacionados propostos
por Ospina e Ferrari (2012), que sao baseados em distribuigoes beta inflacionadas (Ospina
e Ferrari, 2010).

Visando explorar algumas vantagens da distribuicio Kumaraswamy, que foi desen-
volvida por Kumaraswamy (1976), esta tese tem como objetivo introduzir distribuigoes
Kumaraswamy inflacionadas, além de propor modelos de regressao Kumaraswamy inflacio-
nados que permitem modelar dados nos intervalos [0, 1), (0,1] e [0, 1], bem como abordar

as respectivas inferéncias.

1.1 Organizacao da tese

A presente tese esta dividida como segue: no Capitulo 2 estd apresentada a distri-
buicao Kumaraswamy inflacionada em zero ou um e descritas as inferéncias relacionadas.
Também foram realizadas simulagoes de Monte Carlo para verificar os desempenhos dos
estimadores de maxima verossimilhanca e dos testes de hipoteses, e é apresentada uma
aplicagdo a dados reais; no Capitulo 3 é introduzida a distribuicao Kumaraswamy inflacio-
nada em zero e um, a devida inferéncia, bem como resultados de simulagoes e aplicacao a
dados reais. O modelo de regressio Kumaraswamy inflacionado em zero ou um e o modelo

Kumaraswamy inflacionado em zero e um sao introduzidos no Capitulo 4, juntamente
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com resultados numéricos oriundos de simulagdes de Monte Carlo. Por fim, o Capitulo 5
apresenta as consideracoes finais desta tese.

1.2 Suporte computacional

A linguagem de programacao OX, versao 7.0, para o sistema operacional Windows
foi utilizada para realizar as simulag¢oes aqui apresentadas. OX é uma linguagem de progra-
macao matricial orientada a objetos que, utilizando uma sintaxe muito parecida com as de
C e de C++, oferece uma gama de recursos matematicos e estatisticos (Frery e Cribari-Neto,
2005) e esta disponivel gratuitamente para uso académico em http://www.doornik. com.
Para mais informes sobre essa ferramenta, ver Doornik e Ooms (2007).

O ambiente de programacao R, versao 3.1.0, foi utilizado para produzir os graficos.
R é uma linguagem e um ambiente para computacao estatistica e para preparacao de
graficos de alta qualidade (Frery e Cribari-Neto, 2005). Maiores informagoes sobre o R
podem ser encontradas em http://www.r-project.org.

A tipografia desta tese foi realizada usando o sistema I¥TEX , que foi criado por Leslie
Lamport em meados da década de 80. Informagoes sobre o IXTEX podem ser encontradas
em http://www.latex-project.org.
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2 DISTRIBUICAO KUMARASWAMY IN-
FLACIONADA EM ZERO OU UM

2.1 Introducao

A modelagem de varidveis distribuidas de forma continua no intervalo (0,1) vem
conquistando grande espaco na literatura estatistica. A distribuicao beta é bastante
utilizada para modelar taxas e proporc¢oes, bem como outras variaveis que possuem suporte
em (0, 1), pois é bem flexivel para moldar esse tipo de dados, uma vez que sua densidade
pode apresentar diferentes formas dependendo dos valores dos dois parametros que indexam
a distribuicdo. Entretanto, Kumaraswamy (1976) relata que muitos trabalhos empiricos
notam que a distribuicao beta nao ajusta satisfatoriamente dados no contexto de estudos
hidrologicos, especialmente se o periodo da série hidrica for pequeno, por exemplo uma
série semanal. Diante disso, uma nova distribuicao foi proposta por Kumaraswamy (1976)
para ajustar dados que sdo delimitados em ambos os limites (inferior e superior). Esta
nova proposta ficou conhecida na literatura estatistica como distribuicdo Kumaraswamy e
a partir dela muitos trabalhos foram desenvolvidos.

Garg (2009) derivou a distribuigdo conjunta, a distribui¢do do produto e a distribuicao
do quociente de duas estatisticas de ordem generalizadas provenientes da distribuicao
Kumaraswamy. Cordeiro e Castro (2009) descreveram uma nova familia de distribuigdes
generalizadas com base na distribuicao Kumaraswamy a fim de estender as distribui¢oes
normal, Weibull, gamma, Gumbel e gaussiana inversa. Os autores expressaram os momen-
tos ordinarios de qualquer distribuicao Kumaraswamy generalizada como funcoes lineares
dos momentos ponderados da distribuigdo base. Carrasco et al. (2010) propuseram uma
nova distribuicao continua com cinco parametros que generaliza as distribui¢oes Kuma-
raswamy e beta, bem como algumas outras distribui¢oes bastante conhecidas. Lemonte
(2011) desenvolveu estimadores quase nao viesados para a distribuigio Kumaraswamy,
derivou estimadores de méaxima verossimilhanga modificados que sao livres de viés de
segunda ordem e como uma alternativa para a correcao de viés analitica considera um me-
canismo de correcao de viés baseado em bootstrap paramétrico. Barreto-Souza e Lemonte
(2013) introduziram a distribuicdo Kumaraswamy bivariada, cujas distribuigdes marginais
sao Kumaraswamy e apresentaram algumas propriedades desta distribui¢ao. Segundo
Mitnik e Baek (2013), a distribuicio Kumaraswamy tem uma importante vantagem sobre
a distribuicao beta que consiste no fato da inversa da funcao de distribuicao acumulada ter
forma fechada, ou simplesmente nao depender de fungoes especiais, o que possibilita gerar
ocorréncias por inversao, conforme Jones (2009). Bridam e Nekoukhou (2013) introduziram
uma nova classe de distribuicoes obtida pela composicao da distribuicao Kumaraswamy e
da familia de distribui¢oes de série de poténcias. Silva e Barreto-Souza (2014) propuseram
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um método de sele¢ao entre as distribuigoes beta e Kumaraswamy. Além destes trabalhos
citados, muitos outros utilizam a distribuicdo Kumaraswamy, ficando assim explicita a
utilidade desta distribuicao.

Ademais, em aplicagoes praticas quando se deseja trabalhar com variaveis que re-
presentam taxas e propor¢oes, que em muitas situagoes sdo medidas no intervalo (0, 1),
por exemplo, proporcao de pessoas analfabetas, precipitagao diaria, etc., a distribuicao
Kumaraswamy, assim como a distribui¢do beta, é adequada como ja foi exposto. Todavia,
é comum que dados de taxas e proporc¢oes assumam os valores zeros ou uns. Entretanto, o
suporte da distribui¢do Kumaraswamy nao inclui os valores extremos do intervalo (0, 1), o
que pode ser um limitante em aplicagoes praticas. Para acomodar os extremos do intervalo
é preciso desenvolver uma nova distribuicao que permita modelar dados estatisticos com
suporte em (0, 1), mas que permita a existéncia de observagdes com valor zero ou um.
Uma forma de se aproximar é definir uma nova distribuicao que resulta da mistura entre
uma distribuicao degenerada em zero ou em um e uma distribuicao continua.

Este conceito ja ¢é trabalhado na literatura para dados discretos e continuos. No caso
discreto podem ser encontradas as distribui¢ées Poisson inflacionada em zero, binomial
negativa inflacionada em zero; no caso continuo, e mais especificamente para dados no
intervalo [0, 1) ou no intervalo (0, 1], tem-se a distribui¢ao beta inflacionada em zero ou em
um, proposta por Ospina e Ferrari (2010). Nesse tltimo cendrio, hd também a distribui¢ao
simplex inflacionada em zero ou um e a distribuicao simplex inflacionada em zero e um,
proposta por Lucena (2017) em sua tese de doutorado.

O objetivo do presente capitulo é propor uma nova distribui¢do para modelar dados
nos suportes [0,1) ou (0,1]. A proposta consiste em utilizar a distribuigdo Kumaraswamy
para modelar a parte continua dos dados e uma distribuicao degenerada para modelar a
parte discreta. A distribuicio Kumaraswamy foi escolhida porque apresenta vantagens
sobre a distribuicao beta, como segue: a fun¢ao de distribuigdo acumulada beta envolve a
funcao beta incompleta, o que dificulta a geragao de ocorréncias de variaveis aleatérias
beta através do método da inversao, mas isso nao acontece na distribuicao Kumaraswamy
porque sua funcao de distribuicdo acumulada é relativamente simples e possui forma
algébrica fechada, consequentemente a fungdo quantilica nao depende de fungbes especiais.
Sendo assim, para gerar ocorréncias de variaveis aleatérias a partir da distribuicao beta é
preciso utilizar o método da rejeigdo, que é computacionalmente mais intensivo, a depender
da implementagao que seja realizada. Isto também da a distribuicao Kumaraswamy uma
vantagem no que tange a modelagem dos quantis; a densidade Kumaraswamy também pode
assumir diversas formas: unimodal, ‘U’; crescente, decrescente, constante, dependendo
dos valores dos parametros, ainda apresenta formato simétrico e assimétrico; além da
distribuicao Kumaraswamy ajustar melhor dados hidrologicos, como ja foi mencionado.

Diante do exposto, serd apresentada uma breve descrigao sobre a distribuicao Ku-
maraswamy na Secao 2.2; a distribuicao proposta é discutida na Secao 2.3; ja na Secao
2.4 é apresentada a estimacao dos parametros da nova distribuicdo bem como a forma

da sua matriz de informacao de Fisher; na Secao 2.5 sao descritas trés estatisticas de
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teste de hipdteses que serao utilizadas nas simulagoes feitas posteriormente; os resultados
numéricos das simulagées de Monte Carlo sdo exibidos na Se¢ao 2.6.

2.2 Distribuicao Kumaraswamy

Suponha que Y segue distribuigdio Kumaraswamy, cuja notacao é Y ~ Kum(a, ), com

funcao distribui¢do acumulada (fda) dada por

Gy, 8) =1 - (1—y%)", (2.1)
com y € (0,1), em que @« > 0 e § > 0 sdao os parametros de forma da distribui¢do. A
fungao densidade de probabilidade (fdp) de Y é

9y, B) = aBy* 11 —y")7 Y, ye(0,1). (2:2)
Assim como a densidade beta, a densidade Kumaraswamy também pode assumir
diversas formas, dependendo dos valores assumidos por seus parametros. A densidade
da Kumaraswamy pode ser unimodal, ter forma de “banheira”, ser crescente, decrescente
ou até mesmo constante. Segundo Lemonte (2011), é possivel mostrar que a distribuigao
Kumaraswamy tem as mesmas propriedades de forma basicas da distribuicao beta: se
a>1e [ >1adensidade Kumaraswamy apresenta comportamento unimodal; se o < 1 e
£ < 1 a densidade tem forma de ‘U’; se a > 1 e < 1 a densidade é crescente; se a < 1
e f > 1 a densidade é decrescente; por fim, se @« = = 1 a densidade assume forma
constante.
A Figura 2.1 apresenta diferentes densidades Kumaraswamy. Nota-se a diversidade de

formatos que ¢(y; «, 5) assume dependendo dos valores de « e f.

— Kum(a=2.0,p=2.0) PEN o — Kum(a=3.0,p=1.0)
--- kum(a=50=20) N --- Kum(a=1.0,p=3.0)
I B IS Kum(a=2.0,=5.0) . . I ISR Kum(a=1.0,=1.0)
Kum(a=0.8,=0.3) \ tN == Kum(a=0.5,p=0.5)
i N

2.0
|
2.0
|

Kum(a=0.3,=08) /

f(x)
15
1
f(x)
15
1

1.0
1.0

0.5
0.5

0.0
0.0

Figura 2.1: Densidades Kumaraswamy para diferentes valores de (a, 3).

A média e a varidncia de Y sdo dadas, respectivamente, por
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E(Y) - & i f+ﬁ) (2.3)
(§]
Var(Y) = s — 13, (2.4)
em que
oy L BT+ E)TB) r _
= E(Y") = T ) —6B<1+E,6), r=1,2,.. . (2.5)

é o r-ésimo momento da distribuicaio Kumaraswamy, I'(-) e B(-,-) sendo as fung¢oes gama
e beta, respectivamente.

2.3 Distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero
ou em um

Dados de taxas e proporgoes podem conter zeros e/ou uns. Quando as observagoes
incluem zeros ou uns, a distribuicao Kumaraswamy nao é adequada uma vez que seu
suporte é (0,1). Um modelo apropriado deve adicionar alguma probabilidade de massa
em zero ou um. Esse foi o enfoque adotado no contexto da distribui¢ao beta por Ospina
e Ferrari (2010), que propuseram uma distribui¢do para modelar propor¢oes quando os
dados contém zeros ou uns. Ospina e Ferrari (2010) assumem que a variavel aleatéria
segue distribuicao mistura continua-discreta com probabilidade de massa em zero ou um.
Seguindo tal enfoque, é possivel utilizar uma mistura de duas distribuigoes: a distribuicao
Kumaraswamy para modelar o componente continuo, visto que esta pode assumir diversas
formas que possibilitam um bom ajuste de dados em (0, 1), e uma distribuigdo degenerada
em um valor conhecido ¢, em que ¢ = 0 ou ¢ = 1. Introduzimos assim a distribuicao

Kumaraswamy inflacionada em ¢ (KI.), cuja fda é dada por

Kle(y; A o, B) = Meqy(y) + (1 = )G (y; o, B), (2.6)
em que I4(y) é uma fungao indicadora, assumindo o valor 1 quando y € A e 0 quando
y¢ A, 0 <)\ <1éo pardmetro de mistura e G(y; «, 5) é a fungao distribuicao acumulada,
Kumaraswamy. E possivel observar neste caso que, com probabilidade 1 — X, os valores
da varidvel aleatéria Y seguirdo distribuigdo Kumaraswamy com parametros («, §) e com
probabilidade A estes valores serao oriundos de uma distribuicao degenerada em c.

Ocorréncias de uma variavel aleatéria Kumaraswamy inflacionada em ¢, com funcao
distribuigdo acumulada dada em (2.6), podem ser geradas com base no método da inversao,
utilizando a inversa da distribuicao Kumaraswamy. Um algoritmo para gerar valores de y
é:

1. Gerar ocorréncia u de uma variavel aleatéria uniforme padrao, isto é, U ~ U(0, 1);

2. Obter valores para a subamostra continua de y, a partir da funcao quantilica da

distribuicao Kumaraswamy;
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3. Obter valores (zeros ou uns) para a subamostra discreta de y, com base no valor do
parametro de mistura adotado.

Note que ch_l(u) sempre serd definida pois 0 < u < 1 e a imagem de KI. é o
intervalo (0,1). Além disso, observe que Y como definido no algoritmo de fato tem fungao
distribuicao acumulada KI., pois

Pr(Y < y) = Pr[KI7'(U) < y] = Pr{KL[KL.'(U)] < KI(y)} = Pr[U < KL.(y)] = KL(y),

uma vez que U ~ U(0,1).
A funcao densidade de probabilidade de Y referente a medida gerada pela mistura é

dada por

et e y=c.
klc(ya)‘va75)_{ (1_)\)g(y,a/,ﬁ), se yG(O,l)a

emque 0 < A <1, a > 0e [ > 0 sao os parametros da distribuicio Kumaraswamy

(2.7)

e g(y; a, B) é a densidade expressa em (2.2). Note que A representa a probabilidade de
Y ser igual a ¢ que pode assumir os valores zero ou um, ou seja, A = Pr(Y = 0) ou
A=Pr(Y =1).

Se Y é uma varidvel aleatéria com fungao densidade de probabilidade dada por (2.7)
utiliza-se a notacao Y ~ KI.(\, «, ).

As Figuras 2.2 e 2.3 apresentam diferentes densidades Kumaraswamy inflacionadas
em ¢ = 0 e ¢ = 1, respectivamente, variando os valores de a e (3, sendo o parametro de
mistura fixado em A = 0.5. Note que a funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao
Kumaraswamy inflacionada em ¢ expressa em (2.7), pode assumir diversas formas como por
exemplo, unimodal, ‘U’ crescente, decrescente e até mesmo constante assim como também
¢ observado nos diversos formatos da distribuicio Kumaraswamy sem inflacionamento.
Em todos os graficos observa-se um comportamento assimétrico explicado pela existéncia
da massa de probabilidade no ponto ¢, representada no grafico pela linha vertical com um
ponto em cima.

O r-ésimo momento de Y ¢é dado por

EY") =M+ 1-MNu,, r=12..., (2.8)

em que f, ¢ o r-ésimo momento da distribuicdio Kumaraswamy expresso em (2.5).
A partir das expressoes (2.4) e (2.8) é possivel calcular a média e a varidncia da
distribuicao mistura que sao dadas, respectivamente, por

EY) = A+ (1-MNw
= Ac—i—ﬁ(l—A)B(l—i—i,ﬂ) e
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Figura 2.2: Densidades Kumaraswamy inflacionadas em c

de (a, B).

Var(Y) = Ae+ (1= Mpz = [Ae+ (1= N)m]”
et B(1— B (1 n 25) ~ l)\c—i-ﬁ(l —\)B (1 + ;,5)]2

_ (1= A+ (1—N)B {B (1 + 2,5) B (1 + ;,ﬁ) 22+

+ p(1—-X)B (1+;,6)]},

em que B(:,-) é a funcao beta.

2.4 Estimacao por maxima verossimilhanca

E possivel reescrever a fungao densidade em (2.7) da seguinte maneira:

Kio(y; A, a, §) = [N @ (1= )10 @] x [g(y; a, §)' M@

23

=0 com X\ = 0.5 e diferentes valores
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Figura 2.3: Densidades Kumaraswamy inflacionadas em ¢ = 1 com A = 0.5 e diferentes valores

de (a, B).

Note que a densidade expressa em (2.9) fatora em dois termos: o primeiro dependendo
apenas de A e o segundo termo em funcao somente de v e . Isso facilita a construcao da

funcao de verossimilhanga, que é apresentada a seguir.
A funcdo de verossimilhanca para @ = ()\,a,3)" com base na amostra aleatéria

y = (y1,¥2,---,Yn) proveniente da distribuicio KI, é

0 y) = Hklc(ylvA7Oé>ﬁ) = Ll()\,Y) X LQ(O(7B;y),
=1
em que

1_[ Al (93) )1 Doy (yi) — \Xi= 1]I{L}(yz)(1 )\)N*Z?ﬂ Wiy (ye)

a,B;y) = | 9y o, B)' M),
=1

Assim como a funcao densidade de probabilidade da distribuicao inflacionada, a funcao

de verossimilhanga L(0) pode ser fatorada em dois termos. O primeiro termo depende
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apenas de A e o segundo depende apenas de (o, ().

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca da distribuicdo Kumaraswamy inflacionada

é dada por
U8;y) = ti(Asy) + ba(a, Bry),
em que
GL(Ny) = log(A Z]I{c} yi) + In(1 — [n_ZI[{c} Yi ]
=1
(§]

lo(a, Byy) = In(aB) [n — iﬂ{c}(yi)] + (a — 1)anln(yz-) [1— T ()] +

(B=1)> (1 —y&) [1 = My ()] -
i=1

Note que os termos In(y) [1 — Ly (y)]| e In(1 — y*) [1 — Liy(y)] serdo iguais a zero
sempre que y = ¢ e para isso foi usada a convencao In(0) x 0 = 0. Essa convencao serd
utilizada em todos os calculos de estimacgao por maxima verossimilhanca presentes neste
capitulo.

A fungao escore obtida diferenciando a funcao de log-verossimilhanca com respeito aos
parametros desconhecidos ¢ U(0) = [Ur(N), Ua(a, B), Us(ar, B)], em que

U\(A) = 661(;\,y) iiﬂ{c}(yi) — 1;\ [n - i H{c}(yi)] :
Usla, B) = 662(054216; = ; [n — ZH{C} Yi ] Zl n(y:) [1— e ()] +
B8—1) Z b 111 (yi) [1 — Tgey (i) |
Us(a, B) = W(;’ﬁﬁ;: [n—ZH{C} Yi ] —l—Zln (1—-y 1—]1{0}(3/1)].

Resolvendo a equagao Uy(\) = 0 tem-se que o estimador de maxima verossimilhanga
(EMV) de X é dado por A= %Zle ¢y (y:), que representa a proporcao de valores iguais a
¢ na amostra. Os estimadores de maxima verossimilhanca de a e $ nao tém forma fechada,
mas podem ser obtidos maximizando numericamente a funcao de log-verossimilhanga por

meio de um algoritmo iterativo de otimizacao nao-linear.
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Para a obtencao da matriz de informacao de Fisher foram calculadas as segundas
derivadas da funcao de log-verossimilhanga, que sao dadas por

*1(\;y) 1< 1 n

Bor .~ e Mew —goye [ 2 le )|

Phvy) _ PhNy) | Pl fiy) _ Phlafy)

oAda NGB 20O 280X :

Pl(a,Bry) 1 u noye ,
“ata = e |t R - (- D Y T ) [T L]
*lsy(a, Byy) B *ly(a, B;y) B 5oy

2008 8Bda _;yg_ n(y:) [1 - Ly ()] e
6262(05)6;}’) 1 -
e = | nlaw)|

0pos 32 ; e (%)

Calculando os valores esperados das segundas derivadas acima multiplicados por —1, a
matriz de informacao de Fisher é

kxx O 0
KO =] 0 ke kes |, (2.10)
0 kﬁa ]{3/35
em que
o= Sy
fon = U R IHIN) — v - [(5) v,
fos = bao = 2 BB+ 1) - V)
I n(lﬁ;)\)7

Y(+) denotando a fungao digama, ou seja, ¥(z) = dInI'(z)/0z, sendo I'(+) a funcdo gama.
Adicionalmente, ¢'(+) é a derivada de primeira ordem da funcao (-), conhecida como
funcao trigama.

A distribuicao assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca é normal, ou
seja, O < N3(0,K(0)™!), em que 0 = (A, &, 3)T é o estimador de méxima verossimilhanca
de @, ¥ denota assintoticamente distribuido, N5 denota a distribuicio normal trivariada e
K(6)™! ¢ a inversa da matriz de informagao de Fisher. A distribuicdo normal N3(0, K(0)™!)
pode ser usada para construir intervalos de confianga assintéticos para A, a e § dados,

respectivamente, por

A+ z(lfg)ep()\), a+ z(lfg)ep(d) e B+ Z(l,g)ep(ﬁ);
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em que ep(+) é o erro-padrao de cada estimador dado, por exemplo, por ep(:\) = \/E, com
Fax representando o elemento k), avaliado em ;\, ou seja, os erros-padrao sao calculados
pela raiz quadrada das variancias estimadas dos estimadores de maxima verossimilhanca
que compoem a diagonal principal de K (9)_1, sendo K (9)_1 a inversa da matriz de
informacao de Fisher com os parametros substituidos por estimativas; Z(1-9) ¢é o quantil
(1 — g) da distribuicdo normal padrao e 1 — d é o nivel de confianca adotado.

2.5 Testes de hipo6teses

2.5.1 Teste da razao de verossimilhancas

Sejam © o espago paramétrico, Hy : ¥ € O¢ a hipotese nula e Hy : ¥ € O a hipdtese
alternativa, em que ®, é o espaco paramétrico restrito a Hy, sendo @y < ©, ®; denotando
0 espaco parameétrico sob Hy, dos quais tem-se que @y U ®; = e Oy N O, = .

O teste da razao de verossimilhangas (RV') baseia-se na comparagao de ajustes de
dois modelos, o modelo restrito que é obtido impondo-se a restricao da hipdtese nula
e o modelo irrestrito que nao embute restrigoes. A estatistica de teste utiliza a razao
entre as verossimilhancas irrestrita e restrita, isto ¢, L(J;y)/L(0®; ), em que L(J;y) é a
funcao de verossimilhanca irrestrita avaliada em J e na amostra e L(9©;y) é a funcdo de
verossimilhanca restrita avaliada em () € ®, e na amostra. Com base nessa estatistica é
possivel decidir de qual modelo é mais verossimil que os dados tenham vindo.

Para este caso, a estatistica da razdo de verossimilhancas é RV = 2[£({) — £(0®)], em
que £(-) é o logaritmo natural da func¢ao de verossimilhanca, U é o estimador de maxima
verossimilhanca de 9 e 99, neste cendrio, é um escalar imposto. Sob H, e sob certas
condicoes de regularidade, RV LN X3, em que < denota convergéncia em distribuicgao.
Assim, a hipotese nula sera rejeitada se RV > X%,l—&» em que 0 é o nivel de significAncia
do teste e x7, 5 é o valor critico assintético obtido da distribuicdo x7.

Agora seja ¥ um vetor de dimensdo v. Podemos testar Hy : 9 = 9 vs. Hy : 9 # 9,

!
em que ¥ = (Vy,...,9,)7 e 9 = (19%0), . ,19,(/0)) , 99 sendo um vetor v x 1 dado. A

estatistica da razdo de verossimilhancas é RV = 2[£(9) — £(9?)], em que 9 é o estimador
de méxima verossimilhanca de 9. Neste caso, RV > X; e Hy é rejeitada se RV > x7, ;.

Suponha, por outro lado, que o interesse reside em testar um subconjunto de parametros,
ou seja, ¥ = (191T, 0§)T, Y1 é um vetor r x 1 de parametros de interesse e ¥, é um vetor
(v —r) x 1 de pardmetros de incémodo e Hy : ¥ = 19%0) vs. Hy : 9 # 19%0). A estatistica

da razao de verossimilhancas é

RV = 2[(8) — ()],

em que Y é o estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 9 e 9 = (195()”, 192>

o estimador de maxima verossimilhanca restrito de 19, obtido pela imposicao de Hy. De

maneira analoga aos cenarios anteriores, sob Hy e sob certas condi¢oes de regularidade,
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d , . o : Lo
RV 5 2 sendo r o nimero de restri¢des impostas na hipétese nula. Assim, Hy é rejeitada
se RV > X%,I—E'

2.5.2 Teste Wald

O teste Wald também pode ser utilizado para testar restricbes sobre o vetor de
parametros. Considerando agora apenas o caso em que o interesse é testar restrigdes para
um subconjunto de parametros de 19, suponha Hy : 9, = 19&0) vs. Hy : 9 # 1950), em que

¥ é o vetor r x 1 de parametros de interesse. A estatistica de teste Wald é dada por

W= (@, —01") ' [K7 ()] (B, —5").
em que U é o vetor de estimadores de méxima verossimilhanca irrestritos de 91 e K ()
é o bloco r x r da inversa da matriz de informacao de Fisher referente a 9, avaliado no
estimador de maxima verossimilhanca irrestrito.

De maneira similar ao teste RV, W N X2 sob Hj e certas condigdes de regularidade.
Portanto, Hy é rejeitada se W > x2_;.

2.5.3 Teste escore de Rao

Por fim, Rao (1948) propds um teste que também é bastante utilizado: o teste escore.
Para o caso em que ¥ = (9, ,9,)" e deseja-se testar Hy : 9, = 19%0) vs. Hy : 9y # 19%0), a
estatistica escore ¢é

S = U.(9) K" (9)U,.(9),
em que U,(9) denota o vetor r x 1 que contém os r elementos da funcéo escore referentes aos
parametros que estao sob restricdo na hipdtese nula e K ”"(15) é a matriz r X r que contém
os elementos da inversa da informacao de Fisher referentes aos r parametros testados,

~ ~T\ T ~
ambos avaliados em ¥ = <0§O>T, 19;) , sendo 19%0) dado e Y5 o estimador restrito do vetor

de parametros de incomodo. Aqui, S N X2 sob Hy e certas condigoes de regularidade. Hy
é rejeitada se S > x7, ;.

Para maiores detalhes sobre as condigoes de regularidade necesséarias para a convergéncia
em distribuicdo das estatisticas de teste consideradas nesse capitulo, ver o capitulo 4 de
Serfling (2009).

2.6 Avaliacao numérica

Foram realizadas simulagoes de Monte Carlo (MC) para avaliar os desempenhos dos
estimadores de maxima verossimilhancga dos parametros da distribuicao Kumaraswamy
inflacionada em um, ou seja ¢ = 1, através de medidas como a média, variancia, viés e

erro quadratico médio (EQM).
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Também foram avaliados os desempenhos de testes de Hy : X = A\g vs. Hy : X\ # Ao,
com A\ = (0.05,0.10,0.20,0.50). Os testes utilizados nas simulagoes foram o teste da razao
de verossimilhancas, o teste Wald e o teste escore de Rao, que foram apresentados na Secao
2.5. Os valores dos parametros utilizados nas simulagoes foram o = 1.5 ¢ § = 3.0. Na
Figura 2.4 é possivel observar as formas assumidas pela fun¢ao de densidade da distribuigcao

Kumaraswamy inflacionada em um, utilizada nas simulacoes.
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Figura 2.4: Densidades Kumaraswamy inflacionada em um, para o = 1.5, 8 = 3.0 e diferentes
valores de )\, utilizadas nas simulacdes.

Foram utilizadas 10000 réplicas de Monte Carlo e os tamanhos amostrais usados nas
simulagoes foram n = 20, 30, 50, 100, 200 e 500.

Para a realizacao das simulagoes foi utilizada a linguagem matricial de programagao
Ox, (Doornik e Ooms, 2007). Maximizagdes da funcao de log-verossimilhanga foram reali-
zadas utilizando o método quasi-Newton BFGS (Nocedal, 1980) com primeiras derivadas

analiticas. Os chutes iniciais utilizados nas simulagoes foram escolhidos arbitrariamente.

2.6.1 Estimacao pontual

A Tabela 2.1 apresenta as médias, variancias, vieses e EQMs dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros da distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em um para os
diferentes valores de n, considerando A = (0.05,0.25,0.50). E possivel notar que & medida
em que o tamanho amostral aumenta a média das estimativas de méxima verossimilhanca
aproximam-se dos valores impostos na simulagdo. Adicionalmente, a variancia, o viés e o
erro quadratico médio dos estimadores diminuem com o aumento de n, como esperado.
Contudo, isso ocorre de forma mais lenta a medida em que o valor do parametro de mistura
(\) aumenta, como é possivel verificar a partir da anélise da Tabela 2.1.

De maneira geral, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da
distribuicao Kumaraswamy inflacionada em um apresentam comportamento assintotico

esperado, evidenciando bom desempenho.
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Tabela 2.1: Médias, varincias, vieses e EQMs dos estimadores dos parametros da distribuicdo
Kumaraswamy inflacionada em um; o = 1.5, 8 = 3.0.

A Medida | Estimador n
30 50 100 200 500
0.05 Média A 0.0636 0.0543 0.0502 0.0501 0.0500
& 1.5960 1.5562 1.5289 1.5142 1.5065
B 3.4949 3.2798 3.1347 3.0669 3.0298
Variancia A 0.0011 0.0008 0.0005 0.0002 0.0001
& 0.1061 0.0579 0.0266 0.0130 0.0051
B 1.8132 0.8120 0.3045 0.1358 0.0524
Viés A 0.0136 0.0043 0.0002 0.0001 0.0000
& 0.0960 0.0562 0.0289 0.0142 0.0065
B 0.4949 0.2798 0.1347 0.0669 0.0298
EQM A 0.0013 0.0008 0.0005 0.0002 0.0001
& 0.1153 0.0610 0.0274 0.0132 0.0052
B 2.0582 0.8903 0.3226 0.1403 0.0533
0.25 Média A 0.2505 0.2497 0.2497 0.2500 0.2498
& 1.6302 1.5739 1.5363 1.5170 1.5083
B 3.6793 3.3553 3.1665 3.0796 3.0351
Variancia A 0.0061 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004
& 0.1423 0.0755 0.0343 0.0166 0.0064
B 2.9465 1.0743 0.4045 0.1790 0.0663
Viés A 0.0005 —0.0003 —0.0003 0.0000 —0.0002
& 0.1302 0.0739 0.0363 0.0170 0.0083
5 0.6793 0.3553 0.1665 0.0796 0.0351
EQM A 0.0061 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004
& 0.1592 0.0810 0.0356 0.0169 0.0065
/5’ 3.4079 1.2006 0.4323 0.1853 0.0675
0.50 Média A 0.4999 0.4999 0.4998 0.4999 0.4998
& 1.7126 1.6204 1.5572 1.5261 1.5119
B 4.3808 3.6131 3.2624 3.1233 3.0517
Variancia A 0.0082 0.0049 0.0024 0.0012 0.0005
& 0.2664 0.1282 0.0557 0.0258 0.0099
B 28.0805 2.6576 0.7277 0.2943 0.1030
Viés A —0.0001 —0.0001 —0.0002 —0.0001 —0.0002
& 0.2126 0.1204 0.0572 0.0261 0.0119
B 1.3808 0.6131 0.2624 0.1233 0.0517
EQM A 0.0082 0.0049 0.0024 0.0012 0.0005
& 0.3116 0.1427 0.0590 0.0264 0.0101
B 29.9871 3.0335 0.7965 0.3095 0.1057

2.6.2 Estimacao intervalar

Além da estimacao pontual, também foram calculados os intervalos de confianca
assintoticos, descritos na Secao 2.4, para os parametros da distribuicao Kumaraswamy in-
flacionada em um, bem como as amplitudes destes intervalos e as respectivas probabilidades
de cobertura e nao cobertura.

Na Tabela 2.2 estao apresentadas as amplitudes dos intervalos de confianca resultantes
das simulagoes com A = (0.05,0.25,0.50) e considerando os niveis de confianga 1 — ¢ =
(99%, 95%, 90%). Nota-se que a medida em que o tamanho amostral aumenta, os intervalos
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de confianga ficam mais precisos, ou seja as amplitudes dos intervalos diminuem. Também
é possivel observar, analisando a Tabela 2.2, que quanto menor é o nivel 1 — 4, os intervalos

de confianga tém menor amplitude.

Tabela 2.2: Amplitudes médias dos intervalos de confianca dos pardmetros da distribuicao
Kumaraswamy inflacionada em um; o = 1.5 e 8 = 3.0.

A 1-6 |6 n

30 50 100 500 1000
0.2211 0.1589 0.1093 0.0500 0.0354
1.5747 1.1916 0.8302 0.3673 0.2594
5.8552 4.1378 2.7454 1.1731 0.8248
0.1682 0.1209 0.0832 0.0380 0.0270
1.1982 0.9067 0.6317 0.2795 0.1974
4.4553 3.1485 2.0890 0.8926 0.6276

0.1412 0.1015 0.0698 0.0319 0.0226
1.0056 0.7609 0.5301 0.2346 0.1657
3.7390  2.6423 1.7531 0.7491 0.5267
0.3982 0.3111 0.2215 0.0996 0.0705
1.7956 1.3524 0.9385 0.4138 0.2920
7.0632 4.8015 3.1352 1.3234 0.9285
0.3030 0.2367 0.1686 0.0758 0.0536
1.3663 1.0291 0.7141 0.3149 0.2222
5.3744 3.6535 2.3856 1.0070 0.7065

0.2543 0.1987 0.1415 0.0636 0.0450
1.1466 0.8636 0.5993 0.2642 0.1865
4.5103 3.0661 2.0020 0.8451 0.5929
0.4624 0.3607 0.2563 0.1151 0.0814
2.3032 1.7026 1.1641 0.5079 0.3582
11.6019 6.5680 4.0093 1.6334 1.1428
0.3519 0.2744 0.1950 0.0876 0.0619
1.7525 1.2955 0.8857 0.3864 0.2725
8.8279 4.9976 3.0507 1.2428 0.8696

0.2953 0.2303 0.1637 0.0735 0.0520
1.4708 1.0872 0.7433 0.3243 0.2287

7.4086 4.1941 2.5602 1.0430 0.7298

0.05 | 99%

95%

90%

0.25 | 99%

95%

90%

0.50 | 99%

95%

90%

T 2 > 2 2T © D9 T © > T D 2 T © D9 T © > e & > Ty © >

Para avaliar se os intervalos de confianca contém os verdadeiros valores de cada
parametro impostos nas simulagoes, foram calculadas as probabilidades de cobertura e as
probabilidades de nao cobertura a esquerda e a direita, estando dispostos estes resultados
na Tabela 2.3. Note que a medida em que n aumenta, as probabilidades de cobertura
convergem para os niveis de confianca adotados em cada simulacao. Adicionalmente, as
probabilidades de nao cobertura apresentam comportamento mais simétrico a medida em
que o tamanho amostral aumenta, o que é esperado uma vez que os intervalos de confianca
assintoticos sao baseados na distribuicao normal.
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Tabela 2.3: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (a esquerda; a direita) dos intervalos de
confianca dos parametros da distribui¢do Kumaraswamy inflacionada em um; a = 1.5 e 5 = 3.0.

AN l1-6]08
30 50 100 500
0.05 | 99% | X 100.00 100.00 96.54 98.04
(0.00; 0.00)  (0.00; 0.00)  (0.04; 3.42) (0.17; 1.79)
& 98.83 99.01 99.03 98.88
(0.51; 0.66) (0.47; 0.52)  (0.46; 0.51)  (0.59; 0.53)
3 98.67 98.86 99.00 98.98
(0.00; 1.33)  (0.00; 1.14)  (0.04; 0.96)  (0.25; 0.77)
95% | A 99.68 99.63 88.01 93.32
(0.32; 0.00) (0.37; 0.00) (0.52; 11.47)  (1.25; 5.43)
& 94.86 94.91 95.15 95.02
(2.87; 2.27)  (2.84;2.25)  (2.57; 2.28) (2.77; 2.21)
B 96.36 96.07 95.85 95.23
(0.00; 3.64) (0.49; 3.44)  (1.10; 3.05)  (2.02; 2.75)
90% | X\ 98.09 98.69 85.58 88.61
(1.91; 0.00) (1.31; 0.00) (2.95; 11.47) (2.83; 8.56)
& 89.30 89.64 89.76 90.24
(6.35; 4.35)  (6.05; 4.31)  (5.78; 4.46)  (5.30; 4.46)
3 93.23 91.75 91.28 90.11
(0.94; 5.83)  (2.50; 5.75)  (3.39; 5.33)  (4.68; 5.21)
0.50 | 99% | X 98.43 98.60 98.87 98.98
(0.84; 0.73)  (0.73; 0.67)  (0.60; 0.53) (0.51; 0.51)
& 98.86 98.85 98.72 98.88
(0.49; 0.65) (0.44; 0.71)  (0.54; 0.74)  (0.55; 0.57)
B 98.69 98.63 98.98 98.98
(0.00; 1.31)  (0.00; 1.37)  (0.00; 1.02)  (0.20; 0.82)
95% | A 96.08 93.72 94.62 94.54
(2.05; 1.87) (3.29; 2.99)  (2.71; 2.67) (2.83; 2.63)
& 94.60 94.52 94.53 94.80
(3.41; 1.99)  (3.19; 2.29)  (3.05; 2.42)  (2.72; 2.48)
B 96.74 96.53 96.32 95.33
(0.00; 3.26)  (0.00; 3.47)  (0.49; 3.19)  (1.67; 3.00)
90% | A 90.65 88.42 91.66 90.28
(4.76; 4.59)  (6.00; 5.58)  (4.11; 4.23)  (4.79; 4.93)
& 89.35 89.51 89.46 89.86
(6.94; 3.71)  (6.70; 3.79)  (6.16; 4.38)  (5.40; 4.74)
B 94.93 94.08 92.23 90.38
(0.00; 5.07)  (0.56; 5.36)  (2.50; 5.27)  (4.43; 5.19)

2.6.3 Testes de hipdteses

Foram realizadas também simulacoes de tamanho dos testes razao de verossimilhancas
(RV'), Wald (W) e escore (.5), considerando as hipdteses Hy : A = A\g vs. Hy : A # A, com
Ao = (0.05,0.10,0.20, 0.50) para a distribuigdo Kumaraswamy inflacionada em zero. Os
resultados dessas simulacoes se encontram na Tabela 2.4.

Nota-se que as taxas de rejeicao dos testes, calculadas sob Hj, convergem para os
respectivos niveis nominais, a saber: 1%, 5% e 10%, a medida em que n cresce. Destaca-se

ainda que o teste da razao de verossimilhancas apresenta desempenho superior aos outros
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Tabela 2.4: Taxas (%) de rejeicao nulas dos testes, considerando Hy : A = Ao vs. Hy : XA # Ao,
para a distribuigdo Kumaraswamy inflacionada em zero.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500
0.05 1% RV 0.41 0.32 0.37  0.52 1.50 1.07
%4 0.01 0.00 0.00 3.46 2.48 1.96
S 2.52 1.91 1.31 1.19 1.45 1.09
5% RV 2.52 1.91 1.31 6.37 5.03 5.21
w 0.41 0.32 0.37 11.99 7.40 6.68
S 11.60 7.90 4.08 2.95 3.44  4.62
10% RV 11.60 7.90 4.08 9.78 10.72 9.68
w 2.52 1.91 1.31 14.42 15.03 11.39
S 11.60 7.90  4.08 9.78 7.07  7.44
0.10 1% RV 0.32 0.87 0.35 1.37 1.26 0.79
W 0.07  0.03 2.94 248 1.85 1.37
S 1.37 0.87 0.89 1.40 1.23 0.80
5% RV 1.37 2.86 5.25  4.44 5.87 5.21
4 0.32 15.56 12.20 7.05 6.88 5.75
S 4.99 2.86 2.39 6.35 4.39  4.37
10% RV 4.99 2.86 8.64 987 9.68 10.31
w 1.37 17.55 13.70 13.90 11.88 11.22
S 4.99 8.10 8.64 13.29 12.24 8.59
0.20 1% RV 0.24 1.42 1.13 1.10 1.08 0.89
w 6.12 4.69 2.04 1.24 1.37  0.95
S 094 097 0.64 0.72 1.10 0.72
5% RV 3.29 6.81 5.02  4.48 5.29 5.15
w 6.82 5.27  6.30 6.43 5.96 5.36
S 3.29 3.54 5.02 5.98 4.31 5.15
10% RV 9.17 10.90 10.87 10.11 9.23 11.02
w 9.17 1455 13.60 11.41 9.81 11.04
S 14.88 10.90 10.87 10.11 9.23 11.02
0.50 1% RV 1.09 1.57  0.48 1.13 0.93 1.02
w 4.15 1.57 1.40 1.13 1.42 1.02
S 1.09 0.42 0.48 1.13 0.93 1.02
5% RV 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
4 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
S 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
10% RV 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72
w 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72
S 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72

dois testes, uma vez que suas taxas de rejeicdo se aproximam mais rapidamente dos
niveis nominais adotados quando o tamanho amostral aumenta. Por fim, é notavel que
quando aumenta o valor de \g, os tamanhos dos testes se aproximam de forma mais rapida
dos niveis nominais e os desempenhos dos testes se tornam similares em quase todos os
cenarios.

Com base nas simulac¢oes de tamanho apresentadas na Tabela 2.4 foi possivel calcular
e armazenar os quantis 0.99,0.95 e 0.90 referentes a cada estatistica de teste, a fim de
que fossem utilizados como valores criticos nas simulagoes de poder que estao dispostas
na Tabela 2.5. Isso ¢é feito para comparar poderes de testes que tém mesmo tamanho.

Nessas simulagoes de poder, para os valores nulos de A, a saber (0.05,0.10,0.20,0.50),
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Tabela 2.5: Taxas (%) de rejeigdo nao nulas dos testes, considerando Hy : A = Ao vs. Hy : A # Ao,
para a distribuigdo Kumaraswamy inflacionada em zero.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500
0.05 1% RV 22.63 36.69 59.09 88.52 98.29 100.00
w 2241 37.90 5887 4.00 90.33 100.00
S 17.88 29.11 48.30 83.60 99.05 100.00
5% RV 42.85 5844 79.44 91.20 99.74 100.00
w 43.70 59.16 78.13 83.60 98.29 100.00
S 36.45 48.02 78.13 94.29 99.75 100.00
10% RV 56.87 70.81 86.78 97.11 99.87 100.00
w 57.70 70.75 78.15 83.60 99.75 100.00
S 36.45 68.61 7813 97.11 99.87 100.00
0.10 1% RV 9.03 25.72 42.16 63.26 93.64 100.00
w 9.00 24.13 0.16 25.76 78.98 99.97
S 9.00 24.13 42.16 63.26 93.64 100.00
5% RV 3748 46.93 53.73 82.92 97.39 100.00
w 3745 24.38 28.66 59.67 95.67 100.00
S 3741 39.30 55.60 87.19 98.12 100.00
10% RV 47.83 5749 68.92 87.32 98.94 100.00
w 47.75 2477 28.74 80.58 98.12 100.00
S 37.41 57.37 68.91 87.19 98.88 100.00
0.20 1% RV 11.68 8.13 19.41 43.04 75.95 99.52
w 1.90 0.03 4.64 22.08 65.45 99.44
S 11.28 15.72 21.52 44.75 75.95 99.52
5% RV 22,563 27.12 42.69 65.39 90.89 99.95
w 2.32 1097 21.30 53.54 88.17  99.86
S 22.33 27.08 31.18 62.19 90.89 99.92
10% RV 25.06 38.93 4821 77.64 95.21 99.98
w 22.90 27.20 43.11 70.69 93.66 99.98
S 22.33 27.08 43.03 70.66 95.21 99.98
0.50 1% RV 4.77 7.29 12.09 28.69 60.08 97.52
w 4.63 6.90 12,92 28.75 60.11 97.53
S 1.59  4.38 9.24 24.17 58091 96.87
5% RV 13.21 19.99 28.75 53.02 80.26 99.42
w 13.15 19.76 30.77 52.72 80.84  99.45
S 13.04 17.94 23.83 46.03 78.35 99.38
10% RV 25.43 29.84 4140 64.51 88.96 99.82
w 25.54 30.19 4253 65.35 88.91 99.81
S 13.04 29.25 33.70 62.04 86.07 99.81

foram considerados respectivamente, os seguintes valores de \ na geracdo da amostra:
(0.15,0.20,0.30, 0.40).

Examinando os resultados das taxas de rejeigdo ndo nulas (Tabela 2.5) é notavel que
estas convergem para a probabilidade maxima a medida que n aumenta, como desejavel.
O teste escore apresenta desempenho inferior aos testes RV e Wald quando o tamanho
amostral é pequeno, a saber n < 30. Contudo, esta diferenca de desempenho é menor
quando o valor do parametro de mistura imposto na simulacao aumenta, isto é, quando
ha mais observacoes iguais a zero na amostra os testes apresentam desempenhos similares,
contudo suas taxas de rejeicio demoram mais para atingir 100%.

Na maioria dos cenarios o teste da razao de verossimilhangas apresenta desempenho
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superior aos testes Wald e escore, todavia quando \y = 0.50, o teste Wald apresenta
desempenho melhor do que os outros dois testes.

Tabela 2.6: Taxas (%) de rejeicao nulas dos testes, considerando Hy : A = A\g vs. Hy : X\ # Ao,
para a distribuicado Kumaraswamy inflacionada em um.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500
0.05 1% RV 0.41 0.32 0.37 0.52 1.50 1.07
w 0.01 0.00 0.00 3.46 2.48 1.96
S 2.52 1.91 1.31 1.19 1.45 1.09
5% RV 2.52 1.91 1.31 6.37  5.03 5.21
w 0.41 0.32 0.37 11.99 7.40 6.68
S 11.60 7.90  4.08 2.95 3.44  4.62
10% RV 11.60 7.90  4.08 9.78 10.72 9.68
w 2.52 1.91 1.31 14.42 15.03 11.39
S 11.60 7.90 4.08 9.78 7.07 7.44
0.10 1% RV 0.32 0.87 0.35 1.37 1.26 0.79
w 0.07  0.03 2.94 248 1.85 1.37
S 1.37  0.87 0.89 1.40 1.23 0.80
5% RV 1.37 2.86 5.25 4.44 5.87 5.21
w 0.32 15.56 12.20 7.05 6.88 5.75
S 4.99 2.86 2.39 6.35 4.39  4.37
10% RV 4.99 2.86 8.64 987 9.68 10.31
w 1.37 17.55 13.70 13.90 11.88 11.22
S 4.99 8.10 8.64 13.29 12.24 8.59
0.20 1% RV 0.24 1.42 1.13 1.10 1.08 0.89
w 6.12 4.69 2.04 1.24 1.37  0.95
S 094 097 0.64 0.72 1.10 0.72
5% RV 3.29 6.81 5.02 4.48 5.29 5.15
w 6.82 5.27  6.30 6.43 5.96 5.36
S 3.29 3.54 5.02 5.98 4.31 5.15
10% RV 9.17 10.90 10.87 10.11 9.23 11.02
w 9.17 14.55 13.60 1141 9.81 11.04
S 14.88 10.90 10.87 10.11 9.23 11.02
0.50 1% RV 1.09 1.57  0.48 1.13 0.93 1.02
w 4.15 1.57 1.40 1.13 1.42 1.02
S 1.09 0.42 0.48 1.13 0.93 1.02
5% RV 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
w 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
S 4.15 3.92 6.28 5.38 5.57  5.46
10% RV 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72
w 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72
S 11.50 9.35 11.58 8.34 10.01 9.72

Também foram feitas simula¢oes para verificar os desempenhos dos testes razao de
verossimilhancas, Wald e escore considerando a distribuicao Kumaraswamy inflacionada
em um, ou seja, agora ¢ = 1 e os resultados para estas simulac¢oes estao apresentados nas
Tabelas 2.6 e 2.7. As taxas de rejeicao calculadas sob Hy com ¢ = 1 estao apresentadas na
Tabela 2.6. Os resultados sao similares aos obtidos com ¢ = 0; o teste da RV novamente se
destaca, apresentando taxas de rejeicao nulas mais proximas aos niveis nominais na maioria
dos cenarios. Quando Ay aumenta, os desempenhos dos testes se tornam semelhantes.

Da mesma maneira que anteriormente, os valores criticos utilizados nas simulac¢oes
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Tabela 2.7: Taxas (%) de rejeigdo nao nulas dos testes, considerando Hy : A = A\g vs. Hy : A # Ao,
para a distribui¢do Kumaraswamy inflacionada em um.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500
0.05 1% RV 22.63 36.69 59.09 88.52 98.29 100.00
w 22.41 3790 58.87 4.00 90.33 100.00
S 17.88 29.11 48.30 83.60 99.05 100.00
5% RV 42.85 58.44 79.44 91.20 99.74 100.00
w 43.70 59.16 78.13 83.60 98.29 100.00
S 36.45 48.02 78.13 94.29 99.75 100.00
10% RV 56.87  70.81 86.78 97.11 99.87 100.00
w 57.70 70.75 78.15 83.60 99.75 100.00
S 36.45 68.610 78.13 97.11 99.87 100.00
0.10 1% RV 9.03 25.72 42.16 63.26 93.64 100.00
w 9.00 24.13 0.16 25.76 78.98 99.97
S 9.00 24.13 42.16 63.26 93.64 100.00
5% RV 37.48  46.93 53.73 82.92 97.39 100.00
w 37.45 24.38 28.66 59.67 95.67 100.00
S 37.41 39.30 55.60 &87.19 98.12 100.00
10% RV 47.83 57.49 68.92 87.32 98.94 100.00
w 47.75 24.77 28.74 80.58 98.12 100.00
S 37.41 57.37 68.91 87.19 98.88 100.00
0.20 1% RV 11.68 8.13 19.41 43.04 75.95 99.52
w 1.90 0.03 4.64 22.08 65.45 99.44
S 11.28 15.72 21.52 44.75 75.95 99.52
5% RV 22.53 27.12  42.69 65.39 90.89 99.95
w 2.32 10.97 21.30 53.54 88.17  99.86
S 22.33 27.08 31.18 62.19 90.89 99.92
10% RV 25.05 38.93 48.21 77.64 95.21 99.98
w 22.90 27.20 43.11 70.69 93.66 99.98
S 22.33 27.08 43.03 70.66 95.21 99.98
0.50 1% RV 4.77 7.29 12.09 28.69 60.08 97.52
w 4.63 6.90 12,92 28.75 60.11 97.53
S 1.59 4.38 9.24 24.17 58.91 96.87
5% RV 13.21 19.99 28.75 53.02 80.26 99.42
w 13.15 19.76  30.77 52.72 80.84 99.45
S 13.04 17.94 23.83 46.03 78.35 99.38
10% RV 25.43 29.84 41.40 64.51 88.96 99.82
w 25.54 30.19 42.53 65.35 88.91 99.81
S 13.04 29.25 33.70 62.04 86.07 99.81

de poder para ¢ = 1 foram obtidos a partir das simulagoes de tamanho (Tabela 2.6).
Para essas simulagoes de poder, os valores de A utilizados na geracao da amostra foram
(0.15,0.20, 0.30, 0.40), respectivamente. Os desempenhos dos testes continuam similares
ao que ja foi apresentado, o teste da razao de verossimilhancas apresentando melhores
resultados na maioria dos cenarios, quando comparado aos testes Wald e escore, como é
notado na Tabela 2.7. Adicionalmente, & medida em que o valor hipotetizado aumenta, os
poderes dos testes demoram mais a atingir 100%. Mesmo assim, contudo, os trés testes
apresentam altos poderes a medida que o tamanho amostral aumenta.

Para as simulagoes de poder com ¢ = 1 foram feitos graficos que apresentam as taxas

de rejeicao calculadas sob a hipotese alternativa, ou seja, os poderes dos testes (Figura
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Figura 2.5: Poderes dos testes, distribuigio Kumaraswamy inflacionada em um.

2.5). Para a construgao das curvas de poder foram utilizadas 5000 réplicas de Monte Carlo,
tamanho amostral igual a 30, « = 1.5 e § = 3.0.

Analisando a Figura 2.5 é possivel avaliar os poderes dos testes razao de verossimilhan-
cas, escore e Wald e notar que estes de fato apresentam bom desempenho, uma vez que
seus poderes convergem para 100% a medida em que os valores de A se afastam do valor
hipotetizado. Vale salientar que no caso em que A\g = 0.10, os graficos nao apresentam
uma forma comum para poder de teste bilateral, visto que A € (0,1) e estes testes nao
sao tao sensiveis a erros pequenos, ou seja, para que as taxas de poder alcancem valores
mais altos fazem-se necessarios valores de \ mais distantes do valor hipotetizado, o que
nao acontece neste caso pois 0.10 ja é bem proximo do limite inferior que A pode assumir.
Quando 0 = 1% o teste escore funciona melhor para valores menores de )y, nesse caso
Ao = 0.10 e o teste Wald funciona melhor para valores maiores, A\g = 0.50. Note ainda que
para Ay = 0.50 s@o necessarios valores mais distantes de Ay para obter poderes mais altos,
por exemplo, no caso em que A\g = 0.10 e § = 0.01, considerando uma diferenca do valor
nulo de 0.20, ou seja A = 0.30, se obtem um valor para o poder em torno de 60%, ja no
caso em que \g = 0.50, considerando também uma diferenga de 0.20 com relacao ao valor
nulo, isto é A = 0.70, o poder é aproximadamente 40%. Adicionalmente, os testes RV e
escore apresentam desempenhos bastante similares, a nao ser quando Ay = 0.10 e o nivel
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de significAncia dos testes é de 1%, em que o teste escore apresenta poderes mais altos. E
valido ressaltar que a medida que os valores de A aproximam-se dos limites do suporte de
A hé falhas de convergéncia, isso ocorre com mais frequéncia quando os valores de A\ se

aproximam de um.

2.7 Aplicacao

Para ilustrar a utilidade das distribuigdes Kumaraswamy inflacionada em zero (KIZ) e
Kumaraswamy inflacionada em um (KIU) foram realizadas duas aplicagdes com dados
reais restritos aos intervalos [0,1) e (0, 1], respectivamente. A primeira variavel utilizada é
a proporcao de pessoas em domicilios nos municipios brasileiros com abastecimento de
agua e esgoto sanitario inadequados em 2010 enquanto a segunda varidvel é a proporg¢ao da
populacao brasileira em domicilios com banheiro e 4gua encanada no ano de 2010, ambas
retiradas do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil 2013 (Brasil, 2014).

Foi empregado o método de maxima verossimilhanca para estimar os parametros
das distribuig¢oes através da funcao optim do software R, utilizando o método L-BFGS-B
com primeiras derivadas analiticas. As distribui¢oes Kumaraswamy inflacionadas foram
implementadas no R com o auxilio de fungoes referentes a distribuicio Kumaraswamy,
disponiveis no pacote VGAM (Yee, 2008).

Visando comparar o ajuste da distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero ou
em um com outra distribuigdo que serve para modelar dados nos intervalos [0,1) ou
(0, 1], também foram ajustadas as distribui¢des beta inflacionadas em zero (BIZ) e beta
inflacionada em um (BIU) propostas por Ospina e Ferrari (2010). Uma varidvel aleatéria
que tem distribuicao beta inflacionada em ¢, sendo ¢ = 0 ou ¢ = 1, com parametros A\, j e
¢, possui densidade dada por

B sy =c
blc(yaAmua(b) _{ (1_)\)f(y’y,,¢), se yE€ (071)7

em que f(y; i, ) é a fungdo densidade de probabilidade da distribui¢ao beta com pardme-
tros o (média) e ¢ (pardmetro de precisao). Para estimar os pardmetros da distribui¢ao
beta inflacionada em ¢, foram utilizadas as fungdes BEZI e BEOI implementadas no pacote
gamlss.dist (Stasinopoulos et. al, 2012).

2.7.1 Aplicacao da distribuicao KIZ

O primeiro conjunto de dados possui 5565 observagdes sobre a propor¢ao de pessoas
em domicilios com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados em municipios
brasileiros no ano de 2010. Essa proporcao é dada pela razao entre o total de pessoas que
vivem em domicilios cujo abastecimento de dgua nao provém de rede geral e cujo esgoto
sanitario nao ¢é realizado por rede coletora de esgoto ou fossa séptica e a populacao total
residente em domicilios particulares permanentes multiplicado. Sao considerados apenas os

domicilios particulares permanentes e para essa aplicacao os dados serao divididos por 100.
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Essas informagoes foram retiradas do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil 2013
que se encontra disponivel em http://www.atlasbrasil.org.br/2013/pt/download/.
Os dados contém 434 municipios com proporc¢ao igual a zero e por isso serd ajustada a
distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero.

Na Tabela 2.8 sao apresentadas algumas medidas resumo da proporcao de pessoas em
domicilios com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados. Nota-se que o valor
minimo da varidvel de interesse é zero e que 75% das observacoes estdao abaixo de 0.1302.

Tabela 2.8: Medidas resumo da proporc¢ao de pessoas em domicilios com abastecimento de dgua
e esgoto sanitario inadequados.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
0.0000 0.0053 0.0326  0.0920 0.1302 0.8536

As estimativas de maxima verosimilhanca dos parametros da distribuicao KIZ, com os
respectivos erros-padrao entre parénteses, sio A = 0.0780 (0.0036), & = 0.2906 (0.0051)
e B =0.9990 (0.0175). Para a distribuicio BIZ as estimativas sio A = 0.0780 (0.0036),
f = 0.2413 (0.0039) e ¢ = 0.9990 (0.0193).

Na Figura 2.6 estao apresentados (a) o histograma da distribui¢ao dos dados juntamente
com as densidades KIZ e BIZ estimadas, além (b) das fungdes de distribui¢ao acumuladas
empirica e das respectivas distribuigoes inflacionadas ajustadas. O painel (a) sugere que a

densidade possui forma de “J” invertido.
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Figura 2.6: (a) Histograma e densidades estimadas e (b) fungoes distribuigdo acumuladas para a
proporcao de pessoas em domicilios com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados.

Foram calculadas as estatisticas dos testes Kolmogorov-Smirnov (KS), Anderson-
Darling (AD) e Cramer-von Mises (CVM), as quais sdo utilizadas para verificar se os

dados sao provenientes de alguma distribuicao, nesse caso se os dados vém da distribuigao
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Kumaraswamy inflacionada em zero ou da distribuicdo beta inflacionada em zero. Quanto
maior forem essas estatisticas ha mais indicios de que os dados nao sao provenientes das
respectivas distribui¢oes. Para a distribuicao KIZ essas estatisticas sao, respectivamente,
iguais a 0.2832,412.6745 e 72.4510, enquanto que para distribuicao BIZ essas estatisticas
sao iguais a 0.3132,448.6282 e 77.2219, indicando que hé mais indicios dos dados serem
provenientes da KIZ do que da distribuicao BIZ.

2.7.2 Aplicacao da distribuicao KIU

A segunda aplicagdo foi realizada com base em um conjunto de dados contendo
informacoes sobre a proporcao da populacao que reside em domicilios com banheiro e
agua encanada nos 5566 municipios brasileiros no ano de 2010. As informacgdes aqui
utilizadas foram retiradas do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil 2013 e podem
ser encontradas no sitio http://www. atlasbrasil.org.br/2013/pt/consulta/. Esse
conjunto de dados contém 73 valores iguais a um, e por isso serd ajustada a distribuigcao
Kumaraswamy inflacionada em um.

As medidas resumo desse conjunto de dados encontram-se na Tabela 2.9, na qual é
possivel observar que o maior valor que os dados assumem é o limite superior do intervalo
(0,1] e 75% das observagoes sao maiores que 0.6778. A distribui¢do dos dados parece ser
assimétrica a esquerda, exibindo forma de ‘J’; o que pode ser verificado na Figura 2.7 (a).

Tabela 2.9: Medidas resumo da proporc¢ao da populacdo em domicilios com banheiro e 4gua
encanada.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maéaximo
0.0326 0.6778 0.9124 0.8087 0.9800 1.0000

Além de ajustar a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em um, também foi ajustada
a distribuicao beta inflacionada em um. Maximizando as fungoes de log-verossimilhanca
dessas duas distribuicoes foram obtidas as estimativas de maxima verossimilhancga, com
seus respectivos erros-padrao (entre parénteses). Para a distribuicdo KIU essas estimativas
sio: A = 0.0131 (0.0015), & = 0.9990 (0.0255) e 3 = 0.3846 (0.0175) enquanto para a
distribuicio BIU sdao A = 0.0131 (0.0015), /i = 0.7029 (0.0036) e ¢ = 0.9990 (0.0151).

Na Figura 2.7 estao apresentados o histograma da proporcao da populacao que reside
em domicilios com banheiro e 4gua encanada, simultaneamente com as densidades KIU e
BIU estimadas, além das fungoes distribuicao acumuladas empirica, KIU e BIU.

Para verificar se os dados sao provenientes da distribuicaio Kumaraswamy inflacionada
em um ou se sao oriundos da distribuicao beta inflacionada em um, foram calculadas as
estatisticas Kolmogorov-Smirnov e Cramer-von Mises utilizando a parte continua das duas
distribuig¢oes. Para a distribuicao KIU essas estatitsticas sdo, respectivamente, iguais a
0.1565 e 47.5689, enquanto que para distribuicdo BIU essas estatisticas sao iguais a 0.2149
e 49.9574, indicando que hé mais indicios dos dados serem provenientes da Kumaraswamy

inflacionada em um do que da distribuicao beta inflacionada em um.
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Figura 2.7: (a) Histograma e densidades estimadas e (b) fungoes distribui¢ao acumuladas para
a proporc¢ao da populagao em domicilios com banheiro e d4gua encanada.

2.8 Conclusoes

Dados de taxas e propor¢oes podem incluir zeros ou uns. Nesse caso distribui¢des como
a beta e a Kumaraswamy nao sdo adequadas, pois possuem suporte no intervalo (0, 1).
Neste capitulo foi proposta uma nova distribuicdo que permite a modelagem de zeros ou
uns na amostra de dados: a distribuicao Kumaraswamy inflacionada em ¢, em que ¢ = 0
ou ¢ = 1. Essa nova distribui¢ao permite modelar dados nos intervalos [0, 1) e (0, 1].

Adicionalmente foram discutidas algumas propriedades dessa nova distribui¢cdo, bem
como a estimacao dos pardmetros através do método de maxima verossimilhanca. A matriz
de informacao de Fisher foi derivada e, a partir dela, foram definidos os intervalos de
confianga assintoticos; ademais foram apresentadas estatisticas de teste usadas para testar
hipoteses sobre os pardmetros que indexam a distribuicao Kumaraswamy inflacionada em
c.

Para avaliar os desempenhos dos estimadores de maxima verossimilhanga e dos testes da
razao de verossimilhancgas, Wald e escore foram realizadas simulagoes de Monte Carlo, nas
quais se avaliaram propriedades desses estimadores, bem como os tamanhos e os poderes
dos testes. Com base nos resultados encontrados ¢ possivel concluir que os estimadores de
maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicao Kumaraswamy inflacionada em ¢
e também os testes de hipdteses usados apresentam bom desempenho.

Por fim foram realizadas duas aplicagoes a dados reais, ajustando as distribuigoes
Kumaraswamy inflacionada em zero e Kumaraswamy inflacionada em um, sendo notével
a aplicabilidade dessas distribui¢oes para modelarem dados nos intervalos [0,1) e (0, 1],

respectivamente.
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3 DISTRIBUICAO KUMARASWAMY IN-
FLACIONADA EM ZERO E UM

3.1 Introducao

Existem situagdes em que os dados sdo observados no intervalo [0, 1], por exemplo os
dados na forma de taxas e proporc¢oes podem incluir tanto o valor zero quanto o valor um,
e observacoes desta natureza nao podem ser modeladas por uma distribuicao puramente
continua, como a distribuicao Kumaraswamy ou a distribui¢do beta, uma vez que o suporte
de varidveis aleatérias com estas distribuigoes é (0, 1), ndo permitindo a presenca de valores
discretos nos limites do suporte. Contudo, é possivel criar uma nova distribuicao que
viabiliza a modelagem tanto da parte continua quanto da parte discreta de dados que
pertencem ao intervalo [0, 1]. No capitulo anterior foi proposta uma nova distribuigao que
atribui uma massa de probabilidade a constante ¢ que pode assumir os valores zero ou
um. Para o caso em que as proporgoes sao observadas no intervalo [0, 1] a proposta é,
analogamente ao caso de inflacionamento em apenas um dos limites do suporte, construir
uma nova distribuicdo que resulta da mistura entre duas distribui¢des, uma continua e
uma discreta, permitindo assim modelar os valores zeros e uns em uma amostra de dados
no intervalo [0, 1].

Ospina e Ferrari (2010) propuseram uma distribuigdo inflacionada em zero e um
considerando como base a distribuigao beta que também serve para modelar observacoes
no intervalo (0, 1). Todavia, tendo em vista alguns beneficios da distribuicio Kumaraswamy,
desenvolvida por Kumaraswamy (1976), quando comparada a distribuigao beta, a proposta
deste capitulo é desenvolver uma nova distribui¢do a partir da mistura de uma distribuicao
discreta com a distribuicio Kumaraswamy, posto que esta tultima apresenta algumas
vantagens interessantes, como a simplicidade da funcao distribuicao acumulada, que
consequentemente fornece uma funcao quantilica simples, independente de qualquer fungao
especial, como é o caso da distribuicao beta, e isso permite facilmente utilizar a funcao
inversa para gerar ocorréncias de uma variavel aleatoria Kumaraswamy.

Adicionalmente, no que pertence a modelagem dos quantis a distribuigdo Kumaraswamy
apresenta vantagem pelo mesmo motivo citado acima; além desta distribuicao apresentar
também bastante flexibilidade em seu formato, podendo sua densidade assumir as formas
unimodal, ‘U’ crescente, decrescente e constante, decorrentes dos valores que os parametros
desta distribuicao assumem, podendo modelar desta maneira diversos conjuntos de dados
que pertencem ao intervalo (0, 1) e ser particularmente 1til em fornecer bom ajuste para
dados que retratam fendmenos naturais cujos resultados tém limites inferior e superior, ou
resultados também limitados em pesquisa biomédica e epidemioldgica, segundo Wang et
al. (2017).
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Isto posto, ter-se-4 uma distribuigdo que propicia o ajuste de dados em [0, 1] e que
possui as mesmas utilidades encontradas na distribuicio Kumaraswamy.

A seguir sera apresentada a nova distribui¢ao na Se¢ao 3.2, bem como suas propriedades;
estimacao dos parametros que a indexam juntamente com sua matriz de informacao de
Fisher estao na Secao 3.3; resultados de simulagoes de Monte Carlo encontram-se na Se¢ao
3.5.

3.2 Distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero
e um

Na pratica os dados que representam proporcoes podem apresentar observagoes zeros
e uns, sendo assim apenas a distribuicao Kumaraswamy nao é adequada para modelar
esses dados. Entao, tal como ajustado para o caso em que amostras de dados apresentam
valores zeros ou uns, nesse caso também é possivel ser feito um ajuste para que uma
nova distribuicao, proveniente da distribuicao Kumaraswamy, comporte as observagoes no
intervalo [0, 1]. Para esse tipo de observagoes propoe-se uma distribuigao resultante de uma
mistura entre as distribuicoes Kumaraswamy e Bernoulli, sendo esta tltima responsavel
por modelar os inteiros zero e um, atribuindo probabilidades nao nulas a estes dois
valores. A esta distribuig¢do resultante desta mistura chama-se distribuicao Kumaraswamy
inflacionada zero e um, denotada por KIZU, em que a distribuicio Kumaraswamy ajusta o
componente continuo dos dados e a distribui¢ao Bernoulli modela o componente discreto.

Considere agora a variavel Y com distribuicdo mistura Kumaraswamy inflacionada em

zero e um cuja fungao distribuicao acumulada é dada por
KIZU(y; A, p, a, B) = ABer(y; p) + (1 = N)G(y; o, 8),

com y € [0,1], em que A € (0,1) é o pardmetro de mistura, Ber(y;p) denota a fungao
distribui¢ao acumulada de uma variavel aleatoria Bernoulli com parametro p, sendo p a
probabilidade de Y ser igual a um e 1—p a probabilidade de Y ser igual a zero considerando
a subamostra de valores discretos e por fim, G(y; «, §) é a funcao distribuigdo acumulada
da Kumaraswamy expressa no Capitulo 2 em (2.1), com a > 0 e § > 0 sendo os pardmetros
de forma da distribuicao Kumaraswamy.

Dessa maneira, Y € [0, 1] é uma varidvel aleatéria Kumaraswamy inflacionada em zero
e um, denotada por Y ~ KIZU(y; A\, p, , 3), se sua fungao densidade de probabilidade é
dada por

Ap, se y=1,
kizu(y; A, p,a, B) = 1 A1 —p), se y=0, (3.1)
(1=Ng(y; e, B), se ye(0,1),
em que 0 < A < 1 é o parametro de mistura, 0 < p < 1 é o parametro da distribuicao
Bernoulli e g(y; «, 8) é a densidade da distribui¢do Kumaraswamy dada em (2.2) com
parametros a > 0 e > 0. Note que Ap representa a probabilidade de Y ser igual a um e
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A(1 — p) representa a probabilidade de Y ser igual a zero considerando toda a amostra de
dados no intervalo [0, 1], ou seja, Pr(Y = 1) = Ap e Pr(Y = 0) = A(1 — p). J& no caso em

que y € (0, 1), é possivel calcular

PrY € (,8)] = (1 A) f oy, B)dy,

a

com(0<a<b<l.

Nota-se na Figura 3.1 as diversas formas que a densidade Kumaraswamy inflacionada
em zero e um pode assumir, dependendo dos valores dos parametros que a indexam. De
maneira similar as distribui¢goes Kumaraswamy e Kumaraswamy inflacionada em zero ou
em um, a distribuicao KIZU pode assumir as formas de ‘J’, ‘U’, ‘U’ invertido, bem como
apresentar assimetria e simetria, além da forma constante. As linhas verticais na Figura
3.1 com um ponto em cima representam as probabilidades de Y ser igual a zero ou Y ser
igual a um, neste caso Pr(Y =0) =Pr(Y =1) =0.1.

15

kizu(y)

kizu(y)
1.0

kizu(y)
1.0

0.5
!
0.5

15

kizu(y)

kizu(y)

kizu(y)
1.0

0.5

Figura 3.1: Densidades Kumaraswamy inflacionadas em zero e um com A = 0.2, p = 0.5 e
diferentes valores de («, [3).

O r-ésimo momento de uma variavel aleatéria Kumaraswamy inflacionada em zero e
um é dado por
EO7) = Ap+ (1= N, 7= (1,2,..), (3.2)

em que p,. é o r-ésimo momento da distribuigdo Kumaraswamy apresentado em (2.5).
A partir da expressao (3.2) tem-se que a média e a varidncia da varidvel aleatéria com
distribuicao KIZU sao
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EY) = Ap+ (1=,
- )\p+6(1—)\)B<1+;,5> e

Var(Y) = Ap+ (L= XNz — [Mp+ (1= Al
— Ap+B(1—NB <1+Z,ﬁ) - [Ap+5(1—A)B <1+;,5>]2
= Ap(1 =X p)+ (1 =XN)p {B <1 + 2,6) - B <1 + ;,6) [2A\p+

+ p(1-XB (1+;,6)]},

respectivamente, com p; denotando a média e ps o segundo momento da distribuicao

Kumaraswamy que envolvem a fungao beta simbolizada por B(-,-).

3.3 Estimacao por maxima verossimilhancga

E possivel reescrever a funcio densidade de probabilidade da distribuicdo Kumaraswamy

inflacionada em zero ¢ um expressa em (3.1) como

kizulyi A g, B) = [Ap(L= )]0 s (1= Ng(ysa, B 000
= [Aon® (1 -\ en®] x [pU(1 _p)lfy]f{m)(y)

x [gly;, B)1 o @1,

com y € [0, 1], em que I{13(y) é a funcao indicadora que é igual a um se y € {0, 1}, ou seja,
se y assume zero ou um, e é igual a zero quando y ¢ {0, 1}. Note que a densidade fatora
em trés termos: o primeiro termo dependendo apenas de A, o segundo termo dependendo
somente de p e o terceiro termo envolvendo « e .

Seja @ = (A, p, a, B)T o vetor de pardmetros da distribuicao Kumaraswamy inflacionada

em zero e um. A funcio de verossimilhanca para 8 = (A, p,«, 3)T com base na amostra

aleatéria y = (Y1, Y2, - -, Yn) ' €

L(B;y) = | [Xizu(ys; A, p, a, B) = Li(X y) La(p; y) Ls(e, B ),
i=1
em que
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L1(>\§Y) = 1_[ /\H{o,l}(yi)(l _ )\)1—]1{0,1}(%) — )\Z?:l H{0,1}(yz’)(1 _ A)”‘Z?:l ]I{O,l}(yi)’
i=1
Lo(p;y) = 1_[ [pyi(l _ p)l—yi]ﬂ{o,l}(yi) _ pZLl yiH{O,l}(yi)(l _ p)ZLl(l—yi)H{o,l}(yi)
i=1
= p i1 H{l}(yi)(l —p) [Sr ) Moy (w) =20 Ty ()] o
Ly(a, Byy) = 1_[ 9(ys; a, 6)17]1{0,1}(%')

I
—

7

_ (Ozﬂ)[ im1 ILyo, 1}(%)] Hy(a—l)[l—ll{o,l}(yi)](l . yq)(ﬁ_l)[l_ﬂ{o,l}(yi)]'

i=1

Note que além da funcéo indicadora ja definida, Iy 13(y;), tem-se ainda Iy (y;) que
representa a fungao de indicadora para y = 1, ou seja, Iy (y;) =1, se y = 1 e Iyy(y;) = 0
caso contrario.

Observe ainda que a fungao de verossimilhanga L(€;y) também pode ser fatorada em
trés termos, em que o primeiro termo envolve apenas A, o segundo termo depende apenas
de p e o terceiro e ultimo termo é funcao de a e .

Assim, a funcao de log-verossimilhanca da distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em

zero e um pode ser escrita como

((0;y) = ti(Nyy) + La(pyy) + U3(a, Bry),

em que

GL(Ny) = Z]I{Ol} yi) + In(1 — A

[ _Z]I{O 1} yz ]

=1

42(29?}’) = Z]I{l} ?/z +1Il 1-p [ZH{O 1} yz Z]I{l}(yi)] €
=1 i=1

=1

n

ls(a, B;y) = In(af) [” - Z ]I{o,l}(yz‘)] + (a—1) Zln(yi) [1 - H{O,l}(yi)] +

i=1

Z (1= o) [1 = Moy (wi)] -

Note que para o calculo da log-verossimilhanca ¢é preciso adotar a seguinte convencao:
In(0) x 0 = 0. Esta notagao serd utilizada convenientemente nas inferéncias referentes a
distribuicao proposta neste capitulo.

Para obter a funcao escore, a fun¢ao de log-verossimilhanga, ¢(0;y), foi diferenciada
com respeito a cada um dos parametros da distribuicao Kumaraswamy inflacionada em
zero e um. A funcéo escore é dada por U(0) = [Ux(N), U,(p), Ua(cv, B), Us(cv, B)], em que
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Z {0,1} yz]a

=i
Up(p) = o0my) _ 1iﬂ{l}(%) - 1i [Zn] 0.1 (%) Zﬂm Yi ] )

dp p= p

14 ; <
Ua(Oé, 6) — M — i [7’1, — Z]I{O’l} Yi ] + Zln yz 1 — ]I{O 1}(y1)]

oo ~

Z az In(y;) [1 = Loy (vi)] e

=1 ’L

ol
Us(a,p) = 3(866 y) = ; [n—zﬂ{m} Yi ] —1—2111 1—y) [1 =Ty (v)] -

E possivel encontrar os estimadores de méxima verossimilhanga de \ e p, resolvendo as
equagdes Uy(A) = 0 e U, (p) = 0, respectivamente. A partir dai encontram-se os estimadores
de maxima verossimilhanca de A e p que sao, respectivamente, A = Zl 1 Loy (i)
que representa a propor¢ao de valores na amostra que sdo iguais a zero ou a um, e
p = >0 Ty (vi)/ 20 To1y(vi), que representa a proporcao de valores iguais a um,
considerando agora apenas a parte discreta da amostra. No caso dos estimadores de a e 3
é preciso utilizar um método de otimizacao nao-linear para obté-los.

Calculando as segundas derivadas da funcao de log-verossimilhanga é possivel obter a
matriz de informacgao observada e posteriormente calcular a matriz de informacao esperada.

As segundas derivadas sao dadas por

Ph(Ny) n
T = Zn{m}% = Nl |
s (p;y) 1 n
o = 5 2 T — Wio,13(yi) Ly (yi) |
opop p2; Y ; Z
0*ls(ev, By y) 1] & ] noooge
A Sl Net 2/ P ) —B-1) 1— 4
dada o2 _” ;H{O,u(y@)_ ; n® (i) [1 = Moy ()]
*l3(a, B;y) il L |
— o = o =) Loyw)| e
2505 7" |

Pls(o, Bry)  _ Pla(en Bry) 3 yi
0adp dBoa Sye 1
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Note que
*h(Ny) _ Phhy) _ Phhy) _ Phpy) _ Phpy) _ Phipy) _
OAOp 15D Yele! ONOS OpoA opoa opop
aQES(Qaﬂ;y) _ 6263(0575;3,) _ a2£3(057BQY) _ 8263(a,ﬁ;y) _
o0\ oadp OPON 0p0p

Para obter a matriz de informacao esperada de Fisher calcula-se a esperanca das
segundas derivadas multiplicadas por —1, resultando em

kxx O 0 0
K@) =| o " kga kgﬁ | (3.3)
0 0 kﬁa /{55
em que
b = A1 =AY
nA
b =y
fon = U T IHIN) — v - [(5) — v,
by = o = 2= BB+ 1) - V)
_ on(l=))
kop = — g

sendo 9¥(-) a funcao digama, isto é, ¥(-) = dInI'(-)/0z, em que I'(-) é a fungdo gama.
Entéo, ¢/(-) é a derivada de primeira ordem da fungao ¢ (-), sendo conhecida como fungao
trigama.

Sabe-se que os estimadores de maxima verossimilhanca tém distribuigao assintotica
normal, com média 6 e varidncia dada pela matriz inversa da informacao de Fisher, como

denotado a seguir

0 L N,(0,K(0)7),

em que 6 = (A, P, &, ) é o estimador de méxima verossimilhanga de 6, <~ denota assintoti-
camente distribuido, A; denota a distribuicdo normal tetravariada e K(0)~! é a inversa da
matriz de informacao de Fisher. Com base neste resultado, é possivel construir intervalos

de confianga assintéticos para A, p, «a e 3, dados por

At z(lfg)ep(/\), pt z(lfg)ep(ﬁ), &=+ z(lfg)ep(&) e 0% z(lfg)ep(ﬁ),
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respectivamente, em que ep(-) é o erro-padrao associado a cada estimador, que é dado pela

raiz quadrada da variancia estimada do estimador, 218 é o quantil 1 — % da distribuicao
2

normal padrao e 1 — ¢ é o nivel de confianca adotado. As varidncias dos estimadores sao

obtidas pelos elementos da diagonal de K (8)~! avaliados em 6.

3.4 Testes de Hipoteses

Além de realizar estimagao pontual e intervalar é possivel testar hipéteses sobre
os parametros que indexam a distribuicio Kumaraswamy inflacionada em zero e um.
Para verificar a veracidade das hipéteses estabelecidas sao utilizadas estatisticas de teste,
calculadas a partir de uma amostra, que sao usadas para decidir pela rejeicdo ou nao da
hipétese nula (Hy), isto é, da hipdtese assumida como verdadeira.

Neste trabalho, serao usadas as estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald e escore
para testar hipdteses sobre os parametros da distribuicaio Kumaraswamy inflacionada
em zero e um. O teste da razao de verossimilhancas baseia-se na comparacao de dois
modelos: um restrito que é obtido impondo-se o valor atribuido na hipdtese nula ao
parametro testado e outro irrestrito que nao leva em consideragao a restricao da hipotese
nula. Ja a estatistica do teste Wald se baseia na estimativa de maxima verossimilhanca
irrestrita e na matriz de informacao de Fisher avaliada nas estimativas irrestritas. Por fim,
a estatistica escore utiliza a fungao escore, que é dada pelas primeiras derivadas da fungao
de log-verossimilhanga, e também a matriz de informacao de Fisher, ambas avaliadas nas
estimativas restritas.

Estas trés estatisticas, sob Hy e considerando determinadas condig¢oes de regularidade
(Lehmann, 2006), tém distribuicdo assintética x2, em que v indica o ntimero de restrigoes
impostas na hipotese nula. Sendo assim, é possivel definir a regiao critica com base na
distribuicao assintética. Logo, Hj é rejeitada se a estatistica de teste for maior do que
Xi1_s» €m que X5, _; ¢ o quantil 1 —§ da distribui¢do x* com v graus de liberdade.

Para maiores detalhes sobre essas trés estatisticas de teste ver as descri¢des das mesmas
na Segao 2.5.

3.5 Resultados numeéricos

De forma analoga a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em ¢, também foram
realizadas simulacoes de Monte Carlo para verificar o desempenho dos estimadores de
maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicaio Kumaraswamy inflacionada em
zero e um. Foram calculadas algumas propriedades destes estimadores, a saber, média,
variancia, viés e erro quadratico médio (EQM).

Adicionalmente, foram testadas hipoteses a fim de verificar o desempenho dos testes
da razao de verossimilhancgas, Wald e escore, baseados nas estatisticas descritas na Se¢ao
2.5. As hip6teses foram Hy : A = \g vs. Hy : A # Ao, sendo Ay = (0.05,0.10, 0.20,0.50), e
Hy :p=povs. Hy : p # po, sendo py = (0.05,0.10,0.50,0.75). Os valores de « e 3 foram



20

fixados em 1.5 e 3.0, respectivamente. Note que, para os respectivos valores de A\g e po,
temos as seguintes probabilidades para Y igual a zero: (0.0475, 0.0450, 0.0250, 0.0125) e
para Y igual a um: (0.0025, 0.0050, 0.0250, 0.0375).

O numero de réplicas de Monte Carlo foi 10000 e os tamanhos amostrais foram
n = (20, 30, 50, 100, 200, 500, 1000).

As simulagoes foram realizadas utilizando a linguagem matricial de programacao OX.
Maximizagoes numéricas da funcao de log-verossimilhanca foram feitas usando o método
quasi-Newton BFGS (Nocedal, 1980) com primeiras derivadas analiticas. Os chutes iniciais
utilizados nas simulacoes foram escolhidos arbitrariamente.

3.5.1 Estimacao pontual

Foram avaliados os desempenhos dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos
parametros que indexam a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em zero e um. Nas
Tabelas 3.1 e 3.2 estao apresentados a média, a variancia, o viés e o erro quadratico médio
desses estimadores.

Na Tabela 3.1 encontram-se os resultados das simulacoes considerando p = 0.5, =
1.5, =3.0 e A = (0.05,0.25,0.50). J& na Tabela 3.2 os valores dos pardmetros fixados
sdo A = 0.5, = 1.5, 8 = 3.0 e variou-se o valor de p, p = (0.25,0.50,0.75).

Observa-se na Tabela 3.1 que, a medida em que o tamanho amostral aumenta, as
estimativas médias convergem para o valor verdadeiro, bem como, a variancia, o viés e o
erro quadratico médio diminuem com o aumento de n, como esperado. Uma vez que esses
estimadores sao assintoticamente nao viesados, nota-se que o viés tende a zero quando
n aumenta. Assim sendo, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da
distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero e um apresentam bom desempenho.

Analogamente aos resultados apresentados na Tabela 3.1, ao analisar a Tabela 3.2
percebe-se que as médias das estimativas de Monte Carlo convergem para o verdadeiro valor
considerado para cada parametro a medida em que o tamanho da amostra aumenta. O viés
de cada estimador tende para zero a medida em que n tende para infinito. Adicionalmente,
a variancia e, consequentemente, o erro quadratico médio diminuem ao se aumentar
o tamanho da amostra. Assim, os resultados exibidos na Tabela 3.2 reforcam o bom
desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuigao

Kumaraswamy inflacionada em zero e um.
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Tabela 3.1: Médias, varidncias, vieses e EQMs dos estimadores dos parametros da distribuicao
Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o valor de A; p = 0.5, = 1.5, 3 = 3.0.

A Medida | Estimador n
30 50 100 200 500
0.05 Média, A 0.0934 0.0696 0.0544 0.0504 0.0501
P 0.5001 0.4986 0.4987 0.4993 0.4997
& 1.6058 1.5585 1.5277 1.5126 1.5057
B 3.5465 3.2891 3.1317 3.0626 3.0268
Variancia A 0.0010 0.0007 0.0004 0.0002 0.0001
P 0.0167 0.0243 0.0310 0.0255 0.0104
Q 0.1103 0.0593 0.0267 0.0130 0.0051
B 2.0089 0.8137 0.3104 0.1381 0.0521
Viés A 0.0434 0.0196 0.0044 0.0004 0.0001
P 0.0001 —0.0014 —0.0013 —0.0007 —0.0003
Q 0.1058 0.0585 0.0277 0.0126 0.0057
B 0.5465 0.2891 0.1317 0.0626 0.0268
EQM A 0.0028 0.0011 0.0004 0.0002 0.0001
p 0.0167 0.0243 0.0310 0.0255 0.0104
Q 0.1215 0.0627 0.0275 0.0132 0.0052
B 2.3075 0.8973 0.3278 0.1420 0.0528
0.25 Média, A 0.2532 0.2497 0.2490 0.2495 0.2495
P 0.5022 0.5031 0.5009 0.5008 0.5001
& 1.6339 1.5746 1.5359 1.5166 1.5068
5 3.7044 3.3645 3.1702 3.0794 3.0318
Variancia A 0.0059 0.0037 0.0019 0.0009 0.0004
p 0.0296 0.0211 0.0104 0.0050 0.0020
Q 0.1468 0.0752 0.0347 0.0166 0.0063
B 3.2115 1.1414 0.4199 0.1811 0.0655
Viés A 0.0032 —0.0003 —0.0010 —0.0005 —0.0005
P 0.0022 0.0031 0.0009 0.0008 0.0001
Q 0.1339 0.0746 0.0359 0.0166 0.0068
B 0.7044 0.3645 0.1702 0.0794 0.0318
EQM A 0.0059 0.0037 0.0019 0.0009 0.0004
P 0.0296 0.0211 0.0104 0.0050 0.0020
Qa 0.1648 0.0808 0.0360 0.0169 0.0064
3 3.7077 1.2743 0.4488 0.1874 0.0665
0.50 Média, A 0.4995 0.4992 0.4992 0.4997 0.4998
P 0.4997 0.5012 0.5006 0.5004 0.5001
& 1.7135 1.6169 1.5539 1.5245 1.5107
B 4.3928 3.6099 3.2605 3.1185 3.0497
Variancia A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
p 0.0170 0.0101 0.0051 0.0025 0.0010
& 0.2654 0.1283 0.0552 0.0253 0.0095
B 86.4677 2.6944 0.7409 0.2873 0.0996
Viés A —0.0005 —0.0008 —0.0008 —0.0003 —0.0002
P —0.0003 0.0012 0.0006 0.0004 0.0001
Q 0.2135 0.1169 0.0539 0.0245 0.0107
B 1.3928 0.6099 0.2605 0.1185 0.0497
EQM A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
P 0.0170 0.0102 0.0051 0.0025 0.0010
& 0.3109 0.1419 0.0581 0.0259 0.0096
B 88.4077 3.0663 0.8087 0.3013 0.1020
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Tabela 3.2: Médias, varidncias, vieses e EQMs dos estimadores dos parametros da distribuicao
Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o valor de p; A = 0.5, = 1.5, 8 = 3.0.

p Medida | Estimador n
30 50 100 200 500
0.25 Média A 0.5009 0.4993 0.4992 0.4997 0.4998
p 0.2555 0.2509 0.2504 0.2502 0.2499
Qa 1.7144 1.6169 1.5539 1.5245 1.5107
B 4.3970 3.6098 3.2605 3.1185 3.0497
Variancia A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
P 0.0118 0.0075 0.0037 0.0019 0.0007
Q 0.2661 0.1282 0.0552 0.0253 0.0095
B 86.5866 2.6926 0.7409 0.2873 0.0996
Viés A 0.0009 —0.0007 —0.0008 —0.0003 —0.0002
P 0.0055 0.0009 0.0004 0.0002 —0.0001
Q 0.2144 0.1169 0.0539 0.0245 0.0107
B 1.3970 0.6098 0.2605 0.1185 0.0497
EQM A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
p 0.0118 0.0075 0.0037 0.0019 0.0007
Q 0.3121 0.1419 0.0581 0.0259 0.0096
B 88.5383 3.0645 0.8087 0.3013 0.1020
0.50 Média A 0.4995 0.4992 0.4992 0.4997 0.4998
p 0.4997 0.5012 0.5006 0.5004 0.5001
Qa 1.7135 1.6169 1.5539 1.5245 1.5107
B 4.3928 3.6099 3.2605 3.1185 3.0497
Variancia A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
p 0.0170 0.0101 0.0051 0.0025 0.0010
Q 0.2654 0.1283 0.0552 0.0253 0.0095
B 86.4677 2.6944 0.7409 0.2873 0.0996
Viés A —0.0005 —0.0008 —0.0008 —0.0003 —0.0002
p —0.0003 0.0012 0.0006 0.0004 0.0001
& 0.2135 0.1169 0.0539 0.0245 0.0107
B 1.3928 0.6099 0.2605 0.1185 0.0497
EQM A 0.0080 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
P 0.0170 0.0102 0.0051 0.0025 0.0010
Qa 0.3109 0.1419 0.0581 0.0259 0.0096
B 88.4077 3.0663 0.8087 0.3013 0.1020
0.75 Média A 0.5010 0.4993 0.4992 0.4997 0.4998
p 0.7451 0.7507 0.7507 0.7507 0.7503
Q 1.7142 1.6167 1.5539 1.5245 1.5107
B 4.3949 3.6096 3.2605 3.1185 3.0497
Variancia A 0.0079 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
P 0.0121 0.0077 0.0038 0.0019 0.0008
Q 0.2674 0.1283 0.0552 0.0253 0.0095
B 86.5739 2.6947 0.7409 0.2873 0.0996
Viés A 0.0010 —0.0007 —0.0008 —0.0003 —0.0002
p —0.0049 0.0007 0.0007 0.0007 0.0003
Q 0.2142 0.1167 0.0539 0.0245 0.0107
B 1.3949 0.6096 0.2605 0.1185 0.0497
EQM A 0.0079 0.0049 0.0025 0.0012 0.0005
P 0.0122 0.0077 0.0038 0.0019 0.0008
Qa 0.3133 0.1419 0.0581 0.0259 0.0096
B 88.5195 3.0663 0.8087 0.3013 0.1020
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3.5.2 Estimacao intervalar

Foram calculados os intervalos de confianga assintoticos para os parametros da distri-
buicao Kumaraswamy inflacionada em zero e um, descritos na Segao 3.3. Adicionalmente,
também foram calculadas a amplitudes média dos intervalos, as proporc¢oes de cobertura e

nao cobertura.

Tabela 3.3: Amplitudes médias dos intervalos de confianga dos parametros da distribui¢ao
Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o valor de \; p = 0.5, = 1.5 e g = 3.0.

A 1-5 |6 n

30 50 100 500 1000
0.2696 0.1819 0.1146 0.0500 0.0354
1.5449 1.3821 1.0909 0.5109 0.3629
1.6070 1.2025 0.8315 0.3672 0.2593
6.0639 4.1854 2.7483 1.1717 0.8239
0.2052 0.1384 0.0872 0.0380 0.0270
1.1755 1.0517 0.8301 0.3887 0.2761
1.2227 0.9150 0.6327 0.2794 0.1973
4.6141 3.1847 2.0912 0.8916 0.6269
0.1722 0.1162 0.0732 0.0319 0.0226
0.9865 0.8826 0.6966 0.3262 0.2317
1.0262 0.7679 0.5310 0.2345 0.1656
3.8723 2.6727 1.7550 0.7482 0.5261
0.4003 0.3111 0.2213 0.0996 0.0705
0.9077 0.7118 0.5109 0.2302 0.1628
1.8016 1.3530 0.9377 0.4134 0.2919
7.1437 4.8213 3.1385 1.3215 0.9280
0.3046 0.2367 0.1684 0.0758 0.0536
0.6907 0.5416 0.3888 0.1751 0.1239
1.3708 1.0295 0.7135 0.3146 0.2221
5.4357 3.6686 2.3881 1.0055 0.7061
0.2556 0.1986 0.1413 0.0636 0.0450
0.5797 0.4546 0.3263 0.1470 0.1040
1.1504 0.8640 0.5988 0.2640 0.1864
4.5617 3.0788 2.0042 0.8439 0.5926
0.4625 0.3606 0.2563 0.1151 0.0814
0.6492 0.5085 0.3622 0.1627 0.1151
2.3023 1.6981 1.1611 0.5075 0.3580
11.7802 6.5632 4.0061 1.6320 1.1416
0.3519 0.2744 0.1950 0.0876 0.0619
0.4940 0.3869 0.2756 0.1238 0.0876
1.7519 1.2921 0.8835 0.3862 0.2724
8.9636 4.9940 3.0482 1.2418 0.8687
0.2954 0.2303 0.1637 0.0735 0.0520
0.4146 0.3247 0.2313 0.1039 0.0735
1.4702 1.0844 0.7415 0.3241 0.2286
7.5225 4.1911 2.5582 1.0421 0.7290

0.05 | 99%

95%

90%

0.25 | 99%

95%

90%

0.50 | 99%

95%

90%

O T DO T O IO O T O T DR T OO T DR T O D >

Os niveis de confianga adotados nessas simulagoes foram 1 — 6 = (99%, 95%, 90%), os
parametros a e 3 foram fixados em 1.5 e 3.0, respectivamente, e variou-se A e p, sendo
considerados os seguintes valores: A = (0.05,0.25,0.50) e p = (0.25,0.50,0.75).
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A amplitude média dos intervalos de confianca calculados variando o parametro de
mistura A, estdo reportados na Tabela 3.3 e as amplitudes variando o parametro p estao
apresentados na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Amplitudes médias dos intervalos de confianca dos pardmetros da distribuicao
Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o valor de p; A = 0.3, = 1.5 e g = 3.0.

P 1-6 1|6 n

30 50 100 500 1000
0.4251 0.3301 0.2344 0.1054 0.0746
0.7431 0.5658 0.4026 0.1817 0.1286
1.8772 1.4064 0.9723 0.4280 0.3022
7.6192 5.0663 3.2690 1.3696 0.9612
0.3235 0.2512 0.1784 0.0802 0.0568
0.5655 0.4305 0.3063 0.1383 0.0979
1.4284 1.0701 0.7398 0.3257 0.2299
5.7975 3.8550 2.4874 1.0422 0.7313
0.2715 0.2108 0.1497 0.0673 0.0476
0.4745 0.3613 0.2571 0.1160 0.0821
1.1987 0.8981 0.6209 0.2733 0.1930
4.8654 3.2352 2.0875 0.8746 0.6138
0.4231 0.3297 0.2344 0.1054 0.0746
0.8315 0.6518 0.4668 0.2101 0.1486
1.8718 1.4055 0.9723 0.4280 0.3022
7.5466 5.0609 3.2686 1.3696 0.9612
0.3219 0.2509 0.1784 0.0802 0.0568
0.6327 0.4959 0.3552 0.1599 0.1131
1.4243 1.0695 0.7398 0.3257 0.2299
5.7422 3.8509 2.4871 1.0422 0.7313
0.2702 0.2105 0.1497 0.0673 0.0476
0.5310 0.4162 0.2981 0.1342 0.0949
1.1953 0.8975 0.6209 0.2733 0.1930
4.8190 3.2318 2.0873 0.8746 0.6138
0.4249 0.3301 0.2344 0.1054 0.0746
0.7423 0.5627 0.4014 0.1817 0.1286
1.8776 1.4061 0.9723 0.4280 0.3022
7.6285 5.0628 3.2689 1.3696 0.9612
0.3233 0.2511 0.1784 0.0802 0.0568
0.5648 0.4282 0.3055 0.1383 0.0979
1.4286 1.0699 0.7398 0.3257 0.2299
5.8046 3.8523 2.4873 1.0422 0.7313
0.2714 0.2108 0.1497 0.0673 0.0476
0.4740 0.3593 0.2564 0.1160 0.0821
1.1990 0.8979 0.6209 0.2733 0.1930
4.8713 3.2330 2.0874 0.8746 0.6138

0.25 | 99%

95%

90%

0.50 | 99%

95%

90%

0.75 | 99%

95%

90%

RO O IO T O T O T O T O T D T O >

Note nas Tabelas 3.3 e 3.4 que a medida em que n aumenta as amplitudes dos intervalos
diminuem e isso também ocorre quando o nivel de confianca 1 — § é menor, ou seja, se
o nivel de confianga diminui a amplitude do intervalo também diminui, uma vez que o
quantil da distribui¢ao normal relacionado ao nivel de confianga sera menor. Isso indica
que os intervalos de confiancga ficam mais precisos quando o tamanho da amostra aumenta

ou quanto menor for o nivel de confianca adotado.
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Tabela 3.5: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (a esquerda; a direita) dos intervalos de
confianca dos pardmetros da distribui¢do Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o
valor de A\; p=0.5,a=1.5¢ 8 = 3.0.

AN [ 1-6106
30 50 100 500
0.05 | 99% | A 99.96 99.96 99.98 98.13
(0.04; 0.00)  (0.04; 0.00)  (0.02; 0.00) (0.11; 1.76)
P 99.99 99.75 98.04 97.88
(0.00; 0.01)  (0.11; 0.14)  (0.92; 1.04)  (0.98; 1.14)
& 98.84 98.89 99.00 99.13
(0.43; 0.73)  (0.56; 0.55)  (0.49; 0.51)  (0.49; 0.38)
3 98.63 98.82 99.05 98.99
(0.00; 1.37)  (0.00; 1.18)  (0.01; 0.94)  (0.25; 0.76)
95% | X 98.81 99.39 94.79 93.47
(1.19; 0.00)  (0.61; 0.00) (0.42; 4.79)  (1.23; 5.30)
P 99.79 98.84 94.20 93.24
(0.08; 0.13)  (0.59; 0.57)  (2.88; 2.92)  (3.29; 3.47)
& 94.68 94.68 94.93 95.06
(2.97; 2.35)  (2.88; 2.44) (2.63; 2.44)  (2.57; 2.37)
é 96.46 96.30 95.70 95.26
(0.00; 3.54)  (0.43; 3.27)  (1.22; 3.08)  (1.93; 2.81)
90% | A 94.58 97.48 92.07 88.64
(5.42; 0.00)  (2.52; 0.00) (3.14; 4.79)  (2.96; 8.40)
P 98.28 94.49 87.46 87.61
(0.86; 0.86) (2.62; 2.89) (6.13; 6.41)  (6.03; 6.36)
& 89.45 89.85 90.07 89.84
(6.26; 4.29) (5.84; 4.31) (5.47; 4.46)  (5.25; 4.91)
¢ 93.72 92.11 91.31 90.34
(0.76; 5.52)  (2.47; 5.42)  (3.65; 5.04)  (4.55; 5.11)
0.50 | 99% | A 98.72 98.48 98.73 98.95
(0.64; 0.64) (0.75; 0.77)  (0.63; 0.64)  (0.49; 0.56)
P 96.92 97.91 98.42 98.89
(1.52; 1.56)  (1.09; 1.00)  (0.73; 0.85)  (0.50; 0.61)
é 98.89 99.02 98.86 99.32
(0.44; 0.67)  (0.43; 0.55)  (0.64; 0.50)  (0.32; 0.36)
B 98.49 98.66 98.99 99.01
(0.00; 1.51)  (0.00; 1.34)  (0.00; 1.01)  (0.12; 0.87)
95% | X 96.22 93.87 94.27 94.45
(1.88; 1.90)  (3.08; 3.05) (2.77; 2.96)  (2.74; 2.81)
P 91.39 93.38 93.63 94.63
(4.35; 4.26)  (3.32; 3.30) (3.23; 3.14)  (2.57; 2.80)
& 94.57 94.72 94.77 95.53
(3.43; 2.00) (3.13; 2.15)  (2.96; 2.27)  (2.19; 2.28)
B 96.45 96.59 96.50 95.78
(0.00; 3.55)  (0.00; 3.41)  (0.43; 3.07)  (1.40; 2.82)
90% | A 90.46 88.48 90.98 90.15
(4.96; 4.58)  (5.69; 5.83)  (4.34; 4.68)  (4.86; 4.99)
P 87.21 87.95 88.71 89.51
(6.36; 6.43)  (6.22; 5.83)  (5.64; 5.65)  (4.97; 5.52)
& 88.89 89.42 89.72 90.51
(7.36; 3.75)  (6.74; 3.84)  (5.61; 4.67) (5.02; 4.47)
3 94.52 94.12 91.88 90.88
(0.00; 5.48) (0.45; 5.43) (2.69; 5.43)  (3.97; 5.15)
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Tabela 3.6: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (a esquerda; a direita) dos intervalos de
confianca dos pardmetros da distribui¢do Kumaraswamy inflacionada em zero e um, variando o
valor de p; A =0.5,a=1.5¢ 8 = 3.0.

P 1-46 |60
30 50 100 500
0.25 | 99% | X 98.79 98.49 98.73 98.95
(0.64; 0.57)  (0.75; 0.76)  (0.63; 0.64)  (0.49; 0.56)
P 96.01 96.38 97.91 98.94
(0.33; 3.66) (0.38; 3.24) (0.27; 1.82)  (0.33; 0.73)
& 98.94 99.02 98.86 99.32
(0.42; 0.64)  (0.43; 0.55) (0.64; 0.50) (0.32; 0.36)
B 98.53 98.68 98.99 99.01
(0.00; 1.47)  (0.00; 1.32)  (0.00; 1.01)  (0.12; 0.87)
95% | A 96.35 93.88 94.27 94.45
(1.89; 1.76)  (3.08; 3.04) (2.77; 2.96) (2.74; 2.81)
b 91.64 92.41 94.11 94.97
(1.83; 6.53) (1.64; 5.95) (1.50; 4.39) (1.87; 3.16)
& 94.63 94.73 94.77 95.53
(3.45:1.92) (3.13;2.14) (2.96; 2.27) (2.19; 2.28)
B 96.50 96.61 96.50 95.78
(0.00; 3.50)  (0.00; 3.39)  (0.43; 3.07)  (1.40; 2.82)
90% | A 90.59 88.51 90.98 90.15
(5.03; 4.38)  (5.69; 5.80)  (4.34; 4.68)  (4.86; 4.99)
P 86.52 87.44 89.40 89.52
(4.29; 9.19) (4.23;8.33) (3.58; 7.02) (4.43; 6.05)
& 88.92 89.44 89.72 90.51
(7.42; 3.66) (6.73; 3.83)  (5.61; 4.67) (5.02; 4.47)
B 94.56 94.14 91.88 90.88
(0.00; 5.44)  (0.45; 5.41)  (2.69; 5.43)  (3.97; 5.15)
0.75 | 99% | X 98.78 98.49 98.73 98.95
(0.64; 0.58)  (0.75; 0.76)  (0.63; 0.64)  (0.49; 0.56)
P 95.35 96.09 97.83 98.86
(4.26; 0.39) (3.57; 0.34) (1.88; 0.29) (0.88; 0.26)
& 98.90 99.02 98.86 99.32
(0.44; 0.66)  (0.43; 0.55)  (0.64; 0.50)  (0.32; 0.36)
B 98.50 98.66 98.99 99.01
(0.00; 1.50)  (0.00; 1.34)  (0.00; 1.01)  (0.12; 0.87)
95% | A 96.40 93.90 94.27 94.45
(1.90; 1.70)  (3.08; 3.02) (2.77; 2.96) (2.74; 2.81)
P 91.13 91.54 93.34 95.01
(6.95: 1.92) (6.85; 1.61) (4.87; 1.79)  (3.10; 1.89)
& 94.56 94.72 94.77 95.53
(3.47;1.97)  (3.13;2.15)  (2.96; 2.27) (2.19; 2.28)
B 96.48 96.59 96.50 95.78
(0.00; 3.52)  (0.00; 3.41)  (0.43; 3.07)  (1.40; 2.82)
90% | A 90.67 88.51 90.98 90.15
(5.04; 4.29)  (5.69; 5.80)  (4.34; 4.68)  (4.86; 4.99)
P 85.66 86.53 88.41 89.69
(10.02; 4.32)  (9.49; 3.98) (7.74; 3.85)  (5.98; 4.33)
& 88.83 89.42 89.72 90.51
(7.42; 3.75)  (6.74; 3.84)  (5.61; 4.67) (5.02; 4.47)
B 94.58 94.12 91.88 90.88
(0.00; 5.42)  (0.45; 5.43)  (2.69; 5.43)  (3.97; 5.15)
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As taxas de cobertura foram calculadas para verificar se os intervalos de confianca
cobrem os verdadeiros valores dos parametros da distribuicao Kumaraswamy inflacionada
em zero e um impostos nas simulagoes, considerando os niveis de confiancga pré-estabelecidos.
Jé& as taxas de nao cobertura a esquerda e a direita foram calculadas para verificar se tais
nao-coberturas sao aproximadamente simétricas, como espera-se que sejam. Os resultados
estao dispostos nas Tabelas 3.5 e 3.6.

E possivel observar, ao analisar as Tabelas 3.5 e 3.6, que as taxas de cobertura convergem
para os niveis de confianca adotados e as taxas de nao cobertura tendem a apresentar
comportamento simétrico a medida em que n aumenta, o que é esperado uma vez que os
intervalos de confianca assintéticos descritos na Secao 3.3 sao baseados na distribuicao
normal.

Diante do exposto nesta secao, é possivel perceber o bom desempenho da estimagao
intervalar considerando a distribuicao assintotica dos estimadores de maxima verossimi-
lhanca, em que os intervalos apresentam boa taxa de cobertura dos parametros, bem como

aproximada simetria de nao cobertura.

3.5.3 Testes de hipoteses

A fim de verificar o desempenho dos testes razao de verossimilhangas (RV'), Wald
(W) e escore (5), foi testada a hipdtese Hy : A = A\g vs. Hy : X\ # \g e foram calculados
os tamanhos desses testes. Os valores nulos para A sdo Ag = (0.05,0.10,0.20,0.50); os
demais parametros sao fixos e assumem os seguintes valores: p = 0.5,a = 1.5 e 5 = 3.0.
Os resultados das simulacoes de tamanho para este cenario encontram-se na Tabela 3.7,
que apresenta as taxas de rejeicao nulas, isto é, calculadas sob Hy, em que o valor nulo do
parametro testado é imposto na geracao da amostra. Foram utilizados os niveis nominais
1%,5% e 10% e para definir as regices de rejeicao foram utilizados os quantis 0.99,0.95 e
0.90 da distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade.

E possivel notar que as taxas de rejeicdo nulas convergem para os respectivos niveis
nominais & medida em que o tamanho amostral cresce, como esperado. Observe ainda
na Tabela 3.7 que ao testar valores maiores para A, as taxas de rejeicao nulas tendem
a se aproximar mais rapidamente dos niveis nominais adotados, ou seja, quanto maior
for o grau de mistura da distribuicao, neste caso Ag = 0.50, melhor é o desempenho dos
testes. Além disso, na maioria dos cenarios, o teste Wald apresenta desempenho inferior
aos testes da razao de verossimilhancas e escore, e o teste razao de verossimilhancas
apresenta desempenho pouco melhor que o teste escore, considerando boa parte dos
cenarios. Contudo em diversos casos os dois testes, razao de verossimilhancas e escore,
apresentam comportamentos bastante similares. Para valores maiores de \g, a saber
Ao = 0.50, os trés testes exibem desempenhos semelhantes, convergindo de maneira similar
para os niveis nominais.

Também foram calculadas as taxas de rejeicao sob a hipdtese nula do teste de H :
p = po vs. Hy : p # pg, ou seja, os tamanhos dos testes para este novo cenéario. Neste caso,

A=02,aa=15¢e = 3.0sa0 os valores fixados para os demais parametros, enquanto
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Tabela 3.7: Taxas (%) de rejeicao nulas dos testes, considerando Hy : A = Ao vs. Hy : XA # Ao,
para a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em zero e um.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500 1000
0.05 1% RV 1.54 1.19 0.61 0.42 1.15 0.86 1.18
w 0.01 0.04 0.04 0.02 2.12 1.87 1.57
S 9.54 5.42 2.52 1.30 1.26  0.96 1.23
5% RV 9.54  5.42 2.52 3.14  4.39 5.04  4.98
w 1.54 1.19 0.61 5.21 6.51 6.53 5.57
S 39.25 19.53 7.39 3.14 2.82 4.72  4.78
10% RV 39.25 19.53 7.39 7.63 9.71 9.74 10.85
w 9.54 5.42 2.52 7.93 13.89 11.36 9.28
S 39.25 19.53 7.39 7.63 6.48 7.63 9.25
0.10 1% RV 0.63 1.35 0.33 0.96 1.31 0.86 1.01
w 0.18 0.07  0.10 2.11 1.81 1.53 1.16
S 2.85 1.35 1.06 0.95 1.27  0.78 0.94
5% RV 2.85 3.98 2.90 3.91 6.07 544  4.66
w 0.63 1.35 5.61 6.03 7.31 5.72  4.85
S 9.73 3.98 2.90 5.80 4.33 461 5.26
10% RV 9.73 3.98 7.00 8.96 10.03 10.10 10.19
w 2.85 3.98 7.45 1259 12.04 10.83 10.51
S 9.73 11.89 7.00 12.36 12.30 8.67 10.19
0.20 1% RV 0.29 0.28 1.07 1.29 1.29  0.96 1.07
w 0.29 2.15 1.77 1.44 1.74 1.09 1.07
S 1.26 1.03 0.77  0.97 1.11 0.79 1.05
5% RV 4.31 4.78 4.61 4.37 5.58 4.84  4.75
w 1.26 2.90 5.57  6.67  6.58 5.14  5.38
S 4.31 2.91 4.61 5.75 4.46 484  5.07
10% RV 4.31 8.66 10.14 10.04 9.75 10.60 9.61
w 4.31 11.02 12.71 11.38 10.05 10.69 10.51
S 11.17 8.66 10.14 10.04 9.75 10.60 10.41
0.50 1% RV 1.00 1.28 0.58 1.27  0.83 1.05 1.06
w 3.52 1.28 1.52 1.27 1.30 1.05 1.06
S 1.00 0.37 0.58 1.27  0.83 1.05 1.06
5% RV 3.52 3.78 6.13 5.73 5.60 5.55 5.17
w 3.52 3.78 6.13 5.73 5.60 5.55 5.17
S 3.52 3.78 6.13 5.73 5.60 5.55 5.17
10% RV 11.06 9.54 11.52 9.02 10.22 9.85 8.95
w 11.06 9.54 11.52 9.02 10.22 9.85 10.12
S 11.06 9.54 11.52 9.02 10.22 9.85 8.95

os valores nulos de p sdao py = (0.05,0.10,0.50,0.75). Os resultados das simulagoes de
tamanho para este segundo cenario referente aos testes de hipdteses encontram-se na
Tabela 3.8.

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 3.8 nota-se que as taxas de
rejeicao nulas dos testes da razao de verossimilhancas, Wald e escore convergem para os
respectivos niveis nominais (1%, 5% e 10%) a medida em que n aumenta. Novamente o
teste Wald apresenta comportamento inferior aos demais testes, equiparando-se com os
testes da razao de verossimilhancas e escore, apenas quando n é grande ou, em alguns
casos, quando o valor hipotetizado de p é grande, por exemplo p = 0.75. Quando o valor

hipotetizado pg é pequeno, por exemplo py = 0.05, as taxas de rejeicao nulas demoram
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Tabela 3.8: Taxas (%) de rejeigdo nulas dos testes, considerando Hy : p = pg vs. Hy : p # po,
para a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em zero e um.

Po Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500 1000
0.05 1% RV 2.98 2.02 0.94 0.68 0.56  0.51 1.10
w 0.09 0.05 0.01 0.02 0.06 3.56 3.07
S 15.73 11.18 6.25 2.80 1.71 1.03 1.21
5% RV 8.15 8.00 5.06 3.49 2.46 5.02 5.59
w 1.16 0.74 0.35 0.34 044 9.23 7.78
S 31.38 17.68 14.27 7.20 4.48 3.92 491
10% RV 16.01 13.56 11.44 7.12 5.01 9.66 10.44
w 3.00 2.24 1.67 1.23 1.79 13.48 1240
S 52.95 26.63 19.49 11.33 727 9.24 9.84
0.10 1% RV 0.91 1.04  0.66 0.56 0.59 1.26 1.15
w 0.33 0.20  0.08 0.08 4.94 2.82 1.93
S 7.13 4.99 2.73 1.35 1.08 1.09 1.09
5% RV 7.13 5.00 3.20 2.37  3.51 5.20 5.15
w 2.60 1.36 0.67  0.79 8.35 7.05 6.21
S 11.14  9.15 6.32  4.65 3.48 490 4.99
10% RV 11.14  9.15 6.32 5.11 9.38 10.11 10.55
w 3.55 2.76 2.02 3.01 1240 11.81 11.08
S 21.97 14.77 10.29 7.49 8.14 9.69 10.23
0.50 1% RV 0.00 0.10 0.88 1.20 0.96  0.97 1.06
w 0.96 2.82 4.31 2.50 1.60 1.27 1.17
S 0.00 0.02 0.38 0.85 0.93 0.93 1.02
5% RV 1.00 3.19 6.17  5.23 4.98 5.31 5.19
w 3.66 7.63 10.57  6.90 5.77  5.79 5.48
S 0.23 1.18 3.45 5.07 4.64 5.29 5.18
10% RV 3.66 7.63 10.63 10.12 9.84 10.48 10.10
w 10.25 14.00 14.13 11.94 10.69 10.85 10.32
S 1.16 4.39 9.49 9.76 9.53 10.33 10.10
0.75 1% RV 0.49 0.76 0.74 0.72 1.19 1.19 1.13
w 0.49 0.76 149 4.14 2.67 1.62 1.37
S 0.49 0.78 0.98 0.94 0.80 1.10 1.10
5% RV 3.00 2.80 2.39 4.84 5.43 5.55 5.17
w 3.00 3.03 5.30 8.61 7.08 6.30 5.57
S 3.52 4.29 4.08 4.09 4.80 5.29 5.12
10% RV 5.83 6.65 6.30 10.06 10.33 10.51 10.56
w 3.54 4.90 10.00 14.00 12.16 11.11 10.72
S 10.35 8.03 5.96 9.20 10.07 10.63 10.40

mais para convergirem aos respectivos niveis nominais. Quando a probabilidade de uns
na sub-amostra discreta aumenta, entao as taxas se aproximam dos niveis nominais mais
rapidamente.

Ressalta-se que, nas simulagoes de tamanho realizadas foram armazenados os quantis
de 90%, 95% e 99% das estatisticas de teste a fim de utiliza-los como valores criticos
(exatos) nas simulagoes de poder, visando comparar testes de mesmo tamanho.

Para as simulagoes de poder foram calculadas as taxas de rejeicao sob a hipdtese
alternativa, ou seja, realizando a geracao dos dados sob H;. Os resultados obtidos estao
dispostos nas Tabelas 3.9 e 3.10. Na Tabela 3.9 encontram-se as taxas de rejei¢do nao nulas

quando a hipotese testada é Hy : A = A\g vs. Hy : X # Ag e na Tabela 3.10 encontram-se as
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taxas de rejeicdo nao nulas para a hipétese Hy : p = pg vs. Hy : p # po. Os valores de a e
[ sao fixos e iguais a 1.5 e 3.0, respectivamente, além de p = 0.5 na primeira simulagao e

A = 0.2 na segunda simulagao.

Tabela 3.9: Taxas (%) de rejeigdo nao nulas dos testes, considerando Hy : A = A\g vs. Hy : A # Ao,
para a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em zero e um.

Ao Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500 1000
0.05 1% RV 7.28 1091 16.45 38.00 61.96 96.68 99.98
w 729 10.69 17.21 29.85 20.21 90.17  99.89
S 2.85 3.98 14.35 29.85 63.63 97.30 99.98
5% RV 17.88 25.88 35.26 61.40 81.60 98.69 100.00
w 18.67 25.79 35.15 29.94 53.74 98.13 100.00
S 9.73 11.89 26.32 55.82 79.71 99.21 100.00
10% RV 30.00 35.81 48.95 68.93 86.31 99.51 100.00
%4 29.86 36.22 48.53 61.84 79.71 99.21 100.00
S 29.39 27.33 44.08 68.88 86.00 99.50 100.00
0.10 1% RV 5.05 6.82 12.04 1595 37.18 81.07  98.72
w 3.79 6.81 6.78 1.96 14.39 70.20 97.86
S 3.79 3.65 6.71 23.57 37.18 82.38 99.05
5% RV 15.02 20.66 28.04 38.30 53.73 91.88 99.70
w 15.54 20.57 8.31 15.25 45.60 88.49 99.62
S 10.79 18.32 21.41 43.37 61.18 92.81 99.70
10% RV 26.11 31.10 35.08 46.71 68.65 95.97  99.93
%4 26.31 30.90 30.35 33.01 61.23 94.56 99.87
S 25.86 18.32 34.69 43.40 68.64 95.97  99.93
0.20 1% RV 0.02 0.00 16.47 57.94 91.06 100.00 100.00
%4 0.02 9.63 26.51 63.23 93.42 100.00 100.00
S 0.00 0.00 4.55 44.18 85.71 100.00 100.00
5% RV 0.22 1834 37.93 79.74 97.71 100.00 100.00
w 2.64 19.02 55.92 84.61 98.46 100.00 100.00
S 0.18 0.00 34.83 70.15 97.30 100.00 100.00
10% RV 0.49 24.53 55.93 87.42 99.21 100.00 100.00
%4 22.82 4291 64.56 90.41 99.51 100.00 100.00
S 0.18 18.41 34.83 79.74 99.09 100.00 100.00
0.50 1% RV 4.35 6.94 11.76 27.77 60.73 97.44 100.00
W 4.35 7.99 12.36 28.72 60.96 97.51 100.00
S 4.35 4.10 9.32 24.75 58.46 97.02 100.00
5% RV 11.38 20.28 29.49 52,55 81.13 99.51 100.00
w 11.36 20.35 30.57 52.99 81.12 99.48 100.00
S 11.17 17.83 23.59 47.26 78.89 99.46 100.00
10% RV 24.23 30.61 42.63 64.78 88.83 99.82 100.00
%4 24.36  30.62 42.48 64.44 88.78 99.82 100.00
S 11.17 29.93 34.39 62.92 86.20 99.82 100.00

Na primeira simulagao de poder, Tabela 3.9, a geracao dos dados foi feita usando
os seguintes valores de A: (0.10,0.15,0.10 e 0.40) contra Ay = (0.05,0.10,0.20 e 0.50),
respectivamente, e como valores criticos foram utilizados os quantis das estatisticas de
teste calculadas na simulagdo de tamanho, cujos resultados se encontram na Tabela 3.7.
Como observado a partir dos resultados apresentados nas Tabelas 3.9 e 3.10, em ambos
0s cendrios nota-se que as taxas de rejeicdo nao nulas convergem para 100% quando o

tamanho amostral aumenta, o que era esperado, indicando bom desempenho dos testes de
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hipoteses realizados.

Tabela 3.10: Taxas (%) de rejeigdo ndo nulas dos testes, considerando Hy : p = po vs. Hy : p # po,
para a distribuicaio Kumaraswamy inflacionada em zero e um.

Do Nivel Estatistica n
nominal de teste 20 30 50 100 200 500 1000
0.05 1% RV 3.03 3.60  4.90 8.72 15.87 34.66 58.13
w 3.22 3.53 5.19 8.69 1547  0.05 7.90
S 3.19 3.52 5.16 8.61 15.80 39.34 65.76
5% RV 10.98 12.26 14.65 21.32 35.82 49.81 77.21
w 1096 11.96 14.63 21.32 30.23 18.10 55.33
S 11.03 11.94 14.68 21.46 35.75 59.62 82.12
10% RV 18.74 20.96 23.92 3241 47.92 61.41 85.43
w 18.73 20.86 24.00 32.35 37.99 36.52 75.03
S 17.88 20.49 23.89 3245 48.12 67.71 87.68
0.10 1% RV 4.35 5.24 9.41 17.35 33.30 60.78 92.01
w 4.36 5.30 9.35 15.13 0.89 14.03 75.59
S 4.26 5.23 9.21 17.87 33.71 69.20 94.22
5% RV 13.08 16.90 22.95 37.65 49.49 80.38 97.73
w 13.36 16.90 23.20 29.98 11.12 62.59 95.18
S 13.17 16.90 23.11 37.53 57.56 84.60 98.31
10% RV 22.76  26.43 33.87 49.45 57.35 87.58 98.94
w 22.53 26.71 33.92 38.48 37.41 80.11 98.23
S 22.35 26.75 33.73 50.01 65.00 89.64 99.17
0.50 1% RV 1.57 1.60 2.34  4.51 9.48 29.22 58.80
w 1.57 1.63 2.01 4.41 9.35 29.23 58.80
S 1.57 1.65 2.32  4.63 9.48 29.22 58.72
5% RV 6.32 6.99 9.20 14.40 24.31 50.58 80.77
w 6.66 7.26 8.96 14.28 24.31 50.52 80.75
S 6.41 6.98 9.20 14.44 24.31 50.56 80.75
10% RV 11.97 13.29 15.91 22,59 35.12 63.02 88.38
w 11.96 12.69 15.95 2242 35.26 63.01 88.39
S 11.80 13.19 15.93 2246 35.24 63.02 88.32
0.75 1% RV 3.12 4.07  4.77 7.16 11.19 34.86 68.93
w 3.06 3.69 3.12 0.53 2.18 20.91 59.36
S 2.20 4.08 4.63 8.89 16.43 39.72 71.64
5% RV 11.32 13.28 15.36 17.23 27.42 57.87 86.90
w 11.32  12.09 8.84 6.83 17.73 50.45 84.39
S 11.26 13.31 16.87 21.15 31.99 60.98 87.83
10% RV 19.28 21.11 21.97 24.95 39.06 69.00 91.84
w 19.06 20.27 16.34 16.74 31.57 64.86 90.63
S 18.88 21.67 24.96 28.79 42.58 71.03 92.48

Quando o parametro de mistura A é testado, Tabela 3.9, constata-se que para valores
mais baixos de \g, as taxas de rejeicao nao nulas dos testes aumentam mais lentamente,
quando comparadas com os poderes registrados ao se utilizarem valores mais altos de ).
Ainda nesse cenario, considerando um tamanho amostral pequeno, por exemplo n = 20,
o teste Wald apresenta desempenho superior aos testes da razao de verossimilhancas e
escore, apresentando taxas de rejeicao nao nulas mais altas que os outros dois testes, o que
se repete para outros tamanhos amostrais. Contudo, de maneira geral, o teste da razao
de verossimilhancas apresenta desempenho melhor do que os dos demais testes utilizados

quando tem-se valores mais baixos de )y, independente do tamanho amostral. O teste



62

escore mostra desempenho inferior aos outros dois testes na maioria dos cenarios.

Ao se testar Hy : p = pg vs. Hy : p # po, também foram calculadas as taxas de rejeicao
sob H; e os resultados das simulagoes para este novo cenario estao dispostos na Tabela
3.10. Nessa simulacao foram considerados como valores nulos py = (0.05,0.10,0.50 e 0.75)
mas a geragao dos dados foi feita utilizando os seguintes valores para p: (0.10,0.20,0.40 e
0.65), respectivamente. Os valores criticos usados na defini¢ao da regiao de rejeigao foram
extraidos das simulagoes de tamanho apresentadas na Tabela 3.8, calculando-se os quantis
desejados das estatisticas de testes utilizadas. Em primeira instancia é notério que as taxas
de rejeicao nao nulas se aproximam mais lentamente de 100% quando a hipdtese a ser
testada refere-se ao parametro p, isto quando comparada a hipotese que impde restrigoes
sob o parametro A (Tabela 3.9). Ainda destaca-se para py = 0.50 que os testes apresentam
desempenhos bastante similares, todavia, considerando tamanhos amostrais altos, o teste
escore se destaca entre os demais, apresentando taxas de rejeicao nao nulas mais altas. J&
o teste Wald exibe desempenho inferior aos outros dois testes em boa parte dos cenarios.
Em alguns casos, para pequenos tamanhos de amostra, o teste razao de verossimilhangas é
o teste que apresenta o melhor desempenho.
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Figura 3.2: Poderes dos testes, distribuicao KIZU.
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Ademais, curvas de poder foram construidas considerando n = 100, 5000 réplicas de
Monte Carlo, o = 1.5, § = 3.0 e nivel de significAncia de 5%. A fim de comparar os
poderes dos trés testes, quando a hipotese testada é Hy : p = pg vs. Hy : p # pg, as curvas
de poder estao expostas na Figura 3.2. Nota-se que para um valor de p mais alto, por
exemplo py = 0.75, os comportamentos dos testes sao mais diferentes, tendo o teste Wald
desempenho inferior aos demais. Quando a probabilidade de uns é igual a probabilidade
de zeros na subamostra de valores discretos, ou seja pg = 0.50, os testes tém desempenhos
bastante proximos. Adicionalmente, comparando os quatro cendarios exibidos na Figura 3.2,
percebe-se que para valores menores de p, as taxas de rejeicdo dos testes convergem mais
rapidamente para 100% e sa@o mais sensiveis a pequenas distancias do valor hipotetizado.
Nao obstante, em qualquer cenario sao evidenciados os bons desempenhos dos trés testes
utilizados, uma vez que estes tém taxas de rejeicao que tendem para 100% a medida em
que o valor alternativo se distancia do valor nulo, tal como tende ao nivel nominal adotado

quando os valores sob H; se aproximam do valor nulo.

3.6 Aplicacao

Nesta se¢ao seré apresentada uma aplicagdo a dados reais restritos ao intervalo [0, 1]
utilizando a distribui¢do Kumaraswamy inflacionada em zero e um, KIZU. O conjunto de
dados usado nessa aplicagdo possui 109 observacoes e a variavel de interesse é a proporcao
de acumulagao de agua em reservatorios do Estado de Pernambuco. As observagoes
foram feitas entre 21/10/2009 e 17/11/2017 e foram retiradas do banco de dados de
monitoramento hidrolégico da Agéncia Pernambucana de Aguas e Clima (APAC), que se
encontra disponivel no sitio http://www.apac.pe.gov.br/monitoramento/.

A nivel de comparacao também foi ajustada a distribuicao beta inflacionada em zero e
um (BIZU) proposta por Ospina e Ferrari (2010). Uma varidvel aleatéria segue distribuicao
BIZU com parametros A, p, it e ¢ se sua funcao de densidade é dada por

Ap, se y=1,
bizu(y; A, p, p, ¢) = 1 A(1 —p), se y =0,
Q=X f(y;p,0), se ye(0,1),
em que f(y; u, ®) é a funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao beta com pardme-
tros p (média) e ¢ (precisao).

Os parametros das duas distribuigoes foram estimados pelo método de maxima ve-
rossimilhanca utilizando o ambiente computacional estatistico R. Foi usado o método de
otimizacao L-BFGS-B com primeiras derivadas analiticas. Para auxiliar na implementacao
da funcao de distribuigdo KIZU foi utilizada a fun¢do pkumar do pacote VGAM (Yee, 2008);
ademais, foi utilizado o pacote gamlss.dist, desenvolvido por Mikis Stasinopoulos, Bob
Rigby com contribuigées de Calliope Akantziliotou e Raydonal Ospina (Stasinopoulos et.
al, 2012), para a implementagao da distribuicao BIZU.

O histograma da distribuicao da propor¢ao de acumulagao de dgua em reservatérios

no Estado de Pernambuco estd apresentado na Figura 3.3. E possivel verificar que a
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Figura 3.3: Histograma da proporc¢ao de acumulacido de dgua em reservatérios de Pernambuco.

distribuicao dos dados apresenta assimetria a direita. Esse comportamento pode ser
confirmado ao se analisar a Tabela 3.11 uma vez que a mediana é menor que a média. As
duas linhas verticais com um circulo em cima no histograma da Figura 3.3 representam as
frequéncias de zeros e uns na amostra. Observe que a frequéncia de zeros é maior que a
frequéncia de uns; mais precisamente a amostra tem 34 zeros e 13 valores um.

Na Tabela 3.11 estao apresentadas algumas medidas resumo da proporcao de acumula-
¢ao de agua em reservatérios de Pernambuco. Nota-se que o valor minimo da variavel de

interesse é zero, o valor maximo é um e 75% das observagoes nao excede 0.8820.

Tabela 3.11: Medidas resumo da propor¢ao de acumulagao de dgua em reservatorios de Pernam-
buco.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
0.0000 0.0000 0.1100 0.3743 0.8820 1.0000

As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros que indexam a distribuicao
KIZU com seus respectivos erros-padrao (entre parénteses) sao A = 0.4312 (0.0474),
p = 0.2766 (0.0652), & = 0.4570 (0.0856) e 3 = 0.6481 (0.0998). Para a distribuicéo
BIZU as estimativas sdo A = 0.4312 (0.0474), p = 0.2766 (0.0652), i = 0.4409 (0.0460) e

¢ = 0.9990 (0.1617).
Na Figura 3.4 estao apresentados (a) o histograma dos dados junto com as densidades

>l

KIZU e BIZU estimadas, bem como (b) as fungoes distribuigdo acumuladas estimadas
KIZU e BIZU e a funcao distribuicao acumulada empirica. Note que a fun¢ao distribuicao

acumulada KIZU estd mais préoxima da funcao empirica do que a fun¢ao de distribuigao
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Figura 3.4: (a) Histograma e densidades estimadas e (b) fungoes distribui¢ao acumuladas para
a proporc¢ao de acumulagdo de dgua em reservatorios de Pernambuco.

Adicionalmente foi calculada a estatistica Kolmogorov-Smirnov (KS) considerando
apenas a parte continua dos dados. Essa estatistica compara a funcao distribuicao empirica
dos dados com a funcao distribuicao acumulada hipotetizada e quanto maior for o seu valor
mais indicios existem de que os dados nao sao provenientes da distribuicao em avaliacao.
A estatistica KS é 0.1391 (p-valor = 0.1787) para a distribuigao KIZU e 0.2422 (p-valor =
0.0014) para a distribuicdo BIZU, indicando que ha mais evidéncias de que os dados sdo

provenientes da distribuicao KIZU.

3.7 Conclusoes

Em muitas aplica¢oes empiricas os dados assumem valores no intervalo [0, 1] e, assim,
nao podem ser modelados por distribuigbes que possuem suporte em (0,1), como por
exemplo as distribuigoes beta e Kumaraswamy. Ospina e Ferrari (2010) propuseram uma
distribuicao inflacionada em zero e um tendo a distribui¢cao beta como base. Dadas as
vantagens da distribuicdo Kumaraswamy, neste capitulo foi proposta uma distribuicao
inflacionada em zero e um a partir da mistura da distribuicao Bernoulli com a distribui-
¢do Kumaraswamy, que tem uma funcao densidade de probabilidade bastante flexivel,
apresenta uma funcao quantilica simples, que nao depende de qualquer funcao especial,
o que possibilita gerar facilmente ocorréncias de uma variavel aleatéria Kumaraswamy
inflacionada em zero e um. Essa nova distribuicdo permite modelar dados no intervalo
[0,1].

Estimacao pontual, através do método de maxima verossimilhanca, foi discutida para

a nova distribuicao, bem como foram apresentados intervalos de confianca assintéticos e
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também testes de hipdteses. Os desempenhos dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros que indexam a distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero e um foram
avaliados através de simulacoes de Monte Carlo. Também foram realizadas simulagoes
para verificar os desempenhos dos testes da razao de versossimilhancgas, Wald e escore,
comparando seus tamanhos e poderes. A partir dos resultados encontrados, pode-se
concluir que os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicao
Kumaraswamy inflacionada em zero e um, bem como os testes considerados, apresentam
bons desempenhos em amostras finitas.

Também foi realizada uma aplicacao a dados reais, através da qual pode-se observar
que a distribuicao Kumaraswamy inflacionada em zero e um ajusta bem dados no intervalo
[0, 1]. Portanto, fica evidenciada a utilidade da distribuigdo Kumaraswamy inflacionada

em zero e um para modelar dados que assumem valores em [0, 1].
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4 MODELOS DE REGRESSAO
KUMARASWAMY INFLACIONADOS

4.1 Introducao

Modelos de regressao sao frequentemente usados para analisar dados que sao relacio-
nados com outras variaveis. Quando se tem uma rela¢do linear entre a variavel resposta
(dependente) e a varidvel regressora (independente), o modelo de regressao linear cléssico
¢ comumente utilizado. Contudo, esse modelo além de supor linearidade impoe outros
pressupostos, por exemplo, considera indiretamente que a variavel resposta ¢ normalmente
distribuida. Por conseguinte, o modelo de regressao linear nao é apropriado em situacoes
em que a varidvel resposta assume valores no intervalo (0, 1), podendo até fornecer valores
ajustados para a variavel dependente fora dos limites desse intervalo. Uma solugio é usar
uma transformacao na variavel resposta para que ela assuma valores na reta real. Contudo,
essa abordagem possui desvantagens, como por exemplo a dificuldade na interpretacao
dos parametros do modelo com relagao a variavel resposta original.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram o modelo de regressao beta, que é adequado
para casos em que a varidvel resposta assume valores no intervalo (0,1). Esse modelo
supoe que tal variavel segue distribuicao beta.

O modelo de regressao beta nao ¢ adequado para modelar varidveis que assumem
valores em [0, 1), (0,1] ou [0, 1]. Ospina e Ferrari (2012) propuseram modelos de regressao
que sao apropriados para modelar varidveis nos intervalos [0, 1) e (0, 1], e Ospina (2008)
também propde, em sua tese de doutorado, o modelo de regressao para varidveis em [0, 1].

Como observado nos Capitulos 2 e 3, a distribuicio Kumaraswamy proposta por
Kumaraswamy (1976), que assim como a distribuigdo beta, pode ser usada para modelar
variaveis no intervalo (0, 1), tem caracteristicas atraentes e por isso serd utilizada neste
trabalho para criagao de novas distribuicoes que atribuem probabilidades aos limites do
intervalo (0, 1).

A distribuicao Kumaraswamy nao possui formas fechadas para seus momentos, mas
possui uma funcao quantilica simples, o que facilita a modelagem de sua mediana, ou
de qualquer outro quantil. A simplicidade da funcao quantilica da distribuicdo Kuma-
raswamy se da pois esta nao depende de fungoes especiais, como é o caso da distribuicao
beta. Esse fato também facilita a geragao de ocorréncias de uma variavel aleatéria que
segue distribuicdo Kumaraswamy, uma vez que é possivel utilizar o método da inversao.
Adicionalmente, a distribuicdo Kumaraswamy também é bastante flexivel, sua densidade
pode assumir diversos formatos a depender dos valores dos pardmetros que a indexam.
Isso faz com que a distribuicao Kumaraswamy seja bastante versatil, podendo ser ajustada
a diversos conjuntos de dados que se encontram no intervalo (0, 1).
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A parametrizacao padrao da distribuicao Kumaraswamy em termos dos parametros
de forma fornece expressoes para média e variancia que dependem de integrais que nao
possuem forma fechada, o que dificulta seu uso no contexto de modelagem. Entretanto,
Mitnik e Baek (2013) discutem duas reparametrizagoes da distribuicio Kumaraswamy
que facilitam seu uso em modelos de regressao permitindo modelar tanto o parametro
de locac¢ao (mediana) quanto a dispersao. Neste capitulo serd introduzido o modelo de
regressao Kumaraswamy para o caso em que a variavel resposta assume valor zero e/ou
um, com base no modelo apresentado por Mitnik e Baek (2013).

O presente capitulo esta dividido em: descricao do modelo de regressao Kumaraswamy,
na Secao 4.2; proposta do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero ou um na Sec¢ao
4.3, bem como apresentacao das respectivas inferéncias consideradas; na Se¢ao 4.4 sao
apresentados resultados de simulagao de Monte Carlo para estimagao dos parametros
do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero ou em um; o modelo Kumaraswamy
inflacionado em zero e um é proposto e discutido na Secao 4.5, bem como apresentamos a
estimacao por maxima verossimilhanca; na Secao 4.6 apresentamos os resultados numéricos
para o modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um; na Secao 4.7 discutimos critérios
para selecao de modelo, bem como residuos e técnicas para verificar a bondade dos ajustes;
aplicacoes a dados reais, dos modelos inflacionados propostos, sdo apresentadas na Segao

4.8; e, por fim, as conclusoes deste capitulo sdo apresentadas na Secao 4.9.

4.2 Modelo de regressao Kumaraswamy

A distribuicdo Kumaraswamy é uma distribuicdo biparamétrica de probabilidade conti-
nua definida para varidveis aleatérias com suporte no intervalo (0, 1). E uma distribuicao
similar a distribuicao beta e também ¢é bastante flexivel, pois sua funcao densidade de
probabilidade pode assumir diversas formas, a depender dos valores dos parametros que a
indexam. As funcoes densidade e de distribuicdo acumulada considerando a parametrizacao
padrao da distribuigio Kumaraswamy podem ser vistas na Sec¢ao 2.2. Seja Y ~ Kum(a, 3).
A fungao quantilica Kumaraswamy é dada por

1/a
)

y=G(u) =[1-(1—u)""] (4.1)

em que u € (0,1), sendo « e 3 os pardmetros de forma da distribuigio Kumaraswamy.

De (4.1) é possivel obter uma expressao para mediana da distribui¢ao, que é dada por
w=md(Y) = (1-05Y%)"". (4.2)

A expressao (4.2) fornece a base para duas reparametrizacoes introduzidas por Mitnik e
Baek (2013).
Segundo Mitnik e Baek (2013), a partir de (4.2) é possivel expressar os parametros de

forma a e 5 como
In(1 — 0.5%
o= U =05%) (4.3)
In(w)
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In(0.5)
B = T
In(1 — wia)
em que d, = a ' e dg = f7'. Substituindo (4.3) e (4.4) nas fungoes densidade de
probabilidade, distribui¢ao acumulada e quantilica da Kumaraswamy, os autores obtiveram

(4.4)

duas possiveis reparametrizagoes da distribuicao Kumaraswamy. Nesse capitulo serd
considerada apenas a primeira reparametrizagao, uma vez que esta sera usada na construgao
do modelo de regressao. Para mais detalhes sobre essas reparametrizacoes, ver Mitnik e
Baek (2013).

A primeira reparametrizagao é obtida substituindo [ pela expressao (4.4). As novas
fungoes densidade de probabilidade, distribui¢do acumulada e quantilica reparametrizadas
sao dadas, respectivamente, por

In(0.5)

1n(05) =l a-1 a1 1
Tw,dy) = Y (1 — e >1n(1*w “) 4.5
9(y;w, da) doin(l —win)? y (4.5)

In(0.5)

Glyiw,d) = 1= (1=y™ oo o

-1
ln(lfwda )

do
G_l(y;w7do¢) = [1 — (1 — u)ln(OS)] )

Mitnik e Baek (2013) mostram que d, e dg sao parametros de dispersao.

As reparametrizagbes introduzidas por Mitnik e Baek (2013) possibilitam o uso da
distribuicao Kumaraswamy para desenvolver um modelo de regressao incluindo dois
submodelos, um para a mediana e outro para a dispersao. Mitnik e Baek (2013) sugerem o
uso da primeira reparametrizacao por ser mais vantajosa em termos de interpretabilidade.

Considerando Y ~ Kum(q, 5) como varidvel dependente e usando a primeira repara-
metrizagao expressa em (4.5), Mitnik e Baek (2013) apresentam um modelo andlogo aos
modelos discutidos por McCullagh e Nelder (1989), em que

W o= (T+emm) (4.6)

To= e, (4.7)

¢ indexando as observagoes, 0 < w < 1 sendo a mediana e 0 < 7 = d, < o sendo o
parametro de dispersdo. Aqui, x1 é um vetor n x r e ¢; é um vetor n x u de varidveis
regressoras (independentes), 71 € ¢ sdo, respectivamente, os vetores 7 x 1 e u x 1 dos
parametros do modelo a serem estimados e foram usadas as funcoes de ligacao logit e
logaritmica, respectivamente, para os submodelos de locagao (w;) e dispersao (7;).

E possivel mostrar que

—1 Ti

T,

In[l-—w.?
%

Yi=[1-(1—u) w0 |

em que u; ~ U(0,1).
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A funcao de log-verossimilhanga para o modelo dado em (4.6) e (4.7), considerando
uma amostra independente y = (y1, %, ..., ¥y,) de tamanho n da varidvel aleatéria Y, é
dada por

(ay) — im(;)+iln m(lf(_oiz/) +i<i—1)1n(yi)

Esse modelo também ¢é discutido por Oliveira e Bayer (2017) e, segundo os autores,
a estimacao dos parametros pode ser feita através da maximizacao da funcao de log-
verossimilhanga £(71,¢1;y). Contudo, os estimadores de maxima verossimilhanga dos
parametros do modelo nao possuem forma fechada. Entao, as correspondentes estimativas

podem ser obtidas maximizando numericamente (7, ¢1;y).

4.3 Modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado
em zero ou um

Seja 'y = (y1,Y2,--.,Yy,) uma amostra independente de tamanho n da distribui¢ao
Kumaraswamy inflacionada em ¢, com densidade reparametrizada dada por

A se Yy =c,

R R A i} 49

em que g(y;w, T) é expressa em (4.5) com 7 = d,,.

4.3.1 Dispersao fixa

O modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em ¢ considerando dispersao fixa,
com ¢ =0 ou ¢ = 1, é definido por

{ h(N) = 200, 2T = G (4.9)
flw) = D zuye= n, i=1,...,n,
emque h:(0,1) — R e f:(0,1) — IR sdo fungoes de ligagao estritamente monétonas e
duas vezes diferencidveis, z; = (i1, ..., Zim) € T; = (X1, - .., Tip), M+T < N, $20 as varidveis
regressoras conhecidas, que podem coincidir total ou parcialmente, e T = (7y,...,7,)" e
v =(7,...,7%)" sdo os vetores de parAmetros do modelo a serem estimados. Diferentes
fungoes de ligagao h e f podem ser usadas, por exemplo, a fungao logit f(w) = In|w/(1—w)],
a fungao log-log f(w) = In[—In(w)], a funcao log-log complementar f(w) = In[—In(1—w)],
entre outras, tanto para f(w) quanto para h(\).

E possivel reescrever a densidade em (4.8) de forma que ela seja composta por dois

termos, um que depende apenas de \ e outro que depende apenas de w e T:

kio(y; A, w, 7) = [AMe® (1 — )W x [g(y;w, 7) e @] (4.10)
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em que Iy (y) = 1sey =0ouy =1, Iy(y) = 0se y e (0,1) e g(y;w,7) é a fungao
densidade reparametrizada da distribuigao Kumaraswamy expressa em (4.5), com T = d,.

A funcao de verossimilhanca para @ = (77,~7",7)7, baseada na densidade expressa em
(4.10), é dada por

L(0;y) = | [Ke(ys; Aiwi, 7) = Li() x La(7,7),
=1

em que
7T) = H )\?{C}(yi)(l - )‘i)liﬂ{C}(yi) € LZ % ng Yis Wiy T 1 H{C}(yi)a
i i=1

I (y;) sendo a funcao indicadora que vale 1 quando y = c e 0 caso contrario, \; =
&), wi = f7Hms) e g(yi; wi, T) sendo a fungao densidade da distribuicio Kumaraswamy
reparametrizada expressa em (4.5), com 7 = d,.
De forma analoga a funcao de densidade expressa em (4.10), a func¢ao de verossimilhanga
para @ = (77,47, 7)T também pode ser fatorada em dois termos, um dependente apenas
do parametro de mistura A e outro termo que depende da mediana e do parametro de

dispersdo, w e 7. Logo, a funcio de log-verossimilhanca para @ = (7',v",7)" é dada por

00;y) = li(m) + Loy, T),

em que

l(m) = Z (e (i) In(A Zl—]l{c} y)|In(l —X;) e

brr) = i[l—H{c}wn]ln[g(yi;wm] n(2) [n—ZH{c} y]

+ anln ln(lil(_o'i)w) [1 =Ty ()] < - 1) Zln vi) [1 = Mgy (33)]

+ Zn: ((')1/T)—1 ln(l—yzl/7> [1— Ty (y)],

que similarmente fatora em dois termos conforme descrito para a funcao de verossimilhanca.
Note que é preciso utilizar a convencao In(0) x 0 = 0.
Diferenciando a funcao de log-verossimilhanca uma vez obtém-se a funcao escore, cujos

componentes sao

Uﬂ'j(ﬂ-) = 577]' - o\ 57'(]- Ai(1_>\i) 671-3'7

i=1
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662 (’77 T) 662(’% T) %

U“/t (77 T) = 6’715 = 5&)1' a’Yt
no In(1—w") +In(05)In(1—y " .
= l Z wz.T -1 [1 - H{C} (yz)] ( >1 ) ( ) ) awla
T (1—wZT )ln (1—w{ ) 0Vt

Ur(y,7) = %((;’ = i [ ZH{C} Yi ] - ;iln(yi) [1— Ty (v:)]

In (1 = w[fl) + In(0.5) In (1 — y[il)
(1 — oJZ-T_l) In? (1 — w[_l)

1 ¢ -1
=1

y7 ' In(y;) [111(0.5) —1In (1 — wifl)]
(1 — y[_l) In (1 — w[_l)

Note que
N 0N OG  OhTHG) Ow; 0w Oy, Of H(n;)

on;  0G om0 TG T oy T amom o "

que dependem das fungoes de ligacao utilizadas para \ e w.

Apbés realizar estimagao pontual é possivel construir intervalos de confianca para os
parametros que indexam o modelo. Os intervalos de confianca assintdticos para 7,y e T
sao dados, respectivamente, por

Tt 2q_5ep(®;), St zq_5ep() e T+ zq_g)ep(7),

em que ep(-) é o erro-padrao de cada estimador, que é obtido pela raiz quadrada dos

elementos da diagonal principal da inversa da matriz de informacao, substituindo os

parametros pelos estimadores de maxima verossimilhanca; 218 é o quantil 1 — g da
2

distribuicao normal padrao e 1 — ¢ é o nivel de confianca adotado.

4.3.2 Dispersao variavel

E possivel modelar o parametro de dispersao, inserindo um submodelo para 7 no modelo
apresentado em (4.9). Considere agora o seguinte modelo Kumaraswamy inflacionado em

zero ou um com dispersao variavel:

h(A:) Z;ﬂ:l ZigTy = G
flw) = thl TigYe = i,
dir) = Dpqams= Yi i=1,...,n,

em que h: (0,1) — IR, f:(0,1) — R e d : (0,0) — IR sdo fungoes de ligacao

estritamente mondtonas e duas vezes diferencidveis, z; = (2i1, - -, Zim), i = (Ti1, -, Tir) €
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¢ = (¢i1, -+, Qu), m+71+u < n, sdo varidveis regressoras conhecidas e 7 = (my, . .. ,7rm)T,

Y=, %) es=(1,...,5,)" sdo os pardmetros do modelo a serem estimados.

(TTT

Para esse modelo a funcao de log-verossimilhanca de 8 = ;7,617 é dada por

0(0;y) = i) + La(7,5),

em que

€2(77 g) = Zn:[l - ]I{c} (yl)] ln[ g\Yi; Wi, Tz an 1- ]I{c} yz <1>

Ti

+ Zn] In ln(05)) [1— T (y:)] +i (Tl - 1) In(y;) [1 = Tgey (i) |

=1 1 (1— 1/7-2 1

" ; m_l In (14! ) [1 T ()]

Novamente, utilizamos a convengao In(0) x 0 = 0.
Agora tome como fungdes de ligagao h(N;) = In[—In(1 — \)] = ¢, f(wi) = Infw;/(1 —
wi)] = n; e d(1;) = In(7;) = T;. E possivel obter a funcio escore, cujos elementos sio

06 o Mg (W) = Ni (e
U (r) o (m) _ oli(m) O 3G _y @) =iy

aﬂ'j N 8)\1 8@ 67'(']' N i )\1(1 - )\z)
_ 0ly(y,9) 552(7&)%5%
U%(’Ya§) = o, = ow;  On; Oy
n | Iln (1 — w; ) + In(0.5) In (1 — ) g mge [1— T (y)]
= Z =1 1 wiL ni )2 ’
= Ti(l—wil )1112(1—%-’ ) (1+em)
t=1,...,r,
(e () am Yy N1 1
U, (7,6) = 2 o oT. 0 @Z; p + 2 )
wziil In(w;) |In {1 —w}il + In(0.5) In —yziil
e (1) w09 (1)

.

1
(1 —w, ) In (1 — W,

1y;i_l In(y;) [ln(0.5) —1In (1 — wzi_lﬂ

(1 — y?l) In (1 — w?l)

b=1,...,u.

[1— T ()] € qan,

Os intervalos de confianga assintéticos para os parametros que indexam esse modelo

sao dados por

T+ 20_5ep(R;), Atz gep() e G 2q_5)ep(Q),
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em que ep(-) é o erro-padrao de cada estimador, obtido pela raiz quadrada dos elementos

da diagonal principal da inversa da matriz de informacao, substituindo os parametros

pelos estimadores de maxima verossimilhancga; 218 é o quantil 1 — g da distribuicao
2

normal padrao e 1 — ¢ é o nivel de confianca adotado.

4.3.3 Testes de hipoteses

Além de estimacao pontual e intervalos de confianga, também sera abordado o teste
da razao de verossimilhancas. Considere que o interesse ¢é testar restricoes para um
subconjunto de parametros de @, entao Hy : 6, = 0%0) vs. Hy : 01 # 050), em que 01 é o
vetor r X 1 de parametros de interesse. A estatistica do teste da razao de verossimilhancas
é dada por

RV = 2[((6) — £(0)],
em que 0 é o estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 6 e 6 = (0&0”, 9;) ! éo
estimador de maxima verossimilhanca restrito de 8, obtido pela imposicao de Hy.

Sob condigoes usuais de regularidade e sob a hipdtese nula, a estatistica da razao
de verossimilhancas tem distribuicao assintética x?, em que r é o nimero de restricoes
impostas em Hy. Assim, Hj € rejeitada se RV > Xf,lﬂg.

No caso particular em que ¢; é um escalar, além do teste da razao de verossimilhancas

também ¢é possivel utilizar o teste Z, cuja estatistica de teste apresenta a seguinte forma:

6 -6
ep(él) ’

A . . o N . 0) .
em que 6 ¢é o estimador de maxima verossimilhanga do parametro de interesse, «9% )¢ o

valor nulo e ep(f;) ¢ o erro-padrio de 6;.
A distribui¢ao aproximada da estatistica Z é normal padrao. Logo, Hy é rejeitada se
Z > Z(1-8) ou se Z < —Z(1-3), €M que 2 ¢é o quantil da distribuicao normal padrao.
2 2

4.4 Resultados numéricos para o modelo KI.

Foram realizadas simulacoes de Monte Carlo para avaliar os desempenhos dos esti-
madores de méaxima verossimilhanga (EMV’s) dos pardmetros que indexam o modelo
Kumaraswamy inflacionado em zero. Para atingir tal objetivo, foram considerados diversos
cenarios: C1) submodelo apenas para o parametro de mistura, A; C2) submodelos para A
e w, sendo esses dois cendrios com dispersao fixa, e por fim, C3) submodelos para A\, w e T,
sendo este ultimo modelo com dispersao variavel.

Nas simulacdes foram utilizadas as funcdes \; = 1 — e~ ™ = 1/[1 + e~ 0% ]
eTr; = e0ttis =12 ...,n. Os valores de z, x; e ¢ foram gerados aleatoriamente
da distribui¢ao U(0,1) e os valores dos pardmetros utilizados nas simulagoes sdo my =
—0.5,m = —1.5,7% = 1.0,v = —2.0, ¢ = 0.5 e ¢ = 1.5. Os tamanhos amostrais utilizados
nas simulagoes foram n = (30, 50, 100, 200, 500, 1000) e foram realizadas 10000 réplicas de
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Tabela 4.1: Médias, variancias, vieses e EQMs dos estimadores de maxima verossimilhanca dos

parametros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cenério 1; mg = —0.5,m; = —1.5 e
T =2.0.
w Medida | Estimador n
40 60 100 500 1000
0.25 Média o —0.5271 —-0.5361 —0.5106 —0.5019 —0.4999
T —1.6270 —1.5391 —1.5367 —1.5066 —1.5032
w 0.2568 0.2544 0.2527 0.2503 0.2503
T 1.9553 1.9719 1.9817 1.9987 1.9972
Variancia o 0.5529 0.3674 0.1719 0.0250 0.0127
T 2.2066 1.3408 0.6638 0.1075 0.0538
w 0.0047 0.0032 0.0019 0.0004 0.0002
T 0.2168 0.1509 0.0909 0.0185 0.0091
Viés o —0.0271 —-0.0361 —0.0106 —0.0019 0.0001
T —0.1270 —0.0391 —0.0367 —0.0066 —0.0032
w 0.0068 0.0044 0.0027 —0.0003 0.0003
T —0.0447 —0.0281 —0.0183 —0.0013 —0.0028
EQM o 0.5536 0.3687 0.1720 0.0250 0.0127
T 2.2227 1.3423 0.6651 0.1076 0.0538
w 0.0048 0.0032 0.0020 0.0004 0.0002
T 0.2188 0.1517 0.0913 0.0185 0.0091
0.50 Média o —0.5271 —0.5361 —0.5106 —0.5018 —0.4998
T —1.6270 —1.5391 —1.5367 —1.5067 —1.5033
w 0.5027 0.5015 0.5010 0.4999 0.5001
T 1.9533 1.9706 1.9803 1.9988 1.9968
Variancia, o 0.5529 0.3674 0.1719 0.0250 0.0127
T 2.2066 1.3408 0.6638 0.1075 0.0538
w 0.0093 0.0064 0.0039 0.0008 0.0004
T 0.3041 0.2123 0.1273 0.0261 0.0129
Viés o —0.0271 —-0.0361 —0.0106 —0.0018 0.0002
T —0.1270 —0.0391 —0.0367 —0.0067 —0.0033
w 0.0027 0.0015 0.0010 —0.0001 0.0001
T —0.0467 —0.0294 —0.0197 —-0.0012 —0.0032
EQM o 0.5536 0.3687 0.1720 0.0250 0.0127
T 2.2227 1.3423 0.6651 0.1076 0.0538
w 0.0093 0.0064 0.0039 0.0008 0.0004
T 0.3063 0.2132 0.1277 0.0261 0.0129

Monte Carlo. As maximizagoes das fungoes de log-verossimilhanca foram realizadas usando
o método quasi-Newton BFGS (Nocedal, 1980) com gradiente analitico. As simulagoes
foram realizadas usando a linguagem matricial de programacao Ox (Doornik e Ooms,
2007). Os chutes iniciais utilizados nas simulagoes foram escolhidos arbitrariamente.

C1) Primeiro foi usado um cendrio no qual 86 o pardmetro de mistura é modelado, a
saber:
h()\i):TFO—I-ZﬂTFl, 221,,71

Neste caso, a mediana ¢ igual a 0.25 e 0.50, e o parametro de dispersao ¢é fixo e igual
a 2.0.

Na Tabela 4.1 encontram-se as estimativas médias, as varidncias, os vieses e 0s

erros quadréaticos médios (EQM) dos estimadores de méxima verossimilhanga no
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cenario C1). E possivel observar que as médias das estimativas convergem para os
verdadeiros valores dos parametros adotados nas simulagoes, bem como o viés, a
variancia e o EQM diminuem & medida que n aumenta, indicando bom desempenho

dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Tabela 4.2: Amplitudes médias dos intervalos de confianca dos pardmetros do modelo Kuma-

raswamy inflacionado em zero no cenério 1; myp = —0.5, 71 = —1.5 e 7 = 2.0.
w 1-6 1] 0 n

40 60 100 500 1000

0.25 | 99% | #g | 3.5813 3.0120 2.0843 0.8148 0.5771

w1 | 7.0129 5.7174 4.0548 1.6739 1.1809

@ | 0.3483 0.2864 0.2246 0.1023 0.0724

7 | 2.4078 1.9767 1.5444 0.7017 0.4955

95% | o | 2.7250 2.2918 1.5859 0.6200 0.4391

w1 | 5.3361 4.3504 3.0853 1.2737 0.8986

@ | 0.2650 0.2179 0.1709 0.0778 0.0551

7 | 1.8321 1.5041 1.1751 0.5340 0.3770

90% | 7o | 2.2869 1.9234 1.3310 0.5203 0.3685

w1 | 4.4782 3.6509 2.5893 1.0689 0.7541

w | 0.2224 0.1829 0.1434 0.0653 0.0462

7 | 1.5376 1.2623 0.9862 0.4481 0.3164

0.50 | 99% | #p | 3.5813 3.0120 2.0843 0.8148 0.5771

w1 | 7.0129 5.7174 4.0548 1.6740 1.1809

@ | 0.4890 0.4050 0.3192 0.1463 0.1063

7 | 2.8392 2.3440 1.8312 0.8324 0.5896

95% | 7o | 2.7250 2.2918 1.5859 0.6200 0.4391

w1 | 5.3361 4.3504 3.0853 1.2737 0.8986

@ | 0.3721 0.3081 0.2429 0.1113 0.0809

7 | 2.1603 1.7836 1.3933 0.6334 0.4487

90% | 7o | 2.2869 1.9234 1.3310 0.5203 0.3685

w1 | 4.4782 3.6509 2.5893 1.0689 0.7541

@ | 1.8130 0.2586 0.2038 0.0934 0.0679

7 1 0.3122 1.4968 1.1693 0.5315 0.3765

Além de estimacao pontual foram construidos intervalos de confianca para cada
parametro e as amplitudes médias dos intervalos encontram-se na Tabela 4.2. Nota-se
que as amplitudes médias diminuem a medida que o tamanho amostral aumenta,

sendo assim os intervalos se tornam mais precisos.

J4 na Tabela 4.3 estao apresentadas as taxas de cobertura e nao cobertura dos
intervalos. Note que as taxas de cobertura convergem para os respectivos niveis
de confianga utilizados quando n cresce; ja as taxas de nao cobertura apresentam
comportamento menos assimétrico a medida que o tamanho amostral aumenta.

C2) Em seguida foi considerado um modelo para os pardmetros de mistura e de mediana,

mas a dipersao ¢ fixa:

h(X\i) = mo + zam
flw) = n+zan, i=1,...,n
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Tabela 4.3: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (& esquerda; a direita) dos intervalos
de confianga dos parametros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cendrio 1;

m = —0.5,m =—-15e7=2.0.

w 1-96| 0 n
40 60 100 500 1000
0.25 | 99% | 7o 99.01 98.99 98.91 98.96 98.95
(0.98; 0.01) (0.96; 0.05) (0.97;0.12) (0.67; 0.37) (0.68; 0.37)
1 99.64 99.30 99.11 98.80 98.99
(0.28; 0.08) (0.39; 0.31) (0.46; 0.43) (0.60; 60)  (0.55; 0.46)
@ 97.30 97.68 98.43 98.81 98.94
(0.53; 2.17) (0.58; 1.74) (0.36; 1.21)  (0.35; 0.84)  (0.42; 0.57)
7 94.92 95.93 97.05 98.61 99.01
(0.00; 5.08) (0.00; 4.07) (0.00; 2.95) (0.12; 1.27)  (0.16; 0.90)
95% | 7o 95.38 95.34 95.06 95.08 94.99
(3.80; 0.82) (3.30; 1.36) (3.59; 1.35) (2.77; 2.15)  (2.92; 2.09)
izl 95.77 95.17 94.91 94.78 94.88
(2.27; 1.96)  (2.53;2.30)  (2.33; 2.76) (2.56; 2.66) (2.75; 2.37)
@ 92.67 93.15 93.76 94.83 95.17
(2.55; 4.78) (2.42; 4.43) (2.36; 3.88) (2.11; 3.06) (2.21; 2.62)
7 90.55 91.51 92.97 94.70 95.22
(0.03; 9.42) (0.15; 8.34) (0.33; 6.70)  (1.18; 4.12) (1.42; 3.36)
90% | 7o 90.20 90.30 89.75 90.31 89.60
(6.86;2.94)  (6.12;3.58)  (6.61;3.64) (5.25; 4.44) (5.77; 4.63)
sl 90.55 90.25 89.84 90.06 89.26
(4.65; 4.80) (4.80; 4.95) (4.77; 5.39)  (4.93; 5.01) (5.66; 5.08)
w 88.08 88.07 88.85 89.93 89.95
(4.76; 7.16) (4.61; 7.32) (4.61; 6.54) (4.56; 5.51)  (4.77; 5.28)
7 86.68 87.08 88.11 90.05 90.13
(0.29; 13.03)  (0.84; 12.08) (1.63; 10.26) (3.17; 6.78)  (3.39; 6.48)
0.50 | 99% | 7o 99.01 98.99 98.91 98.96 98.95
(0.98; 0.01) (0.96; 0.05) (0.97;0.12) (0.67; 0.37)  (0.68; 0.37)
el 99.64 99.30 99.11 98.80 98.99
(0.28; 0.08) (0.39; 0.31) (0.46; 0.43)  (0.60; 0.60) (0.55; 0.46)
w 97.27 97.70 98.32 98.97 99.04
(1.36; 1.37) (1.26; 1.04) (0.87; 0.81)  (0.44; 0.59)  (0.50; 0.45)
7 94.11 95.32 96.58 98.46 98.84
(0.00; 5.88) (0.01; 4.67) (0.00; 3.42) (0.12; 1.42) (0.16; 0.99)
95% | 7o 95.38 95.34 95.06 95.08 94.99
(3.80; 0.82) (3.30; 1.36) (3.59; 1.35) (2.77; 2.15)  (2.92; 2.09)
el 95.77 95.17 94.91 94.78 94.88
(2.27; 1.96) (2.53; 2.30) (2.33; 2.76)  (2.56; 2.66) (2.75; 2.37)
@ 92.14 93.01 93.67 94.83 95.14
(4.10; 3.76) (3.60; 3.39) (3.40; 2.93) (2.57; 2.60) (2.47; 2.38)
7 89.50 90.85 92.56 94.51 95.14
(0.03; 10.46) (0.07; 9.08) (0.17; 7.27)  (1.13; 4.36)  (1.35; 3.50)
90% | 7o 90.20 90.30 89.75 90.31 89.60
(6.86; 2.94)  (6.12;3.58)  (6.61; 3.64) (5.25; 4.44) (5.77; 4.63)
in] 90.55 90.25 89.84 90.06 89.26
(4.65; 4.80) (4.80; 4.95) (4.77; 5.39)  (4.93; 5.01) (5.66; 5.08)
w 87.16 87.73 88.67 89.91 89.71
(6.87; 5.97) (6.28; 5.99) (5.77; 5.56)  (5.08; 5.01) (5.29; 4.99)
7 85.88 86.62 88.04 89.74 90.33
(0.20; 13.91)  (0.69; 12.69) (1.17; 10.79) (2.98; 7.28) (3.08; 6.58)
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Tabela 4.4: Médias, varidncias, vieses e EQMs dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cenario 2; mg = —0.5,7m =
—1.5,7% =10e vy = —-2.0.

T Medida | Estimador n
40 60 100 500 1000
0.90 Média 7o —0.5271 —0.5361 —0.5106 —0.5019 —0.4999
! —1.6270 —1.5391 —1.5367 —1.5066 —1.5032
Yo 1.0086 1.0100 1.0087 0.9993 1.0016
Y1 —2.0046 —2.0115 —2.0115 —1.9997 —2.0023
T 0.8568 0.8722 0.8827 0.8974 0.8979
Variancia o 0.5529 0.3674 0.1719 0.0250 0.0127
1 2.2065 1.3408 0.6638 0.1075 0.0538
Yo 0.4973 0.3423 0.1869 0.0293 0.0141
Y1 1.1269 0.7822 0.4296 0.0666 0.0320
T 0.0380 0.0265 0.0163 0.0034 0.0017
Viés o —0.0271 —0.0361 —0.0106 —0.0019 0.0001
] —0.1270 —0.0391 —0.0367 —0.0066 —0.0032
Yo 0.0086 0.0100 0.0087  —0.0007 0.0016
Y1 —0.0046 —0.0115 —0.0115 0.0003 —0.0023
T —0.0432  -0.0278 —0.0173 —0.0026 —0.0021
EQM o 0.5536 0.3687 0.1720 0.0250 0.0127
1 2.2227 1.3423 0.6651 0.1076 0.0538
Yo 0.4974 0.3424 0.1870 0.0293 0.0141
Y1 1.1269 0.7824 0.4297 0.0666 0.0320
T 0.0398 0.0273 0.0166 0.0034 0.0017
2.00 Média o —0.5271 —0.5361 —0.5106 —0.5019 —0.4999
] —1.6270 —1.5391 —1.5367 —1.5064 —1.5031
Yo 1.0016 1.0069 1.0084 0.9980 1.0017
A1 —2.0004 —2.0119 —-2.0144 —1.9992 —2.0032
T 1.8996 1.9353 1.9592 1.9943 1.9947
Variancia o 0.5529 0.3674 0.1719 0.0249 0.0126
1 2.2066 1.3408 0.6638 0.1075 0.0538
Yo 1.1632 0.8008 0.4283 0.0661 0.0319
Y1 2.7884 1.9317 1.0438 0.1623 0.0785
T 0.2788 0.1963 0.1200 0.0252 0.0123
Viés o —0.0271 —0.0361 —0.0106 —0.0019 0.0001
] —0.1270 —0.0391 —0.0367 —0.0064 —0.0031
Yo 0.0016 0.0069 0.0084 —0.0020 0.0017
Y1 —0.0004 —0.0119 —0.0144 0.0008 —0.0032
T —0.1004 —0.0647 —0.0408 —0.0057 —0.0053
EQM o 0.5536 0.3687 0.1720 0.0249 0.0126
71 2.2227 1.3423 0.6651 0.1075 0.0538
Yo 1.1632 0.8009 0.4284 0.0661 0.0319
Y1 2.7884 1.9319 1.0440 0.1623 0.0785
T 0.2889 0.2005 0.1217 0.0253 0.0124

Os resultados da simulacao de estimacao pontual para esse cenario encontram-se na

Tabela 4.4. Nota-se que os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros

do modelo no cenario 2 continuam apresentando bom desempenho a medida que o

tamanho amostral aumenta, visto que as médias das estimativas convergem para os

verdadeiros valores dos parametros, bem como os vieses, as variancias e os EQMs

diminuem.
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Tabela 4.5: Amplitudes médias dos intervalos de confianga dos pardmetros do modelo Kuma-

raswamy inflacionado em zero no cenério 2; mg = —0.5, 7 = —1.5,7 = 1.0 e 73 = —2.0.
T 1-61| 0 n
40 60 100 500 1000

0.90 | 99% | 7o | 3.5813 3.0120 2.0843 0.8148 0.5771
| 7.0129 5.7174 4.0548 1.6739 1.1809
Yo | 3.4265 2.8985 2.1634 0.8767 0.6154
A1 | 5.1461 4.3652 3.2686 1.3242 0.9221
7 1 09872 0.8180 0.6468 0.2992 0.2113
95% | 7o | 2.7250 2.2918 1.5859 0.6200 0.4391
| 5.3361 4.3504 3.0853 1.2737 0.8986
Y | 2.6073 2.2055 1.6461 0.6671 0.4683
A1 | 3.9157  3.3215 24871 1.0076 0.7016
7 1 0.7512  0.6224 0.4922 0.2277 0.1608
90% | 7o | 2.2869 1.9234 1.3310 0.5203 0.3685
| 44782 3.6509 2.5893 1.0689 0.7541
Y | 2.1881 1.8509 1.3815 0.5598 0.3930
A1 | 3.2861 2.7875 2.0872 0.8456 0.5888
7 1 0.6304 0.5223 0.4130 0.1911 0.1349
2.00 | 99% | 7o | 3.5813 3.0120 2.0843 0.8148 0.5771
| 7.0129  5.7174 4.0548 1.6739 1.1810
Y | 5.2510 4.4389 3.2801 1.3176 0.9254
A1 | 81301 6.8799 5.1105 2.0695 1.4430
7T | 2.6541 2.2244 1.7586 0.8195 0.5851
9% | 7o | 2.7250 2.2918 1.5859 0.6200 0.4391
1 | 5.3361 4.3504 3.0853 1.2737 0.8986
Yo | 3.9955  3.3776 2.4959 1.0025 0.7042
A1 | 6.1862 5.2349 3.8886 1.5747 1.0980
7 | 2.0196 1.6926 1.3381 0.6236 0.4452
90% | 7o | 2.2869 1.9234 1.3310 0.5203 0.3685
| 44782 3.6509 2.5893 1.0689 0.7541
Y | 3.3531 2.8346 2.0946 0.8414 0.5909
A1 | 5.1917  4.3933 3.2634 1.3215 0.9214
7 | 1.6949 1.4204 1.1230 0.5233 0.3736

Na Tabela 4.5 encontram-se as amplitudes médias dos intervalos de confianga. Note
que elas diminuem a medida que o tamanho amostral aumenta, indicando maior
precisao dos intervalos. Na Tabela 4.6 encontram-se as taxas de cobertura e nao
cobertura dos intervalos para os parametros do segundo cenario. Note que as taxas
de cobertura convergem para os respectivos niveis de confianga utilizados e as taxas
de nao cobertura se tornam mais simétricas a medida que o tamanho amostral

aumenta.
C3) Por fim, foi considerado o cendrio em que a dipersao varia de acordo com as observa-
coes. Nesse contexto, o modelo de regressao é

h(X\i) = mo + zam
flwi) = v +zam
d(r;)) = <+agas, i=1,...,n

Note que o parametro de dispersao agora é variavel.
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Tabela 4.6: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (& esquerda; a direita) dos intervalos
de confianca dos pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cenario 2;
mg = —0.5,m = =15, =1.0 e vy = —2.0.

T 1-6| 0 n
40 60 100 500 1000
0.90 | 99% | 7o 99.01 98.99 98.91 98.96 98.95
(0.98; 0.01)  (0.96; 0.05)  (0.97; 0.12) (0.67; 0.37) (0.68; 0.37)
T 99.64 99.30 99.11 98.80 98.99
(0.28; 0.08)  (0.39; 0.31)  (0.46; 0.43) (0.60; 0.60) (0.55; 0.46)
Ao 97.69 98.15 98.39 98.89 99.08
(0.30; 2.01)  (0.25; 1.60)  (0.25; 1.36)  (0.40; 0.71)  (0.33; 0.59)
A 97.90 98.21 98.68 98.93 98.99
(1.71; 0.39)  (1.28; 0.51)  (1.00; 0.32) (0.66; 0.41) (0.57; 0.44)
T 93.4136 95.16 96.63 98.58 98.82
(0.00; 6.64)  (0.00; 4.84)  (0.00; 3.37) (0.11; 1.31) (0.21; 0.97)
95% | 7o 95.38 95.34 95.06 95.08 94.99
(3.80; 0.82)  (3.30; 1.36)  (3.59; 1.35) (2.77; 2.15)  (2.92; 2.09)
T 95.77 95.17 94.91 94.78 94.88
(2.27: 1.96)  (2.53;2.30)  (2.33; 2.76)  (2.56; 2.66) (2.75; 2.37)
Ao 93.22 93.88 94.33 94.69 95.41
(1.74; 5.04)  (1.80; 4.32)  (1.80; 3.87) (2.23; 3.08) (2.15; 2.44)
A1 93.11 93.87 94.02 94.90 95.18
(4.57; 2.32)  (3.90;2.23)  (3.69; 2.20) (2.78; 2.32)  (2.40; 2.42)
T 88.25 90.08 92.04 94.54 95.08
(0.03;11.72)  (0.14; 9.78)  (0.28; 7.68) (1.19; 4.27) (1.38; 3.54)
90% | 7o 90.20 90.30 89.75 90.31 89.60
(6.86; 2.94)  (6.12; 3.58)  (6.61;3.64) (5.25;4.44) (5.77; 4.63)
el 90.55 90.25 89.84 90.06 89.26
(4.65; 4.80)  (4.80;4.95)  (4.77;5.39) (4.93; 5.01) (5.66; 5.08)
Yo 87.88 88.88 89.20 90.08 90.37
(4.22; 7.90)  (4.17;6.95)  (4.17; 6.63) (4.28; 5.64) (4.58; 5.05)
A1 87.50 88.57 88.72 90.05 90.24
(7.47;5.03)  (6.68;4.75)  (6.35; 4.93) (5.21; 4.74)  (4.94; 4.82)
T 84.03 85.48 87.09 89.77 90.13
(0.29; 15.68)  (0.73; 13.79)  (1.50; 11.41)  (2.97; 7.26)  (3.14; 6.73)
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Tabela 4.7: Médias, varidncias, vieses e EQMs dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cenario 3; mg = —0.5, 7 =
—1.5,’)/0 = 1.0,’)/1 = —2.0,§0 =05e 1 = 1.5.

n
Medida | Estimador 40 60 100 500 1000
Média o —0.5275 —0.53656 —0.5104 —0.5020 —0.5000
m —1.6267 —1.5383 —1.5370 —1.5061 —1.5032

Yo 1.0347 1.0288 1.0252 1.0008 1.0038

ot —2.0583 —2.0479 —2.0422 —2.0041 —2.0074

o 0.2304 0.3307 0.3947 0.4844 0.4908

$1 1.7023 1.6181 1.5764 1.5081 1.5041

Variancia o 0.5524 0.3675 0.1719 0.0250 0.0126
et 2.2055 1.3410 0.6639 0.1076 0.0536

Yo 1.8132 1.2092 0.5997 0.0892 0.0436

o1 5.6528 3.7361 1.8990 0.3063 0.1506

) 1.0221 0.6126 0.2964 0.0414 0.0202

S1 2.8064 1.6300 0.8126 0.1185 0.0561

Viés o —0.0275 —0.0365 —0.0104 —0.0020 —0.0000
m —0.1267 —0.0383 —0.0370 —0.0061 —0.0032

Yo 0.0347 0.0288 0.0252 0.0008 0.0038

o —0.0583 —0.0479 -0.0422 —0.0041 —0.0074

o —0.2696 —0.1693 —0.1053 —0.0156 —0.0092

$1 0.2023 0.1181 0.0764 0.0081 0.0041

EQM o 0.5532 0.3689 0.1720 0.0250 0.0126
et 2.2216 1.3425 0.6653 0.1077 0.0536

Yo 1.8144 1.2101 0.6003 0.0892 0.0436

o1 5.6562 3.7384 1.9008 0.3063 0.1507

S0 1.0948 0.6412 0.3074 0.0416 0.0203

$1 2.8473 1.6439 0.8184 0.1186 0.0561

Tabela 4.8: Amplitudes médias dos intervalos de confianca dos pardmetros do modelo Kuma-

raswamy inflacionado em zero no cenario 3; myp = —0.5,m = —1.5,v9 = 1.0,7; = —2.0,50 = 0.5 e
1 = 1.5.
1-6 1 6 n
40 60 100 500 1000

99% | 7o | 2.9390 2.1651 1.6803 0.8019 0.5660
| 6.0276 4.6399 3.6352 1.6524 1.1611
Yo | 54494 4.0866 3.1362 1.4937 1.0540
A1 9.9808 7.7123  5.9990 2.7664 1.9400
So | 3.9021 28714 2.1497 0.9899 0.6919
¢ | 6.4471 4.8201 3.6284 1.6319 1.1317
9% | 7o | 2.2363 1.6474 1.2785 0.6102 0.4307
| 4.5865 3.5305 2.7660 1.2573 0.8835
Yo | 4.1465 3.1095 2.3864 1.1365 0.8020
A1 | 7.5945 5.8684 4.5647 2.1050 1.4761
So | 2.9691 2.1848 1.6357 0.7533 0.5265
¢ | 49057  3.6676 2.7609 1.2418 0.8611
90% | o | 1.8767 1.3825 1.0730 0.5121 0.3614
| 3.8491 29629 2.3213 1.0552 0.7414
Yo | 3.4798 2.6096 2.0027 0.9538 0.6731
A1 | 6.3735 4.9249 3.8308 1.7666 1.2388
o | 24918 1.8336 1.3727 0.6321 0.4418
¢ | 41170 3.0780 2.3170 1.0421 0.7227
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Observa-se que, mais uma vez, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parame-
tros do modelo com dispersao variavel tém bom desempenho, conforme pode ser visto na
Tabela 4.7. As medidas de viés, variancia e EQM tendem para zero a medida em que n vai
aumentando, assim como as médias das estimativas convergem para os valores verdadeiros

dos parametros.

Tabela 4.9: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (& esquerda; a direita) dos intervalos
de confianga dos pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero no cendrio 3;
mg = —0.5,m = =15,y =1.0,71 = —2.0,50 =0.5e g1 = 1.5.

1—-6| 0 n
40 60 100 500 1000
99% | 7o 98.85 98.94 98.93 98.90 98.99
(1.15; 0.00) (0.97; 0.09) (0.93; 0.14) (0.70; 0.40)  (0.58; 0.43)
in] 99.47 99.28 99.12 99.02 98.98
(0.38; 0.15)  (0.55; 0.17) (0.57; 0.31) (0.57; 0.41)  (0.59; 0.43)
Ao 97.39 98.23 98.75 98.92 99.04
(0.71; 1.90) (0.53; 1.24)  (0.30; 0.95) (0.47; 0.61) (0.33; 0.57)
A 98.48 98.60 99.07 98.94 99.01
(1.13; 0.39) (1.07; 0.33)  (0.64; 0.29) (0.53; 0.53)  (0.54; 0.40)
) 94.70 96.22 97.26 97.84 97.69
(0.19; 5.11)  (0.20; 3.58)  (0.36; 2.38)  (0.73; 1.43)  (1.00; 1.31)
& 96.73 97.92 98.24 97.65 97.32
(2.50; 0.77)  (1.36; 0.72) (0.95; 0.81) (1.18; 1.17)  (1.22; 1.46)
95% | 7o 95.38 95.12 95.27 95.25 95.15
(377, 0.85)  (3.61;1.27) (3.17; 1.56) (2.82; 1.93) (2.88; 1.97)
Ty 95.47 95.59 95.34 95.25 95.12
(2.52; 2.01) (247, 1.94) (2.65; 2.01) (2.38; 2.37) (2.51; 2.37)
Ao 92.57 93.13 94.02 94.63 95.02
(2.59; 4.84)  (2.50; 4.37) (2.26; 3.72)  (2.54; 2.83) (2.27; 2.71)
A1 93.59 94.28 94.41 94.53 94.85
(4.19;2.22)  (3.53;2.19) (3.38;2.21) (2.80; 2.67) (2.93; 2.22)
$o 88.84 91.10 92.55 93.12 93.05
(0.65; 10.51)  (0.79; 8.11) (1.17; 6.28)  (2.36; 4.52)  (3.04; 3.91)
S| 91.24 92.82 93.44 93.25 92.57
(5.83; 2.93) (4.21; 2.97) (3.67; 2.89) (3.64; 3.11) (3.48; 3.95)
90% | 7o 89.83 90.05 90.43 90.31 90.51
(7.21;2.96)  (6.53; 3.42) (5.72; 3.85) (5.41;4.28) (5.31; 4.18)
1 90.05 90.51 90.35 90.81 90.05
(5.15; 4.80)  (4.89; 4.60) (5.13; 4.52) (4.67; 4.52) (5.08; 4.87)
Ao 86.85 88.06 88.81 89.34 89.89
(5.57; 7.58)  (5.02;6.92) (4.80; 6.39) (5.07; 5.59)  (4.64; 5.47)
1 87.85 88.69 89.12 89.36 89.94
(7.39; 4.76)  (6.43;4.88) (6.11; 4.77)  (5.23; 5.41)  (5.40; 4.66)
o 83.59 85.63 87.28 87.81 87.98
(1.89; 14.52)  (2.09; 12.28) (2.94; 9.78)  (4.51; 7.68)  (5.20; 6.82)
& 85.30 87.41 88.25 88.02 87.24
(9.28; 5.42)  (7.50; 5.00) (6.32; 5.43) (6.31; 5.67) (6.14; 6.62)

Para os parametros dos modelos, no terceiro cenério, também foram construidos
intervalos considerando como niveis de confianga 90%, 95% e 99%. As amplitudes médias
desses intervalos foram calculadas e estao reportadas na Tabela 4.8. Note que a medida em

que o tamanho amostral vai aumentando, as amplitudes médias diminuem, o que indica
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maior precisao dos intervalos de confianca.

Com base nos intervalos de confianga, construidos nesse cenario, foram calculas as taxas
de cobertura e as taxas de nao cobertura a esquerda e a direita, cujos resultados estao
expostos na Tabela 4.9. Analisando esses resultados nota-se que as taxas de cobertura
convergem para os niveis de confianca adotados, conforme o tamanho da amostra aumenta.
No que diz respeito as taxas de nao cobertura, é perceptivel que estas tornam-se menos
assimétricas a medida em que n aumenta, uma vez que os intervalos assintéticos sao
baseados na distribui¢ao normal.

Adicionalmente as estimacoes pontual e intervalar, também foram testadas hipdteses
sobre os parametros, mais especificamente sobre o coeficiente de regressao do submodelo do
parametro de dispersao, 7. Considerando o modelo com dispersao variavel, especialmente o
submodelo d(7;) = <o + ¢;161, testou-se Hy : ¢ = gl(o) vs. Hy : ¢ # gl(o), em que gfo) = 0. As
taxas de rejeicao nulas estao apresentadas na Tabela 4.10 e as taxas de rejeicao nao nulas
estao expostas na Tabela 4.11. Para as taxas de rejeicao nulas os dados foram gerados sob
Hy, em que ¢; = 0, e para as taxas de rejeicao nao nulas, ou poderes dos testes, os dados
foram gerados sob Hy, em que ¢ = (0.5, 1.5).

Foram avaliados os desempenhos de dois testes de hipoteses: o teste da razao de
verossimilhancas e o teste Z. Os valores criticos foram os quantis das distribui¢oes qui-
quadrado com um grau de liberdade e normal padrao, respectivamente para cada teste.

Na simulagao de tamanho, nota-se que as taxas de rejeicao nulas convergem para
os respectivos niveis nominais utilizados conforme n aumenta, como é possivel verificar

analisando a Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Taxas (%) de rejeicao nulas dos testes, considerando Hy : ¢; = g%o) vs. Hy: ¢ # g%o),

para o modelo Kumaraswamy inflacionado em zero com dispersao variavel.

Nivel Estatistica n
nominal de teste 40 60 100 500 1000
1% RV 1.76 1.44 1.25 1.02 1.07
Z 3.10 2.40 2.00 1.08 1.20
5% RV 7.35 6.27  5.86 5.38  5.06
VA 9.29 7.86 7.11 5.52 5.25
10% RV 13.25 1190 11.22 10.69 10.13
Z 15.19 13.40 12.51 10.93 10.38
Para as simulacoes de poder foi considerado que g{o) = 0 e os dados foram gerados

sob dois cenarios: o primeiro com ¢; = 0.5 e o segundo com ¢; = 1.5, a fim de verificar
como os poderes dos testes se comportam com valores mais préximos do valor hipotetizado
e com valores mais distantes. Os valores criticos usados nesse caso foram retirados das
respectivas simulac¢oes de tamanho, a fim de comparar os poderes dos testes de mesmo
tamanho.

Diante disso, note primeiramente que a medida em que o valor de ¢; se distancia do
valor hipotetizado em Hy, os poderes dos testes atingem 100% mais rapidamente. Quando
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n aumenta, as taxas de rejeicao nao nulas também aumentam, convergindo para 100%,
como era esperado é observado na Tabela 4.11.

Tabela 4.11: Taxas (%) de rejeicdo ndo nulas dos testes, considerando Hy : ¢ = §£0) vs. Hy :
(0)

G1 #¢;  , para o modelo Kumaraswamy inflacionado em zero com dispersao variavel.

1 Nivel Estatistica n
nominal de teste 40 60 100 500 1000
0.50 1% RV 1.58 2.02 284 17.22 40.15
A4 2.13 3.15 4.01 24.34 48.97
5% RV 6.79 7.71 9.64 36.34  65.67
Z 2.13 11.18 14.66 49.07  75.92
10% RV 12.67 13.98 16.83 49.17  76.17
Z 17.71 20.08 25.96 63.13 85.41
1.50 1% RV 522 890 18.55 96.13  99.98
Z 7.53 13.37 24.21 97.39  99.33
5% RV 17.60 23.18 39.85 99.07 100.00
Z 25.78 33.24 51.48 99.44  99.52
10% RV 27.26  35.04 53.40 99.60 100.00
Z 38.39 47.40 66.94 99.79  99.78

Os resultados de simulagao apresentados indicam que, de forma geral, os testes apresen-
tam bom desempenho em amostras finitas. Ainda é possivel destacar que o teste Z, apesar
de ter uma convergéncia relativamente mais lenta nas simulagoes de tamanho, tem poderes

mais altos, apresentando melhor desempenho do que o teste da razao de verossimilhancas.

4.5 Modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado
em zero e um

Nesta secao serd introduzido o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em
zero e um, em que a variavel resposta possui distribuicio Kumaraswamy inflacionada em
zero e em um, descrita no Capitulo 3.

Sejay = (y1,...,Y,) uma amostra independente da varidvel Y ~ KIZU(y; A, p, w, 7),
com densidade reparametrizada dada por

AD, se y=1,
kizu(y; A\, p,w,7) = < A(1 —p), se y=0, (4.11)
(1=XNgly;w,7), se ye(0,1),
em que 0 < A < 1 é o parametro de mistura, 0 < p < 1 é o parametro da distribuicao
Bernoulli que representa a probabilidade de que Y =1 e g(y;w, 7) é a densidade reparame-
trizada da distribui¢do Kumaraswamy dada em (4.5) com mediana 0 < w < 1 e pardmetro
dispersao 7 > 0.
A densidade (4.11) pode ser escrita como

kizn(y; A, p.or) = [0 =)o @] o [pr(a - p)te]tent
x [glysw,m)Ton®]
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em que Il 13(y) é a fungao indicadora que é igual a um se y € {0, 1} e é igual a zero se
y ¢ {0,1}. Observa-se que a densidade fatora em trés termos: o primeiro termo depende
apenas de A, o segundo termo depende somente de p e o terceiro termo envolve w e 7.
Considere agora que & = Ap = Pr(Y = 1) e § = M1 — p) = Pr(Y = 0). Entao,
A= +& ep =& /A Dessa forma, a densidade expressa em (4.11) pode ser reescrita

como
&1, se y=1,
klle(y’ 507517("']77-) = 607 se Yy = 0,
(1_50_61)9(3/;(")77_)’ se ye€ (071)7

ou simplesmente
. I I _ —1,
kizu(y; &, &1,w,7) = & VWY (1= & — &) gy w, 1) O @TTH® - (419)

4.5.1 Dispersao fixa

Com base na densidade (4.12), o modelo de regressio Kumaraswamy inflacionado em

zero e um, considerando dispersao fixa, é dado por

{ R*(&oin 1) = (R(&ois 1), UWois 10)) = (Coir Cri),
fwi) = > xTup=mn, i=1,...,n,

em que h* é uma transformacio bijetora de (&y,&1;) a IR?, f @ (0,1) — R é uma
funcao de ligacao duas vezes diferencidvel e estritamente monétona, &, = Pr(Y; = 0),
&i = Pr(Y; = 1), (o = Z;n:l 20ij9j,Cli = Doy Z1ikUk € 1; sdo os preditores lineares,
200 = (201 - - -5 20im)y 218 = (21415 - - -5 21is) € Ti = (X1, ..., x;) SA0 as varidveis regressoras
conhecidas, ¢ = (¢1,.., ©m)', v = (v1,...,vs)" ey = (71,...,7)" sdo vetores de
pardmetros de regressao a serem estimados.

Considere que as fungoes de ligacao sao h(&y;, &) = Inf[&oi/(1 — Lo — &10)] = Coi
1(€0ir §1) = In[&1i/(1 — &oi — &1i)] = Cui e f(wi) = In[w;/(1 — w;)] = m;. Tem-se assim que

501/(1 - 501‘ — ’Slz) = eCOi’
{ /(1 — &y — &) = €S (4.13)

Resolvendo o sistema de equagbes em (4.13) tem-se que

eSoi eSui

&1 (4.14)

€oi

1 + efoi 4+ G 1 4 e0i 4 b1

Adicionalmente, w; = 1/(1 + e ).

Seja @ = (o, 07,47, 7)T o vetor de pardmetros do modelo KIZU com dispersao fixa. A
funcao de verossimilhanca para @ com base na amostra independente y = (y1,vo, ..., Un) "
é

L(0;y) = | [ Xizu(yi; &, &1,win 7) = Li(o,v3y) x La(y. 75),
=1
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em que
n I :) i _ N )
Lifpvy) = [[a"" a1 6 — g tow)tmw,
=1
Ly(y,m:y) = 1_[ 9(yi; w;, 7-)1—11{0}(%)—]1{1}(%)

Il
—

n In(0.5)
In(0.5 » Ly e
_ n Il( ) yT —1 (1_y7— )ln(l—wi I

o Tln(l—wfl) ‘ !

-1

] 103 (i) =Ty (i)

Assim, a fungao de log-verossimilhanga Kumaraswamy inflacionada em zero e um pode

ser escrita como
0(0;y) = (g, vyy) + b7, T3y),

em que

li(p,vyy) = Zn: {H{o} (:) In(&os) + H{l}(yi) In(&1,)

i=1

+ |1 = Tgoy(ys) — Mgy () | In(1 — &oi — &10) }

by, T3y) = Zn][l — Moy (i) — Lgay ()] Infg(ys; wi, 7)]

= )] | In (i) + (i - 1) In(y;) + In In(0.5)

i:€(0,1 In (1 — wg/T)

In(0.5) "= (1 B yil/T>

In (1 — wil/T)

Note que a funcao de log-verossimilhanca fatora em duas partes, uma expressa em
termos dos parametros ¢ e v e a outra que envolve v e 7, permitindo assim estimacao
independente destes parametros. Novamente utilizamos a convengao In(0) x 0 = 0.

A fim de obter o vetor de primeiras derivadas, a funcdo de log-verossimilhanca é
diferenciada em relacao a cada parametro de interesse, como segue:

ol (p,v) . 0l (p,v) 080; 0Co; | Ol1(sp,v) O&1i OCni

Us(ov) = dp; O 5C0i5%0j+ 01 0Coi Op;’ J= b
o - o WS WS
Uy (7,7) = %2;1:7):%2(9(27)?222} t=1,...r

U-(y,7) = %21’7)-

Com base nas expressoes em (4.14), é possivel obter



0&oi e (1 + 1) etoi (14 ef1r)
9o N (1 + efoi + et14)2 a (1 + efoi + eti) ' (1 + efoi + efui) = &oi(1 — &oi),
0&1; eS1i(1 + eboi) ebti (1 4 e%r)
0C1i - (1 + efoi + et1i)2 - (1 + efoi + efui) ’ (1 + efor + e€ur) = &1(1 — &u),
0&1; efoitéui eboi ebti
3o U F e ) (Lt o) (1 el g ety oo

Logo, a fungao escore é dada por

U‘Pj ((707 U)

ka ((p7 U)

U% (’77 7-)

Note que

[I[{O} i) 1 — Iy (y;) — H{l}(yi)] Eoi(1 — foz‘)ZOz‘j
i=1

; &n (1= &oi — &ui)

M 1‘?f°i%;2:Ef:;@”]fmjv
At taes e
= KU
Zzn;{ftem 1;11{;;() yi) — Ty (i) |

In 1—w )+1n(05)1 (1—y27_1)
(oY (=) ”

1 Z |1 — oy (i) — Mgy (i) ]

—

T =1
1 n
Z In(y:) [1 = Loy (9i) — Ly (v)]
=1
RO In (1 _ w{_1> +1n(0.5) In (1 _ y;‘l)
ﬁ Zzzl {W'L ln(wz) [ (1 _ wg.—l) 1H2 (1 _ w;__l)

yfl In(y;) [1n(0.5) —1In (1 —wl
(1-y7 Yn(1—wl")

e Se y =0, entao

% ol (i,
= 2(1 - §0z‘)20z‘j € - (’0 thznk,
i=1

61)]9

)] } [1—Toy (i) — Ty ()] -

87
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e Sey =1, entao

n

ot (¢, ol (e,
155] 25012013 € - 90 Z glz R1iks

e Seye (0,1), entdo

ol (p,v) b (p,v)
a% Zfozzom € o quzuk

Os intervalos de confianca assintéticos para os parametros que indexam esse modelo

sao dados por

$j £ 20-0yeP(@5); Ok £ zg_5yep(B) e A £ z_syep(F),

em que ep(-) é o erro-padrao de cada estimador, obtido pela raiz quadrada dos elementos
da diagonal principal da inversa da matriz de informacao, substituindo os parametros
pelos estimadores de maxima verossimilhanca; 219 é o quantil 1 — g da distribuicao
normal padrao e 1 — ¢ é o nivel de confianca adotado.

4.5.2 Dipersao variavel

Considere agora o seguinte modelo:

h*(€oi, &) = (h(&oir &1d), 160, &14)) = (Coir Cia)s

fwi) = 2:11 TtV = iy

d(Ti) = Zzzl gy = Y4,
em que i = 1,...,n, h* é uma transformacdo bijetora de (&y,&1;) a R?, f:(0,1) — R e
d: (0,00) — IR sao fungoes de ligacdo duas vezes diferencidveis e esritamente mondtonas,
Coi = Z;’Ll 20ijPj> Cli = 2op_q 21ikVk, M € T sdo os preditores lineares, zo; = (201, - - - s Z0im )
21; = (Z1i1y - -+ 21is), Ti = (Tiry -, Tir) € ¢ = (Gi1, - - -, @) S0 varidveis independentes
conhecidas, ¢ = (01,...,0m) , v =(v1,...,v) ", Y=, -, %) es=(S1,...,5) sd0

os vetores de parametros a serem estimados.

(TTTT)

A fungdo de verossimilhanga para @ = (¢ ,v',v',¢

dente y = (y1, Y2, ... 7yn)T

com base na amostra indepen-

y) = nkizu(yﬁ&]vglawiﬂ—i) = Li(p,v3y) x La(7,53y),

em que
Ll((p7 v; y) — H 5(1)2{0}(%) ]I{l} Yi) ( 501 gli)l_ﬂ{o}(yi)_ﬂ{l}(yi)7
=1
Lo(v,siy) = [ [oysswi, 7)o @)=l )
1=1

m©3) 1oy (y:)—Tq13(vi)
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A fungao de log-verossimilhanga do modelo KIZU com dispersao variavel é dada por

00;y) = li(p,v;y) + la(,53y),

em que

G(p,vy) = Zn: {]I{O} (i) In(&oi) + H{l}(yi) In(&)

i=1

+ 1= Doy () — Ly (w) In(1 — &oi — &13) }

la(v,55y) = i[l — T (vi) — Ly (ya) | Infg(yis wi, )]

1 1 In(0.
Z In <> + ( — 1> In(y;) In n(053/
i:;:€(0,1) Ti Ti In (l — w; Tl)

1 .
R . ln(l—y}/ﬂ)

In (1 — wl/n>

Como observado anteriormente, a funcao de log-verossimilhanga fatora em duas partes,

uma que depende apenas dos pardmetros ¢ e v e a outra que depende de v e ¢. Aqui
também ¢é adotada a convengao In(0) x 0 = 0.

Considerando as fungdes de ligacao h(&n;) = h(&os, &1i) = In[&oi/(1 — &oi — &13)] = Coi
(&) = U(Soir §1i) = I[&i/(1 — &oi — &ui)] = Cuiy flwi) = In[wi/(1 —w;)] = mi e d(r;) =

In(7;) = Y, é possivel obter o vetor escore, cujas componentes sao

U, (o) = 2 [H{o} Yi) B 1 — Moy () — H{l}(yi)] €or(1 = €0i)20i

L G (1= & — 1)
R ; [H{lf}hyl = 211{0}—(12;3 - 1511{;)} (yi)] foirizoijs  J=1,...,m,
rate) = - B[
o $ [Tt 1B Ba0] ¢ g, o
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no | (1 . w{fl) +1n(0.5)In (1 . y}'_l)
U%(%g) = szﬂ -

ot 2 1
i=1 Ti (1—wii )ln (1—%" )

ze |1 — yoy(yi) — Lyay (i) |

(14 em)? , t=1,...7
Uy (7.9) = 662(;1), <) _ 6626(3; S) 65;1 %“: _ _ZZ"; {71.@ . Tligln(y,)
p ol e [ (1-w) +mO5) I (1-57 )|
' ?’2 (1 — wzi_l) In? (1 — wzi_l
L1 Y In(y,) [1n(0.5) — n (1 - “’ﬂ

\]

2 71 e
i (1—yi" )ln(l—wii )

X [1 — Lyoy (wi) — ]I{l}(yi)] eVigy, b=1,...,u.

Os intervalos de confianca assintéticos para os parametros que indexam esse modelo
sao dados por

o5 £ Z(lfg)ep(g?)j), Op Z(pg)ep(@k)a At Z(lfg)ep(?yt) e &t Z(l,g)ep(fb),

em que ep(-) é o erro-padrao de cada estimador, obtido pela raiz quadrada dos elementos
da diagonal principal da inversa da matriz de informacao, substituindo os pardmetros
pelos estimadores de maxima verossimilhanca; Za-9) é o quantil 1 — g da distribuicao
normal padrao e 1 — ¢ é o nivel de confianca adotado.

Além da estimacao pontual e intervalar, também é possivel testar hipéteses sobre os
parametros desse modelo de forma analoga aos testes de hipoteses apresentados para o
modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em ¢ na Secao 4.3.3.

4.6 Resultados numeéricos para o modelo KIZU

A fim de avaliar o desempenho dos EMVs dos pardmetros do modelo Kumaraswamy
inflacionado em zero e um, foram realizadas simulacoes de Monte Carlo, com 10000 réplicas,
considerando dois cendrios: C1) modelo com dispersao fixa e C2) modelo com dispersao
variavel.

Para o primeiro cendrio foram utilizadas as fungdes &y = €0 /(1 + i + e1i) &)y =
et /(1 + €% + %) e w; = 1/(1 4+ e ™). J4 para o segundo cendrio foram utilizadas as

mesmas fungdes do cenario C1) adicionando 7; = e

i, em que (p,(1,m e T sao os preditores
lineares dos parametros do modelo. Também foram realizadas simulacoes de Monte Carlo
para verificar o desempenho dos testes de hipéteses descritos na Secao 4.3.3.

Os tamanhos amostrais utilizados nas simulagées foram n = (30, 50, 100, 200, 500) e as
maximizagoes das fungoes de log-verossimilhanga foram realizadas utilizando o método

quasi-Newton BFGS (Nocedal, 1980) com gradiente analitico, utilizando a linguagem
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Tabela 4.12: Médias, variancias, vieses e EQMs dos estimadores de méxima verossimilhanca dos
pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um no cendrio 1; ¢og = —0.5, o1 =
—1.5,v9 = —0.5,v1 = —1.5,7% = 1.0,71 = —2.0e 7 = 2.0.

n
Medida | Estimador 40 60 100 500 1000
Média Do —0.5345 —0.5385 —0.5167 —0.4994 —0.5011
D1 —2.0645 —1.5832 —1.5495 —1.5155 —1.5061

(o) —0.5497 —0.5326 —0.5120 —0.4973 —0.5036

0y —-1.7054 —1.5993 —1.5602 —1.5185 —1.5004

Yo 1.0102 1.0012 0.9974 0.9984 1.0000

A1 —2.0139 —2.0064 —1.9996 —2.0008 —2.0011

7 1.8741 1.9205 1.9537 1.9913 1.9948

Variancia Do 7.1711 0.8515 0.3908 0.0546 0.0266
o1 814.4086 2.7312 1.2704 0.1951 0.0938

o) 1.5912 0.8789 0.3935 0.0555 0.0276

0y 5.3077 2.8338 1.2873 0.1950 0.0957

o 1.4818 0.9717 0.5093 0.0792 0.0379

A1 3.5153 2.2784 1.2166 0.1900 0.0918

7 0.3364 0.2301 0.1405 0.0285 0.0143

Viés Do —0.0345 —0.0385 —0.0167 0.0006 —0.0011
o1 —0.5645 —0.0832 —0.0495 —0.0155 —0.0061

Do —0.0497 —0.0326 —0.0120 0.0027 —0.0036

ol —0.20564 —0.0993 —0.0602 —0.0185 —0.0004

Yo 0.0102 0.0012 —0.0026 —0.0016 —0.0000

M —0.0139 —0.0054 0.0004 —0.0008 —0.0011

7 —0.1259 —0.0795 —0.0463 —0.0087 —0.0052

EQM ) 7.1723 0.8530 0.3911 0.0546 0.0266
D1 814.7273 2.7381 1.2728 0.1953 0.0939

(o) 1.5937 0.8800 0.3936 0.0556 0.0276

01 5.3499 2.8437 1.2909 0.1953 0.0957

o 1.4819 0.9717 0.5093 0.0792 0.0379

M 3.5155 2.2785 1.2166 0.1900 0.0918

7 0.2105 0.1505 0.0941 0.0199 0.0091

matricial de programacao OX. Os chutes iniciais utilizados nas simulagoes foram escolhidos

arbitrariamente.

C1) No cendrio com dispersao fixa, foi considerado o seguinte modelo:

h(€0i) = o+ 2001 = Cois
1(&i) = wvo+ zavr = Cus
flwi) = v+xzan=n,

em que h(&o:) = In[&oi/(1—80i—&1i)], 1(§11) = In[§1i/(1—Eoi—&1i)] e f(wi) = Infw;/(1—
w;)] sdo as fungoes de ligacao, zpi1, 2111 € ;1 S30 as varidveis regressoras conhecidas,
cujos seus respectivos valores foram gerados aleatoriamente da distribui¢do uniforme
padrao, U(0,1), ¢o = —0.5,¢p; = —1.5,v9 = —0.5,v; = —=1.5,790 = 1.0 e 93 = —2.0
sao os valores dos coeficientes de regressao impostos na simulacao, e 7 = 2.0 é o

valor do parametro de dispersao, que neste caso ¢ fixo.

As estimativas médias, varidncias, vieses e erros quadraticos médios (EQMs) para os

estimadores dos parametros do modelo nesse cenario estao disponiveis na Tabela
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Tabela 4.13: Amplitudes médias dos intervalos de confianga dos pardmetros do modelo Ku-
maraswamy inflacionado em zero e um no cendrio 1; ¢g = —0.5,¢1 = —1.5,v9 = —0.5,v1 =
—1.5,7% =1.0,71 = -2.0e 7 =20.

1-06| 0 n

40 60 100 500 1000
99% | ¢o 5.4458 4.4594 3.1053 1.2033 0.8486
D1 9.9520 7.9501 5.6151 2.2664 1.5910
Do 7.8876 4.4591 3.1029 1.2028 0.8489
01 | 11.7346  7.9580 5.6152 2.2659 1.5907
Yo 5.7917 4.8730 3.5939 1.4419 1.0118
o2l 8.8886 7.4942 5.5585 2.2430 1.5629
T 2.8479 23776 1.8904 0.8757 0.6192
95% | ¢o | 4.1438 3.3932 2.3628 0.9156 0.6457
D1 7.5725 6.0493 4.2726 1.7245 1.2106
Do 6.0017 3.3930 2.3610 0.9152 0.6459
U1 8.9289 6.0553 4.2726 1.7241 1.2103
Yo | 4.4070 3.7079 2.7346 1.0971 0.7699
A1 6.7634 5.7024 4.2295 1.7067 1.1892
T 2.1670 1.8091 1.4384 0.6663 0.4711
90% | ¢o | 3.4776 2.8476 1.9829 0.7684 0.5419
$1 | 6.3551  5.0767 3.5856 1.4473 1.0160
Ug | 5.0368 2.8475 1.9814 0.7681 0.5421
01 7.4934 5.0818 3.5857 1.4470 1.0158
Ao 3.6984 3.1118 2.2949 0.9207 0.6461
A1 5.6760 4.7856 3.5495 1.4323 0.9980
7 1.8186 1.5183 1.2072 0.5592 0.3954

4.12. Analisando essa tabela é possivel observar que os estimadores de maxima
verossimilhanca apresentam bom desempenho, uma vez que as médias das estimativas
convergem para os valores impostos nas simulagoes a medida em que o tamanho
amostral aumenta; bem como os EQMs dos estimadores diminuem a medida que n

cresce.

Também foram construidos intervalos de confianga para os parametros do modelo
inflacionado em zero e um com dispersao fixa. As amplitudes médias desses intervalos
encontram-se na Tabela 4.13 onde é possivel observar que os intervalos ficam mais

precisos a medida em que n aumenta, uma vez que as amplitudes médias diminuem.

Na Tabela 4.14 estao apresentadas as taxas de cobertura e nao cobertura a esquerda
e a direita. Analisando esses resultados é possivel perceber que os intervalos de
confianga assintoticos para os parametros do modelo Kumaraswamy inflacionado em
zero e um apresentam boa cobertura, uma vez que as taxas de cobertura convergem
para os niveis de confianca utilizados a medida que n cresce. Quanto as taxas de
nao cobertura observa-se que estas apresentam comportamento menos assimétrico

quando o tamanho amostral aumenta.
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Tabela 4.14: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (a esquerda; a direita) dos intervalos
de confianca dos pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um no cenario 1;
wo =—0.5,¢01 = =1.5,v9 = =0.5,v1 = =1.5,7% = 1.0,7 = =2.0e 7 = 2.0.

1—-6| 6 n
40 60 100 500 1000
99% | ¢o 99.65 99.58 99.21 99.10 99.04
(0.31;0.04)  (0.39; 0.03)  (0.68; 0.11) (0.61; 0.29) (0.51; 0.45)
D1 99.84 99.63 99.28 99.21 99.04
(0.09; 0.07)  (0.21; 0.16)  (0.37; 0.35) (0.45; 0.34) (0.48; 0.48)
Do 99.48 99.43 99.40 98.99 98.92
(0.47; 0.05)  (0.52; 0.05)  (0.52; 0.08) (0.63; 0.38) (0.55; 0.53)
01 99.83 99.57 99.32 99.09 98.84
(0.10 0.07)  (0.25; 0.18)  (0.35; 0.33) (0.42; 0.49) (0.75; 0.41)
o 97.90 98.37 98.59 98.91 99.13
(0.21;1.89)  (0.16; 1.47)  (0.16; 1.25)  (0.29; 0.80)  (0.35; 0.52)
A1 98.02 98.46 98.81 98.96 99.03
(1.57;0.41)  (1.23;0.31)  (0.93; 0.26) (0.71; 0.33)  (0.56; 0.41)
7 90.33 93.49 95.62 98.32 98.54
(0.04; 9.63)  (0.03; 6.48)  (0.04; 4.34) (0.11; 1.57)  (0.26; 1.20)
95% | ¢o 96.93 95.31 95.44 95.27 95.54
(2.64; 0.43)  (2.43; 1.26)  (2.82; 1.74) (2.74; 1.99)  (2.22; 2.24)
P1 97.13 95.96 95.38 95.01 95.24
(1.63; 1.24)  (2.12;1.92)  (2.30; 2.32)  (2.39; 2.60) (2.48; 2.28)
0o 96.59 95.70 95.58 94.91 94.98
(2.90; 0.51)  (3.04; 1.26)  (2.82; 1.60) (2.95; 2.14)  (2.57; 2.45)
01 96.61 95.50 95.55 95.06 95.14
(1.88; 1.51)  (2.06; 2.44)  (1.99; 2.46) (2.34; 2.60) (2.58; 2.28)
o 93.17 94.21 94.41 94.60 95.62
(1.59; 5.24)  (1.45;4.34)  (1.53; 4.06) (2.02; 3.38)  (1.94; 2.44)
A 93.18 94.19 94.43 95.02 95.32
(4.62; 2.20)  (3.98;1.83)  (3.54; 2.03) (3.02; 1.96) (2.42; 2.26)
T 84.68 88.15 90.81 94.42 94.51
(0.05; 15.27)  (0.07; 11.78)  (0.19; 9.00)  (1.08; 4.50)  (1.41; 4.08)
90% | ¢o 91.55 90.86 90.43 90.37 90.47
(5.97; 2.48)  (5.42;3.72)  (5.50; 4.07) (5.17; 4.46)  (4.72; 4.81)
P1 91.62 90.12 90.29 90.08 90.44
(4.18; 4.20)  (5.05;4.83)  (4.77; 4.94) (4.70; 5.22)  (4.85; 4.71)
Vg 91.63 90.62 90.59 90.11 89.88
(5.81; 2.56)  (6.04; 3.34)  (5.62; 3.79) (5.56; 4.33)  (5.16; 4.96)
01 91.03 90.05 90.05 90.34 89.83
(4.42; 4.55)  (4.60; 5.35)  (4.57; 5.38) (4.45;5.21) (5.03; 5.14)
Ao 87.84 88.87 89.46 89.93 90.24
(3.80; 8.27)  (3.66; 7.47)  (3.73;6.81) (4.10; 5.97) (4.51; 5.25)
A1 87.47 88.99 89.72 89.96 90.13
(7.86; 4.67)  (6.83;4.18)  (6.15; 4.13) (5.53; 4.51)  (4.97; 4.90)
7 80.56 83.64 86.00 89.62 89.88
(0.12; 19.32)  (0.52; 15.84)  (0.88; 13.12)  (2.69; 7.69)  (3.13; 6.99)

C2) Para o modelo com dispersao variavel, foi considerado o seguinte modelo:

h(&oi) wo + 20i11 = Cois
1( ) = vo+ ziavi = Cus
flw) = n+zan = m
d(ti) = S0+ qas1 = T,
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Tabela 4.15: Médias, varidncias, vieses e EQMs dos estimadores de maxima verossimilhanca dos
pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um no cendrio 2; ¢og = —0.5, o1 =
—1.5,v9 = —0.5,v1 = —1.5,7% =1.0,7 = —2.0,5p = 0.5 e ¢ = 1.5.

n
Medida | Estimador 40 60 100 500 1000
Média Do —0.5311 —0.5383 —0.5166 —0.4993 —0.5010
D1 —2.0684 —1.5835 —1.5498 —1.5160 —1.5064

(o) —0.5487 —0.5322 —-0.5119 —0.4971 —0.5035

1 —-1.7073 —1.5998 —1.5603 —1.5188 —1.5008

Yo 1.0339 1.0285 1.0140 1.0013 1.0011

A1 —2.0574 —2.0511 —2.0268 —2.0067 —2.0036

o 0.2141 0.2875 0.3844 0.4807 0.4896

¢1 1.6683 1.6560 1.5752 1.5099 1.5053

Variancia Do 7.1897 0.8516 0.3907 0.0547 0.0267
o1 837.5189 2.7311 1.2699 0.1955 0.0940

(o) 1.5794 0.8791 0.3935 0.0556 0.0276

(f 5.3091 2.8348 1.2876 0.1952 0.0958

o 2.4130 1.5471 0.7308 0.1064 0.0524

! 7.4376 4.5887 2.2678 0.3517 0.1765

o 1.3221 0.8005 0.3801 0.0503 0.0240

$1 3.5541 2.1163 1.0154 0.1379 0.0649

Viés o —0.0311 —0.0383 —0.0166 0.0007 —0.0010
o1 —0.5684 —0.0835 —0.0498 —0.0160 —0.0064

o) —0.0487 —0.0322 —0.0119 0.0029 —0.0035

0y —-0.2073 —0.0998 —0.0603 —0.0188 —0.0008

Yo 0.0339 0.0285 0.0140 0.0013 0.0011

A1 —-0.0574 —0.0511 -0.0268 —0.0067 —0.0036

o —0.2859 —0.2125 —0.1156 —0.0193 —0.0104

&1 0.1683 0.1560 0.0752 0.0099 0.0053

EQM o 7.1906 0.8530 0.3910 0.0547 0.0267
o1 837.8420 2.7380 1.2724 0.1958 0.0941

Do 1.5817 0.8802 0.3936 0.0556 0.0276

01 5.3521 2.8447 1.2913 0.1955 0.0958

Yo 2.4142 1.5479 0.7310 0.1064 0.0524

A1 7.4409 4.5914 2.2686 0.3517 0.1765

o 1.0362 0.2875 0.2645 0.0310 0.0135

$1 3.7224 2.2723 1.0905 0.1478 0.0702

em que h(fOi) = ln[&)i/(l — &oi — 512‘)], l(fu) = hl[fli/(l — &oi — fu)], f(wz) =

Infw;/(1 —w;)] e d(m;) = In(r;) sdo fungoes de ligagao, 2o, 2151, Ti1 € @1 SA0 as

variaveis regressoras conhecidas, cujos seus valores foram gerados aleatoriamente
da distribuigao U(0,1), o = —0.5,1 = —=1.5,v9 = —0.5,v1 = —1.5,79 = 1.0,7; =
—2.0,50 = 0.5 e g = 1.5 sd0 os coeficientes de regressao impostos na simulagdo. Note

que nesse caso a dispersao também é variavel.

Na Tabela 4.15 encontram-se as estimativas médias, variancias, vieses e EQM’s dos

estimadores dos parametros do modelo KIZU com dispersao variavel. Note que as

estimativas médias dos estimadores de maxima verossimilhanca convergem para os

verdadeiros valores a medida em que n aumenta e as variancias, os vieses e os EQMs

dos estimadores diminuem a medida que n cresce, como esperado.
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Tabela 4.16: Amplitudes médias dos intervalos de confianga dos pardmetros do modelo Ku-
maraswamy inflacionado em zero e um no cendrio 2; ¢g = —0.5,¢1 = —1.5,v9 = —0.5,v; =
—1.5,7%=1.0,71 = -2.0,50 =0.5e ¢y = 1.5.

1-6| 6 n

40 60 100 500 1000
99% | ¢o 5.4465 4.4589 3.1052 1.2033 0.8486
©1 9.9529 7.9497 5.6153 2.2665 1.5911
Vo 6.8542 4.4596 3.1029 1.2027 0.8489
01 | 11.4193  7.9599 5.6150 2.2658 1.5907
Ao 7.0087  5.8975 4.2268 1.6709 1.1776
A1 | 12,4938 10.3667 7.5004 3.0610 2.1482
$o 4.9372 4.0703 2.9045 1.1108 0.7728
S| 8.1263 6.6417 4.7559 1.8332 1.2642
95% | @0 | 4.1443  3.3928 2.3627 0.9156 0.6457
D1 7.5732 6.0490 4.2727 1.7246 1.2107
Vg 5.2154 3.3934 2.3610 0.9152 0.6459
01 8.6890 6.0567 4.2725 1.7240 1.2103
o 5.3330 44874 3.2162 1.2714 0.8961
A 9.5066  7.8881 5.7071 2.3292 1.6346
o 3.7567  3.0971 2.2100 0.8452 0.5880
& 6.1833  5.0537 3.6188 1.3949 0.9619
90% | ¢o 3.4780 2.8474 1.9829 0.7684 0.5419
©1 6.3556 5.0765 3.5857 1.4473 1.0160
Og | 4.3769  2.8478 1.9814 0.7680 0.5421
01 7.2920  5.0830 3.5856 1.4468 1.0157
Y9 | 4.4756  3.7660 2.6991 1.0670 0.7520
1 7.9782 6.6199 4.7895 1.9547 1.3718
$o 3.1527 2.5992 1.8547 0.7093 0.4935
& 5.1892  4.2412 3.0370 1.1707 0.8073

As amplitudes médias dos intervalos de confianga para os parametros do modelo
Kumaraswamy inflacionado em zero e um com dispersao variavel estao expostas na
Tabela 4.16. Nota-se que a estimagao intervalar nesse cenario também apresenta
bom desempenho uma vez que os intervalos ficam mais precisos a medida que o

tamanho da amostra aumenta.

Confirmando o bom desempenho dos intervalos de confianca para os parametros do
modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um com dispersao variavel, é possivel
averiguar na Tabela 4.17 as taxas de cobertura e nao cobertura desses intervalos,
que apresentam bom desempenho, visto que suas taxas de cobertura convergem para
os respectivos niveis de confianga adotados e as taxas de nao cobertura ficam menos

assimétricas quando aumenta o tamanho amostral.

Também foram realizados testes de hipdteses sobre o parametro do coeficiente de
regressao do submodelo da dispersao. Considerando especificamente o submodelo d(7;) =
So + gi1s1, testou-se Hy : ¢ = <1(0) vs. Hy : ¢ # gl(o), em que gl(o) = 0. Note que sob a
hipétese nula ha dispersao fixa.

As taxas de rejeicao nulas nesse cenario estao apresentadas na Tabela 4.18 e as taxas

de rejeicao nao nulas estao na Tabela 4.19. Como valores criticos do teste da razao de
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Tabela 4.17: Taxas (%) de cobertura e de nao cobertura (a esquerda; a direita) dos intervalos
de confianca dos pardmetros do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e um no cenario 2;

wo =—0.5,01 = —=1.5,99 = —0.5,v1 = =1.5,7% = 1.0,v1 = =2.0,50 = 0.5 e g = 1.5.

1—-6| 6 n
40 60 100 500 1000
99% | ¢o 99.66 99.57 99.21 99.10 99.03
(0.31;0.03)  (0.40; 0.03)  (0.68; 0.11) (0.61; 0.29) (0.51; 0.46)
D1 99.85 99.63 99.28 99.20 99.03
(0.09; 0.06)  (0.21; 0.16)  (0.37; 0.35) (0.45; 0.35) (0.47; 0.52)
Do 99.49 99.43 99.41 98.98 98.90
(0.47; 0.04)  (0.52; 0.05)  (0.51; 0.08) (0.63; 0.39) (0.48; 0.49)
U1 99.84 99.57 99.32 99.08 98.81
(0.09; 0.07)  (0.25; 0.18)  (0.35; 0.33) (0.43; 0.49) (0.57; 0.53)
Ao 96.83 97.78 98.22 98.80 99.09
(0.85; 2.32)  (0.62; 1.60)  (0.49; 1.29) (0.47; 0.73)  (0.39; 0.52)
A1 98.09 98.71 98.79 99.09 98.90
(1.45; 0.46)  (0.96; 0.33)  (0.93; 0.28) (0.57; 0.34)  (0.59; 0.51)
o 93.98 95.35 96.31 97.61 97.73
(0.25;5.77)  (0.46; 4.19)  (0.41; 3.28)  (0.64; 1.75)  (0.79; 1.48)
& 96.21 96.80 97.21 97.51 97.41
(2.82;0.97)  (2.16; 1.04)  (1.93; 0.86) (1.47; 1.02) (1.45; 1.14)
95% | ¢o 96.96 96.29 95.46 95.26 95.52
(2.63; 0.41)  (2.45;1.26)  (2.82; 1.72) (2.75; 1.99) (2.27; 2.21)
D1 97.15 95.93 95.40 95.01 95.22
(1.61; 1.24)  (2.12; 1.95)  (2.28;2.32) (2.38; 2.61) (2.49; 2.29)
Do 96.59 95.70 95.61 94.88 94.96
(2.91; 0.50)  (3.04; 1.26)  (2.80; 1.50) (2.97; 2.15)  (2.59; 2.45)
U1 96.62 95.49 95.58 95.02 95.08
(1.87; 1.51)  (2.07; 2.44)  (1.98; 2.44) (2.36; 2.62) (2.60; 2.32)
Yo 91.66 93.31 93.92 94.67 94.83
(2.95; 5.39)  (2.55;4.14)  (2.33;3.75) (2.20; 3.13)  (2.53; 2.55)
A1 93.24 94.31 94.74 95.06 94.98
(4.47;2.29)  (3.47;2.22)  (3.10; 2.16) (2.71;2.23) (2.51; 2.38)
o 88.27 90.01 91.22 93.40 93.83
(0.82;10.91)  (1.20; 8.79)  (1.24; 7.54) (2.04; 4.56) (2.07; 4.10)
& 90.27 91.75 92.24 93.17 93.62
(6.59; 3.14)  (5.50; 2.75)  (5.00; 2.76) (3.82; 3.01) (2.97; 3.41)
90% | ¢o 91.60 90.84 90.46 90.36 90.43
(5.95; 2.45)  (5.44;3.72)  (5.49; 4.05) (5.19; 4.45) (4.78; 4.79)
P1 91.68 90.08 90.28 90.04 90.43
(4.15; 4.17)  (5.06; 4.86)  (4.78; 4.94) (4.71; 5.25) (4.87; 4.70)
Do 91.63 90.63 90.60 90.08 89.90
(5.81; 2.56)  (6.04; 3.33)  (5.61; 3.79) (5.60; 5.32)  (5.24; 4.94)
U1 91.01 90.03 90.06 90.31 89.78
(4.42; 4.57)  (4.61;5.36)  (4.57; 5.37) (4.46; 5.23) (5.07; 5.15)
Ao 86.08 87.72 88.39 89.71 89.74
(5.72; 8.20)  (5.03; 7.25)  (4.98; 6.63) (4.58; 5.71) (4.89; 5.37)
A1 87.30 88.79 89.50 90.10 89.77
(7.45;5.25)  (6.53; 4.68)  (5.98; 4.52) (5.37; 4.53) (5.41; 4.82)
o 82.86 84.56 85.92 88.04 88.94
(2.19; 14.95)  (2.49; 12.95) (2.99; 11.09) (4.45; 7.51) (4.87; 6.19)
& 84.37 85.64 86.82 87.82 89.46
(10.03; 5.60)  (9.34; 5.02)  (8.05; 5.13)  (6.69; 5.49) (5.60; 4.94)
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Tabela 4.18: Taxas (%) de rejeicao nulas dos testes, considerando Hy : ¢; = g%o) vs. Hy : ¢ # gfo),

para o modelo Kumaraswamy inflacionada em zero e um com dispersao variavel.

Nivel Estatistica n
nominal de teste 50 60 100 500 1000
1% RV 1.66 1.56 1.42 1.16 1.02
Z 3.26 2.62 2.24 1.26 1.23
5% RV 7.09 6.42 6.27 5.05 4.96
Z 9.38 8.56 7.61 5.42 5.63
10% RV 13.33 11.95 11.72 10.27 10.51
Z 14.78 14.26 13.15 10.73 10.60

Tabela 4.19: Taxas (%) de rejei¢do nao nulas dos testes, considerando Hy : ¢ = éo) vs. Hy :
(0)

§1 # ¢S, para o modelo Kumaraswamy inflacionada em zero e um com dispersao varidvel.

1 Nivel Estatistica n
nominal de teste 50 60 100 500 1000
0.05 1% RV 1.85 1.65 2.00 13.19 33.44
Z 2.35 2.68 3.42  19.31 39.68
5% RV 6.72 7.36 9.10 32.61 58.34
Z 10.11  11.28 13.75 43.52 68.45
10% RV 13.01 13.70 15.52 44.10 69.47
Z 18.49 18.96 23.21 58.16 81.16
1.50 1% RV 6.16 6.77 13.03 91.45 99.97
Z 8.01 10.44 19.17 94.81 99.45
5% RV 17.34 20.55 33.42 98.05 100.00
Z 24.91 29.72 4491 98.86 99.64
10% RV 27.18 31.57 46.01 99.04 100.00
A 38.08 43.45 59.50 99.53 99.89

verossimilhancas foram utilizados o quantil de referéncia da distribuicao qui-quadrado
com um grau de liberdade, ja para o teste Z foram utilizados os quantis de referéncia da
distribuicao normal padrao.

Observando a Tabela 4.18 nota-se que as taxas de rejeicao nulas convergem para os
respectivos niveis nominais utilizados quando o tamanho amostral aumenta.

Nas simulagoes de poder foram utilizados dois valores para ¢; na geracao dos dados, a
saber, 0.5 e 1.5, sendo o valor nulo ¢; = 0. Os valores criticos foram obtidos das simulac¢oes
de tamanho, visando comparar os poderes de testes com mesmo tamanho. Note que
quando n aumenta os poderes dos testes convergem para 100%, como observado na Tabela
4.19. Além disso, a medida em que o valor verdadeiro de ¢; se distancia do valor nulo, os

poderes dos testes atingem 100% mais rapidamente.

4.7 Selecao do modelo, residuos e bondade do ajuste

Apo0s estimar os pardmetros do modelo de regressao, uma etapa importante é realizar
analise de diagnostico para certificar que o modelo ajustado é uma aproximacao adequada
do modelo populacional. Essa etapa consiste em um conjunto de técninas utilizadas para



98

averiguar a adequabilidade do modelo, dentre elas esta a analise dos residuos.

Na literatura estatistica a andlise de residuos é largamente abordada. Cox & Snell (1968)
fornecem uma definicdo mais geral de residuos e ilustram algumas de suas propriedades e
aplicagoes. Para o modelo de regressao beta inflacionado, Ospina e Ferrari (2012) discutem
sobre os residuos padronizados e residuos quantis aleatorizados. No contexto de regressao
Kumaraswamy, Oliveira e Bayer (2017) utilizam residuo ordindrio padronizado e residuo
quantilico para investigar a adequacidade do modelo proposto.

Além de analise de residuo é muito comum calcular critérios para selecao de modelo,
bem como o coeficiente de determinacao que é 1til para mensurar a qualidade do ajuste.
Adicionalmente a essas ferramentas, também serd apresentado o teste RESET que é

utilizado para verificar se o modelo esta corretamente especificado.

4.7.1 Residuos quantis aleatorizados

Oliveira e Bayer (2017) utilizam o residuo quantilico na andlise de diagndstico do
modelo de regressao Kumaraswamy. Segundo os autores, simulagoes piloto indicam que o
residuo quantilico é o mais adequado no contexto desse modelo. Ospina e Ferrari (2012)
fazem uma adequacao do residuo quantilico para os modelos de regressao beta inflacionados,
com base no residuo generalizado proposto por Cox & Snell (1968). Utilizaremos entdao os
residuos quantis aleatorizados propostos por Ospina e Ferrari (2012).

Seja U = G(y, ) uma variavel uniformemente distribuida no intervalo (0, 1), em que
Y é uma varidvel aleatéria continua. Considere também que ®(-) é a funcao distribuicao
acumulada da distribuicao normal padrao. Entao,

N =07 [G(y,0)] = 27'(V)

é uma variavel aleatéria que tem distribuicao normal padrao. Como 6 é uma quantidade
desconhecida, devemos substitui-lo por sua estimativa de maxima verossimilhanca.

No caso dos modelos Kumaraswamy inflacionados, G(y, @) nao é continua, da mesma
maneira que a funcao distribuicao acumulada no contexto de regressao beta inflacionada.
Diante disto, Ospina e Ferrari (2012) propuseram uma defini¢do mais geral para o residuo
N, optando por uma versao aleatorizada do residuo de Cox & Snell (1968), definindo
assim o residuo quantil aleatorizado para o modelo de regressao beta inflacionado.

O residuo quantil aleatorizado é dado por

rd=® Y(u), i=1,...,n,

em que u; é uma variavel aleatéria uniforme no intervalo (a;, b;], com

Y=Yi

No caso do modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero note que
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e Sey;, =0
a; = liﬂ(l)KIo(y; Ay @i 1) = (1= Ay) lim G(y; @i, 7)) =0 e
y— y—
by = KIO(O; S\iy@uﬂ) = 5\i7
In(0.5)
S n —@,1/%11 , ~ . . .~
em que G(y; 0, 7;) = |1 — (1 — yl/”')1 (1 i ) é a funcao distribuicao acumulada

da Kumaraswamy reparametrizada. Entao, nesse caso, u; ~ U(0, 5\1]

De forma analoga ao caso anterior, para o modelo de regressao Kumaraswamy inflacio-
nado em um:

e Sey; =1

a; = liﬂ% KIl(?J; 5‘i7®i7%i) = (1 - 5\1) lim G(Z/Qd)i,ﬁ) = (1 - 5\1) €
y;}

y—1

b = KI(1; M\, &%) = 1.

Assim, u; ~ U(1 — X\, 1].

e Sey; € (07 1) = U; = KIl(yi; S\i,@hﬁ') = (1 - )\i)G(yiQ(iji;%i)-

J& para o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero e um temos que
q _ F—1 . IRT Y A A A
ri =& u;),i=1,...,n, em que u; ~ U(a;, b;], com a; = lim,_,,, KIZU(y; \;, pi, &, 7i) €

A~

b; = KIZU(y;; Ai, Pi, @i, 7;). Nesse caso note que
e Sey; =0
ai = limKIZU(y; Ai, i, @3, 71) = (1= M) lim G(y; @i, 7:) = 0 e
by = KIZU(0; N, pi, @5, %) = M1 — ).

Entdo, u; ~ U0, \(1 — p7)].

OSey,;zl

Yy—

y—1

b = KIZU(1; A, pi, &3, 7) = 1.

Entdo, u; ~ U(1 — \;, 1].

~ A~

e Seye€ (0, 1) = U; = KIZU(% Anﬁi,@i,ﬂ') = (1 - )\i)G(yﬁ@i;ﬂ')

Segundo Ospina e Ferrari (2012), o procedimento de aleatorizagio é introduzido para

produzir residuos normais continuos.
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4.7.2 Critérios de selecao do modelo

E muito comum utilizar critério de selecio de modelo no contexto de modelos de

regressao. Os mais utilizados e que sdo abordados nessa tese sdo o critério de informagao
de Akaike (AIC) (Akaike, 1974) e o critério de informacao Bayesiano (BIC) dados por

AIC = —20(0) + 2k,
BIC = —20(8) + rlog(n),

em que £(0) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanga avaliada no estimador de méxima,
verossimilhanca e x é o nimero de parametros estimados do modelo. O modelo selecionado
é o que possuir menor valor para AIC ou BIC.

4.7.3 Coeficiente de determinacao generalizado

Visando medir a qualidade do ajuste do modelo selecionado, também ¢é bastante 1til
calcular o coeficiente de determinacao generalizado de Nagelkerke (1991) dado por

R%L =1-— (Ig;lil)i =1 —eXp{—i [g(@)) —6(0)]}7

em que £(0) = log(Lyuu) ¢ a log-verossimilhanga maximizada referente ao modelo nulo e
0(0) = log(L fit) € a log-verossimilhanga do modelo ajustado. O coeficiente de determinagao
RZ mede a proporgao da variabilidade da varidvel reposta que é explicada pelas covaridveis
utilizadas no modelo ajustado. Logo, R% € (0, 1) e quanto mais préximo de 1 melhor é a
qualidade do ajuste.

Outros pseudo R? podem ser definidos como o quadrado do coeficiente de correlacao
amostral entre os valo/re&la Laiéwel resgcﬁa, Y1, Y2, - - -, Yn € seus correspondentes valores

preditos dados por E(y1), IE(ys), ..., E(y,) ou Ry = 1 — log Lyit/10g Lyu (McFadden,
1974).

4.7.4 Teste RESET

Uma pratica importante quando se deseja verificar a bondade do ajuste é a determinacao
da existéncia ou nao de erro de especificacao no modelo. Nesse contexto, um teste bastante
empregado é o Ramsey Regression Equation Specification Error Test (RESET), proposto
por Ramsey (1969), que verifica a validade da hipdtese de correta especificagao do modelo.
Nesta tese usaremos uma adaptacao do teste RESET, que inicialmente foi introduzido
para o modelo de regressao linear. O teste RESET avalia se combinagoes nao-lineares das
variaveis independentes sao relevantes ou nao na explicacao da variavel resposta. A ideia é
que se o modelo esta corretamente especificado, essas combinagoes nao-lineares devem ser

irrelevantes.
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O teste funciona da seguinte forma: sob Hy, o modelo esta corretamente especificado
e sob H; existe algum erro de especificacio no modelo. Para testar tal hipotese, no
modelo de regressio Kumaraswamy inflacionado, adicionamos #? como covaridvel no
submodelo da mediana e entao estimamos o modelo considerando a inclusao desse novo
regressor. Utilizamos o teste da razao de verossimilhancas para testar a hipotese de correta
especificacdo do modelo. Se Hy nao for rejeitada o modelo esta corretamente espeficado.

4.8 Aplicacoes dos modelos Kumaraswamy inflacio-
nados

Nessas aplicagoes foi utilizado um conjunto de dados do Atlas do Desenvolvimento
Humano no Brasil para o ano de 2010, contendo informacodes sobre 5565 municipios
brasileiros. O Atlas do Desenvolvimento Humano 2013 contém indicadores de renda,
educagao, trabalho, demografia, habita¢ao e vulnerabilidade, baseados em informagoes
retiradas do Censo Demogréfico 2010.

Nessa Secao, objetivamos fazer um ajuste inicial dos modelos Kumaraswamy inflacio-
nados propostos e detectar quais variaveis regressoras sao significativas para explicacao da
variavel reposta em cada caso. Também foi realizado o teste RESET para verificar se os
modelos ajustados estao corretamente especificados ou nao.

Na Secao 4.8.1 é apresentada a aplicagao do modelo Kumaraswamy inflacionado em
zero e, na Sec¢ao 4.8.2, é apresentada a aplicacdo do modelo Kumaraswamy inflacionado

€11l Z€ro € ull.

4.8.1 Modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero

O objetivo dessa aplicagdo é ajustar o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado
em zero utilizando um conjunto de dados reais. Para tal fim, foi usada como variavel
resposta a proporcao de pessoas em domicilios com abastecimento de agua e esgoto
sanitario inadequados, contendo 5565 observacoes referentes aos municipios brasileiros em
2010. Selecionamos potenciais variaveis regressoras a partir de uma analise de correlagao.
Na Tabela 4.20 estao apresentadas algumas medidas resumo da varidvel resposta, que
contém 434 valores iguais a zero. Note, na Tabela 4.20, que a variavel proporcao de
pessoas em domicilios com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados apresenta
comportamento assimétrico, em que 75% da amostra é menor ou igual a 0.1302.

Tabela 4.20: Medidas resumo da propor¢ao de pessoas em domicilios com abastecimento de
agua e esgoto sanitario inadequados.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
0.0000 0.0053 0.0326  0.0920 0.1302 0.8536

A Figura 4.1 contém o histograma e o boxplot da propor¢ao de pessoas em domicilios

com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados. Percebe-se o inflacionamento
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Figura 4.1: Histograma (painel esquerdo) e boxplot (painel direito) da proporgao de pessoas em
domicilios com abastecimento de dgua e esgoto sanitario inadequados.

de zeros através do circulo que aparece no histograma, representando a frequéncia de
zeros na amostra, bem como se nota no boxplot que esses valores iguais a zero nao sao
considerados como outliers.

Para escolher covaridaveis a fim de ajustar o modelo de regressao Kumaraswamy
inflacionado em zero, inicialmente foram calculados os coeficientes de correlacao de postos
de Spearman entre a varidvel resposta e covariaveis encontradas na base de dados. A
principio foram consideradas como regressoras as 10 variaveis que estao listadas no Apéndice
A.

Utilizando as variaveis regressoras descritas no Apéndice A, foi ajustado o modelo de

regressao Kumaraswamy inflacionado em zero com dispersao variavel dado por

( h()\z) = T + Zi1T1 + Zi2T9 + VARYIRY + ZiAT4 + Zi575 + Zi6T6 + ZirT7 + Z;8T8 + Z2i9Tg
+  Zi10T10
) flwi) = Yo+ xav + Tiove + Tizyz + Tigva + TisYs + TigVe + TirVr + TigVs + TigYo
+  Zi0710
d(;) = <o+ Giust + Gies2 + ¢33 + QiaSa + ¢isSs + GisSe + QST + GisSs + Qoo
L +  ¢i10510;
emque? = 1,...,5565. Os parametros do modelo foram estimados através da maximizagao

numérica da funcao de log-verossimilhanca utilizando o método quasi-Newton BFGS
(Nocedal, 1980) com gradiente analitico. As dez covaridveis foram utilizadas nos trés
submodelos, totalizando assim 33 parametros, incluindo os trés interceptos referente a
cada submodelo. Os valores estimados para cada coeficiente, juntamente com os erros-
padrao associados, bem como as estatisticas de teste da razao de verossimilhangas com os
respectivos p-valores estao expostos na Tabela 4.21.

Com base nos resultados contidos na Tabela 4.21 pode-se notar que os parametros
Ty, T4 € Tg NAo sao significativos para explicar a varidavel reposta, ao nivel de 5% de
significancia. Logo, T_FLSUPER, T FUND18A24 e T CRIFUNDIN_ TODOS nao
parecem ser relevantes para explicar o comportamento do parametro de mistura do modelo

Kumaraswamy inflacionado em zero ajustado. De forma analoga, observando os p-valores
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Tabela 4.21: Estimativas, erros-padrao, estatistica da razdo de verossimilhancas e p-valor -
modelo KI em zero.

Pardmetro | Estimativa EP RV p-valor
0 —1.0978 | 0.7356 - -
m 14.0478 | 1.2748 4.6706 0.0307
e 0.0098 | 0.9783 | 8.0701e-005 0.9928
T3 —9.8616 | 1.0002 4.5661 0.0326
Ty —1.6182 | 0.9928 1.3763 0.2407
s 3.8303 | 0.8579 13.8400 0.0002
g —6.3493 | 0.9970 12.7950 0.0003
7 —15.5016 | 1.0613 75.1240 | 4.4200e-018
T8 0.1817 | 0.8092 0.0451 0.8317
g —1.9962 | 0.9770 4.6125 0.0317
10 —150.4010 | 1.0082 70.3680 | 4.9209e-017
Yo —1.2127 | 0.4907 - -
Y 2.5603 | 0.9631 9.5917 0.0019
Y2 —4.3376 | 0.7184 67.0030 | 2.7103e-016
Y3 3.0788 | 0.9543 18.7510 | 1.4897e-005
V4 —1.5187 | 0.6320 11.5920 0.0007
Y5 —1.5806 | 0.4925 16.7250 | 4.3198e-005
Y6 —7.4114 | 0.9329 66.6770 | 3.1983e-016
¥z 4.6309 | 0.2214 500.1300 | 8.9060e-111
8 —2.2722 | 0.3965 57.9100 | 2.7439e-014
Y9 2.0291 | 0.2281 95.0840 | 1.8246e-022
Y10 —0.2101 | 0.4496 0.36286 0.5469
S 0.2736 | 0.2810 - -
St 0.2715 | 1.0466 0.20371 0.65174
G2 1.1846 | 0.3876 13.9270 0.0002
S3 —1.8607 | 0.8730 11.9920 0.0005
4 —0.1092 | 0.4427 0.1179 0.7313
S5 —0.0517 | 0.2867 0.0394 0.8426
6 —0.2362 | 0.6520 0.1966 0.6575
7 —0.8661 | 0.1960 31.1670 | 2.3670e-008
S8 —0.0731 | 0.1572 0.1157 0.7337
S9 —0.5187 | 0.1653 11.0210 0.0009
S10 1.1167 | 0.3205 18.8950 | 1.3813e-005

verifica-se que apenas a variavel T SLUZ nao é significante para explicar variagoes na
mediana da proporcao de pessoas em domicilios com abastecimento de adgua e esgoto
sanitario inadequados. Por fim, analisando o terceiro submodelo onde o parametro de
dispersao é variavel, observa-se que os regressores T ANALF18A24, T FUNDI18A24,
T MEDI18A24, T SUPER25M e T_CRIFUNDIN_TODOS nao sao significativos para
explicar o parametro de dispersao do modelo ajustado nessa aplicacao.

Na Figura 4.2 estao apresentados, o grafico dos residuos quantis aleatorizados e o
envelope simulado dos residuos do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero ajustado
para a variavel proporc¢ao de pessoas em domicilios com abastecimento de dgua e esgoto
sanitario inadequados, considerando as covariaveis significativas. Nota-se que o modelo
ajustado nao é adequado. Com base no teste RESET também é possivel verificar que hé

alguma ma especificagdo no modelo, uma vez que p-valor = 5.5711e — 067.
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Figura 4.2: Residuos (painel esquerdo) e envelope simulado dos residuos (painel direito) do
modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero ajustado.

4.8.2 Modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero e um

Nessa segunda aplicacao foi utilizada como variavel resposta a taxa de desocupacao
(desemprego) da populacao de 10 a 14 anos de idade. Essa varidvel é dada pela porporgao
da populagdo economicamente ativa (PEA) nessa faixa etaria que estava desocupada, ou
seja, que nao estava ocupada na semana anterior a data do censo, mas havia procurado
trabalho ao longo do més anterior a data dessa pesquisa. Esse conjunto de dados contém
5565 observagoes. Na Tabela 4.22 encontram-se medidas resumo da variavel resposta, que
contém 1279 valores iguais a zero e 14 valores iguais a um. O objetivo dessa aplicacao é
ajustar o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero e um a proporc¢ao de
pessoas de 10 a 14 anos desocupadas, mas que haviam procurado trabalho, nos municipios
brasileiros em 2010. Observando a Tabela 4.22, nota-se que a variavel resposta apresenta
comportamento assimétrico, sendo 75% da amostra menor ou igual a 0.2107.

Tabela 4.22: Medidas resumo da proporcao de pessoas de 10 a 14 anos desocupadas no Brasil
em 2010, mas que havia procurado trabalho ao longo do més anterior a data dessa pesquisa.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
0.0000 0.0207 0.1017 0.1395 0.2107 1.0000

A Figura 4.3 contém o histograma e o boxplot da proporcao de pessoas de 10 a 14
anos desocupadas no Brasil em 2010. Mais uma ves nota-se o comportamento assimétrico
dos dados e a presenca de zeros e uns, como mencionado anteriormente.

Observando os coeficientes de correlagao de Spearman entre a varidvel resposta e
algumas potenciais covariaveis encontradas na base de dados, incialmente foram considera-
dos os 9 regressores listados no Apéndice B. Utilizando as variaveis regressoras descritas

anteriormente, foi ajustado o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero
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Figura 4.3: Histograma (painel esquerdo) e boxplot (painel direito) da propor¢ao de pessoas de
10 a 14 anos desocupadas no Brasil em 2010.

com dispersao varidvel, expresso em (4.4), que ficou da seguinte forma:

[ h(E0i) = o+ 20nP1 + 20202 T 20i303 T 20iaP1 T 200595 + 201696 + 20797 + 20898
+  20i9%p9
) 1) = vo+ 210101 + 212U2 + 21i3U3 + 2104Vs + 213505 + 21i6U6 + 210707 + 214808
+  Z1i9U9
flw)) = o+ xam + Tz + Tizyz + TiaYa + TisVs + TieVe + Tiv Y7 + TisYs + TigYo
L d(7) = S0+ qast + G + Gisss + Giasa + ¢isSs + QisSe + Qirst + Qisss + ioo,

em que ¢ = 1,...,5565.

Os nove regressores foram utilizados nos quatro submodelos, totalizando assim 40
parametros, incluindo os quatro interceptos de cada submodelo. Os parametros do modelo
foram estimados através da maximizacdo numérica da funcao de log-verossimilhanca utili-
zando o método quasi-Newton BFGS (Nocedal, 1980) com primeiras derivadas analiticas.
Os valores estimados dos coeficientes de regressao, juntamente com os erros-padrao associ-
ados, bem como as estatisticas de teste da razao de verossimilhancas, com os respectivos
p-valores, estao expostos na Tabela 4.23.

Analisando a Tabela 4.23 pode-se concluir que T MULCHEFEFIF014, T M15A17CF,
T ATRASO 2 FUND, T FLFUND, T FREQ11A14 ¢ T CRIFUNDIN_ TODOS sao
significantes para explicar a probabilidade da variavel resposta ser igual a zero. De forma
analoga, observando os p-valores verifica-se que apenas as variaveis T ANALF11A14 e
T FREQI11A14 sao significantes para explicar a probabilidade da variavel resposta ser
igual a um. J4 a mediana da variavel resposta pode ser explicada por T__M10A14CF,
T ATRASO_2 FUND, T FREQ11A14, PINDCRI e T _CRIFUNDIN_ TODOS. Por
fim, analisando o submodelo do parametro de dispersao, observa-se que os regressores
T ATRASO_2 FUND, T _FREQ11A14, PINDCRI e T _CRIFUNDIN_TODOS sao
significativos para explicar a dispersao da variavel resposta utilizada.

Na Figura 4.4 é possivel visualizar o grafico dos residuos quantis aleatorizados e o
envelope simulado para estes residuos, obtidos do modelo Kumaraswamy inflacionado em

zero e um ajustado para a proporcao de pessoas de 10 a 14 anos desocupadas no Brasil
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Tabela 4.23: Estimativas, erros-padrao, estatistica da razdo de verossimilhangas e p-valor -
modelo KIZU.

Parametro | Estimativa EP RV p-valor
0o —16.5059 | 1.8298 - -
©1 —3.0882 | 0.4475 | 47.9580 | 4.3551e-012
V2 5.1067 | 4.8987 0.9581 0.3276
3 —3.4762 | 0.8220 | 18.7130 | 1.5191e-005
Y4 0.7220 | 1.4294 0.1982 0.6562
s —3.2260 | 0.6356 | 26.2560 | 2.9910e-007
06 4.2253 | 1.3844 7.9940 0.0047
o7 11.5971 | 2.0212 | 31.5960 | 1.8979e-008
s 0.4783 | 0.3802 1.4606 0.2268
Y9 3.5603 | 0.4184 | 73.9800 | 7.8931e-018
g —57.0294 | 19.6860 - -
U1 —5.1570 | 3.9610 1.5551 0.2124
Vg 37.6259 | 35.3476 0.8702 0.3509
U3 —8.3592 | 6.9039 1.4269 0.2323
Uy 25.1436 | 11.7706 3.2156 0.0729
Vs —6.8316 | 5.2236 1.6076 0.2048
Vg 0.4281 | 10.9542 0.0014 0.9698
U7 53.8463 | 19.9244 7.0047 0.0081
vg 0.3598 | 3.2753 0.0095 0.9223
Vg —0.5608 | 3.1606 0.026 0.8711
Yo 0.6200 | 0.6536 - -
Y1 0.1637 | 0.2129 0.5837 0.4448
Y2 4.5641 | 2.2299 3.3842 0.0658
Y3 0.5860 | 0.3796 2.3061 0.1289
V4 0.7857 | 0.8172 0.9910 0.3195
s 1.5765 | 0.3054 | 26.3630 | 2.8297e-007
Y6 1.0466 | 0.6979 2.1820 0.1396
¥z —2.5634 | 0.8521 8.0024 0.0047
8 —1.1554 | 0.2067 | 32.9530 | 9.4437e-009
Y9 —2.7197 | 0.1967 | 183.8000 | 7.1703e-042
) —1.2624 | 0.5071 - -
'St —0.1511 | 0.1678 0.7842 0.3758
S2 —3.2596 | 1.7803 2.5169 0.1126
3 —0.2082 | 0.3241 0.4143 0.5198
4 —0.0869 | 0.6206 0.0205 0.8861
S5 —0.7678 | 0.2592 8.7988 0.0030
S6 —0.7422 | 0.5994 1.5178 0.2179
7 1.2718 | 0.7189 2.8209 0.0930
S8 0.4347 | 0.1602 7.6652 0.0056
S9 1.4760 | 0.1740 71.498 | 2.7752e-017

em 2010. Observa-se que ha pontos influentes no ajuste, os quais devem ser avaliados,
posteriormente, com mais atencao. Adicionalmente foi realizado o teste RESET proposto
por Ramsey (1969) e utilizado por Oliveira e Bayer (2017) no contexto de regressao
Kumaraswamy, no qual #? foi adicionado como regressor no submodelo do pardmetro
da mediana. Vale ressaltar que o teste foi realizado utilizando apenas as covaridveis
significativas em cada submodelo. Sendo assim, foi testada a hipdtese de que o modelo
esta corretamente especificado e através da estatistica da razao de verossimilhancgas que

foi igual a 1.9158, a hipdétese nula nao foi rejeitada, aos niveis usuais de significancia,
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uma vez que p-valor = 0.1663. Logo, pelo teste RESET, o modelo esta corretamente
especificado. Todavia, faz-se necessario um diagnoéstico mais aprofundado para avaliar os

pontos influentes e possiveis outliers, o que pode ser considerado como trabalhos futuros.
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Figura 4.4: Residuos (painel esquerdo) e envelope simulado dos residuos (painel direito) do
modelo de regressdo Kumaraswamy inflacionado em zero e um.

4.9 Conclusoes

Neste capitulo foram propostos modelos de regressao Kumaraswamy inflacionados que
sdo uteis para modelar varidveis respostas que assumem valores nos intervalos [0, 1), (0, 1]
e [0,1]. Estimacao pontual, através do método de méxima verossimilhanga, foi discutida
para os modelos, bem como foram apresentados intervalos de confianga assintéticos e
também testes de hipoteses.

Os desempenhos dos estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros dos
modelos Kumaraswamy inflacionados, bem como dos intervalos de confianca para esses
parametros, foram avaliados através de simulagoes de Monte Carlo. Também foram
realizadas simulagoes de Monte Carlo para verificar os desempenhos dos testes razao de
versossimilhancas e Z, comparando seus tamanhos e poderes.

A partir dos resultados encontrados pode-se concluir que os estimadores de maxima
verossimilhanca dos modelos Kumaraswamy inflacionados e também os testes apresentados
possuem bom desempenho.

Adicionalmente, foram realizadas aplicacoes a dados reais, onde foi possivel verificar os
ajustes dos modelos Kumaraswamy inflacionados propostos.

Como trabalhos futuros, é possivel desenvolver técnicas de diagnéstico para detectar

pontos influentes, outliers, etc, bem como abordar outros residuos.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Para estudar o comportamento de uma variavel no intervalo (0, 1) é possivel utili-
zar algumas distribui¢des de probabilidade, como por exemplo, a distribuicao beta, a
distribuicao simplex, a distribuicaio Kumaraswamy, entre outras. A distribuicao beta é
bastante utilizada para ajustar dados de taxas e proporgoes, bem como outras variaveis
que possuem suporte em (0,1). Contudo, a distribuicio Kumaraswamy vem ganhando
espaco na literatura estatistica, pois possui algumas vantagens, destacando-se o fato de ter
uma funcao quantilica simples, sem depender de fungoes mateméaticas especiais, como é o
caso da distribuicao beta.

Na pratica é comum que dados de taxas e proporc¢oes assumam valores iguais a zeros
ou uns. Entao, para acomodar os extremos do intervalo é preciso definir uma nova
distribuicao que resulta da mistura entre uma distribuicao degenerada em zero ou em um
e uma distribuicao continua. Esse foi o enfoque da distribuicao beta inflacionada em zero
ou em um, proposta por Ospina e Ferrari (2010). Para o caso em que as proporgoes sao
observadas no intervalo [0, 1], a proposta é construir uma nova distribui¢do que resulta da
mistura entre duas distribui¢coes, uma continua e uma discreta, permitindo assim modelar
os valores zeros e uns em uma amostra de dados no intervalo [0, 1]. Ospina e Ferrari (2010)
também propuseram uma distribuicao inflacionada em zero e um considerando como base
a distribuicao beta.

No contexto de modelos de regressao, é possivel avaliar o comportamento de uma
variavel dado o conhecimento de varidveis explicativas conhecidas. Para dados no intervalo
(0,1), Ferrari e Cribari (2004) propuseram o modelo de regressao beta. J& para varidveis
que assumem valores nos intervalos [0, 1), (0,1] e [0, 1], é possivel utilizar os modelos de
regressao beta inflacionados propostos por Ospina e Ferrari (2012), que sao baseados em
distribuigoes beta inflacionadas (Ospina e Ferrari, 2010).

Nessa tese foram propostas a distribuicaio Kumaraswamy inflacionada em zero, para
dados que apresentam valores no intervalo [0, 1), a distribuigdo Kumaraswamy inflacionada
em um, para variaveis no intervalo (0, 1], e a distribuicdo Kumaraswamy inflacionada em
zero e um, para dados no intervalo [0, 1]. Adicionalmente, foram propostos modelos de
regressao Kumaraswamy inflacionados para modelar variaveis dependentes distribuidas
nos intervalos [0, 1), (0,1] e [0, 1].

Em cada cenario utilizado nessa tese, foram desenvolvidas as inferéncias pontuais e
intervalares para cada um dos parametros das distribui¢cbes Kumaraswamy inflaciona-
das, bem como dos modelos Kumaraswamy inflacionados. Além disso, foram também
apresentados testes de hipdteses para os parametros das distribui¢oes e modelos propostos.

Nos Capitulos 2 e 3 abordamos as respectivas inferéncias para cada uma dessas distri-
buigoes, ou seja, apresentamos a estimagao pontual dos parametros de cada distribuicao
proposta, através do método de méxima verossimilhanga; a distribuicao assintotica dos
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estimadores; estimacao intervalar e testes de hipoteses sobre os parametros. Foram realiza-
das simulagoes de Monte Carlo para verificar os desempenhos dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros de cada distribuicao e também dos testes de hipdteses.
Observamos que tanto os estimadores quanto os testes apresentam bons desempenhos
em amostras finitas. Por fim, foram apresentadas aplicagoes a dados reais, nas quais
verificamos o ajuste das distribui¢oes propostas e estimamos os parametros com base nas
amostras utilizadas.

No Capitulo 4 propomos o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero ou
um e o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado em zero e um. Desenvolvemos a
inferéncia pontual para ambos os modelos e averiguamos o desempenho dos estimadores de
maxima verossimilhanca, dos intervalos de confianca e dos testes de hipoteses utilizados,
através de simulagoes de Monte Carlo. Com base nos resultados encontrados, constatamos
o bom desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros dos
modelos Kumaraswamy inflacionados. Adicionalmente, foram avaliados os desempenhos
do teste da razao de verossimilhancas e do teste Z, os quais apresentam bons desempenhos
em amostras finitas. Apresentamos também critérios para selecao dos modelos, residuos
quantis aleatorizados, pseudo R? e o teste RESET para detectar se ha mé especificacio no
modelo. Ajustamos os modelos de regressao Kumaraswamy inflacionados a dados reais,
estimamos os parametros através da maxima verossimilhanca e investigamos a bondade
dos ajustes.

E vélido ressaltar que as distribuicoes misturas herdam as caracteristicas da distribuicao
Kumaraswamy, ou seja, possuem funcao densidade de probabilidade bastante flexivel,
podendo ser bem 1til na préatica, uma vez que assumem diversas formas, a depender dos
pardmetros que as indexam. Além disso, as distribui¢oes Kumaraswamy inflacionadas
propostas (com e sem reparametrizagao), também possuem uma fungao quantilica simples,
o que facilita a modelagem da mediana da variavel resposta ou de qualquer outro quantil,
o que ¢ uma vantagem em relacao a distribuicao beta e suas versoes inflacionadas, pois a
funcao quantilica da distribuicdo beta nao possui forma fechada. Ademais, modelos de
regressao que modelam a mediana em vez de modelar a média da variavel reposta, tendem
a serem mais robustos, visto que a mediana é uma mediana mais robusta do que a média.

Por fim, essa tese traz uma gama de possibilidades para trabalhos futuros, uma vez

que ¢é possivel
e aprofundar as técnicas de diagnéstico dos modelos de regressao propostos;

e verificar o desempenho do teste gradiente, bem como das versoes bootstrap dos testes

utilizados na tese;
e discutir novos residuos para averiguar a bondade do ajuste dos modelos propostos;

e avaliar o comportamento do teste RESET aplicado as distribui¢oes e modelos

propostos;
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e propor modelos de regressao quantilica com base nas distribui¢bes Kumaraswamy
inflacionadas.
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APENDICE A - COVARIAVEIS DO
MODELO KUMARASWAMY
INFLACIONADO EM ZERO

Tabela 1: Descricido das variaveis regressoras do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero,
retiradas do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil 2013.

Variavel Sigla Descrigao

21, %1, q1 T ANALF18A24 Taxa de analfabetismo da populacao de 18 a 24 anos
de idade

29, X2, (2 T FLSUPER Taxa de frequéncia liquida'o ensino superior

23,23, 43 T FREQFUND1824 Percentual da populagao de 18 a 24 anos de idade
frequentando o ensino fundamental

24,%4,Q4 T_FUND18A24 Percentual da populagdo de 18 a 24 anos
com fundamental completo

z5, T5, 5 T MED18A24 Percentual da populagdo de 18 a 24 anos com médio
completo

2656, 46 T SUPER25M Percentual da populagao de 25 anos ou mais com
superior completo

27,7, Q7 PINDCRI Proporcao de criangas extremamente pobres

28, T8, (8 T_CRIFUNDIN_TODOS | Percentual de criangas que vivem em domicilios
em que nenhum dos moradores tem o ensino
fundamental completo

29,9, o T MULCHEFEFIF014 Percentual de méaes chefes de familia, sem fundamental
completo e com pelo menos um filho menor de 15 anos
de idade

210, T10,q10 | T SLUZ Percentual de pessoas em domicilios sem energia elétrica

'Razdo entre o ntimero de pessoas na faixa etaria de 18 a 24 anos frequentando o ensino superior
(graduacao, especializagao, mestrado ou doutorado) e a populacdo total dessa mesma faixa etéria.



115

APENDICE B - COVARIAVEIS DO
MODELO KUMARASWAMY
INFLACIONADO EM ZERO E UM

Tabela 2: Descrigdo das varidveis regressoras do modelo Kumaraswamy inflacionado em zero e
um, retiradas do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil 2013.

Variavel

Sigla

Descrigao

21,21, q1

22,22,42

23,723,493

24,%4,44

25,25, 45

26,L6,d6

27, %7, 497

28,8, q8
29,29,49

T MULCHEFEFIF014

T_M10A14CF
T_MI15A17CF
T_ANALF11A14

T _ATRASO_2 FUND
T_FLFUND
T_FREQ11A14

PINDCRI
T_CRIFUNDIN_TODOS

Percentual de maes chefes de familia, sem fundamental
completo e com pelo menos um filho menor de 15 anos
de idade

Percentual de mulheres de 10 a 14 anos de idade que
tiveram filhos

Percentual de mulheres de 15 a 17 anos de idade que
tiveram filhos

Taxa de analfabetismo da populagdo de 11 a 14 anos
de idade

Percentual da populagdao de 6 a 14 anos de idade
frequentando o ensino fundamental que tem 2 anos

ou mais de atraso idade-série

Taxa de frequéncia liquida ao ensino fundamental
Taxa de atendimento escolar da populagao de 11 a 14
anos de idade

Proporgao de criangas extremamente pobres
Percentual de criancas que vivem em domicilios em
que nenhum dos moradores tem o ensino fundamental
completo
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