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RESUMO

Neste trabalho, fazendo uso de ferramentas de Anélise Funcional e de Topologia, nos
investigamos propriedades de periodicidade assintética para as solu¢oes brandas de equagoes
de ondas semilineares fortemente amortecidas. Ainda com relagao as solugoes brandas deste
tipo de equagao, nés estudamos propriedades de limitagao em L e a estruturara topoldgica
do conjunto formado por estas solucoes. Também obtemos resultados de existéncia de
solugoes classicas e de solugoes fortes e, por fim, complementamos os resultados tedricos
com um conjunto de varias aplicagoes ilustrativas. Além deste estudo, consideramos
também o modelo fracionario de Keller-Segel para a quimiotaxia de ordem a € (0,1).
Tomando o dado inicial suficientemente pequeno na classe dos espagos de Besov-Morrey,
noés provamos um resultados de existéncia e unicidade de solugao global branda para este
mesmo problema. Conseguimos também garantir a existéncia de solugoes auto-similares e,
para finalizar, mostramos um resultado sobre o comportamento assintotico das solugoes

do sistema fracionario de Keller-Segel.

Palavras-chave: Equagoes de ondas amortecidas. Limitacao. Comportamento assintotico.

Modelo de Keller-Segel. Espacos de Besov-Morrey. Solucdes auto-similares.



ABSTRACT

In this work, using tools of Functional Analysis and Topology, we investigate properties
of asymptotic periodicity for the mild solutions of strongly damped semilinear wave
equations. Still in relation the mild solutions of this type of equation, we study properties
of boundedness in the LP-spaces and the topological structure of set consisting by these
solutions. We also obtain results of existence of classical solutions and existence of strong
solutions, and finally, we complement the theoretical results with a set of very illustrating
applications. Besides this study, we consider the time-fractional Keller-Segel model for
chemotaxis of order a € (0,1). Taking into account the enough small initial data in a
class of Besov-Morrey spaces, we prove a result of existence and uniqueness of global mild
solution for this problem. We also ensure the existence of self-similar solutions, and lastly,
we show an asymptotic behaviour result for the solutions of time-fractional Keller-Segel

system.

Keywords: Damped wave equations. Boundedness. Asymptotic behaviour. Keller-Segel

model. Besov-Morey space. Self-similar solutions.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que problemas do mundo real sdo modelados matematicamente através de
equacgoes diferenciais e que o estudo do comportamento assintotico das solugoes destas
equagoes (quando existem) é, sem sombra de duvidas, um dos assuntos mais ativos na
teoria qualitativa de equacoes diferenciais. Em periodicidade assintética, por exemplo,
observamos que a quase totalidade dos sistemas concretos sao submetidos a perturbacoes
externas (ou internas) que nao sao exatamente periédicas, no entanto, em muitas situagoes
podemos supor que estas perturbagoes sdo aproximadamente periddicas, em um sentido

amplo.

Neste contexto, o matematico dinamarqués Harald Bohr introduziu, no inicio do
século 20, o conceito de fungdes quase periddicas, criando assim uma nova teoria. Esta
teoria rapidamente atraiu a atencao de varios matematicos de sua época devido, nao
sO a estrutura de tais fungoes, mas também a sua vasta aplicagdo em areas como fisica,
biologia e economia. Nomes famosos como os de A. S. Besicovitch, S. Bochner, J. von
Neumann, V. V. Stepanov, H. Weyl, N. Wiener e M. Fréchet aparecem na literatura
relacionada ao estudo de quase periodicidade. Atualmente, tém surgido varios conceitos
que representam a ideia de func¢ao aproximadamente periédica. Dentre eles citamos: as

fungoes assintoticamente quase periddicas e as assintoticamente periddicas.

Nos tultimos anos, o estudo de periodicidade e suas extensoes para equagoes de
evolucao tem atraido a atencao de muitos matematicos. Recentemente surgiu a nocao de
funcdo S-assintoticamente w-periédica (ver (HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008))
que é uma generalizagdo da fungdo assintoticamente w- peridédica. Este novo conceito tem
interessantes aplicagoes em varios ramos das equagoes diferenciais e isso tem despertado
o interesse de varios pesquisadores no assunto (ver (CAICEDO et al., 2012; CUEVAS;
SOUZA, 2010; CUEVAS; SOUZA, 2009; CUEVAS; LIZAMA, 2010; HENRIQUEZ; PIERRI;
TABOAS, 2008; DOS SANTOS; HENRIQUEZ, 2015)).

Em 2013 apareceu uma nova noc¢ao de fungoes assintoticamente periddica, tam-
bém chamadas pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Tal conceito foi introduzido em
(PIERRI; ROLNIK, 2013). Neste artigo os autores apresentam uma discussdo sobre as
diferencas entre as fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas e a classe padrao das
fungoes assintoticamente peridédicas. Na literatura sao estudadas algumas interessantes
caracteristicas e aplicagoes deste novo tipo de funcao em varios ramos das equagoes de
evolucao, como por exemplo equacoes fracionarias e estruturas flexiveis possuindo mate-
rial interno amortecido e forga externa (ver (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014; DE
ANDRADE et al., 2016)).
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Nesta tese, discutimos, entre outras coisas, a existéncia de solugoes brandas pseudo
S-assintoticamente w-periddicas para equacoes de ondas fortemente amortecidas, definidas
sobre espacos vetoriais abstratos de dimensao infinita. Até a presente data, a literatura
com respeito a periodicidade assintética deste tipo de equacgado é ainda incipiente e a
rapida evolucao da noc¢ao de pseudo S-assintoticamente w-periodicidade nos motiva a
realizar este estudo. Além do estudo de periodicidade assintética, realizamos uma profunda
analise da estrutura topolégica do conjunto de solugoes para equacoes de ondas fortemente
amortecidas. Investigamos também a existéncia de solugao global (branda) para o modelo
fracionario de Keller-Segel para quimiotaxia. Tal sistema é considerados um dos mais

importantes para se entender o processo de agregacio quimiotética .

Este trabalho encontra-se dividido em trés capitulos. O Capitulo 2, intitulado
“Preliminares”, tem por objetivo tornar o texto o mais autosuficiente possivel. Nele algumas
defini¢des e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho serao relembrados. De
modo mais especifico, faremos uma breve revisao das generalizagoes de fungoes periddicas e
de alguns teoremas classicos da Analise Funcional. Recordamos ainda algumas propriedades
dos espacos de Morrey e de Besov-Morrey, da funcao de Mainardi e dos operadores de
Mittag-Leffler. Por fim, ja na tltima secao deste capitulo, enunciaremos diversos resultados

topoldgicos, extremamente titeis a nossos objetivos.

No Capitulo 3, cujo titulo é “Equagoes de ondas fortemente amortecidas”, fazemos
um estudo qualitativo para um dado sistema de equagoes de ondas fortemente amorte-
cidas. Tais equacoes tém despertado grande interesse na atualidade sendo investigadas
em diversos contextos por varios matematicos, sob diferentes hipéteses. A literatura nos
oferece tépicos como existéncia (BAHUGUNA, 1995; GAZZOLA; SQUASSINA, 2006; GE-
ORGIEV; TODOROVA, 1994), comportamento assintético (WEBB, 1980; GHIDAGLIA;
MARZOCCHI, 1991; MASSATT, 1983), atratores (BORINI; PATA, 1999; BRUSCHI et
al., 2006; CARVALHO; CHOLEWA, 2002a; LI; ZHOU; YIN, 2004; PATA; SQUASSINA,
2005; YANG; SUN, 2009), boa colocagao (CARVALHO; CHOLEWA, 2002b), estimativas
de decaimento (IKEHATA, 2001), blow-up (AVALOS; LASIECKA, 2003; GAZZOLA,
SQUASSINA, 2006; MESSAOUDI, 2001), controlabilidade (AVALOS; LASIECKA, 2003),
bootstrapping e regularidade (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO, 2008), periodicidade
assintotica (CUEVAS; LIZAMA; SOTO, 2013). Estas equagoes também sao consideradas
em areas da fisica tais como; conducgao de calor, mecénica dos sélidos e assim por diante.
Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias bibliograficas, as quais incluem muitos

dos artigos originais.

De maneira mais especifica, estudamos na Secao 3.3 a existéncia de solugoes brandas

! Na agregacio quimiotética, as células se acumulam em regides pequenas do espaco dando origem a

configuragoes altamente densas.
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pseudo S-assintoticamente w-periddicas para o seguinte problema de Cauchy:

{ utt+2nA%ut+Au:f(t,u,ut), t >0, (11)

w(0) =ug € Xz, u,(0) = vy € X,

onde X é um espago de Banach reflexivo, A : D(A) C X — X é um operador fechado
densamente definido, X 360 espaco de poténcia fracionaria associado a A como em
(HENRY, 2006), n > 0 e f é uma fungao continua adequada. Além disso, nas Segbes 3.4 e
3.6 garantimos (sob certas condigbes) a existéncia de solugbes brandas em LP e de solugdes
classicas (e fortes), respectivamente. Estudamos ainda a estrutura topoldgica do conjunto
solugdo do problema (1.1) na Segao 3.5 e ao final do capitulo, trazemos algumas aplicagoes
ilustrativas. Os resultados estabelecidos aqui para o problema (1.1) foram publicados em

(AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017).

Vale a pena frisar que equagoes da forma (1.1) tém caracteristicas interessantes
e nao triviais e aparecem na literatura sob o nome de equagoes de ondas fortemente
amortecidas. Um exemplo de modelo matematico representado na forma (1.1) é a equagao
de onda com estrutura amortecida (CARVALHO; CHOLEWA, 2002a; CHEN; TRIGGIANTI,
1989; CHEN; TRIGGIANI, 1990; CHEN; TRIGGIANI, 1988). Enfatizamos ainda que
o Capitulo 3 desta tese é um aprofundamento do trabalho desenvolvido em (CUEVAS;
LIZAMA; SOTO, 2013), onde os autores investigam existéncia e unicidade de solugao
branda assintoticamente quase periddica para equacoes de ondas fortemente amortecidas
do tipo (1.1).

O Capitulo 4, nomeado “Modelo fracionario de Keller-Segel para quimiotaxia”,
garante a existéncia de solugoes globais para este modelo e analisa o comportamento
assintotico de tais solugdes. Nosso interesse em estudar equagoes diferenciais fracionarias
se justifica devido a seu forte potencial em diversos problemas aplicados. Dentre estes
problemas citamos: impedancias elétricas botanicas, corrosao eletroquimica, comporta-
mento reoldgico celular, agregacao quimiotatica em sistemas celulares, modelo de infeccao
de HIV. Equacgodes diferenciais fracionarias estao naturalmente relacionadas a sistemas
com memoria, a qual existe em diversos sistemas biologicos. Além disso, foi deduzido que
membranas de células tém condutancia elétrica de ordem fracionaria. Mais detalhes podem
ser vistos nas seguintes referéncias (BERBERAN-SANTOS, 2005; ARAFA; EL-SAYED;
RIDA, 2009; ESCUDEROQO, 2006; GURUSAMY, 2017; SAMKO; KILBAS; MARICHEV,
1993; SCHNEIDER, 1990; SCHNEIDER; WYSS, 1989; WYSS, 1986; ZEID; YOUSEFI,
2016).

Quimiotaxia é, em sintese, 0 movimento direcionado de um organismo, em resposta
a um estimulo quimico. Ela pode ser negativa (quando ocorre no sentido oposto a uma
substancia) ou positiva (quando ocorre no mesmo sentido de uma certa substancia). Os
estimulos quimicos, que influenciam diretamente no movimento destes organismos, podem

ocorrer por meio de forcas externas ou podem ser secretados pelos préprios organismos
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(DEJAK et al., 2014). Em animais, este tipo de movimento acontece, por exemplo, para
localizagao de alimentos ou para encontrar parceiros sexuais. Em células do corpo, podemos
citar os espermatozoides, que sao atraidos pelas substancias quimicas liberadas através
do revestimento externo do 6vulo, e as células do sistema linfatico, que migram através
dos capilares sanguineos para regioes com ferimentos ou atacadas por seres patoldgicos,

atuando assim na cicatrizacao do ferimento e no combate a estes seres estranhos.

O primeiro modelo matematico para quimiotaxia foi introduzido em 1970 por
Ewelyn Fox Keller e Lee Segel em (KELLER; SEGEL, 1970) para descrever a agregagao
da ameba do lodo devido a uma substancia quimica atrativa. Este modelo é considerado
um dos mais importantes para se entender agregacao quimiotatica e tem sido utilizado
amplamente nos tltimos anos (BLANCHET; CARRILLO; LAURENCOT, 2009; BLAN-
CHET; CARRILLO; MASMOUDI, 2008; ARAFA; EL-SAYED; RIDA, 2009; HERRERO;
VELAZQUEZ, 1996; HORSTMANN, 2003; HORSTMANN, 2004; HORSTMANN, 2002;
HORSTMANN; WINKLER, 2005). Em (ESCUDERO, 2006), o autor introduziu e analisou
um modelo fracionario de Keller-Segel. Este modelo forneceu uma descri¢gdo mais precisa
de uma auto-interagao quimiotatica de uma populagao de células, cujos movimentos nao

eram feitos aleatoriamente.

Diante disto, consideramos neste capitulo o seguinte modelo fracionario de Keller-
Segel para quimiotaxia, o qual consiste em um sistema acoplado de equacoes diferenciais

parciais em R", com n > 2,

‘Diu = V-(Vu—uVv), ze€R" t>0,
‘D¥v = Av—~yv+ ku, xre€R" t>0, (1.2)
u(z,0) = wuy, v(z,0)=wvy, xR

onde °Df é a derivada fracionaria de Caputo de ordem « € (0, 1) (ver (CARVALHO-NETO;
PLANAS, 2015, Defini¢do 1)), u(z,t) representa a densidade celular e v(z,t) descreve a
concentracao do atraente quimico. Os termos na primeira equacao abrangem a difusao das
células e o movimento quimiotatico, enquanto que os da segunda expressao descrevem a
difusdo e produgao de atratores ao longo do tempo (ver (ESCUDERO, 2006)). Além disso,
os parametros v > 0 e k > 0 denotam as taxas de decaimento e de producao do atraente
quimico, respectivamente. Seguindo (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), assumimos sem

perda de generalidade que xk = 1.

Na literatura atual sobre o modelo padrao de Keller-Segel, isto é, quando a =
1 em (1.2), Nagai et al., em (NAGAI; SYUKUINN; UMESAKO, 2003), estudaram o
comportamento das solugdes brandas limitadas com dado ug, vo, d;u9 € L'(R")NB(R™) (1 <
Jj < n), onde B(R") é o espago de Banach composto por todas as fungoes limitadas e
uniformemente continuas em R™; ||ug||1, ||[Vvol|1 € || Vol sdo suficientemente pequenos,
mas ||ug||s ndo é necessariamente pequeno. Em particular, para n = 2, Calvez e Corrias
em (CALVEZ; CORRIAS, 2008) construiram solugoes globais positivas utilizando métodos
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de energia e desigualdades funcionais. Eles assumiram o dado inicial positivo (ug,vy) €
L'(R?*) x H'(R?*) com massa pequena. Para o caso n > 3, Corrias e Perthame, em
(CORRIAS; PERTHAME, 2006), provaram a existéncia de solugoes fracas positivas para
o modelo de Keller-Segel com condicao inicial ug € L? e Vg € L", com n/2 < ¢ < n.
Em dominios limitados 2 C R"™ com fronteira suave, Winkler provou em (WINKLER,
2010) que se n > 3, dados quaisquer ¢ > n/2 e p > n pode-se encontrar um limite
para ug em L4(2) e para Vyy em LP(Q2) de modo a garantir que (u,v) é solucao global
e limitada (em tempo). Por outro lado, para n > 3, uma bola 2 e uma massa m > 0,
arbitrariamente pequena, existe ug, com [, ug = m, tal que (u,v) explode em tempo finito
ou infinito. Solugoes fracas em L>°((0,00); L= (R™)) foram obtidas por Sugiyama e Kunii
em (SUGIYAMA; KUNII, 2006) para um modelo de Keller-Segel degenerado, com um
fator poténcia com termo aleatério e dado inicial ndo negativo (ug,vg) € L' N L>® x L' N
H'n Wt Usando o método de Kato, recentemente Kozono e Sugiyama em (KOZONO;
SUGIYAMA, 2009) obtiveram resultados em espagos de Sobolev. Especificamente, para
n >3 e max{l,n/4} <r < n/2, foi provada a existéncia de uma tnica solugdo branda
(u,v) € [C([0,00); H»~2)NC((0, 00), H*")]x[C([0, 00); H+)NC*((0, 00), L7)], com condigio
inicial (uo,vo) pertencente a classe H+* 2" x H*". Em (KOZONO; SUGIYAMA, 2008), o
resultado de (KOZONO; SUGIYAMA, 2009) foi melhorado considerando agora o dado em
L/2:2) 5 BMO e n > 3, onde BMO é a notacao padrio para o espaco das funcoes com
oscilagdo média limitada e L("/2) é um espaco de Marcinkiewicz. Em (ZHAI, 2010) o
autor estudou o modelo de Keller-Segel com difusao fracionaria e um termo nao local. Ele
estabeleceu a existéncia global, unicidade e estabilidade da solu¢ao com condic¢ao inicial

(-3) g

(ug,vp) no espago de Besov critico By, X Bfoo. Considerando n # 3, os resultados
de (BILER, 1998) produzem solugoes globais brandas com dado em uma certa classe de
espagos de Morrey. Em (FERREIRA; PRECIOSO, 2011) os autores obtiveram existéncia
global e comportamento assintotico das solugoes, com condicao inicial pequena no espacgo
N;f’\m ngwo, comn>20<A<n,eb=2-""2 onde N5,
Besov-Morrey (BM), de todas as distribuigoes temperadas mdédulo polinémios (observe que
Bgopo =N? ). O espago (BM) foi introduzido por Kozono e Yamazaki em (KOZONO;

00,\,00
YAMAZAKI, 1994) para analisar equagoes de Navier-Stokes. Temos as seguintes inclusoes:

¢ um espac¢o homogéneo de

n_g 2, -b .
H» 727 C L2 C M, 0, ©NR
ﬂ7 O .

H*" C BMO C N 5 oo;

Bp}gji%) C N_b .

7,\,007
. n
Bpo CNY

00,\,00°

Nosso objetivo no Capitulo 4 é entao estender ao contexto fracionario (isto é, ao
problema (1.2)) os resultados apresentados em (FERREIRA; PRECIOSO, 2011). De

maneira mais precisa, tomando o dado inicial pequeno, pertencente ao espago de Besov-
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x BY

00,007

Morrey N comn>20<A<n,eb=2-— "T_’\, estudamos na Sec¢ao 4.3 a

7\, 00
existéncia e unicidade de uma solugao global branda (em tempo), bem como a existéncia
de solugoes auto-similares para o modelo fracionario de Keller-Segel (1.2). E na Secao 4.4,
analisamos o comportamento assintotico das solugoes deste mesmo problema. Observamos
que apesar do problema (1.2) ndo ter uma propriedade escala, podemos considerar uma
escala intrinseca que ¢ herdada do caso 7 = 0 de modo similar como no caso a = 1 (ver
(FERREIRA; PRECIOSO, 2011)). Os resultados estabelecidos neste capitulo podem ser

encontrados em (AZEVEDO; CUEVAS; HENRIQUEZ, ).
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste capitulo, apresentamos alguns dos pré-requisitos indispensaveis a compreen-
sao deste trabalho. Nosso objetivo aqui é tornar a leitura do texto o mais clara possivel, no
entanto, por uma questao de brevidade, nao serao feitas as demonstragoes dos resultados

enunciados. Informagoes mais especificas sdo complementadas nos capitulos que seguem.

Durante todo o texto, (X, |- |x) e (Y, || - ||y) representam espacos de Banach. A

notagdo L£(X,Y’) denota o espago de Banach formado pelos operadores lineares limitados

de X em Y, munido com a norma |7 ¢xy) = sup  ||Tz|ly. Quando X =Y,
zeX, ||z||x<1
abreviamos a notagao para £(X) e || - |[¢(x). Dado T € £(X), T™ representa a n-ésima

iteracao de T para cada inteiro ndo negativo n. Para r > 0, B,.(X) denota a bola fechada
em X, {z e X :|z|x <r}.

Seja A um operador linear com dominio D(A) e imagem R(A) em X. Nés represen-
tamos por p(A) o conjunto resolvente de A e por o(A) o espectro deste mesmo operador.
Para cada A € p(A), denotamos por R(\, A) = (A — A)~! o operador resolvente de A.

2.1 Funcoes periodicas e suas generalizacoes

Relembramos a seguir algumas defini¢des e propriedades basicas da teoria de periodicidade.

Seja I C R um intervalo (possivelmente ilimitado), Cy,(I; X) denota o espago de
Banach formado pelas fungoes continuas e limitadas de I em X, munido com a norma da

convergéncia uniforme, || - ||co-

Defini¢do 2.1.1 (Fungoes periédicas). Uma fungdo continua f : R — X é chamada

periddica se existe uma constante w > 0 tal que
fit+w)=f(t), VteR.

Neste caso dizemos que f é uma fun¢ao w periédica e denotamos por P, (X) o conjunto
de todas as fungoes continuas f : R — X que sao w-periddicas. Nao é dificil verificar que
P,(X) é um subespago de Cy(R; X) e que P,(X), munido com a norma da convergéncia

uniforme, é um espago de Banach.

Apresentamos agora a definicao de funcao quase peridédica. Tal conceito é devido a
H. Bohr.

Definicao 2.1.2 (Fungoes quase periddicas (BOHR, 1956)). Uma func¢ao continua f :
R — X é dita quase periddica se, para todo € > 0, existir I(¢) > 0 tal que todo intervalo
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de comprimento [(¢) contém um niimero 7 com a seguinte propriedade:

IfE+7)=fO)llx <e, VEER

O nimero 7 é chamado de € periodo de f e a notagdo AP(X) é utilizada para
representar o conjunto de todas as fungoes quase periddicas f : R — X. Observamos que
AP(X), equipado com a norma || - ||«, ¢ um espago de Banach (ver (CORDUNEANU,
2009)). Vale ressaltar ainda que toda funcao periddica é quase periddica, porém a reciproca

nao é verdadeira. De fato, consideremos a funcao f : R — R dada por
f(t) = sin(t) + sin(v/2t).

A funcado f dada desta forma exemplifica uma funcao quase periédica que nao é periodica.
(Ver Figura 1).

Figura 1: Gréafico da funcio f(t) = sint + sin(v/2t).

Fonte: Produzido pelo autor.

Denotamos agora por Cy([0,00); X) o conjunto de todas as fungoes continuas
f:]0,00) = X tais que
lim f(t) = 0.

t—o0
E um fato bem conhecido que Cy([0, 00); X), munido com a norma do supremo, é um
espaco de Banach. Introduzimos a seguir o conceito de quase periodicidade assintotica.
Este conceito, que generaliza o conjunto das fungdes quase peridédicas, é devido a M.
Fréchet (ver (FRECHET, 1941a; FRECHET, 1941b)).

Definigao 2.1.3 (Fungdes assintoticamente quase periddicas). Uma funcao continua é

chamada assintoticamente quase periddica se admite uma decomposicao
f=9+h,

onde g € AP(X) e h € Cy([0,00); X). Representamos por AAP(X) o conjunto das fungoes
assintoticamente quase periddicas e chamamos a atencao ao fato de que (AAP(X); | - ||oo)
¢ um espago de Banach (ver (ZAIDMAN, 1985, Teorema 5.1.1)). Além disso, segue de
(ZAIDMAN, 1985, Proposi¢ao 5.1.1) que

AAP(X) = AP(X) & Co([0, 00); X).
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E segue ainda de (ZAIDMAN, 1985, Proposigao 5.1.2) que as fungdes assintoticamente

quase periodicas sao limitadas e uniformemente continuas.

De modo anélogo, podemos definir uma funcao assintoticamente periddica: dado

w > 0, definimos o espaco das funcoes assintoticamente w-periodicas por
AP,(X) = P,(X) @ Cy([0,00); X).

Vale frisar que tal conceito surge pela primeira vez na literatura em (DEBRUIJN, 1949).
O espago AP,(X) é um subespago proprio de AAP(X) e, munido com a norma da

convergéncia uniforme, é ainda um espacgo de Banach.

2.1.1 Funcoes S-assintoticamente w-periddicas

O conceito de fungao S-assintoticamente w-peridédica com valores em um espago de Banach
¢ ainda bastante recente. Nos ultimos anos, alguns autores tém estudado propriedades
e aplicagoes deste tipo de fungao (ver (CUEVAS; DE ANDRADE, 2010; CAICEDO et
al., 2012; CUEVAS; SOUZA, 2009; CUEVAS; SOUZA, 2010; HENRIQUEZ; PIERRI;
TABOAS, 2008)).

Definigdo 2.1.4. (HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008). Uma funcdo f € Cy([0, 00); X)

¢ dita S-assintoticamente w-peridédica se existe w > 0 tal que
. B _ >
lim (f(t+w) f(t)) 0, V¢ >0.

Neste caso, dizemos que w é um periodo assintético de f. Usamos a notagao SAP,(X) para
representar o subespago de Cjy([0,00); X') composto pelas fungoes S-assintoticamente w-
periédicas. Além disso, observamos que SAP,(X), equipado com a norma da convergéncia
uniforme, é um espaco de Banach. Vale ressaltar ainda que toda fungao assintoticamente
w-periddica é também uma funcao S-assintoticamente w-periddica, porém a reciproca nao
se verifica. Uma justificativa para esta afirmacao esta no fato de que a imagem de uma
funcao assintoticamente w-peridédica é um conjunto relativamente compacto, enquanto que

a imagem de uma uma func¢ao S-assintoticamente w-peridédica é um conjunto limitado.

2.1.2 Funcoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas

Chamamos a atencdo agora para as fungoes pseudo S-assintoticamente w-peridédicas, pois
no Capitulo 3 estudamos existéncia de solu¢oes pseudo S-assintoticamente w-periddicas

para o problema (4.1.1).

Definigao 2.1.5. (PIERRI; ROLNIK, 2013). Uma funcao f € Cy([0,00); X) é dita pseudo

S-assintoticamente periddica se existe w > 0 tal que

lim lll/Oth(erw) — f(s)|]xds = 0.

h—o00
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Neste caso, dizemos que f é pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Usamos a notacdo PSAP, (X) para denotar o subespago de Cy([0,00); X) formado
por todas as fungoes pseudo S-assintoticamente w-periédicas, e notamos que PSAP,(X),
munido com a norma da convergéncia uniforme, é um espago de Banach. Além disso,
observamos que

AP, (X) = SAP,(X) < PSAP,(X),
com PSAP,(X) # SAP,(X).

Chamamos a atengao agora para as seguintes definigoes:

Definigao 2.1.6. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014, Definicao 2.6) Dizemos que
uma funcao f : [0,00) X Y — X é limitada em conjuntos limitados de Y se para cada
subconjunto limitados K C Y, o conjunto {f(¢t,x): t >0, x € K} é limitado.

Defini¢io 2.1.7. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014). Dizemos que uma funcio
continua f : [0,00) X Y — X é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica em
conjuntos limitados de Y se para cada subconjunto limitado K C Y,

1 ft
lim — [ sup||f(s+w,z)— f(s,2)|xds = 0.
t—oo t Jo zeK

Definigdo 2.1.8. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014). Uma funcéo continua f :
[0,00) X Y — X ¢é dita assintoticamente limitada em conjuntos limitados de Y se para

cada subconjunto limitado K C Y, existe Tk > 0 tal que o conjunto
{f(t,x):t > Tk, x € K}
¢ limitado.

Definicao 2.1.9. (HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008). Uma funcéo f : [0,00)xY —
X é dita assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados de Y se para
cada € > 0 e todo conjunto limitado K C Y, existem constantes T' = T, x > 0 e
0 = d.x > 0, tais que

If(t2) = ft,y)lx <e
para todot > T e z,y € K, com ||z —y|ly <6.

A seguir, apresentamos alguns resultados presentes na teoria das fungoes pseudo

S-assintoticamente w-periddicas.

Lema 2.1.1. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 2.1). Seja [ : [0,00) x Y — X uma
fungao assintoticamente limitada em conjuntos limitados de Y , assintoticamente uniforme-
mente continua em conjuntos limitados de Y e uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periddica em conjuntos limitados de Y. Se u : [0,00) — Y € uma fung¢io pseudo
S-assintoticamente w-periddica, entdo o mapa de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) é pseudo

S-assintoticamente w-periodica.
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Corolario 2.1.1. (DE ANDRADE et al., 2016, Coroldrio 2.1). Seja f :[0,00) X Y — X
uma funcao assintoticamente limitada em conjuntos limitados de 'Y , uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de'Y e localmente Lipschtz continua

com respeito a sequnda varidvel, ou seja,

e Para cada o € R, para todo t € RY para todos x,y € B,(Y') temos

1f () = F&9)lx < Ly(@)lle = ylly,

onde L¢(o) : [0,00) = RT é uma fungio continua.
Se w:[0,00) =Y € uma fun¢io pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao o mapa de
Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Lema 2.1.2. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 2.2). Seja f : [0,00) x Y — X uma
funcao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados de

Y e que satisfaz a sequinte condigdo:

e Para cada u,v € Cy([0,00);Y),

1
lim —
t—oo

/Ot llu(s) —v(s)||lyds =0 implica tllglo 1 /Ot Ilf(s,u(s)) — f(s,v(s))|lxds = 0.

Se w:]0,00) =Y € uma fung¢io pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao o mapa de

Nemytskii t — f(t,u(t)) é pseudo S-assintoticamente w-periddica.

2.2 Medida de nao compacidade

A definicdo de medida de nao compacidade de um subconjunto limitado em espagos

normados foi introduzida por K. Kuratowski na década de 30.

Defini¢ao 2.2.1. (Medida de nao compacidade) Sejam X espa¢o de Banach, A um
subconjunto limitado de X e ¢ > 0. Uma cobertura {V;} de A é uma e-cobertura se
diam(V;) = sup{||z — y||x : =,y € V;} < e para todo i. A medida de ndo compacidade de
Kuratowski de A é definida por

£(A) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de A}.

A uma cobertura {A4;} de A, composta por bolas de raio menor ou igual a €, chamamos de
g-cobertura restrita de A. Com isto, definimos a medida de nao compacidade de Hausdorff

de A por

£(A) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de A}.

A seguir apresentaremos algumas propriedades das medidas de nao compacidade.
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Proposicao 2.2.1. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espagco de Banach X.
Entao

(i) £(A) =0, se e somente se, A é compacto, onde A denota o fecho de A.

(ii) £(A) = £(A) = £(co{A}), onde co{ A} denota a envoltéria conveza de A.

(iii) §(AA) = [E(A).
(iv) &(A) < €(B) se AC B.

(v) £(A+ B) <€(A) +£(B).
(vi) E(A) < €(A) < 26(A).

A demonstracao desta proposicao, bem como mais detalhes sobre medida de nao
compacidade, podem ser encontrados em (ARJUNAN; NADAF, 2014; CHUONG; KE,
2012; DEIMLING, 2010).

Como consequéncia imediata dos itens (i) e (7i) da proposigao anterior temos

Corolario 2.2.1. Se A é um subconjunto relativamente compacto de X, entao co{A} é

compacto.

Seja J = [0,a], com a > 0. A seguir chamamos atengdo para algumas proprieda-
des da medida de Hausdorff de nao compacidade em X, as quais sdo necessarias para

estabelecermos alguns de nossos resultados.

Defini¢ao 2.2.2. (HENRIQUEZ; POBLETE; POZO, 2014, Definicio 2.7) Um conjunto
W C L'(J; X) é dito uniformemente integravel sobre J se existe uma funcao positiva
ke L'(J;R") tal que

lw®)|| < k(t), VweW.

Seja W C L*(J; X) um conjunto uniformemente integravel. No que segue, denota-

mos por F : L'(J; X) — X o mapa dado por

Coroléario 2.2.2. (HENRIQUEZ; POBLETE; POZO, 2014, Coroldrio 2.10). Sejam X
um espago de Banach e W C LY(J; X) um conjunto uniformemente integrdvel. Entdo

existe um conjunto enumeravel Wo C W tal que

E(F) = E(PW)) <2 [ €(Wi(s))ds.
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2.3 Equacao resolvente

Veremos agora alguns resultados e defini¢oes presentes no estudo da equacao resolvente.

Dada uma fungao a(t, s), a equagao resolvente formal associada a a(t, s) é
t
r(t,s) = —alt, s) +/ r(t,u)a(u, s)ds. (2.3.1)

Se a assume valores escalares, entao r também assume valores escalares e se a for uma

matriz n X n, r também sera desta forma.

Suponhamos por um momento que 7 (¢, s) existe como uma solucao de (2.3.1) e que

a integral nesta equacao faz sentido. Dado um sistema linear da forma

0+ [ Ca(t, $)2(s)ds, (2.3.2)

multiplicando ambos os lados da equagao (2.3.2) por 7(t, s) e integrando obtemos

/Ot r(t,u)Z (u)du — /Otr(t,u)f(u)du = /Ot (r(t, s) + a(t, s))Z(s)ds.

Para mais detalhes ver (MILLER, 1971). Portanto,

—/ (t,u) du—/o a(t,s)Z(s)ds

e segue dai que

2(0) = (1) - | "r(t u) fu)du. (2.3.3)

Com isto concluimos que se o ntcleo r(t, s) é conhecido, entéo a solugdo do sistema linear

(2.3.2) pode se reescrita em termos de f.

O nucleo resolvente também pode ser usado para escrever certos sistemas nao
lineares de equagbes integrais de Volterra na forma correspondente a “formula de variagao

de constantes” para equacoes diferenciais ordinarias. Consideremos o sistema nao linear

+/ (t,s ( )+ G(s, (s )))ds, (2.3.4)

onde G(t,z) representa “termos pequenos” ou termos de “ordem superior” em z. Se a

solugdo z da equagao (2.3.4) existe, entao (2.3.4) pode ser escrita na forma

0+ ot $)2(s)ds, (2.3.5)

onde F(t) = [3a(t,s)G(s, 2(s))ds. Aplicando a férmula (2.3.3) nesta equagio obtemos
0 = (10 = [ rs)ss) )

-|—/ ( /ut?“ (s,u ds)G(u,z(u))du.
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Ver detalhes em (MILLER, 1971). Das equagoes (2.3.1) e (2.3.3) segue-se

0 =20)- [ "r(t, $)G(s, 2(s))ds. (2.3.6)

Como todas as etapas vistas aqui sdo reversiveis, podemos sair de (2.3.6) para (2.3.4).
Portanto, a equagao (2.3.4) pode ser expressa em termos da solugdo Z(t) da equagao linear
correspondente e dos termos G(t, z). A equagdo (2.3.6) é chamada a variagdo de constantes

da equacao (2.3.4).

Resta-nos entao impor condigoes suficientes sobre a(t, s) a fim de garantirmos a exis-
téncia do ntcleo resolvente r(t, s). Além disso, precisamos que r(t, s) seja suficientemente

suave para que as equagoes (2.3.3) e (2.3.6) tenham sentido. Deste modo obtemos

/St r(t,u)a(u, s)du = /St a(t,u)r(u, s)ds, (2.3.7)

e assim a equagao (2.3.1) pode ser escrita na forma equivalente

r(t,s) = —alt,s) + /sta(t,u)r(u,s)du. (2.3.8)

23.1 O caso L?

Suponha que 1 < p < c© e que % +§ = 1. Se a forga f na equacao (2.3.2) estd em

LP((0,7); X™), entao é natural questionarmos de qual tipo deve ser o nicleo a(t, s).

Definig¢ao 2.3.1. Dizemos que uma fungao (a valores em uma matriz n por n) a(t,s) é

do tipo (LP,T) se, e somente se, as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:
a) a(t,s) é mensuravel em (¢,s) para 0 < s,t < T, com a(s,t) = 0 para quase todo
s >
b) Para quase todo t € [0,T], a(t, s) estd em L(0,7") como uma funcao de s;
c) Para quase todo s € [0,T], a(t, s) estda em LP(0,7") como uma funcao de ;

d) Os ntimeros

/OT (/OT |a(t’3)|qd8>zdt ¢ /oT (/OT |a(t,8)|pdt>gds

sao ambos finitos.

Qualquer fungao a(t, s), continua em (¢,s) para 0 < s <t < T, é do tipo (L*,T),
para todo p > 1 e T > 0. Além disso, qualquer fungdao em L2((0,T) x (0,7T)) é do tipo
(L*,T).

Teorema 2.3.1. (MILLER, 1971, Teorema IV.2.3). Se 1 <p < o0 e a(t,s) é um nicleo
do tipo (LP,T), entdo existe um nicleo r(t,s) do tipo (LP,T), o qual é solu¢io para a

equagdo resolvente (2.3.8), para quase todo 0 < s <t <T.
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Teorema 2.3.2. (MILLER, 1971, Teorema IV.2.5). O nicleo r(t,s) dado no Teorema

2.3.1 resolve ambas as equagoes resolventes (2.3.1) e (2.3.8).

Consideremos agora o caso onde a fungao f na equacao (2.3.3) é de classe £LL,, =

LL,(RT; X™).
Definigao 2.3.2. Dizemos que uma fungéo (a valores em uma matriz n por n) a(t, s) é
do tipo £L,, se, e somente se, é do tipo (LP,T) para cada T > 0.

Os teoremas anteriores desta secao implicam imediatamente no seguinte resultado:

Teorema 2.3.3. (MILLER, 1971, Teorema IV.2.7). Se a(t,s) é um nicleo do tipo LL,,

entdo existe um nucleo r(t,s) do tipo LL,, o qual satisfaz ambas as equagoes resolventes

(2.3.1) e (2.3.8), para quase todo (t,s) na regiago 0 < s <t < 00.

2.3.2 O caso continuo
Se na equagao (2.3.8) trocarmos t por ¢ + s, entao a equacao fica na forma
t
r(t+s,s) = —a(t+s,s) + / a(t + s,u+ s)r(u+ s, s)du. (2.3.9)
0

Esta forma da equacao resolvente tem uma vantagem pois a variavel s ocorre apenas como

um pardmetro. Se este parametro é suprimido, entdo (2.3.9) pode ser escrita como
t
R(t) = —A(t) + / as(t, u)R(u)du, (2.3.10)
0

onde R(t) = r(t+s,s), A(t) = a(t+s, s) e as ¢ a fungao transladada, as(t, u) = a(t+s, u+s),
com 0 <s<t<oo.

Teorema 2.3.4. (MILLER, 1971, Teorema 1V.3.1). Se a(t,s) é continuo em (t,s) para
0<s<t<T, entao existe uma fungio continua r(s,t) em 0 < s <t <T, que soluciona

as equagoes resolventes (2.3.1) e (2.3.8).

2.3.3 Nucleo resolvente em L!
No caso em que a matriz a(t, s) é do tipo convolugao, isto é,
a(t,s) = A(t — s),
a equagao (2.3.9) se reduz a
r(t+s,s) = —A(t) + /Ot At —u)r(u+ s, s)du.

Isto significa que r(t + s,s) = r(t,0) = R(t) ndo depende do pardmetro s. Neste caso, a

equagao (2.3.8) é usualmente escrita na forma

R() = —A(1) + | "A(t — ) R(s)ds. (2.3.11)
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Portanto, se a(t,s) = A(t — s) é do tipo convolugao, r(t,s) = R(t — s) também ¢é do tipo

convolucgao.

Teorema 2.3.5. (MILLER, 1971, Teorema IV.4.1). Se A € L'([0,T]; X™) para algum
T > 0, entdo a equagdio resolvente (2.3.11) tem uma tinica solugio R € L'([0,T]; X™).
Além disso, a fungao r(t,s) = R(t — s) resolve ambas as equagoes resolventes (2.3.1) e
(2.3.8) quase sempre em 0 < s <t <T.

Tendo estabelecido a existéncia do nicleo para uma larga classe de niicleos a(t, s),
veremos agora algumas propriedades da fungao r(t, s). Consideremos inicialmente o caso

a(t,s) = A, uma matriz constante. Neste caso a equagao (2.3.11) se reduz a
t
r(t) = —A+/ Ar(s)ds. (2.3.12)
0

Teorema 2.3.6. (MILLER, 1971, Teorema IV.5.1). Se a(t,s) = A é constante e se os

autovalores de A tem parte real negativa, entio o resolvente R(t) de A é de classe L*(R™).

Veremos agora o caso em que a(t,s) = A(t — s) e A é de classe L'(R").

Teorema 2.3.7. (MILLER, 1971, Teorema IV.5.2). Suponha que a(t,s) = A(t — s), onde
A é uma matrizn xn em L*(RT). Entdo o nicleo resolvente R(t) também estd em L'(RT)

se, e somente se, o determinante

det (1 - ” eth(t)dt> 20,

0

para todo numero complexo w satisfazendo Re w > 0.
Assumamos agora as seguintes condigoes:

(A1) a(t,s) = —A(t —s), com A € C(0,00) N L0, 1).

(A2) A(t) é positivo e ndo crescente para t > 0.

A(t)

(A3) Para cada T' > 0 a fungao A+ T)

é nao crescente em t, para 0 < t < oc.

Sob estas condigoes, veremos que R(t) é nao negativo e estd em L'(RT).

Inicialmente, apresentamos um resultado, o qual garante que a solucao da equacgao

integral escalar é nao negativa.

Teorema 2.3.8. (MILLER, 1971, Teorema IV.6.1). Consideremos a equagdo integral

escalar real

o(t) = f(t) /Ot h(t — 5)g(s, 2(s))ds. (2.3.13)
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Suponha que f(t) é uma fungio continua e positiva para t € RY e que h é uma fungao
continua, positiva e localmente L' para 0 < t < co. Admita ainda que g é mensurdvel em

(t,z) e continua em x parat >0 ex € RY, com zg(t,z) > 0, para todo (t,z). Se

J(T) _ (T~ )

f@) = h(t—s)’
sempre que 0 < s < T < t, entdo a equagio (2.3.13) tem uma solu¢io que satisfaz
0 <z(t) < f(t), para todo t > 0.

De posse deste ultimo resultado, podemos analisar o resolvente R(¢) quando A

satisfaz as condigoes (A1), (A2) e (A3).

Teorema 2.3.9. (MILLER, 1971, Teorema IV.6.2). Suponhamos que a(t,s) satisfaz as
hipdteses (A1), (A2) e (A3) acima. Seja R solugao da equagdio resolvente

R(t) = A0 - [ " A(t — $)R(s)ds. (2.3.14)

Entio R(t) existe como um elemento de LLi(RT;RY) e € tinico nesta classe.

2.4 Operadores setoriais

Antes de definirmos um operador setorial, relembramos o conceito de semigrupo fortemente

continuo e seus geradores.

Definicao 2.4.1. Dizemos que uma familia de operadores lineares (7'(t))>0 C £(X) é

um semigrupo, se

(i) T(0) = I (operador identidade); e,
(ii) T(t+s)=T()T(s),¥ t,s > 0.
Se, além disso
(iii) || T(t)x — z|| = 0 quando t — 0%, V 2 € X, dizemos que o semigrupo é fortemente
continuo (ou que é um Cp-semigrupo).

Definicao 2.4.2. Seja (T'(t))s>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

Chamamos de gerador infinitesimal ao operador A : D(A) C X — X definido por

T _
Az = lim LT =2
t—0+ t
onde

D(A) := {x € X : lim T(t)fﬂ existe }

t—0t
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Enunciaremos agora o Teorema de Hille-Yosida, o qual caracteriza um gerador de

um C-semigrupo.

Teorema 2.4.1. (ENGEL; NAGEL, 1999, Teorema I1.3.8) Seja (A, D(A)) um operador
linear sobre um espaco de Banach X e sejam w € R, M > 1 constantes. Entdo, as sequintes

propriedades sao equivalentes:
(i) (A,D(A)) é o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares (T'(t))i>0 que
satisfaz

IT(t)|| < Me**, Vvt >0.

(i) A € fechado, densamente definido, (w,00) C p(A) e

IO — A" |5(X) < M(A—w)™, YA>w e ¥neN.

(iii) A é fechado, densamente definido, e para todo A € C com ReX > w, A € p(A) e
|OA—=A)"|s(X) < M(ReA —w)™™, VneN.
Para mais detalhes sobre a teoria de semigrupo, ver (ENGEL; NAGEL, 1999).
Vejamos agora a defini¢ao de curva no plano complexo.

Definigao 2.4.3. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existem r > 0e 6 € (w/2, )

tais que, Ha = Hay + Has — Has, em que os caminhos Ha; sdo dados por

Hay = {te";t € [r,00)};
Hay = {re';t € [-0,0)};

Hagz := {te™;t € [r,00)}.
Também escrevemos Ha = Ha(r, ) para mostrar a dependéncia do dngulo e do raio.
Consideremos a € R e ¢ € (0, 7). Definimos entao os seguintes subconjuntos do

plano complexo,

Sas ={AeC: ¢ <l|arg(A\—a)| <7, A#a}; (2.4.15)

Yoo ={reC: largA—a)| < ¢, A #a}. (2.4.16)
Observemos que —S, 4 = X_g r—¢-

Consideremos agora a possibilidade de extender o dominio do parametro de um
semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real nao negativo.
E para que possamos preservar a estrutura de semigrupo, o dominio onde o parametro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de nimeros complexos.
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Definigao 2.4.4. Seja ¥ s o interior do conjunto X 4. Dizemos que uma familia de

operadores lineares limitados {T(t);t € ¥ , U {0}} é um semigrupo analitico, se:

(i) A fungdo 3§ , >t = T'(t) € B(X) é analitica;
(ii) T(0) = I, T(t +s) = T(t)T(s) para quaisquer t,s € 3o, U {0}; e

(iii) lim; o T'(t)z = x, para todo z € X (observe que t — 0 por pontos de ¥ ).

Usaremos a notagdo de Henry para definir operadores setoriais.

Definigao 2.4.5. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido.
Dizemos que A é um operador setorial se existem ¢ € (0,5), M > 1 e a € R tais que o

setor S, ={A€C: ¢ <l|arg(A—a)| <7, A#a} Cp(A)e

M
H()\ — A)ilufB(X) S ﬁ, para todo A € Sa,¢-
—a
Teorema 2.4.2. (HENRY, 2006, Teorema 1.3.4) Suponha que A : D(A) C X — X seja
um operador setorial. Entdo, A gera um semigrupo fortemente continuo {T(t);t > 0} C

B(X) com
1

~ omi

T(t) / = AT >0

em que a + Ha = a+ Ha(r, ) é o deslocamento do caminho de Hankel, com r pequeno.
Além disso, t — T(t) se extende a uma fun¢ao analitica de 30p-z €m B(X) (ou a

complezificacio de X, se X é um espago de Banach real) e para algum K > 0,
1T s < Ke™, e [|AT(t) |z < Kt~ 'e™, para todo t > 0.

Por fim,

d

ZT(t) = AT()

é um operador limitado para qualquert >0 e (0,00) 3t +— T(t) € B(X) € continua.

2.5 Poténcias fracionarias

As poténcias fracionarias de operadores setoriais desempenham papel fundamental na
teoria de existéncia de solugdes para equacgoes diferenciais parciais nao lineares do tipo
parabolico e na andlise do comportamento assintético de solucoes para estes problemas.
Mais detalhes dessa teoria assim como as demonstragoes dos teoremas enunciados nesta
segdo podem ser encontradas em (AMANN, 1995; HENRY, 2006).
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Definigao 2.5.1. Suponha que —A é um operador setorial com Reo(A) > 0, entdo para

a > 0 definimos
R —— / T eI dt,
0

em que (T(t))s>0 é o Cy-semigrupo gerado por —A e ' denota a fungao Gama.!

Teorema 2.5.1. Se —A é um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0, entdo para
qualquer o > 0, A= € um operador linear limitado e injetivo sobre X. Além disso, para
quaisquer o, 3 > 0,

ATATF = A eth),

Definigao 2.5.2. Suponha que —A é um operador setorial com Reg(A) > 0, entao para

a > 0 definimos
A% = (A7) com D(A®%):=Im(A™®).
Além disso, definimos A° := I (operador identidade sobre X).

Teorema 2.5.2. Seja —A um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0, entdo as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Se a> 0, entdo A* € fechado e densamente definido.
(ii) Se a > f3, entdo D(A%) C D(AP).
(iii) AAP = APAY = A*+P sobre D(AY), em que v = maz{a, 8, + 3}.

(iv) A*T(t) = T(t)A* sobre D(A%), para t > 0, em que (T'(t))i>0 € 0 semigrupo gerado
por —A.

Defini¢ao 2.5.3. Seja —A um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0. Para cada

a > 0, definimos o espaco
X := D(A%), munido com a norma ||z|, := ||[A%||x.

Teorema 2.5.3. Seja —A um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0. Entao as

sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Para cada o >0, X* munido com a norma || - ||o € um espago de Banach.

(i) X" =X e X' = D(A).

L Seja z € C tal que Rez > 0, entdo a funcdo Gama é definida por

F(z):/ t*~le~tdt.
0
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(iii) Se a > >0, entio X é um subespago denso de X e a inclusdo i : X* — XP é

continua.

(iv) Se A tem operador resolvente compacto, a inclusio X C X” é compacta sempre
que a > 3> 0.

2.6 Espacos de Morrey e Besov-Morrey

O objetivo desta secao é rever algumas propriedades basicas dos espacos de Morrey e

Besov-Morrey, que serao utilizadas no Capitulo 4.

Definigao 2.6.1 (Espago de Morrey). Para 1 < p < oo e 0 < A <n, o espago de Morrey

M, = M, A (R™) é definido como o subespago de L} .(R™) munido com a norma

xT

_A
Ifll,0 = sup (RPHpr;x,R), (2.6.17)
€R” R>0

onde || f||.z,r denota a norma LP de f na bola fechada Bgr(x) em R™, de centro x e raio R.
Observamos que o espaco (M,x, [|-[[, y) ¢ um espago de Banach. Além disso,

e Parap =1, M, é o espaco de medidas com sinal e || - ||1...r é constante para a
7 3 9 7R

variagao total de f em Bpg(x). Além disso, My o = M ¢ o espago de medidas finitas.

e Parap>1, M,o=LP e My = L>.

Consideremos agora o operador dilatacao definido por f,(z) = f(ox). A norma || f]],

apresenta a seguinte relagao de escala:

_n-A
1ol =07 [Ifll,x- (2.6.18)

Relembramos agora a desigualdade de Holder em espacos de Morrey.

Lema 2.6.1. (FERREIRA; PRECIOSO, 2011, Lema 2.1). Sejam 1 < p; < oo e 0 <

A < oo, comi=1,2,3. Se o = o T, €0 =L+ 22, entao

||fg||1937>\3 < ||f||p1,)\1||g||]?2,)\2'

Para mais detalhes em espagos de Morrey, ver por exemplo (CAMPANATO, 1964)
e (PEETRE, 1969).

Seja ¢ € Cg° com supp(p) € Dy = {¢€ € R* : 271 < |¢] < 2} tal que
> 0(27F¢) = > @(§) =1, para todo £ # 0, onde ¢y, é definido através da transfor-

k=—o00 k=—o00
mada de Fourier por

P(€) = w(27%),
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para todo inteiro k. Para f € S’ definimos a quantidade

1

1fllx = (ZkEZ(QkSH% ’ pr’A>q>q’ 1<p<oo,1<g<oo,scR,
P,Aq

suPrez (28| * fllpr), 1<p<o0,q=o005€ER.

Definicao 2.6.2. Denotemos por P o conjutos dos polinémios com n variaveis. O espago

homogéneo de Besov-Morrey, N? ¢ o conjunto das classes de equivaléncia f € S’/P tais

PAQ)
que || f|

NS < 0.
P,A,q

Vale ressaltar que o par (N5, .|| - |

; s, ) é um espago de Banach. Além disso,
PyAq

S — - S A S — s S
. Np,O,q = BM é o espago de Besov e NOO,A’OO = Boopo.

e A inclusédo N;Am C N;7A7q2 é continua para 1 < ¢; < ¢ < o0 e temos a imersao do
tipo Sobolev
n— A\ n—A\
N;;)\m - ;i)/\,ql, para p; > pa € 81 — . = 59 — P (2.6.19)

o Temos também a inclusdo BY, , € BMO C BY, _, onde BMO representa o conjunto

00,007

das fungoes de oscilagdo média limitada.

Na sequéncia, relembramos que o semigrupo do calor {G(t)};>0 ¢ a familia de
|2
operadores de convolugao com niicleo g;(z) = (47rt)_%e_%, ou seja, G(t)f = g f. Dados
1 <p<ooes >0 temos entdo a seguinte equivaléncia (ver (MAZZUCATO, 2003)):

1 llx-s = suptz |G(t)f]],,- (2.6.20)
P00 t>0

Em (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), encontramos algumas estimativas para a familia
{G(1)} >0

Lema 2.6.2. (FERRFEIRA; PRECIOSO, 2011, Lema 2.2). Sejam k um multiindice,
s1<spcoms; €ER, 1 <qg<o0,1<p <py<o0el<AN<n. Entao existe uma
constante C' > 0 tal que

k1 n=A_n=A
| 7% G(t) fllpor < Ct 2 2( DI )||f||p1,k, (2.6.21)
_ %2781 _n( 1 _ 1
1G) fllgzz, <Ct 7 (3 P2)|!f||B;;q, (2.6.22)
. 7\k|+<s22—51>7;(n;7 4)
172 GO fllxzz < Ct T flles (2.6.23)
|7 GO fllz= < C2 fllgg, (2.6.24)

para todo f € 5.

Para uma discussao mais aprofundada em espagos de Besov-Morrey, indicamos as
referéncias (MAZZUCATO, 2003; KOZONO; YAMAZAKI, 1994).
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2.7 A funcao de Mainardi

Apresentamos a seguir algumas propriedades da funcao de Mainardi, M,. Esta funcao é
um caso particular da fun¢ao do tipo Wright, introduzida por Mainardi em (MAINARDI,
1994), com o objetivo de caracterizar as solu¢oes fundamentais de alguns problemas fisicos

com condig¢oes de fronteira. Mais precisamente, a funcao M, : C — C é dada por

Ma(z) = nfjo T (__22; Ty €€ (2.7.25)

O resultado que apresentamos em seguida desempenha um papel fundamental para
a obtencao das estimativas dos operadores de Mittag-Leffler nos espagos definidos na Secéo
2.6 (ver Secao 4.2).

Proposicao 2.7.1. (CARVALHO-NETO; PLANAS, 2015). Para —1 < r < 00, as

sequintes propriedades se verificam:

1. M,(t) > 0 para todo t > 0,

I(r+1)

. OOtTMatdtzi.
° /0 ®) I'(1+ar)

2.8 Os operadores de Mittag-Leffler

Introduzimos agora os operadores de Mittag-Leffler.

Definigao 2.8.1. Sejam X um espago de Banach e —A : D(A) C X — X o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico {T'(¢) : ¢ > 0}. Para cada o € (0, 1), definimos as
familias de Mittag-Leffler {E,(—t*A) : t > 0} e {Eyo(—t*A) : t > 0} por

Eo(—1"A) = /0 Mo (s)T(st)ds, (2.8.26)

B —toA) = /0 " s Mo (s)T(51%)ds. (2.8.27)

Observagao 2.8.1. Da definigdo de operadores de Mittag-Leffler, observamos que é
essencial assumirmos « < 1, pois do contrario, a funcao de Mainardi entraria em colapso.
Além disso, vale frisar que tais operadores nao apresentam a propriedade abeliana, a qual,

como sabemos, desempenha um papel crucial no desenvolvimento da teoria de semigrupo.

Na sequéncia, apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 2.8.1. (CARVALHO-NETO; PLANAS, 2015). Os operadores E,(—t*A) e
E, o(—t*A) estao bem definidos de X em X. Mais ainda, para v € X sequem as afirmagoes:
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i) Eo(—t*A)x |10 = 2 € Eq o —t*A)z |1=o = .

ii) As fungoes vetoriais t — En(—t*A)x et — Eyo(—t*A)z sdo analiticas de [0, 00)
em X.

2.9 Métodos topologicos

Para maior conveniéncia do leitor, enunciamos nesta se¢ao alguns resultados utilizados

neste trabalho.

Teorema 2.9.1. (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Principio de contrag¢io de Banach). Se-
jam (M,d) um espago métrico completo nao-vazio e F': M — M uma contragao. Entdo

F possui um inico ponto fixo.

Corolario 2.9.1. (Principio dos Iterados). Seja (M,d) um espago métrico completo nao-
vazio e seja F' - M — M um mapa tal que, para algum n natural, F™ é uma contracao.

Entao F possui um unico ponto fizo.

O proximo resultado é uma generalizacao do conhecido teorema de ponto fixo de
Darbo.

Lema 2.9.1. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.3) Sejam B um subconjunto fechado
e convero de um espago de Banach X e F : B — B um operador continuo tal que F(B) é
limitado. Para qualquer subconjunto limitado C' C B, defina F*'(C) = F(C) e F"(C) =
F(co(F"=1(0))), n=2,3,--- . Se existe uma constante 0 < k < 1 e um inteiro positivo

ng tal que para qualquer subconjunto limitado C C B,

§(F™(C)) < k&(C),
entdo F' possui um ponto firo em B.

Teorema 2.9.2. (GRANAS; DUGUND.JI, 2003, Teorema do ponto fixo de Schauder). Seja
C' um subconjunto convexo (ndo necessariamente fechado) de um espago linear normado

E. Entao um mapa compacto F : C'— C possui ao menos um ponto fizo.

Teorema 2.9.3. (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Teorema do ponto fixo de Schauder-
Tychonoff). Sejam C' um subconjunto convero nao vazio de um espago topolégico localmente

convexo E, e F': C — C um mapa compacto. Entdo F possui um ponto fixo.

Lema 2.9.2. (FERREIRA; PRECIOSO, 2011, Lema 4.1) Seja T : X — Y um mapa
linear continuo com norma 7. Suponha que B : X XY — X € um mapa bilinear continuo,

isto é, existe C' > 0 tal que

|B(z1,y1)llx < Cllodllx|yilly, ¥ (21,51) € X XY,
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Seja 0 < e < e Boe ={x € X : ||z||x <2e}. Se||z]|x <€ e|glly <e, entao

1
2C(1+27)
existe uma unica solucao x € Bs. para a equacao

x =1+ B(x, H(z)),
onde H(z) =3+ T(x).
Os proximos resultados estabelecem critérios para caracterizar subconjuntos com-

pactos de LP. O primeiro deles, conhecido como Teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov,

afirma que:

Teorema 2.9.4. (HENRIQUEZ, 2012, Teorema II1.3.8). Sejam 1 < p < 0o e Q um
subconjunto de R"™ mensurdvel no sentido de Lebesque. Um subconjunto H C LP(§), X) é

relativamente compacto se, e somente se, é limitado e satisfaz as sequintes condigoes:

(a) Para todo € > 0, existe § > 0 tal que
L1+ B) = (@) dm(t) < <
para rodo f € H e h € R", com ||h|| < 4.

(b) Para todo € > 0, existe um subconjunto mensurdvel e limitado A de Q tal que

/Q ANFOIPdm(s) < &, poru todo f € H.

(¢c) Para todo subconjunto mensurdvel e limitado A de 2, o conjunto

{ / fdm:feH }
A
¢ relativamente compacto em X.
Denotemos (7, f)(t) = f(t + h), para h > 0. Notemos que se f esta definida em

[0, 7], entdao a funcao transladada 7, f estd definida em [—h,T — h]. Apresentamos agora

um outro resultado sobre compacidade em L? do tipo Fréchet-Kolmogorov.

Teorema 2.9.5. (SIMON, 1987, Teorema 1). Seja F' C LP([0,T]; X). F € relativamente
compacto em LP(]0,T]; X), para 1 < p < oo, ou em C([0,T]; X), para p = o0, se, e

somente se:
t2
(i) {/ fydt: fe F} é relativamente compacto em X,V 0 <t; <ty <T.
t1
(i) |7nf — flleeqor—n:x) — 0, quando h — 0, uniformemente para f € F.

A seguir enunciamos outros resultados topolégicos de grande importancia para

nossos objetivos.



Capitulo 2. Preliminares 36

Lema 2.9.3. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.1). Seja B C C([0,1]; X) um conjunto

limitado e equicontinuo, entdo co(B) € também limitado e equicontinuo.

Lema 2.9.4. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.2). Seja B C C([0,1]; X) um conjunto

limitado e equicontinuo. Entao,
e a aplica¢io t — &(B(t)) é continua em [0, 1];
* &(B) = sup{&(B(s)) : s € 0, 1]}
1 1
. 5(/ B(s)ds) < / B(s)ds.
0 0

n

n _ [n _ n n-n—j
Denotemos por C! = (m> e por S, =37 Cfe" 5

Lema 2.9.5. (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.4). Sejam 0 < e <1 e h > 0. Entdo

S, = o+ uando n — 0o, para um numero real arbitrario s > 1.
ns |’ )

Teorema 2.9.6. (ANDRADE et al., 2015, Teorema 4.2). Sejam F : C([0,1]; X) —
C([0,1]; X)) um mapa continuo e 8 o conjunto formado pelos pontos fixos de F. Suponha
que existe um conjunto compacto K C C([0,1]; X) e que para cada £ > 0, existe um

conjunto K. C K com as sequintes propriedades:

(i) Os conjuntos K. sdo conexos;
(ii) d(z, K.) < €, para todo x € §;

(1i7) ||y — Fylleo < d(¢), para todo y € K., com §(e) — 0 quando € — 0.

Entao S é conexo.

Lema 2.9.6. (CUEVAS et al., 2017, Lema 3.5). Seja g : [0,a] x X — Y wuma fung¢io que

satisfaz as sequintes condigoes de Carathéodory:
(C1i) g(t,") : X =Y € continua para quase todo t € [0,00).

(C1it) Para cada x € X, a fungio g(-,x) : [0,00) = Y € fortemente mensurdvel. Suponha

ainda que para cada p > 0 existe existe uma fungio N, € LP([0,a]) tal que
lg(t, 2)[| < No(t), t €10,a],
para todo x € X, com ||z||x < p. Assuma que para cada p,e > 0 existe 6 > 0 tal que
[ g+ bw) = gt P < (62— 1),
para todo ti,ts € [0,a], t1 <ty, x € X, ||z]|x < p e|h| <. Entdo
[ llgtt + hoa(®) = gt x(@) Pdt < ae”,

para toda funcdio x(-) € C([0,al; X) tal que ||| c(jo,a:x) < p-
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Lema 2.9.7. (APARCANA et al., , Lema 4.1) Sejam 1 <p < oo e F': [0,a] — L(X) um

operador fortemente continuo. Suponha que

e A funcgio f:]0,00) x X — X satisfaz as sequintes condigoes (C1) e (Cii) acima.

e Para cada 0 < s<a<ooer>0 o conjunto {f(s,x): |z||x <r} érelativamente

compacto.

Dado R > 0, assuma que g, € L'([0,a]; X), para todo u € LP([0,a]; X), com g,(t) =

f(t,u(t)), e que a sequinte condicao se verifica: Para cada € > 0, existe 6. > 0 tal que

J 155, u(s)lds < <.

para todo J C [0,a], m(J) < 6. e todo u € LP([0,a]; X), com ||ul|rr(o,a;x) < R. Entdo
{J5 F(a—s)f(s,u(s))ds : |lullro,a:x) < R} € um conjunto relativamente compacto em

X.

As definigoes e resultados que apresentamos a seguir sao ferramentas indispenséaveis
para mostrarmos que, sob certas condigoes, o conjunto solu¢ao do problema (4.1.1) é um

conjunto Ry.

Definigdo 2.9.1 (Espaco contrativel). (GORNIEWICZ, 2000). Um espaco E ¢ dito
contrativel, se existe uma homotopia h : X x [0,1] — X tal que para todo = € X,

h(z,0) =z e h(z,1) = x,
para algum zy € X fixo.

Definicao 2.9.2 (Espaco retrétil). (GORNIEWICZ, 2000). Um espaco X é absolutamente
retratil, se para todo espaco Y, todo subconjunto fechado B C Y e toda aplicacao continua
f: B — X, existe uma extensao continua f : Y — X de f sobre Y, isto ¢, f(m) = f(z)
para todo x € B.

Defini¢ao 2.9.3 (Conjunto Rs). (CORNIEWICZ, 2000). Um espaco X é um conjunto
Rjs, se existe uma sequéncia de espacos contrativeis compactos e nao vazios, X,,, tal que
Xni1 C X, paratodon € Ne

oo
X = ﬂ X,.
n=1
Observacgao 2.9.1. Observamos que qualquer conjunto Rs é um espago compacto, conexo
e nao vazio que é aciclico com respeito 4 homologia de Cech, isto é, tém a mesma homologia

que o espaco de um ponto (ver (GORNIEWICZ, 2000)).

Definigao 2.9.4. Seja f : X — Y uma funcdo continua e seja y € Y. A fungdo f é
prépria em y, se existe € > 0 tal que para qualquer conjunto compacto K C B(y,€), o

conjunto f~1(K) é compacto, sendo B(y,¢) a bola aberta em Y centrada em y e raio e.
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Neste momento podemos escrever a formulacdo do teorema de Browder-Gupta

devido a L.Gérniewicz.
Teorema 2.9.7. (GORNIEWICZ, 2000, Teorema 2.1) Sejam E wm espaco de Banach e
f: X — E uma funcao continua tal que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) f € propria em 0 € E.

(ii) Para cada € > 0, existe uma fungao continua f.: X — E, onde

Lf(@) = fe(@) <6 VzeX;
2. a aplicagio f. : f71(B(0,€)) — (B(0,¢€)), definida por fo(x) = f(x), é um

€

homeomorfismo.
Entio o conjunto f~1({0}) é um conjunto Rs.

O proximo resultado foi obtido por Szufla em 1979 e nos fornece algumas condigoes
suficientes para que uma funcao continua satisfaga o item (%) do dltimo teorema. Considere
K um subconjunto convexo e limitado de um espago normado e sejam F um espago vetorial
topoldgico de Hausdorff e C' := C(K; FE). Assumindo que ty € K, 29 € E e que 2 é a
familia de todas as vizinhangas abertas de 0 em E, denotamos por ® o conjunto de todas

as fungoes continuas F': C' — C' tais que

(1°) Para qualquer U € €, existe € > 0 tal que
F(x)(t) — F(x)(s) € U,
para cada z € C, t,s € K com |t — s| < ¢;
(2°) F(x)(to) = x para cada = € C,
(3°) Para cada € > 0,

T k. = F(y)

Ke» vxayeca

K. = F((L’)

K=Y

sendo K. = Bltg, €] N K e Blty, €] a bola fechada de centro ¢, e raio e.

Denotando por I a aplicacao identidade em (', enunciamos o préximo resultado:

Lema 2.9.8. (SZUFLA, 1979, Lema 1) Para qualquer F € ®, existe uma sequéncia
(Fo)nen tal que I — F,, é um homeomorfismo de C' em C' e lim,_,o, F,,(z) = F(z) unifor-

memente em x € C.
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3 EQUACOES DE ONDAS FORTE-
MENTE AMORTECIDAS

3.1 Introducao

Neste capitulo faremos um estudo qualitativo do seguinte problema de Cauchy:

{ Utt+277A%ut+Au=f(t,UaUt), t>0, (3.1.1)

w(0) =ug € Xz, u,(0) = vy € X,

onde X é um espago de Banach reflexivo, A : D(A) C X — X é um operador fechado
densamente definido, X 260 espaco de poténcia fracionaria associado a A como em
(HENRY, 2006), n > 0 e f é uma funcao continua adequada. De modo mais especifico,
estamos interessados em estudar periodicidade assintotica, existéncia de solugoes (brandas)
LP-limitadas e solugoes classicas (e fortes) para o problema (3.1.1). Além disso, analisamos
a estrutura topolédgica do conjunto de soluc¢oes deste mesmo problema e ao final do capitulo,
complementamos nosso estudo com um conjunto de aplicacdes para os resultados aqui

estabelecidos.

E vélido ressaltar que a pesquisa desenvolvida ao longo deste capitulo é uma
continuagao natural do trabalho feito em (CUEVAS; LIZAMA; SOTO, 2013), o qual
investiga a existéncia e unicidade de solucoes assintoticamente quase-periodicas para

equagoes de ondas fortemente amortecidas do tipo (3.1.1).

3.2 Reducao a primeira ordem

Iniciamos nosso estudo notando que o problema (3.1.1) pode ser reduzido a um problema

de Cauchy de primeira ordem (em tempo) em X2 x X:

[“ “D t>0, (3.2.2)

u
+ A(1/2) [ = F (t,
v

[ZES; - [ZZ } (3.2.3)

t

0 —1I 1 1
onde A1/ = A 27714% :D(A(1y2)) € X2 x X = X2 x X é definido por
¢ - ¢
A = , para e DA ,
(1/2) [ " A¢+277A%¢ p " ( (1/2))
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E importante observarmos que:

Observagao 3.2.1. « Se (n, A) é um par admissivel!, por (CARVALHO; CHOLEWA;
DLOTKO, 2008, Proposicao 2.1), A1) € um operador fechado com 0 € p(A1)). De

fato, A, 1 tem a inversa dada na forma matricial

1
2

mA~: AT
I 0

Aily =

Mais ainda, se A tem operador resolvente compacto, entao A(%) também tem operador

resolvente compacto.

o Por (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO, 2008, Teorema 2.3), o operador ‘/-l(%) é
setorial em X2 x X. O semigrupo {eiﬂ(%)t :t > 0} gerado por A1y em XzxXé
analitico com decaimento exponencial. Isto é, existem constantes K > 1e C > 0

tais que

e oy < Ke O 120 (3:2.4

x X)

O resultado a seguir sobre regularidade da convolucao envolvendo fungoes pseudo

S-assintoticamente w-periddicas, é crucial para obtencao de nossos resultados.

Lema 3.2.1. Se h: R — X2 x X € uma funcgdo pseudo S-assintoticamente w-periodica

e
o —s
q»(t):/ e nis)ds, t e R,
0

entdao ®(-) pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Inicialmente temos a seguinte estimativa a priori:

1 K
;/0 lo(r +w) = @@l dr < szsupllas)ly

s>0
K t
o [ IR+ w) = HE) gy, (6

com K e C constantes dadas em (3.2.4), a qual nos mostra que ®(-) é pseudo S-

assintoticamente w-periodica. O]

Relembremos a seguir o conceito de solugdo branda de (3.2.2)-(3.2.3) (ou equiva-
lentemente, de (3.1.1)).

1

Dizemos que (1, A) ¢ um par admissivel se existem ¢ € (0,%) ¢ M > 0 tais que [|[(A] — A) 7|z (x) <
1£\4/\|’ para todo A no setor Xy = {A € C: ¢ < [argh| <7} U{0} e 5 > ¥ +arg(n+/n? = 1).
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u(:)

v(*)

Definigao 3.2.1 (Solugdo Branda). Seja { 1o ‘Rt —

] € X2 x X. Dizemos que [
Vo

X2 x X éuma solugio branda para (3.2.2)-(3.2.3) (ou para (3.1.1)) se ela satisfaz a formula

ws) ) g 325
v(s) ]) ’ ( )

Tal definicao serd essencial para nos ao longo das proximas secoes.

integral:

para todos t,s € R* com ¢ > s.

3.3 Existéncia de solucoes pseudo S-assintoticamente w-
periodicas

Nesta secao estamos interessados em estudar periodicidade assintdtica das solugoes brandas
do problema (3.1.1). De maneira especifica, o que faremos é provar cinco novos resultados
(Teoremas 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4 e 3.3.5) sobre existéncia de solugoes brandas pseudo
S-assintoticamente w-periddica para o problema em questao. Iniciamos com o seguinte

teorema:

Teorema 3.3.1. Assuma que (1, A) é um par admissivel. Seja f : Rt x X2 x X = X
uma funcdo continua assintoticamente limitada em conjuntos limitados de X ix X e
uniformimente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de XixX

que satisfaz a condigdo de Lipschitz

1f (tur,01) = f(tuz, va)llx < I [lug = wsl] gy + flon = wallx] (3.3.6)

Uy . -
para todo € X2 x X, 1=1,2, ecadat > 0. Se %L < 1, onde K e C sdo
(%

constantes dadas em (3.2.4), entdo o problema (3.1.1) tem wma unica solu¢io branda

pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstragio. Definamos o mapa § : PSAP, (X2 x X) — PSAP, (X2 x X) pela expres-
sa0

(t=3) u(s)

F(s,

_l’_
S~
()
&

[N

o ] )ds, t e RT, (3.3.7)

" u(t
onde { E ; ¢ uma funcao pseudo S-assintoticamente w-periddica. Como t — [ Et) ]
v(- '
> é um conjunto limitado em Xz x X, levando em

é uma func¢ao continua e [ m( [ (
U .
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conta que f é uma fungdo continua assintoticamente limitada em conjuntos limitados de
0

ft,u(t), o(t))

Xz xX , podemos inferir que ¢ — [ ] ¢ uma funcao limitada. Com isto,

obtemos

([ el
o e

< Ke ¢

g

Zg } > HX% des

e segue dai que

u u(t)
L Sl 9 Dl

u
t <K
aplo([ ol =51
Uma parte crucial da demonstracao a se observar ¢ que usando o Lema 2.1.1, temos

)

é pseudo S-assintoticamente w-peridédica. Logo, segue direto do Lema 3.2.1 que o mapa

I(t) Z/Ot e_A<%>(t_S)F(s, ZEZ ]

é¢ uma funcao pseudo S-assintoticamente w-peridédica. Além disso, a fungao

)t U
Vo

também ¢é pseudo S-assintoticamente w-periddica, pois

que o mapa de Nemytskii

t—>F(t,

)ds (3.3.8)

t—e G

t
o Ahrey | MO TAgys | Yo H ot
Vo vo | Ixzxx
< 5 —Cw H H /t e—CSdS
- t X3xx Jo
< g+l | 1 |
- C XExx

e com isto concluimos que o mapa § estda bem definido. Consideremos agora { ] €
Vg
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PSAPW(X% x X), i =1,2. Podemos deduzir que
s - DIL
(| Do-s(| = Do,

(s u(s),01() = £l ua(9),va(s) | s

X

= sup
>0

t
< K sup e~ Clt=s)
>0 J0

t
< KLsup [0 fua(s) = (@)l g+ llen(s) = vals) x| ds
t>0 40

KLH (51 U9 H
S A~ - 9
C U1 V2 00

KL
ou seja, § € uma %—Contragéo. Admitindo que el < 1, entao, segue do Teorema 2.9.1 que

§ tem um unico ponto fixo em PSAP, (X Tx X ) e isto completa nossa demonstracao. [

O teorema a seguir é um refinamento do resultado anterior.

Teorema 3.3.2. Assuma que (1, A) é um par admissivel e que A tem operador resolvente
compacto. Seja [ : Rt x X3 x X = X uma fungao continua assintoticamente limitada em
conjuntos limitados de XixX e uniformimente pseudo S-assintoticamente w-periodica em
conjuntos limitados de X2 x X que satisfaz (3.3.6). Além disso, suponha que as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

(PS1) Eziste uma fungio continua ndo-decrescente W : Rt — R tal que

1w, 0)l[x < W(llull o3 + llvllx),

para todot > 0 e
v

(PS2) Eziste r > 0 tal que

“] € XixX.

K
Klluoll 3 + llwollx] + ZW(r) <7,

onde K e C sao dados em (3.2.4). Entdo o problema (3.1.1) tem uma inica solugio branda

pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracao: No que segue, consideramos como ponto de partida o espaco de Frechet
C([0,00); X P x X ) munido com a topologia da convergéncia uniforme em conjuntos
compactos, 7¢, e definimos um mapa continuo YT em C([0, 00); X Ix X ) pela expressao

(3.3.7). Dividimos a demonstracao deste resultado em vérias etapas.
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un
e O mapa T é continuo. De fato, seja { [ ] } uma sequéncia em C([0, 00); X3 x X)
" neN

u
que converge para [ ] na 7¢-topologia. Para cada a > 0 temos
v

"

sup
te[0,a]

[N

X2xX

t
< K sup e Ct=9)
te[0,a] Y0

t
< KL swp [ e 0 [un(s) — uls)l gy + [10"(s) = o(9)]1x|ds

te[0,a] /0
2] (3L
v"(t) v(t) | lixzxx

Desta ultima estimativa temos entdo a continuidade de Y.

<22 sup
t€[0,a]

u
e Consideremos o conjunto B(r) = { [
v

e C([0,00); X3 x X) : H "
v

L=
oo

x X). Seja

D=

Esté claro que B(r) ¢ um subconjunto fechado e convexo de C([0,00); X

€ B(r). Entao

v
([
v 1
X2xX
_ Ug ¢ - —s
<k 1| L K [ w (u)l g+ el )ds
0 X
- K« t
< Ke ¢ Ho H ) —l——W(T)/ e~ Clt=5)gs.
Vo xixx C 0
Logo

(1))

e dai concluimos que B(r) é invariante sob Y.

<

K
“ﬂHI +=W(r) <,
vo | lIxzxx O

o

e Seja Ky = {effl(%)(tfs)[(),f(sw,y)] 0<s <t |zl +lyllx < r}. Para cada t > 0,
segue de (MARTIN, 1976, Lema I1.1.3), que

—A

T(Br)(1) e

)t[uo, vo] + teo(Ko).

Como K ¢ relativamente compacto em X Ix X , temos ainda do Corolario 2.2.1 que

co(XKy) é compacto e assim vemos que Y (B(r))(t) é relativamente compacto. Usando agora
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7‘A(l)t , , . o~
o fato de que e ~ (2> é um mapa continuo em (0, 00) e a decomposicao

T (t+s)—7T (t)

7A(L)(t+8) Uo
= e 2
Vo

t+s _ s—
+/ ¢ Hp ’5)F<§,
t

N /t <6A(%)(t+s§) B eA(%)(t§)>F(€7
0

podemos inferir que Y(B(r)) é equicontinuo em [0, a] para todo a > 0. Como consequéncia

Zég ] )df, (3.3.9)

do teorema de Ascoli, temos que Y(B(r)) é um conjunto relativamente compacto em
C([0,00); Xz x X).
e Seguindo a demonstragao do Teorema 3.3.1 obtemos que PSAP,,(X ixX ) é invariante sob

Y. Definamos agora o conjunto C' = B(r)NPSAP,(Xz x X)TC

que C ¢ fechado, convexo e também invariante sob Y. Entao do teorema de Schauder-

. E apropriado observarmos

Tychonoff (ver Teorema 2.9.3), podemos afirmar que T tem um ponto fixo [u,?] € C.
u ) u
v v

(s) — { 38 ] HX%Xde —0. (3.3.10)

e Tomemos u(t) = u(t +w) e v(t) = 0(t +w), t > 0. Afirmamos que T(

¢ uma funcao ergodica, ou seja,

lim 1/tHT
t—oo t Jo

De fato, notemos inicialmente que

u
v

(T + w)
(T 4+ w)
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Disto obtemos a seguinte estimativa:

t
I

o(s) ] Hx%xxds

K/t ool
(L)l
R N
[ () 50 ],
—/ / (s=7) |f(T+w,a(r + w),0(T +w)) — f(r, (T +w), 0(T + w))||xdrds
K
= H Zz ] HX%xX C’tW( )

K t
+/0 sup  ||f(r +w,z,y) — f(r,2,9)||xdr.

CtJo Yyl 1 <r
X2xX

Como f é uma funcio uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica em conjuntos

limitados de X2 x X , chegamos a conclusao que (3.3.10) segue.

u(t)
- [ s

u : Ve . . ~
onde [ ( ] é como na etapa anterior. Consideremos a equagao
v .

e Seja ¢(t) dada por

t) = HT

v(t) = ¢(t) + KL /0 t e Ct=)y(s)ds, (3.3.11)

onde L é dado em (3.2.4). Afirmamos que existe uma unica funcao ergédica positiva v(t)
satisfazendo esta ultima equagdo. De fato, segue do Teorema 2.3.9, que o resolvente r(t) de
K Le=C* existe como elemento de L!(R*), sendo tinico nesta classe. Entdo a equagao (3.3.11) faz

sentido e obtemos .
vt = o(t) = | 7t =m)o(r)dr

(para mais detalhes, ver se¢ao 2.3). Disto concluimos que v(t), satisfazendo (3.3.11), é tnica.

t— /Ot r(t —7)o(T)dr

Além disso, a fungao

é ergbdica, pois,

) 1 t S
Jim /O r(s — 7)o(r)dr|ds < tgrgot/ / (s — 7| |6(r)|dsdr
< el Jim 1 [ 16lar =0,

E dai concluimos que v é uma funcao ergodica.
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e Consideremos o conjunto

|

e definamos o conjunto

Z(()) } : [ 1:(() ] ¢ uma funcao ergddica e\|w(t)||X% +|z(0)||x < v(t), t > O}

u()

C|, = + F.

vl -

Néo ¢ dificil checar que C, é um subconjunto 7c-fechado convexo de Cp([0,00); X I x X ).

Mostraremos agora que C, é invariante sob T. Seja w(()) ] uma fungdo ergddica. Notemos que
Z .
NIECI OIS
v(: z(") v(-)
é uma funcao ergddica, uma vez que
1/t w u

< —/ / (s—7) I1f(r, (u+w)(7), (v+2)(1)) — f(r,u(T),v(T))||xdrds
/ / () (w+ w)(r) — U(T)HX% + (v + 2)(7) — v(7)||x)drds
e

D(llw(r)ll g + [12(r)]|x)dsdr

s@fﬂ!hﬁﬂ&;+WhﬂkW¢

Se assumirmos ||w(t)\|X% + ||lz0)||x < v(t), t >0, entao

(][ ]) o

<KL [ (] + 1) x)dr

< KL/ C=) () dr = v(t) — B(t).

Tomando agora

ol
Y 2 v
temos
P = (o] [ D)oo ol
([ e] o) | 2] o
< w(t) = o) + () = v(b),
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_l’_

w
]) € C,. Com isto provamos que C, é Y-invariante e,

o que implica que T (
z

v

0l
portanto, T tem um ponto fixo NO € (). Afirmamos agora que o mapa T tem um tnico
Up

ISy

ponto fixo em Cy([0, 00); X3 x X). De fato, se ] e [ ] sdo pontos fixos de T, entao
i(t) o ( t i i
H U U’O( ) H i S KL/ e—C t—s u(s) . u0(3> H i dS,
o(t) Do (t) X2xX 0 o(s) To(s) X2ZxX
ou ainda,
it o (t t i i
60t” a(t) || ao(t) H . < KL/ .Cs a(s) | | fo(s) H . ds.
o(t) Po(t) | Ix2xx 0 o(s) Do(s) | "X2Zxx
Aplicando agora o Lema de Gronwall, chegamos a conclusdo que
u(t g (t
r[)(t) ’Do(t) X2xX

e, portanto, T tem um tnico ponto fixo em Cy([0,00); X I x X ). Para finalizar a demonstracao

(S

deste teorema, precisamos mostrar que %E) € PSAP,(X 3 x X ). Notemos que como
’l} .
Qf() = 7:L0(') € ), entao
() Bo(+)
{f‘]@:[“ () + w]<t>,w>o,
0 z

e segue direto dai que

lim — / H
t—oo ¢

Logo, [

=

ds = lim — /H{ ° ] . ds=0.
X2ZxX t—oo ¢ 5 X2xX

] é pseudo S-assintoticamente w-periddica, e assim completamos a demonstracao.

=41
-

[SH]
-

O]

Observacgao 3.3.1. E valido observarmos que enquanto no Teorema 3.3.1 pedimos que a
constante de Lipschtz seja suficientemente pequena, no Teorema 3.3.2, tal exigéncia nao se

faz necessaria.

Teorema 3.3.3. Assuma que (1, A) é um par admissivel. Seja f : Rt x XixX o X

~ . . . Lo . .o 1
uma fungdo continua assintoticamente limitada em conjuntos limitados de Xz x X e
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. . . s 7. . .. 1
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de X2z x X

que satisfaz a condicao de Lipschitz:

1F (s ur, 00) = fE g, va)llx < LAE) [ lua = wall g + [lor = vallx ], (3.3.12)

Uj . . .
para todo € X2 x X, i=1,2; ecadat >0, onde L : Rt — R* € uma funcgdo
V;

integravel limitada em [N, 00), para alguma constante N > 0. Entdao o problema (3.1.1)

tem uma unica solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracao: Para provar este resultado, usaremos exatamente a mesma notagao utili-
u(:)

U .

zada na demonstragao do Teorema 3.3.1. Seja [ € PSAPW(X% x X). Levando em

conta que o conjunto {L(t) : t > N} é limitado, segue entao de Lema 2.1.2, que a fungéao

0
_>
f(t u(t), v(t))
é pseudo S-assintoticamente w-periddica. Logo, do Lema 3.2.1, nds inferimos que o operador
u;i()

e

€ PSAP,(X2 x X), com i = 1,2.

Uy U9 H
U1 V2 00

§ esta bem definido. Seja agora [

« Notemos que

o o -a ] |l <

e Além disso,

o que implica em

s[“ ] 0 - [ " ] o] < FIELE

o Vg 2

Indutivamente podemos mostrar entao que
Uz
&)

Fluel
Ul_ (%)

HENE

o0

(K| L][)"
n!

£

<

<
=

o0
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(K[ L]])"
n!
2.9.1 que § admite um tnico ponto fixo em PSAP, (X IxX ) e isto completa a demonstragao

do Teorema 3.3.3. O

Para n suficientemente grande vemos que < 1. Sendo assim, temos do Corolario

A partir de agora discutiremos algumas condi¢oes sobre f a fim de garantirmos

existéncia local de solugoes.

Teorema 3.3.4. Assuma que (n, A) € um par admissivel. Seja f : Rt x XixX o X
uma funcdo continua assintoticamente limitada em conjuntos limitados de X:xX e
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de Xz xX
que satisfaz a condicdo de Lipschitz local:

(Lioe) Para cada o € RY, para todo t € RT e [u;,v;] € X2 x X, tal que Juil 3 + llvillx <

o, 1=1,2; temos
1t ur,01) = ft uz, 02)lx < Llo) [ Jur —uall g + llor —vallx ], (3.3.14)

onde L : R™ — RT ¢ uma funcdo continua. Suponha que existe uma constante r > 0 tal

que

[C’( (L(?" + Cy) + ,'];(L(Oﬁ)Oﬁ + sup | f(¢,0, O)||X)> <1, (3.3.15)

onde Cy = K [HUOHX% + H’Uon} e K e C sao constantes dadas em (3.2.4). Entao o problema

de Cauchy (3.1.1) tem uma solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragio. Denotemos por PSAP%(X 7 x X ) o subespaco vetorial fechado formado
u(-)

0 € PSAP, (X2 x X) com u(0) = 0 e v(0) = 0. Definimos o
/l) .

por todas as fungoes [

mapa F° 1o espaco PSAPY(X2 x X) por

o —5 - s
§0< { " ] )(t):/ PG )F<s, wls) || A [“0 ] >ds. (3.3.16)
v 0 ’U(S Vo
Para [ e PSAPY(Xz x X), temos que o mapa
v

e
v(t)

é pseudo S-assintoticamente w-periddica. Do Corolario 2.1.1 e do Lema 3.2.1 obtemos

que §° estd bem definido e leva PSAPY(X I x X ) nele préprio. Consideremos agora
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K

€ PSAPY(X? x X) com sup,,

(e

< K/t e*C(tfs)
0

¢
—|—K/ e Cl-
0

t
[ ult) ] H < r. Entao,
X3ZX

v(t) | llx

1
X2xX

F(s,

—A u —A u
+e 70 ) — F(s,e E 0 )H . ds
Vo Vo X3TxX

t t
YK L(Cy) / KeCl| || . ds+ K / e~Ct=9)| £(s,0,0)|| xds
0 0

HX2 XX

Vo

KL KL

:g( (r+Cy) + 1< (CHICy -+ sup 11,0 O)Hx)>7“§r.

K
o (C)Cy + & sup | £(2,0,0)]1x
t>0

Além disso, para BT(PSAPS(X% x X)), i =1,2; temos
(%

([ ) -w([ ] <K ven] [ ][ -

KL !
Segue desta tltima estimativa que §° é uma 7(7“ + Cy)-contragao em B,(PSAPY(Xz x

.

u
] para o operador §°. Notemos que

{a(t)]:[u(t) )t[uol
o(t) v(t) Vo

¢ uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periédica de (3.1.1). O

X)) e, portanto, existe um ponto fixo [

A
+e G

Finalizando esta secdo, apresentamos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.5. Seja f : R x X:x X — X uma fungao continua assintoticamente
limitada em conjuntos limitados de X Ix X e uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periodica em conjuntos limitados de XoxX que satisfaz a condicao de Lipschitz (3.3.12).

Além disso, assuma que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

t
(PS3) Ksupt>0/ e O L(s)ds < 1,
= Jo
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1 gt
(PS4) lim;_, 7/ / e CL(s)dsdt = 0, onde K e C sio constantes dadas em (3.2.4).
0 Jo

Entdo o problema (3.1.1) tem uma solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracio: Definimos o mapa § no espaco PSAPW(X% x X) pela expressao (3.3.7).
Provaremos primeiro que § estd bem definido. Consideremos [ " € PSAP,(X I x X )e
v

tomemos € > 0. Entao existe T' > 0, suficientemente grande, tal que

1 Ce
- sup Ilf(s+w,z,y)— f(s,x,y)||xds < —, forall t > T. (3.3.17)
t /0 ylermlu() o) 2K

Para [ > T temos a seguinte decomposicao:

[0 +w) — o0y =3 1)

onde Y(+) é dado por (3.3.8) e

=t [ e | ) ([ 1 ]

T G b R O )

T G O e R O e )2
Ty G e B A )

) dsdt.

1 I pt+w s
l):f// eA@F(t—i-w—s,
[ Jo Ji

Para entender o comportamento da fungao () precisamos estimar todos os termos I/s.

v(t+w —s)

(
u(t+w—s)]

o Comecando com o termo [, vemos que

2KT
1L, < o

sup{[|f(t, =, y)l[x : ¢ = 0, [, 9] € Im(fu(-),v(-)])}-
« Levando em conta (3.3.17) obtemos

2Dl 3,

Kot —C(t—s)
ST/ | e Wb (s 4w y) — £(5, )l xdsdt

[2 yleImlu(-),v(-)]

te CtTdti €
/ 2K_2
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« Para o termo I3(1),

3Dl 3,

K ot
s7¢éép*mﬂ> Sup (s + ) = f(s,2,y) | xdsds

[z,y]elmlu(-),v(-)]

<K i sup  [[f(s +w,z,y) — f(s,7,9)||xds
T [xyelm[u()v(-)]
< —/ ds = —.
2l Jo 2

« Com relagao a I4(1),

TAGII

/ / —C(t— S)L

<Z [ s (s ) - s, n)xds
T [zylemmlu(),v()]

o [ 2] L [ rcoma)

 E finalmente para o termo I5(1),
|mmhxx
< B[ e st el 2 0, [yl € Tm(lu), o)) Yasde

< Wsup{\lf(t zy)llx ot 20, [z, y] € Im([u(-), v(-)])}-

u(s + w) —u(s)

H  dsdt
v(s+w) —v(s) ] X2ZxX

Combinando as estimativas anteriores vemos que ¢ é pseudo S-assintoticamente w-periddica

B.(PSAP,(X2 x X)), i = 1,2; temos

u
e, portanto, § estd bem definido. Para [

(%
t
([ a2 s (g formeon) [ ] M
(%} t>0 /0
e desta tltima desigualdade deduzimos que § ¢ uma K sup,- fo %) L(s)ds-contracio.
Logo, por (PS3), vemos que § tem um tnico ponto fixo em PSAP, (X2 x X) e isto
completa a demonstracao. O

3.4 Propriedades de limitacao em [

Estudaremos nesta secao a existéncia de solugoes brandas LP-limitadas para o problema

(3.1.1). Comegamos com o seguinte resultado:
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Teorema 3.4.1. Assuma que (n, A) é um par admissivel. Seja f : RT x XzxX — X uma
fungdo continua que satisfaz a condi¢io de Lipschitz (3.3.6) e que f(-,0,0) € LP(0, 00; X).
Se L <1, onde K e C sio constantes dadas em (3.2.4), entdo o problema (3.1.1) tem

uma unica solucao LP-branda.

Demonstragio: Definimos o mapa § no espago LP(0, oo; X3 x X) pela expressao (3.3.7).

1
00 P p
o = (L))
LP(0,00;X 2 x X) 0 Vg X2xX

o } H o (3.4.18)
vo | lIxzxx

Nos observamos que

IA

K
o

Sejam e LP(0,00: X2 x X) ¢ ¥ a fun¢io dada em (3.3.8). Usando a desigualdade
v

de Holder obtemos
[, < k([ e CIGf(s u(s), o)) xds)
o [ eeeas) ([ p(s,u(s) o) e

= j{o_(/ SIS (s uls), ())des)

Integrando a expressao acima em (0, 00) temos
00 ) -
( /0 1917,y dt)
S ([T e s ) o) )

IA

"

< if( [N ) o5 s
< (( [T uls),0(s)) = £(5,0,0)fds )"+ [ ||f<s,o,o>||&ds)”)
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Logo, § esta bem definido. Seja agora € L»(0, oo;X% x X), i =1,2. Entao

UNCEI T

t
< (KL)p(/ e—C(t—s)
0

< (KL)”< / t eC“s)ds)p
[ u1(s) — ua(s) ]

v1(s) — va(s)

|
N
S—
o~
Cb‘

Q

T

N

v1(s) — va(s) Xixxds>

{ u(s) — ua(s) ]

(KL)p< b _C(t-s)
< JCr /0 e

Desta ultima desigualdade temos

THEN

P
L ds).
X2 xX

1
LP(0,00; X2 xX

< KL /°° /we_cu_s) ur(s) — ua(s) HP dids
Ca \Jo Js v1(s) —wva(s) | lIxzxx

L[] [ |

- C (o Vg | 112p(0,00:X 7 x X)

Com isto concluimos que § é uma K L/C-contragdo em LP(0, 0o; Xz x X) e, portanto,

existe uma tunica solugado branda { B ] de (3.1.1) tal que e LP(0,00: X2 x X). [
v v

Teorema 3.4.2. Assuma que (n, A) é um par admissivel. Seja f : Rt x XixX o X
uma fungdo continua que satisfaz a condi¢io de Lipschitz (3.3.12) com L(-) € L%(0, 00)
e que f(-,0,0) € L'(0,00; X). Se %HLH(] < 1 (onde p e q sao expoentes conjugados),
entdo o problema (3.1.1) admite uma inica solug¢ao LP-branda.

Demonstracao: Manteremos aqui a notacao introduzida na demonstracao do Teorema
3.4.1. A primeira etapa em nossa analise serd provar que § esta bem definido. Inicialmente

notamos que (t) satisfaz a seguinte estimativa:

DO, < K [ e (156 uls),005) = 1(5,0,0)lx + 75,0, 0)1x ) ds

t u(s) t
< K[ 1) |y s K [6(5,0,0)] s
0 v(s) | Ixzxx 0
Logo,
u
I 1 <K( L 20,0 11100 ) 3.4.19
StggH O 1, < KL U] LP(OM;X%XX)Jer( ) z1(0,00:3) ( )
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De (3.4.19) obtemos

([ W, @)
SK:’(?&%"W crx) ([ e s ws) (oD ds)
<(c

(

Lol )" (715l )

7 u
) ( ( ] 1 + Hf(aoa O)||L1(0,00;X))>
v LP(0,00; X 2 xX)

/ {Hf s, u(s (S»_f(SvaO)HXJrHf(s,(),())\|x]d3>"
K (( }
OO ] HX%Xde T ’|f('7070)||L1(o,oo;X)>

L(s
o F 00 o ).
LP(0,00;X 2 X X)

3

1—1
p

-

1—1
p

%

1 +||f('70a0>||L1(0,oo;X)>)
LP(0,00;X 2 xX)

p

X
~/

s [ 4],

Portanto, § esta bem definido. A etapa final é mostrar que § é uma contracao. Tomemos

Yl e p(0,00: X3 x X), i = 1,2. Entdo

H@! 1l

U;

1
LP(0,00;X 2 x X)

ST
= [
V2) V2)
[
S 5
—~
R
~— ~—r
>
[N
X
>
ISH
V)
N——
Q
~
N—————
3 =

[e%} t
SK</ Ll [ emcrt=
0 0
< KL, (/ [ eere
0 s

1)L

0 que mostra que § ¢ uma contragao e isto completa a prova do Teorema 3.4.2

”C’

1 ’
LP(0,00;X 2 xX)

O

Observagao 3.4.1. Sob as condigoes do Teorema 3.4.2, com L(-) € LP(0,00) e f(+,0,0) €
LP(0,00; X), se K (%)1_5 |L||, < 1, entdo o problema (3.1.1) tem uma tnica solucdo
LP-branda.

56
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Demonstracao: Notemos inicialmente a seguinte estimativa a priori

@I

X2X

<2k [[e O (s, u(s),vls)) — (5,0,0)1xds )
i ([ fs,0,0)]xds )

o )

v(s) X3 xX

+2pr( / " =Clt=sl) f(s,0,0)||de>p

<o eomssons) (o[ 1)
+2PKP (é) /0 t e~ C1=5l)1 £(s,0,0)|[%ds

< 2pr</0t eC|tsL(3)pds) </Ot eC|tSds) -
<[ e u(s) ] )+ 2R (é)/t e~ C01||£(s,0,0)| frds

v(s) | lIxaxx 0
p
. ds)
X2xX

< 2?KP<é>§_l(/ot e‘C“_S'L(S)pds> (/Ot e Clt=sl [ Zég }
+2pr<$)5 /ot e | £(5,0,0) [y ds
<210 ([ [ 2] )

1\q [t
+2pr(0) /0 e=Cl=5l)| £(5,0,0)|[%ds.

¢
< 27’Kp</ e‘cﬁ_s‘L(s)
0

P
) ds)
X2 xX

Integrando e aplicando o teorema de Fubini ficamos com

HﬁHLP(O,oo;X%xX)

< 2K<é>IHLHLP 0,00 H [ ]

2K
+ ?Hf(w 0, 0)[] r(0,00:)-

1
LP(0,00;X 2 xX)

€ L»(0, 00; X 2 x X),i=1,2, temos

:
Joss|ze
()]

—C|t 5|L )qu)q</t e—C'(t—s)
0

Além disso, para

p

5.

1
X2xX

[ u1(s) — ua(s) ]

v1(s) — va(s)

P
. ds)
X3xX
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p—

< Kp(/ot(ems|ds> B (/Ot(eCtle(S)pds>
)

x(/ot o—Clt=s) [ Zii) : Zj((;) ] ;Xde)

b

P_q t o D
<Kp( ) [P /e—C\t—s\ uy(s) — ua(s) 1 ds).
0 v1(s) —wa(s) | lixaxx
Logo,
2]z b
V1 V2 LP(0,00;X 2 xX)
t-3 - ’ :
SK( ) L] 7 (0,00) (/ / ~ct—s| | wa(s) = ua(s) . dsdt)
v1(s) —va(s) | lixzxx
1 1_7 U9
#() nnd[ 7] [ s
C H 127000 Vo | I1LP(0,00;X 2 x X)

Segue desta ultima desigualdade que § é uma contracao e com isto finalizamos a demons-

tragao da Observacao 3.4.1. [

A situagdo torna-se mais complicada quando L(t) apresenta diferentes condigoes
de crescimento. Para enunciar o proximo resultado, precisamos introduzir as seguintes

notagoes:

L, :=sup L(t),

t>a

B(a, L) := KPa"~ 1||L||LP0a

o= (6 m5 (")

onde K e C sao as constantes dadas em (3.2.4).

Teorema 3.4.3. Assuma que (1, A) é um par admissivel. Seja f : Rt x X2 x X = X
uma fungao continua com f(-,0,0) € LP(0,00; X) e que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz
(3.3.12), onde L : [0,00) — RT é uma fungio integravel em cada subconjunto compacto de
R*. Suponha que existe a > 0 tal que %La <1e® <1, entao o problema (3.1.1) possui

uma unica solucao LP-branda.

Demostragio: Definamos o espago de Banach

L7(0, 00; X3 xX):{[“
v

€ LP(O,OO;X% x X) :u(-) ev(-) sdo continuas em[O,a]}
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equipado com a norma

=100 ]
IR 1 [P

- 1
0o P p
H v ’ R / ‘ ult) Coadt]
v | 1LP(a,00,X 2 x X) a v(t) | lIxzxx

Definimos o operador § no espago LP(0,00; X P x X ) pela expressao (3.3.7). Levando

*|

(0,0)

onde

—A
em conta a estimativa (3.4.18) e o fato de que o semigrupo {e @' > 0} ¢é forte-

’ A(l) uO
mente continuo, temos que e 'z
Vo

€ L2(0,00: X2 x X). Consideremos [ “ ] €
v

LP(0,00; X2 x X) e seja ¥ dada pela expressao (3.3.8). Entao

19017 < (K [ et uts) o) xds)

X2X

< Kp( /0 eC(ts)ds>q ( / L9 f(s,u(s),v(s))Hg(ds)

< s (L) ([ s ute), v(s) s)

e, portanto,

1 ety

<k (5) ([ [ Nt o). oo i)’

< (( [5G (o) vts) - f(8,0,0)||§<d8>; (" ||f(8,0,0)||§<d8>;>
(N | [ R,
< S0 0 g et (e [ O

K
- * 0 0 P 00;

ool

o que nos mostra que § estd bem definido. Provaremos agora que o operador § tem

IN

+ L,
(0,0)

K
_ L P10
= (Il

70,00 ).

1
LP(a,00;X2 xX)

, . 1 . U U2
um unico ponto fixo em Lg(O, o0; X2 x X ) Consideremos [ e no espaco
(%1 V2
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LP(0,00; X2 x X). Notemos que

sup ||§ ul](t>_{§[ ]tul
0<t<a o X2 xX
] | P
<K
U1 S

< K(/a L(s)ds> sup
0 0<t<a

ool
U1 U2 (0,a)

Uy

U
A seguir, estimamos F> [ ] -5 [ 2 ] e obtemos
0 V2

#[ofo-s 2ol

10
(t) (t) ] 'xéxx'

HEH

Logo

< K||L|| 10,4 o

< K/Ot eI L(s)||F [ Zl ] (s)—F [ Z2 ] 5| 4 de
< K? /OtL(s)(/OSL(T) Zigi : :;2((;) ‘X%xxd7>d8

< K? sup
0<t<a

v1(t) — va(t) 3%

K2/ gt
< ( / L(S)dS)
2 0
E assim ficamos com,
1 2 Uy Ug
< SEILmpa?| | | -
(0,a) U1 Vg

AHEIN
@[m]@—@{w_wH

De modo analogo deduzimos que
U1 U2

<k [lec (sw_Z]@)a(a§[Z]@0
< [l |o-w [ ]

(0,0)

ds
X
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SKEL@(§2 Z]_[Z]
f(/ot L(s)(/os L(T)dT)2d8>

3

(s

IN

IN

e, portanto,

e ]-w ), < s [ ][ ]

Com um argumento indutivo podemos mostrar que

)y]ﬁ]—w[i]kms;mmmmau[]—[Z}

A seguir, apresentamos um novo conjunto de notacoes:

e (]

(0,0)

sﬂf]@—wlf<w

i (U gl [ 3 o[ 2 o007

= (/aoo (/at He_ﬂ‘%’(t_s)ﬂg(xéxX)L(S> 28 ::j((j)) ] Hx%xxds)pdtf'

A fim de obtermos uma estimativa para £,, estudamos as contribuigoes dos termos I/ s e J.

Para comecar procedemos a andlise dos termos J;, i = 1,2, 3; e obtemos
[ee] a — p %
1, < K ( / ( / e=Cl=5)[,(5) ui(s) — ua(s) H 1 ds) dt)
a 0 v1(s) —wa(s) | Ixzxx
( ) (/ [ ey wi(s) = ua(s) | |IP dsdt>i
U1 5

(s) —wva(s) | llxaxx
e !l

v1(8) — va(s)

1
p P
. ds
X3xX

(0,0)
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X X

17) U2

(T; '02(7')) ] ‘ 3 dT)dS>pdt>p
( (
( (

;)] ‘ ) dT)pdsdt)’l’

r
A </—wmﬂ

17) V2

<K [ vor( [ viryar) [ [ ]

< S o [uora) (Lo o) [ 2] -2,
< S(wa [uer( [l [ 2] 2],
S (e VI ] [2]1,

) g<(Kpap—1\|2m|ip[0,a])2>; Z]_ [” y
el

Notemos que o termo J3 ¢ dominado por

e[ ([l Jo-w[ 2o
< K(sz(/aoo (/Oa e—O(t—s)L(8)</Os e_C(S_T)L(7—>

2O ) )

b b
1 ds> dt)
X2xX

) ( /Ofe_cu—c)L(Q ::EE Zz ]HX » >d7’)pd3dt>
< s(w( [oor( [ o [ uo “8 fé ]HX ) as)
< (Lo [ome o[ 2]- 2],
Sg((f)p/o L(S)p(/OSL( )d7> d5>1 [Zi ] B [:] (0.0)
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K K2 p s 2 s 2(p—1) % U1 (%)
< —((— P L(T)Pd d d —
<SSV froor(freva) (L)1 ] = 2]l
<o((5) e [ror(f uera)a)] ||

C 2 (%] V2 (O,G)

2p a 3\ 1
< K<K < L(S)pd5> >” i) | e

c\ 2 0 vy Vg (0,a)
< K<K3pa ph) ||L||LP[Oa]> up || u2
- C Ul UQ (07(1)

K
eS|

C 6 (0,a)

De um processo de indugao finalmente obtemos
C n! (%1 Vo (0,a)
Dando continuidade a nossa analise, estimamos agora o termo J.
0o t — P N
J< K(/ (/ e*C(tfs)L<S)p UI(S) U2(3) . dS) dt)
a a v1(s) —wva(s) | Ixzxx
<x( L) ([ [ e me O )
C a Ja v1(s) —wva(s) | lixaxx
([P0 m0,ay
C\Ja v1(s) —va(s) | llxzxx
o0 _ p i
- EsupL( )(/ H ui(s) — uz(s) 1 dS)
C t>a a vi(s) —va(s) | lIxzxx
_ B ] _ [“2 ] o (3.4.22)
C vy vy | 1LP(a,00:X 2 x X)

Levando em conta as estimativas (3.4.21) e (3.4.22) observamos que

o ([T [ e e 5 [ v ] (5) - § [ v ] @ , as)a)’
</aoo (/Oa e e L(X%Xx)L(s)HS [ Zi ] (5) - & [ :: ] (s)
(7 e e 5 [ N ] (5) - % [ ., ] (5)
<5 (S| ] L

+(/ (/KGC(ts)L (/K GG [ ()

1 L(S)

L(X2xX)

IN

L(X% XX)L(S)




Capitulo 3. FEquagoes de ondas fortemente amortecidas 64

K (B(a, L)2);
C

. ]| Ay e [ ] [
2 o vy | loay € \C v vy | )
o) s — p 11,
+(/ (/ Ke C6L(r) up(7) — ua(T H 1 dr) dt) )
a a v1(7) — vo(T XZxX
< K(B(a,Ly); u || +K(KLG>B(Q 1) w || ug
C 2 U1 Vg (0,a) C C V1 Vo (0,a)
+(KLa)2 u ] _ [“2 ] .
C vy Uy | 1LP(a,00:X 2 x X)
E com relagao a £3 obtemos
e ([0l oto]e | M @ -5 | ], as)ar)’
B a 0 L(X xX) (1 (%) X%XX
00 a “A 1 U1 U2 p %
< Lye-9 . 2 2 ) )
o (-/a </o e ||L(XWX)L(S) § [ vy ] (5) =% [ () ] (s) X%xxds a
[e%s) t _ P %
L Ll 2 [ " ] (5) - & [ " ] ()| , ds) dt)
U1 (%) X2xX

Bl(a, L)° up | Us
C( 6 > _1)1__{1)2] (0,a)
/ (/ Ke~ C(t_S)L(s (/S Ke_C(S_T)L(T)
e o=l ol rpe)a)

o
(e

| U1 ] - [Z] (0,a)
(O [ ([reefp| 3| o-s[ 2ol

e (PG

IN

K
C

: [:1]—[35]
([T [ weee e |03 |, r) )
KCL(/ (/ Ke € _Zi_(f)—g_z_mx de)pdt)
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(0,a)

+<K 2La<B(a,L)2>; up || ue
¢ 2 U1 V2 (0,a)
K KL,\? i | w (2
+— ( > B(a,L)r —
C C ( ) U1 ] |: (%) ] (O,G)
KL N\?|| | u u
_|_< 1] w2 o
C V1 Vo LP(a,00;X2 xX)

KN?2 R B(a, LYNE u
+< La ( (a.,‘ ) )p e
C j=2 J: U1 V2 (0,a)
K (KL,\"! 1
+— ) B(a, L)zlv R I
C C 'Ul U2 (O,CL)
(KLa n Ui U2
C vy vy | Izp(as00x % xX)
e disto podemos concluir que
L < K(B(a, L)”);H uy || ue
¢\l v1 vy | ll©a)
KN\N? & /B(a, LY \L| | w Uy
() s Py ] -
j=2 J: U1 vz | 1(0.a)
K (KL \"!
—i—( a) B(a, L)% B
KL\ | u U
LN [
C (1 () LP(a,00;X2 xX)

IN

(3.4.23)

) (Bt )|

U1 U2
U1 (%)
1 n—1 1
Seja W,, := & Bl )" 4 (KL“) (gB(a, L)» + 1) + 2 (K||L||£1j0,q))"- Da estimativa
(3.4.20) combinada com (3.4.23) obtemos
] e
U1 V2

(%1 V2

a

< (Wn+®>H

a a
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Como W,, + © < 1 para n suficientemente grande, entao §" é uma contracdo quando

t — oo e assim, aplicando o Corolario 2.9.1, encerramos a demonstracao do Teorema

3.4.3. O

Observacao 3.4.2. Defina

-1

OK2 = (1 /1 P
— | === i prf2 2) >
L(s) (02 %(ﬂ (25 C ) ) , 5>0,

com K e C dados em (3.2.4). Notemos que L é nao crescente e lim,_,, L(t) = 0. Neste
caso, para obtermos as condi¢oes do Teorema 3.4.3 é suficiente escolhermos a > 1 tal que
L(a) < €.

Observagao 3.4.3. Assuma que (7, A) é um par admissivel. Seja f : [0, a] x XixX = X
uma fungdo continua que satisfaz a condigao de Lipschitz (3.3.12) com L(-) € L'[0,4a] e
f(-,0,0) € L*(]0,a]; X). Da demonstra¢ao do Teorema 3.4.3 ndés temos que o problema

(3.1.1) admite uma, e apenas uma, solucao branda em C([0,a]; Xz x X).

3.5 Estrutura topolégica do conjunto de solucoes

E importante saber quando o conjunto de solugées brandas de (3.1.1) desfruta de propri-
edades topoldgicas relevantes. Este tipo de informagao nao foi analisada em (CUEVAS;
LIZAMA; SOTO, 2013). Seguindo esta diregao, obtemos os resultados a seguir:

Teorema 3.5.1. Assuma que (n, A) € um par admissivel e que A tem operador resolvente
compacto. Seja f : RT x X3 x X = X uma fungdo continua. Suponha ainda que as

sequintes condigcoes sequem.:

(C1) Para cada R > 0 existe uma fungao positiva yr € Cy(0,00) tal que
sup{||f(t, u, v)llx « [Jull .3 + [lvllx < R} <Agr(t), ¢ > 0.

(C2) liminfp o % supyg fo e ) yp(s)ds < 1.
Entéo o problema (3.1.1) tem uma solugio branda em Cy([0,00); X2 x X). Além disso, se
(C3) limsupp_,o & sup,sq fy e yp(s)ds < 1,
entdo o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (3.1.1) é compacto em Cy([0, 00); X3 x

X).

Demonstracio. Para demonstrar este teorema usaremos a caracterizagao de Ascoli-Arzela

para subconjuntos compactos em Cy([0, 00); X2 x X) e o Teorema 2.9.2. N6s definimos o

€ Cy([0,00); X2 x
v

mapa § no espaco Co([0,00); X 2 x X) pela expressio (3.3.7). Seja [ B
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X). Existe R > 0 tal que sup,>[[[u(?)]| 1 + lo(t)[|x] < R. Para verificar que § estd bem
definido ¢ suficiente mostrar que 9(t) — 0, t — oo, onde J(-) é dada em (3.3.8). De fato,

fixando a > 0 nossa afirmacao segue da seguinte desigualdade

Wil = K [ e ns)ds + K [ e 0n(s)ds

K
< Ke‘Ct/ e yr(s)ds + — supyr(o).
0 C o>a

Seja agora { [ “ ] } uma sequéncia em Cy([0, oo);X% x X) que converge para [ " €
v" v
Co([0,00); X2 x X). Entdo existe R > 0 tal que Py nenlllv" (0| 3 + [V"()]x] < Re
Sup;so |lu(t )||X2 + ||lv(t)]|x] < R. Fixando a > 0 temos
’ /t e—A(%)(t—s) (F(S7 un(s) ) B F<37 U(S) ))dg 1
a v™(s) v(s) X2 xX
t
< 2K/ e =) p(s)ds
2K
< - Sup Yr(o) = 0, a = oo. (3.5.24)
o>a

u™(t u(t
Além disso, existe um conjunto compacto K C X2 x X tal que [ ®) ] , [ (®) ] e K

v (t) v(t)

para todon € N e todo 0 <t < a. A fungao f : [0,a] x K — X é uniformemente continua,
u"(s) u(s)

HF(S, )—F(s, )H ) — 0, n = oo,
v"(s) v(s) XZxX
uniformemente para 0 < s < a. Isto implica que

et e ) - )

uniformemente 0 < ¢ < a. Das estimativas (3.5.24) e (3.5.25) inferimos que § : Cy([0, 00); X 2 X
X) — C’O([O,oo);X% x X) é continuo. Afirmamos agora que existe p > 0 tal que

portanto

— 0, n — 00, (3.5.25)

1
X2xX

B,(Cy(]0, o0); X3 x X)) é invariante sob §. De fato, suponha que esta afirmagao nao seja

R
u
verdadeira, entao para cada R > 0 existe uma funcao R tal que
v
u
sup[||uR(t)||X% + () |x] < R e sup ||§ " (t)H , >R
>0 >0 v XZxX

Disto temos

U, t
R < KH [ 0 ] H ., T Ksup e’c(t’s)fyR(s)ds,
vy | lxzxx t>0 Jo
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o que contradiz (C2). Para mostrar que § ¢ um mapa completamente continuo, usaremos
a caracterizagdo de subconjuntos compactos em Cy([0,00); X 2 x X ) de Ascoli-Arzela.
Consideremos R > 0. Usando o Corolario 2.2.2 e levando em conta que e_A%)t é compacto
para t > 0, podemos ver que F(Bg(Co([0,00); X2 x X))) ¢é relativamente compacto em
Co([0,00); X2 x X) para todo a > 0. Mais ainda, nés obtemos que

ol < w

u
Desta ultima desigualdade segue imediatamente que § [ ] (t) = 0 quando ¢ — oo uni-
v

a K
[ 0 ] H , T Ke_Ct/ ¢“*yr(s)ds + = sup yr(0).
vo | llxz 0 C o>a

u
formemente para € Br(Cy([0,00); X Ix X )) e, portanto, deduzimos que § é comple-
v

tamente continuo. Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, inferimos que § tem um
ponto fixo em B,(Cy([0, 00); X Ix X )). Notemos agora que a continuidade de § implica que
o conjunto 8, formado pelas solugdes brandas de (3.1.1), é fechado. Por outro lado, se a con-

digao (C3) segue, entao 8 é limitado. Com efeito, se assumirmos que 8 nao é limitado, entéo
k

u
. ] € § tal que Ry, = supsolllun(®)] 3 +llon(®)]x] > k.

existe uma sequéncia de fungoes [
v

+ K sup;sg fy e "9vp, (s)ds, o que contraria (C3). Final-

1

U,
Logo,}ﬁ;fgf(H 0 H
Vg X2ZxX

mente, usando o fato de que § é completamente continuo, concluimos que § é compacto e

completamos nossa demonstragao. O

Mostraremos a seguir que sob condi¢oes adequadas o conjunto formado pelas
solugdes brandas de (3.1.1) é compacto em LP(0,00; X2 x X). Inicialmente precisamos

introduzir a seguinte condigao geral:

Hipétese (C). A fungao f : RT X X2 x X — X satisfaz as seguintes condigdes de
Carathéodory:

(C4) f(t,--): X3 x X — X é continua para quase todo ¢ € R*.

(C5) Para cada

u
] € X2 x X, a funcio f( u,v) : RT — X é fortemente mensuravel.

Teorema 3.5.2. Assuma que (1, A) é um par admissivel e que A tem operador resolvente

compacto. Suponha ainda que a condicio (C) e as sequintes hipéteses se verificam:

(C6) Existem funcoes v € L1(0,00) en € L'(0,00) tais que

1f(tw0)llx < v@Olllull 3 + [lvllx] + (), t € RT,

“]eX%xX
v

(C7) Para cada s € R ¢ R >0, o conjunto {f(s,u,v) : H [ " ] H . < R} é limitado.
v | lIx2xx
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(C8) %nyHq < 1, onde p e q sdo expoentes conjugados.

Entdo o problema (3.1.1) admite uma solugio branda em LP(0,00; X2 x X) e o conjunto

8 formado pelas solugoes brandas de (3.1.1) € compacto em LP(O,oo;X% x X).

Demonstracio. A demonstracao do Teorema 3.5.2 estd baseada no argumento da prova de
(APARCANA et al., , Teorema 4.2). Definimos o operador § no espago LP(0, co; X3 x X)

por (3.3.7). Sejam [ “ € Lp(O,oo;X% x X) e d(u,v), a funcao dada pela expressao
v

(3.3.8). Observamos que

t
—C(t—s)
bex S KSEE) 0 ° <V(S)

sup [[0(u, v) (1]

t>0

O )

u
K(‘WHLQ(O’C’O)H [ v ] HLF(O X% xX) * HnHLl(O’OO))
7(”;

IN

Logo,

[|9(u, v)|

1
LP(0,00,X Z x X)

< (sl Ol ) ([ 100000, )’

t>0

< —=(Ihllsoe |
= Y11L9(0,00) v

Usando (3.4.18) e (3.5.26) temos que § estd bem definido. Mostraremos agora que o mapa
§ ¢ continuo. Sejam { [ un ] }, [ "
v v

Hlllos ). (3526)

1
LP(0,00;X 2 xX)

(%

€ LP(O,OO;X% x X)) tais que { [ un ] } converge

Uu -
para . Entao,
v

([ 5] o-s] ]l )
< (spl5 | fo 5| "], )"

(] o) o] )
)

)

N .
L1(0,00;X2 xX)

o))
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Levando em conta as condigoes de Carathéodory e a convergénvia dominada de Lebesgue

vemos que o termo acima converge para zero quando n — 00, o que implica que § é continuo.
Afirmamos agora que exite p > 0 tal que §(B,(L*(0, oo; Xz x X)) C B,(LP(0, oo; X3 x

X)). De fato, se assumirmos que a afirmacao é falsa, entdo para todo p > 0 podemos
p u?
§ o
K 1 K
<5 (\,/C—(II oll 3 + llvollx) + \/5!\77||L1(o,oo>) + T\/al\’vllm(o,oow

o que contadiz (C8). Para provar que § é um mapa completamente continuo nés utilizamos

€ B,(L*(0, oo; Xz x X)) tal que

> p. Sendo assim,

P 1
v LP(0,00;X 2 xX)

escolher [ Y

temos

o Teorema 2.9.5.

(i) Queremos mostrar que [,° ||19(u,v)(t)||i’(% th — 0, quando @ — oo, uniformemente
X

U . . . . ~
para [ } < R, mas antes, precisamos introduzir as seguintes notacoes:
v

1
LP(0,00;X 2 xX)

= K(||7||LQ(0:°°)H [ Z ]

= K/ efc(t*s)dt, 0<s<a,

+1nllLr0.00));

1
LP(0,00;X 2 xX)

De posse de tais notagoes obtemos,

[ el d
<K (sup [0, 0) O3, )
) [ eI s, uls) wls)) e
< Kt [T [T ) s u(s), vis)|xdst

K [T [ s uls), o() xdsds

O o)

M +n<s>>ds

p—1

<7t [T NGs) (51

+ng1 /;o (7(8)

<Tp-1<(/0°°z\7a( )ir (s )%) R+/ (s )ds)
—I—ng_1<</aoov(s)qu)qR+/a n(s)ds). (3.5.27)



Capitulo 3. FEquagoes de ondas fortemente amortecidas 71

Nos observamos que o primeiro e o segundo termos no lado direito da expressao (3.5.27)
convergem para zero quando a — oco. E suficiente notarmos que Na(s) — 0 quando a — oo,
logo, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica que o primeiro termo

converge para zero quando a — oo e isto encerra a prova de (i).

(ii) Demonstraremos nesta etapa que [3° ||9(u, v)(t + h) — 9(u, v)(t)||§(l th — 0, h—0,
2 X
u
v

[ 100} + 1) = o )OI, dt = 0,0 oo,

uniformemente para < R. De (i) obtemos

1
LP(0,00;X 2 x X)

. < R. Entao para provar (ii) basta mostrar-
v LP(0,00;X 2 xX)

mos que |[J(u, v)(t + h) — I(u,v) ()] 1

@

uniformemente para

— 0, quando h — 0 uniformemente, para

< R. Mas isto ¢é consequéncia das seguintes estimativas:
LP(0,00,X % x X)

| (et r(ome | 10 ]>dsum

t 1,(&+h —A1 q
< ([ e o) R
0
t

(X3 xX)

—A1y(+h) —A 1€
) _ 3
[l D Yy e €dg = 0, k0,
: u
uniformemente, para [ ] L <Re
v LP(0,00;X 2 xX)
‘ /t+h eA(Zl’)(Hh{)F(f, u(§) )de 1
t [ X2xX

<x(( Hhv(&)qdé)éR + [Tateag) 50 n o,

.

(iii) Nesta ultima etapa provaremos que para cada R > 0 o conjunto

{/Oaﬁ(u,v)(t)dt:H [;‘]

é relativamente compacto em Xz x X. Definimos §(¢) € £(X2 x X) por

<R.

uniformemente, para

1
LP(0,00;X 2 xX)

< R}

1
LP(0,00;X2 xX)

t A 1T
9(t):/ e D7dr, telo,dl.
0
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Notemos que [¢ 9(u,v)(t)dt = [5' G(a — s)F (s, [u(s),v(s)])ds. Além disso podemos deduzir

que o conjunto
LD A s
v(+) v | 1P (0,00:x 7 x X)

¢é equi-integravel. Portanto, a afirmacao segue do Lema 2.9.7.

Combinando (i), (ii) e (iii) e usando o Teorema 2.9.5, inferimos que § é completa-
mente continuo. Segue do teorema do ponto fixo de Schauder que o conjunto 8§ formado
pelas solugoes brandas de (3.1.1) é nao vazio. Da continuidade de § temos que 8§ é um

conjunto fechado e da seguinte estimativa:

u u
sup{H [ . : [ ] € 8}
() LP(0,00;X 2 xX) v

RV NL10,00) )>
VO — KHPYHLq(O,OO) p Vo X3 xX (0,00)

vemos que & também é um conjunto limitado. Finalmente como & = §8, chegamos a

conclusao que & é um conjunto compacto. O

Apresentamos agora o seguinte resultado de compacidade em C([0, 7]; X Ix X ):

Teorema 3.5.3. Assuma que (1, A) € um par admissivel e que A tem operador resolvente
compacto. Suponha ainda que as condigoes (C) e (C1) se verificam (ambas condigoes
definidas em [0,7] e yg € L*[0,7]). Além disso, suponha que as sequintes condigoes sao

satisfeitas:

(C9) Para cada 0 < s <7 e R >0, o conjunto {f(s,u,v) : [Jull .3 + |vllx] < R} é

limitado.

(C10) liminfp_,o & f§ vR(S)ds < 1.

Entio o problema (3.1.1) admite uma solugio branda em C([0,7]; X2 x X). Se além disso,
a sequinte condigcdo € satisfeita,

(C11) limsupg_, . X [T vr(s)ds < 1,

entdo o conjunto 8, formado pelas solugées brandas de (3.1.1), é compacto em C([0, 7; Xz x

X).

Observacao 3.5.1. A demonstracdo do Teorema 3.5.3 usa uma construgao similar a

usada na prova do Teorema 3.5.1. Os detalhes sao deixados a cargo ao leitor.

Teorema 3.5.4. Assuma que (n,A) € um par admissivel, A tem operador resolvente
compacto, f:[0,7] x X2 x X = X € uma fungdo continua e as condigées (C1) e (C9)
s@o satisfeitas com yg € LY[0,7]. Além disso, suponha que as sequintes condicoes se

verificam:
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(C12) O conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (3.1.1) é compacto em C([0, 7]; X3x
X).

(C13) 3liminfp_ e & f§ yr(s)ds < 1.
Entio 8 ¢ conexo em C([0,7]; X2 x X).

Para a demonstracao do Teorema 3.5.4, faremos uso do seguinte Lema:

Lema 3.5.1. Suponha que (n, A) é um par admissivel e que A tem operador resolvente
compacto. Além disso, admita que as condigoes (C), (C1) e (C9) sequem em [0, 7], com
yr € LY0,7]. Entdo para cada p > 0, o conjunto

u(s)

ol ] )ds L0 <t <7 fuyv] € L0, 7] X2 x X)), ||[u, 0o < P}

€ relativamente compacto.

Demonstracao do Lema 3.5.1: A prova deste resultado requer modificagoes diretas na
demonstracao de (ANDRADE et al., 2015, Lema 4.1). O]

Demonstracao do Teorema 3.5.4: Para provar o resultado estabelecido no Teorema 3.5.4,
seguiremos a demonstragao de (HENRIQUEZ, 2003, Teorema 2.5). Admitindo as condig¢oes
(C11) e (C12) podemos escolher uma constante p > 0 suficientemente grande tal que

U
H €8e
v

< p para todo
v

‘C([O,T];X% X

KH [ o ] H . —|—3K/ Yp(s)ds < p. (3.5.28)
vo | Ixzxx 0

Seja P o conjunto construido no Lema 3.5.1 para uma constante p como em (3.5.28).
Sem perda de generalidade podemos assumir que P é compacto e absolutamente convexo.
Tomemos U = 2P, U; = 3P e denotemos Ny = 2K [ 7,(s)ds.

(i) Para uma divisao d do intervalo [0, 7], formada pelos pontos 0 =ty <ty -+ <t,_1 <

w .

() dada por
) ] g

t, = 7, consideramos a funcao [

] R e e e
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U ‘ u
onde nossa escolha para [ K ] é feita de tal forma que Z(tk — tg_1) [ leUe
Vg, k=1 Uk
‘ u
> (tk — ti-1) [ ¥ H . < Ny, para todoi=1,... n. Agora para uma funcao fixa
1 v | IXZxx

[ ) ] dada com em (3.5.29), nés denotamos por i) e [ “1()
w(:) Wy () o (- )
definidas por Wy(0) = ug, V2(0) = vg, ¢1(0) = uy, ¢2(0) = vy, Uy(t) = 2(tg-1) t

} as fungoes

w(tg—1), ¢1(t) = uk, ¢a(t) = vy, for tp_y <t < tg, k = 1,...,n. Deste modo, ]
pode ser reescrita como

\1118

S

>ds—l—/

Notemos que

t
[ o ] H < p para todo t € [0, 7], independente da divisao d e da
w(t) | lxixx

u,

escolha dos pontos " |. De fato, assumindo que esta afirmacdo é valida em [0,#;_4],
Ui

podemos mostrar que ela também se verifica para t;_; < t < t;. Mas isto decorre do fato

de que

e, portanto

2001

w(t) | lxzxx

]y f 0

Zi(tk —t-1) [ Zk Z: ] HX%xX

k=1 k
uo t T
] H ) —|—K/ ”yp(s)ds~|—2K/ Yp(s)ds < p.
X2 xX 0 0

< Ke ¢t

+ +(t = tioy)

=

Introduzimos o conjunto Ko C C([0, 7]; X Ix X ) formado pelas fungoes continuas & tais que
&(t) € Uy paracadat € [0, 7] e tais que para cada € > 0 existe v = v(t) > 0 tal que [s—t| < v
—A 1.0 Uo

implica supgcq, [[€(t) —§(s)l] 1 <€ Notemos que Ko e K =e (2 N + Ky sao
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compactos. Seja e um nimero positivo fixo. Sem perda de generalidade podemos assumir
e < 6N; e tomarmos €; = ¢/6K 7. Faremos agora uma cuidadosa escolha do conjunto K,
(ver Teorema 2.9.6) para demonstrar que as solugoes de (3.1.1) podem ser aproximadas
por elementos deste conjunto. Usando a compacidade de § e K, bem como a continuidade

de f, inferimos a existéncia de 0 < §; < 2¢ tal que

wy w)
(s [ 1) [ D], < 50
Wy wy X3 xX

para todo s € [0, 7] e cada [ o ] , [ o ] € (KU 8)(]0,7]) tais que

(105 !

W
w1 w'
1
Wo wh, XZxX

Similarmente, existe do > 0 tal que

Lol -[eo,, <

u
para todo [ ] € XUSet,s € [0,7] tal que |[t—s| < d5. Na sequéncia escolhemos § = = <
v
min{ds, ‘521—67} e consideramos a divisao d definida pelos pontos t; = 9,7 = 0,... ,n. Seja K. o
u Up,
conjunto formado pelas fungoes definidas por (3.5.29), com < [ ! ] ey ] > € Z,
U1 Un,
, . Uy Un, m " .
onde Z, é o conjunto formado por todos ey € (U | tais que
(%] Un,
Z € —Ue T Z . < Ktieq, para todo i = 1,...,n. Afirmamos
k=1 | Un T nil = | oy X2 xX

que X, é conexo e K, C K para cada € > 0. De fato, como Z, é convexo e as fungoes

E wlo ] ])en
w U1 Up,

entao temos K, é conexo. Além disso, tomando € Z, t €10,7] e denotando

[ A(t) ] _ [ 2(t) ] Ay [ u()]
W(t) w(t) v |

t
() ] ¢ dada em (3.5.29), vemos que
w(t

€ Z. dependem continuamente da escolha de [ “ ] = (
v

onde [

ceP+U=U,.
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Se tomarmos t € [0,7] e h > 0 tais que t + h € [0, 7], obtemos

] TR

t+h
—|—K/ Y,(s)ds + Nih.
t
Levando em conta o Lema 3.5.1, concluimos que o lado esquerdo da desigualdade acima

‘1/1(5’)

Uy(s)

H(t+h)
w(t+ h)

)ds

1
X2xX

1
HXZ XX

w(t)

(ii) Mostraremos agora que as solugdes de (3.1.1) podem ser aproximadas por fungoes

Z(t
vai para zero quando h — 0 e, portanto, [ (t) ] € Xo.

. Uu . . . -
em K.. Seja € 8 fixa. Procedemos indutivamente para construir uma funcao
v

w

z u z
€ XK. tal que — H . < €. Assumimos que foram selecionados
v w C([0,7];X 2 xX)

Uk

t
os elementos k= 1,...,1—1; e a funcao Z<(t)) ] dada por (3.5.29), para
w

VU
t € [0,t;_1] satisfazendo z(t;) = u(tx), w(ty) = v(tx), bem como a estimativa

[]- 1200, < Bosese

Comegamos por selecionar

] e e e
_(15 Ot“ ¢ A li-ime) (F(s, ZEE >—F(3, i;gz; ))ds.
Notemos que ¢ [ Zl ] pertence a 2U e
s { " ] - [t (s [ 0 ] )= (s | 20 Y as e

Combinando (3.5.30) e (3.5.31) obtemos

i
) Z k]H 1 SKeltiSNl-
| vk | Ixzxx
. e ] b -
Definimos agora a funcao . em [t;_1,1;] atravéz da férmula (3.5.29) e inferimos que
w

ut) | =) ] _ <] pefae], _[o
[v@»] [w@n] ‘;Z{] /o[w]d H
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De (3.5.31) segue-se entao que

H [u(t) ] B [ 2(t) ] H
v(t) w(t) | lxzxx

- H u(t) ] - {u(ti_l

e T <5 =
w(t;—1) w(t) |lxixx = 2 7 7

o(t) v(ti1; ] Hxéxx * H

o que estabelece a afirmacao desejada.

z
] de X, sao solucoes aproximadas de
w

(iii) Por fim, provaremos que os elementos [

(3.1.1). Mais especificamente, mostraremos que

0 = [ [ )62 e
+/0t | z;g ] ds o <e,

para todo t € [0,7] e : € K.. Para t;_; <t <t;, definimos
w
e s o
90(t) = /'“ e At )<F<s, #t) ) _ F(s, () >>d$,
it 1) w(s)

e obtemos as seguintes estimativas

195, < Kead (b —ti1) < Ker,
k=1

Hj2<t)HX%><X S KEl(t—ti,1)§K€1T,

%

U
Z b H ) < Keyr.
Uk, X2 xX

k=1

T

175(%)

||X%><X
n

Logo, J(t) < 32 |1%i]| .1 . < 3e1K7 < e. Unindo as etapas (i), (ii) e (iii) e aplicando o

X3 xX
Teorema 2.9.6 concluimos que 8 é conexo em C([0,7]; X2 x X). O
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Observagao 3.5.2. Resultado similar ao estabelecido no Teorema 3.5.4 foi obtido em
[((HENRIQUEZ, 2003), Teorema 2.5] ¢ [[ANDRADE et al., 2015), Teorema 4.3] para
equacoes diferenciais funcionais abstratas com retardo e para os sistemas de estruturas

flexiveis, respectivamente.

O teorema a seguir complementa resultados anteriores. Ele estabelece que, sob
condigoes apropriadas, o conjunto formado pelas solugoes brandas de (3.1.1) é um conjunto
Rs. Da Observagao 2.9.1 temos que qualquer conjunto Rs é um conjunto compacto, conexo

e nao vazio, que tem a mesma homologia que o espaco de um ponto.

Teorema 3.5.5. Assuma que (n,A) é um par admissivel, A tem operador resolvente
compacto e a condigio (C) seque em [0,7]. Além disso suponha que as sequintes condigoes

sao satisfeitas:
(C14) Eziste uma fungao continua m : [0, 7] — [0,00) e uma uma fungio continua nao
decrescente ) : [0,00) — (0,00) tal que || f(t,u,v)|x < m(t)Q(||u||X% + ||lvllx), para quase

todo t € [0,7] e todo [ "
v

]eXéxX.

(C15) O conjunto {f(t,u,v) :te0,7], [ " ] € X2 x X} é limitado.

v

Entdo o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (3.1.1) é um conjunto Ry.

Demonstragio: Consideraremos nesta demonstragao as ideias contidas na prova de (SI-
RACUSA, 2012, Teorema 1.8). Usaremos a reformulagao do teorema de Browder-Gupta
devida a Goérniewicz (ver Teorema 2.9.7). Inicialmente definimos § : C([0,7]; X2 x X) —
C([0,7]; X2 x X) por (3.3.7). Gostarfamos de observar que para provar a condicao (i) do

Teorema 2.9.7 é suficiente mostrar que § satisfaz todas as condigbes do Lema de Szufla

0
(ver Lema 2.9.8). De fato, seja U uma vizinhanga aberta de [ 0 ] € X2 x X. Entdo existe

r > 0 tal que Bx%xx(o’r) C U. Tomando [ “ € C([O,T];X% x X), obtemos a seguinte
v

estimativa:

HSM@‘SM@

+/T <6_A(5)(t_“) - e_A@)(s_#))F(M?
0

onde py = sup{||f(p, =, y)||x : £ € [0, 7], x € X2,y € X}. Notemos que t — e [ o ]
Yo

1 S

X2xX

. H
1
Vo X2xX

ZEZ) ] >HX1 Ont Kpp(s — 1), (35.32)
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/7 . Vé l . . .
¢ um mapa uniformemente continuo de [0, 7] em X2 x X, o que nos permite inferir que

‘ (6‘/{(%)@/”) . eﬂ(%)(sﬂ)> Uo H ) S f7
vo | llxzxx = 3

. _‘A(l>t ,
para |t — s| suficientemente pequeno. Levando em conta agora que {e =2 };-9 é um

semigrupo compacto e a condi¢ao (C'15) obtemos sem dificuldades que
/T (e_A(%)(t_N) . €_A(%)(S_'u)>F<S7
0

para |t — s| suficientemente pequeno. Portanto § [

=5

! ] (t) -3 [ ’ ] (s) € By (0.7),

v

para todo e C([0,7]; X2 x X) e todos t, s € [0, 7], tais que |t — s| é suficientemente
v

pequeno. Com isto provamos que a condicao 1° do Lema de Szufla é satisfeita. As condi¢oes
2% e 3° do mesmo Lema sao triviais. Segue entao do Lema 2.9.8 que existe uma sequéncia
{§n} tal que I —F, é um homeomorfismo de C([0,7]; X2 x X) nele proprio e {F,} se
aproxima uniformemente de §. A seguir definimos os operadores

T:C([0,7); X2 x X) = C([0,7]; X2 x X) e T, : C([0,7]; X2 x X) = C(]0,7]; Xz x X)

Josfz] enf)-[2] o

Tendo em mente a conclusao anterior, vemos que a condigao (%) do Teorema 2.9.7 é

e T,

verificada. Para finalizar a demonstracao do Teorema 3.5.5 resta-nos checar que T é

um mapa préprio no ponto € X2 x X. Sejam Z um conjunto compacto em

C([0,7]; X2 x X) e U =T(Z). Como
UcCZ+3U),

para garantirmos a compacidade de U, é suficiente mostrarmos que §(U) é relativamente

_ U -
compacto. Notemos entdo que a inclusao (FU)(t) C e At [ | +tco(Vy), onde Vy, =
T

Vo
{e_ﬂ(5>(t_s)F<s7
Y

(SU)(t) é relativamente compacto e que a decomposigao (3.3.9) implica na equicontinuidade

]) :s € [0,7],x € X2,y € X}, é responsavel pelo fato de que

de FU. Logo, do Teorema 2.9.7, concluimos que 8§ = T~} 0 ¢ um conjunto Rs e com

isto completamos a demonstracao do Teorema 3.5.5. O
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3.6 Resultados diversos em existéncia

Consideremos o problema (3.2.2) satisfazendo a condi¢ao nao local

[ ZES)) ] —g [ Z ] : (3.6.33)

onde ¢ : C([0, 7; X3 x X) — X2 x X é uma aplicagdo continua e compacta. Para cada

R > 0, denotamos por

U u
v X2xX v | lle(o,r]:x2 xx)

u(-)
v(*)

(3.6.33) se ela satisfaz a equacao integral:

t
u(t) :e_ﬂ(%>tg +/ e_A@)(t_S)F(s,
v(t) 0

. . ~ . . 1
Consideremos agora & como a medida de nao-compacidade de Kuratowski em X2 x X, e

Dizemos que uma fungao [ ] :[0,7] = X2 x X é uma solucdo branda para (3.2.2)-

u(s)

V(S

] )ds, tef0,7.  (3.6.34)

o espaco C([0,7]; X2 x X). Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.6.1. Suponhamos que as condigoes (C) e (C14) se verificam em [0, 7] com

m € L'([0,7];R") e que as sequintes afirmagoes sio verdadeiras:

(C16) FExiste uma fun¢ao H € L'([0,7]; RT) tal que para qualquer subconjunto de fungoes
S C O([0,7]: X3 x X), temos g({[o,f(t,u(t),v(t))] : { ! ] e 5}) < H(DE(S(1)), para
v
quase todo t € [0, 7], onde S(t) := { [ ugg ] : { “le S}.
v v

(C17) Existe uma constante R > 0 tal que Kgr + KQ(R) [y m(s)ds < R, onde K € a
constante dada em (3.2.4).

Entdo o problema (3.2.2)-(3.6.33) tem ao menos uma solucao branda.

Demonstragio. Consideremos o operador §* : C([O,T];X% x X) — C([O,T];X% x X)
definido por

5 [ Z } (t)=e "By

Unp, Unp u
]} emC’([O,T];X%xXtalque [ ]—>[ ],

Up n Up v

quando n — oo. Como estamos assumindo que g é um mapa continuo e que f satisfaz as

Escolhemos uma sequéncia { [
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condices de Carathéodory, podemos ver que a continuidade de F* segue da estimativa

o=t ol < a0 ) ]
K [T IF (s, un(),v(s)) = (s, u(s), v(s) L.

Além disso, para[ “ € BR(C([O,T];X% x X)), temos
v

N

< sup (KeCt

0<t<r

t
< sup (KeClgn+ K [ e 00 us) |y + o(s)x)ds )

0<t<r

C([0,7]:X 3 x X)

Z ] HXX + K/Ot e | f (s, u(s),v(s))Hde)

g

< Kgr+ KQ(R) /OT m(s)ds < R.

O que nos mostra que Br(C([0,7]; X2 x X) é invariante sob § e que F(Br(C([0,7]); X2 x
X)) é um conjunto limitado. Além disso, podemos ver que F(Bgr(C([0,7]; X2 x X))
é equicontinuo em [0,7]. A prova desta afirmagdo utiliza um procedimento similar
ao da demonstragdo do Teorema 3.3.2 (ver (3.3.9)). Definimos agora o conjunto B =
2o(F(BR(C(]0,7]; X2 x X))). Entdo, segue direto do Lema 2.9.3 que B ¢ equicontinuo.
Notemos também que F* : B — B é um operador continuo e limitado. Seguindo a prova
de (DE ANDRADE et al., 2016, Teorema 3.8), obtemos

Fm)0) < K [ €(10.76,)])as
< KE(B) /0 H(s)ds.
Como H € L'([0,7];R"), para § < K, existe ¢ € C(]0,7]; R*) tal que
/ \H(s) — ¢(s)|ds < 6.

Tomando
a=Kéeb=1K|¢]|cqor)r+)

e levando em conta que §*(B) é um conjunto limitado e equicontinuo, temos do Lema

2.9.4 que
B)( [ 1) - 6(s)lds + [ ol)ds)

< K€(®)(5 + tlllqorzn
< (a+D)E(B).

£ (B)(1)

IN
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Tomando §™ = F(co(F "V (B))), n = 2,3,...; podemos verificar que

EFOBI) = (F(F(®)
< K [ H(s)E@(B)(s)ds
< Ke(B) [ Hs) (ot Koo )ds
t
< Ke®) [ 1) - 6)](a+ Ksllogonzn )ds
+KE(B) [ 05) (at Kslollogomn )ds
< EBKS(at Ktlollcqonz)
+KEB) [ 0lloqoaan (o + Ksldllogora )ds
t2
< 6(8)(K8(a+ Kt|ologonnn) + Kldllogornmat + K2 [8logonz))
t2
— ¢(®)(ala+ Ktlllogornzs) + Klldloqaan at + Ko Ioleqorn) )
Logo,
2
§F(B) < <“2 + aK7||dllconrn) + aKTldllcqrn + K2T2|’¢||Zé<[o,ﬂ;w>>§(3)

= (a*+2ab+ b—2)£(3)
5 :

Através de um processo indutivo, mostramos que

" (n\ b
() < (3 (7)o e
=0 \J
Como 0 < a < 1eb>0,segue do Lema 2.9.5 que exitem ng € N e r € (0,1) tais que
£(FH)(B)) < ré(B). Por uma generalizagao do teorema do ponto fixo de Darbo (ver

Lema 2.9.1), concluimos que §* tem um ponto fixo em B. O

Seguindo (PAZY, 2012), temos a préxima definigao.

Defini¢do 3.6.1 (Solucio classica). Uma funcao continua [z(-),y(-)] : [0,7] = X2 x X
¢ dita uma solucao classica de (3.2.2)-(3.2.3) em [0, 7] se [z(-),y(:)] é continua em [0, 7],
continuamente diferenciavel em (0, 7], [(t)], [y(t)] € D(A(%)), para 0 < t < 7, e as equagoes
(3.2.2)-(3.2.3) sdo satisfeitas.

De posse desta defini¢cao obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.6.2. Assuma que ug € X' e vy € X 2. Suponha ainda que f:0,7] XxX3xX —

X € uma fungao continua tal que Im(f) C X2, a funcio A%f(-,u, v) € mensurdvel para
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u
todo € X2 x X e Az f(-,0,0) ¢ integravel em [0,7]. Se existir uma constante L > 0
v

tal que a sequinte condicdo de Lipschitz € satisfeita:
(C18) || A2 f(t,u,v1) — AZf(t,uz,v)llx < Llllur — wall .y + [ — vallx]|, para todo
[ui,v;] € X:xX,i=1,2¢cadate 0, 7],

entdo o problema (3.2.2)-(3.2.3) admite uma unica solugao cldssica.

Observacao 3.6.1. Vale a pena mencionar que no Teorema 3.6.2 podemos trocar a
condigao Im(f) C X 3 por uma mais fraca. De modo mais especifico, assumimos que
uy € X1, vg € X3 e que f:10,7] x X3 x X — X é uma funcao continua. Além disso
supomos que existe 0 < a < 1 tal que Im(f) C XPTQ, a funcao APTaf(-, u,v) é mensurdvel

u o
para todo eXixXe Ale(-, 0,0) é integravel em [0, 7]. Se admitirmos que existe
v

uma constante L > 0 tal que a seguinte condi¢ao de Lipschitz é satisfeita:

(C10) A" f(t,u1,00) — A5 £t s, )l < L[l — ol + o — )], para todo
[u,v;] € X2 x X, i=1,2¢cadate0,7],

entao (3.2.2)-(3.2.3) admite uma unica solugao classica.

Demonstracao do Teorema 3.6.2. Seja C, o conjunto consistindo de todas as fungoes

[0, 7] = X2 x X tais que u(0) = vg, v(0) = —Aug — 2nAz v+ (0, uo, vo).
v

, U
continuas

Notemos que C, é um subconjunto fechado e convexo de C(]0,7]; X2 x X). Definimos o
mapa T(%) em C, pela expressao

1
2

o —s
)[BT s + e, (3635)
0

fg w(T)dT + ug
fg v(T)dT + v

Yup(t) = F (t, ) . (3.6.36)

Fica claro entao que T(%) estd bem definido de C, em C,. Além disso, para
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(%

{ i ] e C,, 1=1,2; temos

—f(s, /08 us(T)dT + o, /OS vo(T)dT + vp)

+277HA§f(s, /Os wy (7)dr + uo,/o v1(7)dT + vp)
X)ds
HMG et ([0 [ s)as +uo, [ uns)ds + o)
——j(t,jﬁtug(s)ds<+-u0,j€tv2(s)ds—%z@) »
+277HA§f(t, /Ot uy(s)ds + o, /OS v1(8)ds + vg)

—A%f(t, /Ot us(s)ds + ug, /Ot vo(s)ds + vy) )

(f(ful(r)dT—i-uo — f0u2 dT+u0>
(f(fv1(7)d7'+uo — d7'+u>

S

—A%f(s, ; u2(7')d7'+u0,/0 vo(T)dT 4 v9)

1

t

<KLG+2m/

- 0

HszX

(fus()ds + o) = (i uas)ds + o)

HIAD by (14 20) H
@ o) (or(s)ds +uo) = (i vals)ds + o) | Itex
< KL( WW_WU)HI drds
v (7) —we(7) | lIxaxx

t

H ds
( ] XIxx

< t= max
0<s<t

onde::L(1+277)(KT+HA )H % X)

(751 tn=r

). Com um argumento de indugao obtemos
Ug
(t)H . < max
U X2ZxX n! 0<s<t

[ uq(s) — ug(s) ] H
vi(s) — va(s) | lIxExx’
cp

~—-contracao para n suficientemente grande. Logo, pelo

HT@> (t) =Ty,

U1

e segue dai que T’é) é uma
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[

u]eC*.

método de iteragao, T ) admite um tnico ponto fixo [

A seguir, definimos [z(-),y(-)] : [0,7] = X2 x X por z(t) = [Lu(s)ds + ug, y(t) =
Jyv(s)ds + vo, e

z(t) _ At |
w(t) Vo

(
Notemos que [

R

Fazendo uso de (CUEVAS et al., 2017, Lema 2.3 e Lema 2.4) concluimos que [ Z()) ]é
w .

‘T(S; ] )ds. (3.6.37)

é uma solugao branda para o problema de Cauchy abstrato:

e — |

+F(t,

v ] ); 2(0) = g, w(0) = v (3.6.38)
Y

uma solugdo classica para (3.6.38) e assim obtemos

w |, v v,
z T . .
Portanto, [ ] = [ ] , € com isto finalizamos a prova do Teorema 3.6.2. O
w Y

Demonstracao da Observagdo 3.6.1. Por uma questao de brevidade, faremos apenas um
esbogo da demonstracao da Observacao 3.6.1, deixando os detalhes a cargo do leitor.
Definamos o mapa aT(%) on C por

Ty

Notemos que existe uma constante positiva C,, tal que

—A 1.t C
_ a, M) o
1(=Ag))% =, (xhxx) S e’
para 0 < ¢ < 7. Podemos ver que o mapa “Y ) : C, — C, esta bem definido e além disso,

para [u;,v;] € Cy, i = 1,2; temos

| [t | 0],y
SCQL(1+277)/Ot (t_ls)a /0 [ E ;::22((; ] Hxéxxdes

=AMl

2 X

o L0+ 277)/
[ i (s) — ua(s)

v1(s) — va(s)

[ <s>—u2<>]H s
(5) —va(s) | lIxzxx

< tv, max
0<s<t

X2xX
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onde vy = (1+20)(CaLigma) ™™ +[1(=A)* Il
(Tva)™

n!

1 ..). Podemos inferir que “Y",
X2xX) ()
¢ uma contracao para n suficientemente grande e com isto vemos que o operador

QTT(Q ) possui um ponto fixo. O
2

O resultado a seguir corresponde a um tipo de teorema para equagoes diferenciais
neutrais devido a Henriquez et al. (ver Teorema 2.12 em Ref. (CUEVAS et al., 2017)).

Antes de enuncia-lo, é conveniente introduzirmos um novo conjunto de notagoes:

t

. | ()T + o, [ oryar + vo) (3.6.39)

NI

Euw (t):=A

ﬁu’v (t) = .A(

=

b A (t-s)
)/0 e @7 Ty, u(s)ds, t €0, 7]; (3.6.40)

Hy = {3+ [1,0] € Cor 100l by S PF (36.41)

I:[p = {:Yuv: B B H 1 Sp}
' v v | lleqor;x2 xX)

Teorema 3.6.3. Assuma que ug € X', vy € X%, A tem operador resolvente compacto,
a fungao f : [0,7] x X2 x X = X é continua, Im(f) C X2 e que A3 f satisfaz as

condigoes de Carathéodory (C) em [0,7]. Além disso suponha que as sequintes condigoes

€ C,

—~

3.6.42)

sdo satisfeitas:
(a1) Existe uma fungio continua nio decrescente W : RY — RT tal que ||A2 f(t,z,y)||x <

W(llzll .3 + llyllx), para todo t € [0,7] e todo [ g ] € X2 xX.

Y
(as) Para cada p > 0 existe uma fungao continua V, : R — [0,00), V,(0) = 0 tal que

u
[1€uu(t2) = &un(Bi)llx < Vy(t2 —ta), para todo | ) € C. com [[[u, 2]l

Uop -
, She
Vo X2ZxX

KHAG) [ Zz ] HX%XX (L4 2m)(K7 + |4 W ((r+1)p) < j

([o,r];X%xX) s p.

(as) Eziste uma constante p > 0 tal que

o(x2xx)
Entao (3.2.2)-(3.2.3) tem uma solugdo cldssica.

Demonstragdo. Seja T(%) : C, — C, o mapa definido por (3.6.35). Utilizando o teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue e o fato de que Az f satisfaz as condigoes de
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Carathéodory e a condigdo (a;), deduzimos que T(%) é continuo. Consideremos p > 0. De

(ay) temos
ot +8) = Yol a0 S IAD b e 1+ 2D1€00(E +5) = & (®)llx
< ||A(_%1)||L(X%Xx)(1 +2n)V,(s) = 0 quando s — 0,

o que nos mostra que H, é equicontinuo. Além disso, podemos afirmar que H, é um

conjunto limitado de X3 x X. De fato, dado v, € H,, entao

sup ||’7u,v(t>HX%><X

0<t<r
. . t t
< 0 (AT 1+ 20141 [0 o, [t + o))

)

[ u(s)

t
< 711 1 / H H
S sup (H‘A(Z)HL(XQXX)(l—i_Qn)W( 0 1}(3) ] X%de8+

0<t<t

-1

Hllexdxy L+ 20W(pT +p).

-1

o é um operador compacto,
2

Como .A(%)Hp(t) ¢ um subconjunto limitado de Xz x X e A

entao,

H,(6) = A7 ) (A Ho(1))

, . 1 . L
¢ relativamente compacto em X2 x X e do teorema de Ascoli-Arzela inferimos que H,
A

(

é relativamente compacto em C([0,7]: X2 x X). Usando agora o fato de que e b

compacto para t > 0, temos que o conjunto H , também ¢ relativamente compacto em

c(lo,7]; X Ix X ). Portanto, podemos deduzir que T 1 ¢ um mapa completamente continuo.

Mais ainda, se [ e B;(C.), de (as) vemos que
v

(t)

v

u
v

'C([O,T};X% xX)
Uo
' o,

e dail segue que T(%)(Bﬁ((};)) C B;(C,). Finalmente, aplicando o teorema do ponto fixo

NI

<K o O (A 0 ) WG +7) <

L(X2ZxX)

de Schauder-Tichonoff, encerramos a demonstragao do teorema. O]

Proceguindo em nosso estudo, consideremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢do 3.6.2 (Solucdo forte). Uma funcio continua [z(-),y(-)] : [0,7] — X2 x X ¢
dita uma solugio forte de (3.2.2)-(3.2.3) se [z(-),y(-)] € W#([0,7): X2 x X) (o espaco
de Sobolev padrao, ver (ADAMS, 1975)), (3.2.2) é satisfeita para quase todo t € [0, 7] e
(0) = uo, y(0) = vo.
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Denotemos agora por C? o espaco métrico formado por todas as func¢oes p-integraveis

[ B ] de [0,7] em Xz x X tais que u(0) = vy, v(0) = —Aug — 2nAzvy + £(0,ug, vo),

mlfnido com a métrica
Uy Us T uy(s) us(s)
dp([m]’[sz:(/o [vl<s>]‘[w<s>]
dp(ur,vr,ug,v2)(s) = A%f(s, /OS uy (7)dT + o, /Os v1(T)dT + v9)
—A%f(s, /Os u(7)dT + o, /Os vo(T)dT + v9).

De posse destas notagdes podemos estabelecer o resultado abaixo.

1

» 1
P

. ds),

X2xX

Teorema 3.6.4. Assuma que ug € X' e v € X2, a funcdo f : [0, 7] x XixX—Xé
tal que Im(f) C X2, A3 f satisfaz a condigio de Carathéodory (C) em [0,7] e Az f(-,0,0)

é p-integravel em [0, T]. Suponhamos que a sequinte condigao se verifica:

(C20) Eziste uma fungio positiva m € LP[0, 7| tal que para todo t € [0, 7] e todo [u;,v;] €
CP 1=1,2, temos

[ 1181 00,03, ) () s < 0 [ (un(s) = wals)l]y + ln(5) = wals)llx)Pds.

If (14 20)(K||m||eo,n + m(7) AL

( )||L(X%XX)) < 1, entao o problema (3.2.2)-(3.2.3) tem
2

uma unica solugao forte em [0, 7].

Demonstragao. Consideremos o operador T (1) em C? definido por (3.6.35). Podemos

verificar que
» 1
dt

T t —s
(/ )/ A )%w(s)ds ;
0 0 X2xX

< K( A ( / t eC<tS>|ygu,v(s)\|xds)pdt)

<k 20)( [T e () — A5 (50,0)llx + 1143 7(5,0,0)]x ) ds )
<k [ ([ e-C<t-5>||51f<u,v,o,o><s>||xds)pdt)’l’
er ([ [ oAt 00 as) )
< K(1+2) ( )1_(/ / =916 4w, v,0,0)(s)|[% dsdt)’l’
+K(1+277< )1</ / C-9)|| A3 £ (5,0 0)||pdsdt)
<wts2n(g) ([ [mor] | 2]
+K(1+277< ) (/ / |43 f300)||pdtds)

bS]

A

[NIES

p

1
dtds) ’

1

X2xX

3=
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1\'"% 1
<k@+2m)(5) " (Imllsonllin vl + 7 IAR 00 llm )-

Além do mais

p P
([ et dt)
1A 1+ 20 ([ 100,000 )+ ([ 143 s0.0.0)5a2))
< AT ety (L 20 (0l oty 142 FC 0,0l oy )

Notemos que as duas ultimas estimativas sao responsaveis pelo fato de T(%) estar bem

€ C? i =1,2; obtemos

U2
V2

A (t—s)
L e A G (5) = usan ()

U;

definido. Tomando agora [ “

Uy

HT @) - T

<(

+</0T\wm,v1(t)_%w( e dt)’l’

1
U1 Lr([0,7]; X2 x X)

P 1
) dt)p
X2xX

X2 x X
T rt %
< i 2)( [ [ 11800, 00) ()] Fedsat
U2 ety (105 00, 02) )t

< (L4 20)(K||m|| oo, + m(7)[|A 2

(2)||L(X2><X))
2(")

ejam $<) e () as funcoes dadas em omo 1
Sej 40 ] [ () ] fungoes dad (3.6.37). C Aw [ ()]

fungao p-integravel, usando (CUEVAS et al., 2017, Lema 2.3), chegamos a conclusao que

-

X

Lp([0,7:X % x X)

] é uma

x(t
[ Et; ¢ uma solucao forte do problema (3.2.2)-(3.2.3). O
Y
O resultado que apresentaremos agora também corresponde a um tipo de teorema

para equagoes diferenciais neutrais devido a Henriquez et al. (ver Teorema 3.6 em Ref.
(CUEVAS et al., 2017)).

Teorema 3.6.5. Assuma que ug € X, vy € X%, A tem operador resolvente compacto, a
fungio f [0, 7] X X3 x X — X ¢ tal que Im(f) C X2 e que a aplicagdo A%f satisfaz as

condigoes de Carathéodory (C) em [0, 7]. Além disso, sao verificadas as sequintes condigies:

(C21) Eziste uma constante N > 0 e uma fungao positiva W € LP[0, 7] tal que
Az f(t,u,v)||x < W(t)+ N[HUHX% + HUHX}, para todo [u,v] € X2 x X e cada t € [0,7].
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(C22) Para cada p,e > 0 existe 6 > 0 tal que

t 1 1
/ AR+ hyuyv) — AL, 0)|Bedt < (ts — 1)e?, (3.6.43)
t1

<p,el|h] <9d. (Em

1
X2xX

para todo t1,ts € [0,7], t1 < to, [u,v] € X2 x X com H “ ] H
v
(3.6.43) consideramos f(s,u,v) =0 quando s ¢ [0,7]).

(C23) Para cada nimero positivo p existe uma fungio continua V, : [0,00) — [0,00) com
V,(0) =0 tal que

s+h

V,(Jh])? > /OTHA%f(s,/Os+hu(r)dT+uo,/o o(F)dr + vo)

1 S S P
—Aﬁf(s,/o u(7)d7+u0,/0 o(T)dT + )| ds,

X

para todo [u,v] € C? com ||[u,v]]|
quando s ¢ [0,7]).

Lo ([0.7:xE ) < p. (Consideramos u(s) = v(s) = 0

(C24) Eziste uma constante p > 0 tal que H ., <pe
v | llx2xx
_ K 1 4K(p—1) 1 _
> (@ 2Bl + lull) + (0 2m) (T A )

(Cp)r
< (IWllzsr + N7 +79)5).

Entao o problema (3.2.2)-(3.2.3) admite uma solugao forte em [0, 7].

Demonstracao. Para a demonstragao do Teorema 3.6.5 necessitamos introduzir as seguintes
notacoes:

HP = {/yu,v : [U’?U] < Cf? ||[u7v]||LP([O,T};X%><X) S p}?

t._ 15 . P
H} = {0 o [u,v] € CF, |][u,v]||Lp([0ﬂ;XéxX) <},

onde p > 0, Yyup € Jun 580 as funcoes dadas em (3.6.36)-(3.6.40), respectivamente.
Consideremos o mapa T(%) : CP — (P definido por (3.6.35). Fica claro, entao

que T 1 estd bem definido. Dado p > 0, afirmamos que H, ¢ um conjunto relativa-

mente compacto em LP([0,7]; X P x X ). Para provar esta afirmacao, faremos uso do

€ C? com

u
teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov (ver Teorema 2.9.4). Consideremos [

] |

< p. Usando (C21) obtemos

Lp([0,7]:X 2 x X)
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1 t t
< U2 b 14T £(E [ u()ds +uo, [ o(s)ds +wo)llx

L
v(s) | lIxzxx

< (L 20) A by (WO + N ( [

i)

<@+, XQXx)<W(t)+N<qu+H

|

Vo

) s

De (3.6.44) deduzimos que

1
sup H, < (1+ 20) |4 Wllzsom + N (7p + 75

)H X2><X)<

uz ] Hxx))) (3.6.45)

isto é, H, é um conjunto limitado em Lp([O,T];X% x X). Seja € > 0 dado em (C22).
Levando em conta a condi¢ao (C23), o Lema 2.9.6 e tomando |h| suficientemente pequeno,

obtemos

X2X

1+ 20 s () 6ot + 1) = Eunl®) )"
1+27])||A

([ 1Pt + 1) =), )’
<

” X2 xX)

X

» 1
dt) 5
X
N
dt) )
X

(rre+V,(|h])). (3.6.46)

. t+h t+h
Eun(t+h) — A2 f(t, / u(r)dr + uo,/ v(T)dT + )
0 0

t+h

(f
/ u(r)dr +uo, [ )+ ) — u(t)

L+ 2n)[ A

_l_

(
<
(
(
< ||X »

Seja A € R(A, A1)). Como R(A, A ) )) ¢ um operador compacto e

l\.’)

/%U s)ds = AR(\ A1) /%U s)ds — RO\ A) /A%%,U(s)ds,

temos que {fI yuv(s)ds : Y. € H,} é relativamente compacto em X2 x X para todo
t € [0, 7]. Desta propriedade, juntamente com (3.6.44), (3.6.45) e (3.6.46), podemos verificar
que H, satisfaz todas as condi¢oes do Teorema 2.9.4, o qual implica que H, ¢ um conjunto
relativamente compacto em LP([0,7]; X2 x X). A seguir, levando em conta a condicao
(C23) e o fato de que e_A<%)t ¢ um operador compacto para t > 0, vemos que Hg é um
conjunto relativamente compacto em C([0, 7]; X P x X ). Consequentemente, H? f ¢ também

relativamente compacto em LP([0, 7]; X Ix X ). Com isto mostramos que T (1) ¢ um mapa
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z u u ~
completamente continuo. Agora notemos que se € C? com H [ ] <p
v

LP([0,7]:X % x X)
e q é expoente comjugado de p, temos as seguintes estimativas:

A 1 K 1
||‘A( j)[U/O’UO]HLP([O,T];X%XX) S pi\/c_p((l -+ 277)||A2U0||X + ||AU/0||X)7

1,
sl ooy < U 2D Ly ety (W vt + N 75)7).
E por fim,
1, (e—s)
M [ D 008l ko)
T t p %
§K(1+2n)( L7 (] et lxds) de)
0 0
K(1+2n) » TP v
< S (AW gy + Mo [ (5 1))
2K(1+277)( 1 1 141 1 2\ .
< T (W oo + 28 Pt )p).
- Cq 7 [Wilzrion (p(p+ 1))’ 72 )’

Das estimativas precedentes e da condicao (C24) inferimos que B;(C?) é invariante sob

T (1). Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder-Tichonoff, chegamos a conclusdo da

u(-)
v(-
prova do Teorema 3.6.5. O

1
2

€ B;(C?) para o operador T (1), e isto completa a

existéncia de um ponto fixo [

N)

3.7 Aplicacoes

Nesta sec¢ao consideramos algumas aplicagoes dos resultados estabelecidos nas segoes

anteriores deste capitulo. Seja 2 um dominio suave limitado em R,

Exemplo 3.7.1. Suponhamos que hy, hs € C(R;R), a,b € C,(RT;R), v,u € R, e 6 > 0.

Consideramos a seguinte equacao diferencial parcial:

ug + vb(t)uy + AN*u — 60wy = pa(t)(hy(V - u) + ho(Au)), © € Q, t >0, (3.7.47)
u=~Au=0, €0 t>0, (3.7.48)

uw(0,z) = ug(x), u(0,z) = vo(x), x € Q, (3.7.49)
onde h;, 1 = 1,2 satisfaz a condi¢do de crescimento a seguir:

|hi(81) — hl<82)| S Cm’Sl — 82|, S1, Sg € R7 7 = ]_,2, (3750)



Capitulo 3. FEquagoes de ondas fortemente amortecidas 93

com Cy,, 1 = 1,2, constantes positivas. Descrevemos aqui o comportamento pseudo S-

assintoticamente w-periédico das solugdes do problema (3.7.47)-(3.7.49) no espago LP.

)

Para modelar este problema na forma abstrata (3.1.1) tomamos n = §, p > % e o operador

A definido em LP(Q) por Au = A%u (Ap é o Laplaciano de Dirichlet em ) no dominio
D(AY) ={¢ € Hy(Q) : ¢ = Ad =0 on 09}, (3.7.51)

onde H,(Q) = W*?(Q). De posse desta especificagao para o problema (3.7.47)-(3.7.49),
nos deparamos com a formulacao abstrata (3.1.1). Como Ai = -/ D, podemos escolher o

angulo 1) para o setor

E% = {/\ eC: ;b < largA| < 7 com ¢ € (0, 72r)} (3.7.52)

tao pequeno quanto necessario e além disso, (7, A) é um par admissivel para qualquer
n > 0 (ver (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO, 2008)). De (CARVALHO; CHOLEWA;

DLOTKO, 2008, Secdo 3) obtemos que [LP(Q)]2 = {(b € HX(Q):¢=~A¢p =0em 89}.
Definimos agora f : R* x [LP(Q)]2 x LP(Q) — LP() por

F(t, 01, 92) = pa(®) (RS (V - 91) + b (D)) — vb(t)pa, t € RY, 1 € [LP(Q)]7, 2 € LP(Q),
(3.7.53)

onde 6° é o operador Nemytskii associado a 6. Para ¢, pg € [LP(Q)]% e P, o € LP(R), temos as

seguintes estimativas:

1t o D)) < !MHa(t)!(HhT(V'@)HLP(Q)+HhS(ASO)HLp(m)+!VHb(t)HWHLp(Q)

lla®1((Coy + Cu)llell iz + (1B (0)] + [R2(0))I7 )
F[p@1¢ ]l e (), (3.7.54)

IN

||f(t7 50711)) - f(t()v @OawO)HLP(Q)
< |ulla(t) = a(to)| ((Chy + Cny)llelmz(@) + (h1(0)] + [h2(0)])]217 )
+ulla(to)|(Chy + Ciy)lloo = #ollmzcey + WIBOIIY = Yollo)y,  (3.755)

1/t sup ||f(s +w, %) — f(s,0,9)l| o) ds
0 (

t p)EK

T [t T, [t
< ””"tl/ la(s +w) — als)|ds + ‘”‘tQ/ 1b(s + w) — b(s)|ds, (3.7.56)
0 0
com K C [LP(Q)}% x LP(Q) um conjunto limitado; T} e T» constantes positivas, e

1t 0, 90) = [t 0, ¥0)llr) < lelllalley e ir) (Chy + Cho)lle — @0l 20
+H[lbllc, iy 1Y — Yol e (0)- (3.7.57)

Notemos que (3.7.54) implica que f estd bem definida. Como as fungoes a(-) e b(+) sdo limitadas,

temos que f é limitada em conjuntos limitados de [LP(Q)]% x LP(Q) (ver Defini¢do 2.1.6). A
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estimativa (3.7.55), por sua vez, implica que f é uma funcao continua. Suponhamos que a(-) e b(-)
sdo pseudo S-assintoticamente w-periddicas, entdo f é uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periédica em conjuntos limitados de [LP(Q)]% x LP(Q2). Por fim, admitindo que |v| e |u]
sao escolhidos suficientemente pequenos e levando em conta (3.7.57), segue do Teorema 3.3.1
que o problema (3.7.47)-(3.7.49) tem uma tnica solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-
periédica. Por outro lado, se assumimos que a(-) € LP(RT)NCy(R™T) e que |u] e |v| sdo constantes
suficientemente pequenas, entdo do Teorema 3.4.1, concluimos que (3.7.47)-(3.7.49) possui uma

Unica solugao LP-branda.

Exemplo 3.7.2. Consideremos o seguinte problema:

I\‘:M—t

uit(t,€) + 2n(=A)2u(t,§) — Ault,§) = a(t)(sin(u(t, €)) + sin(u(t,€))), € € €2, £ =0,

(3.7.58)
u(t,§) =0, £€0Q, t >0, (3.7.59)
u(0,€) = uo(§), ue(0,€) = vo(€), £ €, (3.7.60)

onde a : R™ — R é uma funcio pseudo S-assintoticamente w-periédica. Para modelar o problema
acima na forma abstrata (3.1.1) tomamos A = —Ap em X = LP(2) (p > N) com dominio
D(A) = W2P(Q) N Wy P(Q), ug € WyP(Q), e vy € LP(€2). De (CARVALHO; CHOLEWA, 2007)
obtemos [LP (Q)ﬁ = WO1 P(Q); A( ) € invertivel; A( ) tem operador resolvente compacto e (—A 1 )
gera em Wol P(Q) x LP(Q) um C° semigrupo analitico, o qual é compacto e decai assintoticamente.
Podemos verificar sem dificuldades que as hip6teses do Teorema 3.3.2 sao satisfeitas. De fato,
seja f(t,¢,1) a perturbacao associada a (3.7.58)-(3.7.60), e seja K um subconjunto limitado de
Wol’p(Q) x LP(Q). Para ¢, pg € Wol’p(Q) e 1,1y € LP(Q), temos as estimativas:

1t @)y < llallo,@m (1ellyir ) + 19]lr@), (3.7.61)

1 £(t,0,%) = f(s,00,%0)| Lr (@)
1
< 2|1Q/7[a(t) = a(s)[ + |lallc, @+ m) (1@ = wollyrr @) + [V = Yol @), (3.7.62)

1£(t, 0, ) — f(t, 00,%0) Lr ()
< llalley@+m) (e = ol ey + 1% = YollLr@)), (3.7.63)

t 1 [t
[ s 115+ w0.0) — £ 0,0l lusayds < 2907 [ lals + )~ afs)ds.  (37.6)
0 (p¥)eK 0

Notemos que (3.7.61) implica que f estd bem definida e que f é limitada em conjuntos
limitados de Wy™*(Q) x LP(2). Além disso, as estimativas (3.7.62) e (3.7.64) nos mostram que f é
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica em conjuntos limitados de W™ () x LP(Q2).

Observamos agora que (PS1) é verificada para W(§) = 2|Q|%Ha||cb(R+;R) e a condigao (PS2)
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segue para r suficientemente grande. Logo, do Teorema 3.6.2, concluimos que o problema (3.7.58)-
(3.7.60) admite uma tinica solu¢do branda pseudo S-assintoticamente w-peridédica. No entanto,
se a(+) € C[0, 7], do Teorema 3.5.5 o conjunto das solugdes brandas de (3.7.58)-(3.7.60) em [0, 7]
é um conjunto Rs. Notemos que (C14) segue com m(t) = |a(t)| e Q(x) = x. Além do mais, um
limite superior para o conjunto em (C15) é 2\Q|%Hal |so- Isto finaliza nossa discussdo do Exemplo
3.7.2.

Exemplo 3.7.3. Suponhamos que h,g € C(R;R), a,b € C,(R™;R), v,u € R, § >0, e

p1, P2 € (1,00). Consideramos a seguinte equacao diferencial parcial:

Uy + vb(t)uy + A*u— §Au; = ua(t)(Z h(uw)D; ju + g(u)Au), reN, t>0, (3.7.65)
,J

com condicoes iniciais (3.7.48)-(3.7.49), D, ; = %;Ij, i,j€{l,... N}, he g satisfazendo

as condigoes:

‘h(Sl) — h(Sg)‘ S Ch|51 — 82|(1 + ‘81|p171 + ‘82|p171), S1, S2 € R, (3766)

19(s1) = g(s2)| < Cyls1 — sof (14 [s127F 4 [0 71), 51, 52 € R, (3.7.67)

onde Cj, e Cy sdo constantes positivas (para exemplificar tomamos h(u) = g(u) = ulul’1).
5 N
5, escolhemos p > &
e o operador A em (3.1.1) é definido em LP(Q2) por Au = A%u no dominio (3.7.51),

ug € D(—=Ap) e vy € LP(Q). Definimos f : Rt x [LP(Q)]2 x LP(Q) — LP() por

Para reescrever este problema na forma abstrata colocamos 1 =

[t 1,00) = Ma(t)(z he(¢1)D; i1 + 96(901)A901> — vb(t)gs, t € RT, (3.7.68)

com oy € [LP(Q)]2 e @y € LP(Q). Para ¢ € [LP(Q)]z e ¢ € LP(Q), usando imersdes
de Sobolev e (GILBARG; TRUDINGER, 2001, Corolario 9.10), chegamos a seguinte

estimativa a priori

7o)l < 1ulla@®] (11 () =@ 1Dl zr + 19" (@i | A v
IO o

Clulla®] (14 (@)l=ien + 9Pl ) I8¢ (0
Ol

IN

Portanto f estd bem definida. Afirmamos que f satisfaz a condigao (Lijee) com L¢(o) =
C(lul + WD lalle,@+r) + 6]l ¢, m+5m)) (1 + 0 + 0+ + 02). De fato, esta afirmagao segue

como consequéncia da seguinte estimativa (aqui C representara qualquer constante positiva
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independente de , o, ¥, t com ¢, o € [LX(Q)]F e 1, v € LP(Q):

1 £(t, 0,9) — f(t, 0, %0l Lo (@)
< |plla(®)] (||(he(%0) —h%(%0)) D Dijplleei) + 110°(00) D Dij( — ¢o)lle(e)

i,9 i,J
+[1(g°(¢) = g°(v0)) Dl ey + [19°(90) Alp — ¢o)l|m(m> + [][b()] 1Y — Yoll e ()
1 1 1 1
< |M|||a||cb(R+;R)<(1 + etz + leollzz@)lellze + (1 + el q) + ol lllaz@)
+2(1 + [leoll ) + llvoll iz + ||900H§§23<Q)> I = wollmz@) + V[0l ®+®) ¥ — Yol (o)

Observamos agora que a desigualdade abaixo é responséavel pelo fato de que f é limitada
em conjuntos limitados de [LP(Q)]z x LP(9).

1t 0, ) lr@ < Clulllalle, @z (1 + lellaze )+ lelliz @) + el @) lell e
+l[bll ey @m+im) 1Y ]| Lr ()

Por outro lado, nés temos

1t ¢,%) — f(to, vo, Yo)llr (o)
< Clulla(t) — a(to)|(lellmz(0) + HWHJQLP + H@HMH + ngH‘},"’;Eé )

~ 1 1
+C\u\|a(to)|((1+lls0H§}2 o)+ lleollz @) el az@) + 201+ lIvoll az(@) + l@ollfz )

Hlpoll ey + (0 + ol s +\|saoui,2;(§z)>ugo|ng<m)uso—wouﬂg(m+\u\|b<t>—b(tomwm)
+[b(to)[llv — Yol e () (3.7.69)

sup{[[f (s +w, ¢, 9) = fs,0, V)o@ < Il 8 + 11l 20() < 6
< |pl(0 + 6% + 077 4 072 Y a(s 4+ w) — a(s)| + |v]0]b(s +w) — b(s)].  (3.7.70)

Assumindo que a(+) e b(-) sdo fungdes pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao
de (3.7.69) e (3.7.70) deduzimos que f é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
peri6dica em conjuntos limitados de [LP(Q)]z x LP(Q). Tomamos |u| + |v| tdo pequeno
quanto necessario para satisfazer (3.3.15) e aplicando o Teorema 3.3.4 chegamos a concluséo
que existe uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica para a equacao
(3.7.65) com condigoes iniciais (3.7.48)-(3.7.49).

Exemplo 3.7.4. Suponha que a,b € L*(RY) N C,(RT;R), g € C(RY x RY;R), v € R, e

0, L > 0. Consideramos o problema:

Uy + vb(t)uy + A*u— §Au;, = a(t)g(u, V -u), z € Q, t >0, (3.7.71)
com condigdes iniciais (3.7.48)-(3.7.49). Modelamos esse problema de modo similar ao
[
2

Exemplo 3.7.1. Isto é, tomamos n = §, consideramos o operador A definido como em
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(3.7.51)-(3.7.52), up € D(—Ap), vo € LP(Q2), e assumimos que |g(u,w) — g(u,w)| <
Lllu —a| + |w — @], u, @, w,® € RY. Seja f(t,p,1) a perturbacio associada a equagao

(3.7.73). Para ¢, py € [LP(Q)]% e Y,y € LP(Q), temos as seguintes estimativas

1
1 (@, ) vy < lalle,@rm (Lllellag@) + 190, 0)[[Q]7) + [v[[[blle, @@ [l Lo @),

£t 0,0) = fto, po, Yo)llrie) < lalt) — alto)|(Ll|¢l|mz0) + 19(0, 0)[/2])
+Lla(to)|lle — wollmz(0) + [V][b(t) — b(to)[|[¥|]Lr @)
+|v[[b(to)[[|v = tol|Lr(0),

< (Lla@®)| + [v[Ib&) ([l = @oll20) + [1¥ — ol Lr());

t
/0 sup{|[| f(s +w,»,¥) — f(s,0,9)Lr(0) : HﬂpH[Lp(Q)]Q + [l o) < rhds
1
< 2(Lr + |9(0,0)[|2|»)al| 1 @+) + 2|v|7|[b]| 1 &+,

t
sup/ “OE=)(Lla(s)| + |v|[b(s)])ds < Llal|prw+y + [VI[b]| L1 g+

t>0
s) 1
[ e wla) + i)dsdt < (Bl + bl )

Assumindo que L e v sao suficientemente pequenos, pelo Teorema 3.3.5 inferimos que
(3.7.73), com condigoes iniciais (3.7.48)-(3.7.49), possui uma solugao branda pseudo S-
assintoticamente w-peridédica. Em contrapartida, se assumimos que p e g sao expoentes
conjugados, a € L'(RT)NLYRT)NC(RT), b € LYRT)NC(R) e L e |v| sdo suficientemente
pequenos, entao as hipoteses do Teorema 3.4.2 seguem, e podemos afirmar que existe
uma unica solucao branda em L para a equagdo, (3.7.73) com condigoes iniciais (3.7.48)-

(3.7.49).

Exemplo 3.7.5. Seja h(-) uma fungao continua satisfazendo a condigao |h(+)| < Cglt|%,
t € R, para alguma constante Co, > 0 e o € (0,1). Assumimos L(-) € Cy[0,00) e

oy € LP(2). Consideremos a equagao diferencial parcial

(b, 7) + 20(=A)duy(t, 2) — Ault, ) = h</ﬂL(t)u(t,§)d§) Bo(z), 1 €D, £ >0,
(3.7.72)

com condigdes iniciais (3.7.59)-(3.7.60). A fim de reescrever o problema acima na forma
abstrata (3.1.1), consideramos A = —Ap em LP(2) com dominio D(A) = W*P(Q) N
Wy (Q) (ver Exemplo 3.7.2). Tomamos uy € W,7(Q) e vy € LP(Q). Seja f(t, ¢, 1))
a perturbacao associada a equagao (3.7.72). Sem dificuldades podemos inferir que as
hipéteses do Teorema 3.5.1 sao satisfeitas. Se p e ¢ sdo expoentes conjugados obtemos a

desigualdade

1/ (8,0, 9) oy < Col L)1 [P0l oIl [fr1(eys (3.7.73)
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para todo t > 0, ¢ € Wy*(Q), ¢ € LP(Q), a qual nos mostra que a condicdo (C1) se
verifica com g (t) = Co|L(2)]*|2] 7 || @] | () R*. Além disso, para esta mesma yz(t), (C3)
é satisfeita quando o < 1. Do Teorema 3.5.1 vemos que o conjunto das solu¢oes brandas
de (3.7.72), com condicdes iniciais (3.7.59)-(3.7.60), é compacto em Cy([0, 00); Wy () x
Lr(2)).

Ainda tomando vantagem deste ultimo exemplo, se assumirmos que L € C|0, 7],
entdo a condi¢ao (C'1) segue com g € L'[0,7]. Como L(-) e h(-) sdo fungdes continuas,
temos que f : [0, 7] x WyP(Q) x LP(Q)) — LP(R) é continua e de (3.7.73) obtemos (C9).
Notemos que (C13) segue do fato de que a < 1. Portanto, as hip6teses dos Teoremas

3.5.3 e 3.5.4 sao satisfeitas e podemos deduzir que o conjunto das solugoes brandas de
(3.7.72), com condicdes iniciais (3.7.59)-(3.7.60), é conexo em C([0, 7]; Wy P(Q) x LP(Q)).

Para o proximo exemplo tomamos uma modifica¢ao da equagao (3.7.72).

Exemplo 3.7.6. Consideremos o problema

u(t, z) + 29(—A)2uy(t, 2) — Ault, z)
— m(t)/gp(x,gw u(t,€) + ug(t, €)dE + g(t,x), w €Q, £ >0, (3.7.74)

u(t,z) =0, x € 09, t >0, (3.7.75)

uw(0,z) = ug(x), u(0,z) = vo(x), x € Q, (3.7.76)

onde p > 0, y(:) é uma funcdo mensuravel tal que v € L9(0,00), P : Q@ x Q — R é
uma funcao continua, ¢ : R™ x Q — R é tal que g(-,z) é mensurdvel para cada x € ,
g(t,z) =0, €09, t>0e [° (fﬂ |g(t,m)|pdx>%dt < 0. Seja f(t,¢,1) a perturbagao
associada a equacio (3.7.74). Para @, @y € Wy P(Q) e 1,1y € LP(Q), obtemos

1f (el < [pl1Q] sup [Pz, )y@)I(lellwr o
(z,£)EQXQ

H [l r) + 19t )| Lr ) (3.7.77)
It 0.8) — £t 00,00 oy < 1olIQ21 sup [ P(2, )I1v(1)| (Il — ollyrr
(,£)eQxQ2 0
+1v = Yol r())- (3.7.78)

A estimativa (3.7.77) mostra que (C6) e (C'7) sao satisfeitas. Tendo em mente (3.7.78) e
o fato de que 7(+) e g(-, z) sdo mensuraveis, podemos afirmar que a condi¢ao (C) segue.
Escolhendo |p| suficientemente pequeno garantimos a condigao (C8). Usando o Teorema

3.5.2 nés inferimos que o conjunto das solugoes brandas (3.7.74)-(3.7.76) é compacto em
LP(0, 00); Wy (€2) x LP(%2)).
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Exemplo 3.7.7. Consideremos a seguinte equacao:

un(t, €) + 2n(=A)2u,(t,€) — Ault, )
‘/ (.2) fo(V - ult, 2), u(t,2))de + Fi(t,€), €€, 0<t <7, (3.7.79)

u(t,§) =0, £€0Q, 0<t <, (3.7.80)

u(0,8) = uo(§), u(0,§) =wo(§), £ €, (3.7.81)

onden >0,P:QOxQ =R, fop:RxR =R, e fi:][0,7] x Q2 — R sdo fungdes que
satisfazem hipdteses convenientes que serao especificadas mais a frente. Descrevemos aqui
solugoes fortes de (3.7.79)-(3.7.81). Para modelar este problema na forma abstrata tomamos
A= —Apem LP(Q), p > N, com dominio D(A) = W??(Q)W, () (ver Example 3.7.2).
Assumimos que ug € D(A), vo € WpP(Q), P : QxQ — R é uma funcao de classe C* tal que
P(z,£) = 0 para todo z € 9 e £ € Q. Também assumimos que fp : R x R — R satisfaz a
condigao de Lipschitz: | fo(z1,y1) — fo(za, y2)| < L(|xy — x| + |11 — ¥2]), @i, ys € R, i = 1,2;
para alguma constante L > 0, e que f; : [0, 7] x @ — R é uma funcdo mensuravel tal que
Iy Jo lf1(t, &) Pdedt < oo, [o [ |0e fi(t,€)|PdEdt < o0, @ =1,... ,N; e fi(t,§) = 0 para
todo & € Qet € [0,7]. A seguir definimos uma funcio f : [0, 7] x Wy ?(Q) x LP(Q)) — LP(Q)
por f(t7<P1> 902)(5) = fQ P(f,&?)fo(V ’ 901(1,)7 @2($))d$ + f1<t7£)7 te [077—]7 Y1 € W()LP(Q)
ey € LP(N). E fécil ver que Im(f) € WyP(Q). Além disso, ||f(t, 1, 2)|lwie) <

L(Sug [|P(§ = \+ZI% QA1 lwree) + lleallze@) + K + [ ) wrie@),
z,6)ENXQ

para alguma Constante K > 0 dependendo de P, Q e fy. Com isto, vemos que a estimativa
(C21) é verificada. Por outro lado, como f(t+h, 1, p2)— f(t, 01, p2) = fi(t+h,-)— fi(t,"),
segue-se que a condigdo (C22) estd claramente satisfeita. Fixando agora p > 0 e tomando
[u,v] € CF com ||[u, v]’|LP([()77—];W&’I’(Q)><LP(Q)) < p, obtemos

t+h t+h t t
It [ u(r)dr + o, /0 o(r)dr +v0) — f(t. /0 u(r)dr -+ o, [ o(r)dr -+ 0)|lwoe)

<L sup [Pz |+Z\f9§ )1|2fRt™
(2,£)eQx
0 que nos mostra por sua vez que a condi¢do (C23) segue. Finalmente se escolhemos L(respect.,
p) suficientemente pequeno (respect., grande), obtemos (C24). Sendo as hipéteses do Teorema

3.6.5 satisfeitas, concluimos a existéncia de uma solugao forte para o problema (3.7.79)-(3.7.81).
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4 O MODELO FRACIONARIO DE
KELLER-SEGEL PARA QUIMIO-
TAXIA

4.1 Introducao

O modelo de Keller-Segel para quimiotaxia tem sido amplamente utilizado nos ultimos
anos (ver (BLANCHET; CARRILLO; LAURENCOT, 2009; BLANCHET; CARRILLO;
MASMOUDI, 2008; ARAFA; EL-SAYED; RIDA, 2009; HERRERO; VELAZQUEZ, 1996;
HORSTMANN, 2003; HORSTMANN, 2004; HORSTMANN, 2002; HORSTMANN; WIN-
KLER, 2005)). O notério interesse neste modelo reside no fato de que tal sistema é
considerado um dos mais importantes para entender agregacao quimiotatica. Diante disto,
somos levados a também voltar nosso olhar para o modelo de Keller-Segel. Mais preci-
samente, consideramos o modelo fracionario de Keller-Segel para a quimiotaxia, o qual

consiste em um sistema acoplado de equagoes diferenciais parciais em R™, n > 2,

Doy = V-(Vu—uVe), z€R" t>0,
‘D¥v = Av—~yv+ ku, reR™ t>0, (4.1.1)
u(z,0) = wuy, v(x,0)=1vy, x€R",

onde Dy é a derivada fracionaria de Caputo de ordem « € (0,1) (ver (CARVALHO-NETO;
PLANAS, 2015, Definigao 1)), u(x,t) representa a densidade celular e v(x,t) descreve a
concentracao do atraente quimico. Os termos na primeira equagao abrangem a difusao das
células e o movimento quimiotatico, enquanto que os da segunda expressao descrevem a
difusdo e produgao de atratores ao longo do tempo (ver (ESCUDERO, 2006)). Além disso,
os parametros v > 0 e kK > 0 denotam as taxas de decaimento e de producao do atraente
quimico, respectivamente. Seguindo (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), assumimos sem

perda de generalidade que xk = 1.

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugoes globais (em tempo) e o compor-
tamento a longo prazo das solugdes do problema de valor inicial (4.1.1), com dado inicial
pequeno, pertencente ao espaco de Besov-Morrey N;ﬁm X Bgojoo, comn >2,0<\<n,
eb=2-— % Apesar do problema (4.1.1) nao ter uma propriedade escala, podemos
considerar uma escala intrinseca que é herdada do caso v = 0 de modo similar como no
caso @ = 1 (ver (FERREIRA; PRECIOSO, 2011)). Tomando v = 0 e assumindo que

[u, v] é uma solugao para (4.1.1), a qual é suficientemente regular, ndo ¢é dificil checar que
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Uy = 02u(ox,0at) ¢ v, := v(ox,oat) também satisfaz (4.1.1). O mapa

[u, v] = [to, V6] (4.1.2)

é dito a escala de (4.1.1) e as solugbes invariantes por (4.1.2) sdo chamadas solugoes

auto-similares, isto é,
u(z,t) = aQu(ax,a%t) e v(x,t)= U(UCB,U%t). (4.1.3)
Fazendo t — 0% em (4.1.3), obtemos
uo(z) = c?ug(ox) e vo(x) = volox). (4.1.4)

Com isto vemos que no estudo de solugoes auto-similares, os candidatos naturais a dado

inicial sdo as fun¢des homogéneas
up(ox) = o 2up(z) e wo(ow) = vo(x), (4.1.5)

ou seja, o dado ug e vy sao fungdes homogéneas de graus —2 e 0, respectivamente. Isto nos

X Bgo,oo como espaco para o dado inicial, o qual é invariante
pela escala. Seja agora a = 2 — "%q)‘, com ¢ # r. Voltamos nosso olhar para as solugoes
[u(z,t),v(x,t)] pertencentes a classe de Kato (invariante pela escala):

motiva entdo a escolher N %

X, = {u e BO((0,00): N7 ) + %1 € BC((0,00); M)

,\,00
e t%u e BC((0, oo);MqA)} (4.1.6)
Xy = {U € BC ((0, 00); ng) %2V ,v € BC ((0, 00); L‘X’)} : (4.1.7)

E importante observarmos que X; e Xy, munidos com as normas

ab aa
[ullx, = sup [[u(@)lly— +suptz [u@)], , +supt= lu(®)]],, (4.1.8)
o<t rAee o<t o<t
[v]lx, = sup [[v(®)]| gg _ +supt? [[Vo@)] (4.1.9)
o<t : o<t
sdo espacos de Banach. Além disso, a norma || - [|y ., ¢ invariante pela escala. Outro fato

importante a se notar é que quando o = 1, este é o espaco considerdo em (FERREIRA;
PRECIOSO, 2011).

Para obtencao de nossos resultados, construimos solu¢oes brandas para o modelo
fracional de Keller-Segel (4.1.1) usando o principio de Duhamel e utilizamos um argumeto
de ponto fixo na classe de Kato X; x Xs. Nesta abordagem, precisamos manipular algumas
técnicas vindas da caracterizagao das solugoes brandas, que envolve a funcao de Mainardi

e os operadores de Mittag-LefHer.
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4.2 Estimativas para os operadores de Mittag-Leffler

No lema a seguir, estudamos estimativas a priori para os operadores de Mittag-Leffler nos

diferentes espacos envolvidos.

Lema 4.2.1. Sob as hipoteses do Teorema 4.3.1, existe uma constante C' > 0 tal que

19 Baat2A) f s _
IV Eaalt® A,
IV Bt A) 1,
IV Eaalt*A) ],

[RGINYI
[RGINYI N
IRGINYI

1Ea(t*(A =)l
[ B o (A =) fll 1~
IV Eaa(t™(A =) fll
IV Eaa(t*(A = 7)) fll 1
IV Eaa(t*(A = 7)) fll 1

para todo f € S’.

AN VAN /AN VA N /AN VANS VAN VAN VAN VANR VAN

IN

Cf% HfHN;iw )
CEE |\ fll,0
CE || flln

C 3T 1
Ct_a% Hf“NT—goo )

C ”fHN;/b\OO s
Ct% || fllys s
Clfllgg, s
CECET 11l x
CEE £,
Ct 3O I £
Ct ¥ (| fll gy,

Demonstracao. Do Lema 2.6.2 obtemos as seguintes estimativas preliminares para o

semigrupo do calor G(t):

IA

IVG(0)
NETOTI
VG0,
I9G(0)1],
1G(E)
1G(t) g, .

1G(t) 1
I9G(0)/]-
I9G(0) ],

/AN VANRE VAN VAN VAN VANRI VAN

IN

Ct2 I fllns s
Ct2 || £l
Ct2[|fl,5
CrETE T | £
Cliflln-s
Cllflo s

n—>\

2 £l

n—>\

Cmin{t 22| £l 2T £
_1
Ct 2 || fll o -
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o De (2.8.27), (4.2.22) e levando em conta a Proposicao 2.7.1, temos
IVEaa D)y < [ asMa(s) [VG(st) s _ds

cr 3 ([T butesbas) Il

< CrE | fll

IN

» Usando agora a desigualdade (4.2.23), segue-se que

IVEaat8)fl,y < [ asMa(s) [VG(st?)f]], ds
< C’t3< YA %d)
< | Mals)sids ) 151,
S Ct_i ||f“r,)\’

e com isto obtemos (4.2.11).
« A prova da estimativa (4.2.12) é andloga a prova que acabamos de dar para (4.2.11).
 Considerando neste momento a estimativa (4.2.25), vemos que

IVEaat8)fll,y < [ asMa(s) [VG(st*)f]], ds

n—A_n—>\

< ot U (/ Ma(S)S;(l_(nTA_nqk))ds> 1 £1lx-
0 b
(4.2.31)

Como $(1 — (=2 — ”%qk)) > —1, segue da Proposicao 2.7.1 que

T

||VE ( A )fH < I(g é(n;rk n—q)\ ) 2 (14 N /\) H H
o, t — r o n— n— L2 " ! Jlly

n—2>\

_a _n=X
< T L

conforme desejavamos.

o Para concluir a estimativa (4.2.14), fazemos uso da inclusdao N, %

—Q
C qu Moo ©
obtemos

aa

FBat D),y < 0% [ Mal(s) [G(s) S]], 0 ds

([ Mals)s2ds) e _
< Clifllys

IN

« A desigualdade (4.2.26) e a Proposi¢ao 2.7.1 implicam em
1Bt D) fllr < [T Ma() Gt s _ds

C< A d) ]
| Ma(s)ds) 1l
< Cllflas -

IA
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« Fazendo uso agora da relacao (2.6.20) obtemos
ab ab [ o
B, < 1% [ M) Gt S]], 0 ds

< ([ Mals)sHds) s

o1 -4
< oy bt

e a estimativa (4.2.16) segue.

 Aplicando (4.2.27) e a Proposicao 2.7.1 ficamos com

IN

|Ea(t™(A =) f gy < [ Mals) IG(st7) ] g, _ s

Ol fllgg

e assim demonstramos a desigualdade (4.2.17).

IN

o Combinando a estimativa (4.2.28) com a Proposigao 2.7.1, vemos que
B (1A =) fll e < /0 asM,(s)e

(5
< ors / Ma<s>sl—%<’ﬂds) 11

2\
< Ct*%“‘%*’ ||f\|q,x-
« Utilizando a desigualdade (4.2.29) temos
IV Eueli(D =)l < /()‘”asws)HVG(sta)fuLwds
< ot /O“Ma<s>s%<l-”¥“> )||f||m-

Chamamos atencio aqui ao fato de que como r > "=2_ segue-se que b = 2 — =2 > (),

11— )+1—5(b~|—1)>Oe1~|—§(b—1)>0.L0go,

o F(l(b‘i‘l)) 2(1+22)
IVEualt" (@ =Sl < Oyt F 7 s

< ot 3l

A"

« Procedendo de modo similar a etapa anterior e levando em conta que @ = 2— 22 > 1,
concluimos que

. Pa+1) g
IVEaalt" (A =Ml < O tar gyt 0T Wl

< OrEEEEIp)
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 Por fim, para provar a estimativa (4.2.21), aplicamos (4.2.30) e obtemos

FIVE( D =D e < 15 [T Ma(s) IVG () 1 ds

< O [T Ma()s3ds) 1l
< Clfllg -
Isto completa a demonstragao do Lema 4.2.1. O

4.3 Existéncia de solucao global

Através desta segdo, garantimos a existéncia de solugao global (branda) para o modelo
fracionério de Keller-Segel (4.1.1). As solugoes brandas que apresentamos para este pro-
blema foram construidas através do principio de Duhamel. Mais especificamente, temos a

seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 4.3.1. Um par [u,v], satisfazendo a formulagao integral

u(t) = E,(t*A)ug — /Ot(t —8)* 'WE,o((t — 8)*A)(uVv)(s)ds, (4.3.32)

u(t) = Ba(t*(A — 7))vo + /0 (= )0 B ((t — 8)° (A — ) )u(s)ds, (4.3.33)

é dito uma solugao branda para o problema de valor inicial (4.1.1).

A seguir apresentamos nosso primeiro resultado em boa-colocagao:

Teorema 4.3.1. Assuma quen >2,0< A <n-—2, ”T_’\ <r<n—>\<q< oo esuponha
que ug € N2

oo € V0 € Bgo’oo. Para € > 0 suficientemente pequeno, existem 61 = d1(€) e

dy = 0o(€) tais que o problema (4.1.1) tem uma solugao global branda [u,v] pertencente a
classe de Kato X1 X Xy, desde que ||u0||N;§700 <o e HUOHB&,w < 0. Além disso, a solugdo
€ unica satisfazendo ||lull,, < 2¢ e [|v|ly, < (14 2(Ky+ Ks))e, onde Ky e K5 sdo dados no
Lema 4.53.2.

Demonstragio do Teorema 4.3.1. Para demonstrarmos este teorema, faremos uso do Lema

2.9.2. Comecamos entao definindo os operadores B : X; X Xy — Xy e T: Xy — Xy por

B(u,v)(t) = — /Ot(t — 8)* 'WVE,o((t — 8)*A) (uVv)(s)ds, (4.3.34)

T(u)(t) = /0 (t—8)* ' Eyo((t — 8)*(A —7))u(s)ds. (4.3.35)

Notemos que B(u,v)(t) e T(u)(t) denotam os operadores bilinear e linear que aparecem nas
equagoes (4.3.32) e (4.3.33), respectivamente. A partir de agora, dividimos a demonstragao

do Teorema 4.3.1 em etapas.

1) Nesta primeira etapa obtemos algumas estimativas para o mapa bilinear B(-,-), a fim
de garantirmos a continuidade deste operador. Mais precisamente, afirmamos que:
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Lema 4.3.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.5.1, existem constantes positivas K1, Ko e K3 tais

que, para todo [u,v] € X1 x Xo,

sup [|B(u, v)(#)[| -

+>0 7,A,00
ab

supt 2 ||B(u,v)(t) Hr,)\

t>0

sup 2 [|B (u, v) ()],
>0

< KlsupHu(t)HN*b SUPt% Vo)l pee
t>0 A0 >0
ab [}
< Kasupt 2 [u(t)]], \supt? [[Vo(t)] o
t>0 t>0
ab aa
< Ka(supt¥ u(t)],, +supt¥ u(t)l, )
t>0 t>0

xsupt? [[Vo(t)| e
t>0

para todo par [u,v] € X1 X Xa.

(4.3.36)

(4.3.37)

(4.3.38)

Demonstragio do Lema 4.3.1. Para provarmos a estimativa (4.3.36), usaremos (4.2.10) e o Lema

2.6.1, os quais implicam em

1B (u, v)(¢)

HN;;OO

<

IN

IN

IN

IN

IN

/Ot(t — s)o‘_l IVEqq((t— S)QA)(UVU)<S>”N—b ds
C / ‘(- )3
- )T 06y s

t o
C [t=95 u@ly Vo) ds

t
C(/ (t — 3)5_15_5d8) sup [lu(t)|[x-»  supt? [[Vo(t)| e
0 t>0 mX,00 >0

1
c(/ (1—2)323dz) sup [u(t)llyo  supt? [ Vo(t)]
0 t>0 72,00 >0

1
C’(/ zifdz) sup flu(t)|ly-» supt? [[Vo(t)| pe
0 t>0 A0 >0

Kysup [u(t)|ly-o  supt? [Vo(t)]| g -
t>0 mA,00 £0

Usando agora a estimativa (4.2.11) obtemos

ab
t2 ||B(u,v)(0)]], 5

< 1% /Ot(t = 8) T [VEaa((t = 5)* ) (uVv) ()l ds

t

< o / (t—8)* 71t — )% |(uV0)(s)]|,., ds
O 9
t
ab a_
< ot /0 (t— )27 u(s),0 [ Vo(3)] 1o ds
t

< C(ﬁb/ (t—s)i*ls*f’%ds) supt? [[u(t)]],

0 t>0 '

xsupt? [|[Vo(t)| o -
>0

Fazendo uma mudanca de varidveis em (4.3.39) segue-se,

ab
supt2 || B(u,v)(t)|,
t>0

<

IN

(4.3.39)

1
(C/ (1- 3)5_15_5(1+b)d5) supt7b lu(®)|l, \supt2 [|[Vo(t)| e
0 >0 >0

1
(C/ 580 ds ) sup £ u(t), , supt? Vo ()] o -
0 t>0 >0
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Notemos que ”—5/\ <r<n-— Aimplica em b =2 — ”T;)‘ < 1 e, portanto, 1 — §(1+b) > 0. Com

isto concluimos que
ab ab o
supt2 ||B(u,v)(t)], \ < Kasuptz |lu(t)l, ysupt2 [[Vo(t)| e,
t>0 t>0 t>0

como desejavamos. Finalmente, usando (4.2.12), (4.2.13) e o Lema 2.6.1 temos a seguinte

estimativa:

(SIS

Bl < ¢F [T 9" VBt = 9 ) @Tv)(s)l], s

e L (t=9)* " [VEaa((t = )*A) (uVv)(s)], , ds

< o [Pa-9 - BT ) v ), ds
0 b
t
Lot / (t— 521t — )% [(WVo)(s)]], » ds
2
< ot [P(e- 93T us)) [ 0(s) | ds
0 b
t
+OEF [ (= )5 a0 [V0(6)l| g .
2
1
< ¢( / "1 - )30 E g ) sup £ u(t)]), \ supt? [ Vo(t)]
0 t>0 >0
1
—i—C(/ (1-— 3)5_18_5(1+a)d3) supt 2 [lu(t)]l, rsupt? [Vo(t)| e -
1 >0 >0
3 b
< c(/ s 500ds) supt % [[u(t)], , supt% [ Vo(t)
0 t>0 >0

1
+C(/2 $37ds) sup % Ju(t)], 5 sup ¢ [ Vo ()]
0 t>0 >0
ab aa @
< 15 (sup ¥ o)+ suptF ()l ) sup e 900
t>0 t>0 t>0

e isto encerra a demonstragdo do Lema 4.3.1. O

De posse das estimativas estabelecidas no lema anterior, vemos que para [u,v] € X1 X Xa,

ab aa
1B(u,v)|lx, = sup|B(u,v)(t)|lx-> +supt2 [Blu,v)(t)|l,\+supt 2 [|Blu,v)t)]l,
t>0 7,00 t>0 t>0

IN

(K1 + K2+ K3) [Jully, iulgt% NG
>
< (K + Ko+ K3) |lully, vy,
e assim temos a continuidade de B.

2) Mostraremos agora que o mapa 7, definido pela expressao (4.3.35), é continuo. Para isto,

faremos uso do seguinte resultado:

Lema 4.3.2. Sob as hipoteses do Teorema 4.3.1, existem constantes positivas K4 e Ks tais que,

IN

sup [T(w) (Dl < Kasupt® [[u(®)ll, (4.3.40)
t>0 ’ t>0

supt? || VT (u) (1) o
t>0

IN

ab aa
Ks(supt® [u(t)ll,, +supt¥ [u@®)],, ), (4.3.41)
t>0 t>0
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para toda fungdo u € Xy.

Demonstragao do Lema 4.3.2. A fim de concluirmos a desigualdade (4.3.40), utilizamos a inclu-

s@o continua L> C Bgom e a estimativa (4.2.18), as quais implicam em
t
1Ty < [ =9 [ Baal(t =97 = 1)uls) |5y _ds
t
< [ =9 Bt = 978 = D)l ds
< ¢ f(t-9" -9 T Jul)), p ds
0 )
1 a(n= aa aa
< c(/ (1 -5 FE) T as) sup =% ()],
0 >0 ’

Levando em conta que 1 — 5 >0 e n — A < ¢, temos desta 1ltima desigualdade que

1
sup [Tw)(O)llge, < C( [ 5~ %ds)supt™% Ju(o)],
t>0 ©0,00 0 t>0
= Kusupt¥ [Ju(t)],,-
t>0

Por fim, das estimativas (4.2.19) e (4.2.20) segue-se

VAN
~
wlQ

. t/2
2 VI () ()l Lo /0 (t=8)* I VEaal(t = 8)*(A = 7))u(s)] oo ds

+t2 /t/Q(t - 5)a_1 HVEa,a((t —5)*(A — 7))“(5)”[,00 ds

2 .
< otf [T 950 fu(o), 0 ds
0 b
t «@
e / (t = 5)3 @D lu(s)]), , ds
t/2 ’
o [1/2 N o o
< cﬁ/ (t— )30 DS dssupt ¥ [[u()]],
0 t>0 ’
t
e / (t = 5)3 @D Fdssupts Ju(t)], ,
t/2 t>0 ’
1/2 a(p—1)—1 —ab o
< C(/ (1—s)2(-1-1g 2d8)supt2 [u(®)],,5
0 t>0 ’

1
+O( [ a= 9t E ds) supt ¥ Ju)l,
1/2 t>0

ab aa
< Ks(supt2 [lu(t)]l, 4+ supt2 [lu@)],,])-
t>0 t>0

Com isto completamos a demonstragao do Lema 4.3.2. O

Para u € X1, segue entdo do Lema 4.3.2 que,

1Ty, = suplT(E) gy +supt™/2 VT
t>0 ’ t>0
aa ab aa
< Kisupt ult)l+ K (supt Julo)l, +sup 6% [0l )
t>0 t>0 t>0
ab aa
< (K Ks) (supt¥ u(o)l,p +suptF (o], )
t>0 t>0
< (Kat K) |ully,
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e temos a continuidade do operador 7.

3) Nesta etapa, definimos as fungdes 4 e ¥ pelas expressoes
U(t) = Eq(t*A)ug e 0(t) = Eq(t*(A —v))vo,

e escolhemos € tal que

1
0<e< , 4.3.42
2(K1+K2+K3)(1+2(K4+K5)) ( )
onde K;,i=1,...,5; sdo as constantes dadas nos Lemas 4.3.1 e 4.3.2. Das estimativas (4.2.14),

(4.2.15) e (4.2.16), obtemos

~ ab aa
[ally, < sup||Ea(t*A)uglly—s +supt? [|[Eq(t*A)ugl, \ +suptz ||Ea(t*A)uoll,
t>0 7,X,00 t>0 t>0
< Clluolly-s +Cuolly—s  +Clluolly—
<

3CHU0||N;;OO,

e das desigualdades (4.2.17) e (4.2.21) temos

[oll, < supllEa(t™(A —))eollgo _supt? [|[VEa(t*(A =7))voll oo
t>0 ° % >0
< Clwollgy,  +Cllvollg,
<

2C [|voll o, -

Escolhendo entao Huo||N_§ <01 =35 ¢ [lvollgo. < 02 = 55, ficamos com
TyA,00 >

[allx, <€ e |ollx, <e

Aplicando agora o Lema 2.9.2, concluimos que existe uma tnica solu¢do u € X1, com ||ul|yx, < 2e,
para a equacao
u(t) = a(t) + B(u, v)(t),

onde v = 0+ T(u) € X, e B(u,v) e T(u) sdo dados por (4.3.34) e (4.3.35), respectivamente.

Além disso,

[0llx, < 10llg, + [Tully, <€+ (Ka+ Ks) [Jully, < (14 2(Ks + Ks))e,

e isto completa a demonstragdo do Teorema 4.3.1. 0

No caso v = 0, a existéncia de solugoes auto-similares para o problema (4.1.1)

segue do Teorema 4.3.1.

Corolario 4.3.1. Sob as hipéteses do Teorema 4.3.1, assuma que ug € N8

50
o0 €U0 S Boo,oo

sao fungoes homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente. Entdo a solugio [u,v], obtida no

Teorema 4.5.1, é auto-similar, ou seja, satisfaz (4.1.3).
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Demonstracao. Sejam ug e vg fungoes homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente. Segue
de (FERREIRA; PRECIOSO, 2011, Observacao 4.2) que a solugdo [u,v], dada pelo

Teorema 4.3.1, ¢ o limite da seguinte sequéncia de Picard:

w(t) = Eult®Auo,
Uit (8) = Ea(t®A)ug — /Ot(t—s)a-WEa,a((t—s)aA)(unvunxs)ds,

t
wall) = EaltA)ug+ [ (=) Bual(t = )" A)un(s)ds,
0
com n € N. Além disso, nao é dificil checar que as identidades

o*(G(o)uo) (o) = (G(t)uo) (), (4.3.43)

(G(a*t)vo)(ox) = (G(t)v) (). (4.3.44)
se verdadeiras. Usando agora as igualdades (4.3.43) e (2.8.26) obtemos
oPur(ow,05t) = o / " Ma(s)(G(02st™)up) (o) ds
0

_ /0°° Mo (s)(G(st*)uo) () ds

= wu(z,t),
e dai concluimos que wu; ¢é auto-similar. Por outro lado, da identidade (4.3.44) vemos que
(Eq(a*t*A)vg) (o) = / M, (3)(G(0?st*)vg)(o)ds
0

- /0 " Mo (s)(G(5t%) o) (2)ds
= (Ea(t"A)vo)(x), (4.3.45)

e levando em conta que u; é auto-similar, segue a identidade

0 (Eyo(0?(t — S)QA)ul(J%S))(JZL‘)
= 02/0 asM,(s) (G(azs(t — S)a)Uq(O'iS)) (ox)ds

o0 - |y—<rac\2
= 02/ asM,(s) (/ (4#023(15 — 5)0‘) 2 o To2s(t-5)0 ul(y’o'is)dy> ds

0
00 -2 _ _le—al? 2

= / asM,(s) (/ (47r3(t - s)a) 2T 7 o2y (02, Uas)dz> ds
0 Rr

= /OOO asM,(s) (/Rn (47rs(t — s)a)i

_ /0 s M, (s) (G(s(t _ s)a)u1(8)> («)ds
— (Eaa((t = )*A)ur(s)) (). (4.3.46)

3

_ |zfz|2
e B9y (z, 8)dz | ds
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De posse das identidades (4.3.45) e (4.3.46) podemos afirmar que v; também é auto-similar.
De fato,

vi(oz, a%t) = (B, (c**A)y)(ox) + o3 /t(t — s)o‘_1<Ea7a(02(t — S)QA)ul(U%S)) (ox)ds

= (E,(t"A)vg)(z) + /Ot(t — 8)* N Euu((t — 8)*A)uy(s))(z)ds
= v (z,t).

Através de um processo indutivo podemos verificar que [u,, v,] satisfaz a propriedade de

escala
un(x,t) = c2up(ox,00t) e vn(,t) = va(om, oat),

para todo n € N. Como a solugao [u, v] é o limite da sequéncia {[u,, v,]}men, em Xy X Xy,
e a norma || - |y ., ¢ invariante pela escala, segue-se que [u,v] satisfaz (4.1.3), sendo

portanto, uma solugao auto-similar. O]

4.4 Comportamento assintotico das solucoes

Nesta secao apresentamos um resultado sobre estabilidade assintotica para a solugao do
problema (4.1.1).

Teorema 4.4.1. Sob as hipoteses do Teorema 4.3.1, assuma que [u,v] e [, ?] sao duas
solugoes dadas pelo Teorema 4.3.1, com respeito aos dados iniciais [ug,vo] e [tg, Do),
respectivamente. Sejam E,(t*A) e E,(t*(A—7)) os operadores de Mittag-Leffler associados

aos operadores A e A — vy, respectivamente. Temos entdo que

lim (% 1Bt ) (o — o), + £ || £a(1°2) (o o),

t——+o0
HE [VEL(t(A = )00 — )l ) =0 (4.4.47)
se, e somente se,
Jim % | 0) = at ), = dim 6% a0 = a0l
= lim 3 [|V(0—0)(- 1)
= 0. (4.4.48)

Demonstra¢io. Suponhamos inicialmente que a condigao (4.4.47) se verifica. Sejam [u, v]

e [@, 7] duas solugoes brandas dadas pelo Teorema 4.3.1. Entao
tF () = a0, < tF Bt A) (o — o) |, + 1(2), (4.4.49)

onde

ab
2

) =t /Ot(t—s)al IV Eaal(t — )*A) (Vo — aVD)(s)], , ds.  (4.4.50)
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Inferimos o seguinte limite superior para I(t):
1) < 0¥ [(t= ) [WTo)(s) — @Va)(s)ll ds
< O [t =93 (1= D)o IV e + 1900 = D)) e [T, ) ds
< o [(= 9t 00T (w—w)(s)]| ds) supt? Voo
+ Oty </Ot(t —5)2 s 263 | V(v —0)(8)| o ds) Stl>l£)t%b [T(t)]],. -(4.4.51)

Tomando o1 = 14+2(Ky+ K3), 09 = K1+ Ky+ K3 e 61 = 01+ 2K5 (notemos que 67 < 205),
podemos escolher ¢ > 0 na demonstragao do Teorema 4.3.1 de modo que 20501 < %

Como
[l s [[@lly, <26 e vl s [, < eon, (4.4.52)
temos
1) < Ceor [ (1= =500 ¥ = w2, d
+2Ce /01(1 —2)2 7170 (1) 3 | V(v — 0) (t2) || oo d2. (4.4.53)

Na sequéncia estimamos a norma do termo V(v —7) em L*®. Procedemos do seguinte

modo

t7 |V (0 = 0) (1) oo < t7 [VEL(* (A =) (v0 — o) o + J (1), (4.4.54)
onde

IO = 03 [ (=) [T Baal(t = 9)°(A =) uls) = 0(6) | ds.

Para o termo J(t) obtemos a seguinte estimativa:

N+

J(t) = t3 /0 (t = 5)" " [VEao((t = 5)*(A = 7)) (u(s) = u(s))]| < ds

7 [ (= ) IV Bl — 9)°(A = ) u(s) — 7(s))| o ds

IA
Q
N1}
—~
~
|
V2)
~—
[N]1)
-
|
3
|
—
I
—~
V2)
~—
|
<
—~
V2)
~—
=
>
SS9
Va)

a t a n—A\A
+Ctf [ (=980 uls) - (s, ds

1
C [(1= 93000 (19)F |ults) - a(ts)]| , ds
; ,

IN

1 @ aa aa
+ O [ (1 —5)20@ D775 (t5)% ||u(ts) — u(ts)l|, ., ds. (4.4.55)

1
2

Precisamos agora estimar a norma |||, , de t% (u — ). Usando (4.2.12) e (4.2.13) temos

0% =l < % Bt 8) (o — o)+ Ta () + To(0) (4.4.56)
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onde I'1(t) e I'y(t) sao dados por

(SIS

D) = OrF [*— )30 = m)(8)], 0 (95 s

4012 [F1 = ) H V(0 ) I n s, (4457)
N = 01F [(t= 95 =), IVo(s) 5 ds
st [t = V0 - D)) [ s (4458)

[

Temos as seguintes estimativas a priori para os termos I'1(t) e ['y(¢):

N

(1= 20D 1) ¥ u(tz) — a(t2)]] , dz ) sup [ Vo0
’ t>0

Tu(t) < (C/O

+<C/2(1 — 2)3(mat D=L =34 (1) 3 |V (0 — D) (£2) ]| oo d2> supt® [@(@)]],. -
0 >0 ’
(4.4.59)

1
Loft) < (O f, (1= 2F 1500 ¥ fu(te) — u(t2)l],  d ) sup? [Vo(d)] .~

1 @ (o7 oa (o]
(e [ 1= 238001 ¥ u(te)]|, 2 ) suptF [V (0 = D)D) .
5 ’ t>0
(4.4.60)

Consideremos agora a seguinte notacao:

A = limsupt%b lu(t) —a(t)],
t—o00 ’

A2 = hm Supt% ||V<U — @)(t)“[loo ’
t—o0

Ay = limsupt? ||u(t) — H<t)Hq)\'
t—o0 ’

Notemos que (4.4.52) implica em A;, Ag, A3 < co. Levando em consideragao o limite em
(4.4.47) e as estimativas (4.4.53), (4.4.55) e (4.4.59)-(4.4.60), obtemos

1
A < (ediAy + 26A2)0/ (1-— z)%_lz_%(Hb)dz

0
< (60’1141 + QEAQ)KQ, (4461)

% o (o] 1 [e3 oa
C(/o (1— z)f(b_l)_lz_%dz + \ (1— 2)2(“_1)_12_2dz> (A1 + As)

< Ks(A; + As) (4.4.62)

&
A
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1
Ay < (eoy Ay + 2€A2)0/2(1 B Z)%(b—a-i-l)—lz—%(l—i-b)dz
0

1 @ (]
+ <601A3 + 26/42)0 (1 — 2)5_12_5(1—“0612

=

S (60‘1 (Al -+ Ag) + 4€A2)K3. (4463)

Somando as desigualdades (4.4.61) e (4.4.63), e levando em conta a estimativa (4.4.62)

vemos que

A+ As

IN

(€01 A1 + 2€A2) Ky + (€01(A1 + A3) + 4eAy) K3

(Ky + K3)o1€(Ar + As) + 2e( Ky + 2K35) As

2(Ky + K3)o1€(Ar + Az) + 4(Ky + K3)eK5(A1 + A3)
2(Ky + K3)ea1 (A + Az)

doyoie( A + As).

INIA A

IN

Como 4o901€ < 1, temos A; = A3 = 0 e ainda 0 < Ay < K;5(A; + Az) = 0. Com isto

provamos os limites em (4.4.48).

Reste-nos mostrar a afirmagao reciproca, ou seja, que os limites em (4.4.48) implicam
em (4.4.47). Assumindo que A; = Ay = A3 = 0 e procedemos de modo andlogo a
demonstragao das desigualdades (4.4.49), (4.4.54) e (4.4.56), obtemos

EF | Ea(t°8) (o = To)ll,p < 1% [lu(t) = a(0)l],\ + 1(2), (4.4.64)

t% || Ea(t*A) (uo — W)l 0
<t JJult) —a(t)]],
3

1 /O (t— ) | VEaa((t — 8)*A)(uVo)(s) — @VD)(s))],, ds
e / (= )7 |V Eaa((t — 5)°A)((uV0)(5) — (@Vo)(s))ll,, ds
<t |lu—a,, + () + Ta(t) (4.4.65)
t2 | VEa(t*(A = 7)) (0 = W)l g <2 [V (0 = 0)(O) |1 + J (1), (4.4.66)

com I(t), 'y (t), ['a(t) e J(t) dados em (4.4.50), (4.4.57), (4.4.58) e (4.4.55), respectivamente.

Tomando o limite superior nas estimativas anteriores temos que

limsupt? || Ea(t*A)(ug — )l < Ai+ (€01 A + 2eAr) K5 =0,

t—-+o0

lim supt% ||Ea(t"‘A)(u0 — ’ZL())Hq)\ < Ag + (60'1(141 + Ag) + 4€A2>K3 = 0,

t—+o00
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e finalmente,

lim supt% IVEL(E (A =) (vo — Vo) joe < As+ K;5(A; + A3) =0.

t——+o0

Com isto encerramos a demonstragdo do Teorema 4.4.1. O]

Como uma consequéncia do caso v = 0, o Teorema 4.4.1 fornece um atrator em

torno de cada solugao auto-similar. Precisamente, nés temos:

Corolario 4.4.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.3.1 assuma que ug € fN Xoo €U0 € Bgo,oo
sao fungoes homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente. Seja [¢, ] € Cgo x C§° e sejam
[u,v] e [0, | solugoes brandas, dadas pelo Teorema 4.3.1, com dados [ug, vo] € [ug+ ¢, vo+1)],
respectivamente. Entao, para o caso v = 0, a solugao perturbada [0, ] € atraida pela solugio

auto-similar [u,v], no sentido de (4.4.48).

Demonstracio. Para demonstrar o Corolario 4.4.1 é suficiente provarmos as seguintes

propriedades:
: ab o _
tglgrnootz [Ea(t*A)oll,., = 0, (4.4.67)
Jim % | E,(°8)],, = 0, (4.4.68)
tLi+moot§ |IVEL(t*A)Y], = 0. (4.4.69)

Inicialmente, tomando % <Py < ”%)‘, temos do Lema 2.6.2 que

1GElr < Ct 20~ 6] (4.4.70)

Desta tltima desigualdade inferimos que

ab o —al $(2=2)-1 & —i(r=2_ o4

t2b HEa<t A)(bHr’)\ S Ct ( (P10) )(/0 Ma(5>5 2(1’10 +)d8>|’¢‘|p10,)\
r (5 —2+10))

e

< ore) (
I(

p
n—O H¢Hp107)"

—240))

e o limite em (4.4.67) segue. Para provar a propriedade (4.4.68) tomamos 2=2 < p, < 222

e utilizando o Lema 2.6.2 temos a estimativa
1G]]0 < Ct 200 16l s (4.4.71)
a qual implica em

aa aa —& n=XA_ a oo
t2 ||Ea<taA)¢)||q/\ < (Cta2t 2(1711 2+ )</ Ma(S)S 2(p11 2+a )d >||¢||p117>\
’ 0
1

_Q<L—>\_2) F(l - 5(2{1}\ -2+ (I))
9(n=2 2 4 q))

||¢||p117)"
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Com isto concluimos o limite em (4.4.68). Por fim, para verificarmos a propriedade (4.4.69),

tomamos p,, > n — A, e mais uma vez, aplicando o Lema 2.6.2, ficamos com
_1(14_@)
|IVG(t)@||pe < Ct 2 712 H(prw,\. (4.4.72)

Utilizando entao a estimativa (4.4.72) segue-se

EIVE Nl < o5 ([T ans 00 as)el,

e D5 (1 5Y)

< (Ot P2 F(l B %(1 n nﬁ)\>) H¢HP127)\7

Pig

e assim encerramos a demonstracao do Corolario 4.4.1. O
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