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RESUMO

Investigamos aqui Criticalidade Auto-Organizada numa rede de neurdnios excitdveis que
s@o descritos através de um autdmato celular e conectados por sinapses dindmicas. Nesse sistema,
as sinapses de cada neur6nio sdo deprimidas rapidamente toda vez que ele dispara e carregadas
lentamente na auséncia de estimulos. Chamamos essa dinamica de quenched, em oposi¢do a
dinamica annealed, onde sinapses aleatdrias sao deprimidas toda vez que um neurdnio dispara.
Aqui estendemos resultados anteriores, obtidos para a rede com dinamica annealed utilizando o
parametro de ramificagdo o como parametro de controle, para a rede com dinamica quenched.
Para isso foi necessario utilizar um novo parimetro de controle A, o maior autovalor da matriz
sindptica, porque o parametro ¢ falhava em medir criticalidade na rede com dindmica quenched
devido as correlagdes geradas por essa dindmica. Dentre os resultados estendidos, mostramos
que a rede com dindmica quenched € critica no limite termodinamico, mas precisa de um ajuste
fino para exibir escalonamento de tamanho finito na distribuicdo de tamanhos de avalanches.
Isso poderia levar alguém a caracterizar esse sistema como quasi-Criticamente Auto-Organizado,
como esperado de um modelo nao-conservativo. Porém, mostramos que, da mesma maneira que
na rede com dindmica annealed, as flutua¢des da rede com dindmica quenched em torno do ponto
critico se anulam no limite termodindmico e a transi¢do de fase relevante € continua e absorvente
na classe de universalidade da percolacdo direcionada. Esses fatos nos permitem dizer que a
rede com dinamica quenched exibe Criticalidade Auto-Organizada, da mesma maneira que a
rede com dindmica annealed. Por dltimo, introduzimos estimulo externo, medimos a curva de

resposta da rede com dindmica quenched e observamos que a faixa dindmica ndo € otimizada.

Palavras-chave: Criticalidade Auto-Organizada. Automato Celular. Redes Neuronais. Sinapses

Dinamicas.



ABSTRACT

Here, we investigate Self-Organized Criticality in a network of excitable neurons that are
described by cellular automata and conected by dynamical synapses. In this system, synapses
from each neuron are quickly depressed everytime it fires and slowly charged in the absence
of stimulus. We refer to this as quenched dynamics, in opposition to an annealed dynamics,
where random synapses are depressed everytime a neuron fires. Here, we extend previous
results, obtained for networks with annealed dynamics using the branching ratio o as the
control parameter, for networks with quenched dynamics. It was necessary to use a new control
parameter A, the largest eigenvalue of the synaptic matrix, because the parameter ¢ fails to
predict criticality in the network with quenched dynamics due to correlations generated by the
dynamics. Among the extended results, we show that the network with quenched dynamics
is critical in the thermodynamic limit, but needs fine-tuning to exhibit finite-size scaling in
the avalanche size distribution. This could lead someone to characterize this system as quasi-
Critically Self-Organized, as expected for a non-conservative model. However, we show that, as
for networks with annealed dynamics, the fluctuations of the network with quenched dynamics
around the critical point vanish in the thermodynamic limit and the relevant phase transition is
continuous absorbing in the directed percolation universality class. These facts allow us to say
that the network with quenched dynamics exhibits Self-Organized Criticality, just as networks
with annealed dynamics. Lastly, we introduce external stimulus, we measure the response curve

of the network with quenched dynamics and we observe that the dynamic range is not optimized.

key words: Self-Organized Criticality. Cellular Automata. Neural Networks. Dynamical Synapses.
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1 Introducao

O cérebro € um sistema fascinante e entendé-lo €, talvez, o maior desafio do século XXI.
Hoje, sabemos que o cérebro € o 6rgio responsavel pelo comportamento, porém os mecanismos
por trds dessa funcdo ndo sao completamente compreendidos. As primeiras descricdes das células
nervosas foram feitas por Golgi e Ramoén y Cajal no final do século XIX. Eles conseguiram
colorir os neurdnios com sais de prata e observaram que o tecido nervoso é composto por células
com projecdes que se conectam formando uma rede. A partir dai, nasceu a doutrina do neurdnio,
em que se baseia a neurociéncia, de que o neurdnio € a célula elementar na transmissao de sinais

do cérebro (KANDEL et al., 2013).

Os neurdnios sao células excitdveis que podem propagar sinais e que se conectam através
de sinapses. O mecanismo por trds do funcionamento de um neurdnio € bem compreendido desde
1952 com o trabalho de Hodgkin e Huxley (HODGKIN; HUXLEY, 1952). Contudo, no cérebro,
possuimos nio s6 um, mas centenas de bilhdes de neurdnios. Além disso, esses neurdnios
estdo profundamente conectados: cada um deles estd ligado a dez mil outros em média. Dessa
maneira € possivel transmitir, armazenar e processar estimulos de maneira complexa. Entretanto
ainda ndo se sabe exatamente qual o mecanismo pelo qual essa rede de células excitdveis
consegue completar tais tarefas. O grande desafio da neurociéncia €, portanto, compreender
tais mecanismos para, quem sabe um dia, entendermos o que esté por trds, por exemplo, da

consciéncia, da memoria e do aprendizado.

Hoje em dia € possivel estudar o cérebro medindo diretamente sinais de redes neuronais
in vivo e in vitro com eletrodos, por exemplo, para entender fendmenos coletivos da rede. Em
2003, em um estudo feito por Beggs e Plenz (BEGGS; PLENZ, 2003), foi medida a atividade
de fatias do cortex de ratos e foi observado que ela se dd em avalanches, que sdo sequéncias de
disparos separadas por siléncios, e que a distribui¢do de tamanho dessas avalanches obedece uma
lei de poténcia. Esse tipo de atividade pode ser uma assinatura de fendmenos criticos. A partir
dai, hipotetizou-se que o cérebro se encontra exatamente em uma transi¢ao de fase entre um
estado absorvente e uma estado ativo, ou seja, que o cérebro estd em um estado critico. Em outras
palavras, a conjectura é que o cérebro possui um balanco bastante preciso das suas sinapses
para que um sinal se propague sem ser atenuado, nem amplificado, em média. Além disso, a

hipétese do cérebro critico é vista com muito otimismo por muitos cientistas, pois existem fortes



Capitulo 1. Introdugdo 10

evidéncias experimentais e tedricas de que uma rede neuronal num estado critico otimiza diversas

capacidades funcionais.

Com isso, surge outra pergunta: como € possivel que o cérebro seja ajustado tao pre-
cisamente? Uma hipétese que necessita de suposi¢des fortes € a de que existe um mecanismo
no tecido nervoso responsdvel por manter o sistema exatamente na transi¢ao de fase. Porém
ndo seria necessario supor tal mecanismo se fosse visto que a propria dindmica do sistema
0 auto-organiza nesse estado. Quando isso acontece dizemos que o sistema € Criticamente
Auto-Organizado. Serd que existe algum mecanismo biofisico na dindmica do cérebro que faz
com ele exiba Criticalidade Auto-Organizada? Essa € a pergunta que tentamos responder neste

trabalho.

Descrevemos, no que segue, os conceitos citados acima. A biologia do neurdnio € descrita
ne secao 1.1. Modelos de redes neuronais sdo descritos na se¢ao 1.2, assim como a hipdotese
do cérebro critico. O fendmeno de Criticalidade Auto-Organizada e a sua relacdo com redes

neuronais sdo descritos na se¢do 1.3.

1.1 Biologia do neur6nio

Um neurdnio € uma célula complexa com comportamento complexo. Ele € tipicamente
composto do corpo celular, de dendritos, do ax6nio e de terminais pré-sindpticos (veja a Fig.
1). A membrana celular envolve o neurdnio e separa o meio intracelular do extracelular. Ela
funciona como um capacitor e, como o interior e o exterior da célula possuem concentragdes
diferentes de fons, existe uma diferenca de potencial entre esses dois meios. Essa diferenca de

potencial é chamada de potencial de membrana. (KANDEL et al., 2013).

O meio extracelular possui uma alta concentragdo de Na™ e CI~ e uma concentragio
relativamente alta de Ca®" e o intracelular possui uma alta concentragio de K™ e anions organicos
A™. Essas diferencas de concentragdes sdo tais que, no repouso, o potencial de membrana é
negativo. A membrana celular possui canais i0nicos que podem abrir e se fechar e que permitem
a passagem dos ions, exceto A~ . Cada canal i0nico € permedvel a um tipo de ion e eles tendem
a igualar a concentracdo desse ion no interior e no exterior da célula. Porém o gradiente de
concentragdo é mantido devido ao bombeamento ativo de Na™ e K* também presente na
membrana, que permite que esses fons se movam contra o gradiente de concentragdo, € a

redistribui¢do passiva, onde os 4nions organicos A~ repelem Cl~ e atraem K. Por isso, na
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Figura 1 — Imagem de um neur6nio. Observe o corpo celular, os dendritos, 0 axdnio e os terminais
pré-sindpticos. Adaptado de E. R. Kandel (KANDEL et al., 2013).

auséncia de estimulo, isto é, quando o neurdnio estd em repouso, o potencial de membrana se
mantém constante e negativo. Se o potencial de membrana aumenta em relacdo ao estado de
repouso dizemos que ele se despolariza, enquanto se o potencial diminui, dizemos que ele se
hiperpolariza. A abertura de canais i0nicos gera uma corrente no neuroénio que pode polarizar ou

hiperpolarizar o neurdnio dependendo do tipo de canal (KANDEL et al., 2013).

O comportamento de um neurdnio é bem compreendido. Ele é uma célula excitavel que,
dependendo da quantidade de estimulos, pode iniciar uma grande variacao no seu potencial de
membrana do tipo tudo ou nada, isto €, se a quantidade de estimulo for menor que um certo
limiar, a grande variacdo no potencial ndo ocorre, mas, para qualquer estimulo acima do limiar,
ocorre uma mesma variacdo no potencial com um padrao temporal caracteristico (veja a Fig.

2). Chamamos essa variacao caracteristica no potencial de membrana de potencial de acdo e é
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através dela que um neurdnio emite sinais. A descri¢iao detalhada do mecanismo do potencial de
acdo foi um dos principais marcos na historia da neurociéncia. Ele foi descrito pela primeira vez
pelo modelo de Hodgkin-Huxley em 1952 (HODGKIN; HUXLEY, 1952), onde eles estudaram
0 axOnio gigante da lula. O modelo consiste em quatro equagdes diferenciais acopladas que
descrevem a evolug@o temporal do potencial de membrana e da abertura de canais i0nicos para
uma dada corrente injetada (KOCH, 2004). Essas equagdes sao capazes explicar o mecanismo
que inicia e que termina um potencial de a¢do, reproduzindo precisamente o seu formato no
tempo. Os autores que ddo nome ao modelo receberam o prémio Nobel de fisiologia ou medicina

em 1963 por esse trabalho.

O modelo de Hodgkin-Huxley descreve o potencial de acdo da seguinte maneira: se
nenhuma corrente € injetada no neurdnio, o potencial de membrana se mantém num valor
estaciondrio de aproximadamente —65 mV. Por outro lado, se uma corrente positiva € injetada
num neurdnio, o potencial de membrana se despolariza e pode rapidamente causar a abertura
de canais de Na*. Canais de Na™ permitem o fluxo de fons positivos pra dentro da célula, o
que despolariza a membrana ainda mais. Quando a membrana se despolariza, canais de K™
também podem abrir, s6 que mais lentamente. Os canais de K* canais permitem o fluxo de fons
positivos para fora da célula e hiperpolarizam a membrana. Se a despolarizacdo atingir um limiar,
o feedback positivo entre os canais de Na™ e o potencial de membrana inicia um potencial de
acdo, onde cada vez mais canais de Na™ viio abrindo e cada vez mais o potencial membrana vai
se despolarizando até inverter de sinal e atingir aproximadamente 40 mV. Dizemos entdo que o
neurdnio estd excitado ou que ele disparou. Ap6s a inversdo de sinal, os canais de K™, que sdo
mais lentos, vdo abrindo € os canais de Na™ vio fechando, pois eles s6 podem ficar abertos por
um curto periodo de tempo. Esses dois acontecimentos fazem com que o potencial de membrana
se hiperpolarize e atinja aproximadamente —75 mV. Isso ocorre aproximadamente 5 ms apds o
inicio do potencial de acdo. Nesse momento, nao € possivel iniciar novos potenciais de acao e
dizemos que o neurdnio estd no estado refratdrio. Apés isso, os canais de K vio fechando e o
potencial volta ao valor de repouso aproximadamente 15 ms apds o inicio do potencial de acao

(veja a Fig. 2) (KANDEL et al., 2013).

A duracio e os valores do potencial de membrana do potencial de acdo descrito acima nao
sdo exatamente os mesmos que os do potencial de acdo de outros neurdnios que nao sejam o do
axoOnio gigante da lula. Entretanto, para a maioria dos neur6nios, temos 0 mesmo comportamento

qualitativo e a mesma ordem de grandeza dessas quantidades.
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Figura 2 — Imagem do potencial de acdo em vermelho. Observe que o potencial de membrana se
despolariza, inverte de sinal e se hiperpolariza antes de voltar ao valor de equilibrio.
Em roxo, temos a condutincia dos canais i6nicos de Nat e K. Adaptado de E. R.
Kandel (KANDEL et al., 2013).

A corrente gerada pelo potencial de acao abre novos canais idnicos em pontos vizinhos
do axdnio permitindo a propagacdo do mesmo até os terminais pré-sindpticos. Os terminais
pré-sindpticos tipicamente estao préximos de dendritos pds-sindpticos ou ao corpo celular de
outros neurdnios, formando o que chamamos de sinapses. Quando um neurdnio forma uma

sinapse com outro dizemos que eles sao vizinhos.

A grande maioria das sinapses sdo quimicas, onde neurotransmissores sao liberados ao
receber um potencial de acdo do neurdnio pré-sindptico. A sinapse quimica funciona liberando
neurotransmissores que abrem canais i6nicos no neurénio pds-sindptico, o que pode contribuir
para iniciar ou bloquear potenciais de a¢do. Quando o neurdnio emite neurotransmissores que
despolarizam a membrana, dizemos que ele € excitatério. Quando seus neurotransmissores
hiperpolarizam a membrana dizemos que o neurdnio € inibitério. Os neurdnios excitatérios
também formam sinapses elétricas, onde a corrente gerada pelo potencial de acdo se propaga
diretamente para o neur6nio vizinho. De toda maneira, um potencial de acdo de um neur6nio
excitatério € capaz de gerar novos potenciais de acado em neurdnios vizinhos (KANDEL et al.,

2013).

1.2 Redes neuronais e a hipétese do cérebro critico

O cérebro é uma rede neuronal enorme onde bilhdes de neurdnios estdo conectados,
formando milhares de sinapses cada. Dessa maneira, essa rede pode responder a estimulos

externos, processar ou transmitir sinais e armazenar dados de maneira complexa e otimizada.
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Para isso, supde-se que ela tem um balanco preciso das suas propriedades.

Podemos descrever a transmissao de sinais no cérebro através de um modelo simplificado
de rede neuronal. Podemos imaginar que quando um neur6nio dispara ele faz com que em
média ¢ neurdnios também disparem, dependendo da for¢a das sinapses, onde ¢ é chamado
de pardmetro de ramificacdo. Se as sinapses sdo fracas, o € pequeno. Se elas sdo fortes, o é
grande. Em outras palavras, imaginamos que o cérebro transmite sinais como em um processo de
ramificagdo. Num processo de ramificacdo, uma entidade pode gerar um nimero de sucessores
com uma certa distribui¢do de probabilidade caracterizada pelo parametro de ramificacdo o,
que diz quantos sucessores em média uma entidade gera. Cada um desses sucessores também
pode gerar novos sucessores através da mesma distribuicdo de probabilidade e assim por diante
(HARRIS, 1963). Nesse modelo de rede neuronal, temos, analogamente, que um neurdnio
excitado pode gerar outros neurdnios excitados como sucessores e assim por diante. E facil
ver que, se 0 < 1, um sinal ndo se propaga por muito tempo, enquanto, se ¢ > 1, o sinal é
amplificado e a rede satura com o tempo. No caso critico em que ¢ = 1, temos que a rede
estd balanceada e o estimulo se mantém ativo, sem saturar a rede. A partir desse raciocinio é
possivel imaginar que a propagagdo de sinal no cérebro deveria ser descrita como um processo
de ramificacdo com o = 1, o que aparenta ser um bom modelo aproximado para varias regides

do cortex.

A primeira evidéncia experimental desse fato foi feita por Beggs e Plenz (BEGGS;
PLENZ, 2003). Eles mediram a atividade neuronal de fatias do cértex do rato in vitro com 60
eletrodos e viram que a atividade se dd em avalanches, isto €, a atividade se d4 em rajadas entre
longos periodos de repouso. Nessas rajadas de atividade, foi visto que os eletrodos registravam
atividades que se propagavam pra outros eletrodos assim como em um processo de ramificagao.
Uma das maneiras que o tamanho dessas avalanches foi definido foi o nimero de eletrodos
que participam do evento. Beggs e Plenz constataram que a distribuicao de probabilidade de
tamanho dessas avalanches é uma lei de poténcia P(s) ~ s~% com « positivo (veja a Fig. 3),
como esperado de um processo de ramificacdo com ¢ = 1 (HARRIS, 1963; LARREMORE et
al., 2012).

Hoje em dia, apesar de ndo ser um consenso, existem vérias evidéncias de que o cérebro
se encontra em um estado critico, mais especificamente na regiao do cértex (CHIALVO, 2010;
SHEW; PLENZ, 2013). Encontram-se leis de poténcia na distribui¢do de tamanho de avalanches

do cortex em diversas configuracdes experimentais com diferentes espécies de animais (CHI-
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Figura 3 — Imagem da distribuicdo de tamanho de avalanche em preto. A reta tracejada em
vermelho marca o expoente —3/2. Observe que o tamanho da avalanche também
pode ser medido pela soma dos potenciais dos eletrodos (azul claro). Adaptado de
Beggs e Plenz (BEGGS; PLENZ, 2003).

ALVO, 2010). Também observa-se teoricamente e experimentalmente que um cérebro critico
otimiza uma série de propriedades do cérebro (SHEW; PLENZ, 2013). Dentre elas o alargamento
da faixa dinamica (KINOUCHI; COPELLI, 2006; SHEW et al., 2009), que mede a capacidade
da rede de diferenciar estimulos, e a capacidade de transmitir e armazenar informagdao (BEGGS;

PLENZ, 2003; SHEW et al., 2011).

Em particular o modelo Kinouchi-Copelli (KC) (KINOUCHI; COPELLI, 2006) é um
dos exemplos mais claros dos beneficios da criticalidade no cérebro. Esse estudo utilizou uma
rede de autdmatos celulares com sinapses probabilisticas (ver o capitulo 2) e com um estimulo
externo r. A atividade da rede F € definida como a taxa de disparo da rede por neurdnio. A curva
de F' em funcdo de r € chamada de curva de resposta do modelo e € mostrada nas Figs. 4ae b
para diversos valores do parametro de ramificacdo da rede. Observe o comportamento das curvas
de resposta para r pequeno: quando o > 1, a rede tem atividade autossustentada; quando ¢ < 1,
a atividade cresce linearmente com o estimulo; quando o = 1, a atividade cresce ndo linearmente

com uma lei de poténcia de expoente 1/2.

A partir dessas curvas podemos calcular a faixa dindmica, que mede o intervalo de
estimulos que sao diferenciados pela rede. Como mostrado na Fig. 4c, a atividade minima da
rede é Fy e a atividade mdxima da rede é F,,, e a partir delas computamos F, = Fy -+ x(Fjnax —

Fy). A faixa dindmica A é dada pelo intervalo de valores de estimulo » medido em decibéis
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correspondente ao intervalo de resposta de Fp 1 a Fpg. Ou seja, a faixa dindmica mede o intervalo
de estimulos que podem ser robustamente codificados pela rede. Podemos ver na Fig. 4d como a
faixa dinamica depende do parametro de ramificagdo o e como ela é 6tima para o valor critico
o = 1. Isso ocorre porque, exatamente quando o = 1, a rede tem uma resposta ndo linear que
permite que estimulos pequenos sejam melhor diferenciados pela rede. Esse comportamento nio

linear € conhecido como Lei de Stevens e € observado em curvas de respostas psicofisicas.
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Figura 4 — (a) Curvas de resposta para o modelo KC em escala log-log. Observe que, para o > 1,
a rede tem atividade autossustentada, para o < 1, F' ~ r para r pequeno e, para ¢ = 1,
Fr~rl/2 para r pequeno. (b) O mesmo que (a) em escala semi-log. (c) Descricao do
célculo da Faixa dindmica. F;,, € Fp sdo mostrados na figura a partir dos quais se
calcula Fy g € Fp 1. A faixa dindmica A € o intervalo de valores de estimulo medido
em decibé€is que corresponde ao intervalo de Fp 1 a Fpo. (d) A faixa dindmica A em
funcdo de o. Observe que ela tem um méaximo exatamente quando o = 1. Extraido
de Kinouchi e Copelli (KINOUCHI; COPELLI, 2006).

Quando se fala em capacidade de informagdo, gostariamos de saber qudo informativa a
dindmica do cérebro pode ser. Ou seja, acreditamos que quanto maior o nimero de padrdes que
uma rede pode gerar, maior a informacao que ela consegue codificar. Em particular, especula-se
que a capacidade de gerar diversos padrdes a partir de um dado estimulo esteja relacionada com

a criatividade (SHEW; PLENZ, 2013).

Um estudo interessante sobre capacidade de armazenar informag@o em um cérebro critico

foi feito por Shew et al. (SHEW et al., 2011). Nesse trabalho eles definiram a capacidade de
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informacdo H em termos da entropia:

M
H=—Y pilogs(p). (1.0

i=1

onde p; € a probabilidade se observar um padrdo i e M € o nimero de padrdes inicos observados
na rede. Nesse estudo, eles mediram a atividade neuronal em fatias do cértex do rato, em ratos
anestesiados e em macacos acordados utilizando uma matriz de 8x8 eletrodos. Os padrdes dos
sinais medidos foram definidos a partir de uma rede de 8x8 bits, onde cada bit correspondia
a um dos eletrodos da matriz. Cada evento populacional definia um padrdo, onde cada bit era
igual a 1 se o eletrodo correspondente participou do evento e 0 caso contrario e eles observaram
que, quando as redes medidas estavam em um estado critico (exibiam leis de poténcia), elas

maximizavam sua entropia.

A explicagdo para esse fenOmemo dada por Shew et al. € que quando as redes tem
inibicdo reduzida (farmacologicamente) e, portanto, sdo supercriticas, a taxa de disparo € alta e o
disparo dos neurdnios sdo bastante correlacionados e, por isso, a entropia da rede é baixa. Num
caso extremo, podemos entender que isso ocorre porque uma rede onde todos os neurdnios estao
disparando s6 tem um padrdo bindrio (todos os bins iguais a 1). Por outro lado, se a excita¢ao
é reduzida (farmacologicamente) e, portanto, a rede € subcritica, o disparo dos neur6nios sao
pouco correlacionados, mas a taxa de disparo € muito baixa, fazendo com que a entropia da rede
seja baixa. Novamente, em um caso extremo, isso pode ser entendido ja que, quando a taxa de
disparo € nula, a rede também s6 tem um padrao binario (todos os bins iguais a 0). Em redes
balanceadas e criticas teremos taxas de disparo moderadas e correlagdes moderadas e, portanto,

um pico na entropia.

1.3 Criticalidade Auto-Organizada

Leis de poténcia e avalanches sdo encontradas em diversos outros sistemas. Os modelos
mais conhecidos sdo os de pilhas de areia, incéndios florestais e terremotos (BONACHELA;
MUNOZ, 2009). Esses modelos apresentam distribuicdes de tamanho de avalanches que aparen-
tam ser leis de poténcia, e, por isso, acredita-se que eles sejam criticos. Porém € preciso entender
como eles se encontram exatamente em uma transicao de fase. Em outras palavras, gostariamos

de saber qual o mecanismo responsdvel por organizar o sistema em um estado critico.

A nocdo de Criticalidade Auto-Organizada, do inglés Self-Organized Criticality (SOC)
foi criado por Bak et al. (BAK; TANG; WIESENFELD, 1987). O modelo utilizado para descrever
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esse fendmeno foi o de pilhas de areia. O modelo de pilhas de areia é formado por uma rede
quadrada com sitios que sdo carregados com graos. Quando o nimero de graos em um sitio
ultrapassa um certo limiar, os sitios relaxam e seus graos se espalham para seus vizinhos. Os
vizinhos podem, por consequéncia, atingir o limiar de graos e espalhar graos para seus proprios
vizinhos. Nas fronteiras os graos de areias sdo dissipados. A rede de sitios que podem atingir
o limiar se modifica a medida que o sistema € carregado e relaxado. Bak et al. argumentaram
que a dinamica do sistema organiza essa rede em estruturas fractais, o que explicaria as leis de
poténcias nas distribui¢cdes de tamanho de eventos populacionais. Em outras palavras, a rede se

auto-organiza em um estado critico (JENSEN, 1998).

Hoje em dia, SOC ¢ bastante compreendida e pode-se encontrar SOC em vérios sistemas
da natureza (JENSEN, 1998). Porém ainda resta divida se esses modelos sdo exatamente
criticos e se as distribui¢des de tamanho de avalanches sdo leis de poténcia realmente. Dentre os
modelos ditos criticamente auto-organizados, Bonachela e Mufioz (BONACHELA; MUNOZ,
2009) mostraram que apenas os modelos conservativos, como o de pilhas de areia, se auto-
organizam em um estado critico e mostram escalonamento de tamanho finito. Escalonamento
de tamanho finito € quando medidas em varios tamanhos de sistema estdo relacionadas umas
com as outras reescalonando varidveis num modo invariante com escala e ¢ um fendmeno
imprescindivel para caracterizar um sistema como criticamente auto-organizado. Além disso,
nos sistemas conservativos, as flutuacdes do sistema em torno do ponto critico somem no limite

termodinamico (ver a Fig. 5).
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Figura 5 — Distribui¢@o de probabilidade do pardmetro p que mede a criticalidade de um sistema
de pilhas de areia. O sistema critico possui p = 1/2. Observe que a distribui¢do
tende a uma delta de Dirac a medida que o tamanho do sistema aumenta. Extraido de
Bonachela e Muiioz (BONACHELA; MUNOZ, 2009).

Por outro lado, essas propriedades ndo sao encontradas em modelos ndo-conservativos.
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Bonachela e Muiioz mostraram que os modelos ndo-conservativos, como os modelos de incén-
dios florestais e os modelos de terremoto, se organizam, em geral, em estados subcriticos e
supercriticos e se tornam criticos somente no limite de N infinito. Os sistemas sdo criticos com
N finito somente se os parametros tiverem um ajuste fino. Ainda, eles também precisam que
parametros tenham um ajuste fino para se aproximarem do limite termodindmico num modo
invariante com escala. Além disso, os modelos ndo-conservativos, flutuam em torno do ponto
critico com grandes excursdes em ambas as fases supercritica e subcritica, que ndo desaparecem

no limite de N grande.

Também foi mostrado que a transi¢ao de fase dos modelos ndo-conservativos € uma
transicdo de percolacdo dindmica, enquanto a dos modelos conservativos € continua e absorvente
em uma classe de universalidade relacionada com a da percolagdo direcionada (BONACHELA;;
MUNOZ, 2009; DICKMAN et al., 2000). Portanto, foi dito que os modelos ndo-conservativos
exibem quasi-Criticalidade Auto-Organizada, do inglés Self-Organized quasi-Criticality (SOqC)
(BONACHELA; MUNOZ, 2009). Ou seja, existem trés critérios necessarios para que um sistema
exiba SOqC:

* A) O sistema flutua em torno do ponto critico com grandes excursdes nas fases subcriticas

e supercriticas que ndo se anulam no limite termodinamico.

* B) A transicao de fase relevante é uma transicao de percola¢ao dinamica, que ndo € a

mesma que a de modelos de SOC conservativos.

* C) Para obter criticalidade para N finito e para que o sistema exiba escalonamento de

tamanho finito é necessario um ajuste fino dos parametros.

A partir da conjectura de que o cérebro possa estar em um estado critico, queremos
saber qual o mecanismo para que ele se auto-organize nesse estado. Em especial, investigamos
se algum mecanismo sindptico pode levar um modelo de rede neuronal a criticalidade. Dessa
maneira, estudamos modelos de redes neuronais com sinapses dindmicas que se auto-organizam
em um estado estaciondrio. As perguntas a serem respondidas sdo: Os modelos se auto-organizam
em um estado critico? Essa criticalidade € aparente como nos modelos de SOqC ou verdadeira
como nos modelos de SOC? Os modelos sdo biologicamente plausiveis? Além disso, como redes
neuronais ndo obedecem a nenhuma lei de conservacao, queremos saber se € possivel obter SOC

em um modelo ndo-conservativo.
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O que segue € organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 os modelos de SOC em
redes neuronais sao apresentados, no capitulo 3 os resultados das simula¢des do modelo sao

mostrados e finalmente no capitulo 4 as consideracdes finais sdo discutidas.
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2 Modelos neuronais de criticalidade auto-organizada

Sera que é possivel obter SOC com um modelo de rede neuronal biologicamente plausi-
vel? Para responder essa pergunta Levina et al. propuseram o modelo Levina-Herrmann-Geisel
(LHG). Esse modelo consiste de neurdnios integra-dispara com sinapses dindmicas que simulam
a perda e reposicdo de neurotransmissores nos terminais pré-sindpticos. Inspirado nesse modelo,
foi criado o modelo discreto Costa-Copelli-Kinouchi (CCK): o automato celular com sinapses
dinamicas. Esse modelo consiste numa simplificagdo do modelo LHG e foi o modelo estudado e
simulado neste trabalho. Na se¢do 2.1 o modelo LHG € descrito e na se¢do 2.2 o modelo CCK é

explicado e os detalhes da simulagdo sao descritos.

2.1 Modelo Levina-Herrmann-Geisel

O modelo utilizado foi inspirado no modelo Levina-Herrmann-Geisel (LHG) (LEVINA;
HERRMANN; GEISEL, 2007). Ele consiste em uma rede de N neurdnios excitatorios ligados por
sinapses dindmicas. O neur6nio é descrito pelo seu potencial de membrana V;(¢) (i = 0,1,...,N).
A sinapse que vai do neurdnio j até o neurdnio i é descrita pela varidvel J;;(¢). A dindmica do

modelo € descrita pelas seguintes equagdes diferenciais:

8V ex Ji i

8t =1 15(t _tdrzv + Z Jl 5<t _t] ) Vmaxé(t _tsp)7 (2.1)
8J,-j . 1 [«

5 T—J <; —J,J> ulijo(t — Sp) (2.2)

O potencial é carregado por uma corrente /““ nos instantes ¢/, . escolhidos aletoriamente
a uma taxa. Isso mantém a rede ativa e simula estimulos de uma rede neuronal. Os neur6nios
do modelo sdo do tipo integra e dispara e o neur6nio i dispara toda vez que V;(t) > V,;4r. Nos

instantes em que isso ocorre, chamados de 7! , é subtraido V,,,,, de Vi(t), o que descreve o retorno

sp’
do potencial de membrana ao valor de repouso apds o potencial de acdo, ignorando as variagdes
do potencial de membrana do neur6nio durante o disparo. Além disso, se o neurdnio j dispara,
os potenciais de todos os neur6nios i, exceto i = j, sdo integrados, acrescendo uJ;; /(N—1)a
Vi(t), enquanto todas as sinapses que saem do neurdnio j sdo decrescidas de uJ;;, isto &, J;;

€ decrescido de uJ;; para todo i, exceto i = j, 0 que representa a depressdo sindptica. Note

que todos os neurdnios formam sinapses com todos, totalizando N(N — 1) sinapses. Além
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disso, temos recuperagdo sindptica, isso €, se 0 neur6nio j encontra-se em repouso, J;; retorna

exponencialmente para o valor de referéncia a/u com tempo caracteristico ;.

O modelo de sinapse dinamico utilizado aqui imita uma sinapse quimica, pois a dinamica
dos J;; tenta descrever os ganhos e as perdas de neurotransmissores no terminal pré-sindptico do
neurdnio e foi inspirada nos resultados dos experimentos de Markram e Tsodyks com neurdnios
piramidais (MARKRAM; TSODYKS, 1996). Logo apds o neurdnio disparar, uma fragao dos
neutransmissores € perdida. Esses neurotransmissores abrem canais idnicos nos neurdnios pos-
sindpticos, gerando uma corrente nos mesmos. Quando o neurdnio estd em repouso, ele produz

novos neurotrasmissores para recuperar os que foram perdidos.

O sistema é carregado pela corrente /" até um neurdnio disparar e uma avalanche
ser iniciada, onde uma avalanche € a sequéncia de disparos seguidos iniciada a partir de um
primeiro disparo até todos os neurdnios estarem abaixo do limiar V,,,,. Durante a avalanche o
carregamento € desligado. A distribui¢do de tamanho de avalanche pode ser medida, onde o
tamanho da avalanche é o nimero de neurdnios que participaram dessa sequéncia de disparos, e

o sistema € dito critico se uma lei de poténcia com expoente —3/2 é encontrada.

Levina et al. (LEVINA; HERRMANN; GEISEL, 2007) mostraram que esse sistema
exibe criticalidade para um intervalo amplo dos parametros (veja a Fig. 6) e que esse intervalo
cresce com o valor de N, utilizando u = 0,2, V,,,x = 1 e 77 = 10N. Dentre esses parametros,
apenas a dependéncia em N de 7; parece ser necessdria para obter esse resultado. Nesse trabalho,
eles afirmaram que esse modelo exibia SOC. Contudo, mais tarde, Bonachela ef al. mostraram

(BONACHELA et al., 2010) que, pelo fato da dindmica do sistema ser ndo-conservativa:

* A) O sistema flutua em torno do ponto critico com excursdes nas fases supercritica e

subcritica que ndo se anulam no limite de N grande (veja a Fig. 7).
* B) A transi¢do de fase relevante € de percolagao dinamica.

* C) Em geral, A dinamica do sistema € supercritica ou subcritica para tamanhos finitos e é
necessdrio que os parametros do sistema tenham um ajuste fino para que o carregamento

cancele a dissipacao e o sistema se mantenha no ponto critico.

Entdo o sistema obedece os trés critérios necessarios para ser considerado SOqC e, portanto, ndo

exibe SOC.
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Figura 6 — Distribui¢do de tamanho de avalanche do modelo LHG para diversos valores de & com
N = 300. Redes supercriticas estdo em azul, elas apresentam um pico para tamanhos
grandes devido a atividade autossustentada da rede. Redes criticas, que apresentam
leis de poténcia com expoente —3/2, estdo em vermelho. Redes subcriticas, que
decaem rapidamente, estdo em verde. Observe que existe um intervalo grande de
valores de & onde a rede € critica. Extraido de Levina et al. (LEVINA; HERRMANN;
GEISEL, 2007).
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Figura 7 — Distribui¢io de probabilidade de u/, um medidor de criticalidade do modelo LHG,
para diferentes tamanhos da rede. Observe que as distribuicdes nio se tornam mais
estreitas a medida que o nimero de sitios aumenta. Isso mostra que as excursoes do
sistema nas fases subcritica e supercritica nao se anulam no limite termodinamico.
Extraido de Bonachela ef al. (BONACHELA et al., 2010).

2.2 Modelo Costa-Copelli-Kinouchi

Aqui descrevemos o modelo Costa-Copelli-Kinouchi (CCK) que consiste em autdmatos
celulares com sinapses dinamicas. Esse modelo ¢ uma simplificacio do modelo LHG onde
o neurdnio € descrito por estados discretos. O modelo CCK é baseado no modelo Kinouchi-

Copelli (KC) (KINOUCHI; COPELLI, 2006) que consiste um autdmatos celulares com ligacdes
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sindpticas fixas. O modelo KC € descrito na se¢do 2.2.1. Depois introduzimos sinapses dinamicas
que vém em duas versdes: O caso annealed, onde o disparo do neur6nio deprime sinapses
aleatdrias, e o caso quenched, onde o disparo do neurdnio deprime as sinapses do préprio
neur6nio que disparou. O caso annealed elimina as correlacdes na rede e coincide com o previsto
por uma andlise de campo médio. Ele foi investigado aqui e por Costa et al. (COSTA; COPELLI,
KINOUCHI, 2015) e € descrito na se¢ao 2.2.2. O caso quenched € o caso biologicamente
plausivel. Ele foi o foco do nosso trabalho e é descrito na secdo 2.2.3. Ambos os modelos
quenched e annealed se auto-organizam em um estado estaciondrio onde os parametros do
sistema oscilam em torno de um valor médio. A origem dessas oscilacdes é descrita na se¢ao
2.2.4. Podemos também introduzir estimulo externo na rede e descrevemos esse processo na
secdo 2.2.5. Esses modelos foram simulados exaustivamente. Os detalhes das simula¢des dos

sistema sao descritos na se¢do 2.2.6.

2.2.1 Precursor: modelo Kinouchi-Copelli

O modelo Kinouchi-Copelli (KC) consiste em automatos celulares ligados por sinapses
probabilisticas (KINOUCHI; COPELLI, 2006). Ou seja, representamos agora os estados dos
neurdnios por valores discretos. Considere uma rede com N neur6nios, todos excitatorios. Os
estados dos neur6nios a0 S; =0,1,...,n—1,onde j=1,...,N.§; = 0 representa o neur6nio em
repouso, S; = 1 representa o neur6nio disparando e §; = 2,...,n — 1 representa os estados refra-
tarios do neurdnio. Note que o comportamento complexo do neurdnio foi bastante simplificado,

porém sua esséncia foi mantida.

Cada neurdnio emite KJQW = K sinapses aleatdrias a neurdnios vizinhos. Isso significa
que a distribui¢do de sinapses recebidas pelos neurénios K }” obedece uma distribui¢do binomial
com média K. Note que as sinapses ndo sao bidirecionais. Definimos a matriz de adjacéncia
A;j que € 1 se 0 neurdnio j emite uma sinapse ao neurdnio i € 0 caso contrdrio. A matriz de
adjacéncia € fixada inicialmente e ndo muda com o tempo. A topologia da rede € muito préxima

de uma rede Erdds-Rényi (ER) e dizemos ela tem uma topologia tipo ER.

O tempo possui valores discretos ¢ = 0,Ar,2Az, ... e quando um neurdnio j dispara no
tempo ¢, existe uma probabilidade P;; do neur6nio i disparar no tempo ¢ + Az, se existe uma
sinapse de jaté iese §; =0. Ouseja, 0 <P <1,seA;; =1,e F; =0, se A;; = 0. A matriz

P;j € chamada de matriz de probabilidade. Apds o neurdnio disparar ele se torna refratério
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deterministicamente por n — 2 passos de tempo e depois volta ao repouso:

Si(t)+1, seSi(t)=1,2,....n—1;
Si(t+Ar) = o) o) (2.3)

0, se Si(t) =n—1.

A rede € iniciada com um neurdnio excitado e todos os outros em repouso. Chamamos
de uma avalanche a sequéncia de disparos que € iniciada dessa maneira até o sistema atingir
o estado absorvente, onde todos 0s neur6nios estao em repouso. Toda vez que uma avalanche
termina, € necessario estimular a rede para que o sistema deixe o estado absorvente. Isso € feito
excitando um neurdnio aleatoriamente e iniciando outra avalanche. Dizemos, entdo, que a rede
estd no limite de carregamento lento. Biologicamente, isso pode representar pequenos estimulos

externos a rede ou mecanismos internos que mantém a atividade do cérebro.

A vantagem desse sistema em relacdo ao LHG € que podemos medir a criticalidade do
sistema diretamente através do paradmetro de ramificacdo, ao invés de recorrer a distribui¢cdo de
tamanho de avalanche. O parametro de ramificacéo local € definido como 67 (t) = K. P;
Ele diz quantos neur6nios em média o neurdnio j excita apds o seu disparo. O parametro de
ramificac¢@o global é a média dos pardmetros de ramificag¢éo locais o (¢) = ]lvzf}le o7 (t). As
sinapses sdo iniciadas escolhendo o valor do parametro de ramificagdo global inicial oy, 0 que é
feito escolhendo P;;(t = 0) aleatoriamente no intervalo [0,20(/K]. No modelo KC as sinapses
sdo fixas e ndo dependem do tempo, o (t) = 0y, e, portanto, o sistema é supercritico (subcritico)
se op > 1 (0p < 1) com atividade autossustentada (instavel). O sistema é critico somente se Gy

tem um ajuste fino no valor critico o, = 1 (KINOUCHI; COPELLI, 2006).

2.2.2 Caso annealed

No modelo CCK, adicionamos sinapses dindmicas, inspiradas no modelo LHG, ao
modelo KC. Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015) utilizaram sinapses com
dindmica annealed. Porém, para facilitar a compreensdo, descrevemos primeiro as sinapses com
dindmica quenched. Elas obedecem a seguinte equacao:

&

Pij(t + A1) = Bj(t) +

(A—Py(t)) —uPy(1)8(S;(t) — 1), (2.4)

se Ajj =1, e B;; = 0, caso contrario. Temos que € € o coeficiente de recuperagao sindptica, A
€ o parametro assintotico sindptico e u € o parametro de depressdo sindptica. A dinamica das

sinapses no modelo quenched é andloga a do modelo LHG. §(x) é o delta de Kronecker, que
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€ 1 se x =0 e 0 caso contrario. Logo, vemos que P;; € decrescido de uP;; quando o neur6nio j
dispara. Quando o neurdnio j estd em repouso, F;; se aproxima assintoticamente de A. Quanto
maior a fracdo £/(KN), mais rdpida é essa aproximagdo (ver a Fig. 8). Note que a dindmica ndo
modifica a matriz de adjacéncia A;;.

»
P;

Figura 8 — Esquema da evolug¢@o temporal de um dado P;; para uma sequéncia de disparos

do neurdnio j em uma rede com dindmica quenched. 7, so os instantes em que o
neurdnio j dispara. Nesses instantes, P;; € reduzido uma fracdo u e, quando o neurdnio
J estd inativo, se aproxima assintoticamente de A com tempo caracteristico NK/&.
Extraido de Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015).

O modelo com dindmica annealed elimina as correlacdes na rede. Ele funciona da se-
guinte maneira: quando um neur6nio j dispara, ao invés de deprimir suas K sinapses emitidas,
escolhemos K sinapses aleatoriamente para deprimir ou escolhemos um neurdnio aleatoriamente
e deprimimos as K sinapses emitidas por esse neuronio. Ambos os modelos annealed sao eficien-
tes em eliminar as correlagdes do sistema, mas o segundo é computacionalmente mais eficiente e
foi o utilizado nas simulagdes feitas aqui. J4 que o modelo annealed elimina as correlagdes entre
as sinapses, ele concorda com a andlise de campo médio e, por isso, ele € de interesse tedrico.
Contudo o caso annealed nao € biologicamente plausivel, ja que, biologicamente, sdo as sinapses
do préprio neurdnio que sdo deprimidas apds o seu disparo, o que ocorre devido a perda de seus

neurotransmissores.

Se deixarmos o sistema evoluir, depois de um tempo transiente, ¢ (z) flutua em torno de
um valor médio ¢* com desvio padrdo Ac*. Para entender o comportamento de 6* no estado
estacionario Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015) utilizaram uma anélise de
campo médio. Definimos a atividade da rede p(¢) como a densidade de sitios ativos no instante
t,isto é, p(t) = 1%/25'\[:1 0(Si(t) — 1). No estado estacionario, p(¢) flutua em torno de um valor

médio p*. Observe que, definido dessa maneira, p(f) e p* sdo adimensionais. Contudo, se
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quisermos saber a taxa de disparo da rede por neurdnio F(z), que pode ser computada também
para sistemas continuos, basta dividir a fragdo de sitios ativos no intervalo de tempo [z,r + At],
p(t), pela duragdo do intervalo Az. Contudo preferimos usar a grandeza adimensional p(7) que

nao depende de Ar.

A andlise de campo médio diz que (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015)
p*=[1—(n—1)p*]|1-(1-p*c*/K)X]|. (2.5)

De equacio 2.4, pode ser encontrada uma relagdo entre ¢* e p* no estado estacionario

AKe
cl=——-—. 2.6
€+ uKNp* 26)
Dai, podemos encontrar uma expressao para p*
Agp* K
=l-(n—-1Dp*[1—|1— —— : 2.7
pr=li= vt (1o ) e

Essa expressao pode ser expandida para p* pequeno e ndao-nulo e depois resolvida para p*, o

que nos da
. e(AK —1)

~ , 2.8
P ukKN + (n—1)AKe 28)
o que, no limite de N grande em que uN > (n— 1)Ag, pode ser escrito como
€(AK —1)
oy ——— 29
p KN (2.9)

Note que € preciso considerar AK > 1 para obter solucdes de atividade ndo-nula. Se
tivermos AK < 1, a tnica solu¢do das equagdes de campo médio é p* =0e 6* = AK < 1. Esse
ponto de atividade nula sempre € solu¢do do modelo, pois p = 0 é um estado absorvente, logo, se
o sistema ndo for perturbado, ele se mantém nesse estado, e, na auséncia de atividade, as sinapses
carregam para o valor maximo A e, portanto, 6* = AK (veja a definicdo de o(¢)). Se AK > 1,
esse ponto fixo € instdvel porque, se ¢ = AK, a rede é supercritica e qualquer perturbacdo no
sistema daria inicio a uma grande atividade. Porém, se AK < 1, esse ponto fixo € estavel porque,
se 0 = AK, arede ainda € subcritica e se o sistema € perturbado ele volta rapidamente ao estado
absorvente. Portanto, devemos ter AK > 1, caso contrdrio o sistema serd sempre subcritico, €, no

que segue, assumimos que essa condicao ¢ satisfeita.

Substituindo a equagao 2.8 na equagado 2.6, obtemos, depois de manipulag¢des algébricas:

(AK-1)

of~1+
14+x

3 (2.10)
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onde x = uKN/[(n—1)€]. No limite em que N — oo, temos que x > 1, e, portanto:
Q
of~14+— 2.11
+ N (2.11)

onde Q = (AK—1)(n—1)e/(uK). Ou seja, a andlise de campo médio prediz que o* difere de
0. = 1 por um fator de ordem 1/N para valores de N suficientemente grandes. Logo, 6* — 1 no

limite de N infinito.

Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015) simularam extensivamente o
modelo com dindmica annealed e mostraram que, dos critérios apresentados para que o sistema

exiba SOC, o sistema exibe as seguintes propriedades:

* A) As flutuagdes em torno de ¢* somem no limite de N grande, como nos modelos de

SOC.

* B) A transi¢do de fase € continua e absorvente na classe de universalidade de percolacdo

direcionada como em modelos de SOC (ver a Fig. 9) (DICKMAN et al., 2000).

* C) A rede precisa ter um ajuste fino para que ela seja critica com N finito e para que ela

exiba escalonamento de tamanho finito como nos modelos de SOqC.

Logo, Costa et al. argumentaram que o modelo € mais préximo dos modelos de SOC que dos
modelos de SOC, ja que obedece apenas um dos trés critérios para que seja considerado SOqC.

Portanto, podemos dizer que o modelo CCK exibe SOC.

Contudo, nio ficou claro o que leva a mudanca na classe de universalidade dos modelos
LHG e CCK e a diferenca no comportamento das flutuagcdes. Costa et al. propuseram que as

mudancgas podem ser devidas as seguintes diferencas nos modelos:

O modelo LHG utiliza unidades integra-e-dispara de tempo continuo, enquanto o modelo

CCK utiliza autdbmatos com unidades de tempo discretas.

As unidades do modelo LHG sao acopladas deterministicamente, enquanto as do modelo

CCK sao acopladas por sinapses probabilisticas.

No modelo LHG as avalanches sdo deterministicas € no modelo CCK elas sdo estocasticas.

A topologia do modelo LHG ¢é de grafo completo e a do modelo CCK € de grafo aleatdrio

com apenas K sinapses emitidas por neuronio.
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Dentre essas diferencas nenhuma parece poder causar as mudancas mencionadas. Contudo Costa
et al. argumentaram que uma possivel causa para a diferenca no comportamento das flutua¢des no
limite termodindmico € a diferenca na topologia do sistema, mas ndo deram nenhuma explicagdo
definitiva de como a mudanca na topologia poderia alterar esse comportamento e, por isso, essa

questdo ainda estd em aberto.
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Figura 9 — p* em fun¢do de o* para redes annealed. Temos uma transi¢do de fase continua
e absorvente assim como em modelos de SOC. Para 0* < 1 a rede estd no estado
absorvente e a atividade da rede é nula. Para ¢* > 1, a rede estd no estado ativo
e p* cresce com 0* ndo-linearmente. A seta para a direita mostra a tendéncia de
carregamento, devido ao mecanismo de recuperacao sindptica, e a seta para a esquerda
mostra a tendéncia de dissipagdo, devido ao mecanismo de depressdo sindptica.
Extraido de Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015).

2.2.3 Caso quenched

O caso com dindmica quenched € praticamente idéntico ao caso annealed, s6 que agora
sa0 as sinapses do proprio neurdnio que sdo deprimidas apds o seu disparo, como descrito pela
equacdo 2.4. Esse € o caso biologicamente plausivel, pois, apos o disparo do neurdnio, ele perde
0s neurotransmissores que ele emite e, por isso, as suas proprias sinapses sao as que devem ser

deprimidas.

Podemos adicionar um expoente a a dindmica das sinapses que nos permite explorar
diferentes dependéncias de N nessa dinamica:
€

Pij(t+At) :Pij(t)+ KNa

(A—Py(1)) —uPyi(1)8(S;(t) — 1). (2.12)

A dinamica annealed pode ser modificada analogamente. Em geral, utilizamos a = 1, pois esse

€ o caso explorado na literatura e que exibe criticalidade. Porém a dependéncia na dindmica
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das sinapses em 1/N é problematica, ja que ndo se deve esperar que o comportamento das
sinapses possa depender de informag¢do nao local, como o tamanho da rede. Portanto, o caso
biologicamente plausivel deveria ser quando nao hd dependéncia em N, com a = 0, e esse
caso serd discutido brevemente. Além disso, discutiremos também o caso a = 2/3, onde é
possivel obter criticalidade no sistema com tamanho finito. E importante enfatizar novamente
que a dindmica quenched também ndo modifica a matriz A;;, somente a matriz F;;. Portanto, a
correlacdo na rede com dindmica quenched se deve a correlacoes entre os P, ja que a topologia

¢ do tipo ER, que € descorrelacionada.

Refazendo a andlise de campo médio para um a qualquer, ela prediz novamente que

AK —1
ot = 1+g, (2.13)
I+x
s6 que dessa vez x = uKN®/[(n— 1)g]. E, No limite de x > 1, temos
Q
*~ 14— (2.14)

N’
onde temos também Q = (AK — 1)(n—1)e/(uK).

E importante lembrar que a recuperagdo sindptica é um processo lento comparado com a
depressao sinaptica e o tempo de disparo. Se tentarmos estimar o valor dos pardmetros do modelo,
a partir dos resultados de Markram e Tsodyks (MARKRAM; TSODYKS, 1996), veremos que
nao € fécil fazer um paralelo entre os pardmetros A e u e os resultados dos experimentos
porque esses parametros sdo probabilisticos, enquanto as medidas de Markram e Tsodyks sao de
potenciais pds-sindpticos excitatérios. Contudo é possivel estimar a grandeza 7 = N°K /€. Nos
experimentos, Markram e Tsodyks mostraram que uma sequéncia de disparos de um neur6nio
pré-sindptico resulta em depressao na resposta sindptica somente para frequéncias acima de
aproximadamente 0,25 Hz. Portanto, o tempo caracteristico de recuperacao sinaptica deve ser da
ordem do inverso desse valor, ou seja, da ordem de 4 s. Podemos estimar a ordem de grandeza
do tempo caracteristico T considerando que o tempo de disparo At de um neurdnio piramidal
deve ser da mesma ordem que o do modelo de Hodgkin-Huxley, ou seja, da ordem de 5 ms.
Dessa maneira, obtemos 7 ~ (4 s) /(5 ms) ~ 800. Assim, podemos concluir que é natural utilizar

valores 7 grande.

Como a dindmica quenched gera correlagdes na rede, precisamos definir grandezas para
quantificar essa correlagéo. Definimos o parametro de convergéncia local ;" (t) =} P;j, ou seja,

esse pardmetro representa a soma das sinapses chegando no neurénio i. Se 6" (¢) for alto (baixo),
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significa que o neur6nio i tem uma chance maior (menor) de ser excitado por seus vizinhos
pré-sinépticos. Definimos também o maior autovalor da matrix P, A(t), também conhecido
como autovalor de Perron-Frobenius. Ap6s o transiente, A (z) flutua em torno de um valor médio,

A*, com desvio padrdo AA*.

Larremore et al. (LARREMORE; SHEW; RESTREPO, 2011) mostraram que a transicao
de fase entre um estado absorvente e uma fase ativa de uma rede estdtica com A(f) = A e
o(t) = o ocorre geralmente em A = A, = 1, e nio em 6 = 6, = 1. Numa rede estdtica, o deixa
de ser um medidor de criticalidade se hd correlacdes entre as sinapses. Em especial, temos que

o = A se ndo ha correlagdes entre os sitios.

A nossa rede ndo ¢ estatica, por isso utilizamos o (¢) e A(r) para saber se a rede € critica
em um dado instante de tempo e ¢* e A* para saber se a rede estd flutuando em torno do
valor critico no estado estaciondrio. Teremos & (1) = A(#) somente se ndo houver correlagdes
na rede naquele instante de tempo e teremos A* = ¢* somente se a dindmica da rede ndo gerar
correlacdes. Em r = 0, ndo ha correlagdes entre as sinapses, pois a rede € do tipo ER com
P; distribuidos uniformemente em um intervalo. Assim, temos 6(0) = A(0). A medida que o
sistema evolui, correlagdes sdo criadas na rede e, por isso, 6(t) # A(t) e, consequentemente,
0% # A*. A relagdio entre A(¢) e o(t) pode ser quantificada através da correlagdo entre 6."(¢) e

o () (ver Fig. 10), como mostrado por Restrepo et al. (RESTREPO et al., 2007). Essa relagio

¢ dada por
At)=n)o(1), (2.15)
ot - L0 016

onde 1 é chamado de coeficiente de correlacdo e (...) denota a média sobre os neur6nios i.
Concluimos, entdo, que, devido as correlacdes criadas pela dindmica quenched, A(7) e A* devem

ser utilizados como medidores de criticalidade desse sistema.

O modelo quenched € o unico biologicamente plausivel, por isso nosso objetivo final
€ medir a criticalidade no modelo quenched. Estamos interessados em saber se a dindmica
quenched produz ¢* = o, =1 ou A* = A, = 1, de onde vém as correlacdes que produzem
A(t) # o(t) e como as flutuagdes em torno de A* se comportam como fungéo de N. Assim,

podemos responder se o modelo quenched exibe SOC da mesma maneira que o modelo annealed.
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Figura 10 — Esquema das defini¢des de 6!"(¢) e 6 (t) para um neurdnio i com K =3 € 3

neurdnios pré-sinapticos. O neurdnio i esta representado pelo circulo vermelho.

0" (r) é a soma das sinapses entrando nele e 67*(r) € a soma das sinapses saindo

dele.

2.2.4 Oscilagoes estocdsticas em torno do ponto fixo

Vimos que, segundo a anédlise de campo médio, o modelo CCK atinge um estado es-
taciondrio. Por outro lado, as simulagdes mostram que o sistema flutua em torno desse valor.
Podemos entender a origem dessas flutuacdes escrevendo um mapa de campo médio para a

evolugdo temporal da atividade da rede p(¢) e do pardmetro de ramificagdo o(z).

Seguimos os passos dados em (FURTADO; COPELLI, 2006; ROZENBLIT; COPELLI,
2011; KINOUCHI; COPELLLI, 2006). Na aproximacao de campo médio, consideramos o nimero
de sinapses recebida pelos neurdnios K;.” = K e os elementos da matriz de probabilidade P;;(r) =
o(t)/K. Dessa maneira, se um neurdnio esta em repouso, a probabilidade dele ser excitado por
pelo menos um de seus vizinhos é

Po=1- (1-%)5 (2.17)

Seja P(t,s) a probabilidade de um neurdnio estar no estado s no instante de tempo ¢, a dindmica

do sistema € dada pelo seguinte sistema de equagdes

P(t+1,0) = P(t,n— 1) + (1 — P(t))P(£,0), (2.18)
p(t+1) = P (t)P(2,0), (2.19)
P(t+1,s) =P(t,s—1), 2<s<n-1), (2.20)

onde utilizamos que P(¢,1) = p(t). Utilizando a condi¢do de normalizagio

—1

P(1,0) =1 —nz P(t,s), (2.21)
s=1
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podemos eliminar a equagdo 2.18 e a equagdo 2.19 se torna

s=1

n—1
p(t+1)=P,(t) (1 - ZP(:,@). (2.22)
As equagdes 2.20 e 2.22 estdo acopladas a equagdo para o(f + 1) em fungdo de o(t) e

P(t,s). Essa equagdo pode ser obtida a partir da equagdo 2.4, utilizando a aproximagdo de campo

médio. Obtemos
1

o(t+1)=0()+ - (AK— o (1)) —uc(r)p(t), (2.23)

onde T = NK/¢.

N6s investigamos o caso n = 2, onde € possivel obter solucdes analiticas. Nesse caso, as

equacdes 2.20 e 2.22 se reduzem a

K
p(t+1)=[1—p(1)] [1— (1—M) : (2.24)

K

onde substituimos P,, por sua expressao, dada pela equagdo 2.17. O mapa de campo médio,
nesse caso, é dado pelas equacdes 2.24 e 2.23. Os valores de p e o no ponto fixo desse mapa
sdo p* e 0¥, dados pelas equagdes 2.7 e 2.6 com n = 2. Essas equagdes podem ser resolvidas
numericamente € a analise de estabilidade do ponto fixo pode ser feita calculando a Jacobiana

J(p,o) do sistema nesse ponto:

J(p*.0%) = Kl_p*lg*y(_l}+[1_p*]6*(1_p*k0*>1<—1 [1_p*]p*(1_p?*>1{‘1

* 1 *
—uoc l—2—up

(2.25)

A partir dai podemos calcular os autovalores da matriz e estudar a estabilidade do ponto fixo.

Quando estamos préximos da criticalidade podemos obter uma solucao aproximada do
mapa de campo médio para p* pequeno. Nesse caso, os pontos fixos sdo dados pelas equagoes

2.8 e 2.10. Definindo o tempo caracteristico de recuperag@o sindptica T = NK /€, obtemos:

AK —1
— 2.26
P = Tt (2.26)

AK

ot = AL HUT 2.27)

1+ur

Dai a matriz Jacobiana nos da

1—a b

J = , (2.28)



Capitulo 2. Modelos neuronais de criticalidade auto-organizada 34

onde

(2K —1)(AK —1)

T K(tur) (2.29)
_ —(Af;{ﬁ‘u;z (1 fur - AR DIKE 1)) , (2.30)
= W, 2.31)
-1 %. (2.32)

Note que a,b,c,d > 0. Os autovalores sao dados por

1
atd 1 fa—a2—abe. (2.33)

A =1—
J+ ) )

Ou seja, se (a —d)? — 4bc < 0, temos dois autovalores complexos conjugados de médulo e

argumento dados, respectivamente, por:

\As+| = /1 —(a+d)+da+bc, (2.34)

4bc — (a—d)?

w4+ = tarct
T arctan 2—(a+d)

(2.35)

Queremos saber 0 que acontece com esses autovalores quando o sistema estd proximo da
criticalidade. A equacdo 2.26 pode ser reescrita da seguinte maneira:

AK -1

of=1+ )
1+4+ur

(2.36)

Observe que ha duas maneiras de colocar o sistema préximo da criticalidade. A primeira é
fazendo A = 1/K e a segunda € utilizando valores de 7 grandes. Esperamos que AK seja da
ordem de 1, porém ndo esperamos que exista um ajuste tdo preciso de A. Por isso, utilizamos a
segunda maneira, o que € biologicamente plausivel, como discutido na sec¢ao 2.2.3. Nesse caso,
a,b,d < 1, pois sdo da ordem de 1/7, enquanto ¢ é da ordem de 1. Portanto, o termo 4bc domina

o argumento da raiz na equagio 2.33 e esperamos ter realmente (a — d)? — 4bc < 0.

Podemos expandir |A;4| em poténcias de 1/7 em primeira ordem. Obtemos

Ags| ~1— <<AK_2[(I§K_ D + %) G) . (2.37)

Logo, vemos que o mddulo dos autovalores é menor do que 1 e difere desse valor por um termo
da ordem de 1/7. Portanto, o ponto fixo do sistema é uma espiral estavel que estd pr6xima de

uma bifurcacdo de Neimark-Sacker, ou seja, estd proxima de perder a estabilidade e dar origem a
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uma curva fechada invariante (KUZNETSOV, 2004). Essa bifurcacio € a andloga da bifurcacdo
de Hopf para sistemas de tempo discreto. Dessa maneira, pequenas perturbac¢des no sistema sao
capazes de produzir oscilacdes estocdsticas. A frequéncia angular dessas oscilacdes é dada pelo
médulo do argumento dos autovalores |@. |. E interessante lembrar que, se AK < 1, as equagdes
2.26 e 2.27 deixam de ser solucdes do mapa de campo médio e a tinica solucdo, nesse caso, € o

ponto p* =0e 0" = AK, que € estavel quando AK < 1.

2.2.5 Estimulo externo

Uma das fun¢des de uma rede de neurdnios € responder a um estimulo externo. Podemos
simular esse fendmeno no nosso sistema colocando um estimulo de Poisson em cada neurdnio
que faz com que cada um deles dispare a uma taxa r. E interessante lembrar que na auséncia de
estimulo o sistema eventualmente cai no estado absorvente. Portanto, nas simula¢des anteriores,
onde ndo havia estimulo externo, era necessario estimularmos a rede quando todos os neuronios
estavam em repouso. Agora que introduzimos um estimulo externo ndo € necessario fazer mais

1SS0.

Em um passo de tempo, a probabilidade de um dado neur6nio disparar devido ao estimulo
externo € dada por

y=1—e". (2.38)

Note que, até agora, ndo foi necessdrio definir o valor de Ar. Tipicamente escolhe-se Af da ordem
de Ims, que é um valor de tempo plausivel para a duracdo do disparo de um neurdnio. Dessa
maneira, r seria medido em unidades de ms~'. Porém preferimos utilizar um resultado que

funciona para diferentes valores de A7 e medimos r em unidades de 1/At.

Estamos interessados na curva de resposta da rede, que € a curva da atividade média do
sistema p* em funcdo do estimulo r. A partir dessa curva, podemos medir a faixa dindmica, que
¢ o intervalo de estimulo que pode ser representado pela rede. J4 vimos, na secdo 1.2, as curvas
de resposta do modelo KC e que a faixa dinamica € otimizada nesse modelo quando ¢ = 1. J4
no modelo CCK, podemos usar a andlise de campo médio para prever o comportamento da curva
de resposta. Obtemos que, nesse caso, a atividade da rede no estado estacionario € dada por

(KINOUCHI; COPELLLI, 2006)

pr=[1—(n-1)p*|1-(1-p*c*/K)(1-7)|, (2.39)
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para o caso a = 1, e 6* é dado pela equacdo 2.6. Com as equagdes 2.6, 2.38 e 2.39, é possivel

encontrar uma expressao para r em funcio de p*. O resultado é o seguinte:

_ b _ Agp? B 1 —np*
r=4 {Kln <1 —8+uKNp*) In (—1 y l)p*ﬂ' (2.40)

E possivel inverter numericamente essa equacao para obter a curva de resposta. A partir da curva

de resposta é possivel obter a curva de ¢* em funcéo de r, utilizando a equagéo 2.6.

Podemos estudar os comportamentos assintéticos da equagdo 2.39. Quando r < 1, Yy~ 0
e a equacao 2.39 se torna a equagdo 2.5. Assim, a andlise de campo médio diz que, nesse limite,
p* tende a uma constante, dada pela equacdo 2.8, ou, no limite de N grande, pela equagio 2.9.
Segundo a mesma andlise, quando r — 0, o* também tende a uma constante, dada pela equagio
2.10, ou, no limite de N grande, pela equagdo 2.11. Logo, esperamos que, para qualquer N finito,
p* ndo va para zero quando r — 0, diferentemente do modelo KC, onde p* vai para zero junto
com r quando ¢ < 1. Portanto, esperamos que ndo seja possivel observar, no modelo CCK, uma
curva de resposta 6tima que obedeca a lei de Stevens para r pequeno, como € obtido no modelo
KC. Por que p* € finito quando r — 0? Logicamente, se r = 0, o sistema eventualmente vai
atingir o estado absorvente e, como nao ha estimulos, vai se manter 14. Porém, como discutido
anteriormente, o estado absorvente ndo € estavel (se AK > 1). Portanto, para qualquer r > 0, o
sistema eventualmente vai sair do estado absorvente e fazer grandes excursdes no espaco de fase

antes de retornar a esse estado, resultando em um p* # 0.

Quando r> 1, (1 —v) ~ 0 e a equagdo 2.39 nos da que
pr=1—(n—1)p%, (2.41)

que tem como solugdo p* ~ 1/n. Esse resultado pode ser entendido da seguinte maneira: se o
estimulo € muito alto, os neur6nios disparam sempre que estdo no estado de repouso S; = 0,
mas, como 0s neurdnios precisam passar por n — 1 estados antes de voltar ao estado de repouso,
eles disparam apenas uma vez a cada n passos de tempo, resultando em p* = 1/n. Substituindo

p* = 1/n na equagéo 2.6, temos

*

AKe
e+ 5
o que tende a zero no limite de N grande. E interessante observar a solucio da equacdo 2.39
quando o* = 0:

p*=[1—(n—1)p*|(1—e™), (2.43)
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Essa equacdo tem como solugdo
1— efrAt
Tl (n—1D)(1—e Ay

*

P (2.44)

que € a curva de resposta de uma rede desacoplada. Para N suficiente grande, o* € bastante
pequeno no limite r grande (equacao 2.42) e esperamos que a curva de resposta da rede se

aproxime dessa curva para valores grandes de r.

Concluimos que, segundo a andlise de campo médio, tanto 6* quanto p* tem comporta-
mentos simples: ambas tendem a constantes tanto para r pequeno quanto para r grande e, para r

grande, esperamos ter uma rede desacoplada.

2.2.6  Simulagoes

Nesta se¢do, nds descrevemos os detalhes das simulagdes do modelo CCK com dinamica
quenched e annealed. As simulag¢des foram feitas de diversas maneiras, dependendo do que
queriamos medir. Em geral, utilizamos o carregamento lento, onde nio ha estimulo externo e um
neurdnio € excitado toda vez que a rede atinge o estado absorvente. Variamos o nimero de sitios
da rede N de 4000 a 1024000 e simulamos desde uma recuperagdo sindptica muito lenta até uma
recuperacio sindptica muito rapida, variando o coeficiente de recuperacio sindptica € de 278
a2°. Os outros pardmetros do sistema séo os seguintes: o niimero de estados de um neurdnio
n; o nimero de vizinhos de um neurdnio K; o pardmetro assintético sindptico A; o parametro
de depressdo sindptica u; o expoente a. Utilizamos n = 3, ou seja, os neurdnios sao descritos
por automatos celulares com apenas um estado refratdrio. Os valores dos outros parametros
variam, mas, em geral, utilizamos K = 10,A =1,0,u =0,1 e a = 1. K = 10 é um valor pequeno
para o nimero de vizinhos de um neurdnio, mas permite simularmos redes com valores de N
grandes. A = 1,0 significa que as probabilidades P;; tendem a 1 quando os neurdnios estdo em
repouso e garante que AK —1 > 0 se K = 10. u = 0,1 significa que somente uma pequena fracao
das probabilidades P;; € reduzida quando um neur6nio dispara. a = 1 significa que o tempo
caracteristico da recuperagdo sindptica cresce linearmente com o nimero de neurdnios. Essa
dependéncia da dinamica das sinapses no tamanho da rede ndo € biologicamente plausivel, pois
a dindmica de uma sinapse ndo deve depender de informagdes nao locais, mas € necessdria para

obter criticalidade na rede e € a dependéncia utilizada na literatura.

Nas simulag¢des onde medimos os periodos transientes, evoluimos o sistema por 10°

passos de tempo seguindo a dindmica do modelo e calculamos ¢ (¢) e A(¢) de 10 em 10 passos
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de tempo. Diferentes condigdes inicias sdo obtidas variando o valor de ¢p. O valor de A(r) é
calculado através do método das poténcias. Geramos uma sequéncia de vetores by (k=0,1,2,...)
a partir de um vetor inicial qualquer by. A sequéncia € gerada aplicando a matriz F;; diversas

vezes a esse vetor, normalizando-o apds cada aplicagao

Pby,
bpr] = ——, (2.45)
Py
onde |...| denota a norma do vetor. Definimos a sequéncia i, dada por
W = b} Pby. (2.46)

Essa sequéncia converge para o maior autovalor da matriz P;;. Nas nossas simulagdes, iteramos

o procedimento 100 vezes, o que € o suficiente para garantir a convergéncia do método.

Na maioria das simulacdes feitas, medimos ¢* e A*. Nessas simula¢des, deixamos o
sistema evoluir por 10° passos de tempo para que ele atinja o estado estaciondrio. Em seguida,
medimos o (¢) e A(¢) de 100 em 100 passos de tempo durante 10° passos de tempo e, a partir
desses valores, calculamos as médias de o (¢) e A(¢). Repetimos esse procedimento para 5 valores
diferentes de A;; e P;;(0), obtendo as médias (o); e (1);, com i =1,2,3,4,5. Calculamos ¢* e
A* como a média dos (o); e (1);. Os erros dessas medidas sdo dados pelos respectivos desvios
padrio dos (c); e dos (4); e sdo da ordem de 10~* ou menor e, por isso, nio aparecem nos
graficos. Em outras simulagdes, € necessario medir p* e fazemos isso da mesma maneira. Os
valores de N nessas simulacdes variam de N = 4000 a N = 1024000, que sdo valores bem maiores
que os utilizados por Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015), cujo valor mdximo é

N = 32000. Repetimos essas simula¢des variando a maioria dos parametros do modelo.

Medimos também as correlagdes entre os sitios nas redes quenched e annealed. Nesse
caso, deixamos o sistema evoluir por 2 x 10° passos de tempo e medimos o" e o para todos

0s neurdnios apds o ultimo passo de tempo. Nessas simulacdes, utilizamos N = 32000 e € = 2.

Medimos os histogramas de A (¢) para redes quenched fazendo apenas uma simulag@o
por histograma. Deixamos o sistema evoluir por 10° passos de tempo, para que o sistema atinja
o estado estaciondrio, e, em seguida, medimos A(z) de 100 em 100 passos de tempo durante
106 passos de tempo. A partir desses valores de A(t), criamos os histogramas de P(A(t)), cujos

valores de N também variam de N = 4000 a N = 1024000.

Também medimos Ac*, o desvio padrio da distribui¢do de o (), e AL, o desvio padrio

da distribuigdo de A(7), para redes quenched e annealed. Isso é feito de maneira similar 2 medida
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de 6* e *. Rodamos o programa por 10° passos de tempo, para que o sistema atinja o estado
estaciondrio, e em seguida evoluimos o sistema por mais 10° passos medindo o(¢) e A(¢) de 100
em 100 passos de tempo. Com esses valores, obtemos os desvios padrdo Ac e AA. Fazemos isso
para 5 simulagdes com diferentes P,;(0) e A;;, obtendo Ac; e AA;, com i =1,2,3,4,5. Dai, Ac*
e AL* sdo dados, respectivamente, pelas médias dos Ac; e dos AA;. Os erros nessas medidas
sdo dados, respectivamente, pelos desvios padrao dos Ac; e dos AA;. Os erros sdo da ordem de
10~* ou menor e, por isso, ndo aparecem nos graficos. Nessas simulagdes, utilizamos diferentes

valores de a.

Para redes annealed, nés também plotamos a evolugdo temporal de p(z) e o(¢) no estado
estaciondrio e calculamos os espectros de frequéncia dessas sequéncias Sy (f) e S¢(f), respecti-
vamente. Para isso, calculamos p(¢) e o(¢) a cada passo de tempo por 10° passos. Utilizamos um
pequeno intervalo da simulac¢io para mostrar a evolucio temporal dessas grandezas e utilizamos
toda a sequéncia para calcularmos S, (f) e S5 (f), que sdo dados pelo valor absoluto das transfor-
madas discretas de Fourier das sequéncias p(t) e o(¢), respectivamente, para a frequéncia f. A
transformada discreta de Fourier € calculada através da transformada rdpida de Fourier (sigla em
inglés: FFT), através do pacote de métodos numéricos NumPy para a linguagem de programagao

Python. Nessas simulacdes, utilizamos a =0, 7=320e A =0,11.

Medimos distribui¢des de tamanho de avalanche para redes com dindmica quenched.
Evoluimos o sistema por 10° passos de tempo, para que o sistema atinja o estado estaciondrio,
e, em seguida, iniciamos 10° avalanches, uma seguida da outra, e medimos, ao final de cada
avalanche, o tamanho, isto €, o nimero de neurdnios que participaram da avalanche. Algumas
avalanches tem duracao infinita e, por isso, quando o tamanho da avalanche é maior ou igual a
10N, terminamos a avalanche, registramos o tamanho e iniciamos outra. A partir dos valores
obtidos, calculamos 1 — C(s), onde s é o tamanho da avalanche e C(s) é a distribuigdo de
probabilidade cumulativa. A distribuicao cumulativa € utilizada ao invés da distribuicao de
probabilidade P(s) para eliminar o ruido presente nesta. No caso critico, esperamos ter P(s) ~

s73/2 e, portanto, 1 — C(s) ~ s~ /2.

Por ultimo, simulamos a rede com dindmica quenched com um estimulo externo r.
Variamos r de 10> Ar~! até 10'Ar~!. O estimulo externo obedece uma distribuicéio de Poisson,
onde r € a taxa com que esse estimulo excita os neuronios. Nessas simulagdes, ndés rodamos
o programa por 10° passos de tempo, para que o sistema atinja o estado estaciondrio, depois

medimos A(z) e p(t) de 100 em 100 passos de tempo por mais 10° passos de tempo. As médias
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A* e p* sdo obtidas a partir de 5 simula¢des, como descrito anteriormente. Os erros também
ndo aparecem nos graficos pela mesma razao. E importante frisar que, nessas simulagdes, o
carregamento lento, onde um neurdnio € excitado toda vez que a rede entra em repouso, é

desligado.
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3 Resultados

Nesta se¢@o, nds mostramos os resultados das simulacdes do modelo CCK com dinamica
quenched e annealed. Os modelos e os detalhes das simulagdes estdo descritos na se¢do 2.2.
Primeiro, investigamos, para diferentes condicdes iniciais, se, apds um tempo transiente, o
sistema se auto-organiza em um estado estaciondrio (secdo 3.1). Dai, procuramos saber, para
diferentes valores dos parametros, se o estado estaciondrio € critico (secoes 3.2 e 3.3). Em
especial, queremos saber como 6* e A* se comportam quando N — co. Também investigamos
de onde vém as correlacdes entre os sitios no modelo quenched (secio 3.4). Depois, estudamos
como se comportam as flutuagdes em torno do valor estaciondrio dos modelos com dinamica
quenched e annealed e se elas se anulam no limite termodinamico (secdo 3.5). Nessa sec¢do,
também estudamos como conseguir criticalidade para N finito através de um ajuste fino. Apds
isso, estudamos qual a transicao de fase que acontece no sistema com dindmica quenched e
a que classe de universalidade ela pertence (secdo 3.6). Em seguida, estudamos avalanches
neuronais no modelo com dindmica quenched e se € necessario um ajuste fino para obter leis de
poténcia nas distribui¢des de tamanho de avalanche (se¢do 3.7). Finalmente, calculamos a curva

de resposta do modelo e a faixa dindmica (se¢ao 3.8).

3.1 Evolucdo temporal

Queremos saber como o sistema evolui a partir de diferentes condi¢des iniciais. Deixamos
o sistema evoluir com dindmica quenched e annealed. Iniciamos o sistema com oy entre 0 e 2
variando de 0,2 em 0,2. O resultado é encontrado na Fig. 11, onde plotamos a evolug¢do temporal
de o(t) e A(t). Nela utilizamos N = 32000, e =2,n =3, K=10,A=1,0,u=0,lea=1. o(¢)
€ o parametro de ramificacio global, que mede quantos neurdnios em média um neurdnios excita
apos o seu disparo. o(r) mede a criticalidade de redes descorrelacionadas e € critico quando é
igual a 1. A(¢) é o maior autovalor da matrix P;;, que mede a criticalidade inclusive de redes

correlacionadas e € critico também quando € igual a 1.

Na Fig. 11(a), vemos que, no modelo com dindmica annealed, independentemente do
valor inicial, o sistema se auto-organiza em um valor estaciondrio que parece estar proximo da

criticalidade, isto €, independentemente do valor inicial, o(¢) atinge uma distribuigao estaciondria
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Figura 11 — Evolugdo temporal de o(r) e A(r) para redes com dindmica quenched e annealed
a partir de diferentes condicdes inciais. Todas as curvas se auto-organizam em um
valor estaciondrio préximo de 1, exceto o(f) nas redes quenched, em (c), que se
auto-organiza em um valor estaciondrio proximo de 1,1. Parametros: N = 32000,
e=2,n=3,K=10,A=10,u=0,l,a=1.

que parece estar flutuando em torno de 1. Na Fig. 11(b), temos a evolugdo de A (¢), que é idéntica
aevolugdo de o () (Fig. 11(a)), como esperado, ja que no modelo annealed ndo temos correlagdes

na rede e esperamos encontrar ¢ () = A(t).

Na Fig. 11(c), vemos que, no modelo com dindmica quenched, independentemente do
valor inicial o sistema se auto-organiza em um valor estaciondrio também, porém o (¢) flutua
em torno de 1,1 e, portanto, ndo sabemos se o sistema atingiu um estado critico. Como sabemos
que o pardmetro de controle correto é A(¢), e ndo 6(r) (LARREMORE; SHEW; RESTREPO,
2011), na Fig. 11(d), fazemos o mesmo grafico com A(z) ao invés de o(z), onde vemos um
comportamento similar ao caso annealed. Ou seja, independentemente do valor inicial, A(¢)
atinge uma distribuicd@o estaciondria que parece estar flutuando em torno de 1. Logo, esperamos

que a rede quenched também se auto-organize em um estado critico.
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3.2 Dependéncia do coeficiente de recuperacdo sindptica

Agora que estabelecemos que o sistema se auto-organiza em um estado estaciondrio
préximo da criticalidade, queremos saber se esse estado € realmente critico. A andlise de campo
médio (equacdo 2.14) nos diz que o sistema nao € critico para N finito, mas ela prediz que, para
N suficientemente grande, 6* difere do valor critico por uma constante que multiplica 1/N,
quando a = 1. Por isso, plotamos, na Fig. 12, c* e A* versus 1/N para diferentes valores de €.
c* e A* sdo, respectivamente, os valores médios no estado estaciondrio de () e A(z). Se as
redes flutuam em torno do valor critico no estado estacionario, esperamos que ¢* = 1, se elas

sdo descorrelacionadas, e que A* = 1, sendo as redes correlacionadas ou néo.

Na Fig. 12, N varia de 16000 até 256000 e € de 273 até 2°. Lembrando que € é o
coeficiente de recuperacao sinaptica e ele diz com que velocidade as sinapses se aproximam
do valor assintético A. Quando € é grande (pequeno), as sinapses de aproximam rapidamente
(lentamente) do valor assintético. Os outros parametros sion =3, K =10,A=1,0,u=0,1¢
a = 1. Todos os pontos parecem estar alinhados e, por isso, eles sdo ajustados com curvas do

tipo fo(N) = 06+ Bs/N e f,(N) = o, + B, /N para 6* e 1*, respectivamente.

Observe na Fig. 12(a) que, no caso com dinamica annealed, a maioria dos pontos ndo sao
criticos. Para € > 2, 6* se comporta como a equagio 2.14, ou seja, os valores sdo supercriticos,
mas diferem da criticalidade somente por um fator da ordem de 1/N. Quando € é pequeno, 6* é
menor que 1 e ndo depende de N. Esse € o regime onde o sistema se auto-organiza num estado

estaciondrio que € subcritico.

A equacgdo 2.14 falha para valores de € pequenos, porque, ao derivar esse equagao,
assumimos que o estimulo externo é nulo. Porém, quando o sistema est4 no estado subcritico,
as avalanches s3o pequenas e, por isso, boa parte da atividade da rede € causada pelo estimulo
externo (do carregamento lento), dado que o sistema atinge o estado absorvente mais vezes. Dessa
maneira, se o sistema se mantém no estado subcritico, ndo podemos considerar r = 0. O efeito
do estimulo externo ¢ aumentar a depressao sindptica, como veremos mais tarde. Para valores
de € grandes, o sistema passa pouco tempo nos estados subcriticos, porque o carregamento
consegue vencer a depressdo sindptica devido ao estimulo externo e colocar o sistema em estados
supercriticos. Por isso, nesse caso, o estimulo externo pode ser considerado como desprezivel.
Porém, para valores de € pequenos, o carregamento ndo € rapido o suficiente para contrapor a

depressdo sindptica devido ao estimulo externo. Assim, o sistema se mantém no estado subcritico
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Figura 12— 0* e A* versus 1/N para redes com dindmica quenched e annealed com varios
valores de €. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. As linhas sdo curvas do
tipo fo(N) = 06+ Bs/N e f,(N) = oy + By /N para 6* e A*, respectivamente, que
melhor se ajustam aos dados, exceto por (a) onde as curvas sdo dadas pela equagao
2.11 para € > 2. As setas apontam para o valor 1 e, em (c), também para 1,105.
Parametros: n =3, K=10,A=1,0,u=0,1,a=1.

contrério a previsao da equacao 2.14.

Para € > 2, ao invés do ajuste, nds utilizamos a equagao 2.14 para desenhar as retas que
aparecem na Fig. 12(a). Observe que os pontos estdo exatamente sobre as curvas, 0 que mostra
que a andlise de campo médio prediz corretamente o comportamento de ¢* para redes annealed
nesse intervalo de parametros. Observe que a equagdo 2.14 diz que quanto maior €, maior o N
necessario para atingir criticalidade, como pode ser observado na figura. Isso pode ser entendido
da seguinte maneira: valores de € aumentam o carregamento do sistema, levando-o na direcdo da
supercriticalidade, mas, quando aumentamos N, o carregamento diminui, ja que ele depende de
€/(NK) (para a = 1), levando o sistema de volta a criticalidade. A Fig. 12(b) para A* ¢ idéntica

a Fig. 12(a), como esperado.

Na Fig. 12(c) nds temos os valores de 6™ versus 1/N e os respectivos ajustes para redes

com dindmica quenched. O comportamento € similar as redes com dinadmica annealed, porém,
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para € > 2, 0* se comporta como

Q
*~ 1,105+ -2 3.1
o} 105+, (3.1)

para alguma constante €, ao invés de seguir a equacao 2.14. Isso mostra que a andlise de campo
médio ndo descreve bem o caso quenched. Por outro lado, o parametro de controle correto da
rede com dindmica quenched, como visto por Larremore et al., é A* (LARREMORE; SHEW;
RESTREPO, 2011). Na Fig. 12(d), vemos que, para € > 2, ele difere do valor critico 1 por um
fator proporcional a 1/N:

At~ 1+ (3.2)

/

q
N’
para alguma constante Q;. Isso mostra que, para € > 2, 6* # o, = 1 no limite de N grande,
porque a dindmica cria correlagdes na rede, ja que, para esses mesmos valores de €, a rede se
organiza num estado que € critico com A* = A, = 1 nesse limite. Além disso, pode-se perceber

também que, a medida que € cresce, sao necessarios valores de N cada vez maiores para estar

proximo da criticalidade.

Portanto, vemos que, tanto para a rede quenched quanto para a annealed, o espago de
parametros (A,€,u,K,n) parece se dividir em um hipervolume de dimensao 5 que é subcritico

quando N — oo e um hipervolume de dimensao 5 que € critico quando N — oo (paraa = 1).

Podemos ver esse resultado de outra maneira através da Fig. 13. Nela, plotamos ¢*
e A* versus € para valores de N entre 8000 e 256000. Deixamos € variar entre 2~* ¢ 2°. Os
outros parametros sdo: n =3, K=10,A=1,0, u = 0,1 e a = 1. Na Fig. 13(a), vemos que,
para a rede com dinamica annealed, quando € € pequeno, temos o regime subcritico, onde as
curvas colapsam uma na outra, e, para valores de € 2 2, temos um platd, onde 6* ~ 1 para um
intervalo amplo dos parametros, que aumenta junto com o valor de N. Isso pode ser entendido
da seguinte maneira: como, para valores grandes de €, sdo necessarios valores de N cada vez
maiores para atingir a criticalidade, quando aumentamos N é possivel ter valores de € cada vez

maiores proximos da criticalidade.

Ap6s o platd, o™ diverge, pois P;; se aproxima muito rapidamente de A, o que faz com
que c* se aproxime rapidamente de AK. Segundo a andlise de campo médio, o platd observado
¢ encontrado nas redes annealed quando plotamos ¢* versus qualquer parametro p diferente de
N. Isso pode ser visto observando a equagdo 2.14 onde vemos que a derivada d6*(N,p)/dp se
anula quando N — co:

do*(N,p) C

0 N (3.3)
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para alguma constante C, e a = 1.

Perceba também que como as curvas da Fig. 13 cruzam o valor critico, existe um valor
de € para o qual o sistema € exatamente critico. Esse € uma maneira de colocar manualmente
o sistema na criticalidade, chamada de ajuste fino. Falaremos mais tarde de como obter esse
ajuste fino, mas, em resumo, o ajuste fino € quando escolhemos os parametros de maneira que
o carregamento, que depende de A e €, cancela exatamente a dissipacdo, que depende de u, e,
portanto, o sistema se torna conservativo e critico. Na Fig. 13(b), para A* em redes annealed,

temos novamente curvas idénticas as curvas para c*.
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Figura 13 — 0* e A* versus € para redes com dindmica quenched e annealed com vdrios valores
de N. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. A linha horizontal € o valor
critico 1 e a linha tracejada € 1,105. As outras linhas s@o guias para os olhos. Observe
que em (a), (b) e (d) hd um platé em torno de 1 que aumenta a medida que N cresce.
Pardmetros: n =3, K=10,A=1,0,u=0,1,a=1.

No caso quenched, temos a curva para 6* versus € na Fig. 13(c). O comportamento é
similar a rede annealed, porém o plat6 se encontra em ¢* = 1,105. Entretanto, como a Fig. 13(d)
mostra um platd em A* = 1, vemos novamente que o sistema quenched também se organiza num
estado critico, mas as correlagdes entre os sitios fazem com que 6* # o, = 1. Note que, também
para a rede quenched, sdo necessdrios valores de N cada vez maiores para que um valor de €
grande esteja proximo da criticalidade e que podemos ter um ajuste fino do sistema em um valor

critico escolhendo um valor de € para cada valor de V.
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Para confirmar que, nas redes quenched, o valor de ¢* = 1,105 corresponde ao valor
de A* =1 e que, nas redes annealed, " = A*, nds plotamos A* versus ¢* na Fig. 14. Os
dados utilizados na Fig. 14 sdo os mesmos da Fig. 12. Os valores de A* ¢ ¢* sdo idénticos
nas redes annealed e os pontos se encontram exatamente na curva da func¢do identidade. Isso
¢ consistente com o fato de ndo termos correlacdes na rede e, por isso, vemos que, nesse caso,
o™ € o pardmetro de controle correto. Nas redes quenched, a relagdo de A* em fungdo de o™ é
crescente, porém nao linear. Contudo vemos que o valor de A* = 1 se encontra exatamente em
o* = 1,105. Logo, as redes quenched se organizam em um estado critico realmente e esperamos

que existam correlacdes na rede ja que o™ # A*.
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Figura 14 — A* versus 6* para redes com dindmica quenched e annealed. Os diferentes pontos
sdo obtidos variando N e €. A linha tracejada horizontal é A* = 1 e as linhas
tracejadas verticais sdo 6* =1 e 0* = 1,105. A linha tracejada diagonal é a funcdo
identidade A* = o*. ParAmetros: n =3, K =10,A=10,u=0,lea=1.

Observando os ajustes f5(N) = s+ PBs/N e f5,(N) = ay + B, /N daFig. 12, n6s vemos
que limy_ 6* = g € limy_,c A* = @ . Esses valores foram plotados como fungo de € na
Fig 15 com €& variando de 278 até 2°. Os outros pardmetros sion =3, K = 10,A = 1,0, u = 0,1

ea=1.

Na Fig. 15(a), vemos que, no caso annealed, limy_;. 6* € menor que 1 para € pequeno,

cresce ao aumentar € e se torna igual a 1 com menos de 1% de erro para € 2 2. Na Fig. 15(b)
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Figura 15 — O limite quando N — oo de 6* e A* versus € para redes com dindmica quenched e
annealed. A linha horizontal € o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As curvas
s@o guias para os olhos. Parametros: n =3, K =10,A=1,0,u=0,1,a=1.

para limy_,. A* da rede com dindmica annealed temos uma curva idéntica a curva 15(a), como

esperado.

Na Fig. 15(c), vemos que, na curva do limy_,..6* da rede com dindmica quenched,
temos um comportamento similar ao caso annealed, porém para € = 2 temos limy_,.. 6* = 1,105
com menos de 1% de erro. Como jd sabemos, esse valor de 6* corresponde a A* = A, = 1. Dessa
maneira, também vemos na curva 15(d) um comportamento similar ao caso annealed, onde,

dessa vez, limy_,. A* = 1 com menos de 1% de erro para € 2 2.

Resumindo, redes annealed e quenched sao subcriticas, se € < 2, e criticas, se € = 2, no
limite de tamanho infinito e nunca sao supercriticas nesse limite. Isso confirma que o espago de
parametros (A,€,u,K,n) se divide em um hipervolume de dimensao 5 que € subcritico quando
N — o0 e um hipervolume de dimensado 5 que € critico quando N — o (com a = 1). Esse ¢ um

dos principais resultados desse trabalho.
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3.3 Dependéncia com outros parametros

Agora que percebemos que o espago de pardmetros se divide em dois hipervolumes um
subcritico no limite termodinamico e o outro critico, vamos variar, por completude, os outros
pardmetros e observar como 6* e A* se comportam a medida que N cresce. Iremos encontrar dois
regimes: um que € subcritico para N grande e outro que se aproxima do valor critico quando N
cresce, como esperado. Além disso, iremos observar platds proximos do valor critico nas curvas
com grandes valores de N. Iremos observar também que para alguns valores dos parametros o

sistema € exatamente critico devido a um ajuste fino, do qual, mais tarde, falaremos mais.

Como sabemos que para valores pequenos de € o sistema € subcritico, vamos estudar
o comportamento do sistema para dois valores de €: um moderado, € = 8, e um alto, € = 128.
Variamos A, u € K e mantemos o numero de estados do autdmato n = 3 pois o valor de n
indica apenas quanto tempo o neurdnio se mantém no periodo refratario apds o disparo e as
propriedades do sistema ndo devem depender fortemente disso. Na sec@o 3.3.1, nés estudamos a
dependéncia com A, na se¢do 3.3.2, nds estudamos a dependéncia com u e, por ultimo, na secao

3.3.3, n6s estudamos a dependéncia com K.

3.3.1 Dependéncia do parametro assintotico sindptico

O pardmetro assintotico sindptico A nos diz qual o valor que F;; se aproxima na auséncia
de disparos. Como P;; € uma probabilidade, o valor maximo de A € 1. Quando escolhemos
esse valor para A, significa que, se um neurdnio ficar em repouso por tempo o suficiente, as
suas sinapses estardo tdo fortes ao ponto que o disparo desse neurdnio garante o disparo dos
seus vizinhos. Isso ndo ocorre necessariamente na realidade, portanto € interessante explorar
valores menores de A. Veremos que o as propriedades do sistema sdo robustas em relacio a
variag¢do desse parametro. Entretanto, se A for muito pequeno, F;; ndo serd grande o suficiente
para termos o(f) > 1 e o sistema sera subcritico. Isso pode ser visto da seguinte maneira: observe
que o(t) = KP, onde

1

P=—YP. 34
VK LP (3.4)

Para que o (¢) ~ 1, é necessério que P ~ 1/K. Portanto, se A < 1/K, ndo serd possivel satisfazer

essa condicdo e o sistema serd subcritico. Observe também que a derivagcdo da equacdo 2.10 s6 €

valida se AK > 1.
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Plotamos, primeiro, na Fig. 16, 6* ¢ A* versus A para € = 8 com N variando de 4000
até 128000. Os outros parametros sao n = 3, K = 10, u = 0,1 e a = 1. Na Fig. 16(a), n6s vemos
que, no caso annealed, o* é subcritico para A < 0,2, como esperado para valores de A préximos
de 1/K (0,1 para K = 10). Por outro lado, a2 medida que A cresce, nds vemos um platd que se
aproxima de 6* = 6, = 1 no limite de N grande. Observe que, para cada valor de N, podemos
fazer um ajuste fino de A para tornar o sistema exatamente critico. Na Fig. 16(b), para A*, nés

vemos uma curva idéntica a curva para 6, como esperado.
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Figura 16 — 0* e A* versus A para redes com dindmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 8. As barras de erro nao aparecem nessa escala. A linha horizontal
€ o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias para os
olhos. Parametros: n =3, K =10, u=0,1,a=1.

Na Fig. 16(c), nés vemos que, no caso quenched, c* segue uma curva que lembra o
caso annealed, porém, a partir desse grafico, ndo é possivel dizer quando o sistema € critico,
pois ndo sabemos se 6* = 1,105 ainda corresponde ao valor critico. Por isso, nds recorremos a
curva para A* na Fig. 16(d). Nela, também observamos que o sistema é subcritico para A < 0,2
e, para valores maiores de A, vemos novamente um plato que se aproxima de A* = A, = 1 para

N grande. Além disso, vemos que é possivel fazer um ajuste fino de A para obter A* = 1.

Na Fig. 17, n6s plotamos 6* € A* versus A para € = 128 variando N novamente de 4000

a 128000. Os outros parametros sd@o os mesmos da Fig. 16. Na Fig. 16(a), plotamos novamente
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0" para o caso annealed e temos, como esperado, um regime subcritico para A pequeno. Para
valores de A maiores, nds vemos curvas crescentes de ¢* que se aproximam do valor critico ao
aumentarmos N. Para N = 128000, vemos que a curva estd praticamente horizontal, formando
um platd, e estd proxima de 1. Comparando as Figs. 16(a) e 17(a), vemos que, para valores de €
grandes, sdo necessérios valores de N maiores para alcangar a criticalidade. A Fig. 17(b) para A *

no caso annealed € trivial.
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Figura 17 — 0* e A* versus A para redes com dindmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 128. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. A linha
horizontal € o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias
para os olhos. Pardmetros: n =3, K =10, u =0,1,a = 1.

Para o caso quenched, plotamos ¢* versus A na Fig. 17(c). Novamente ndo € possivel
dizer a partir dessa figura se o sistema € critico ou ndo. A Fig. 17(d) mostra A* versus A para
o caso quenched. Vemos um regime subcritco para A pequeno e, para valores maiores de A,
curvas crescentes que se aproximam do valor critico a medida que N cresce de maneira que,
quando N = 128000, temos uma curva praticamente horizontal, pr6xima de A* = 1. Também
observamos que € possivel fazer um ajuste fino dos paradmetros para obter a criticalidade para

valores de N finitos tanto no caso quenched quanto no caso annealed.
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3.3.2 Dependéncia do parametro de depressdo sindptica

O parametro de depressdo sindptica nos diz a fracdo da forga sindptica P;; que € perdida
quando um neurdnio dispara. A depressao sindptica ocorre biologicamente devido a perda dos
neurotransmissores que sio liberados quando um potencial de a¢do chega nos terminais pré-
sindpticos. E de se esperar que um valor da fracio u pequeno modele melhor esse efeito, pois um
neurdnio € capaz de excitar seus vizinhos vérias vezes em disparos consecutivos. Porém, por

completude, nds variamos u entre 0,1 e 1,0.

Os gréficos de 0* e A* versus u para € = 8 e diferentes valores de N estdo na Fig. 18. N
varia de 4000 a 128000 e os outros parametros saon =3, K =10,A = 1,0 e a = 1. Na Fig. 18(a),
vemos as curvas de o* para a rede annealed. Para valores pequenos de u a rede € supercritica e
se aproxima do valor critico a medida que N cresce. Mas, ao aumentar u, a rede se aproxima de
um regime que € subcritico para N grande. Isso € esperado ja que, quando u cresce, aumenta o
efeito da depressdo sindptica e o sistema € levado em direcdo a subcriticalidade. A Fig. 18(b) de

A* para a rede annealed € trivial.
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Figura 18 — 0* e A* versus u para redes com dindmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 8. As barras de erro nao aparecem nessa escala. A linha horizontal
€ o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias para os
olhos. Parametros: n =3, K =10,A=1,0ea=1.

A Fig. 18(c) mostra as curvas de o* para a rede quenched. Vemos que ¢* também
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decresce com u, mas ndo € possivel saber se o sistema € critico ou ndo a partir desse gréfico.
Ja na Fig. 18(d), temos o grafico de A* versus u para a rede quenched. O comportamento é
praticamente idéntico ao da rede annealed. Para valores pequenos de u, o sistema € supercritico e
se aproxima da criticalidade a medida que N cresce, mas, aumentando u, o sistema entra em um
regime que € subcritico para N grande. Note novamente que, tanto no caso annealed quanto no
caso quenched, € possivel escolher, para cada valor de N, um valor de u que coloca o sistema

exatamente na criticalidade.

Na Fig. 19, temos os gréficos de 6* e A* versus u para € = 128 e diferentes valores de
N. Os valores de N e dos outros parametros sdo os mesmos da Fig. 18. Na Fig. 19(a), temos os
graficos de o* para a rede annealed. Apesar de ¢* decrescer com u devido a depressdo sindptica,
o sistema ndo entra no regime subcritico. Além disso, a medida que N cresce, as curvas se
aproximam da criticalidade de maneira que temos um platd proximo de 6* = 1 para N = 128000.

A curva 19(b) para A* na rede annealed € trivial.
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Figura 19 — 6* e A* versus u para redes com dinidmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 128. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. A linha
horizontal € o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias
para os olhos. Pardmetros: n =3, K =10,A=1,0ea = 1.

Na Fig. 19(c), temos os graficos de A* versus u para a rede quenched. A curva aparenta

estar se tornando subcritica a medida que u cresce, mas ndo podemos ter certeza, ja que ¢ ndo é
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o pardmetro de controle correto. Ao observar o grafico de A* versus u para redes quenched na Fig.
19(d), n6s vemos que o comportamento €, na verdade, praticamente idéntico ao da rede annealed.
Ou seja, as curvas sdo decrescentes, mas ndo entram no regime subcritico, e, a medida que N
cresce, se aproximam da criticalidade. Dessa maneira, quando N = 128000, temos praticamente

uma curva horizontal préxima de A* = 1.

3.3.3 Dependéncia do niimero de vizinhos

O ndmero de vizinhos foi fixado até agora em K = 10, diferentemente do modelo da LHG,
onde todos os neurdnios estdo ligados com todos. E razodvel supor que o ndmero de sinapses é
muito menor que o numero de neurdnios € € muito mais vantajoso computacionalmente escolher
um valor de K pequeno. Contudo pode se argumentar que K = 10 € um valor muito pequeno, ja
que um neurdnio cortical envia em torno de 1000 sinapses em média e recebe, em média, em
torno de 10* sinapses (KANDEL et al., 2013). Entretanto, nesta secao, nds variamos K entre
10 e 100 apenas, por limites computacionais. A boa noticia é que o comportamento de 6* e A*
nao parece depender do ndmero de vizinhos. Por outro lado, no modelo annealed, Costa et al.
(COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015) argumentaram que a diferenca de topologia entre o
modelo LHG, onde todos estdo ligados com todos, e 0 modelo CCK, onde K = 10, faz com que
as flutuacdes do modelo CCK se anulem no limite termodindmico e as do modelo LHG, néao.
Entretanto, neste trabalho, ndo foi investigado se o comportamento das flutua¢des de o (¢) e A(¢)

depende do nimero de vizinhos.

Na Fig. 20, n6s plotamos 6* e A* versus K para redes com dindmica annealed e quenched
com € = 8 e N entre 10000 e 80000. Os outros parametros sion =3,A=1,0,u=0,1ea=1.
Nas Figs. 20(a) e 20(b), vemos que na rede com dinidmica annealed 6* e A* praticamente nao
dependem de K. Além disso, vemos que, a medida que N cresce, o sistema se aproxima da
criticalidade, como esperado. Ja nas Figs. 20(c) e 20(d), vemos que, na rede com dinamica
quenched, o* decresce com K e se aproxima de 1 para valores de N fixos, enquanto A* se
mantém praticamente constante com K. Perceba que, quando todos os neurdnios estao ligados
com todos, a rede com dindmica annealed € bastante parecida com a rede com dinamica quenched.
Por isso, quando aumentamos K a rede quenched se aproxima da rede annealed e as correlacdes
entre os O'ii" e 6" diminuem fazendo com que 6 se aproxime de A *. E isso o que vemos na Fig.

20(c). Além disso, na Fig. 20(d), nés vemos que A* se aproxima de 1 a medida que N cresce.
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Figura 20 — 6* e A versus K para redes com dindmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 8. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. A linha horizontal
€ o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias para os
olhos. Parametros: n =3,A=1,0,u=0,1ea=1.

Na Fig. 21, n6s plotamos 6* e A* versus K para redes com dindmica annealed e quen-
ched com € = 128. Os valores de N e dos outros parametros sao os mesmos da Fig. 20. Nas
Figs. 21(a) e 21(b), nds temos as curvas de 6* e A*, respectivamente, para a rede com dinAmica
annealed. Novamente elas praticamente ndo dependem de K e se aproximam da criticalidade
para N grande, entretanto esse processo € mais lento que na Fig. 20, pois, para valores de € mais

altos, € preciso valores de N mais altos para atingir a criticalidade.

Nas Figs. 21(c) e 21(d), temos os gréficos de 6* e A* para a rede com dindmica quenched.
Podemos ver novamente que as correlagdes da rede diminuem quando K aumenta, pois ¢*
decresce junto com K, se aproximando de A*. Também vemos, a partir da Fig. 21(d), que os
valores de A* ndo parecem depender de K e que a rede se torna critica lentamente 2 medida que

N cresce.

3.4 Correlagdes sindpticas

Qual é a correlagdo responsavel pela diferenga entre ¢* e A* nas redes quenched? De

onde ela se origina? Para responder a essas perguntas, recorremos ao trabalho de Restrepo et al.
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Figura 21 — 0* e A versus K para redes com dindmica quenched e annealed com diferentes
valores de N e € = 128. As barras de erro ndo aparecem nessa escala. A linha
horizontal € o valor critico 1 e a linha tracejada é 1,105. As outras linhas sdo guias
para os olhos. Pardmetros: n =3,A=1,0,u=0,lea=1.

(RESTREPO et al., 2007). Nesse trabalho, os autores derivaram uma boa aproximagao para redes
com grau homogéneo, como a nossa, e estaticas, com 6(t) = 6 e A(t) = A. A aproximagio diz

que:

A:nc, (3'5)

Gjnaput
n:< 1621 >7 (36)

onde M € chamado de coeficiente de correlagdo. Esse coeficiente depende do parametro de
. ~ t K . A A . I _ » . .
ramificagdo local o7 =} Pji e do pardmetro de convergéncia local 0;" =} ; P;; (veja a Fig.
10). O simbolo (...) denota a média sobre os neurdnios i. O coeficiente 11 mede se as sinapses
chegando e saindo dos neur6nios estdo correlacionadas. Se as sinapses sdo descorrelacionadas
(oirof) = (oi") (o) = 02, jd que (0/") = (07"} = 0, e, portanto, N = 1 ¢ A = 0. Para
sinapses correlacionadas, 1 > 1 e A > 0, e, para sinapses negativamente correlacionadas, n < 1
e A < 0. Para sinapses dindmicas basta substituir 17, o, A e os pardmetros locais por seus

correspondentes dependentes do tempo.

Queremos saber entdo se os parametros de ramificacdo e convergéncia locais sdo correla-

cionados nas redes quenched e annealed. Entdo, para ambas as redes, nds plotamos, na Fig. 22,
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Gii" versus o para um instante de tempo no regime estaciondrio. Os pardmetros sdo N = 32000,
e=2,n=3,K=10,A=1,0,u=0,1 e a= 1. NaFig. 22(a), n6s vemos que, na rede annealed,
as duas quantidades sdo descorrelacionadas. O coeficiente de correlagdo de Spearman é —0,0009,
compativel com 1(¢) ~ 1 e A(t) ~ o(t). Na Fig. 22(b), nés plotamos a mesma curva para redes
quenched. Dessa vez, as duas quantidades sdo negativamente correlacionadas. O coeficiente de
correlagdo de Spearman é —0,662, consistente com A (#) < o (). A correlagdo negativa tem uma
explicacdo intuitiva: se um neurdnio tem um coeficiente de convergéncia local Gii” alto (baixo),
ele ird disparar mais (menos) frequentemente, o que deprimird mais (menos) frequentemente
as suas sinapses, implicando em um menor (maior) pardmetro de ramificagdo local 7. No
caso extremo em que nenhuma sinapse estd entrando no neurdnio i, temos que Gii" = 0. Dessa

maneira, o neurdnio praticamente nio dispara e 6" ~ AK.
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Figura 22 — Gl-i” versus Gi"m para redes com dinamica annealed (a) e quenched (b) no regime
estacionario com N = 32000 e € = 2. As linhas tracejadas sdo as curvas Gii”,crio’” =
1,0 no caso annealed e Gii”,cl."”t = 1,105 no caso quenched. Outros parametros:
n=3,K=10,A=1,0,u=0,1 ea= 1.0 coeficiente de correlacio de Spearman
para o caso annealed € —0,0009 (nado correlacionado) e para o caso quenched é
—0,662 (forte correlacdo negativa).

E importante perceber que a diferenca entre 6(¢) e A(¢) ndo é devida a mudancas na
topologia definida pelos A;;. Estamos lidando com redes do tipo ER com pesos e a dinimica

modifica os pesos das conexdes da rede Fjj, € ndo os A;;.
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3.5 Flutuagdes de A(t) e 6(7)

Agora que ficou estabelecido que as redes com dinamica quenched e annealed ou sdo
criticas ou sdo subcriticas no limite que N — oo, queremos saber se as flutuacdes da rede em
torno do ponto critico se anulam a medida que o sistema aumenta e se aproxima da criticalidade.
Primeiro, nds estudamos, na sec¢do 3.5.1, o caso a = 1, que € o foco desse trabalho, e, na secao
3.5.2, 0 caso a = 2/3, onde nds fizemos um ajuste fino para obter criticalidade no sistema com
tamanho finito. Nesses casos, nds estamos interessados no modelo com dindmica quenched,
que é o mais préximo da biologia, j4 que o modelo com dindmica annealed ja foi estudado
por Costa et al. (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015). Além disso, como sabemos que 0o
parametro de controle correto da rede com dindmica quenched é A*, e ndo ¢*, focamos nas
flutuacdes de A (¢) em torno de A* e no desvio padréo dessas flutuagdes AL*. Na sec¢do 3.5.3, nds
abordamos rapidamente o caso a = 0, que € o caso biologicamente plausivel, em que a dindmica
de recuperacdo sindptica ndo depende de N. Esse caso ndo foi o foco do nosso trabalho, porque
nds resolvemos abordar a dependéncia utilizada na literatura, onde a dindmica das sinapses
depende de N. Para o caso a = 0, ja que ele nao foi estudado anteriormente, nés focamos no caso

annealed e nas flutuagdes de o (7).

3.5.1 Casoa=1

Assim como nas figuras anteriores, agora, consideramos a = 1. Nesse caso, a dinamica
das sinapses depende do tamanho da rede N, que € uma informag¢do ndo local. Mais especifica-
mente, essa dependéncia faz com que a recuperacado sindptica se torne cada vez mais suave a
medida que o sistema aumenta e, por isso, essa dependéncia € necessdria para obtermos criticali-
dade no limite termodindmico. Na Fig. 23, nés temos histogramas de A (¢) no regime estaciondrio
e os respectivos desvios padrdo para € = 8,16,32,64. Variamos N entre 32000 e 1024000. Os
outros parametros sion =3, K =10,A=1,0, u = 0,1 e a = 1,0. Com esses parametros, o
sistema estd no regime que € critico para N grande. Na Fig. 23(a), vemos claramente que a
largura dos histogramas diminui a medida que N aumenta. Isso € corroborado pela Fig. 23(b),
onde plotamos AA* em funcdo de 1/N para o mesmo valor de €. Essa curva pode ser ajustada por
uma lei de poténcia AA*(1/N) ~ B(1/N)™ com m = 0,386+ 0,006 e B constante, mostrando
que AA* se anula quando N — oo, Para € = 16, temos um comportamento parecido. A Fig.

23(c) também mostra claramente que os histogramas se tornam mais estreitos a medida que N
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aumenta. Na Fig. 23(d), também vemos que os pontos obedecem uma lei de poténcia, exceto
pelo menor valor de N (maior valor de 1/N). Excluindo esse ponto, ajustamos a curva com a
mesma func¢do usada anteriormente e obtemos m = 0,37 +0,01. Portanto, o modelo CCK com
dindmica quenched exibe um possivel comportamente de SOC, de maneira similar aos modelos

conservativos.

Na Fig. 23(e), para € = 32, € dificil ver os histogramas se estreitando. Porém, quando
olhamos para a Fig. 23(f), vemos, para os 3 maiores valores de N (menores valores de 1/N),
observamos o mesmo comportamento anterior de lei de poténcia, com m = 0,34 £0,02. Ja para
€ = 64, ndo é possivel ver, na Fig. 23(g), a largura dos histogramas diminuindo a medida que N
aumenta e nao € possivel ver, na Fig. 23(h), nenhuma lei de poténcia. Contudo os dados indicam
fortemente que a dificuldade de ver o estreitamento dos histogramas para € = 32,64 ocorre
devido ao fato do sistema ainda ndo estar préximo o suficiente da criticalidade para os valores
de N que conseguimos simular. Portanto, percebemos que, para redes pequenas, o sistema é
consideravelmente dependente do espaco de parametros. Em particular, temos que, para valores
maiores de €, A* tem valores supercriticos quando N é pequeno e, dependendo dos valores dos
parametros, pode ser necessdrio valores de N muito grandes para obter valores proximos da

criticalidade.

3.5.2 Casoa=2/3

Bonachela er al. (BONACHELA et al., 2010) acharam efeitos de tamanho finito similares
no modelo LHG. Eles também acharam teoricamente e computacionalmente que existe um ajuste
fino em que os parametros escalonam com N que coloca a rede sempre na criticalidade, com leis
de poténcia robustas na distribui¢do de tamanho de avalanche para todo N. Isso ocorre utilizando

o expoente a = 2/3 ou equivalentemente, utilizando ¢ = 1 com € < N 1/3,

Para checar se isso também € verdade para o nosso modelo, apresentamos, na Fig. 24(a),
histogramas similares de A (¢), mas agora utilizamos € = £.(N) = 0,06N'/3, ou, equivalente-
mente, € = 0,06 e a = 2/3. De fato, com esse ajuste fino em que € escalona com N, nds obtemos
redes bem comportadas que sdo sempre criticas, isto €, ttm A* = A. = 1 para todo N. Isso
ocorre porque com essa escolha de € o carregamento do sistema cancela exatamente e dissipagdo
e, por isso, o0 sistema se torna conservativo em média e critico. Mostraremos, na secdo 3.7,

que, escalando € com N dessa maneira, as distribui¢coes de tamanho de avalanche do sistema
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Figura 23 — (a), (¢), (e) e (g) Histogramas de A(¢) para redes com dindmica quenched com
diferentes valores de N e € = §8,16,32,64, respectivamente. As linhas sdo guias
para os olhos. (b), (d), (f) e (h) Desvio padrao dos histogramas (a), (c), (e) e (g),
respectivamente, em fungdo de 1/N. As linhas sdo ajustes do tipo AA*(1/N) =
B(1/N)™. Em (b), ajustamos todos os pontos e obtemos m = 0,386 +0,006. Em (d),
ajustamos apenas os 5 maiores valores de N e obtemos m = 0,37 +0,01. Em (f),
ajustamos apenas os 3 maiores valores de N e obtemos m = 0,34 +0,02. Em (h),
nao fizemos nenhum ajuste. Parametros: n =3, K =10,A=1,0,u=0,1ea=1,0.

satisfazem o escalonamento de tamanho finito. Esse exponente peculiar 1/3 aparece em outros

modelos com resultados similares (BONACHELA ; MUNOZ, 2009).
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Figura 24 — (a) Histogramas de A(¢) para redes com dindmica quenched com diferentes valores
de N e g =¢.(N)=0,06N"/3 (ou, equivalentemente, € = 0,06 e a = 2/3). As linhas
sao guias para os olhos. (b) Desvio padrao dos histogramas da Fig. (a) em fungao
de 1/N. A reta é um ajuste do tipo AA*(1/N) = B(1/N)™ com m = 0,269 + 0,002.
Parametros: n =3, K =10,A=1,0eu=0,1.

Vemos na Fig. 24(a) que P(A(t)) se torna mais estreito 2 medida que N cresce. No-
vamente isso é corroborado pela curva de AL* em fungio de 1/N, exibida na Fig. 24(b). Ve-
mos que os pontos estdo alinhados e, por isso, podem ser ajustados por uma curva do tipo

AA*(1/N)=B(1/N)" com m = 0,269 £ 0,002 e B constante.

Logo, podemos concluir que, para a > 0, as flutua¢des de A (¢) em torno do valor médio
diminuem com o aumento do tamanho do sistema e presumivelmente se anulam no limite
de tamanho infinito. Isso mostra que o modelo se comporta como modelos de SOC e difere
fortemente do que foi encontrado no modelo LHG por Bonachela et al. (BONACHELA et al.,
2010).

Existe uma possivel explicacdo para o desaparecimento das flutuagdes no limite termo-
dinamico. Note que, nesse limite, tanto o carregamento quanto a dissipa¢do do modelo CCK
vao a zero. A dissipagdo vai a zero porque, quando o sistema estd proximo da criticalidade, um
neurdnio € excitado em média por unidade de tempo, jd que o ~ 1. Por isso, somente K sinapses
de NK sao deprimidas em média a cada passo de tempo. Como NK diverge quando N — oo, a
dissipacdo vai a zero. O carregamento vai a zero, porque ele depende de €/(N“K), o que também
se anula quando N — oo, se a > (. Portanto, o sistema se tornaria conservativo em média no
limite termodinamico e acreditamos que € por isso que as excursdes do modelo CCK nas fases

ativas e absorventes diminuem com o tamanho da rede e as flutuagcdes se anulam.
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3.5.3 Casoa=0

Consideramos agora a = 0, ou seja, consideramos que a dindmica de recuperacao si-
ndptica ndo depende de N. Isso quer dizer que a recuperacao sindptica ndo se torna mais suave
quando o sistema aumenta. Esse € o caso realistico biologicamente, pois o tempo da recuperagdo
sindptica ndo deve depender de informacgao nao local como o tamanho da rede. Discutimos
esse caso rapidamente por completude, porém ele nio foi o foco do nosso trabalho, porque,
na literatura, utiliza-se a dependéncia em N na dindmica das sinapses, com a = 1. Além disso,
como veremos, quando retiramos a dependéncia em N da dinamica das sinapses, o sistema nao é

critico no limite termodinamico, e sim supercritico.

Refazendo a andlise de campo médio para quando a = 0, ela prediz que

(AK—1)

of~1+
1+x

, (3.7)

onde x =ut/(n—1) com 7 independente de N. Como x é sempre finito, ¢* é sempre supercritico.

Portanto, esperamos obter, no limite termodindmico, valores de o*

supercriticos nas redes
annealed e valores de A* supercriticos nas redes quenched. Por outro lado, podemos substituir um
valor de AK > 1, como A = 1,1 /K, e um valor relativamente grande para o tempo caracteristico,

como T = 320, obtendo, comn =2¢e¢u=0,1,
o* =1,0030, (3.8)

que apesar de ser supercritico € perto o suficiente da criticalidade para explicar as leis de
poténcia experimentais em avalanches neuronais. Essa pequena supercriticalidade foi chamada
de supercriticalidade auto-organizada, do inglés: self-organized supercriticality (SOSC), por

Brochini et al. (BROCHINI et al., 2016).

Podemos usar o caso a = 0 para estudar a frequéncia das oscilagdes estocasticas. Se T
nao depende de N, a frequéncia também nao depende (veja a equagdo 2.35), por isso podemos
estudar a convergéncia da frequéncia das simulacdes, a medida que N cresce, com a frequéncia
tedrica. Observe, na Fig. 25, a evolugdo temporal de 6(7), o parAmetro de ramificacdo, e p(z), a
atividade da rede, no estado estado estaciondrio para um invervalo de tempo curto. Nessa figura,
N varia de 32000 até 1024000. Os outros parametros utilizados sdo 7 = 320, n =2, K = 10,
A=0,11,u=0,1 e a=0. Vemos que o sistema estd oscilando de maneira aleatoria, pois a

evolucdo do sistema € probabilistica, mas € possivel ver uma frequéncia caracteristica.
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Figura 25 — (a) e (b) Evolugao temporal de p(¢) e o(t), respectivamente, no estado estaciondrio
para diferentes valores de N. Observe que ambos parecem estar oscilando com a
mesma frequéncia caracteristica. Parametros: 7 =320, n =2, K =10, A = 0,11,
u=0,lea=0.

Podemos calcular numericamente a frequéncia f = |w|/27 do mapa de campo médio
para esses valores dos parametros, utilizando o procedimento descrito na se¢do 2.2.4. Obtemos
f =0,00277A¢~". Utilizando a mesma simulagio da Fig. 25, mas com a série temporal completa
de 10° passos de tempo, podemos calcular os espectros de poténcia S, (f) e S (f) de p() e
o (1), respectivamente. O resultado se encontra na Fig. 26. A linha vertical cinza representa o
valor teérico da frequéncia. Observe que Sy (f) e S5 (f) apresentam um pico de frequéncia que

se aproxima do valor tedrico a medida que N cresce.

Finalmente, podemos estudar se as flutuacdes em torno do ponto critico somem no limite
termodindmico para a = 0. Na Fig. 27, nds temos, em (a), 6*, e em (b), o desvio padrdo de o (),
Ac*, em fungdo de 1/N para diferentes valores de A. O desvio padriao Ac* mede a amplitude
das flutuagdes do sistema. Utilizamos A entre 0,1 e 0,11 e N entre 4000 e 1024000. Vale a pena
lembrar que A € o parametro assintético sindptico, que mede o valor assintético das sinapses
quando a rede estd em repouso. Os outros pardmetros sao T =320, n =2, K =10, u=0,1,a=0.
Observe na equacao 3.7 que, segundo a andlise de campo médio, quando aproximamos A de

0,1, o sistema se torna cada vez mais préximo da criticalidade e que, paraA = 1/K = 0,1, o
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Figura 26 — (a) e (b) Espectro de poténcia da evolugdo temporal de p(¢) e o(¢), respectivamente,
no estado estaciondrio. A linha vertical cinza mostra o valor tedrico da frequéncia
caracteristica. Parametros: T=320,n=2,K=10,A=0,11,u=0,1ea=0.

sistema seria exatamente critico. Além disso, de acordo com a equagdo 2.37, o sistema também
se aproxima da bifurcag¢do de Neimark-Sacker quando A — 1/K = 0,1. Na Fig. 27(a), vemos
que ¢* se aproxima do valor de campo médio, dado pelas linhas horizontais, quando N — ce.
Na Fig. 27(b), a curva para A = 0,11 mostra que as flutuagdes somem no limite termodinamico,
mas o sistema ainda € supercritico para esse valor do parametro. Por outro lado, quando nos
aproximamos da criticalidade diminuindo A, as curvas se tornam cada vez mais planas, ja
que estamos mais proximos da bifurca¢do de Neimark-Sacker, e as flutuacdes diminuem mais
lentamente. Para A = 0,1, nés temos um comportamento diferente das outras curvas, mas iSso

ocorre porque o sistema € subcritico nas simulacdes, como mostra a Fig. 27(a).

Na Fig. 28, temos novamente ¢*, em (a), e Ac*, em (b), em fun¢io de 1/N. Contudo,
dessa vez, variamos T entre 320 e 2000 e mantemos A = 0,11. E interessante lembrar que
T=N“K /€, o que equivale a T = K /€, ja que a = 0. Ou seja, T é o tempo caracteristico da recu-
peragdo sindptica. Para valores de 7 grandes (pequenos), as sinapses se aproximam lentamente
(rapidamente) do valor assintético A. Utilizamos os mesmos valores de N que na figura anterior.
Os outros parametros sion =2, K =10, u =0,1ea =0. A medida que aumentamos T, NOS apro-

ximamos da criticalidade, como descrito pela equagdo 3.7, e da bifurcacdo de Neimark-Sacker,
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Figura 27 — (a) 6* e (b) desvio padrdo o(¢) no estado estaciondrio em fun¢do de 1/N com
T = 320 e diferentes valores de A. As linhas horizontais em (a) sd@o os valores
tedricos de ¢*. Outros pardmetros: n =2, K =10, u =0,1 ea =0.

como descrito pela equacdo 2.37. Na Fig. 28(a), vemos que ¢* se aproxima da linha horizontal
que marca o valor tedrico. Na Fig. 28(b), nés vemos que as flutuagdes parecem se anular no
limite de N grande, mas as curvas se tornam cada vez mais planas a medida que aumentamos
7. Ou seja, obtemos um comportamento parecido com o da Fig. 27(b): as flutuacdes diminuem
mais lentamente quando nos aproximamos da criticalidade e da bifurca¢do de Neimark-Sacker.
O caso com a = 0 e as oscilacdes estocdsticas serdo abordados com mais detalhes em trabalhos

futuros.

3.6 Transicdo de fase

Utilizando uma teoria de campo e relagdes de escalonamento do modelo LHG, Bonachela
et al. (BONACHELA et al., 2010) concluiram que esse modelo pertence a classe de universali-
dade de percolacio dinamica, e ndo a classe de percolacdo direcionada, como modelos padrdes
de SOC. Costa et al. mostraram que o modelo CCK com dindmica annealed pertence a classe
de percolagdo direcionada com uma transi¢do de fase continua e absorvente com parametro

de controle o* (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015). Aqui nés mostramos que o modelo
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Figura 28 — (a) 6* e (b) desvio padrdo o(¢) no estado estaciondrio em fungdo de 1/N com
A = 0,11 e diferentes valores de 7. As linhas horizontais em (a) sdo os valores
tedricos de ¢*. Outros pardmetros: n =2, K =10, u =0,1 ea =0.

com dindmica quenched pertence a mesma classe de universalidade com a mesma transi¢ao
de fase, mas com A* como pardmetro de controle, como pode ser visto na Fig. 29. Ou seja,
a transicao de fase relevante do modelo é a mesma que a de modelos de SOC (DICKMAN
et al., 2000). Isso € esperado, ja que sabemos que o modelo KC, em que se baseia o modelo
CCK, pertence a classe de universalidade de percolacdo direcionada com uma transicao de fase
continua e absorvente (KINOUCHI; COPELLI, 2006; LARREMORE; SHEW; RESTREPO,
2011). O parametro de ordem do sistema € a atividade da rede p*, que € o valor médio no estado

estacionario da densidade de sitios ativos.

Na Fig. 29, utilizamos N = 10000 e variamos € entre 28 ¢ 28 para obter os diferentes
valores de A* e p*. Os outros pardmetros safon =3, K=10,A=1,0, u =0,1 e a = 1,0.
Observe que, para A* > 1, temos a fase ativa, onde a atividade p* > 0, e, para A* < 1, temos
a fase absorvente, onde p* = (0. A dissipag¢@o na fase ativa, devido a depressdo sindptica, e
o carregamento na fase absorvente, devido ao mecanismo de recuperacao sindptica, levam o

sistema a ficar na transicao entre as duas fases.

Nao € claro o que causa a mudanca de classe de universalidade entre o modelo LHG e o

modelo CCK. Como argumentado na secdo 2.2.2, os modelos possuem as seguintes diferengas:
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Figura 29 — p* versus A* para redes com dindmica quenched com N = 10000. Os diferentes
valores de A* sdo obtidos variando o valor de €. A transi¢io de fase é continua e
absorvente como em modelos de SOC. Para A* < 1, arede estd no estado absorvente
e a atividade da rede € nula. Para A* > 1, a rede estd no estado ativo e p* cresce
com A* ndo linearmente. A seta para a direita mostra a tendéncia de carregamento,
devido ao mecanismo de recuperacao sindptica, na fase absorvente e a seta para
a esquerda mostra a tendéncia de dissipacao, devido ao mecanismo de depressao
sindptica, na fase ativa. Pardmetros: n =3, K =10,A=1,0,u=0,1ea = 1,0.

O modelo LHG utiliza unidades integra-e-dispara de tempo continuo, enquanto o modelo

CCK utiliza autdmatos com unidades de tempo discretas.

As unidades do modelo LHG sdo acopladas deterministicamente, enquanto as do modelo

CCK sao acopladas por sinapses probabilisticas.

No modelo LHG as avalanches sdo deterministicas € no modelo CCK elas sdo estocasticas.

A topologia do modelo LHG € de grafo completo e a do modelo CCK ¢ de grafo aleatorio,

com apenas K sinapses saindo por neuronio.

Porém, nenhuma delas parece ser responsavel por uma mudanga na classe de universalidade.

3.7 Avalanches Neuronais

Em algumas medidas experimentais da atividade do cérebro, obtém-se leis de poténcia
com expoente —3/2 na distribui¢do de probabilidade de tamanho de avalanche (BEGGS; PLENZ,

2003; CHIALVO, 2010). Além disso, em redes de autdmatos celulares com sinapses estaticas,
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onde A(r) = A, a distribuigdo de tamanho de avalanche obedece a mesma lei de poténcia quando
A =1 (LARREMORE et al., 2012). Sera que o modelo CCK com dinidmica quenched consegue
reproduzir esses resultados quando A* = 1? Se sim, como sabemos que em grande parte do
espago de pardmetros A* se aproxima de 1 a medida que N cresce, serd que esse mecanismo €
suficiente para obtermos leis de poténcia para N finito? Ou serd que teremos efeitos de tamanho

finito assim como na secdo 3.5?

Para responder tais perguntas, medimos, no estado estaciondrio das redes com dindmica
quenched, o tamanho s de 10° avalanches para diferentes valores dos parAmetros. Uma avalanche
¢ a sequéncia de disparos iniciada com apenas um neurdnio ativo até o repouso da rede e o
tamanho da avalanche é dado pelo nimero de neurdnios que participaram dela. Com esses
valores, computamos a distribui¢do de probabilidade do tamanho de avalanche P(s) e plotamos
graficos de 1 —C(s), onde C(s) € a distribui¢ao de probabilidade cumulativa de tamanho de

avalanche dada por

)= Y P(s) = /O " P(s)ds'. (3.9)

s'=1
Em um sistema critico, deve-se obter P(s) ~ s~3/2. E facil ver que isso é equivalente a 1 —C(s) ~

s’l/z.

Na Fig. 30, nés plotamos 1 — C(s) para N = 128000 com trés valores de €: € =1, € =
£:(128000) = 3,02 e € = 8. Para € = 1, o sistema estd na regido subcritica para N grande, como
pode ser observado através dos valores de A* para € = 1 na Fig. 13(d). Para € = £.(128000) =
3,02, o sistema € exatamente critico, jd que esse € o valor de € dado pelo ajuste fino, que escalona
com o tamanho do sistema, descrito na se¢do 3.5.2. Para € = 8, o sistema estd na regido que é
critica para N grande. Observe, na Fig. 13(d), que, para esse valor de &, o sistema € supercritico
para valores intermediarios de N e fica cada vez mais proximo da criticalidade a medida que N
cresce. Os outros parametros da Fig. 30 saon =3, K =10,A=1,0,u =0,1 e a = 1,0. Vemos
uma distribui¢do subcritica para € = 1, pois ela decai bem mais rapidamente que a curva de

referéncia s~ 1/2

em vermelho. A curva para € = 3,02 € critica, pois ela € paralela a curva de
referéncia e decai devido a um cut-off que ocorre quando chegamos préximo do tamanho do
sistema. Para € = 8, a curva € supercritica, o que pode ser identificado pela saliéncia para valores
de s grandes. Isso mostra que, se tivermos exatamente A* = 1, obtemos uma lei de poténcia
com expoente —3/2 na distribuicdo de tamanho de avalanche. Porém, para € = 8, apesar de

estarmos na regido que € critica para N grande, o sistema apresenta efeitos de tamanho finito e é

supercritico para N = 128000. Esses resultados estdo de acordo com os resultados da secdo 3.5.
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Figura 30 — Distribuicdo cumulativa de tamanho de avalanche para redes com dinamica quenched
com N = 128000. As redes sdo subcriticas para € = 1 < £:(128000), criticas para
€ =3,02 = £:(128000) e supercriticas para € = 8 > £.(128000). A reta vermelha é
a curva de referéncia s~ /2. ParAmetros: n = 3, K = 10, A = 1,0, u=0,1,a=1,0.

Outra questdo importante € se o sistema apresenta escalonamento de tamanho finito,
isto é, se as distribui¢des de tamanho de avalanche para diferentes tamanhos da rede podem ser
relacionadas umas com as outras reescalonando as varidveis num modo invariante por escala.
Investigamos isso plotando 1 — C(s) de duas maneiras: primeiro, com diferentes valores de N e
€ = 8 fixo e, segundo, com € = &.(N) = 0,06N'/3 (ou, equivalentemente, € = 0,06 e a = 2/3).
Escolhemos € = 8, porque esse € um valor que € critico no limite que N — oo e estd proximo da
criticalidade para N finito, e escolhemos € = €.(N) = 0,06N 173, porque esse € o ajuste fino que
coloca o sistema na criticalidade com N finito, com distribui¢des de A (7) centradas em A, = 1
(veja a Fig. 24). Essas curvas se encontram nas Figs. 31 e 32, respectivamente. Os valores de N

variam de 4000 a 128000 e os outros pardmetros saion =3, K =10,A=1,0e u =0,1.

Na Fig. 31, n6s vemos que todas as curvas apresentam picos para valores de s grandes e
sdo supercriticas. Notamos também que o sistema nao exibe escalonamento de tamanho finito,
isto €, ndo € possivel fazer as curvas colapsarem em uma tnica curva reescalonando as varidveis,
como esperado de um modelo que ndo € critico para N finito. Por outro lado, vemos que, a
medida que N aumenta, as curvas se tornam menos supercriticas, o que estd de acordo com o
fato de que o sistema € critico no limite de N grande. A curva para N = 4000 apresenta uma
queda brusca, porque terminamos avalanches maiores que 10 vezes o tamanho do sistema para

que a simula¢@o ndo rode indefinidamente em redes muito supercriticas como essa.
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Figura 31 — Distribuicdo cumulativa de tamanho de avalanche para redes com dinamica quenched
com diferentes valores de N e € = 8. As curvas sao supercriticas e o sistema nao
mostra escalonamento de tamanho finito. A curva de N = 4000 apresenta uma
queda brusca porque terminamos avalanches maiores que 10 vezes o tamanho do
sistema para que a simulac@o ndo rode indefinidamente em redes supercriticas. A
reta vermelha é a curva de referéncia s~'/2. Parmetros: n = 3, K = 10, A = 1,0,

u=0,1ea=1.
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Figura 32 — Distribui¢do cumulativa de tamanho de avalanche para redes com dinamica quenched
com diferentes valores de N e € = &.(N) = 0,06N 1/3 (ou, equivalentemente, € =
0,06 e a =2/3). As curvas sdo leis de poténcia com expoente —1/2 com um cut-
off que depende do tamanho do sistema. Com esse ajuste fino, o sistema mostra
escalonamento de tamanho finito. A reta vermelha é a curva de referéncia s~ /2.
Parametros: n =3, K =10,A=1,0eu=0,1.
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Figura 33 — Distribui¢cdes cumulativas de tamanho de avalanche, com diferentes valores de N
ee=¢g(N)= 0,06N'/3 (ou, equivalentemente, € = 0,06 e a = 2/3), colapsadas
em uma unica curva. O cut-off das distribui¢des € proporcional a N 3/4 ParAmetros:
n=3,K=10,A=10eu=0,1.

Na Fig. 32, nés vemos que, com o ajuste fino, as distribui¢des sao bem aproximadas por
leis de poténcia e o sistema mostra escalonamento de tamanho finito. Ou seja, as distribui¢des

1/2 com um cutt-off que depende

1 — C(s) podem ser escritas como um termo proporcional a s~
do tamanho do sistema e s6 some no limite de tamanho infinito. Foi encontrado que esse cutoff é
proporcional a N 3/4 (COSTA; COPELLI; KINOUCHI, 2015). Podemos ver que as curvas sao
constantes e colapsam exatamente uma na outra quando plotamos, na Fig. 33, (1 —C(s))s~ /2

versus § /N3/ 4. Os parametros utilizados sdo os mesmos da Fig. 32.

Entdo, podemos concluir que, para que o modelo apresente leis de poténcia nas distribui-
coes de tamanho de avalanche com tamanho finito e apresente escalonamento de tamanho finito,
€ necessdrio fazer um ajuste fino dos parametros que escalona com o tamanho do sistema, assim

como em modelos de SOqC.

3.8 Estimulo Externo

Nesta se¢do, simulamos a rede com dinamica quenched com um estimulo de Poisson que
faz com que cada neur6nio dispare com uma taxa r, simulando um estimulo externo de uma rede
neural. A maneira como esse estimulo € colocado na rede foi descrita na se¢ao 2.2.5. Em todas

as simulacdes desta se¢do utilizamos n =3, K =10, A = 1,0, u = 0,1 e a = 1. Primeiramente,
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fixamos N = 32000 e variamos r de 10°Ar~! até 10°As~! em escala logaritmica. Repetimos isso
para diferentes valores de € entre 27% e 2. As curvas para 1* e p* em funcio de r se encontram
nas Figs. 34(a) e (b), respectivamente. Os pontos correspondem aos valores das simulagdes e
as linhas correspondem as solucdes numéricas obtidas utilizando a equagao 2.40 e a equagao
2.6. Note que hd uma boa concordancia entre a teoria e a simulagdo. Dessa maneira, sabemos
os valores assint6ticos de A* e p*. Para r pequeno, as curvas de A* com € = 4,16,64 tendem ao
valor obtido nas simula¢des no regime de carregamento lento (equacdo 2.11). Os outros valores
de € correspondem as redes subcriticas no regime de carregamente lento. Para esses valores, A *
ndo parece tender a uma constante para r pequeno. Isso mostra que esses sistemas dependem
fortemente do estimulo, pois ndo atingiram o limite em que r — O para os valores de r utilizados.
Vale a pena lembrar que o regime de carregamento lento também ndo corresponde ao limite em

que r — 0 para as redes que, nesse regime, sao subcriticas.

10°

10° 5 4 3 2 1 0
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Figura 34 — (a) Curva de A* em funcdo do estimulo externo r para diversos valores de €. (b)
Curva de p* em fungdo do estimulo externo r para diversos valores de €. A curva
para uma rede desacoplada aparece em vermelho. Em ambos os graficos, os pontos
sdo resultados de simulagdes e as linhas, resultados tedricos. Parametros: N = 32000,
n=3,K=10,A=10,u=0,lea=1.

As curvas de A* na Fig. 34(a) decrescem com o estimulo, se tornam subcriticas e tendem,
quando r cresce, a valores pequenos, dados pela equagdo 2.42. Esses valores sdo proximos
de zero para £ < 16. E possivel entender a razio de A* diminuir com r. Isso ocorre, porque,
na presenca de estimulo, os neurdnios disparam com frequéncia, e, por isso, sofrem bastante

depressao sindptica e desacoplam.

Na Fig. 34(b), vemos que a curva de p* tende a uma constante quando r — 0. O valor
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dessa constante € o previsto pela equacdo 2.8. Além disso, quando r cresce, as curvas assintotam
a curva de resposta de uma rede desacoplada (equacao 2.44), que € mostrada em vermelho, e

saturam em p* = 1/3 (jd que n = 3), como previsto pela equacdo 2.41.

Agora n6s mantemos € = 8 e plotamos as curvas de A* e p* em fung@o de r para N entre
16000 e 128000. O resultado aparece na Fig. 35. Novamente os pontos correspondem aos valores
das simulacdes e as linhas correspondem as solu¢des numéricas obtidas utilizando as equagdes
2.40 e 2.6. Também hd uma excelente concordancia entre teoria e simulagc@o. Escolhemos € = 8§,
porque € um valor proximo da criticalidade no regime de carregamento lento e gostariamos
de saber se existe algum comportamento diferente na curva de resposta nesse intervalo de
parametros. Na Fig. 35(a), temos as curvas de A*. Note que elas também tendem ao valor do
regime de carregamento lento para r pequeno (equacdo 2.11) e se tornam subcriticas quando
r aumenta até tenderem a uma constante proxima de zero (equagdo 2.42). Da mesma maneira,
a curva de p*, na Fig. 35(b), tende a uma constante, para r pequeno, que esta de acordo com
o previsto pela equagao 2.8. Quando r cresce, essas curvas também se aproximam da curva de
resposta de neurdnios desacoplados (equacdo 2.44). Ou seja, ndo vemos nenhum comportamento

especial para redes que, no regimo de carregamento lento, estdo proximas da criticalidade.
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Figura 35 — (a) Curva de A* em fungio do estimulo externo r para diferentes valores de N. (b)
Curva de p* em fungdo do estimulo externo r para diferentes valores de N. A curva
para uma rede desacoplada aparece em vermelho. Em ambas as curvas, os pontos sdo
resultados de simulacdes e as linhas resultados tedricos. Pardmetros: € =8, n = 3,
K=10,A=10,u=0,1ea=1.

Agora queremos saber como a faixa dindmica varia com € e com N. Para isso, plotamos,

nas Figs. 36(a) e 37(a), as mesmas curvas das Figs. 34(b) e 35(b), s6 que, dessa vez, em escala
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semi-log e variando  de 107 °Ar~! a 10! Ar—!. Observe que, nessa escala, as curvas praticamente

nao mudam quando variamos € e N.
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Figura 36 — (a) Curva de p* em fun¢do do estimulo externo » em escala semi-log para diferentes
valores de €. (b) Curva da faixa dindmica em funcao de €. Em ambos os graficos,
os pontos sao resultados de simulagdes e as linhas resultados teéricos. Parametros:
N =32000,n=3,K=10,A=1,0,u=0,lea=1.
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Figura 37 — (a) Curva de p* em funcédo do estimulo externo r em escala semi-log para diferentes
valores de N. (b) Curva da faixa dindmica em fun¢do de N. Em ambos os gréaficos,
os pontos sdo resultados de simulacdes e as linhas resultados teéricos. Parametros:
e=8n=3,K=10,A=10,u=0,lea=1.

Como discutido na se¢do 1.2, a faixa dinamica € definida de seguinte maneira: primeiro
definimos a atividade mixima da rede p,,,, € a atividade minima da rede pgy e partir delas
definimos atividades intermedidrias p, = po + x(Pmax — Po) (veja a Fig. 4(c)). As atividades 10%
acima do minimo e 90% acima do minimo sdo Py | € Po 9, respectivamente. Os valores de r

correspondentes a esses valores sdo chamados de ry 1 € rg 9, respectivamente. O intervalo de rq |
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a rg 9 € o intervalo de estimulo que pode ser robustamente codificado pela rede. A faixa dinimica
¢ definida como A = 10log(rp9/ro,1) e é¢ medida em decibéis. Se quisermos obter o valor da
faixa dinamica segundo a andlise de campo médio, basta notar que py € dado pela equacdo 2.8 e
Pmax = 1/n (veja a equagdo 2.41). Com esses valores, calculamos po | € po 9 que, substituindo

na equagdo 2.40, dao rp | € rq 9, respectivamente. A partir desses valores, obtemos A.

As curvas da faixa dinamica em func¢do de € e em funcdo de N se encontram nas Figs.
36(b) e 37(b), respectivamente. Os pontos correspondem aos valores obtidos a partir das simula-
¢oes e as linhas correspondem aos resultados tedricos. Na Fig. 36(b), incluimos valores de € de
278 até 2°. A faixa dinimica se mantém praticamente constante quando variamos os parimetros.
Isso acontece, porque, independentemente do tamanho da rede e da velocidade de carregamento
das sinapses, ela tende a uma rede desacoplada quando o estimulo € introduzido. Logo, vemos
que o modelo CCK falha completamente em reproduzir a otimizacdo da faixa dindmica exibida
pelo modelo KC. Em outras palavras, esperava-se que, no intervalo de parametros em que, na
auséncia de estimulo, o sistema estd préximo criticalidade, o modelo CCK exibisse uma faixa
dinamica 6tima, entretanto isso ndo ocorre. Esse € um resultado curioso do modelo. Por um
lado, ele pode enfraquecer o modelo, ja que se espera que uma rede neuronal real funcione
em um regime onde a faixa dindmica € otimizada. Por outro lado, ainda resta saber se redes
neuronais reais se tornam subcriticas na presenca de estimulos ou se existem outros mecanismos

de adaptacdo sindptica que impedem que a rede se torne subcritica para estimulos fortes.
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4 Conclusao

N6s constatamos que a condi¢ao de criticalidade da rede com dinamica quenched €
A*=A =1, endo 6* = o, = 1, de acordo com o que foi mostrado por Larremore et al.
(LARREMORE; SHEW; RESTREPO, 2011). Contudo hd uma relag¢éo entre o(r) e A(t): A(t) =
n(t)o(t), onde o coeficiente de correlagdo 7 (¢) pode ser maior ou menor que um, dependendo
do tipo de correlacdo entre as sinapses entrando e saindo de um neur6nio. O paradmetro de
ramificagdo o* € um bom parametro de controle apenas para redes com dinadmica annealed, onde

correlagdes sdo destruidas por construcao.

No nosso caso, achamos uma correlacdo negativa no estado estaciondrio da rede com
dindmica quenched, implicando em 1(r) < 1 e A(¢) < o (). Isso acontece, porque os neurdnios
com um somatorio grande de sinapses entrando disparam mais e, por isso, suas sinapses saindo
sdo mais deprimidas. Por outro lado, neurdnios com um somatdrio pequeno de sinapses entrando
disparam pouco e, por isso, suas sinapses sao pouco deprimidas. Obviamente esse cendrio nao é
estatico, os valores de Gii” e 6/ variam com o tempo e um pode ser maior que o outro em um
momento e ser menor do que o outro em outro momento. Dessa maneira, 7 (¢), que depende da

correlacdo dos o} e Gl.”“’ no instante #, varia no tempo e devemos considerar uma média desses

valores para obter a relagdo entre 6* e A *.

Também mostramos que o modelo CCK com dinamicas annealed e quenched tem
dois aspectos diferentes e independentes, auto-organizacgao e criticalidade. Em relacdo a auto-
organizacdo, temos que o pardmetro A () evolui de um valor inicial para um regime estaciondrio,
onde ele oscila em torno de um valor médio A*. Esse valor de A* depende dos pardmetros do

sistema e ndo € necessariamente o valor critico.

Em relacdo a criticalidade, as nossas simulagdes mostram que, para alguns valores dos
parametros, a rede € supercritica e se aproxima da criticalidade a medida que N cresce, e, para
outros valores, a rede € subcritica ou se torna subcritica 2 medida que N cresce. Concluimos,
entdo, que, para a > 0, o espaco de parametros (A,€,u,K,n) é dividido em dois hipervolumes
semi-infinitos de dimensdo 5: um subcritico quando N — oo e 0 outro critico quando N — oo,
Nesse limite, ndo ha parametros que produzam atividade supercritica. Isso é corroborado pela
andlise de campo médio (equacgdo 2.14) que diz que a dependéncia com todos 0s parametros

some para altos valores de N. Para baixos valores de € e A e altos valores de u, a equagdo 2.14
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ndo € mais valida, j4 que o limite de carregamento lento ndo pode ser considerado como tendo

r =0, e, por isso, temos redes subcriticas.

Podemos nos questionar se esse mecanismo € suficiente para justificar a criticalidade ob-
servada em experimentos. Como, em redes de neur6nios reais, o nimero de unidades comumente
ultrapassa 10°, podemos argumentar que estamos perto o suficiente do regime critico e seria
necessario apenas um ajuste grosso, € ndo um ajuste fino, para colocar o sistema na criticalidade.
Por outro lado, € possivel que sistemas biol6gicos sejam levemente supercriticos, assim como o
nosso modelo com valores de N menores ou com a = 0, e que a suposta supercriticalidade das
avalanches seja mascarada pelos experimentos padrdes, que sdo feitos com poucos eletrodos.
Curiosamente, superavalanches, também chamadas de dragdes reis, e supercriticalidade também

foram observadas em experimentos (ARCANGELLIS, 2012).

Vimos também que o sistema flutua em torno de um valor médio no estado estaciondrio.
Teoricamente isso ocorre, porque o sistema estd proximo de uma bifurcacdo de Neimark-Sacker,
e é possivel calcular a frequéncia caracteristica das oscilacdes. As nossas simula¢des da rede
com dindmica quenched nos convencem de que, para a > 0, as flutua¢des de A (¢) em torno de
A* vdo para zero a medida que N cresce. Isso difere fortemente do que foi encontrado no modelo
LHG e ndo estd claro o que causa essa diferenca nos modelos. Uma possivel explicagdo para o
desaparecimento das flutua¢des no nosso modelo é que tanto a dissipa¢do quanto o carregamento
se anulam no limite termodindmico e, por isso, nesse limite, o sistema nao faz grandes excursdes
nas fases ativa e absorvente e é conservativo em média. Quando a = 0, no nosso modelo, temos
um comportamento curioso: as flutuagdes parecem sumir no limite termodindmico, mas isso
ocorre cada vez mais lentamente ao nos aproximarmos do ponto critico e da bifurcacao de

Neimark-Sacker. Esse caso serd abordado com mais detalhes em trabalhos futuros.

E importante notar que a distribui¢éio de probabilidade dos o;, P(0;), ndo afina & medida
que N cresce. Esses fatos ndo estdo em contradi¢do. o (¢) é a média entre os sitios dos o;. Se
o (¢) flutua bastante no tempo, significa que a distribui¢do P(o;) como um todo também oscila
bastante, para que a média oscile. Se o(¢) tem uma flutuagdo pequena no tempo, significa
que a média da distruibuicio P(o;) ndo oscila muito, mas ndo significa que ela ndo tem uma
distribuicdo espacial ampla. A distribuicdo ampla dos 6; mostra que essa modelo tem diversidade

suficiente nas sinapses para imitar redes bioldgicas reais.

Por outro lado, observamos, tanto através dos histogramas de P(A(t)) quanto pela
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distribui¢do que tamanho de avalanches da rede com dindmica quenched, que o modelo apresenta
efeitos de tamanho finito. Isso significa que, apesar do sistema ser critico no limite termodinamico
para um amplo espaco do intervalo de pardmetros, nesse espago do intervalo de parametros, as
redes sdo supercriticas quando N é finito. E necessario fazer um ajuste fino que escalona com o

tamanho do sistema para obter a criticalidade com tamanho finito.

Encontramos uma transicao de fase continua e absorvente, no modelo com dinamica
quenched, na classe de universalidade de percolagao direcionada com A* como pardmetro
de controle. Sabemos que modelos de SOqC estdo na classe de universalidade de percolagao
dinAmica (BONACHELA; MUNOZ, 2009; BONACHELA et al., 2010) e isso mostra que a
transicdo de fase pertinente para o modelo com dindmica quenched é a mesma que a de modelos
de SOC (DICKMAN et al., 2000). Essa propriedade do modelo CCK com dindmica quenched

difere também do que foi encontrado no modelo LHG.

Sabemos que o0 modelo CCK com dinamica quenched ndo € conservativo e, por isso,

deveria ser considerado um modelo de SOqC. Mas nds vimos que:

* A) As flutuagdes em torno de A* somem no limite termodindmico como em modelos de

SOC.

* B) A transi¢do de fase é continua e absorvente na classe de universalidade de percolacdo

direcionada como em modelos de SOC.

* C) O sistema € critico no limite termodindmico para um amplo intervalo do espago de
parametros, mas precisa de um ajuste fino para que seja critico com N finito e para que

exiba escalonamento de tamanho finito, como em modelos de SOqC.

Ou seja, dos trés critérios necessarios para que a rede seja considerado SOqC ela exibe apenas
um. A partir dai, € uma questao de definicao dizer se 0 modelo CCK exibe SOC ou ndo, mas
devido as propriedades obtidas vemos que ele estd proximo dos modelo de SOC, apesar de ser
nao-conservativo. Os resultados descritos acima foram publicados recentemente (CAMPOS et

al., 2017).

Por ultimo, nés introduzimos um estimulo externo e medimos a curva de resposta da
rede com dinamica quenched. Foi observado que a criticalidade do sistema ndo € robusta com
relac@o a introducdo desse estimulo. Dessa maneira, a faixa dindmica do sistema ndo € otimizada

para o intervalo de parametros em que, no regime de carregamento lento, se estd préximo
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da criticalidade. Isso ocorre porque, na presenca de estimulo, os neuronios disparam mais e a
depressao sindptica aumenta consideravelmente, desacoplando a rede. Assim, independentemente
dos parametros utilizados, a curva de resposta da rede se aproxima da curva de resposta de uma
rede de neurdnios desacoplados. Portanto, o modelo CCK falha completamente em reproduzir a
Lei de Stevens e a otimizacdo da faixa dinamica, fendmenos que foram obtidos no modelo KC e
observados em experimentos. Esse € um resultado que enfraquece bastante o0 modelo, porém ¢é
possivel que, na presenca de estimulos, uma rede neuronal real realmente se torne subcritica ou
que existam outros mecanismos sindpticos capazes de impedir que isso ocorra. Portanto, uma
grande pergunta fica em aberto: existe algum mecanismo sindptico capaz de organizar uma rede

de neurdnios em um estado critico e de reproduzir uma curva de resposta de neurdnios reais?

Existem outras questdes em aberto sobre esse modelo e que podem ser exploradas em
trabalhos futuros. Podemos estudar diferentes topologias do modelo CCK e ver se as flutuagdes
do modelo em torno do estado critico ainda vao para zero no limite termodinamico. Duas
topologia interessantes de serem estudadas sdo a topologia de grafo completo, utilizada no
modelo LHG, e uma topologia intermediaria entre o modelo LHG e o modelo CCK, em que
o numero de sinapses saindo de uma neurdnio é uma fragdo p do nimero de sitios. Podemos,
também, fazer o inverso e mudar a topologia do modelo LHG para uma topologia de grafo
aleatorio com apenas K vizinhos por neurdnio e ver se as flutuagdes do sistema em torno do

ponto critico desse sistema vao para zero no limite termodinamico.

Também ndo foi explorado neste trabalho a influéncia de inibi¢ao na rede. Neur6nios
inibitérios compdem boa parte dos neurdnios presentes no cérebro e sdo responsdveis por regular
a atividade dos neurdnios excitatdrios e € necessdrio leva-los em consideracdo em um modelo

realistico de redes neurais.
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