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Resumo

O protocolo de teletransporte quéntico e as operagdes de troca de emaranhamento podem ser
usados para transferir informacao e emaranhamento entre dois laboratdrios distantes. Nesta tese,
estudamos algumas variantes desses protocolos envolvendo estados tripartites e estados de um
qutrit. Na primeira parte, estudamos o teletransporte de um estado emaranhado tripartite. Nos
sabemos que canais compostos por pares de estados do tipo Einstein-Podolsky-Rosen (EPR)
podem ser usados para teletransportar estados multipartites arbitrarios. Uma questdo interessante
€ investigar se os canais EPR também sdo uteis mesmo quando aparecem imperfeicdes. Em
particular, o teletransporte de um estado Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) exige trés estados
EPR como o canal e medicdes completas na base de Bell. N6s mostramos que, usando dois
estados GHZ como canal, € possivel teletransportar qualquer estado desconhecido de trés qubits
da forma c( |000) + ¢ [111). O teletransporte € feito através de medi¢des na base GHZ e, para
obter resultados deterministicos, na maioria dos cendrios investigados, quatro dos oito elementos
da base precisam ser inequivocamente distinguidos. Mais importante ainda, mostramos que,
quando erros sistemdticos e ruido sdo considerados, a fidelidade do protocolo de teletransporte
€ maior quando um canal GHZ € usado em comparagdo com o caso onde um canal composto
por pares EPR ¢é utilizado. Por outro lado, é possivel buscar generaliza¢des para o protocolo de
teletransporte quando o estado a ser enviado envolve mais dimensdes que duas. Desta forma,
na segunda parte desta tese, estudamos o teletransporte de um estado de um qutrit, |¥) =
c0|0) +c1|1) +¢2 |2) na presenga de alguns tipos de erros. Para isso, escrevemos operadores de
Kraus e usamos um formalismo semelhante ao usado no teletransporte do estado de um qubit na

presenca de ruido.

Palavras-chave: Emaranhamento. Teletransporte. Ruido. Qubits. Qutrits.



Abstract

The quantum teleportation protocol (QTP) and the operations of entanglement swapping (ES)
can be used to transfer information and entanglement between two distant labs. In this thesis,
we study some variants of QTP and ES involving tripartite states and qutrits states. First, we
study a quantum teleportation of a tripartite entangled state. We kown that channels composed
by Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) pairs are capable of teleporting arbitrary multipartite states.
The question arises whether EPR channels are also optimal against imperfections. In particular,
the teleportation of Greenberger-Horne-Zeilinger states (GHZ) requires three EPR states as the
channel and full measurements in the Bell basis. We show that, by using two GHZ states as the
channel, it is possible to transport any unknown three-qubit state of the form c¢|000) + c;|111).
The teleportation is made through measurements in the GHZ basis, and, to obtain deterministic
results, in most of the investigated scenarios, four out of the eight elements of the basis need to be
unambiguously distinguished. Most importantly, we show that when both, systematic errors and
noise are considered, the fidelity of the teleportation protocol is higher when a GHZ channel is
used in comparison to that of a channel composed by EPR pairs. On the other hand, it is possible
to search generalizations to the QTP when the state to be sent involves more dimensions than
two. Thus, in the second part of this thesis, we study the quantum teleportation of a qutrit state,
W) = c|0) +c1|1) +c2]2) in the presence of some kinds of errors. For this, we write Kraus
operators and use a formalism similar to the one used in the qubit teleportation in the presense of

noise.

key words: Entanglement. Teleportation. Noise. Qubits. Qutrits.
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1 INTRODUCAO

“A resposta a Grande Questao
sobre a Vida, o Universo e Tudo

Mais € 42.7

Guia do Mochileiro das Galaxias

Entre o fim do século 19 e inicio do século 20, a fisica passou por inimeras mudangas.
Por uma lado, a teoria eletromagnética sintetizada pelas equacdes de Maxwell, estava bem
fundamentada e consistente com resultados experimentais, mas ndo concordava com o principio
da relatividade de Galileu. Isto levou ao desenvolvimento da teoria da relatividade especial,
por Albert Einstein. Por outro lado, o problema do espectro de radiacdo térmica apresentava
resultados experimentais inconsistentes com o tratamento cldssico para a radiagdo, o que ficou
conhecido na época como catdstrofe do ultravioleta. Para resolver este problema, Max Planck
prop6s um modelo de interagdo matéria-radiacdo em que as trocas de energia s6 aconteciam em
certas quantidades, mais especificamente, para multiplos inteiros de uma quantidade fundamental,
ou quanta. Estava assim lancado um dos alicerces para o desenvolvimento de uma nova teoria:
A mecanica quantica. Posteriormente, o estudo do efeito fotoelétrico feito por Einstein, e a
proposta de um novo modelo atdmico por Niels Bohr, reforcaram a ideia de quantizag@o na fisica.
Por volta da década de 1920, ja se tinham todos os principais ingredientes da nova teoria, com
contribuicdoes de Schroedinger, Heisenberg, Born, dentre outros. Até mesmo uma formulacao
relativistica foi apresentada por Paul Dirac ainda nessa década. Sem duvidas, a teoria quantica é
uma das teorias mais bem testadas e aplicadas da fisica, sendo um dos pilares de diversas dreas
da fisica contemporanea, e com fortes implicacdes no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.
Além disso, em torno da teoria quantica, existem debates sobre questdes fundamentais acerca do
nosso entendimento da natureza, como a objetividade, o realismo e o problema de medicao (JR;
JR; BROMBERG, 2011). Com respeito a estes aspectos, os fundamentos da teoria sdo ainda
alvo de bastante discussao. Um exemplo disto € que existem diversas interpretacdes da teoria

quantica, no que se refere ao significado dos elementos da teoria (NETO, 2010).

Além disto, no mundo quantico, diversos conceitos podem causar estranheza a primeira

vista, pois ndo possuem nenhuma correspondéncia com a fisica cldssica, macroscépica e cotidiana.
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Neste contexto, podemos destacar diversos conceitos amplamente discutidos pela comunidade
desde os primdrdios da teoria, como por exemplo a ideia de complementaridade, a dualidade
onda-particula, o colapso da funcdo de onda, etc (WHITAKER, 2006),(AULETTA; PARISI,
2001) . Outros aspectos bastante interessantes, sao a ndo-localidade quéntica e o emaranhamento.
Einstein, apesar de ser um dos precursores da teoria, se incomodou com o cardter ndo-local da
teoria quantica. Juntamente com Boris Podoslky e Nathan Rosen, em 1935 ele questionou a
completeza da teoria, no que ficou conhecido como paradoxo EPR (EINSTEIN; PODOLSKY;
ROSEN, 1935).

Outro aspecto que vale mencionar, ainda neste contexto, € que também havia um certo
descontantamento com a interpretacdo probabilistica. Na fisica cldssica, € possivel estudar
sistemas compostos por um grande nimero de subsistemas usando a mecanica estatistica, sendo
que cada subsistema segue as leis da mecanica cldssica. Do mesmo modo, na época se acreditava
que poderia haver uma teoria que reproduzisse os resultados da teoria quantica, considerando
varidveis adicionais, € que o carater probabilistico exibido até entdo, era porque nao estavam
sendo consideradas essas varidveis desconhecidas. Assim, em 1952, David Bohm sugere uma
teoria de varidveis ocultas (ou varidveis escondidas) (BOHM, 1952), com resultados equivalentes

aos da Mecéanica Quéntica.

Em 1964 John Bell (BELL, 1964), debrucando-se sobre o paradoxo EPR, e conside-
rando como premissas bdsicas o realismo e a localidade, demonstrou que as predi¢des da teoria
quantica nao poderiam, em todos os cendrios experimentais possiveis, concordar com teorias
locais de varidveis ocultas. Para isso, ele estabeleceu desigualdades com o intuito de estudar
a ndo-localidade sob um aspecto mais quantitativo (WISEMAN et al., 2014), (BELL; GAO,
2016). O primeiro experimento referente a nao-localidade foi feito ainda na década de 1970
(FREEDMAN; CLAUSER, 1972). Posteriormente, Alain Aspect e colaboradores também re-
alizaram testes experimentais acerca deste assunto (ASPECT; GRANGIER; ROGER, 1981),
(ASPECT; DALIBARD; ROGER, 1982). A partir dai, diversos experimentos t€m apontado de
fato o cardter ndo-local da teoria, que Einstein associava a uma "acdo fantasmagorica a distancia".
Isto tem sido investigado atualmente, com testes cada vez mais poderesos (HANDSTEINER et
al., 2017), (ROSENFELD et al., 2017). De certa maneira, podemos dizer que, o que estd por tras
da ndo-localidade sdo correlagdes puramente quanticas, associadas a no¢do de emaranhamento
(HORODECKI et al., 2009). Isto foi primeiramente evidenciado por Schroedinger ao explorar o
trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen sobre um outro ponto de vista (SCHRODINGER, 1935).
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Vamos definir o que € emaranhamento matematicamente no préximo capitulo, mas antes disto,
podemos dizer que, quando dois (ou mais) sistemas fisicos estdo em um estado emaranhado,
s6 conseguimos descrever um estado conjunto |y) para os dois entes, e ndo de cada uma das
partes separadamente. Com o passar do tempo, se comegou a perceber que o emaranhamento
era mais do que um aspecto interessante do mundo quantico. Isto €, o emaranhamento, além
de ter importancia para os fundamentos da teoria em si, € também um importante ingrediente
para aplicac¢des. Particularmente, o emaranhamento pode ser usado como um recurso para a
execuc¢ao de protocolos de comunicagdo e computacdo, o que abriu uma efervescente area de
pesquisa (BENNETT; DIVINCENZO, 2000). De fato, atualmente se sabe que o emaranhamento
¢ um elemento primordial para a execucdo de determinadas tarefas. Vamos listar algumas delas.
Ainda na década de 1990, por exemplo, Bennet e Wiesner (BENNETT; WIESNER, 1992)
estudaram uma aplicagdo do emaranhamento quantico, que permite condensar a informagao
classica. Este protocolo ficou conhecido como codificagdo superdensa (superdense coding), e foi
realizado experimentalmente por Mattle e colaboradores quatro anos mais tarde (MATTLE et al.,
1996). Em 1993, Bennet e colaboradores propuseram uma nova aplicacdo do emaranhamento:
o protocolo de teletransporte de um estado quantico (BENNETT et al., 1993), onde um estado
emaranhado € usado como canal para a transmissao de informacao. Em 1997, o teletransporte foi
realizado experimentalmente por Bouwmeester e colaboradores (BOUWMEESTER et al., 1997).
Desde entdo, o teletransporte de um estado quantico tem sido um tépico vastamente estudado,
com inimeros avancos tedricos e experimentais (PIRANDOLA et al., 2015). O protocolo de
teletransporte de um estado quantico nos permite perceber o quio poderosa € a mecanica quan-
tica quando aplicada a problemas que envolvem envio de informagao, pois o uso de protocolos
quanticos permite a possibilidade de executar tarefas que nao sao possiveis usando sistemas
classicos. Isso podera revolucionar a nossa maneira de estabelecer sistemas de comunicacao.
Usualmente, o caso do teletransporte de um estado de dimensao 2, que € conhecido na literatura

como um estado de um qubit,
¥) =al0)+5b[1), com |af*+|b)*=1 (1.1)

€ o que recebe mais atencdo. O termo qubit é empregado para denotar um "bit quantico" (quantum
bit) . Em sistemas cldssicos, a unidade bésica de informacao € o bit, que pode assumir os valores
0 ou 1. No caso quantico, temos o qubit, que pode estar em um estado de superposi¢io de |0) e
1) . E interessante também pensar em variantes do protocolo de teletransporte para o caso em

que o estado a ser enviado ndo € um qubit. O caso imediatamente natural € o teletransporte de
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um estado de dimensao 3, frequentemente chamado de estado de um qutrit (TIAN; SHI; ZHAO,
2011),
|9) =ao|0) +ay|1) +ax|2), (1.2)

com |ap|> +|a1|* + |aa? = 1.

E possivel também generalizar o protocolo para estudar o teletransporte de um estado
de um qudit, isto €, um estado de dimensao arbitraria d (PATI; AGRAWAL, 2007) . Por outro
lado, € possivel pensar em variantes do protocolo de teletransporte em que o estado a ser enviado
envolve mais que um qubit, ou seja, estados de dois ou mais qubits (LU; GUO, 2000), inclusive
a transferéncia de emaranhamento entre locais distantes. Isso pode ser bastante relevante, no
sentido que trabalhar com estados emaranhados de vérios qubits permite estudar como as diversas
classes distintas de estados emaranhados podem ser usadas, e também abre novas possibilidades
para o estudo de protocolos de comunicagdo entre multiusudrios. Além disso, o uso de estados
emaranhados com muitos qubits pode propiciar novas maneiras de se fazer o processamento
de informagdo quantica em larga escala. Um exemplo disso € a computacao quantica de "via
unica"(RAUSSENDORF; BROWNE; BRIEGEL, 2003). Do ponto de vista pratico, tem sido
um enorme desafio a execucao de protocolos entre laboratdrios separados por longas distancias.
No entanto, diversos progressos tem sido feitos. Em 2004, foi realizado o teletransporte do
estado de um féton por uma distancia de 600 m. (URSIN et al., 2004). Em 2012, um grupo
conseguiu executar o teletransporte de um estado e a distribuicdo de emaranhamento entre dois
locais separados por uma distantica de cerca de 100 km. (YIN et al., 2012). Em 2015, Herbst e
colaboradores conseguiram transferir emaranhamento a uma distancia superior a 100 km, entre as
ilhas candrias La Palma e Tenerife (HERBST et al., 2015). Mais recentemente, foram reportados
dois experimentos marcantes para o uso de emaranhamento envolvendo grandes distancias. O
primeiro deles se refere a distibui¢do de pares de fétons emaranhados (YIN et al., 2017). Os
pesquisadores conseguiram, a partir de uma fonte a bordo de um satélite, distribuir dois f6tons,
um para a cidade de Lijiang, e o outro para Nanshan, ambas na China. No fim do processo, os
fétons estavam em locais separados por cerca de 1200 km. O outro trabalho reportou a realizagdo
do teletransporte de um estado quantico de um laboratdrio na Terra para um satélite, localizado a
cerca de 1400 quilometros de distancia (REN et al., 2017). Essas realiza¢cdes mostram que, de

fato, o emaranhamento pode revolucionar as comunica¢des em grandes distancias.

Um outro aspecto relevante consiste em investigar os efeitos do ambiente na eficiéncia

destes protocolos. Nenhum sistema fisico, seja ele cldssico ou quantico estd completamente



Capitulo 1. INTRODUCAO 15

isolado, no sentido que sempre existe alguma influéncia do ambiente no qual estd inserido. Assim,
em uma situacao mais realistica, diversos tipos de erros podem ocorrer. Podemos considerar,
por exemplo, imperfei¢cdes no emaranhamento dos canais e também nos estados das bases de
medicao. H4 também a presenca de ruido, que pode afetar o estado a ser teletransportado, bem
como o canal quantico utilizado, ou ambos. Estas consideracdes foram feitas em um estudo
recente (FORTES; RIGOLIN, 2015). Todos estes aspectos que citamos acerca dos possiveis
protocolos de teletransporte mostram que este € um tépico vasto, e interessante tanto do ponto

de vista dos fundamentos da teoria quantica, quanto das possiveis aplicacdes.

Assim, ao longo da tese, vamos explorar algumas variantes do protocolo de teletransporte
de um estado quantico. Mais explicitamente, vamos estudar o teletransporte de um estado
emaranhado de trés qubits, e também o teletransporte de um estado de um qutrit. Em ambos os
casos, vamos ver como o uso de emaranhamento ndo-maximo, e também a presencga de alguns
tipos comuns de ruido podem afetar a eficiéncia do protocolo. A tese estd organizada do seguinte
modo: No capitulo 2, revisamos alguns conceitos essenciais para o desenvolvimento da tese.
Discutiremos o conceito de emaranhamento, e definiremos alguns tipos de emaranhamento para
varidveis discretas. Também revisaremos o caso do teletransporte do estado de um qubit, e depois,
mencionamos algumas implementacdes reportadas na literatura. No capitulo 3 discutiremos
brevemente uma forma de incluir alguns tipos de erro no protolocolo de teletransporte de um
estado de um qubit. Em particular, vamos ver como podemos descrever um canal ruidoso. No
capitulo 4, apresentamos dois esquemas para teletransportar um estado emaranhado de trés
qubits, conhecido como estado Greenberger-Horne-Zeilinger, ou estado GHZ. Para os dois
esquemas, trabalharemos com emaranhamento arbitrrio nos canais e na base de medi¢do. No
capitulo 5, incluimos ruido na descri¢do destes esquemas. No capitulo 6, seguiremos em outra
vertente, abordando o teletransporte de um estado de um qutrit incluindo alguns tipos de ruido.

No capitulo 7, sdo feitas as consideracdes finais e discutimos algumas perspectivas.
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo, iremos discutir alguns topicos necessarios para um melhor entendimento
do nosso trabalho. Vamos comecar revisando os postulados da mecanica quantica. Depois,
seguiremos com uma rapida discussao sobre o operador densidade. Por fim, vamos fazer uma
revisdo sobre a definicdo de emaranhamento e também de como podemos usé-lo para executar

protocolos de teletransporte de estados.

2.1 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

A teoria quantica pode ser apresentada de diversas maneiras. Frequentemente, ela é
introduzida a partir de uma formulacao baseada em alguns postulados (ZETTILI, 2009). Estes
postulados sdo ingredientes fundamentais da teoria, de modo que permitem uma abordagem
em pleno acordo com os resultados experimentais € métodos tedricos. A seguir, vamos listar
de maneira breve tais postulados, com o intuito de termos um ponto de partida sélido, e que

poderemos nos referir posteriormente (nos limitaremos a sistemas de dimensao finita).

P1: Em um certo instante #( , o estado de um sistema fisico é descrito completamente

por um ket |¥ (1)), que pertence a um espaco de Hilbert 7.

P2 : Qualquer grandeza fisica mensurdvel A € descrita por um operador Hermitiano A

que atua no espaco de Hilbert 7. Diz-se que A é um observavel.

P3 : O tnico resultado possivel para uma medi¢cdo de uma quantidade fisica A € um dos

autovalores do observavel A.

P4 : Quando é realizada a medi¢ao de uma quantidade fisica A em um sistema descrito
pelo ket normalizado |¥), a probabilidade p(a,) de obtermos o resultado a, (autovalor de A) é

dada por

plan) =Y [{®|u})]?, 2.1)
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onde g, se refere ao grau de degenerescéncia de a, e ‘ufl> € um conjunto de kets ortonormais

que geram o subespacgo degenerado. Podemos ainda escrever que

plan) = (¥| BB, |¥) = (P| B, |¥), (2.2)

onde B, = Y3 | [uk) (uk| é o projetor.

PS5 : Se o resultado da medi¢ao discutida no postulado anterior for, de fato, a,, entdo o

estado do sistema apds a medi¢do se torna

b, ¥
') = E1bi (2.3)
p(an)

P6 : O vetor de estado |¥(¢)) evolui no tempo de acordo com a equagio de Schroedinger:

L d N
ih—-[¥(1)) = H(1) [¥(1)), 24)

onde H(t) é o operador hamiltoniano, associado a energia do sistema.

P7 : O vetor de estado para um sistema que consiste de vdrias particulas idénticas deve

ser completamente simétrico para bdsons, e completamente anti-simétrico no caso de férmions.

Estes postulados nos dizem como pode ser feita a descri¢do de um sistema quantico,
estabelecendo as regras bésicas da teoria. Os postulados nos dizem quais sio os estados possiveis,
e como evoluem no tempo, o que podemos medir, € com quais probabilidades. Apesar de
consistirem em em conjunto muito bem estabelecido de regras bdsicas, a interpretacao dos
postulados pode ser bastante variada no que se refere ao significado fisico. Nosso objetivo € usar
os postulados para termos uma no¢do de como podemos lidar com os estados quanticos, € o
que podemos fazer com eles. Assim, ndo estamos preocupados com as diversas interpretagdes
decorrentes deles. Dito isto, podemos ver que os postulados P1 e P7 dizem respeito aos estados
quanticos em si. Os postulados P2, P3 e P4 se referem a medi¢do. O postulado P5 se refere a
medicao e também a evolugdo temporal. Por fim, o postulado P6 esta relacionado a evolugao

temporal de um estado.
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2.2 OPERADOR DENSIDADE

Frequentemente, usamos um vetor de estado |¥) para especificar o estado de um sistema
quantico. Quando isso é possivel, temos o que é conhecido como um estado puro. Vamos

considerar o estado

W) =al+)+b|-). (2.5)

Pela regra de Born, sabemos que a e b estdo relacionados com a probabilidade de obtermos o
resultado +1 ou o resultado —1, respectivamente, quando medimos &;. Tais probabilidades sdo
ditas probabilidades quanticas. Em principio, ndo ha como melhorar a nossa descri¢do para o
resultado desta medida. No mundo cléssico, diferentemente, podemos melhorar a descrigao a
partir de modelos mais refinados. No entanto, mesmo no contexto da mecanica quantica, podem
surgir situacdes em que aparecem probabilidades cldssicas. Por exemplo, na preparagdo sucessiva
de estados de polarizagao de um f6ton, vamos dizer que em 60% das vezes € preparado um estado
de polarizagdo horizontal |H) e 40% das vezes é preparado um estado de polarizagdo vertical |V').
Como representar corretamente o estado do ensamble? Poderiamos pensar em escrever algo do
tipo |¥') = 0.6 |H) +0.4|V). No entanto, isto leva a um equivoco. Se por exemplo, escolhermos

fazer a medi¢do em uma outra base, por exemplo

1 1
|H) = E(HHH)? V)= NG

terfamos [¥') = (1/v/2)(]+) —0.2|—)), o que leva a uma descricio a probabilidades diferentes.

() =1-) (2.6)

Vamos ver como remediar isto. As probabilidades associadas com a preparacao do estado sdo
classicas. Assim, dado um estado, o valor médio de um observével deve conter informacao a
respeito dessa probabildade, com o intuito de usd-la como uma ponderacao. Particularmente,

para o caso aqui considerado, o valor médio de um observdvel A € corretamento escrito como

A

(AY=0,6 (H|A|H)+0,4(V|A|V). (2.7)

De forma mais geral, podemos dizer que

Ay =Y (WA, 28

onde p; representa o peso estatistico (cldssico) de cada estada individual |'¥;). Aqui, n

representa o nimero de estados usados na decomposi¢ao.
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Seja {|k) } uma base do espaco de Hilbert. Entio,

N ~
) k) (k| =1. 2.9)
k=1
Com isso, podemos reescrever a expressao para o valor médio como
A n N ~
(A) =Y pi(¥il Y k) (K| A W) ; (2.10)

Podemos ainda escrever que
~ N ~
(Ay=Y (kI | Y pil®i) (Wil |Alk). (2.11)
k=1 i=1n
Podemos perceber que o termo entre colchetes diz respeito apenas ao sistema. De fato, este

termo descreve completamente o sistema. Deste modo, se define
n
p=Y pil¥) (W 2.12)

como o operador densidade.

Em termos do operador densidade, podemos dizer que

(A) = Tr(pA). (2.13)

Assim, de modo mais geral, o estado de um sistema € descrito pelo operador densidade.
Quando o estado é uma mistura estatistica de varios outros, com a probabilidade p; descrevendo
0 quanto o sistema "tem"de cada estado, se diz que o estado é misto. Quando hd apenas uma

probabilidade p; = 1, o estado € dito puro. Claramente, } ; p; = 1. Ou seja,

Tr(p) = 1. (2.14)

o)

Outro aspecto importante é que P € positivo definido:
(Wil p[¥i) > 1, (2.15)
para todo estado puro |¥;). Para estados puros, temos que

pP=p, Tr(p*)=1. (2.16)

Para estados mistos, 77(p?) < 0. Assim, o cilculo do traco de p? mede a "pureza'do estado.

Fisicamente, o formalismo do operador densidade se aplica em situacdes onde existam ensambles,
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ou, como ja dissemos, quando queremos levar em conta efeitos da preparacdo de um estado
repetidas vezes. Por esta razao, consideramos este formalismo para a descri¢cao dos protocolos
estudados na tese: o operador densidade € bastante adequado para considerar imperfeicoes e

acomodar alguns tipos de erro.

2.3 EMARANHAMENTO

2.3.1 ESTADOS E ESPACO DE HILBERT

O primeiro postulado da mecanica quantica (ZETTILI, 2009) diz que o estado de um
sistema arbitrario pode ser descrito por um vetor de estado, ou ket |¥). Mais especificamente,
o0 ket | (o)) pertence a um epago vetorial abstrato sobre o corpo dos complexos, munido de
produto interno, chamado de espaco de Hilbert, que denotaremos por 7. Assim, neste espaco
algumas propriedades devem ser satisfeitas. Em primeiro lugar, podemos dizer que qualquer
combinacdo linear de vetores neste espaco (mesmo que seja de infinitos vetores), ¢ também um
vetor que pertence ao espago. Por exemplo, se |¥) e |¢) pertencem a um espago de Hilbert, entdo

a combinagao

al¥)+b|9) € A, 2.17)

onde os coeficientes a e b sdo complexos. Além disso, € possivel definir um produto interno, de
maneira andloga a definicdo do produto escalar entre dois vetores. O produto interno € escrito

como

(Plg) = (o]¥)", (2.18)

onde o simbolo * indica o complexo conjugado. Para qualquer ket |@), o produto (¢|¢) leva a

um ndmero real, qualquer que seja o vetor |¢). O produto interno tem a seguinte propriedade:

(@][ar [¥1) + a2 [¥2)] = a1 (9| 1) + a2 (9| ¥2). (2.19)

Devemos ainda ter em mente que o resultado do produto interno é semi-positivo definido, ou
seja, (¢| @) > 0. Geralmente, é conveniente escrever um vetor de estado em termos de uma base
|,). Assim,
%) =Y culdn). (2.20)
n
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Nesta expressdo, a soma vai de 1 até a dimensdo d do espaco de Hilbert correspondente.
Os coeficientes ¢, sdo as componentes do ket |¥) com respeito a base |¢,). Esta nogdo de
superposicao, quando aplicada a um estado composto, como por exemplo o estado conjunto de
duas particulas, nos permite chegar ao conceito de emaranhamento. Assim, vamos ampliar a
nossa visao e estudar as implica¢des do primeiro postulado no contexto de um espaco de Hilbert

composto.

232 O QUE E EMARANHAMENTO

O emaranhamento (HORODECKI et al., 2009) é um dos aspectos mais interessantes
da Teoria Quantica. Ao longo da tese, vamos trabalhar bastante com este conceito, e, assim,
vamos fazer uma breve discussdo do que € o emaranhamento. De forma simples, podemos dizer
que um estado quantico de um sistema pode ser classificado como um estado separdvel ou
como um estado emaranhado. Vamos pensar em um estado composto de duas particulas. Por
exemplo, podemos pensar no estado de dois fétons independentes. Vamos imaginar que em dois
laboratorios distintos, A e B, podem ser gerados fétons. Vamos dizer que em A esta Alice, e em
B, Bob. Alice é capaz de preparar f6tons com polariza¢do |H) ou |V), por exemplo. Bob, em seu
laboratério, também consegue preparar fétons com estes estados de polarizacdo. De acordo com
o primeiro postulado da mecanica quantica, o estado de um sistema fisico em um instante ¢ é
dado por um vetor de estado ¥, que pertence a um espaco de Hilbert 7. Um féton de Alice

pode entdo estar no estado

W)y =alH),+b|V),, (2.21)

uma superposi¢do dos estados |V) e |H). Aqui, estamos considerando que |V) e |H) sdo ortogo-

nais. Sabemos que a probabilidade de Alice obter o estado |H) apds uma medicao é
p(Hp) = | (H|®)al* = |a]* (2.22)

Para o estado |V),

p(Va) = | (V|¥)al* = b]* = 1 — [a]*. (2.23)

De modo anélogo, o féton de Bob pode estar no estado

W)g=c|H)g+d|V)g, (2.24)
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com

p(Hp) = | (H|¥)|* = |c|. (2.25)

p(Vs) = [ (V|¥)p* =|d|* =1 —|c|~ (2.26)

Até aqui, escrevemos o estado de um f6ton de Alice e também de um féton de Bob a
partir da ideia bésica do primeiro postulado. Se os dois laboratérios estdo afastados um do outro,
e da forma que estamos vendo aqui, os estados |¥) 4 e |¥)z sdo independentes. Isto €, podemos
escrever qualquer um deles sem mencionar o outro. E se olharmos para o que acontece nos dois
laboratdrios de uma s6 vez, o que podemos dizer? Ora, podemos escrever um estado geral como
o produto tensorial

W) =¥, @[¥)p. (2.27)

Aqui, |¥) é o estado produto entre o estado do f6ton de Alice e o estado do f6ton de Bob.

O vetor de estado |¥) pertence a um novo espaco de Hilbert, dado por /7 = 774 @ 5.

Explicitamente,

W) = <a|H)A—I—b|V>A>®<C|H>B+d|V>B>, (2.28)

ou ainda

W) =ac|H),|H)g+ad|H),|V)g+bc|V), |H)g+bd V), [V)p. (2.29)

Podemos simplificar a notagdo e escrever

Assim, dado o estado |¥) na forma (2.30), é possivel escrevé-lo na forma (2.27). Em
particular, todo estado composto (de duas partes)! que pode ser escrito como (2.27) é chamado
de um estado separavel. A patir da equagio (2.30), € possivel escrevermos as probabilidades

conjuntas para os eventos que ocorrem nos dois laboratérios. Por exemplo, a probabilidade

' Quando um estado composto tem duas partes, frequentemente é chamado de estado bipartite
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P(HH)4p de Alice obter o resultado |H) , e Bob obter |H) z é dada por
P(HH)ap = |ac” = [ (H|, (H|g|¥) [* (2.31)
Como os eventos sdo independentes, temos que

P(HH)p = |ac|)® = |a)?|c|* = P(H)4P(H ). (2.32)

De modo similar, podemos dizer que

P(HV)ap = |ad|?, P(VH)sg = |bc|?, P(VV)ap = |bd|*. (2.33)

Até agora, fizemos a suposi¢ao de que o estado dos fétons de Alice e Bob sdo super-
posicoes de |H) e |V). No entanto, uma outra situacdo possivel é considerar, por exemplo,

que

(W)a=IH)as ¥)p=IH)p, (2.34)

De modo que

O estado dado por (2.35) é um estado possivel, que pertencente ao espago de Hilbert .77
Do mesmo modo, o estado dado por
¢ também um estado possivel. Assim, pelo primeiro postulado, um estado dado pela
combinagdo linear de (2.35) e (2.36) é também um estado possivel em 77:
|®) = a|HH) 45+ BVV)yp- (2.37)
Para este estado, € impossivel escrever uma versao da equagdo (2.27). Ou seja, para este

caso, temos

@) 7 [¥)4 @ W) p- (2.38)
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Isto é, este estado ndo € separdvel, de modo que ndo € possivel escrevé-lo como o produto
de dois estados. Assim, se diz que a equagao (2.37) se refere a um estado emaranhado. Em tal
situacdo, é impossivel falar no vetor de estado do f6ton de Alice e no vetor de estado do foton de

Bob separadamente: o que existe € um estado comum, que descreve os dois fétons.

E importante ressaltar que o conceito de emaranhamento ndo se restringe a sistemas
bipartites. De fato, pode-se falar em emaranhamento para estados com mais de duas partes. Para

um sistema com n partes (ou n-partite), temos que

W) € H = 0 H...0 I = Q| A, (2.39)

Dizemos que o estado |¥) é separdvel quando € possivel escrever

W) = %), @ |¥),®...|¥), . (2.40)

Se um estado n-partite qualquer ndo pode ser escrito como um produto na forma (2.40),
entdo o estado € emaranhado. Até aqui, trabalhamos com estados puros, isto é, aqueles que
podem ser representados por kets. Para estados mistos, no que diz respeito ao emaranhamento,
se diz que um estado misto bipartite € emaranhado (PLACEK; BUTTERFIELD, 2012) quando

nao € possivel escrevé-lo na forma

p=Yrips @py, (2.41)
J

onde p € um operador linear que atua no espago 3 @ A, Y ;p;=1e p; > 0. Esta defini¢do

pode ser estendida para sistemas com n partes (multipartite).

2.3.3 MISTURAS PROPRIAS E IMPROPRIAS

Quando definimos o operador densidade, associamos probabilidades cldssicas a um
sistema quantico. Da forma como definimos, se diz que as misturas sdao proprias. Ou seja,
misturas proprias sao aquelas decorrentes do fato de ha uma mistura de estados. No entanto,
como veremos a seguir, é possivel falar em outro tipo de mistura, proveniente de outra situagdo. O
operador densidade é muito util para estudar subsistemas de um sistema composto. Por exemplo,
seja

pas=p©6 (2.42)
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o estado de um sistema composto, com
p=Y pald){d|, 6= ;pb/ ) (b']. (2.43)
p ;
Se quisermos estudar apenas o subsistema, tomamos o trago parcial sobre o segundo sistema:
Pa=Trg(Pas)- (2.44)

Mais explicitamente,

Trp(Pap) =Trs (Zl?a’ |a) (d'| @Y py |b) <b/‘> =Y pula)(d|Tr() py|b) (V']). (2.45)
a b a b

O resultado da operacdo leva a P4, que é chamado operador densidade reduzido. Agora, temos
condicdes de examinar o operador densidade reduzido de um estado bipartite. Vamos considerar
o estado |¥) = (1/4/2)(|00) +|11)). O operador densidade correspondente é dado por p =
|¥) (¥|. Explicitamente,

p :%(;om (00\+|00>(11\+|11>(00\+\11><11|>. (2.46)

Vamos considerar a operacdo de traco parcial sobre o segundo qubit, de modo a olhar

para o operador densidade reduzido do primeiro qubit.

p1=(0),p[0) + (1], 1), (2.47)

Isto leva a

1 1
pr =10} 0]+ [1) (1. 2.48)

Este estado € uma mistura, mas que vem de uma situacdo fisica completamente diferente
que a tratada quando definimos o operador densidade. Aqui, p; € dita uma mistura imprépria.

Este tipo de mistura € uma caracteristica marcante do emaranhamento.

234 TIPOS DE EMARANHAMENTO

De acordo com a quantidade de partes que compdem um sistema, € possivel ter emara-
nhamento de diferentes tipos (ou classes). Vamos listar os tipos de emaranhmento para o caso

de variaveis discretas (como por exemplo, polarizacao, spin, etc.) Para sistemas bipartites, s6
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existe um tipo de emaranhamento genuino com respeito a aplicagdo de operacdes unitdrias locais,
associado aos estados EPR (também conhecidos como estados de Bell) (HORODECKI et al.,
2009),

yEND],  |PF) = \/_ [[10) £(01)]. (2.49)

Dado um estado EPR, pode ser obtido qualquer um dos outros trés, a partir de operacdes locais.
Por exemplo, dado o estado |®™), é possivel obter o estado |¥*) a partir da aplicagdo da
operag¢ao unitdria 6y sobre o primeiro (ou sobre o segundo) qubit. Quando um sistema tem mais
de duas partes, entdo podem existir classes distintas de emaranhamento. Experimentalmente, ja
foram obtidos estados emaranhados de 5 partes (ZHAO et al., 2004), 8 partes (HUANG et al.,
2011), (YAO et al., 2012) e até mais (MONZ et al., 2011).

2.3.41 EMARANHAMENTO TRIPARTITE

No caso de um sitema composto por 3 partes, existem duas classes distintas de emara-
nhamento genuino (DUR; VIDAL; CIRAC, 2000): estados W e estados GHZ. Um estado de
uma dessas classes nao pode ser convertido em um estado da outra classe a partir de operagdes
locais e comunicagdo cldssica (o que é conhecido na literatura como SLOCC- Stochastic Local

operations and classical communication. Um estado do tipo W tem a forma

W) = —=[|100) +-|010) +-|001)] . (2.50)

1
V3
Pode-se construir uma base de estados W com operagdes unitdrias de um qubit neste estado
(MORENO; CUNHA; PARISIO, 2016). A outra classe de emaranhamento tripartite corresponde
aos estados GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger) (GREENBERGER et al., 1990). Um estado
GHZ tem a forma

1
EHOOO>+’111>]. (2.51)

A partir deste estado, € possivel gerar uma base GHZ a partir de operagdes unitarias de um qubit.

IGHZ) =

Explicitamente, esses estados sdo

(\OOOH:]IH ), |GHZS) = \/_ (|001) £|110)) (2.52)

(\OlO)i]lOl ), |GHZ) = \/_ (|011) £]100)). (2.53)

Para examinar mais de perto as diferencas entre as duas classes, vamos considerar a

operagdo de trago parcial sobre o terceiro qubit de um estado |W) e também de um estado |GHZ).
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Um cdlculo simples permite dizer que
A 2 b1
P12 = Tr3(|W) <W|):§|‘P ) (¥ ‘+§|00> (00]. (2.54)
Ja para o estado GHZ, temos que
o 1 1
P12 =Tri(|GHZ) (GHZ|) = 5 |00) (11] + 3 |11) (11]. (2.55)

Assim, no caso de emaranhamento W, o operador densidade reduzido dos qubits 1 e 2 contém
emaranhamento EPR. No entanto, no caso de emaranhamento GHZ, a mesma operacao leva a

um estado maximamente misturado, separdvel.

Particularmente, ao longo da tese iremos trabalhar com emaranhamento tripartite do tipo
GHZ. Os estados GHZ foram propostos teoricamente para estudar a ndo-localidade além do que
o teorema de Bell alcancava (GREENBERGER; HORNE; ZEILINGER, 1989). Pela primeira
vez, foi possivel falar em uma condi¢do de ndo-localidade sem uma analogia com a estatistica
classica (sem desigualdades). Uma observagdo experimental de emaranhamento GHZ foi feita
por D. Bouwmeester e colaboradores (BOUWMEESTER et al., 1999). Posteriormente, foram
feitos outros testes experimentais, como em (PAN et al., 2000) e (ZHAO et al., 2003) (para
um estado do tipo GHZ de 4 partes). Atualmente, a preparagdo de estados deste tipo tem sido
realizada experimentalmente (NEELEY et al., 2010). Esquemas para a andlise de estados GHZ
podem ser vistos em (PAN; ZEILINGER, 1998),(QIAN; FENG; GONG, 2005) e (WANG et al.,
2013). Em (WEINSTEIN, 2009), € apresentado um esquema para detec¢do de emaranhamento
W e GHZ. Para estados com um nimero maior que trés partes, existem outros tipos de estados
emaranhados, como por exemplo os estados de Dicke (KIESEL et al., 2007),(PREVEDEL et al.,
2009), os estados tipo Brown (BROWN et al., 2005), e estados do tipo cluster (KIESEL et al.,
2005).

235 ORIGEM DO EMARANHAMENTO

Até agora, discutimos os aspectos mais matemdticos do emaranhamento. Por outro lado,
¢ importante termos uma no¢dao de como o emaranhamento se manisfesta, isto é, qual a sua
origem fisica. Uma das maneiras de produzir emaranhamento € a partir da interacdo entre dois

(ou mais sistemas).
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Como um exemplo, vamos considerar que duas particulas de spin 1/2 podem interagir

segundo o hamiltoniano

A

H? =2(6.96.), (2.56)

onde A é uma constante de acoplamento, relacionada a intensidade da intera¢ao (SCHUMA-
CHER; WESTMORELAND, 2010). Iremos supor que inicialmente o estado conjunto das duas

particulas seja

([++)+|+=)+|—+)+]——))- (2.57)

| =

W (1)) = [+)c[+) =

Vamos considerar que o hamiltoniano A% atua por um tempo t = mh/4A. Entdo, o

operador evolugdo temporal é

A

T, N
0% = exp <—iZc7Z ® Gz) : (2.58)
Posteriormente, o estado sera

(1)) = 0% [(t9)) = = | e T/*|44) + ™4 |4 =) 4 e™*|—4) +e ™4 )| (2.59)

| =

Ap6s algumas manipulagdes, € possivel reescrever este estado como

) = T 1) i) ) 2:60)

Deste modo, o estado final claramente € um estado emaranhado, como resultado da interacao

considerada.

2.3.6 CARACTERIZACAO DO EMARANHAMENTO

O emaranhamento esta relacionado com a ndo-separabilidade de um estado composto,
como ja vimos. Mas, dado um estado |¥) qualquer, como saber se este é um estado emaranhado?
Nem sempre € possivel afirmar que um estado € ou ndo emaranhado de forma direta. Assim,
existem métodos para verificar se um estado é emaranhado. Em situagdes préticas, para estados
puros, pode-se usar alguma desigualdade de Bell para verificar se um dado estado apresenta ou
nao emaranhamento. Para verificar se um estado puro bipartite € emaranhado, de modo mais

formal, pode-se usar a decomposicdo de Schmidt (PATHAK, 2013), que discutiremos a seguir.
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2.3.6.1 DECOMPOSICAO DE SCHMIDT

Dado um estado puro bipartite |¥) € 7} ® 3, é sempre possivel escrever este estado

como

LIESWAVINE 2.61)
J

onde |j) e ‘f> sdo estados ortonormais em .77} e % respectivamente. Os coeficientes A; sdo
nimeros reais ndo-negativos, e sdo chamados de coeficientes de Schmidt. Eles satisfazem a
relagdo Y ;A; = 1. O nimero de coeficientes ndo-nulos € chamado de nimero de Schimidt do
estado |¥), e por si s6 é uma quantidade que pode ser usada como um indicador de emaranha-
mento. Um estado emaranhado de dois qubits, por exemplo, tem ndmero de Schimdt igual a 2.
Ja um estado separdvel, também dois qubits, apresenta um nimero de Schimdt igual a 1. Para
estados mistos, ha o critério de Peres-Horodecki (PERES, 1996), (HORODECKI; HORODECKI,;
HORODECKI, 1996) para verificar se um estado é emaranhado.

2.3.6.2 CRITERIO DE PERES-HORODECKI
Vamos considerar um estado misto bipartite p. E possivel dizer que, se p é tal que
p=p', p=0, Tr(p)=1, (2.62)
entdo a operacdo de transposicdo leva a p7, tal que
" =(p")t, pT >0, Tr(p")=1. (2.63)

Agora, vamos considerar o estado p =Y ; p j[)f ® [)jg Podemos representar p como uma matriz,

com elementos dados por
Pratv = 3P (P} e (P} uv- (2.64)
J
Podemos definir uma outra matriz, tal que
Oku.tv = Plm kv, (2.65)
que corresponde a uma transposicdo parcial. Se p for separdvel, entdo
6=Y pi(p}) ®p; (2.66)
J

deve permanecer como um operador positivo. Se verificarmos que & nido é um operador positivo,

entdo p é ndo-separdvel (emaranhado). Esse critério € suficiente para detectar emaranhamento
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em geral, mas € necessdrio e suficiente apenas para dois sistemas com dimensdes 2 x 2 (dois

qubits) ou 3 x 2 (um qutrit € um qubit).

2.3.7 MEDIDAS DE EMARANHAMENTO

Outro aspecto também importante, € saber o quanto um estado tem de emaranhamento,
isto €, como podemos quantificar o emaranhamento de um estado? Para quantificar emara-
nhamento, ndo existe uma Unica medida. Além disso, a quantificagdo de emaranhamento de
um estado qualquer € ainda uma questdao em aberto. Vamos entdo olhar para o caso bipartite.
Qualquer medida E(p) de emaranhamento deve satisfazer algumas condigdes:

i) E(p) é uma mapa, tal que p — E(p) > 0.
ii) E(p) = 0 se o estado é separavel.
iii) E(p) ndo pode crescer devido a operacdes locais e comunicag@o cldssica (LOCC). Para

estados puros bipartites, pode-se usar a entropia de emaranhamento (VEDRAL et al., 1997).

2.3.7.1 ENTROPIA DE EMARANHAMENTO

A entropia de emaranhamento € um quantificador de emaranhamento para sistemas
bipartites puros, e € definida em termos da entropia de Von Neumann. Uma discussao detalhada
sobre a entropia de Von Neumann pode ser vista em (MAZIERO, 2015). De forma resumida,
podemos dizer que a entropia de Von Neumann nos informa o quanto um estado se distancia de

ser puro. A entropia de Von Neumaann é dada por

S(p) =—Tr(plog,p). (2.67)

A entropia de Von Neumann € nula para um estado puro, € maxima quando o estado € maxima-
mente misturado. Vamos agora considerar um estado puro |¥), com a seguinte decomposicdo de

Schimidt:
W)=Y cl0)]7) (2.68)
J4

O operador densidade correspondente é
Pas =Y cocy |€) [0) (m| (m]. (2.69)
Im
A entropia de Von Neumann para este estado é

S(ﬁAB) = —TI’AB (pAB 10g2 ﬁAB) = 0. (270)
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Por outro lado, os operadores densidade reduzidos sdo dados por
pa=Y ledPlO)el,  pe=Y led*|2) (7). 2.71)
¢ [

Se agora, calcularmos a entropia de Von Neumann para estes estados, ela serd ndo nula. Ou seja,
a entropia de Von Neumann do estado reduzido indica a quantidade de emaranhamento do estado
composto. Assim, define-se como entropia de emaranhamento do estado E(p4p) a quantidade

dada por
E(pag) = S(pa) = S(Ps)- (2.72)

Vamos calcular a entropia de emaranhamento de um estado separavel. Seja o estado |¥) =
|X)4 ®|9)p no espago 4 ® Hp. Seja {|vj>} uma base ortonormal em /3. Entdo, podemos

escrever que

Pa=Trapas =Y (vl PasIvi), (2.73)
X

onde pa = |11) (X1 ©10) (8]~ Assim,

Pa =Y [ (vl )P 12) (Xlu» (2.74)
k

que implica em S(p4) = 0. De forma andloga, é possivel mostrar que S(pp) = 0. Vamos fazer
o mesmo cdlculo para um estado emaranhado |¥) = a|00) + b|11). O operador densidade

correspondente é
Pas = |al*|00) (00| +ab* |00) (11| +a*b|11) (00] 4 |b|*|11) (11]. (2.75)

O operador densidade reduzido p4 €

Pa = Try(Pag) = |al*[0) (0], + 5> 1) (1]4. (2.76)
Nesse caso, temos que
S(pa) = —|al*log, |a|* — |b|* log, |b|*. (2.77)

Para sistemas mistos de dois qubits, é utilizada uma quantidade conhecida como concor-

réncia (WOOTTERS, 2001).

2.3.8 TROCA DE EMARANHAMENTO

O emaranhamento pode ser transferido para sistemas distantes que ndo interagiram

entre si, a partir do procedimento conhecido como troca de emaranhamento, ou entanglement
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swapping (ZUKOWSKI et al., 1993). Isto pode ser feito do seguinte modo: Vamos considerar
que dois usudrios em dois laboratoérios distintos compartilham um estado emaranhado do tipo
|¥*) ;. onde a particula a estd no primeiro laboratério, e b estd no segundo. No laboratério 1, é

preparado um estado, com duas outras particulas, ¢ e d, dado por |®T)_,.

S S
I ‘w+>ab

Figura 1 — Esquema da troca de emaranhamento. Alice e Bob compartilham um estado ema-
ranhado [#*) ,. No seu laboratério, Alice prepara um estado emaranhado |®*) .
Depois, Alice faz uma medida na base EPR sobre as particulas a e ¢c. Como con-
sequéncia, as particulas b e d se tornam emaranhadas, embora ndo tenham interagido.

O estado geral das 4 particulas, nos dois locais é

\‘P+>ab!q>+>cd=%U‘P+>\‘P+>+!‘P+>\‘P+>+|‘P‘>\‘P‘>+\‘I">}‘P‘>]acw~ (2.78)

Esta expressao indica que, se no laboratério 1 for feita uma medi¢do na base EPR sobre as
particulas a e c, entdo as particulas b e d se tornam emaranhadas, mesmo sem haver uma
interacdo entre elas. Deste modo, o procedimento de troca de emaranhamento pode ser usado
para emaranhar qubits separados por longas distancias. Uma demonstracao experimental da troca
de emaranhamento pode ser vista em (PAN et al., 1998). Recentemente, foi realizada a troca de

emaranhamento envolvendo estados GHZ (SU et al., 2016).
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2.4 EMARANHAMENTO COMO UM RECURSO: TELETRANS-
PORTE DO ESTADO DE UM QUBIT

Vamos revisar de forma breve o teletransporte do estado de um qubit.

1 2
A B

Figura 2 — Representag@o do esquema para teletransporte de um qubit. Alice e Bob compartilham
um estado emaranhado (qubits 2 e 3). No seu laboratorio, Alice tem um qubit (qubit
1), cujo estado desconhecido deseja enviar para Bob. Alice realiza uma medi¢@o na
base EPR sobre os qubits 1 e 2, e depois informa o resutado para Bob, a partir de um
canal classico. Bob entdo realiza uma operagdo unitdria sobre o qubit 3, e obtém o
estado desejado.

Para a execucdo do protocolo de teletransporte, consideramos que dois usudrios, Alice e
Bob, estdo em dois laboratdrios distintos, A e B, respectivamente. Alice possui dois qubits: o
qubit 1, cujo estado desconhecido ela deseja enviar para Bob, e o qubit 2, que faz parte de um
estado EPR, compartilhado com Bob. Por sua vez, Bob dispde do qubit 3 em seu laboratério. O
objetivo do protocolo € que, ao fim, o estado do qubit 3 passe a ser o estado inicial do qubit 1.
Com o intuito de fazer uma descricdo que possa acomodar protocolos mais gerais (por exemplo,

emaranhamento imperfeito) vamos usar operadores densidade. O estado do qubit 1 é dado por

|9) = col0) +cp|1) = Zc,\J (2.79)

O operador densidade correspondente é

(01 =Y cieili) (k. (2.80)
jk
O estado emaranhado usado como canal € dado por

1
D7), = |00) +|11) Z )03 (2.81)

\/_
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O operador densidade correspondente é

. 1
paz = 5 D 100) {mm]. (2.82)
Im

O estado geral do sistema de trés qubits €

P = Pp1® P2s; (2.83)

Mais explicitamente,

1
PZg): cjcx 170121003 (ksml 5 (ml3. (2.84)
Jjklm

O proximo passo € considerar a medicao feita por Alice sobre os qubits 1 e 2 na base

EPR. Vamos denotar os estados da base como

1
) = (=DM K K dr), (2.85)
|
k/

onde o simbolo @ indica uma soma modular, tal que X’ & A =k’ + A (mod2). A tabela a seguir

mostra a correspondéncia entre a notacao utilizada e os quatro estados EPR.

u A estado

0 | 0 |l¢%)=5(00)+]11))
0 [ 1 [y = L(0n+10))
C 0 le) =500~ [11))
L1y = (01— 10)

Tabela 1 — Base EPR ideal.

Ap6s a medicao, o estado do qubit de Bob é

A

Tris [PpPY
By = rlz[P }

Tr(Pp) (2.86)

onde P = |<I>% > <<I>5t ‘ € o projetor associado a medi¢@o na base de Bell, e Tr{, indica a operagdo

de traco parcial sobre os qubits 1 e 2. A probabilidade de cada resultado (u,A) é dada por

= P(u.2) = Tr(Pp). 87)



Capitulo 2. FUNDAMENTOS 35

E importante notar que os resultados sio equiprovaveis, de modo que = P(u,A) =1/4 V u,A.

De maneira mais explicita, podemos escrever que

1
py=p3(p,A) = Y (~D)*UHejci[jod); (ko Al (2.88)
Jjk=0
Este estado estd condicionado ao resultado da medida feita por Alice ( o estado esta
escrito em termos de w, A). Assim, para determinados outputs, este estado ainda ndo sera o estado
desejado. Isto €, se Alice obtém um estado diferente de |®™), que corresponde a 4t = A = 0,

Bob precisa aplicar uma operacdo unitéria para obter o estado inicial do primeiro qubit de Alice.

Esta operacgdo € dada por

0=04=36"6"=Y(—1)"|¢)(d ®1|. (2.89)
q/

Ap6s a aplicagdo da transformacéo unitdria, o estado se torna

pr=Up3U" =Y cjci|j) (K. (2.90)

Assim, o qubit 3 passa a ter exatamente o estado que era inicialmente do qubit 1 apds
a aplicacdo da transformacdo unitdria. No proximo capitulo, vamos olhar para situacdes onde,
mesmo apds a aplicacio da transformacao unitaria, Bob ndo obtém o estado desejado de forma
perfeita. Em tal situacdo, o estado chega deformado, e isso pode ocorrer devido ao uso de canais

com emaranhamento imperfeito, ou a presenca de ruido, por exemplo.

24.1 IMPLEMENTACOES

A primeira implementacio experimental do protocolo de teletransporte foi realizada em
1997 (BOUWMEESTER et al., 1997). A figura a seguir, mostra um esquema parecido com o

apresentado no artigo original.
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A
Estado
final
ALICE Carial
classico
TRANSFE
BOB
A f UNITARIA
A
al
y \ 4
‘ MEDIDA ~
\" // //
\ // V\\\ // 3
\ // T 4
\ 4 2 \\\.‘ //
1
FONTE EPR
Estado
inicial

Figura 3 — Esquema para o teletransporte do estado de polarizacdo de um féton (qubit), realizado
probabilisticamente. Nesse caso, o protocolo € realizado com sucesso apenas quando
o resultado da medida de Alice coincide com o estado do canal.

Nesse experimento, os autores utilizam um estado singleto
_ 1
¥ s =5

como canal quantico. Este estado € produzido a partir de uma fonte, que produz pares de fétons

(I01) —10)) (2.91)

emaranhados. Mais precisamente, o grau de liberdade utilizado nesse esquema € a polarizagao
do féton. Este estado se refere aos fotons que chamamos de 2 e 3. Enquanto o féton 2 € levado
para Alice, o 3 vai para o lado de Bob. O f6ton cujo estado estado se deseja teletransportar
€ o foton 1. Alice entdo realiza uma medi¢do na base EPR, e depois deve informar para Bob
o resultado, como ja discutimos anteriormente. No entanto, uma dificuldade marcante nesse
primeiro experimento foi a execu¢@o da medida na base EPR. Com a tecnologia vigente na época,
s6 se conseguia distinguir o estado |¥~) dos demais estados EPR. Assim, para os outros trés
estados de Bell, ndo era possivel afirmar o estado dos dois fétons. Dessa maneira, o protocolo
foi realizado de forma probabilistica. Ou seja, havia uma probabilidade de 1/4 de se obter
sucesso. Nesse caso, quando a medida feita por Alice fornecia o estado |¥~), o féton de Bob ja
se encontrava no estado desejado, pois a transformac¢do unitaria para esse resultado € trivial (a

identidade). Para qualquer resultado diferente, Alice e Bob ndo levavam o protocolo adiante.

Depois desse experimento, uma nova implementagao foi realizada por outro grupo em

1998 (BOSCHI et al., 1998). Nessa nova proposta, foi utilizado o emaranhamento de caminho
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(path entaglement, ou k-vector entanglement), tornando possivel fazer a distin¢do entre os
quatro estados de uma base andloga a base EPR, o que permite a realizacdo de um protocolo
deterministico. Isto €, para qualquer resultado obtido por Alice, é possivel informar para Bob

com precisdo o resultado, corrigir o estado e obter sucesso na realiza¢do do protocolo.

Outras duas realizacdes de um protocolo deterministico foram reportadas em 2004,
mas desta vez usando um sistema atdmico (BARRETT et al., 2004), (RIEBE et al., 2004).
Posteriormente, em 2006, foi implementado um protocolo deterministico envolvendo luz e
atomos (SHERSON et al., 2006). Mais especificamente, nesse experimento, um estado quantico
¢ codificado em um pulso de luz, e € teletransportado para um ensemble atdmico. Voltando as
implementagcdes com sistemas Opticos (polarizacdo) , vale salientar que o problema de distinguir
os estados de Bell foi também bastante atacado. Por exemplo, em 2011 foi proposto um esquema
que tem uma taxa de 75% de sucesso em discriminar um estado da base de Bell usando apenas
elementos de 6tica linear (GRICE, 2011). Se interacdes nao-lineares forem usadas, € possivel
distinguir todos os estados da base. Em 2001, foi reportada a realizac@o do teletransporte de
um estado com uma medicao desse tipo (KIM; KULIK; SHIH, 2001). Com esses exemplos,
queremos mostrar que, embora as dificuldades experimentais sejam inevitdveis, a tecnologia e o
conhecimento experimental avan¢cam em um ritmo acelerado. Desse modo, pensar em protocolos
de um ponto de vista tedrico, ndo deve ser negligenciado, pois a realizagdo experimental pode se

tornar factivel com o tempo.
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3 FERRAMENTAS

3.1 RUIDO QUANTICO

Neste capitulo, vamos abordar de forma breve o formalismo que usaremos para lidar com
o ruido quantico. Mais precisamente, iremos usar este formalismo no protocolo de teletransporte
de um estado quantico, para incluir ruido no canal. Além disso, vamos introduzir a notagcdo que

serd usada nos proximos capitulos.

No capitulo anterior, vimos que o primeiro postulado da mecanica quantica, quando
considerado para sistemas compostos, nos permite definir estados emaranhados. Por outro lado,
o postulado da evolugdo temporal nos diz que um estado |¥(¢)) evolui no tempo segundo a
equacdo de Schroedinger. No entanto, quando consideramos sistemas abertos, estudar a evolucio
de um sistema se torna uma tarefa mais complicada, pois a evolugdo ndo é necessariamente
unitdria. De modo genérico, podemos dizer que um estado p evolui da segundo a equagdo de

Liouville-von Neumann (BREUER; PETRUCCIONE, 2002):

5 =7 [A.p). 3.1)

Aqui, p € 7 ® A é o estado composto do sistema s de interesse e do ambiente E. Por
simplificagdo, pode-se supor que inicialmente o estado composto é separdvel: p(0) = p; ® pg. A
evolugdo temporal pode fazer com que o estado composto se torne emaranhado. Resolver esta
equagdo, em geral, € algo ndo-trivial, pois pode haver diversos efeitos de ruido. Um exemplo
bastante sofisticado de dindmica de um sistema composto pelo sistema de interesse mais o
ambiente, onde o ambiente pode ser modelado como um reservatério, € o modelo de Caldeira-
Legget (CALDEIRA; LEGGETT, 1981). Nesta secao, vamos abordar uma possivel descrigao
quantica do ruido. Na literatura, existem diversos métodos para o tratamento do ruido quantico
(GARDINER; HAKEN, 1991), com uso de equacdes mestras, integracdo funcional, operadores
de Lindblad, etc (WISEMAN; MILBURN, 2009), (EXNER, 2012), (WALLS; MILBURN, 2007).
No entanto, para o nosso interesse ao longo desta tese, serd suficiente o uso de um formalismo
simples, que pode ser usado quando estamos interessados em alguns tipos comuns de erros
que podem ocorrer na execucao de algumas tarefas no contexto de comunicagdo e computacao

quantica. Particularmente, nosso objetivo é chegar ao formalismo dos operadores de Kraus
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(KRAUS, 1971), que usaremos para introduzir ruido nos protocolos que estudaremos mais

adiante.

3.1.1 EVOLUCAO TEMPORAL DE SISTEMAS ABERTOS E FORMALISMO
DE KRAUS

Ao estudarmos um sistema fisico qualquer, a depender do caso, podemos ou nao consi-
derar efeitos da vizinhanca ou do ambiente onde o sistema estd inserido. Na realidade, nenhum
sistema estd completamente isolado, no sentido que estd imerso em algum ambiente e pode
interagir com ele. Nesta se¢do, 0 nosso objetivo € discutir brevemente uma maneira de levar
em conta a influéncia do ambiente em um sistema quéntico. Vamos considerar um sistema de
interesse, que denotaremos por S. Seja E o ambiente, que consiste em todos os graus de liberdade
que ndo pertencem ao sistema. Podemos supor que inicialmente o ambiente esteja em um estado
puro |x). Isto é possivel porque um estado pode ser sempre purificado com a introdugio de
gruas de liberdade extras (KLEINMANN et al., 2006). Com isso, fixamos a condi¢do externa ao
sistema. Em geral, se um sistema € descrito por um estado puro, a intera¢ao deste com outros
graus de liberdade, tende a tornar o estado misto (BENNETT et al., 1996). Deste modo, iremos
trabalhar desde o inicio com um operador densidade. Seja Py o estado inicial do sistema. Apds

interagir com o ambiente, a evolu¢do temporal de S é dada por

p'=TrelU(p|x)(x])U], (3.2)

onde U € operador de evolucdo, que atua no sistema como um todo (sistema de interesse €
ambiente). Esta operacdo pode ser vista como um mapa no espago dos operadores que atuam no

espaco de Hilbert do sistema.

£:B(H)— B(H), (3.3)

tal que

p— p'=e(po). (3.4)

Aqui, B(7) denota o espago de Hilbert-Schmidt.
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Como a operacdo € feita sobre um operador, frequentemente € ¢ chamado de superopera-
dor. Além disso, € satisfaz as seguintes propriedades:
i) €(cp) =ce(p), onde ¢ = cte.
i) e(p+6)=¢€(p)+e(6).
iii) 7r(p) = Trle()].
Assim, o mapa preserva o trago e é linear. Além disso, 0 mapa mantém a positividade: (¥| € |¥) >
0, para |¥) é um estado puro qualquer. Um aspecto relevante do formalismo de Kraus é a
possibilidade de representar o mapa € sem mencionar o ambiente explicitamente, a partir da
decomposi¢ao de Kraus do mapa. Vamos considerar uma base {‘v J>} no espaco 7z, e definir

operadores em /75, tal que
Ajlo)=(vi|Olo.x) ¥ |9) € . (3.5)
Agora, vamos manipular a expressao para £(p).

e(p)="Tre |0 (p o) (x) 0| (3.6)

Vamos escrever p = Y pi |k) (k|. Com isso,

e(p) = Z_<vj\0<;pk|k> CE <x!> 0" |vj);

= Y o (vi| ULk, 2) kx| OF |v)):
J.k

= Y pidj k) (kAT =Y A, (Zpk k) <k\> AT (3.7)
Jk J k

Assim,

e(p) =Y A;pAl. (3.8)
j

Os operadores {Ak} sdo chamados de operadores de Kraus. Eles satisfazem a relacdo de comple-

teza

YAIA;j =1 (3.9)
7

A partir deste ponto, podemos usar operadores de Kraus para descrever alguns tipos de
ruido usualmente presentes em protocolos de informagdo quantica. Desta maneira, podemos

considerar o efeito do ruido de um modo pragmético, sem fazer mencao aos detalhes do ambiente
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no qual o sistema de interesse estd inserido. A seguir, escrevemos os operadores de Kraus para

alguns tipos de ruido, e vamos ver como o estado de um qubit, dado por
|¢) =al0)+b]1) (3.10)

¢ alterado. Para usar o formalismo de Kraus, vamos escrever o estado de um qubit em termos de

um operador densidade para um estado puro p = |¢) (¢|. Explicitamente,

A 2 * % 2 |a’2 ab*
p = |a|”10) (0] +ab™ |0) (1| 4+a*b|1) (O] + |b|~|1) (1| = . (3.11)
a‘b |b|?
Sob a acdo do ruido, o estado serd modificado segundo o mapa
n
e(p) =Y A;pAT, (3.12)
j=1

onde n é o nimero de operadores de Kraus necessarios para modelar a acao do ruido considerado.

Este tépico pode ser visto com mais detalhes em (NIELSEN; CHUANG, 2000).

3.1.1.1 BIT FLIP

Este ruido esta associado ao seguinte erro em um qubit:

|0) — |1}, [1) — |0). (3.13)
Assumiremos que a probabilidade de ocorréncia de um erro deste tipo € dada por p. Entdo, a
probabilidade de que o estado ndo seja alterado serd dada por (1 — p). Se o estado ndo € alterado,
entdo podemos dizer que o operador identidade atuou sobre o estado. Por outro lado, se ocorre o
erro, podemos dizer que, efetivamente, o operador G, atuou sobre o estado. Levando em conta as

respectivas probabilidades, podemos escrever os operadores de Kraus como

Ar=\/1-pl, Ay=./pé,, (3.14)
onde A; esta relacionado com a possibilidade de que o estado nio se altere, e A, estd associado

com o erro. Assim, dado um estado de um qubit, p = |y) (y/|, este evolui da seguinte maneira:

W) (w| = (1= p) lw) (] + pb:|y) (w| 6. (3.15)
Explicitamente,
(1—p)lal*+plb|* (1—p)ab*+ pa*b

e(p) = . (3.16)
(1—p)a*b+ pab* (1—p)|b]*+ plal?
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3.1.1.2 PHASE FLIP
Este tipo de ruido estd associado a seguinte situacao:
|0y — |0}, [1) — —|1), (3.17)
que € uma mudanca de fase.

Como este ruido esta relacionado ao ganho de uma fase relativa, € um processo genuina-

mente quantico, sem andlogo cldssico.

Os operadores de Kraus correspondentes sao

Ay =\/1-pl, A,=./pé.. (3.18)

Explicitamente,
e(p) = . (3.19)
(1—=2p)a*b 6]

A partir desta expressdo, podemos ver que apenas os termos de coeréncia sdo afetados. Mais
especificamente, podemos dizer que o phase flip € um modelo paradigmaético para a descoeréncia,
pois a acao deste ruido pode acabar com a superposicao quantica de um estado. Além disso, este
ruido descreve a perda de informac¢do em um estado, mas sem que haja perda de energia (caso
haja uma diferenca de energia entre os estados |0) e |1)). De fato, as probabilidades de que o

sistema esteja no estado |0) ou |1) ndo sdo alteradas.

3.1.1.3 BIT-PHASE FLIP

O bit flip e o phase flip podem acontecer de forma combinada. Nesta situagdo, acontece

o "flip"e também a mudancga de fase:
0y —i|1), |1) — —i|0). (3.20)
Os operadores de Kraus correspondentes sdao
Ay=/1-pl, A =./pé6,. (3.21)
Ap6s a acdo do ruido, o estado se torna

. (1—p)lal*+p|b|* (1-—p)ab* — pa*b
e(p) = . - (3.22)
(1-p)a*b—pab* (1—p)|b|~+ p|a|
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3.1.1.4 DEPOLARIZING

Este tipo de ruido representa uma combinagao de vdrios possiveis erros. Novamente,
dizemos que hd uma probabilidade (1 — p) de que o estado permaneca inalterado. Podem ocorrer

os seguintes erros:
i) Bit flip: [0) — |1}, [1) — |0).
ii)Phase flip: |0) — |0), [1) — —]1).

iii)Ambos: |0) — i|1), [1) — —i|0).
Os operadores de Kraus correspondentes sdo:

Ag=+/1—pl, A= \/;ai, (3.23)
onde 6; = (6, 6y, 6;) sdo os operadores de Pauli. Uma propriedade interessante deste ruido é

que ele tende a deixar o estado completamente "despolarizado”, de modo que

<6 >=< 6, >=<6;,>=0 (3.24)

se p = 1. Ap6s a agdo do ruido, o estado se torna

[cm 57+ 6,06] +6,p67 . (3.25)

3.1.1.5 AMPLITUDE DAMPING

Este tipo de ruido esta associado a modelagem de dissipacdo de energia em sistemas
quénticos quando os estados |0) e |1) sdo autoestados de energia. Os operadores de Kraus sdo

dados por
1 0 n 0 p

Ay = , A=

0 Vi—p 0 0

Aqui, p pode ser visto como a probabilidade de decaimento do estado excitado para o estado

(3.26)

fundamental (para um sistema de dois niveis). Frequentemente, se considera p =1 —exp(—t/T),
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em que ¢ é o tempo e T € o tempo caracteristico de descoeréncia. Neste caso, o estado se torna

5) jal?+ (1= e p? Ve-i/Mab* 327
€ = . .
P iV, e(*t/T)a*b e(_t/T)|b|2

Deste modo, para ¢ suficientemente grande, o ruido acaba com as coeréncias e também

0) (0.

com a populacdo do estado excitado, levando a um estado proporcional a

3.1.1.6 RUIDO EM ESTADOS EMARANHADOS

Introduzimos o formalismo de Kraus, definimos alguns tipos de ruido e vimos como
estes tipos de ruido afetam o estado de um gubit. Para um estado composto emaranhado, qual é o
efeito do ruido? De forma genérica, podemos dizer que o ruido tende a destruir o emaranhamento
de um estado composto. No capitulo 4, vamos abordar esta questdo cuidadosamente, com o
intuito de ver como os tipos de ruido apresentados aqui afetam estados bipartites do tipo EPR e

tripartites do tipo GHZ.

3.1.2 TELETRANSPORTE DO ESTADO DE UM QUBIT NA PRESENCA
DE RUIDO

O teletransporte de um estado quantico foi proposto por Bennett e colaboradores (BEN-
NETT et al., 1993) na década de 1990, e é uma das mais interessantes aplicacdoes do emara-
nhamento. Desde entio, este assunto tem sido vastamente estudado, incluindo efeitos de ruido
no protocolo. Em (OH; LEE; LEE, 2002), por exemplo, é estudado o teleransporte quando o
canal apresenta ruido, com o uso da equacao de Lindblad. Em (KNOLL; SCHMIEGELOW;
LAROTONDA, 2014), também € considerado o protocolo de teletransporte na presenca de ruido.
Em (MAN; XIA, 2012), é considerado o teletransporte na presenga de um ambiente dissipativo.
Uma outra possivel abordagem é considerar o formalismo de Kraus, como foi considerado em
(FORTES; RIGOLIN, 2015). Aqui, também iremos adotar o formalismo de Kraus para incluir
alguns tipos de erro, com o intuito de nos prepararmos para os proximos capitulos. Além do
ruido, mais uma diferenca em relagdo ao capitulo anterior, € que agora iremos levar em conta
que as medi¢des podem projetar em estados ndo-maximamente emaranhados. O préprio canal
também poderd nao dispor de emaranhamento maximo. Ao considerar o protocolo com esses
novos ingredientes, comeg¢amos generalizar o protocolo usual. Isto também ird servir para fixar a

notacdo utilizada nos capitulos seguintes. Neste protocolo, dois usudrios compartilham um estado
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emaranhado bipartite, do tipo EPR. Alice possui dois qubits. O primeiro qubit de Alice € aquele
cujo estado ela deseja enviar a Bob. Ja o segundo qubit faz parte do estado compartilhado com
Bob (canal). No fim do processo, o qubit de Bob ndo estard mais emaranhado com o segundo

qubit de Alice, e terd o estado do primeiro qubit. O estado geral do sistema inicialmente é

ﬁO - fjin X ﬁcanal; (328)
onde |
= Y Ajli)y (Kl (3.29)
J,k=0

€ o estado do primeiro qubit (estado a ser teletransportado). Ja o estado do canal € dado por

1
ﬁcanal = Z Yemrs ’6,}71)23 <I’,S’23. (330)

{mrs=0
Escrever o estado do canal desta forma permite incluir efeitos de ruido a partir do formalismo
de Kraus. Mais especificamente , vamos considerar que o estado do canal sem ruido é dado por
|®T) (DT, com
|@F) =) Bill,1) = cos0]00) +sinB[11). (3.31)
!

O coeficiente Yy, ird comportar a acdo dos operadores de Kraus. Para bit flip sobre o qubit 2,

por exemplo,
Vims = B (1= p) 8y + Pyt 8501 |- (3.32)

Aqui, estamos usando o simbolo @ para denotar uma soma modular, de modo que a ® b =

a—+b mod 2. Voltando para o caso genérico, podemos escrever que

1

1 23) .
Y AYYE ) (Kl ©16m) g3 (15 (333)
Jklmrs=0

o)
S
Il

A medigdo € feita sobre as particulas 1 e 2. Assim, vamos escrever py cOmo

po = Z AV .0) 13 (ko @ [m)s (sl (3.34)
Jklmrs=0

Ap6s a medicao, o estado do qubit de Bob é

Trip [PpoPT]

= , 3.35
1r(Ppo) -39

p3 =



Capitulo 3. FERRAMENTAS 46

onde P = ‘@é{ > <CI>f{| ¢é o projetor associado a medicdo na base de Bell, e Tr}; indica a
operacao de traco parcial sobre os qubits 1 e 2. O ket
1 v
D5) =Y (- 1D)*byen [K K @A) (3.36)
K'=0

se refere aos estados do tipo Bell, mas com emaranhamento qualquer. Assim, fazemos

bg =cos@, by =sing. (3.37)

Assim, para uma medicdo em uma base de estados com mdximo emaranhamento,

DY) = DM |j,j®A) (3.38)

IO

Podemos escrever o estado (ndo-normalizado) da particula de Bob agora como

kZ AR ks (DM e s s s (3.39)
Jkms=

Este estado esta condicionado ao resultado da medida feita por Alice (o estado esta
escrito em termos de ,A). Assim, para determinados outputs, este estado ainda ndo serd o estado
desejado. Isto €, se Alice obtém um estado diferente de |®*), que corresponde a t = A = 0, Bob
precisa aplicar uma operacdo unitdria para obter o estado inicial do primeiro qubit de Alice. Com
o objetivo de ver qual € a forma da transformacao unitaria que Bob deve aplicar, vamos escrever
como fica o estado do qubit de Bob quando néo ha ruido, que denotaremos por p;(p = 0). Para o

caso sem ruido,

1 « 23
Aﬂk) = CjCk ?’5@;27,,17;(@173 = BjoaBrar Om,jor s kan (3.40)
de modo que
pr(p=0) = Y ciciBjeaBreabus buer (=D [jO ) (kD 2| (3.41)
Tk

Comparando este estado com o estado inicial sem ruido Pi, = Y.,y ey [m') (0’

mos ver que a transformacao unitaria deve ser

U=0,,=¢6" 6> Z\q qd oA (3.42)
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Agora, podemos voltar ao caso geral e aplicar a unitdria.

1

A A 1,23 ; ny

UpiU" = Z Agk)yj('@/l),k/@a,k@x,ff@abu@jbueak(_1)“(]+k)(_1)“(kM)‘k/><£/|' (3.43)
JKk0'=0

Agora, podemos ver o quanto este estado se parece com o estado inicial. Definimos como
fidelidade F a comparacido entre o estado de entrada e o de saida. Esta quantidade diz respeito a
qualidade do estado de saida, e serve para mensurar a eficicia do protocolo. No caso perfeito,
sem ruido e com emaranhamento méximo no canal e na base de medig¢do, a fidelidade alcanga o
seu resultado méximo (igual a um). Ou seja, a fidelidade diz como o estado obtido no fim do
protocolo € "fiel"ao estado inicial. Por outro lado, em situa¢des mais gerais, a fidelidade tende a
ser menor por conta de imperfeicdes na execugdo do protocolo. Para um resultado especificado

por K = (u,A), a fidelidade sera dada por

onde R s
UxpiU
py = KK (3.45)
K

Esta € uma boa medida de fidelidade, desde que o estado a ser enviado seja um estado puro, que
é 0 que estamos considerando. Aqui, Px = Tr(pPx) é a probabilidade de se obter um resultado

K= (u,r).

Definimos a fidelidade média como

F =Y PxFx, (3.46)
K
que podemos reescrever na forma
F = ZPKTr[ﬁinpS] (347)
K
Mas
. UpU"  ps
= ==, 3.48
p3 P Pe (3.48)
Assim,
F =Y Tr[pinps] (3.49)

K
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De forma mais explicita, podemos escrever este expressao como

1 1

T — )‘ j+k K+ % 4 (1), (23)

k= - O'kkzlg 0(_1)”(1 J(=1H )Cé’ck’Ajk ViedKor ko tor: (3.50)
UA=0 jkk'l'=

Esta fidelidade média leva em conta os pesos de cada output, fazendo uma ponderagao
entre resultados mais ou menos provdveis. De fato, quando consideramos canais sem ruido
e maximamente emaranhados, essa probabilidade (peso) € a mesma para todos os resultados
K = (u,A), de modo que Px = 1/4. No caso mais geral, pode acontecer que determinados
resultados se tornem mais ou menos provaveis. De todo modo, essa fidelidade média nos
diz apenas como considerar os vérios possiveis resultados e o quao provdveis eles sdo. No
entanto, esta quantidade fica em fun¢do dos coeficientes do estado inicial, aquele que queremos
teletransportar. E desejavel ter uma quantidade que possa medir a fidelidade entre o estado final e
o inicial, mas que seja independente do estado de entrada. Assim, podemos definir uma grandeza

(F), que corresponde a F integrada no espago de pardmetros que caracterizam o estado inicial.

Vamos considerar que o estado inicial tem a forma

)0 = lco| [0) + [e1]e™ 1), (3.51)
onde |col| e |c1| sdo valores absolutos e ¢ € uma fase relativa. O estado é normalizado, de modo
que |co|?> + |c1|> = 1. Além disso, podemos notar que

0<leo)*<1, 0<¢<2m (3.52)

Assim, vamos usar d|co|>d ¢ como medida de integracio.

_ 1 2 1 5 5
Fr = [ | Flal.p)dlclde. (359
TJo 0

O fator 1/27 porque consideramos que todos os estados no espaco de pardmetros sdo equiprova-
veis, ou seja, uma medida uniforme sobre a esfera de Bloch. Para o caso sem ruido, por exemplo,

e com emaranhamento qualquer, F ndo depende dos coeficientes do estado. Neste caso,

(F) = % + % sin(26) sin(2¢). (3.54)

Nesta expressdo, o primeiro termo se refere ao que chamamos de fidelidade classica
(POPESCU, 1994), associada ao maior valor possivel de fidelidade quando Alice e Bob compar-

tilham apenas um canal cldssico. A segunda parte diz respeito a parte quantica, com dependéncia
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do emaranhamento do canal e também dos estados da base de medicao. A atuacdo do ruido pode
afetar estes termos da mesma maneira, ou de forma diferente a depender do tipo de ruido. A

seguir, vamos listar algumas expressoes para a fidelidade quando ha ruido no qubit 2.

Para o caso de bit flip, a fidelidade € dada por

(FBY = (1—p) % + % sin(20) sin(2¢) | . (3.55)

Para o caso de phase flip,

(FP) = % +(1—2p) % sin(20) sin(2¢). (3.56)

Podemos notar que, enquanto o ruido do tipo bit flip afeta a fidelidade como um todo,
o phase flip afeta apenas a parte quantica. Isto é devido ao fato de que ndo existe um andlogo
cldssico para a mudancga na fase. Para o caso de depolarizing, que contém uma combinagdo
destes ruidos, as partes cldssica e quantica sdo afetadas, mas de maneiras diferentes por conta da

presenca do phase flip:

(FD) = % (1 - g) + % (1— p)sin(26)sin(29). (3.57)

Para ruido do tipo amplitude damping,

(FAY = % (1- %) +% (V/1=p) sin(26)sin(29). (3.58)

Novamente, os dois termos da fidelidade sdo afetados de maneira diferente. Estas expres-
soes foram obtidas primeiramente por Fortes e Rigolin (FORTES; RIGOLIN, 2015). Aqui, nés
fizemos os célculos seguindo o formalismo que apresentamos nesta secdo, € encontramos 0s

mesmos resultados.
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4 TELETRANSPORTE DE EMARA-
NHAMENTO GHZ

O processamento de informacao quantica com o uso de estados com graus de liberdade
maiores que um qubit € uma questdo de grande interesse tedrico e pratico, pois abre novas
possibilidades de investigacdo dos fundamentos da teoria quantica, bem como a criagdo de
novos protocolos, redes de comunicac¢io quantica (KIMBLE, 2008), c6digos corretores de erros
(DEVITT; MUNRO; NEMOTO, 2013), etc. Neste sentido, pode-se aumentar o niimero de partes
que compdem o sistema, formando estados multipartites, ou considerar partes (particula) com
mais dimensdes no estado, formando um qudit. No que se refere aos estados multipartites, eles
podem ser usados como um canal para a realizacdo de teletransporte, por exemplo. Em particular,
estados do tipo GHZ e W podem ser usados no teletransporte de um qubit (KARLSSON;
BOURENNANE, 1998),(GHOSH et al., 2002). Um possivel esquema para fazer isto € ilustrado

na figura abaixo.

F’
& --1--0
o

Figura 4 — Esquema para teletransporte de um estado de um qubit utilizando um estado GHZ.
Um estado GHZ € compartilhado entre trés usudrios (qubits 2, 3 e 4). O objetivo do
protocolo € teletransportar o estado do qubit 1. Para isso, € feita uma medida na base
EPR sobre os qubits 1 e 2. Com isso, os qubits 3 e 4 ficam em um estado emaranhado
tipo EPR. Se uma medicao individual for realizada sobre um desses qubits, entao
0 outro passa a ter o estado desejado apds comunicacao cldssica e uma operagao
unitdria adequada.

Neste esquema, trés usudrios compartilham um estado GHZ, enquanto um deles tem dois
qubits, sendo um compartilhado com os demais usudrios, e o outro, o qubit cujo estado se deseja
teletransportar. Nesta situacdo, € feita uma medicdo na base EPR sobre as particulas 1 e 2, o
que leva as particulas 3 e 4 a ficarem em um estado EPR. Se uma medicao for feita sobre uma

das particulas (3 ou 4), depois de comunicacdo cldssica, serd obtido o estado desejado (no qubit
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onde nao foi realizada a medida). Isto é, se a medic¢ao for feita sobre o qubit 3, por exemplo,
entdo o qubit 4 ficard no estado desejado apds a comunicagdo cldssica e a operagdo unitdria.

Explicitamente, podemos escrever o estado geral do sistema como

p = p1 ® Paza, (4.1)
com
A N 1
pr="2 cickli) (k. Paza = [0LL) {mmm| (42)
jk
Ap6s a medi¢do na base EPR
1
==Y (-D)*|rnroa 4.3
[€7) = ZLED Inrad) (4.3)

sobre os qubits 1 e 2, o estado conjunto dos qubits 3 e 4 € dado por

Pas=Y cicilj®A, jOA) (kDA kDA (4.4)

jk

Deste modo, se uma medida de um qubit € realizada por um dos destinatérios (3 ou 4), o outro
obtera o estado desejado aps a aplicagdo de uma transformagdo unitdria U = (o.)*(0,)* (que
tem a mesma forma da transformacao unitéria utilizada para o protocolo de teletransporte usual).
Este procedimento foi realizado em (KARLSSON; BOURENNANE, 1998). Também ¢ possivel
usar estados GHZ para teletransportar um estado de dois qubits. Isto foi abordado em (BHATIA,
2014) para um estado arbitrdrio. J& em (GORBACHEV; TRUBILKO, 2000), foi estudado o
teletransporte de um estado EPR, utilizando um estado GHZ. Além de usar um estado multipartite
como canal, outra questdo também interessante consiste em teletransportar um estado deste tipo.

Neste capitulo, vamos abordar o teletransporte de um estado do tipo GHZ.

De forma similar ao teletransporte de um estado de um qubit, Alice deseja enviar um
estado tripartite do tipo GHZ para Bob. Se eles conseguirem realizar esta tarefa com sucesso,
Alice ndo s6 terd enviado informacdo para Bob, mas também terd enviado emaranhamento. Isto
pode ser de bastante utilidade para Bob, pois de posse de um estado emaranhado, ele terd um
recurso para executar mais tarefas com outros usudrios além de Alice, caso necessario. Um
exemplo seria Bob se conectar a um ou mais usudrios € montar uma rede para transporte de
informacgdo. Aqui, vamos nos concentrar apenas na situa¢do em que Alice envia um estado tipo
GHZ para Bob. Vamos considerar que ela pode fazer isto usando dois esquemas: No primeiro
deles, usaremos trés estados tipo EPR como canal, enquanto no segundo esquema, teremos dois

estados tipo GHZ como canal. A partir de agora, vamos nos referir a estes como "Esquema
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Figura 5 — Esquema 3-EPR. Alice deseja enviar um estado tipo GHZ (qubits 1, 3 e 5) para Bob.
Para isto, eles compartilham 3 estados EPR, que s@o usados como canal. Alice realiza
trés medidas na base EPR, sobre os qubits 1 € 2, 3 e 4, ¢ 5 e 6. Depois, ela informa
por um meio cldssico o resultado, e Bob aplica uma operacd@o unitéria sobre os qubits
7, 8 €9, que passam a ter o estado desejado.

3-EPR"e "Esquema 2-GHZ", respectivamente. Em ambos os casos, iremos lidar com 9 qubits,
sendo 3 pertencentes ao estado a ser enviado, e os outros 6 formando o canal. As medicdes serdo

feitas sobre 6 qubits, e no fim do processo, restardo 3 qubits.

41 ESQUEMA 3-EPR

A figura 4 ilustra o esquema 3-EPR. Neste esquema, os qubits 1,3 e 5 estdo em um estado
emaranhado do tipo GHZ, |9) 55 = ¢¢|000) + ¢ |111). De forma mais compacta, podemos

escrever este estado como

19)="Y cilijii)- (4.5)

j=0,1
Para teletransportar este estado, Alice e Bob compartilham trés estados do tipo EPR: nos qubits
2e7,4¢e8,6e09, respectivamente. Vamos assumir que cada estado tem a forma |®7) =
cos 6]00) +sin B |11), isto é, sdo estados tipo EPR, mas ndo necessariamente maximamente
emaranhados. De forma compacta, podemos dizer que o operador densidade correspondente a
cada um destes estados EPR pode ser escrito de forma bem geral como
Pab = klZ(; lﬁkﬁz |kk) (11], (4.6)

onde

Po=cosB, Py =sinb. 4.7)
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Assim, o coeficiente fB; se refere ao emaranhamento do canal. Ou seja, estamos considerando
estados com emaranhamento arbitrério do tipo |®*) = cos 6 |00) +sin6|11) como canal. O
estado geral do sistema é

Po = P135 @ P27 @ Pag @ Pao; (4.8)

Mais explicitamente, podemos escrever:

Po= Y, ciciBiBeBnBuBpByiii) 35 |kk) oy [mm) 4 [pp)go (il 135 (€07 (nnlyg (qqlgos (4.9)
ijkfmnpq

As medicdes sdo feitas em 1-2, 3-4 e 5-6, em uma base de estados EPR com emaranhamento

também arbitrario,

@) = L(=D)"bucjlj.je ), (4.10)
J
a mesma base adotada para o caso do teletransporte de um estado de um qubit, discutido no

capitulo anterior. Apds as medicdes, teremos um estado

. PpoP
B =pi(p,v,e,2,8,7) = o =L (.11)

onde
P =BT = (|@5) (@5 )12 @ (| D) (PF])34 @ (|DF) (D5 )56 (4.12)

€ o projetor associado a medicao conjunta nos trés pares EPR.

P=Pls" =Tr(Ppy) (4.13)

¢ a probabilidade de cada saida. Apds as medi¢des, temos entdo que

3
pr = ZC:‘C?(—U(M)“ [12;,0ibumiBiaorBier, | li®A,i®d,id1) (jOA,jed, j®1|;

! - 4.14)
Nesta expressao, {41, 42,43} ={A,8, 7}, {1, o, 13} = {1, v,€} e ¢« = udvde. Nesta etapa,
podemos ver que o estado dado pela equagdo (4.14) se parece com um estado GHZ. De fato, para
A=086=1=u=v=¢=0, esta expressdo ja corresponde ao estado que Alice desejava enviar
a Bob, mas com alguma deformacao na qualidade. Esta imperfeicio se deve ao emaranhamento
arbitrario do canal e da base de medic¢ao. Para qualquer outra combinacdo destes parametros, no
entanto, Bob nio obtém o estado desejado. Entdo, Alice envia informacao classica para Bob, que

aplica uma operacao unitdria para obter o estado desejado. A transformacdo unitdria deve deixar
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o estado com a mesma forma que o estado inicial quando o emaranhamento é maximo no canal

e na base de medi¢ao. Deste modo, a trnasformacao unitdria deve ser
U(u,v,e,1,8,7)=0=6%"26%267, (4.15)
que pode ser escrita também como

Uk= Y didallklm)(k®r,l®omer], (4.16)
klm=0,1

com os coeficientes a¥ definidos de modo que: a2 = (—1)Uitizt i) (itpattim)
u Hikz-- Hm

Ap6s a aplicagdo da unitdria, o estado é dado por Py = Up;UT, ou

3
ﬁf = Zcicj H b‘zé@ibué@jﬁi@hjﬁj@h‘ |lv 2 l> <J’ Js .]| : 4.17)
ij (=1
Podemos perceber que o estado dado pela expressdo acima se asssmelha bastante com o estado
inicial, exceto pelo termo entre colchetes, que estd relacionado ao emaranhamento do canal e
da base de medicdo. E importante notar que existem 64 resultados possiveis neste cendrio. A

fidelidade para um resultado especifico é

Fis? =Tr(pinpy). (4.18)

A fidelidade média ¢ dada por

= UVE ~UVE
F= ) P Fs (4.19)
UVEALST
F= Y PLTr[pumpy] (4.20)
UVEAST
Mas
UpUt _ py
f = TpavE T puve: 4.21)
P)ué‘c P/l&:
Assim,
F= Y. Trlpupsl, (4.22)
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ou

3
F= Y lalPled 16 cxbuotBiorBior,- (4.23)
kluveddt j=1

De forma mais explicita
f = ’00‘4 + ‘Cl |4 + 2|C()’2‘Cl |2 (b0b1ﬁ0ﬁ1)3 . (4.24)
Considerando que o estado inicial tem a forma

W), = |co] 1000) + [cy|e'? [111), (4.25)

podemos calcular a fidelidade média (sobre os possiveis estados de entrada):

o 1 2 el 5 5
)= [ | Flal o)dlclde. (426
TJo 0

Explicitamente, essa expressao leva a

(Fepr) = % + % sin®(260) sin®(2¢). (4.27)

Podemos notar que o termo sin>(260)sin’(2¢), relacionado a0 emaranhamento do canal e da
base de medigdo, pode ser visto como o termo sin(20)sin(2¢)) (similar ao que aparece no
teletransporte de um qubit) elevado ao cubo. O expoente 3 aparece indicando o ndmero de

estados EPR usados como canal, e também o nimero de medi¢des realizadas.

Fidelidade 3-EPR.

Figura 6 — Fidelidade média para o esquema 3-EPR como fun¢do do emaranhamento do canal e
do emaranhamento dos estados da base de medicao.
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O primeiro termo corresponde a fidelidade cldssica, enquanto o segundo depende do

emaranhamento. Para emaranhamento maximo, (Fgpg) = 1.

42 ESQUEMA 2-GHZ

Nesta se¢do, vamos discutir o teletransporte de um estado tipo GHZ novamente, mas

desta vez usando dois estados GHZ como canal. Neste esquema, como mostra a figura 3.2,

A B
(QI. 20" _ a7
! \'(\ < P \
/ \. PN /“\\ \
I Q3'::>I4()/'e: ~ o8l
\ N /
\:’ X Pale /
{0560 T Jd9
Q7

7

I

08

‘o

AN
09

Figura 7 — Esquema 2-GHZ: Alice deseja enviar um estado tipo GHZ, nos qubits 1,3 ¢ 5. Ela
compartilha dois estados GHZ com Bob, nos qubits 2,6,8 e 4,7,9, respectivamente.
Alice entdo realiza duas medidas na base GHZ, sobre os qubits 1,4,5 e 2,3,6. Depois,
ela informa o resultado para Bob, que realiza uma operagao unitéaria sobre os qubits,
e obtém o estado desejado nos qubits 7,8 € 9.

Alice tem um estado GHZ nos qubits 1,3 e 5. Dois estados tipo GHZ, nos qubits 2-6-8, e 4-7-9,
respectivamente, sao compartilhados entre ela e Bob, e usados como canal. O estado a ser

teleportado é

Pias = Y cic liii) (jjjl. (4.28)
ij

Para o canal, vamos considerar que cada estado tem a forma |®™*) ghy = Bo |000) +

Bi|111), onde By =cos O e B; = sinH. O estado geral do sistema é

Po = P135 @ Pass @ Pa79; (4.29)



Capitulo 4. TELETRANSPORTE DE EMARANHAMENTO GHZ 57

Explicitamente,
Po="Y. ciciBBeBnBuliii) 35 |kkk) g [mmm) 470 (jjjl135 (L€ 65 (nnnl 479 (4.30)
ijklmn

As medicdes sdo feitas sobre as particulas 1-4-5 e 2-3-6, na base GHZ, que pode ser representada

por um estado

|P0) = LD buejlj. i@ A, j& o), 4.31)
J

onde by = cos@ e b; =sin¢@. A tabela a seguir mostra os estados desta base (quando o

emaranhamento € maximo).

u A 0] estado

0| 0 0 %(\ooo>+]111>)
0| 0 1 VLE(|001>+|110>)
0 | 1 0 %(\010>+1101>)
0 | 1 1 %(|011>+|100>)
1|0 0 %(|000>—|111>)
1|0 1 %(\OOU—H]O))
1 1 0 %(|010>‘|101>>
1 1 1 %(\011>—]100>)

Tabela 2 — Estados da base GHZ, para mdximo emaranhamento.

Ap6s as medigdes, o estado dos qubits do lado de Bob é

pr= == (4.32)

onde
P=P" = (|P},) (Ph,])1as ® (|PYe) (PYel)236 (4.33)

Aote

€ o projetor associado a medicao conjunta sobre os qubits de Alice, e

P=P" =Tr(Ppy) (4.34)

Aote

¢ a probabilidade associada a cada resultado (i, A, @,v,7,€).
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O estado (ndo-normalizado) do qubit de Bob é dado por

pr="Y cociBueBpoeProrBrordiy” (8008e0) [ ®ALL DAY (P ®A,p,p B A|.
L (4.35)
E importante notar a presenca do termo 0w,00¢ 0 no estado dos qubits de Bob. Isto
indica que nem todas os resultados sdo obtidos por Alice. Isto €, em suas medi¢des, ela ndao
obtém estados em que A = @ e T = 0. Como no esquema 3-EPR, era de esperar que houvesse
64 resultados possiveis. No entanto, existem apenas 16 resultados possiveis. Assim, em cada

medida, Alice precisa distinguir 4 estados dentre o total de 8 estados da base GHZ. Para obter o

estado desejado, Bob precisa aplicar uma transformacao unitaria dada por

k = 616! © 676 @ 6, (4.36)
que € equivalente a

0[(: Z aﬁd{/@7|k7l,m><k@l,l@‘c,m€9l|.
klm=0,1

A fidelidade pode ser calculada de forma analoga ao caso 3-EPR.

1

F= ) ’Ck’|2|C£/|2ﬁkﬁéﬁk’@7tﬁe’@kbu@k’bu@ﬂbv@kbv@éa (4.37)
kuvtA=0

onde k' = k@ 7. Mais explicitamente,

F = |col* + |e1* +2|col?|c1]? (bobi BoBi ). (4.38)

ApOs a integracdo, esta expressao nos leva a

(Feuz) = % + % sin®(20) sin®(2¢). (4.39)
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Fidelidade 2-GHZ

Figura 8 — Fidelidade média para o esquema 2-GHZ como fun¢@o do emaranhamento do canal e
da base de medicao

4.2.1 COMPARACAO ENTRE OS ESQUEMAS

Podemos definir a diferenca entre as fidelidades como

AF = (Fguz) — (Fepg). (4.40)

0.05
0.04
0.03

0.02

0.01

0 02040608 1 1.2 14
6

Figura 9 — Diferenca entre as fidelidades 2-GHZ e 3-EPR.

Quando o emaranhamento é maximo nos estados do canal e também na base de medicao,
os dois esquemas levam a fidelidade mdxima (F) = 1. No esquema 3-EPR sdo necessarios 6 bits
de informacdo cléssica para a execugdo da transformacao unitaria realizada por Bob, enquanto
no esquema 2-GHZ sdo necessdrios apenas 4 bits. Quando o emaranhamento no canal e na

base de medicgdo € arbitrério, a diferenca AF € nao-negativa, mostrando que o esquema 2-GHZ
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apresenta uma melhoria na fidelidade em relacdo ao esquema 3-EPR. A figura 9 mostra esta
diferenca. Mais especificamente, AF' alcan¢a um maximo quando sin(26)sin(2¢) = 2/3. Nesta
situagéo, AF = 4/81 ~ 4.9%. No préximo capitulo, vamos ver como a presenga de ruido afeta
esta quantidade. Particularmente, vamos mostrar que, na presenca de ruido esta diferenca tende a

aumentar, o que mantém a vantagem do esquema 2-GHZ sobre o 3-EPR.
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5 TELETRANSPORTE DE EMARA-
NHAMENTO GHZ NA PRESENCA
DE RUIDO

Neste capitulo, vamos tratar da situacdo em que, além do erro associado ao emaranha-
mento dos canais e das medidas, hd também ruido no canal usado para o teletransporte do
estado GHZ. Quando introduzimos o formalismo de Kraus, listamos alguns tipos de ruido e
os operadores de Kraus correspondentes. Assim, foi possivel escrever o estado de um qubit
sob a acdo de ruido, e também abordar o problema do teletransporte do estado de um qubit
com canais ruidosos. Agora, vamos usar operadores de Kraus para escrever expressoes para
fidelidade dos esquemas 3-EPR e 2-GHZ. Particularmente, vamos ver como ficam os estados
EPR e GHZ quando um dos qubits sofre a acdo do ruido. Assim, € importante salientar que, no
nosso modelo, consideramos que o ruido atua localmente: os operadores de Kraus se referem a
algum tipo de ruido em algum qubit do estado, e ndo a um ruido coletivo em todos os qubits ao
mesmo tempo. Antes de estudar os dois esquemas, vamos fazer algumas consideracdes sobre
a validade do nosso modelo. Estaremos tratando de um regime de ruido fraco. Vamos assumir
que as probabilidades de ocorréncia de algum tipo de erro (ruido) em cada um dos seis qubits
que compdem o canal sdo estatisticamente independentes. Vamos denotar essa probabilidade
por p. Iremos limitar a nossa andlise ao caso em que p € suficientemente pequena, de modo que
podemos desconsiderar a probabilidade de que haja algum erro em mais de um qubit por canal.
Mais precisamente, a probabilidade de que nenhum erro ocorra no canal composto por 6 qubtis €
Py = (1 — p)®. J4 a probabilidade de ocorréncia de erro em um qubit do canal é P, = 6p(1 — p)°.
Estaremos interessados no regime onde essa probabilidade € muito maior que a probabilidade de
que ocorra erro em dois qubtis do canal, dada por P, = 15p?(1 — p)*. Nés assumimos que, se
dois erros acontecem no mesmo qubit, entdo o efeito total € nulo (vélido para bit flip e phase
flip). Além disso, ndo levamos em conta efeitos de ordens superiores. Assim, uma estimativa

aproximada para um limite superior de validade do nosso modelo é p << pyax =2/7 (= 0.29).
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5.1 CANAIS EPR

Para obter a expressao para a fidelidade do esquema 3-EPR na presenca de ruido, podemos
proceder de maneira andloga ao que fizemos no capitulo anterior, mas desta vez escrevendo os
estados do canal de forma mais geral, para acomodar qualquer efeito das operacdes de ruido. O
estado geral do sistema é

Po = P135 ® P27 @ Pag @ Pag. (5.1)

Deste vez, vamos escrever o operador densidade de cada estado EPR do canal como

Pr="Y 1) |kt) (mn], (5.2)
klmn=0,1
(ab)

onde o coeficiente ¥, pode incluir emaranhamento imperfeito e agdo do ruido. A fidelidade F

¢ dada por

T — * * klmn b;)
F= klz kL nCmuve Hb /@kbﬂz@lyk@/l MO} IDA;nDA} (5.3)
mnuv

elwt=0,1
onde o indice j se refere aos coeficientes da base de medicdo e dos estados do canal. Com o

intuito de adotar uma nota¢do mais compacta, fizemos {A;,42,A43} = {1, 0,7} e {1, o, U3} =
{un,v,e}.
Agora, vamos ver como fica a fidelidade para alguns tipos de ruido. Como ponto de

partida, vamos considerar que cada estado do canal é dado por |®™), e veremos como cada tipo

de ruido afeta este estado.

5.1.1 BIT FLIP

Para ruido do tipo bit flip, os operadores de Kraus sdao Ao =41- I e A1 \/_ 6.
Devemos ter em mente que o mapa £(p) pode ser escrito em termos dos operadores de Kraus

como
e(p) = ZA JPAT. (5.4)
Para o caso bit flip no primeiro qubit de um estado,por exemplo teremos
e(p) = (Ao@NpAoa D)+ (A1 Np(A o). (5.5)
Explicitamente,

g(p) = Zﬁkﬁ/ D) |kk) (ee| (T ) —i—pZﬁkﬁg (6, @ 1) |kk) (0] (6] @1).  (5.6)
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Podemos escrever este estado de forma mais compacta:

=Y BiBn [(1 —P)O%,16mn +P5k,l@15m,n@1] |kl) (mn|. (5.7)
kimn
Vamos definir:
}’klmn ﬁkﬁm{( — P)6k16mn + POk 11 Omnal } (5.8)

Com isso, podemos escrever o estado do canal como

e(p) =Y. Yatmn |kl) (mn|. (5.9)

klmn

Assim, temos uma forma compacta de escrever o estado, incluindo emaranhamento imperfeito e
a acdo do ruido. Como um exemplo, vamos considerar que o qubit 2 estd sujeito ao ruido bit flip.

Novamente, o estado geral do sistema é

A

Po = P135 @ P27 @ Pag @ Pao; (5.10)

No entanto, o estado py7 agora possui ruido. Explicitamente,

Po = Z CiCj Ynkﬁmﬁ‘]ﬁsﬁuﬁw|l”>l35|nk>27|QQ>48|””>69<]]J|135<£m|27<ss|48<ww|69’
i jklmnqusw
(5.11)

E importante ressaltar que, em todos os casos onde hé ruido, Bob continua usando a mesma
transformacao unitdria que € utilizada o caso sem ruido. Assim, as operacdes unitdrias ficam
bem definidas, sem depender do ruido. No entanto, devido aos erros associados ao emaranha-
mento imperfeito e ao ruido, o estado nao saird como esperado. Voltando ao caso de bit flip, e

considerando que o qubit 2 estd sujeito ao ruido, podemos escrever a fidelidade como
Fay=(1=p) [Jeof* + ler [* +2lco 1 (bob1 BoBr )? (5.12)

Ap6s a integracao, chegamos a

3
(Fi) = —p)% +(1 —p)% [Sin(ZB) sin(2¢)] : (5.13)

Fpy=1-p. (5.14)

Se considerarmos ruido em qualquer um dos outros 5 qubits, encontramos 0 mesmo

resultado. Podemos definir a fidelidade total como

(Fgpg) = =00 (5.15)
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onde i indica cada um dos qubits. O fator 6 no denomniador nos d4 o nimero total de qubits do

canal.

(FE.p) = (1—p) {% + % sin®(26) sin3(2¢))} : (5.16)

o que corresponde simplesmente ao resultado sem ruido, equagdo (3.23) do capitulo anterior,
multiplicado por (1 — p). Veremos adiante que, nem sempre, a presencga de ruido tem um efeito

tao simples.

5.1.2 PHASE FLIP

Neste caso, quando ha ruido no primeiro qubit de um estado, temos:

)= =p) Y BiBeli 1) |kk) (¢e| (F 1)+ p Y BeBe(6; @ 1) [kk) (£4] (6] @1).  (5.17)

k¢ k¢

&(

o

Assim, o estado de um canal ruidoso €

pcanal = Z Yiimn |kl> <mn| 5 (518)
klmn
com
Viomn = BiBududnn{ 1 = p+p(= 1)}, (5.19)

Para ruido no qubit 2, o estado geral (inicial) do sistema fica

R v (27
Po = Z Cicﬂ’ige )ﬁmﬁnﬁrﬁq|l”>135|kk>27|mm>48|’”r>69 (17135 (€€]y7 (nnlsg (qqlee s (5-20)
ijklmnrq

A fidelidade F» é
F2_Z|CJ| x| [ p)+p(— )Hk} (ﬁ]ﬁk"‘ﬁj@lﬁk@l) (bjbk+bj@1bk@1)3~ (5.21)
Esta expressdo leva a
Fay = leol*|er[* +2 (|eol? = [e1]?) (1 —2p)sin’(28) sin® (29). (5.22)

Este resultado se mantém para os demais qubits, de modo que F, = F;, parai = 2,4,6,7,8,9.
Ap0s a integracao, chegamos a

(Fa) = (FLop) = % + 1(1 —2p)sin®(20)sin®(2¢). (5.23)

oY)
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Podemos ver que a parte cldssica e o termo de emaranhamento se comportam de maneira
diferente em relacdo a presenca de ruido do tipo phase flip: a parte classica nao € afetada. Isto se
deve ao fato de que este ruido apenas adiciona uma fase, o que ndo tem nenhum efeito sobre
o termo associado a fidelidade classica. Quando o emaranhamento é maximo no canal e na

medicao, (Ffpg) =1—2p.

5.1.3 BIT-PHASE FLIP

Neste caso, o coeficiente y é

szmn ﬁkﬁm{( p)5kl5mn+p(_1)k@m5k,l@l6m,n@l}- (5.24)
A fidelidade é
(b = (1= ) {5+ in*2o)sin'(20) . (529

que € igual a fidelidade obtida para o caso de bit flip. Isto porque, neste caso, além do ganho de
fase, hd também o bit flip. A seguir, listamos sucintamente o resultado para outros tipo de ruido

relevantes.

5.1.4 DEPOLARIZING

Para este tipo de ruido, temos

Veomn = BiBa{ (1= P+ E(=1") S+ 2 (14 (1)) S0t mner |- (5:26)

A fidelidade é
— p 3
Fr =Y |cj]*lexl? [(l—p)+§( )”"} (ﬁjﬁk‘f‘ﬁj@lﬁk@]) (bjbe+bjecibra1)” . (5.27)
ik

Executando os célculos para os outros qubits, encontramos que F; = F,, onde i indica qualquer

qubit do canal. Assim, a fidelidade total €

4 4 2 1. .
(FPop) = §p+ (1 - gp) (5 + gsm3(26) s1n3(2q))) . (5.28)

5.1.5 AMPLITUDE DAMPING

Quando o ruido do tipo amplitude damping afeta o qubit 2, temos que:

Y,E,m,, ﬁzﬁn{azan5k 10mn + P 61 ko1 6p.me101,100,1 } (5.29)
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onde oy = 1 and a; = /1 — p. A fidelidade total é:

(Fiop) = % (cos? 6 + (1 — p)sin® @) + —”3_1’ sin®(20)sin®(2¢). (5.30)

Em resumo, a fidelidade é globalmente afetada quando ruido do tipo bit flip ou bit-phase
flip estdo presentes, enquanto somente a parte quantica € afetada por phase flip. O ruido do tipo

depolarizing e o ruido do tipo amplitude damping apresentam resultados intermediérios.

5.2 CANAIS GHZ

Para o esquema 2-GHZ, quando o canal € ruidoso, a expressao mais geral para a fidelidade

¢ dada por
T * * klmny * * (268) (479)
F— Z Ck’cl’cn’cm’auv bu@k’b/JEBl’bv@lbv@kyk,kesg,m,l,l@s,nyk’@l,m’@l.,m’@l,l’@),,n’@l,n’@l’
kimnu
vteA=0,1

(5.31)

onde j’ indica j D 7.

5.2.1 BIT FLIP

Vamos considerar o estado do tipo GHZ dos qubits 2, 6 e 8 (ver figura 3.4), com um

possivel "flip"no qubit 6. Neste caso, o coeficiente do canal é:
(268)
YVetmnrg = ﬁkﬁn3km3nq{ (1= p)&ki6ur + PO k101 } (5.32)

Depois das medicdes, comunicacao cldssica e operacdes unitdrias, nés obtemos um
resultado interessente:

(F)6) = % + % sin®(20)sin®(29), (5.33)

indicando que a fidelidade (F >(6) nao depende de p. Por outro lado, quando o mesmo ruido atua

sobre os outros cinco qubits, nés obtemos o resultado usual,
(F)(jy=(1=p)(F)s) (5.34)
onde j =2,4,7,8,9. A fidelidade total é dada por [(F) )+ 5(F)2)]/6, que nos leva a

(FE,,) = (1 - 2 p) {% + % sin®(20) sin2(2¢)} : (5.35)
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5.2.2 PHASE FLIP

No caso de phase flip, todos os seis qubits do canal se tornam equivalentes. Particular-

mente, se o qubit 2 esta sujeito ao ruido phase flip, temos que:

Y]Elznii)rq = ﬁkﬁnaklélmSanrq{l —p -I-p(—l)l@r}. (536)

O resultado final € que, no que diz respeito ao ruido, temos uma situa¢io andloga ao esquema
3-EPR:

(FEyy) = % - %(1 —2p)sin®(20)sin*(2¢). (5.37)

. . P P P < .
Assim, a diferenca entre (F(,,) é (Fzpg), se dd exclusivamente por conta do emaranhamento

imperfeito.

5.2.3 BIT-PHASE FLIP

Como o bit-phase flip € uma combinacao de bit flip e phase flip , 0 qubit 6 apresenta um

resultado diferente dos outros cinco qubits. O coeficiente do canal é:

Vg = BieBnSionSng{ (1= PSS+ p(—1)'" 811 8001 |- (5.38)
A fidelidade é dada por
2 1 . 9 .2
(F)e) = §+§(1—2p) sin”(20)sin“(2¢). (5.39)

Para os outros cinco qubits, a fidelidade é:

(F)=(1-p) <§ +35in2(20) sin2<z¢>> . (5.40
A fidelidade final é
2 10 1 8 \ . :
(FBE) = (5 - ﬁp) + (5 — ﬁp> sin®(26) sin(2¢). (5.41)

5.24 DEPOLARIZING

Como no caso anterior, devido aos operadores de Kraus que descrevem o ruido do tipo

depolarizing, o qubit 6 apresenta um resultado diferente dos demais. O coeficiente Y é:

Vg = Bibudundug{ [1 =P+ 2 (1] Sudsr+ L[ 14 (-1 [bsr 801 | (5:42)
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que leva a:
2 1 4 .9 .9
(F)e) = 313 1— 3P | sin (20)sin“(29), (5.43)
enquanto, para os outros cinco qubits:
2 2 1 4 ) .
(F)iy=3 (1 — 5p) +3 (1 — gp) sin?(20)sin®(29), (5.44)
A expressdo final para a fidelidade é:
2 5 1 4 . .
(FB,,) = 3 (1 — §p) +3 (1 — §p) sin®(20)sin*(2¢). (5.45)

5.2.5 AMPLITUDE DAMPING

Finalmente, quando o ruido amplitude damping afeta o qubit 6, o coeficiente ¥ é:

Y;Elz,:iiq = BiBn (akan5k1 O1mGnrSrg + P OmOngOk,16n,1 6[@1,k6r691,n> : (5.46)

A fidelidade correspondente é

1=
3

S

sin®(26) sin(2¢). (5.47)

Para os outros qubits, nés temos:

2 -
(F)(j= g{cos26+(1 —p) sinze} + Y P in2(26)sin(29). (5.48)
A fidelidade total é
2 5 VIi=p
(F&y,) = 3 (1 - <P sin’ 9) + Tpsin2(29) sin®(2¢). (5.49)

52.6 ESQUEMA 2-GHZ COM POS-SELECAO

No esquema apresentado na se¢do anterior, para a execucao da transformacao unitaria (eq.
4.36), fica claro que Alice precisa determinar os valores de i, A, v e T (@ = 0, e € € irrelevante).
Assim, ela precisa distinguir 4 dos 8 elementos da base GHZ em cada medida, e assim 4 bits de
informacdo classica sao necessarios. Entretanto, podemos melhorar a efici€éncia do protocolo
usando um procedimento diferente. Para isso, vamos comecar escrevendo o estado de Bob apds

as medi¢des para o caso sem ruido:

pr(p=0)= Y cuctyBracBnoeBraiBuardin ™ (80.00e0) | ®ALL BA) (m ©A,m,m’ BA|.

Im=0,1
(5.50)
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Por outro lado, na presenca de ruido, o estado é

. (268) (479)
pr = Z cpc, m' Vo (e nmmede ryg@ltum@;txya,um’auﬁ’avmavf&o,o [t,n,u) (x,r,y|, (5.51)

Imruxy=0,1

onde j indica j @ 7. Assim, enquanto o estado sem ruido apresenta o termo (8¢ 00¢ 0), 0 estado
mais geral, que inclui ruido, tem apenas o termo J, 9. Deste modo, parece haver uma diferenca
nos resultados obtidos nas medi¢des quando o ruido atua. E importante notar que, a depender da
forma do coeficiente 7y, pode aparecer o termo g o novamente. Isto vai depender do tipo de ruido
considerado. Mais especificamente, vamos examinar o que acontece com o caso de bit flip. Para

bit flip no qubit 4,

Pr = (80,00:0) ( ZCE’Cm/BZBmBZ’@Aﬁm’EB/Iamng (DAL DAY (m ®A,mm' @ |
+ pZCg/Cm/BgBmﬁg/@lel@lamEmé |€/697L BLLILBASD 1> <ml BABL,mm BAP 1‘ )

Este estado contém (8¢ 09 0) em ambos os termos. Para bit flip no qubit 2,

pr = (8u0) (58 o(1— Zc@c BeBuBrraaBuwerdi ™ |€ @A, 0.0 G AY (m @A m,m’ G|

+ (0g1) pZCg/C ﬁg@lﬁm@la mt éﬁg/@lﬁml@gw DALD1 Z’@?L><m GAmd1,m @A|)

Para bit flip no qubit 6,
pr = (8uo) (580 (1-p chc BiBrBrenBuwardyn ™ |0 AL @AY (' & Am,m & A

+ Sea(p chc Bt Bnes1 B Buvsndlt ’f’mﬁw’@x,w@w<m'@x,m7m’@x|).

A partir destas expressoes, podemos notar que a presenca do ruido no qubit 2 ou no qubit 6 pode
levar a um resultado "inesperado”, com € = 1. Uma situacdo semelhante ocorre com o ruido do

tipo Depolarizing. Quando o qubit 6 sofre a acdo do depolarizing, temos que
o = (560 0 <5g ()Z f] cz/c B/Bmﬁﬂ’@lﬁm’@lam Wme |€/ D /’{,,g,gl D A> <m’ @D l,m,m' DA |

+ 5812 F2)euct i Bret Bt Brea Bwerd!! ’W}e'@a,e,mw<m’@z,m,m’@z}),

onde

fi=(-p+2En-nr, =t <1 ¥ <—1>4<—1>'">. (552
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A funcdo f; corresponde a parte ndo-ruidosa do estado, e também ao ruido phase-flip.
A funcdo f; se refere ao bit-flip noise e ao bit-phase flip. Ao perceber um resultado que era
inesperado, Alice pode também informar para Bob o valor de €, de modo que ele passe a
descartar resultados com € = 1. A expressao geral para a fidelidade do teletransporte deve ser

entdo modificada quando este procedimento de pds-selecdo € adotado. Nesta situacdo, temos que

— 1

F:m ; Tr{|¢) (¢| Pk}, (5.53)

(K¢D)

onde I'" é o conjunto de resultados a serem descartados e p,, € a probabilidade de ocorréncia do

m-ésimo resultado.

N6s calculamos pe—; para todos os tipos de ruido considerados anteriormente, atuando
sobre os qubits 2 e 6. Depois, calculamos a fidelidade total usando a pds-selecao. A seguir,

listamos os resultados obtidos:

Para bit flip, pf:)l = pgl =p,€

2 2 1. .
<F£H§S> (1 - gp) (§ + 3 sin®(26) sm2(2(]))> : (5.54)
Quando o ruido € do tipo phase-flip, p((f:)1 = pg] =0, a fidelidade é:
BP—PS 2 2 1.5 .2
(Fopy o) =1|1- )13 + 3 5in (20)sin“(29¢) |. (5.55)

Se o ruido depolarizing afeta os qubits 2 e 6, entdo pg )1 = pg )1 = 23” , entao:

2 38 1 8 8 16

onde u = sin(260)sin(2¢).

Finalmente, na preseca de ruido amplitude damping, as probabilidades mostram uma
dependéncia com a quantidade de emaranhamento do canal, com pizz) 1= pff:)l = psin® 6. Neste
caso, a fidelidade total é dada por:

A_PS 2 11— psin 2(20) sin? (2¢))}
(Fopz”) = (1 3psm 6) {3 3 I psin6 (5.57)

No caso de phase-flip atuando em qualquer qubit, a fidelidade ndo sofre modificacdes

quando comparadas ao esquema sem pos-selecao, devido ao fato de que pg:)l = pgl = 0. Para
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bit-phase flip, também nao ha melhoria na fidelidade quando a pds-selecdo € feita. Em resumo,
para bit flip, depolarizing e amplitude damping, hd uma melhora significativa na fidelidade
quando a pos-selecdo € adotada, enquanto que para phase-flip e bit-phase flip, nao ha distincao

em relacdo ao esquema sem pds-selecao.

5.3 COMPARACAO ENTRE OS ESQUEMAS

O gréfico abaixo mostra a diferenca
AFE = (Fguz") = (Fepr), (5.58)

para ruido do tipo bit flip, e p = 0,07. Assim, na presenca de ruido, a diferenga AF' se torna
maior do que no caso sem ruido. Esta quantidade alcanga um méximo quando

2(1-3p)

sin(260%)sin(2¢™) = 30,

(5.59)

Para p =0, 1 nés temos AFZ ~ 0,07.

1.4 L 0.06

12

1 — 0.045
b 08

= 0.03

0.6 B

04 0.015

0.2

0 0

0 02040608 1 1214
0

Figura 10 — Diferenca entre as fidelidades 3-EPR e 2-GHZ-PS para bit flipe p = 0,07.

A seguir, listamos as fidelidades para cada tipo de ruido nos esquemas 3-EPR,2-GHZ e
2-GHZ com p6s selecao (2-GHZ-PS), para a situagao em que o emaranhamento € perfeito nos
estados do canal e também na base de medicao. De modo geral, o esquema 2-GHZ tende a ser
melhor que o 3-EPR quando o emaranhamento € arbitrario. Essa tendéncia se mantém no caso
de emaranhamento perfeito, exceto para o caso de ruido phase flip. Por outro lado, ao usar o

procedimento de pds-selecao, € possivel obter melhores resultados para alguns tipos de ruido.
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Tabela 3 — Fidelidade para os esquemas 3-EPR, 2-GHZ e 2-GHZ-PS, com emaranhamento
maximo no canal e nas medicdes.

Ruido 3-EPR 2-GHZ 2-GHZ-PS

Bit flip l-p 1-2p 1-3p

Phase flip 1—%1) l1—35p 1—35p

Depolarizing 1— %p 1-5p 1—2p

Bitphaseflip 1-p 1-%p 1-3p

A.damping 1-1% l—gp 1-£

5.3.1 ESTRATEGIAS POSSIVEIS

Para a execucao do protocolo, Alice e Bob podem adotar diversas estratégias, com o
intuito de melhorar a fidelidade do estado teletransportado. Vamos considerar o caso de ruido bit
flip.

1) Estratégia 1: Alice ndo faz distin¢do entre € =0 e € = 1. Bob usa a mesma unitéria para o caso
sem ruido, e sdo necessarios 4 bits de informacao cldssica. Em cada medida GHZ, Alice precisa
fazer a distin¢@o de quatro estados da base.

i1) Estratégia 2: Alice comega a distinguir os valores de €. Mais especificamente, para € = 0, ela
pode recomendar que Bob use a mesma unitdria do caso sem ruido. Quando € = 1, ela recomenda
que Bob use uma outra unitdria. No entanto, a unitdria que servird para o caso de ruido no qubit
2 ndo servird caso o ruido atue no qubit 6, e vice-versa. Isto pode ser visto a partir dos estados
escritos para os qubits de Bob, na se¢do 4.2.5. Assim, em metade das vezes eles irdo errar na
corre¢do do estado, e esta estratégia nao se mostraria muito adequada.

iii)Estratégia 1 com p6s-selecdo: Alice faz a distingdo dos valores de €, mas descarta os resultados
correspondentes a € = 1. Neste caso, sdo necessdrios 5 bits de informacao cldssica para a execugao
do protocolo.

Deste modo, o que fizemos ao longo deste capitulo foi considerar os casos i) e iii).



Capitulo 5. TELETRANSPORTE DE EMARANHAMENTO GHZ NA PRESENCA DE RUIDO 73

5.3.2 ESQUEMA HIBRIDO

E possivel ainda fazer um esquema hibrido: usar dois estados tipo GHZ como canal, mas

fazer medidas na base EPR.

(@] 2@ 1 --—T-@y

b =i Ao -

i._.’_._._._._._._i._.__/ i

03 _407] o8
| T

i L |

@5 6ec; L1 @g

Lredfiectite e B o -4

Figura 11 — Esquema hibrido: Para realizar o teletransporte de um estado tipo GHZ, podem ser
usados dois estados GHZ como canal, e medicdes na base EPR.

A figura 11 mostra uma possivel configuracao para este esquema. Neste caso, o estado
inicial do sistema € dado por
Po = P135 @ P247 @ Peso- (5.60)

As medigdes sdo feitas sobre os qubits 1-2,3-4 e 5-6.

A fidelidade é dada por
F= Z CjCRCxCy 71%4/17 ) JBO.YOA DA KD® DA 7]("6,5'9,;',% {tk\g H b jbuyer,  (5.61)
UVEALMT jkxy
onde ;" indica j BT e {uy, o, 3} = {u,v,e}.
Este esquema apresenta resultados intermedidrios entre os esquemas 3-EPR e 2-GHZ. Se apre-
senta melhor que o esquema 3-EPR, e pior que o 2-GHZ. No entanto, pode ser ttil no sentido de
requerer apenas medi¢gdes na base de Bell. Para exemplificar isto, escrevemos a expressao para a

fidelidade para bit flip e phase flip. Para ruido bit flip, a fidelidade é dada por
(FBYy=(1- P35 + 350 (20)sin”(2¢) |. (5.62)

Quando o emaranhamento é maximo, (F2Z) =1—2 E possivel fazer pos-selecio também neste
H P p p ¢

esquema. Para bit flip, usando este procedimento, a fidelidade é

(FB~PS) = (1 — %p) (§+%sin2(29)sin3(2¢)>. (5.63)

Para emaranhamento méximo, (F5 ©5) =1 — % p.

Para ruido phase-flip,

(FF) = (FF~F5) = 2+(1—2p)%sm (20)sin*(2¢). (5.64)

3
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Figura 12 — Um possivel esquema para o teletransporte de estado GHZ composto por quatro
qubits.

5.3.3 SOBRE A ESCALABILIDADE

O protocolo é, em principio, aplicdvel a estados do tipo GHZ com mais de trés qubits.
Para teletransportar um estado de GHZ n-qubits (GHZn), podemos empregar dois estados GHZn
como canal. E possivel aplicar a base de medigdo descrita no apéndice B. Para um estado GHZ

com quatro qubits, por exemplo, um esquema possivel € ilustrado a seguir.

Neste caso, o estado inicial do sistema é dado por

Po = P1256 ® P3ao(10) @ P78(11)(12)- (5.65)

A medigdo é feita na base {‘Cbg >}
1

‘¢§f> = ZO(—I)“jbu@;L 1 J®M,jE A, jBA3). (5.66)
J=

As medigOes sdo feitas sobre os qubtis 1-2-3-4 e 5-6-7-8. Entdo, apds as medigdes, o

estado (ndo-normalizado) dos qubits de Bob é dado por

Px = Tra {(ﬁK & iB) [3()} , (5.67)
onde
pK - ’\Pg> <lPl,;{‘1234® ‘\P‘%> <\P¥’5678' (568)

De forma andloga, € possivel fazer um protocolo com 5 particulas e assim por diante. Deste

modo, é possivel usar esta ideia para estados com um niimero maior de qubits.
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6 TELETRANSPORTE DO ESTADO
DE UM QUTRIT COM CANAIS
RUIDOSOS

Neste capitulo, vamos continuar estudando o teletransporte de um estado. No entanto,
agora em vez de considerarmos um protocolo que envolve o teletransporte de um estado tripartite,
vamos considerar o teletransporte de um estado de uma particula com trés niveis, ou estado de
um qutrit,

|9) =c0|0) +c1|1) +c2(2), (6.1)

com |cg|? +|c1]? 4 |c2|? = 1. Estudar o teletransporte de um estado deste tipo & interessante por-
que € um estado que pode "carregar"mais informacao que um qubit, e é também o primeiro passo
para o entendimento de protocolos mais gerais, envolvendo estados com dimensao arbitraria. O
teletransporte de um estado de um qutrit foi estudado em (TIAN; SHI; ZHAO, 2011), e o de um
qudit em (STENHOLM; BARDROFF, 1998). Aqui, a nossa inten¢do € usar o formalismo dos
operadores de Kraus para incluir alguns tipos de erro no protocolo de teletransporte de um qutrit.
Vamos escrever o operador densidade correspondente ao estado a ser teletransportado como
2
pr="3 cjcili) (k. (6.2)
jk=0

Como canal, vamos considerar inicialmente um estado emaranhado de dois qutrits dado por

1
|‘P>:%

Este estado pode ser visto como uma andlogo ao estado EPR, mas agora para qutrits. Uma

100) + |11 +]22) | . (6.3)

descricdo para o emaranhamento envolvendo qutrits pode ser vista em (CAVES; MILBURN,
2000). E possivel também fazer uma descri¢io matematica dos qutrits de modo a escrever vetores
de Bloch, representacio em termos de operadores, etc. Isto pode ser visto em (CHECINSKA;

WODKIEWICZ, 2007).

Com o intuito de incluir ruido no canal, vamos escrever o estado como

2
P23 = Z YVemnr [0m) 33 (7] 3. (6.4)

Imnr=0
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O estado inicial do sistema € dado por

Po = p1 ® Pa3. (6.5)
Explicitamente,

[50 - Z Cjc/t}/€m”r|j7£7m>123 <kan7r|123' (66)
Jjklmnr

A medicao € feita sobre as particulas 1 e 2, em uma base andloga a base EPR, mas agora

para qutrits. Vamos adotar a seguinte notacdo para os estados desta base:

3) 1 ¢ ur
‘cI>M>:—3r;Ow3 rrdA). 6.7)

Aqui, nds usamos ¢ para denotar r+ A mod 3, e

3 = exp (%m) : (6.8)

Explicitamente, os estados da base estao listados na tabela a seguir.

=
>

estado
—5(100) +11) + [22))
T(01) 1 112) + [20))
T(02) + [10) + [21)
(‘Oo>+e2n’i/3’11>+672m’ 3|22
(‘01>—|—€2m 3’12>+e—2ﬂ:i
(‘02>+62m’ 3’10>+e—2m‘ 3’2
(100) +
(101) +
(102)

W

(V)

W)
™
=)

[—

00) + 23 11) + 2™/3 |22
|01) + e~ 2%/3 [12) + ™/3 |20
02) + 273 [10) + 273 |21

N NN =] = = O O O
N = O~ O N —| O

)
)
)
)
)
)

SHSHSHSHSSH

Tabela 4 — Estados emaranhados de dois qutrits, que formam a base de medicao.

Depois da medida, o estado da particula de Bob é

Tra [pu/lf)op;,l]

)
Py

pr = (6.9)
onde

B =) ) (@) (6.10)
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€ o projetor associado a medida.

P,u/l :Tr(ﬁu“ﬁo) (6.11)

¢ a probabilidade de ocorréncia de um resultado (i, 4 ). Deste modo,

2

1 . \
pr==5 Y ciiVormiorp (@3°) (@37)|m)s(pls. (6.12)
Jkmprs=0

Para obtermos a transformacao unitdria que recupera o estado desejado no fim do protocolo,

vamos olhar para o caso perfeito, sem ruido. Entdo, vamos considerar que

Yiormkar,p = BjorBrar 0jor mOor p- (6.13)

Com isso, o estado se torna

~ 1 * s\ * r .
/)I(pzo):§ Y. ciciBioaBroa (05) (057) B A)3 (kD A5 (6.14)

Jjkmprs

Vamos também considerar canais maximamente emaranhados, de modo que

1
i=—, vV J. 6.15
B] \/g J ( )
Assim,
1 NE
=0) =5 Xesei (o) (@f*)lj@n); kol (6.16)
95

Deste modo, a transformacao unitaria deve ser

Z | el (6.17)
07 =Y (@) s o) (s (6.18)
S/
Usando esta transformacao, verificamos que
n 1
Upi(p=0)0" =5 Y ejei i) (k (6.19)
jk

Assim, U € de fato a transformac¢do necessdria, pois recupera a forma do estado inicial quando

ndo ha ruido.
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Agora, temos condicdes de aplicar esta transformacao unitdria ao caso geral.

~ A 1
pr= Up]UT = g kZ cjclt’yj@/l,r’aal,k@k,s’@lw:; (wﬁ”) (Délr< > ’ <S | (6.20)
Jj r/s/

Para um dado resultado, a fidelidade €

Fua = Tr(PinPy)- (6.21)
A fidelidade média é
F=Y PuFu= Z 2 TrPinDy)- (6.22)
ui
Como
. 0p0t P
py=p— =L, (6.23)
UA uA
temos que
F= Y Trpupy] (6.24)
UVEADT
Mais explicitamente,
= 1 * * r k
F = § Z Cjckcs’cr’Yj@l,r’@l,k@l,s’@l ((x)éi ) ((JO,JI:i ) ((Oéis) ( él ) . (6.25)
UA jkr

Esta expressao € geral, e pode acomodar diversos tipos de ruido no canal, usando o formalismo
de Kraus. No entanto, esta expressdo em geral depende do estado inicial. Vamos entdo obter uma

expressao independente do estado de entrada. O estado de um qutrit (CAVES; MILBURN, 2000)

pode ser escrito como

|¢) = ™ sin @ cos @ |0) + e sinOsin@|1) +cos 6 |2). (6.26)

Entdo, precisamos calcular a seguinte integral

. 2 2 p2m pm/2 pm/2
F)=— F
) 9%2/0 /o /0 /0

9sin’ 6 cos 0 sin @ cos pdOd pd xyod | . (6.27)
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Nesta expressio, o fator 2/97> é a constante normalizagio para (F), e pode ser obtida a partir

<F>:A/02ﬂ:/027r/0n/2/0n:/2d97 6.2%)

com dQ = 9sin’ 0 cos 6 sin @ cos dOdPdxod )1 .

da relacao

Para o caso perfeito, (F) = F = 1, de modo que A = 2/97>. A seguir, vamos introduzir alguns
tipos de ruido que podem atuar em um qutrit, em analogia aos tipos de ruido que estuda-
mos para um qubit. Particularmente, os operadores que utilzaremos sdo operadores de Weyl

(BERTLMANN; KRAMMER, 2008). Mais detalhes podem ser vistos no Apéndice C.

6.1 TRIT FLIP

Este ruido € o analogo ao bit flip para o caso de qutrits. Estd associado com a pos-
sibilidade de "flip"entre os estados |0), |1) e |2). Vamos assumir que cada erro ocorre com
uma probabilidade p/2, e existe uma probabilidade 1 — p de que ndo ocorra nenhum erro. Os

operadores de Kraus sdo

Eo=/1—pl: (6.29)
010 0 01

E = g 001 ]|, E= g 1 0o |. (6.30)
1 0 0 010

E importante notar que sdo necessarios trés operadores de Kraus, porque agora existem trés
possibilidades de erro, diferentemente do caso do bit flip, onde s6 havia duas. Vamos ver a a¢do

destes operadores. Para £/, temos:

B0y =21, B0 =/2R), &=, /10 631)

Para o operador E», temos que

E2\0>=\/§\2>, m:@m, Ezrz>=\/§u>. 632)

De forma mais compacta, podemos escrever que

ain=\2ren, Bio=/Prea, 633
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onde /Bi=/{+imod 3, i=1,2. Vamos considerar que o ruido atua no primeiro qutrit do canal.

Se o estado do canal, sem ruido, é

. 1
paz = 3 D 100) (6.34)
In
entao
. 1 At a N
£(p3) = 3 [ (Eo@D)po3(E§ @) + (E1 @) po3 (E] @1) + (B, @ D) pas (B} @ 1)} (6.35)
ou
1
e(pn) =3 X [(1=p)00) |+ L (@ 1.0) e 10|+ (02,0 me2.n])] . (6.36)
In
O coeficiente y € dado por
=0 )68+ 281y 8 L Y 6.37
Viedrorkodser = 3 (1-p)o; ks T 5 0jelr ety + 5 0. Okas | - (6.37)

A expressdo para F se torna

F=(1- Z\CJ\ZZ\ck\z—i- Y (cicimicicrar +cjCieacicran) - (6.38)
J k ]k
F=(01-p)+ ‘g 2(coc 4 c165 + cach)(cper +cjea +¢3¢0) | 5 (6.39)

O préximo passo para obter (F) é fazer a integracio da expressdo acima. Mas, antes disso,

podemos fazer algumas consideracdes que irdo facilitar este cdlculo. Vamos lembrar que
co=eMsin@cos@, ¢ =eXsinBsing, ¢, =cosh. (6.40)

Assim, € possivel ver que nem todos os termos de F irdo contribuir para (F). Como um exemplo,

vamos considerar o termo coc 2¢,. De forma explicita,
$2 X0 o 2012 in2 @ <in2
coc) ¢y = e*¥sin O cos Qe sin“ @ sin“ @ cos 6. (6.41)
Quando integramos este termo, temos que

2n p2n pm/2 pm/2
/ / / / cocierdQ = 0. (6.42)
0 0 0 0

Deste modo, vamos nos preocupar apenas com termos do tipo |c;|?|ck|* (com j # k). Escrevendo

apenas os termos que irdo contribuir para (F), temos que
F=(1=p)+p(lcof’ler* +le1Pleal* + |ea|eol?) - (6.43)
Integrando esta expressdo, chegamos a

p- (6.44)
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6.2 PHASE FLIP

Este tipo de ruido estd associado ao ganho de uma fase relativa nos estados |1) e |2).

Duas situagdes podem ocorrer, € sdo necessarios trés operadores de Kraus.

Eo=+/1—pl; (6.45)
1 0 0 1 0 0
N p . s P
Er = \/; 0 wf 0 |, Ex= \/; 0 w3 0 |- (6.46)
0 0 s 0 0 g

Vamos ver o efeito destes operadores nos estados |0), |1) e |2).

B0y = /2100, B =i, By =B, (647

De forma mais compacta,
A . p X\ T | ¢
Bl =5 05)1). (649

A tabela abaixo mostra algumas relagdes uteis.

j o] o, ) = (05)’
0 1 1

1 (0 W3

2 | 0= 03" = s

Tabela 5 — Relagdes tteis envolvendo ws.

Para o operador E;, temos

£y (0) = \[|o Byl = \/>a)3|1 Eyp2) = \/>a)3|2>. (6.49)

De forma resumida,
B2l =B 1), (6:50

Vamos considerar que o primeiro qgutrit do canal estd sujeito ao phase flip. Neste caso, o estado

do canal é

(SRS

(@3 (@3)" + (@3)"(@3)") | k) 1. (6:51)

O coeficiente y é dado por

1 * *
Vierrarkersen = 5900 |(1=p)+ 5 (@4 @) + (@) (@) )] ©52)
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Com isso,
= = 2 N 2 k
F=(1=p)+p| Y lejl* (@) ) lal*(@3)"]. (6.53)
j=0 k=0
Ap6s algumas manipulagdes, temos que
F=(1=p)+p[leol*+ler|* + [eal* = leo*|er[* = leo*[ea]* = fer Pleal?] - (6.54)

A fidelidade é dada por

p. (6.55)

6.3 TRIT-PHASE FLIP

Neste caso, pode ocorrer um ganho de fase relativa e também uma transi¢do ao mesmo

tempo. Os operadores de Kraus sdao dados por:

0 0 s 0 0 g
Eo=T=pl, Bi=\/21 1 0 o |, B2=\/Bl 1 0 0 |5 650
0 w3 O 0 3 O
0 w3y O 0 w3 O
By = f 0 0 @ | E‘4:\/§ 0 0 o | (6.57)
10 0 1 0 0

De forma resumida, podemos dizer que eles atuam do seguinte modo:

Bl =\ Zesyien, Bl = [Peyien: (6.5

~ . p (N T | » Fad . p 1 .
Bl = P@lien, &= [Peyien. (659
O estado do canal ap6s a ac¢do do ruido passa a ser
A 1 . 1 : : : :
e(P23) = 3(1=p)1j.J) (ko k| + 22 (1B 1)) kD LK+ @2, )) (kS 2,k]),  (6.60)

com

e =2 |(01) (@) + (@) (@3)'] (6.61)
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O coeficiente y é
1
Yiod ol koA s oL = 3 (1= p)8; 8y + €281 Okt s + €128j00.r Gpany | - (6.62)
A expressdo para F se torna
(1—p) Z \cj\zz |ck|2 + 8122 (cjc}f@lc,tck@l + cjcjf@zc}’;ck@z) ) (6.63)
J k jk
De forma mais explicita,
F = (1=p)+p|lcofle1* +col*leal” + [e1[*|eal] - (6.64)
Isto leva a
— 3
(F)=1-— Zp. (6.65)
6.4 DEPOLARIZING
Neste caso, os operadores de Kraus sao
Eo=~/1—pi, B = \/g?, Jo \/g, £y = %ﬂ, £y = %YZ (6.66)
s = \/g 27, Eg = g?z?, B = g 272 Fg = \/EZZ, (6.67)
onde
010 1 0 O
Y=foo1], Z=10 o © (6.68)
100 0 0

A tabela a seguir lista o efeito destes operadores sobre um estado | ).

E;lj) agdo E;lj) agio Ejlj) agdo

Eo VI=plj) Ey | \/p/8li®ol) | Es | /p/8wilj®1)

E Vr/8lie2) | Ex | /pBan|j®2) | E7 | \/p/8(wi)!|j®2)

E, | \/p/8wllje2) | Es | /p/8wiljel) | Es | \/p/8(&})]))

Tabela 6 — Acdo dos operadores de Kraus para o caso de Depolarizing.
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O estado do canal ap6s a ac¢do do ruido passa a ser

A | 1 : : . :
€(P23) = €0l J) (kkl +zen (@1, )) (kL +]j©2,j) (k®2,k), (6.69)
com
g0 = (1—p) +§ <w§w§k+ w;‘jwé‘) e g [1 + (w§w§"+ a);”'cok)] . (6.70)
O coeficeinte y €
1
yj@/’l,r’@/’l,k@k,s’@l = § [8006j,r’6k,s’ —+ 8125}'@1,;”6/(@1,5’ + 8126]'@27,/6/(@275/] . (671)
A expressdo para a fidelidade F se torna
T 1 * * * *
F = 522 [800|Cj|2|ck|2+€12Cjcj@lckck@l +£12Cjcj@zckck®2} . (6.72)
uir jk

Nesta etapa, de forma similar ao que discutimos no caso de phase flip, podemos desconsiderar
os termos que ndo contribuem para (F). Assim, podemos escrever uma expressdo simplificada

para F:

p
F=(1-p)+] (leol* +e1|* +lca*) + 5 (Jeol*ler* + ler[eal* + |co*lea)?) . (6.73)

(\SRlaN

ApOs a integracao, temos que

(Fy=1-"2p. (6.74)

AW

Assim, para os tipos de erros discutidos aqui, a fidelidade para o teletransporte de um
qutrit, quando o emaranhamento é maximo no canal e na medicao, € ligeiramente maior que
a obtida sob condi¢Oes andlogas para qubits. Certamente, a implementacdo para os dois casos
requer recursos distintos. Aqui, nossa ideia foi ver teoricamente como o aumento da dimensao
do estado pode contribuir para a fidelidade. Além disso, com a avanco tecnolégico na drea, pode
ser vidvel a execucdo do teletransporte de um estado de um qutrit em situagdes onde € necessario

se enviar mais informagdo e obter melhores resultados mesmo quando alguns erros aparecem.
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7 CONCLUSOES

Para o processamento de informacao quantica em larga escala, é desejavel que a nossa
capacidade de descrever e manipular sistemas e protocolos envolvendo muitas partes e/ou muitos
graus de liberdade se aprimore. Neste sentido, pode-se tentar generalizar protocolos como o de te-
letransporte de um estado ou o de troca de emaranhamento e até mesmo a codifica¢do superdensa,
por exemplo, para acomodar mais particulas portadoras de informagao e também protocolos com
estados de dimensdes maiores. Nesta tese, estudamos variantes do protocolo de teletransporte
contemplando essas duas "vertentes". Primeiramente, estudamos o teletransporte de um estado
de 3 qubits, do tipo GHZ, dado por ¢( |000) + ¢ |111) . Para isto, utilizamos dois esquemas, que
chamamos de 3-EPR e 2-GHZ. Isto se refere ao tipo e a quantidade de estados usados como canal.
Também utilizamos o procedimento de pos selegdo no caso 2-GHZ, que nos referimos como
2-GHZ-PS. No primeiro esquema, sdo empregados trés estados tipo EPR, f;|00) + B; |11) com
emaranhamento arbitrario, dado pelo coeficiente ;. No segundo esquema, sdo utilizados dois
estados do tipo GHZ, fp|000) + f3; |111), novamente com emaranhamento arbitrario. Em ambos
0s casos, para a medi¢do, consideramos bases com estados ndo-maximamente emaranhados.
Assim, no capitulo 4, calculamos a fidelidade total média (independente do estado de entrada)
para cada um dos esquemas como fun¢ao do emaranhamento da base de medicdo e também do
canal. Com isso, foi possivel perceber que o esquema 2-GHZ apresenta uma fidelidade maior que
a do esquema 3-EPR. E importante notar que, durante o protocolo, além de se enviar informagéo
ha também a transferéncia de emaranhamento, de forma similar ao que ocorre no processo de
troca de emaranhamento (entanglement swapping). Assim, ao fim do processo, Bob dispde de
informacgdo e também de emaranhamento, que podera usar para estabelecer comunicagdo com

outros usudrios, formando redes de comunica¢do quantica, por exemplo.

No capitulo 5, estudamos novamente os esquemas 3-EPR e 2-GHZ, mas desta vez
considerando alguns tipos de erros bastante comuns, que podem ocorrer durante a execu¢ao
de protocolos deste tipo. Para incluir estes erros, consideramos o formalismo dos operadores
de Kraus para sistemas quanticos abertos, o que permite fazer uma descri¢do do ruido sem

mencionar os detalhes do ambiente. Isto € bastante til para o que estudamos, pois estivemos
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interessados somente no efeito do ruido sobre o canal. Mais especificamente, consideramos bit
flip, phase flip, bit-phase flip, depolarizing e amplitude damping. O formalismo de Kraus e os
tipos de erros considerados, foram introduzidos no capitulo 3. Na presenca de ruido, notamos
que a diferenca entre as fidelidades obtidas entre o esquema 2-GHZ e 3-EPR tende a aumentar.

Isto ocorre porque, em alguns casos, um dos qubits do canal fica protegido do ruido.

E possivel ainda recorrer ao procedimento de pés-selecdo no esquema 2-GHZ. Recorrer
a pés-selecdo é um aspecto bastante interessante, pois permite "detectar"a presenca de ruido, pois
Alice pode encontrar resultados inesperados (que ndo sdo obtidos no caso sem ruido) e assim
proceder de forma a otimizar o protocolo. Isto mostra que, apesar do emaranhemento bipartite
ser mais facil de se obter e medir do que o emaranhamento tripartite, em algumas situa¢des onde
existem alguns tipos de ruido, pode ser mais vantajoso o uso de emaranhamento GHZ para certas
tarefas. Além disso, o esquema 2-GHZ requer menos troca de informacdo classica, e também

nao € preciso fazer a distin¢do de todos os oito estados da base GHZ em todas as medig¢des.

E possivel também fazer um esquema "hibrido", com dois estados GHZ como canal, mas
desta vez com medicdes na base EPR, por parte de Alice. Neste caso, sdo obtidos resultados
intermedidrios entre os esquemas 3-EPR e 2-GHZ. Do ponto de vista prético, o esquema hibrido
pode ser uma alternativa para lidar com dificuldades para se fazer uma medi¢ao em uma base
tripartite do tipo GHZ. Em todos os casos, sdo utilizadas operacdes unitdrias ao fim do processo,
com o intuito de se obter o estado mais proximo possivel do desejado. Cada operagao unitaria
destas, € produto de operagdes de um tUnico qubit, e assim ndo € necessario o uso de portas
controladas, como por exemplo a porta C-NOT. Isto nos habilitaria a também estudar situacdes
onde, em vez de termos apenas Alice e Bob, talvez mais um ou dois usudrios poderiam estar como
receptores, compartilhando emaranhamento GHZ. Deste modo, os estados GHZ exibem uma
certa versatilidade para serem usados como canal em protocolos de comunicacdo, permitindo em
alguns casos a obten¢@o de uma fidelidade maior, e também a possibilidade de comunicagdo em
redes com multiusudrios. E de nosso interesse também estudar futuramente este protocolo com

estados W.

Depois de estudar o teletransporte de um estado GHZ, no capitulo 6 seguimos em outra
direcdo: em vez de aumentar o nimero de qubits no protocolo de teletransporte, aumentamos
o nimero de dimensdes do estado a ser teleportado. Assim, estudamos o teletransporte de um
estado de um qutrit, ¢ |0) +co|1) +¢o |2) . Para isto, pode-se usar um formalismo muito parecido

com o utilizado para o teletransporte de um estado de um qubit. Entdo, considerando os tipos de
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ruido que podem afetar o estado de um qubit, definimos seus andlogos que podem atuar sobre o
estado de um qutrit, com os respectivos operadores de Kraus. Com isso, foi possivel escrever
expressoes para o estado usado como canal na presenca destes ruidos, e calcular a fidelidade
média. Na nossa abordagem, fizemos uma simplificacdo e consideramos canais maximamente
emaranhados e também uma base de medi¢cdo com emaranhamento méximo. Nossa perspectiva
€ generalizar estes resultados para emaranhemento arbitrario. No entanto, mesmo com esse
resultado ndo sendo o mais geral possivel para qutrits, € possivel compard-lo com o caso do
teletransporte do estado de um qubit nas condi¢des 6timas (emaranhamento maximo no canal
e na medi¢do). Isto permite notar que o aumento no nimero da dimensao pode levar a uma
fidelidade maior. Além disso, estudar o teletransporte do estado de um qutrit € importante porque
€ o primeiro passo para a construc¢do de protocolos envolvendo dimensdes maiores que 2. Nesse
sentido, temos como perspectiva o estudo de protolocolos envolvendo mais de um qutrit, o que
seria uma situacdo mais geral do que a estudada aqui, contemplando de uma sé vez o aumento
no nimero de partes (estados multipartites), e o aumento na dimensao do estado de cada parte

(considerando qutrits ou qudits).
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APENDICE A — Base generalizada GHZ

Para estados EPR e GHZ,usamos uma nota¢do que permite escrever todos os estados da
base de maneira compacta. Podemos expressar uma base GHZ generalizada, para um nimero

arbitrario N de qubits. Explicitamente,

u\ _ (-ne X
]dﬁ}—jZm 7 I ®lien). A

O parametro Ay caracteriza cada um dos kets. Assim, k se refere a quantidade de qubits,

e u pode ser igual a 0 ou 1. Seguindo esta notagao, o estado de Bell

1
E

por exemplo, corresponde a |<I>8>. De modo similar, um estado GHZ tipico,

|®7) = —=(]00) +[11)), (A2)

1
V2

corresponde a |¢8o>. Vale notar que esta base também pode ser utilizada quando o emaranha-

IGHZ) = — (|000) +|111)) (A.3)

mento € arbitrario. Neste caso,

<c1>£‘
A

com by =cos@ e by =sin@ (0 < ¢ < m/2). Assim, by e b; se referem ao "balanceamento"do

®Y) = 8; S, (A4)

estado. Isto é, permitem escrever estados ndo-maximamente emaranhados. Os elementos desta

base satisfazem a relacdo de ortonormalidade

<c1>£‘
A

¢¥> - 817f6u,v. (A.S)
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APENDICE B — Representacio de estados

em termos de operadores

De modo geral, € possivel usar matrizes para representar estados. Isto pode ser visto de
forma detalhada em (BERTLMANN; KRAMMER, 2008). Aqui, vamos discutir de forma breve
algumas representagdes possiveis para qubits e qutrits. Para representar operacdes sobre qubits,
podemos usar os operadores de Pauli. Mais que isso, podemos usar as matrizes de Pauli para

escrever um estado de um qubit como

p==(I+7i.6), (B.1)

| =

onde 7i é um vetor unitdrio em R? e 6 = (o, Oy, 0;) sdo as matrizes de Pauli. Nesta
representacgdo, cada estado p corresponde a um ponto sobre a casca ou no interior de uma esfera
unitéria em R3.

Para qutrits, pode-se também pensar em uma representacio do tipo esfera de Bloch.

Neste caso, sdo utilizadas as matrizes de Gell-Mann. Elas sdo dadas por

010 0 —i 0 1 0 0
M=l1 00|, =i 0 0|, &=]0 -1 0 |; (B.2)

000 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 —i 000
M=lO000]|, %=]l00 0|, %=]001|; (B.3)

1 00 i 0 0 010

00 0 10 0
1
AM=100 —i |, A= 301 0 | (B.4)

0 i O 0 0 -2
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Neste caso, o operador densidade pode ser representado por

(i n ﬁﬁ.i) : (B.5)

onde 7 € RS,

B.1 Base de Weyl

Uma base de operadaores bastante geral € a base de Weyl. Para um estado de dimensao

d, os operadores sdo dados por
A -1
U= ) o/ |l)(1&k, (B.6)
=0

2mi . .
onde w; = e ¢ . Com estes operadores, € possivel escrever um estado como

L1, 1, -~
n,m=0

As componentes do vetor b sdo dadas por by = Tr(Upmp).

Para qutrits, os operadores de Weyl sao

010 0 01 1 0 O
Ui=]10011], Ua=]1001], Uwo=|0 a 0 [ (B.3)
100 010 0 0 o
0O 1 O 0O 0 1 1 0 O
Un=| 0 0 o |, U2=| o 0 0], Uon=]|0 o 0 [; (BI
w; 0 0 0 wy O 0 0 s
0 1 0 0O 0 1
U= 0 0 w3 [, Un=| 0wy 0 0 |. (B.10)
o 0 0 0 w O

Para qubits, as matrizes de Weyl sdo as matrizes de Pauli.
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