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RESUMO

Objeto de interesse em diversas dreas do conhecimento, como matematica, fisica,
geofisica, meteorologia, dentre outras, e com aplica¢des que vao desde a circulagdo
atmosférica e ocednica até a superfluidez, a dindmica de voértices tem sido tratada ha
mais de um século, predominantemente, na esfera e, mais recentemente, sobre su-
perficies com curvatura constante ou de revolucdo. Neste trabalho, apresenta-se um
dos primeiros estudos sobre a dindmica de vértices numa superficie com curvatura
ndo constante e sem simetria de revolugdo. Concentramo-nos especialmente no pro-
blema de um par de vértices opostos no elipséide com os trés eixos distintos (triaxial).
Com este proposito, iniciamos com um rdpido apanhado da geometria diferencial dos
sistemas de coordenadas ortogonais tridimensionais. As coordenadas das quadricas
confocais (Jacobi) para o elipsdide e as esfero-cOnicas para a esfera sdo revisadas. O
sistema hamiltoniano que governa a dindmica do par de vértices é estudado através
das equacoes de Hally, escritas em coordenadas isotérmicas obtidas por Jacobi. Usando
estas coordenadas (ndo globais) realizamos simula¢des numéricas e nossa metodologia
é validada verificando a conjectura de Kimura de que o dipolo se move ao longo de uma
geodésica. As equagdes de movimento foram obtidas em termos de fungdes elipticas e
integradas numericamente com uma precisdo consideravel. Finalmente, construimos
uma aplicagdo conforme global do elipséide triaxial para a esfera, combinando as
coordenadas confocais no elipsoide com as coordenadas esfero-conicos na esfera. Es-
crevemos as equagoes de Hally globalmente através da projegdo estereogréfica. Secgdes
de Poincaré para o problema do par de vortices opostos no elipséide triaxial sdo obtidas
com vdérias relagdes de energia e dos eixos. Os resultados indicam que o sistema néo é

integravel.

Palavras-chave: Vortices pontuais. Elipsdide triaxial. Aplica¢des conformes.



ABSTRACT

Vortex dynamics is a theme of interest in several areas of knowledge, such as mathe-
matics, physics, geophysics, and meteorology (among others), and with applications
ranging from atmospheric and ocean circulation to superfluidity. Vortices on the sphere
have been treated for about a century, and more recently on surfaces with constant cur-
vature or surfaces of revolution. In this work, we present one of the first studies on the
dynamics of vortices on a surface with non-constant curvature and without symmetry
of revolution. We focus especially on the problem of two point vortices (with total
null vorticity) on the ellipsoid with three distinct axes (triaxial). For this purpose, we
tirst present a quick survey of the differential geometry of three-dimensional orthogonal
coordinate systems. Jacobi’s confocal quadrics coordinates on the ellipsoid and sphero-
conical coordinates on the sphere are reviewed. The Hamiltonian system that governs
the dyna-mics of a pair of vortices is studied via Hally’s equations. Using Jacobi’s
isothermic coordinates (non global) we performed numerical experiments to validade
our methodology by verifying Kimura’s conjecture that the vortex dipole moves along
a geodesic. The equations of motion are displayed in terms of elliptic functions and
numerically integrated with considerable precision. Finally, we construct a global con-
formal application of the triaxial ellipsoid on the unit sphere combining the confocal
coordinates on the ellipsoid with the sphero-conical coordinates on the sphere. Using
Hally’s equations via the stereographic projection, sections of Poincaré are determined
for the problem of two vortices on the triaxial ellipsoid with various energy and axis

relations. The results indicate that the system is not integrable.

Keywords: Point vortex. Triaxial ellipsoid. Conformal map.
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1 INTRODUCAO

A dindmica de vortices tem atraido a atengdo de pesquisadores em diversas dreas do
conhecimento. Matemadticos, fisicos, geofisicos, meteorélogos estdo interessados em
estuda-la, sobretudo, por suas intimeras aplica¢cdes, como dindmicas em oceanos e
atmosfera. O sistema que rege o movimento de N vértices pontuais no plano foi
introduzido por Helmholtz em 1867 (1) e descrito como um sistema hamiltoniano por
Kirchhoff em 1876 (2).

Além da dindmica sobre o plano, grande parte dos estudos realizados até hoje sdo
dedicados a dindmica sobre a esfera: Bogomolov (??), Kimura e Okamoto (3), Pekarski
e Marsden (4), Kidambi e Newton ((5),(6), (7)), Lim, Montaldi e Roberts (8), Boatto
e Cabral (9), Laurent-Polz (10), Tronin (11), Jamaloodeen e Newton (12), O’Neil (13),
Sakajo e Yagasaki ((14), (15)), Newton e Sakajo (16); entre outros. Em 1999, Kimura (17)
obteve as equagdes de movimento em superficies com curvatura constante (incluindo
o plano hiperbélico). Ele mostrou que um dipolo de vértices move-se ao longo de uma
geodésica dessas superficies e conjecturou que tal fato permanece valido para uma

superficie qualquer.

Existem poucas referéncias tratando-se de superficies com curvatura ndo constante.
Em 1980, David Hally (18) descreveu as equac¢oes de movimento de N vortices pontuais
numa superficie, usando coordenadas isotérmicas. Numa superficie com métrica ds? =

h?(z,Z)|dz|?, as equacdes de Hally séo:
q y

N

. _ T P) _

Zn = W2(20,Z0) Z—iz _ka +1Tn$1n(h(zn,zn)) ,n=12..,N. (1.1)
k#n n n

Aqui, I'y representa a intensidade do k-ésimo vértice.

O caso das superficies de revolucdo tem sido investigado mais recentemente.
Em 2002, Souliere e Tokieda (19) apresentaram um método para encontrar solugdes
periddicas (que ndo sdo equilibrios relativos) em superficies de revolugdo, em par-
ticular, elipséides e cilindros. O problema de N-vértices sobre o elipséide de
revolucdo foi estudado por Castilho e Machado (20) em 2008. Aplicando-se técnicas
de pertubacdo sobre a esfera, constréi-se uma sequéncia de aplicagdes conformes
do elipséide no plano. Entre outros resultados, verifica-se numericamente que
sistema truncado de primeira ordem para a dindmica de trés vortices é cadtico.
Em 2010, Sun-Chul Kim (21) obzteve explicitamente o fator conforme para o elipséide

¥ 2

. 2 . ..
de revolugéo “spheroid” %5 + 5 + Rt = 1, com a > -1, por meio de uma projecao



11

estereografica modificada. Uma formulagdo geométrica intrinseca para o caso geral
de superficies fechadas foi tratada por Boatto e Koiller. Em seu trabalho (22), sdo
fornecidas corre¢des em (18) para o caso de vorticidade total ndo-nula, validas para
superficies fechadas de género arbitrario e dominios de Jordan. Também é apresentada

uma demonstracdo da conjectura de Kimura para o dipolo de vortices.

No decorrer de nossa pesquisa, encontramos o sistema de equagdes e estudamos
a dindmica de vortices para um caso de superficie com curvatura ndo-constante sem
simetria de revolugdo. Trabalhamos, especificamente, a questdo de dois voértices pon-
tuais (com vorticidade total nula) sobre o elipsdide com os trés eixos distintos. Até
hoje, ndo encontramos estudos acerca deste sistema. Para tanto, obtivemos, sobre o
elips6ide, uma métrica conforme a esférica. Através da projecdo estereografica, passa-
mos para o plano complexo com métrica ds? = h%(z,z)|dz|?, onde o fator conforme h?(z,z)

é calculado.

O hamiltoniano que governa a dindmica de vortices pontuais que estudamos é

H= Z Iy ln(h(zk/ Zih(zn, zn)|zk — Zn|2)

k<n

com a forma simplética

N
w = Z T2z, Z0)dzn A dZn.
n=1

Tal formulacéo resulta nas equagdes (1.1) de Hally, que serdo descritas em detalhes no
capitulo 4.

As equagdes de movimento sdo obtidas em termos de fungdes elipticas e integradas
numericamente com precisdo considerdvel. Determinamos se¢des de Poincaré para o
problema de dois vortices sobre o elipséide triaxial com energia e eixos variados. Os
resultados sdo exibidos no capitulo 5, em que o sistema revela-se ndo-integravel. Uma
verificagdo numérica da conjectura de Kimura é também apresentada nesse capitulo. A
tim de alcangar nossos objetivos, apresentaremos no capitulo 1, conceitos preliminares
referentes a sistemas de coordenadas ortogonais. No capitulo 3, usaremos esses siste-
mas para construir uma aplicagdo conforme do elipséide triaxial sobre a esfera. Além
disso, obteremos parametros isotérmicos que cobrem, a menos dos pontos umbilicos,
as superficies quadricas ndo-simétricas. Estes serdo os pardmetros utilizados nos ex-

perimentos numéricos sobre a conjectura de Kimura no elipsoéide.



2 COORDENADAS ORTOGONAIS

Neste capitulo apresentamos de forma preliminar, alguns sistemas coordenadas
classicos em IR® e um pouco da geometria das superficies quadricas ndo-simétricas. Os
sistemas de coordenadas desenvolvidos aqui terdo um importante papel no decorrer
deste trabalho.

2.1 Coordenadas Triplamente Ortogonais em R?

A seguir, faremos uma introdugdo ao conceito de sistema de superficies tripla-
mente ortogonais, muito usado no estudo das linha de curvaturas de uma superficie.
Como ilustragdo, enunciaremos o teorema de Dupin. Cada uma das quddricas que es-
tudaremos, sio membros particulares de um desses sistemas de superficies e possuem

coordenadas induzidas por eles (veja (23), (24)).

Defini¢ao 1. Um sistema triplamente ortogonal de superficies sobre um aberto U de

IR3, consiste de trés familias de superficies, tais que:

(i) Cada ponto de U c IR® pertence a um e somente um membro de cada familia;

(ii) Cada superficie de uma familia intersecta os membros das outras duas ortogo-

nalmente.
Um sistema de coordenadas (11,1,13) — X(A1,12,13) em U c R3 é dito triplamente
ortogonal (ou simplesmente coordenadas ortogonais) se
(X0, X1, =Xy, X)) = (X, X2, = 0.
As superficies coordenadas (obtidas fixando uma das coordenadas)
(A1,A2) b X(A1,A2,A3), (A, A3) o X(A1,A2,A3) e (A2, A3) b X(A1,A2,A3), (2.1)

definem um sistema ortogonal de superficies em U

Vejamos alguns exemplos cldssicos de coordenadas em RR? e os sistemas de su-

perficies correspondentes:

e Coordenadas cartesianas (x,y,z); sistema em R3 formado por familias de planos

paralelos aos planos coordenados xy, yz e xz.
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e Coordenadas esféricas (u,v,w) :
X =1UCOSVCOSW, Y =UCOSUSeNw e z=1Usenv;

sistema formado por esferas concéntricas, cones e planos passando pelo eixo z.

e Coordenadas cilindricas (1, v, w):
X=1UC0SU, Y=usenv e z=uw;

sistema em IR®> menos o eixo z, formado por planos contendo o eixo z, planos

paralelos ao plano xy e cilindros circulares em torno do eixo z.

Observacao 2.1.1. Seja S uma das superficies coordenadas (2.1) fazendo Ay constante,
com k € {1,2,3} fixado.

Defina as funcdes E,G:R3 — R,
E(A1, A2, A3) = IXp P, G(A1, A2, A3) = IIX I, i< i, j# k. (22)

Restrito a S 0 campo normal unitério® ¢ dado por

_ Xy
1Xa, 1l

A primeira forma fundamental de S é EdAf +2FdAidAj + Gd/\?, onde E e G sdo
restri¢des das fungdes (2.2) a condigdo Ay constante. Além disso, F = 0 pelo fato do

sistema ser triplamente ortogonal.

A segunda forma fundamental dessa superficie é dada por ed/\? +2fdAidAj+ gdAj,
onde e = (X0, N), f= (X1, N) e g=(Xz0,N).

A proposigdo a seguir estabelece relagdes entre os coeficientes da primeira e segunda

formas e terd um papel importante na geometria das superficies quddricas.

Proposigao 2.1.2. Seja (A1,A2,A3) coordenadas triplamente ortogonais em U C R3. Entdo o0s
coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais da superficie coordenadas determinada

por Ay constante (observagdo 2.1.1), satisfazem:

E) Gy,

k
201Xl f TN

Por uma permutagdo de coordenadas podemos supor preservada a orientagdo de R®.

1
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Prova. Sejam X = X(A1,A,A3) parametrizacdo de U e S a superficie definida por Ay

constante, para algum k.

Diferenciando as equagdes (Xj,,X),) =0, (X3, X);,) =0 e (X;,,X),) =0, com

respeito a A1, Ay e A3, respectivamente, obtém-se:
(X210, X030 +(Xny, X21050 =0,
(Xapr X230 + (X0, X005 =0,

(X 05, X0, + (X, X205 = 0.

Comparando as parcelas dessas equagdes, concluimos que
(X010, X250 = 0; (Xp15,X0,) =0; (X0, X0, =0. (2.3)

Ora, o campo normal unitdrio N dessa superficie é

_ X
1Xa, 1l

Portanto, segue-se de (2.3) que f =0.

Agora suponha, sem perde de generalidade, que S seja definida por A3 constante.

Entao,
1 1 1 190
e={(X1 1, N) = ——(Xp,A,, X0;) =— (X1, Xas1,) = — ——(IIX2,1%),
N = e Xaa) = =y XK Xasd = = oo, U0
_ EM
211X, 110
Analogamente, obtém-se g. |

Um resultado bastante conhecido é que as curvas coordenadas dessas superficie sdo

linhas de curvatura se, e somente se, F = f = 0. Portanto, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.3 (Dupin). As curvas de intersecgdo das superficies de um sistema triplamente

ortogonal sdo suas linha de curvatura.
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2.2 (Coordenadas Elipticas ou Confocais

O sistema de coordenadas descrito a seguir pode ser introduzido mais geral-
mente em R". Contudo, apresentaremos aqui uma abordagem em R? para tratar de
forma concreta nosso objeto de estudo.

Considere a equagéo cartesiana:

£+%+—:L 2.4)

com a,b e ¢ distintos.

Fixados a, b e ¢, considere as superficies definidas pela equagéo:
2 2 2

X Ly oz
a-A b-A c-A

=1, (2.5)
para cada valor de A.

Essas superficies sdo chamadas quédricas confocais da superficie dada em (2.4), e
constituem familias de elipséides, hiperboléides de uma folha e hiperboléides de duas

folhas. Fixados a < b <, tais familias sdo determinadas, respectivamente, pelos valores
de A nos intervalos (—o,a), (a,b) e (b,c).

Dado um ponto P = (x,y,z) € R3, as superficies confocais passando por P sdo defi-

nidas pelos valores de A, raizes da equacao ctibica:

Pb—-A)c—A)+y*a-N(c—-A)+z22@—A)(b-A)— (@A) B-A)(c—A) =0. (2.6)

Se A1, Ay e A3 sdo as raizes? desta equagao, temos:

(A=A1)(A=A2)(A = A3)
=x2(b-A)c—A)+y*@—-A)(c—A)+z2(@a-A)b-A) = (a—A) b -A)(c—A).

Resolvendo um sistema de equagdes lineares para x>, y*> e z?(ver apéndice A)

verifica-se
2= (a—M)@a—Az)@a—Az)

(a-b)a—c)
_(b=A1)(b=A2)(b—A3)
i= (b—a)(b—c) 27)
2o (c=A)(c—A2)(c—A3)
- (c—a)(c—D)

2
2 Analisando o comportamento da fungdo F(A) = L% + by—_)\ + % -1, para x,y,z # 0, é facil ver que a

equagdo (2.6) possui trés raizes reais. Sea <b <c,entdo A} <a<Ay <b<Az<ec.
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O sistema de coordenadas definido por (A1,42,A3) em cada octante de R3 ¢ dito

sistema de coodenadas elipticas ou confocais.

Proposicdo 2.2.1. O sistema de coordenadas elipticas
X(A1,A2,A3) = (¥(A1,A2,A3), y(A1, A2, A3),2(A1, A2, A3)),
define um sistema de coordenadas triplamente ortogonais em cada octante de R3 e satisfaz:

i XL v =),
oA 2\Aj—a’ Ai=b"A;j—c)’

X

A

2 1/\,-2 = A Yei Ak T i A
4 (a=-A)b—-Aj)(c—Ay)

(ii)

comi=1,2,3.

Prova. O fato deste sistema ser ortogonal, assim como o resultado (ii), sdo decorrentes

da primeira propriedade a qual provaremos agora.

Diferenciando implicitamente a primeira equacdo em (2.7), tem-se

d

9 . _(a=A)@=As) ox x2 ox
A

1
(a—b)a—c) = 2x'<9/\1 A-a = oA 2A—-a’

2):

Logo, pela simetria com relacdo a 41,15, e A3,
o _1 x
aAi B 2 Ai —-a

Analogamente,
dy _1y | 1z
(9/\1'_2Ai—b 8/\1‘_2A,‘—C’

donde verifica-se a propriedade (i).

y 0z

Desta propriedade e de (2.7) temos que
2 2 72

4(X),, Xq,) A —a)(la—a) + (A1 =Db)(A, —b) + (A1 =c)(A2—0)

a—Ag b—/\3 C—Ag,
@-b)a-c)  b-a)b-0)  (c-a)c—b)

(@=A3)(b—c)—(b—A3)@—c)+(c—A3)(@a—b)
(@a=b)(a—-c)(b—c)
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Da mesma forma,
(X1, Xa3) = (X0, X1,) =0.

(ii) Ver apéndice A. O

2.2.1 Elipséide e Hiperbolbdides de uma e duas folhas
2
Por tudo que foi exposto, a superficie de equacao ’;—2 + y? + % =1, a<b<gc é

membro do sistema de superficies definido em (2.5), associada a A = 0.

As coordenadas confocais (A1,12) que parametrizam essa superficie satisfaz:

o _ala—M)@a—Ar)

(a=b)a-c)
b(b—A1)(b—A2)
2 _
R 29
2 _ cle=A1)(e=Ar)
(c—a)(c-b) ~
e variam conforme a tabela a seguir:
Elipséide O<a<Ay<b<Ay<c
Hiperboléide de 1 folha | A1 <a<0<b<A;<c (2.9)
Hiperboléide de 2 folha | Ay <a<Ay;<b<0<c

Se (A1,A2,A3) sdo coordenadas elipticas em RR?, pela proposigdo (2.2.1), em cada

superficie determinada por A3 constante (observagdo 2.1.1) tem-se:

1A7 = A1A2 = A1A3 + 1243

E=XpIP=~ ,
M T4 @ =A@ -A)(e-Ay)
(2.10)
. 1A2—= A2 —AoAs+A1A3
G=1X,l% = 72 :
4 (a—A2)(b—A2)(c—A2)
Também,
IX ”2 1)\%—/\1/\3—A2/\3+/\1A2
BT 4 @-23)(0-As)(c—13)
Em nosso caso especifico, que podemos supor A3 = 0, verifica-se
. Ay —Aq 1
En = =——F,
BT 4a-A)b-A)c-A) T A
~ Ay —Aq 1
G, =— =——@G, (2.11)
BT 4a-A)b-A)c-A2) T A
=21tz

11X,

"~ dabc’
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A métrica das quddricas descritas em (2.9) é dada pela expressdo

Ar—Aq M 2 Aa

2 _ _
= = =0 h=a L B0

dAZ|. (2.12)

Na proposi¢do a seguir, obtém-se uma expressdo para a curvatura gaussiana K
de tais superficies (em coordenadas confocais) assim como seus respectivos pontos
umbilicos®. O hiperboléide de uma folha néo possui pontos umbilicos, uma vez que
sua curvatura é negativa. No elipséide, esses pontos correspondem a A; = A, =beno

hiperboléide de duas folhasa A1 = A, =a.

. o~ ; L . a2 2 2
Proposicao 2.2.2. A curvatura gaussiana da superficie de equagdo - + y? +%=1coma,bec
distintos, em coordenadas confocais, é

abc

K= —-
(A1A2)

Além disso, os pontos umbilicos sio, nos casos:

ala— b _. c(c—b)
(a—c) "N (c-a)’
(ii) Hiperboldide de duas folhas (a <b <0 <c)

3 b(b—a) c(c—a)
B (b—c) V(c b)’

(i) Elipséide (0 <a<b<c)

que corresponde a Ay = Ay =

para A1 = Ay =a.

Prova. No caso em que F = f =0, as curvaturas principais sdo dadas por (ver por
exemplo (25))
(2.13)

Da proposicdo (2.1.2) e das expressdes (2.11) segue-se:

o— E/\g _ E
22Xl 201X,
Gy G

=TI 200Xl

Pontos umbilicos sdo pontos no qual as curvaturas principais coincidem.

3
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donde
1 1

ki=————, kp= ———.
2M 11X, 2/ X 4,
Portanto, k1 = k; se, e somente se, A1 = Aj.

Isso ocorre apenas nos casos citados no enunciado para Ay =Ay=b e A1 =Ay =g,
respectivamente. Os pontos umbilicos em coordenadas cartesianas sdo obtidas direta-
mente (2.8).

Finalmente,
1 abc

K =kik, = = :
T ANMIXLIR T (A2

2.3 Coordenadas Parabolicas

A construgdo dessas coordenadas segue o mesmo roteiro do caso anterior. Con-

sidere a equacédo

2 2
27 = % + % (2.14)

Essa equacdo representa um paraboléide eliptico ou um paraboléide hiperbdlico,

conforme a e b tenham 0 mesmo sinal ou sinais contrarios, respectivamente.

Fixados a e b, a equagao
2y
P + m, (215)

define trés familias de superficies quadricas. Cada ponto (x,y,z) € R® é intersecgdo de

2z—A =

trés dessas superficies, determinadas pelos valores de A raiz da equacao ctbica:
z-AN)@a—A)(b-A)-x*(a—A)—y*(b-A) =0. (2.16)

Como no caso anterior, se A1, A2 e A3 sdo raizes desta equacdo, tem-se (ver A)

2 i=0(a-0)(A3=0)
a-b
2 _ (=B =b)(A3-)
Y b—a
/\1+)\2+)\3—E[—b
z= >

(2.17)
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Proposicao 2.3.1. O sistema de coordenadas parabélicas é um sistema de coordenadas tripla-

mente ortogonais e satisfaz:

L 0X 1( x y _
(Z) a_/\l - 2(/\1‘—(1’A1'—b,1)’

aX

dA;

z 1/\12 = A Leari A+ i A

(i “1 (b

Prova. Segue-se de forma andloga a proposigdo anterior.

De (2.17), obtemos

P _ (h-n)(A3-0a) o ox _ x2 - ox

(x%)

8_/\1 a—>b

De forma mais geral,

ox
o;

Analogamente,
9y
dA;

e diferenciando z diretamente temos

Além disso,

x2 y?

KXy, Xy, =

1

M—a)(Aza-a) (A1 —b)(Aa—b) ©

A3—El
a—b

Ag—a—

Az—b
b—a

+1

As+b+a-b

= 0.

Da mesma forma,

a->b

(X, Xn30 = (X, X230 =0.

(ii) ver apéndice A
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2.3.1 Paraboldides eliptico e hiperbdlico

2
As superficies representadas pela equagdo 2z = ’;—2 +2,coma < b, (que pertencem
ao sistema definido em (2.15), referente a A = 0) sdo parametrizadas pelas coordenadas

parabélicas (A1,142), com as quais verifica-se

, _ala—A1)(a—A2)
X< =
b—a
2 bo=A)(0- 1)
Y a—>b
= AM+Ar—a-b
==

(2.18)

Os parametros variam de acordo com a tabela

Paraboléide Eliptico O<a<Ai<b< Ay

(2.19)

Paraboléide Hiperbdlico | A1 <a<0<b< A,

Assim como foi feito no caso anterior, tomando o caso A3 = 0, segue-se de proposigdo

2.3.1 que e .
B S
Gas = 4 _Aj;(;\l_ A _/\izG' (2.20)
I, 1 = 5102

Portanto, temos a seguinte expressao para a métrica dos paraboldides em (??)

2 _ A=A -M 12+ An

R s s I v v

dAZ|. (2.21)

Do mesmo modo que hiperboléide de uma folha, o paraboléide hiperbdlico ndo
possui pontos umbilicos. O paraboléide eliptico possui dois pontos umbilicos, corres-
pondentesa Ay =Ay=0.
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. ~ . v ! ~ 2 2
Proposi¢ao 2.3.2. A curvatura gaussiana da superficie de equagdo 2z = - + %, coma#b,em

coordenadas parabdlicas, é
ab

(AM1A2)%
Além disso, os pontos umbilicos ocorrem apenas no paraboldide eliptico (0 <a <Ay <b<Ay)e

K =

sdo dados por:

x=x+4b(b-a), y=0, z= b%a.

Prova. Anédlogo a demonstragado da proposigdo 2.2.2. |

2.4 Coordenadas Esfero-Coénicas

Coordenadas esfero-conicas representam um caso degenerado das coordenadas
elipticas, cujas superficies coordenadas sdo esferas concéntricas e cones elipticos. A
seguir, introduzimos tais coordenadas sobre a esfera $> C IR%. O mesmo pode ser feito
mais geralmente em §" C R"*!, ver (26).

Sejam I; < I, < I3 trés parametros. As coordenadas esféro-conica (u1,2) para um
ponto ¥ = (y1,2,73) € $* sdo dadas por

(I —p1)(h = ) |
(h-DL)1-1I3)
o (L—p)l2—u2)
V2T -L)h-h)
2 (I3 — p1)(I3 — p2)
5 (-h)Iz-L)’

i

(2.22)

Essas coordenadas podem ser obtidas das confocais (2.8) sobre o elipséide
2y 22
I + % + A =1,
por meio do mapa (x1,x2,x3) = (y1,v2,73), vi = xi/ VI, i=1,2,3. Contudo, uma
motivacdo para tais coordenadas vem do seguinte problema da algebra linear (ver
(27)): Diagonalizar a forma quadrética positiva (Ax,x), x € R3 A= diag(ly,I»,13), res-
trito ao subespaco definido por (x,y) = 0. Isto resume-se a buscar extremos de (Ax, x),

sujeito as condicoes IxI?P=1e (x,y)=0.

Aplicaremos o método dos multiplicadores de Lagrange a fungdo f(x) = %(Ax,x),
restrita ao circulo méximo de $? definido por ¢~(0,0), em que

P(x) = (Zx?—l,Zx,-yj).
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Existem escalares u e k tais que

Vi(x) = %Vgol(x) + Vs (x).
Equivalentemente,
I]'x]' = ‘le]'+k)/]', j= 1,2,3.
Donde
¥ =k (2.23)
AR
Considerando as condigdes ), x? =1e . xjy;j =0, obtemos
2
')/ :
=1/ |
pa
3 '}/2
Y —L=o. (2.24)

A equacdo (2.24) possui duas raizes
L <wm(y, 1o, 13) <

L <oy, I, I, I3) <I3

que podem ser obtidas explicitamente de uma equacgdo quadratica.

Para cada escolha de 1, a equagdo (2.24) representa cones elipticos no espago eu-
clidiano representado por ()1,)2,73). Vé-se facilmente que as curvas de intersecgdo
deste cones com a esfera (),y) =1, formam um sistema ortogonal de coordenadas.
Isto porque sabemos que os vetores (2.23), extremos da forma quadrética (Ax,x), sdo
perpendiculares e além disso, sdo paralelos ao gradiente de (2.24).

Podemos obter (y1,)2,73) em termos de 1, p2 dado em (2.22) resolvendo o sistema

linear
AL 5 73 =10 0)

com
1 1 1
A=| (h-p)™t (L-p)™ G-wm)™? |
(h—w)™ (—w)™?t (—u)!

ou da mesma forma como em (A).
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De maneira andloga a proposicdo (2.2.1) obtém-se:

ui 2\pwi-h'wi-L wi-I

dy _1f 7/3)

e a métrica de $° é dada por

1
(2 =) (2 — L) (u2 —I3)

2 _H2—th 1
4 [ (um—I)(p — ) (1 —13)

ds d‘u% - dy%l . (2.25)



3 APLICACOES CONFORMES

O objetivo principal deste capitulo, concentra-se na obtencdo de uma aplicacdo
conforme da esfera sobre o elipséide triaxial. Usaremos essa aplicacdo para introduzir
um sistema de coordenadas isotérmicas sobre o elipséide, com o qual estudaremos o
problema de dois vortices. Antes disso, obteremos sistemas de coordenadas isotérmicas
sobre as quadricas ndo-simétricas, a menos dos pontos umbilicos. Para isso, serdo

necessdrias mudangas de coordenadas definidas por integrais elipticas.

3.1 Integrais e funcodes elipticas

Uma integral da forma
fR(t, VP(t))dt, (3.1)

onde R é uma funcdo racional e P(t) ¢ um polindmio de grau p <4, pode ser obtida em
termos de fungdes elementares!, quando:

(i) Rndo depende de +/P(t);

(ii) p=1, P(t)=at+Db, através das substituicdo t — —(tza_ b);

(iii) p=2, P(t)=c(t—a)(t—b), com a substituicdo t ~» a— LD/ .

(iv) P(f) tem grau trés ou quatro mas possui raizes repetidas.

Quando P(t) é de terceiro ou quarto grau, com raizes simples(ndo multiplas), essa inte-
gral ¢ chamada integral eliptica” e ndo pode ser obtida por meio de funcdes elementares.
Veja (28) para mais detalhes.

Embora alguns trabalhos iniciais tenham sido realizados por Fragnano, Euler, La-
grange e Landen, um primeiro tratamento sistematico das integrais elipticas deve-se
a Legendre, que mostrou ser possivel expressa-las linearmente em termos de fung¢oes
elementares e de trés integrais elipticas fundamentais: F(¢,k), E(¢, k), I1(¢,k,n), conhe-

cidas como integrais elipticas do primeiro, segundo e terceiro tipo, respectivamente.

1 Fungoes elementares sdo algébricas, trigonométricas, inversas trigonométricas, logaritmicas e expo-

nenciais.
Esse nome é motivado pelo surgimento dessas integrais, durante o século XVIII, em problemas como
retificagdo de um arco de elipse.
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Na forma de Legendre essas integrais sdo dadas por

¢ do
k) = — 3.2
Heb) ‘fo V1-k2sen26 ¢.2)

¢
E(qi),k):f(; V1-k2Zsen20 do, (3.3)

¢ do
TI(ch, k, 1) = f : (3.4)
¢ 0 (1+nsen?0)V1-k?sen?0

Por uma simples substitui¢do t = sen 0, podemos escrevé-las na forma de Jacobi:

* dt Y 1-K22
F(x,k) = , Bk = | 4 dt,
(4 fo VA -2)1-k212) (k) fo -

X dt
II(x, k,n) = , X = .
) f0(1+nt2)\/(1—t2)(1—k2t2) *=send

(3.5)

Nesta tltima integral, é bastante comum encontrar na literatura a notagdo —a? para
a constante n. Preferimos manter a notacdo compativel com Carlson (29).

A constante k € (0,1) é chamada médulo. Defini-se 0 médulo complementar por
K= V1-k2.
As variaveis limites 0 < ¢ < 71/2 ou 0 < x < 1 sdo chamadas de argumento.

As integrais sdo ditas completas quando ¢ = 7t/2 (ou x = 1):

dt
Vi—K2sen?t
/2
E(k) = E(1t/2,k) = f V1-kZsen?t dt, (3.7)
0

77/2
K(k) = F(rt/2,k) = fo (3.6)

dt
1+nsen?t) V1 —K2sent

/2
[1(k,n) =T1(1t/2,k,n) = f ( (3.8)
0

Devido as suas intimeras aplica¢des, as integrais elipticas completas e incompletas,
encontram-se tabeladas por diversos autores. Confira, por exemplo, Byrd (30) ou
Gradshteyn (31).

O estudo de integrais elipticas, constituem uma vasta e rica teoria, tendo sido

aprofundada principalmente por Abel e Jacobi (no inicio do século XIX) estudando
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as fung¢des inversas das integrais elipticas e estendendo-as aos ntimeros complexos
como func¢des meromorfas duplamente periddicas, denominadas fungdes elipticas. Em
seguida, Weierstrass e Hermite contribuiram bastante com essa teoria. Nosso interesse

aqui concentra-se nas fungdes reais.

Note que no caso extremo k = 0, as integrais E e F em (3.5) tornam-se

Toodt
u= f = arcsinx. (3.9)
0 Vi-#2

Motivados pela funcado seno, inversa da integral acima, busca-se estudar a fungdo

inversa da integral eliptica do primeiro tipo (3.2).

v dr
Fazendo u = f —————, define-se a amplitude de u:
0 V1-k?sen?t

am(u) = ¢.

Definem-se entdo as fungdes elipticas de Jacobi:

snu = sen(¢);
cnu = cos(¢); (3.10)
dnu = V1-k?sn?u.

Virias propriedades decorrem imediatamente das defini¢des acima.

Observe que tomando a integral completa em (3.9) temos

1
- f ar_ (3.11)
2 Jo Vi-¢2

e como sabemos, as fungdes seno e cosseno sdo periddicas de periodo 2m.

De maneira andloga, as fung¢des snu e cnu sdo periddicas de periodo 4K, onde

! dt /2 dt
K= f - f S — (3.12)
0 V(1-12)(1-K2#2) Jo  V1-kZsen2t

Célculo das integrais elipticas.
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Observe que a simetria com respeito a permutagdo das raizes do polindomio P(t)
(definido em (3.1), supondo-o na forma fatorada) fica oculta na notagdo de Legendre.
Por essa razdo define-se em (29)

1 (™ dt
Re(vy,2) = 5fo JEEDE+y)E+2) (3.13)
0 dt

R ’ oz, - = 7
)%, Y,2,p) 2f0 (t+p) E+20)(E+y)(E+2)

(3.14)

como as integrais fundamentais do primeiro e terceiro tipo, respectivamente.

Quando p é igual a uma das outras varidveis, Rj degenera-se para uma integral do
segundo tipo
Rp(x,y,2) = Rj(x,y,z,2). (3.15)

As integrais elipticas de Legendre (3.2),(3.3) e (3.4), sdo expressas por (ver (29)):
F(¢p, k) = (senp)Rr(cos® P, 1 —k?sen’ ¢, 1),
E(¢,k) = (sen@)Rp(cos?® ¢, 1 —k*sen? P, 1) — %kz(sen $)*Rp(cos? ¢, 1 —k*sen? ¢, 1)

I1(¢,k,n) = (sen cj))Rp(cos2 ¢,1- k? sen? ¢,1)— %kz(sen gb)3R](cos2 ¢,1- k?sen? ¢,1,1+n sen? )
(3.16)

3.2 Coordenadas isotérmicas sobre as Quadricas

A existéncia de pardmetros isotérmicos sobre uma superficie foi provada pri-
meiro por Gauss em 1822 (ver (32) ou (??)) e nos diz que toda variedade riemanniana
de dimensdo dois é, localmente, conformemente equivalente a um aberto do plano.
No entanto, exibir explicitamente tais pardmetros, em geral, ndo é facil. Nesta segdo,
construiremos um sistema de coordenadas isotérmicas que cobrem as quddricas (sem

simetria de revolugdo), exceto pelos pontos umbilicos.

Como visto anteriormente (expressoes (2.12) e (2.21)), a métrica em qualquer uma

das superficies quadrica que estudamos tem a forma:
dz—ugz)\ dA% + g2(A)dA2 3.17
8 = PG (dA] + g5 (A2)dA3), (3.17)
discriminadas nos seguintes casos:

(a) Elipsoides e Hiperbolodides

_ )\1 2 — _/\2
S Eam b © 90 - b0

(3.18)
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(b) Paraboloides

2 _ -M 5 B A»
M= omoy ¢ T am oy (319
Defina fungdes P e Q do tipo
Puﬂ=jéummm
(3.20)

QMg=j§xMMM.

Entdo, as coordenadas isotérmicas desejadas, sdo obtidas pela a mudanga (A1,42) =

(u,0),
u=Py), v=0(). (3.21)

Tomando as inversas das fung¢des em (3.20), expressamos A1 e A como fungdes de u e

v, respectivamente. Nesse caso, a métrica (3.17) torna-se conforme a plana:
ds? = h?(u,v)(du® + dv?),

com
_ () —/\1(14).

2
h=(u,v) 1

(3.22)

Note que /? > 0 exceto nos pontos umbilicos (11 = A7).

A partir de agora, descreveremos as fungdes em (3.20) para cada superficie. Os
critérios para escolha dessas func¢bes foram baseados na maneira mais simples de
escrevé-las em termos das integrais elipticas fundamentais. Para esse fim, utilizamos

essencialmente como referéncia (31).
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3.2.1 O Elipsoide.

H
[
.-—
A e
= =—
[

ZE
I~
0

L1]
2
o
-
&
Ny

2

7
~....
S,

L7

7
G
X7

XX
53
S,

IS

::.:
W5
q

Figura 1 — Linhas de curvatura do elipséide triaxial

2
Cada octante do elipséide E? : %2 + y? + % =1, 0<a<b<c, éparametrizado pelas
coordenadas confocais (11, 12) no retangulo [a,b] X [b,c].

Para obtermos as coordenadas isotérmicas descritas de forma geral em (3.21), esco-

lhemos fungdes P e Q a seguir, que dependem apenas da integral eliptica do terceiro

tipo.
Al P
v = = [ e
2

a

= — = TI(¢,kn), 3.23
=TIk (3:23)

B . b(Ay—a) . |c(b—a)  a-b
¢ = arcsin —Al(b—a)'k_‘,b(c—a)'n_ L

¢ —t
v = Q)= j;z \/ —at-bi—0"
2

= — =TIk n), (3.24)

b(c—a)

3 i blc-=A2) . |alc—=b) c—b
¢ = arcsin m'k_‘/b(c—a)n_ o

Invertendo essas func¢des temos A1 = A1(u) e Ay = Ap(v). Portanto, introduz-se em
cada octante de E2 um sistema de coordenadas isotérmicas (u,v) € [0,K1] X [0,K3], em
que Kj = P(b) e Ky = Q(b) sdo as integrais elipticas (3.23) e (3.24) completas.
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A simetria de reflexdo do elipséide nos permite estender periédicamente® as funcdes
A1 e Ay, ao elips6ide menos dois arcos (simétricos) que ligam pares de pontos umbilicos.
Com estas restrigdes, a superficie torna-se topologicamente um cilindro. A figura a se-
guir é um exemplo dessa vizinhanga coordenada, dividida pelos octantes do elipséide,

onde identifica-se os segmentos v = 2K, e v = —2Kj.

(0,2K>)

24 A1
(*Kl,Kz)c; 6 (K, K)
: o :

3/\ : /\4
(CKa—Ka) o (K-
3v i Va4
""""" 0,-2K)
Figura 2

O elipsoide é recuperado topologicamente, pela identificagio dos segmentos de
mesma numerac¢do no sentido indicado. De maneira andloga, podemos “cortar” os
outros dois arcos ligando os umbilicos e cobrir os anteriores. Consegue-se com isso,
cobrir todo o elipséide menos os quatro pontos umbilicos correspondentes a (u,v) =
(K1, +K>), onde o fator (3.22) conforme se degenera.

A tentativa de usar esse sistema de coordenadas em nossos experimentos numéricos
para o problema de dois voértices sobre o elipséide, ndo foi satisfatéria. O fato de
precisarmos remover esses arcos do elipséide o torna invidvel para simular o problema
para toda a superficie. No entanto, fazendo a distancia entre os vortices tender a zero,
verificamos que a dindmica do dipolo de vértices tende para o movimento ao longo de
uma geodésica. Veja no capitulo 5.

3 Implementamos rotinas em MatLab que realizam tal extensao.



3.2.2 O Hiperbolbdide de uma folha

Figura 3 — Linhas de curvatura do hiperboléide de uma folha
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2
Analogamente, cada octante do hiperboléide de uma folha ’fz—z + % + % =1,a<0<
b < c, é parametrizado pelas coordenadas confocais (ver tabela (2.9))

Defina

u

(AllAZ) € (—oo,a] X [bIC]'

t
Fh)= f; Voo

2 T1($, k, 1),

\e(b—a)

3 . [e@=Aq) B /b(c—a) _a-c
¢—arcsm m,k— C(b—[l)’n_ p ;

Ao —_t
o= [ o
2b

————TI1(,k,n),
\/C ) ¢

(b—a
3 ) c(A2—=b) . [-alc-b) b-c
qb—arcsm,/m,k—,/c(b_a) n=—.

Tomando Ay = A1(u) e A, = A»(v), obtemos as coordenadas isotérmicas

(u,v) € [0,00)x[0,7], r=0Q(c).

(3.25)

(3.26)
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Neste caso, é possivel estender A; por simetria e A, periodicamente. Dessa forma,
temos um mapa conforme do hiperboléide de uma folha sobre um cilindro (uma faixa
do plano do tipo R x [-2r,2r] ).

0

3.2.3 O Hiperbolébide de duas fol

a

Figura 4 — Linhas de curvatura do hiperbol6éide de duas folha (sem simetria de
revolugao)

2
Sabemos que para o hiperboléide de duas folhas, ’;—2 + y? + % =1, a<b<0<gc as

coordenadas confocais sdo tais que

(AllAZ) € (_oola] X [ulb]'

Sejam

s
Il

t
H= f; Voo
2

o |(b—a)T1(¢0, &, ) — bF(, b)), (3.27)

. Me=b)a-r) ,  |blc—a) _a-c
¢ = arcsin —(c—a)(b—/ll)' k= —a(c—b)' n=1—;
’ —t
© = Qo= [ Ve mi=a®
S— ) (3.28)

va(b—c)

3 ) alb—Az) /c(b—a) _b-a
¢ = arcsin m, k= ab—c) n= et
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Portanto, temos em cada octante:

(u,v) €[0,00)x[0,K], K=Q(a).

Como no caso do elipséide, a existéncia de pontos umbilicos no hiperboléide de
duas folhas (dois em cada componente conexa) exige alguns “cortes”na superficie para

estender essas coordenadas.

Nesse caso temos A1 = A1(u) definida em toda reta como uma fungédo par e Ay = A»(v)
periédica com periodo 2K.

A figura a seguir mostra um exemplo de uma vizinhanga coordenada fundamental.

—_

o

—

qo .
|

3

Figura 5
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3.2.4 O Paraboléide Eliptico

IIIII il

Il,l’
7

/]

Figura 6 — Linhas de curvatura do paraboléide eliptico ndo simétrico

. . 2 P ~
As coordenadas parabdlicas sobre um paraboléide 2z = £+ 2-, 0 <a < b; sdo dadas

a b’
por (ver (2.19))
(/\1/ /\2) € [Cl, b] X [b/ OO)
Considere

A —f
u = P(/\l):‘f[; WIWI;H

2 Vb E(¢,k) -2 \/ (b_Ali(lM ) (3.29)

3 ) b(A1—a) B /b—a_
¢ = arcsin T—a) k= L

)\2 t
Q) ‘fb Vi—ae-n"
2Vb [F(¢, k)~ E(¢,K)| +2 4 /%’Z_—ab), (3.30)
¢ = arcsin ,/—t:z, k= \/%.

Entdo, cada octante admite as coordenadas isotérmicas

<
Il

(u,v) € [0,K]x[0,0), K= P(b).

As extensdes das fungdes A1 e A, sdo semelhantes as do caso do hiperbol6ide de duas
folhas. Tem-se uma vizinhanca daquele tipo, em que A; é uma funcdo de u periédica
(com periodo 2K) e A, uma fungdo de v par.
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3.2.5 O Paraboléide Hiperbdlico

A
A
Vi
3\\“‘?‘“ Q \\
= CCSOISRRIRNIR
e
TSI
i S

Figura 7 — Linhas de curvatura do paraboléide hiperbélico

Essa superficie pode ser coberta pelas coordenadas isotérmicas definidas em
todo o plano. De fato, as coordenadas parabdlicas sobre um paraboléide hiperbélico

2 .2
Zz:x—+y—, a<0<b;
a b

sdo tais que
(/\LAZ) € (_Oola] X [b/ OO)

[ =t
u = P(Al)—ﬂ mdt

Sejam

- _ — (b—M)a—-7A)
= b_aF(q),k) 2Vb aE(qb,k)+2\/ P (3.31)
¢ = arcsin ?, k= %;
\ . Vs
Ao F
= 09 [
. 2b ~ — (Ax—a)(A2—b)
= = F(¢,k)—2 Vb aE(¢,k)+2\/ 5 (3.32)

_ . Az—b _ a
¢ = arcsin 4/ o k-,/a_b.

Nesse caso, cada “quadrante” do paraboléide é coberto por um quadrante do plano
(1,0) € (—00,0] X [0, 00). Portanto, basta estender as fungdes A; e A, por simetria.
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3.3 Aplicacao conforme do Elipsodide sobre a esfera

Aplicagdes conformes entre esfera e elipsdide sdo conhecidas desde Schering
(??) e Craig(33). Introduzindo algumas mudangas de varidveis, Craig expressa as
coordenadas cartesianas da esfera &2 + nz +{% =1, em termos das fungdes elipticas de

Jacobi (3.10). Em termos das coordenadas confocais (11, 1,) sobre o elipséide, tem-se*
_ ZchosP’ n= ZerenPI _ eZQ—l. (3.33)
e2Q +1 e2Q +1 e2Q +1

Aqui, P=P(A1) e Q =Q(A) sdo fungdes do tipo (3.23) e (3.24). Para mais detalhes ver
apéndice B.

Para nossos fins, procuramos uma aplicagdo conforme de toda a esfera sobre o
elips6ide, em que a estrutura das curvas coordenadas sejam preservadas em torno dos
pontos umbilicos. Neste sentido, sugerimos a seguinte construcdo, esbocada de forma

mais geral:

Sejam (u1, uz) € [a1,b1] X [a2,b2] e (A1, Ap) € [41,01] % [d@2, Do] coordenadas locais sobre

as superficies S e S, respectivamente.

Suponha que as respectivas métricas sejam da forma

ds* (U1, p2) = f(u1, 1) (g3 ()dps + S (u2)du?), (3.34)
ds% (A1, A2) = f(A1, A2)(§5(A1)dAT + G5 (A2)dA3). (3.35)

Suponha ainda que
by El by EZ
ipdu = | Si(A)dAdr =1, | gu)duz= | Z2(A2)dAz=r2.  (3.36)
1 2

a1 a ap a

Considere a aplicacdo
F:S - §
(i, p2) = (M), A2(p2)),

definidas pelas relagdes

£ Ay 112 Ao
51=f gl(t)dt:‘f: S1(t)dt, 52=f gz(t)dt:f $a(t)dt. (3.37)

*  Pequenas correcdes foram realizadas nas expressdes de Craig (33). Um breve comentdrio encontra-se
no apéndice B.
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Entao F é conforme:

d5%(pua, ) = W2 (w1, 2)ds? (i, 12)

2 = f(M(M)Jz(Mz)). (3.38)

fua, pi2)

De fato temos aplicagdes conformes de S e S, sobre 0 mesmo retangulo
(&1,€2) €10,7r1]1%[0,77] (condicédo (3.36)),

ds? = f(u1(&1), u(E)NAES +dE3), d3 = f(A1(E1), Aa(E2))(dER +dED).

No casoem que S éa esferae S é o elipséide, a construcio anterior aplica-se usando as
coordenadas esfero-conicas e confocais, respectivamente. Fixados a < b < c, devemos
escolher os parametros I} < I, < I3, de maneira que a condi¢do (3.36) seja vélida.
Tanto em coordenadas confocais como nas esfero-cOnicas, as curvas coordenadas em
cada octante, encontram os arcos de “grande circulos” perpendicularmente, exceto nos

pontos correspondentes aos pontos umbilicos do elips6ide’.

Das expressdes das métricas (2.25) e (3.17) obtemos o fator conforme:

_ A2(u2) = A1 (u1)
to—1

h2

(3.39)

Calculo do fator conforme.

Precisamos de duas inversdes para determinar esse fator conforme. Lembre-se que

a métrica de $? nas coordenadas esfero-conicas (2.25), é dada por

27 H1
ds2 = & 4“ (F1(u)di? + Fa(uz)dysd).

onde
1 -1

Fi(m) = T A AT AL Fo(u2) = (t2— 1) (2 - L) (2 —15)°

Defina as fungoes:

S(uy) = fm\/ L dt = —2_F(o,k) (3.40)
M= N T e '

. fm—h [h—-I
= e k1 = .
¢ = arcsin L1, 1 Liol,’

As curvas coordenadas nesse caso sdo curvas integrais do campo de dire¢des principais onde os
pontos umbilicos sdo singularidades.

5



39

T(u) = f13\/ -1 dt = —2 F(¢,ky) (3.41)
)= w VE-(E-D)(t-1)  L-L '

) I3 — o -1
= , k = .
¢ arcsm‘/I_I2 2 413—11

Considere as fung¢des P e Q definidas em (3.23) e (3.24), respectivamente.

As relagdes (3.36) e (3.37) tornam-se

P(b)=S(I2), Q(b)=T(I), (3.42)
P(A1) =S(u1),  Q(A2) = T(u2). (3.43)

Dados a, b e c, encontraremos os parametros I, I; e I3, sujeitos a condigdo (3.42).
Isso assegura que um octante da esfera seja mapeado conformemente sobre um octante
do elipsoéide.

Seja K(k) = F(F,k) a integral completa do primeiro tipo. De (3.40) e (3.41) segue-se
que

K(k) = Y5 P (D)

K(kz) = Y51 0().

Dividindo essas equagdes e observando que os médulos kj e ky sdo complementares,

temos
K(k) _ P(b)
K(kp)  Q(b)
+k=1.

Resolvemos numericamente esse sistema. Com isso, os pardmetros Iy, I, I3 sdo

obtidos de

f- = (B

_ 2
L-1I = (I3~ )k



4 Equacoes de movimento

A dinamica de vortices pontuais tem sido estudada basicamente em superficies
de curvatura constante ou de revolu¢do. Uma formulacdo geométrica intrinseca para
o caso geral é tratada por Boatto e Koiller (??). Em 1980, David Hally (18) descreveu as
equagdes de movimento de N vortices pontuais numa superficie, usando coordenadas

isotérmicas. Numa superficie com métrica ds? = h%(z,z)|dzI?, as equagdes de Hally sao:

NooT
Zy = h_z(znzzn) Z —i k
k#n “n

0 _
- +zrna—%1n(h(zn,zn)) ,n=1,2,..N. (4.1)

Aqui, I'y representa a intensidade do k-ésimo vortice.

A dificuldade dessa abordagem consiste na obtencao(explicita) do fator conforme
h(z,z), conhecida para poucas superficies além da esfera. Neste contexto, em 2007,
Castilho e Machado (20), realizaram um estudo sobre a dindmica de vortices pontuais
no elipsdide de revolugdo, obtido por uma pertubacdo da esfera. Recentemente, Sun-
Chul Kim (21), obteve o fator conforme para o elipséide de revolucdo “spheroid”

2
X2 y 2

2oV P2
1t et R

R =1, coma > -1, por meio de uma projegdo estereografica modificada.

Em (20), sob a condi¢do da vorticidade total ser nula, mostra-se que na esfera as
equagdes de Hally sdo equivalentes as equagdes de Bogomolov (??) e assumem a
formulagdo hamiltoniana

w(Xy, ) =d(iH),

com a forma simplética

N
w= Y T (20, Z)dz, A dZ (4.2)
n=1
e funcao hamiltoniana
H = Y T In(h(ze, Z0h(zn, Z0)lz— 2l (4.3)
k<n

4.1 Dois vortices sobre o elipsdide triaxial

Trataremos o caso particular N =2 eI'; = -I'; =TI'. Sendo assim, sobre o elipséide
triaxial E? com métrica ds® = h?(z,z)|dz[?, a forma simplética e a fungdo hamiltoniana

tornam-se, respectivamente:
w= F(hz(zl,zl)dzl ANdzy — hz(Zz,Zz)dZQ A de),

H=-T? 1H(h(21,51)h(22,§2)|21 —Zzlz)-
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As equagdes de movimento sdo

: [ 1 d N
= . _2 —_
z1 =1iTh™*(z1,21) P—— + a—mln(h(zl,zl))
: ] (4.4)
Zo = iTh2(23,2)) LI i1n(h(z2 2))|-
Tz 9z g

As coordenadas isotérmicas (z,Z) sobre o elipséide E2, assim como o fator conforme
h(z,z), sdo obtidos pela composi¢do do mapa conforme do elipséide sobre a esfera com
a projecao estereogréfica.

Considere as coordenadas (z,z) em $? \ {S} obtidas pela projecdo estereogréfica a
partir do pélo sul 5(0,0,—1), sobre o plano do equador:

S2\{S) > C, (£n,0) >z = ilg . (45)
A métrica em $? é conforme a euclidiana:
ds? = a +4zz)2 |dz[?. (4.6)
A inversa da projecgdo estereografica é dadas por
5= z+z  —i(z-z) . 1-zz @7)

11z T iz T 122

As coordenadas esfero-conicas (i1, 2) em $2, sdo obtidas de (2.24) e (4.7) como

fungdo das estereograficas, através da relagao

2 2 2
S S S
h-p b-p L-p

Em outros termos, (i1 e 1» sdo as raizes da equagdo
1w —au+p=0, (4.8)
onde

a(z,2) = (L + )&z, 2) + (h + B)n*(z,2) + (I + ) (A(2,2),
B(z,2) = bI3&%(z,2) — 317 (z,2) + 1 (P(2,Z).

Assim, escrevemos a métrica (3.38) do elipsdide nas coordenadas estereogréficas:

482 = 2\dzl2, W(z,Z) = A2 =) -
(H2 — p1)(1 +22)

(4.9)
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A fim de simplificar a notacao!, definimos
L(z,2) = A2(z,2) - A1(z,2), M(2,2) = u2(2,2) - p1(2,2), 1(z,2) =1+2z.

Logo,

4[,
W (z2,Z) = —. 4.10
(z,2) 2 (4.10)

Dai,

i1n(h(z,2)) - 1i1n(

AL ) _ MrL.—LrM, —2MIZ
0z 20z

z) " e . (4.11)

Com isso, ficam determinadas as equagdes (4.4). Os termos L, e M, sdo determina-

dos pelas expressdes:

oN; _ \/ Mi=a)(hi=D)hi=c) I

0z \A(ui—I)(wi-D)(ui—I) 9z’
a . .

ot _ O‘Z”’—'BZI =12

Jz  2ui—a

obtidas diferenciando implicitamente as rela¢gdes em (3.37).

Resumidamente, para a integracdo numérica das equagdes (4.4), entramos com as
condigdes iniciais (z1,z1), (z2,z2) dos dois vortices no plano, em seguida, realizamos as
seguintes etapas:

e Calculamos as coordenadas  esfero-cOnicas  (u1(z1,z1), p2(z1,21)) e
(u1(z2,22), p2(z2,22)) através da equagdo (4.8);

e Obtemos as coordenadas confocais (A1(z1,2z1),A2(z1,21)) e (A1(z2,22), A2(z2,22)) por
meio das relacgdes (3.37). Para tanto, invertemos numericamente as fungdes P e Q
definidas em (3.23) e (3.24), respectivamente;

e Determinamos o fator conforme (4.9) em cada posigao h?(z1,z1), h*(z2,22) e suas
respectivas derivadas parciais aizlln(h(zl,zl)) e aizzln(h(zz,zz)), de acordo com
(4.11);

e Finalmente, usamos um integrador Runge-Kutta 4(5) com um ajuste de adaptagao
do passo de integragéo.

Em todo o processo foram escritos por volta de vinte programas em MatLab. Es-
crevemos rotinas para calcular cada uma das integrais elipticas (3.23), (3.24), (3.40) e

(3.41), usando as expressdes (3.16). Os algoritmos podem ser encontrados em (29).
1

Cometemos um abuso de notagdo: Ai(z,z) = Ai(ui(z,z)), i=1,2.



5 Experimentos numericos

Neste capitulo, realizamos alguns experimentos numéricos acerca da dindmica
de doisvértices pontuais sobre o elipséide triaxial. Consideramos vérios pardmetros'
a, b e c para o elipséide; dentre eles, um préximo do elipséide de revolug¢do onde o
sistema para o par de vortices é completamente integravel. O erro relativo da energia

¢ mantido numa ordem inferior a 10710,

5.1 Conjectura de Kimura

Em 1999, Kimura (17) obteve as equagdes de movimento em superficies com
curvatura constante e comparou a dindmica na esfera e no plano hiperbdlico com o
plano euclidiano. Além disso, mostrou que um dipolo de vértices move-se ao longo
de uma geodésica dessas superficies e conjecturou que esse fato continua valido para
uma superficie qualquer. Uma prova para essa conjectura pode ser encontrada em (??).
Apresentaremos aqui os resultados de alguns experimentos numéricos da conjectura
de Kimura no elipséide triaxial, usando as coordenadas isotérmicas desenvolvidas na

se¢do 3.2 (os mesmos experimentos podem ser feitos com as demais quddricas).

Recordamos que as equagdes das geodésicas em coordenadas locais (u,v) sdo:

{ u+F11u +2T12uv+T220 =0 5.)

v+F11u +2F12uv+F22 =0

Os simbolos de Christoffel Fi.‘]., satisfazem

1 2 p_1 1 2 p_1 1 2 p_ 1
{ r%lEJrr%lF_ 2Eu ) F%2E+F%2F— ElEv { F%2E+F§2F_1iv_§cu
Iy F+IG=Fy—3Ey | IF+I5,6 =536y | IF+15,6 =36,

onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental. Em nosso caso, ver

(3.22)
Ap(v) — Al(”).

—GC=12=
E=G=h"= 1

1 _ 2 _ 1 _ 2A% (1) _
=1 =-T)= _Az(v)lh(u) =a
o (5.2)
> 1 _ o 2AL (v _
r11 - _rlz - _rzz - _Az(v)ih(u) =0

Lembramos que a < b < ¢ denotam os quadrados dos semi-eixos do elipséide.

1



e obtemos o seguinte sistema de primeira ordem para as geodésicas:

G =c2(q* —p*) —2c1pq

As equagdes de Hally nessas coordenadas sdo

N ’ v
- 4T A% (0n) — A7 ()
5= ) - : a2 T

G ()= M)@=20 (Ao - Ay ()]

dAr  dAp

Esclarecemos que A} (1) e A}(v) denotam = © o’ respectivamente.
Com efeito, fazendo % = %(% - i%), temos
1% _ 10 2, = 1 d/o, -
E1n(h(z,z)) = Eg1n(h (z.2)) = ﬁg(h (z.2))

2 1 (=) —iA5()
A2(0) = A1 (u) 5( 4 )
1 A () +iA%(0)

4 A(0)=A1(u)

Os experimentos foram realizados de acordo com o seguinte roteiro:

44

(5.3)

(5.4)

Escolhemos um ponto p do elipséide e um vetor vg. Determinamos as condigdes

iniciais dos vortices caminhando sobre a geodésica que passa por p com velocidade

vp e —vp (para um pequeno intervalo de tempo). Em seguida, resolvemos o problema

dos dois vortices com as condigdes inicias obtidas antes e encontramos a geodésica que

passa por p numa dire¢do perpendicular a vy. As figuras a seguir ilustram os resultados

desse experimento.
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As geodésicas estdo desenhadas com a cor vermelha.

1.01,¢=1.02

Elipséide 1: a=1, b

de uma esfera

— Caso préximo

Figura 8
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Elipséide2: a=1, b=4 e c=09.

\ \\\‘\‘“H /
S 7
T Z%04)

s
U

=

Figura 9
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=9.

6ec

Elipséide 3: a=1, b

Figura 10
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5.2 SegoOes de Poincaré

Nesta se¢do apresentamos algumas se¢des de Poincaré para o problema de dois
vortices (caso em que a soma das vorticidade é nula) sobre o elipséide triaxial. Fixamos
o hamiltoniano H = H(u1,v1,u2,72) e as se¢des sdo determinadas por v; = 0, utilizando
o método de Henon (34). Representamos nos graficos a posi¢do (u2,7v2) de um dos
vortices; uy estd representado no eixo horizontal e v no eixo vertical. Consideramos
as vorticidades I'y = —I'; = 5. Exibimos algumas trajetérias particulares em regides
indicadas nos gréficos. O sistema revela-se caético.

Secdo 1: Elipséidea=1, b=1.1,c=9, Energia H = —40.

15— T

60+

25 30

e ..

-

Figura 11



Trajetérias com condicdo inicial na regido 1 da figura 11
z1(0) = (-1.4573,0), z»(0) = (-5,10)

20

. . . . . .
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 12 — Trajet6rias com condigdo inicial na regido 1

-© 26

Figura 13

49
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(23,10)

Trajetérias com condicdo inicial na regido 2 da figura 11
z1(0) = (=2.9594,0); z2(0)

. .
200 300

.
100

. .
-400 -300 -200 100

~100}
—200{-
-300(
—-400

400

it
1
T 1

Figura 14
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Trajetérias com condicdo inicial na regido 3 da figura 11
z1(0) = (-3.3683,0); z2(0) = (40,0.1)

1500 -

1000 -

500 -

-500

-1000

-1500

I I I I I I
-1500 -1000 -500 0 500 1000 1500

Figura 15
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(~2.5918,0); z(0) = (16,0.01)

z1(0)

Trajetérias com condigédo inicial na regido 4 da figura.eps 11

20

151

10-

-10-

-15

-20

2t

I
-15

15 20

10

-10

-20

Figura 16
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Trajetérias com condicdo inicial na regido 5 da figura 11
z1(0) = (=0.9588,0); z»(0) =(2.5,0.01)

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25

Figura 17
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Trajetérias com condicdo inicial na regido 6 da figura 11
z1(0) = (=0.0263,0); z2(0) = (0.3,0.0001)

0.025

0.021

0.015

0.011

0.0051

—-0.005

-0.011

-0.015

-0.02-

-0.025

. . . . . . . . . . . I I I I I I I
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

LI

Figura 18



Secdo 2: Elipséidea=1,b=2,c=9,

Energia H = -36.

55

10 12 14 16
U2

0 1 2 3 4 5 6

Figura 19
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Trajetérias com condigdo inicial na regido 1 da figura 19
z1(0) = (=3.2832,0); z2(0) = (21,0).

Figura 20



U1
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Trajetérias com condicdo inicial na regido 2 da figura 19
z1(0) = (=3.1916,0); z2(0) = (15,0).
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Duas trajetérias cadticas com condig¢des iniciais proximas (regido 3 na figural9).

(5,4)(Azul e Preto).

(~2.6499,0); 25(0) =

Condicgoes iniciais 2: z1(0) = (—2.6500,0); z»(0) = (5.001,4)(Vermelho).
As figuras na parte superior mostram as trajetérias muito préximas a curto prazo.
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Figura 22



Trajetérias com condicdo inicial na regido 4 da figura 19
z1(0) = (-2.9894,0); z2(0) = (6.5,0).

59

Figura 23



Trajetérias com condigdo inicial na regido 5 da figura 19
z1(0) = (=3.0966,0); z(0) = (4.4,0).
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Figura 25
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Trajetorias com condigdo inicial na regido 1 da figura 25
z1(0) = (-1.0797,0); z2(0) = (17,1).
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Trajet6érias com condigdo inicial na regido 2 da figura 25 z1(0) = (—0.9892,0); z2(0) = (9,1).
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Duas trajetérias cadticas com condig¢des iniciais proximas (regido 3 da figura 25).
Condigoes iniciais 1: z1(0) = (-0.6791,0); z2(0) = (2.42,2.19)(Azul e Preto).
Condigdes iniciais 2: z1(0) = (-0.6795,0); z2(0) = (2.42,2.20)(Vermelho).
As figuras na parte superior mostram as trajetérias muito préximas a curto prazo.
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Trajetérias com condigdo inicial na regido 4 da figura 25
z1(0) = (=0.6682,0); z(0) = (3,0.5).
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Trajetérias com condicdo inicial na regido 5 da figura 25
z1(0) = (=0.1892,0); z2(0) = (1.16,0.1).
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Figura 30
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APENDICE A — COORDENADAS
ORTOGONAIS

Coordenadas Elipticas

O lado esquerdo da equagéo (2.6) pode ser escrita como
A3 +(x2 +y2 +22—a—b—c)/\2 + [ab+ac+bc— (b+c)x% - (a+c)y2 - (a+b):7:2]/\+bcx2 +acy2 +abz? —abc
Usando as relagdes entre coeficientes e raizes,
(A=AD)(A=A)(A = A3) = 13~ (L Aj)A2+ (L Aedj)A =TT A;, (A1)
obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares em relacdo a x?, y? e z?:
PP+ =a+b+c-YA;
(b+c)x*+(a+c)y?* +(@+b)z? = ab+ac+bc—Y kA

bex? +acy? +abz? = abe— T A;

A seguir, escalonamos a matriz ampliada do sistema.

1 1 1 a+b+c—) A, N
b+c a+c a+b ab+ac+bc—Y MAj | Lys@p+oLi-Ly
bc ac ab abc—[1A; Labeli—Ls
(1 1 1 a+b+c—-Y A
0 b-a c—a (bto)b+c—YAj)—bc+ Y AkA; ~
| 0 c(b—a) b(c—a) be(b+c— Y A)+1A; Lamcly—Ls
1 1 1 a+b+c—Y A
0 b-a c—a (b+e)(b+c—YAj)—bec+ Y kA
|0 0 (c-a)c-b) A=(LAj)2+(TAA)c-TTA;

Como
A= (E24)) +(EAeA))e=TTA; = (e = A)(e = A2)(e = A3),
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obtemos
2= (c—=A1)(c—A2)(c—A3)
- (c—a)(c—b) '

As outras duas expressdes seguem por simetria:

2 (@=M)a=Ag)a-1y)

(a-b)a—-c)
s _ (b=A)(b—=A2)(b-A3)
- (b—a)(b—c)
2 _ = A)e=AD)e= 1)
- (c—a)(c—-b)

Proposigao (2.2.1)

(ii) E suficiente fazer o caso i = 1. Do item (i) da mesma proposicdo e de (2.7) segue-se:

2 2
X _ x Yy 72
4”«971 = M- T o T -op
(Aa—a)(A3—a) (A2=b)(A3-b) (A2=0)(A3—0)

= B-a)e=a)a—11) * @H)(b)E-A1) " @=o)f-)c—A1)

_ (=9(1=b)(c=A1)(A2—a)(A3—a)—(a—c)(a—A1)(c=A1) (A2 =b)(A3—b)+(a=b)(a—A1)(b=A1)(A2—C)(A3—C)
B (a=b)(a—c)(b—c)(a—A1)(b=A1)(c=A1)
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O numerador desta expressdo é um polindmio em Ay, A, e A3. Calculamos a seguir, os
coeficientes deste polindmio.

A2AAs i —(b—c)+(a—c)—(a—b) =
A2Ay ca(b—c)—ba—c)+c(a-b) =
/\%/\3 ca(b—c)=bla—c)+c(a—b) =
AT i—=a*(b—c)+b*a—c) - c(a—b) = —c*(a—b) + (a* - b*)c —a*b +ab?
=—(@-b)[c?—(a+Db)c+ab]
=—(a-b)a-c)(b—-rc)

MAA3 V=2 =@ =P +a*-1b*=0

MAs —a(b? =) +b(a? - ) —c(@® - %) = *(a—b) — c(a? = b?) + ab(a — b)
=(@-b)a—c)(b—c)

MAz =a(b? =) +b(@? = c?) = c(@® - b?) = >(a—b) — c(a®> = b?) +ab(a—b)
=@-b)a—c)(b—c)

M oa?(P=cA) = (@? -2+ 2@ -1 =0

AaAz 2 =be(b—c)+ac(a—c)—ab(a—b) = —c*(a—b) + c(a® = b*) —ab(a —b)
=—(a=b)a—c)(b—c)

Ay abe(b—c)—abc(a—c)+abc(a—Db) =
Az :abe(b—c)—abc(a—c)+abc(a—Db) =

cte :—a?be(b—c)+ab*c(a—c)—abc*(a—b) =0

Portanto,
2 —(a-b)a—c)(b—c) (AT = A1Az+AzA3)

~ (@a=b)a-c)b-c) (A —a)(A =b)(A1 )’

Ha)\l

donde
2 1)\%—A1/\2—)\1A3+/\2A3

T4 @-Ab-A)c-A1)

H9/\1



Coordenadas Parabdlicas

A equacdo (2.16) é equivalente a

A —Q2z+a+b)A2 +[2(a+b)z+ab—x* - yZ]A — [2abz — b —ayz] =0.

Usando as relacoes entre raizes e coeficientes (A.1), temos
2z+a+b=Y A;
2@ +b)z+ab—x*—y* = Y AkA;

2abz—bx? —ay? =[] A;

Portanto,
Z A i~ a-b

z 2

X2+ y? =@+b)(LAj—a—b)+ab—} A
bx*+ay® =ab(LAj—a—b)—T1A;
Implica que
(@—-b)yy? =-b*(TAj—a—b)—ab?*+ (L AA)b—A1A2A3
=0 = (LA + (T A b~ TT A,
= (b=2A1)(b=A2)(b = A3).

Logo, as coordenadas parabdlicas satisfazem
2= (A1 —a)(Ax—a)(A3 —a)

a-b
> _ (M —=b)(A2~b)(A3-Db)
Y b—a
/\1+)\2+/\3—(Z—b
z= .
2
Proposicao 2.3.1
Parai=1,
2 2 2
4H8—X = ¥ Y
I\ (A1=-a)2 (A —=b)?

(A2—a)(A3—a) (A2-b)(A3—-D)
(a=b)(A1—a)  (a—-b)(A1-D)

+1

(M =b)(A2—a) (A3 —a) — (A1 —a)(A2 = b)(A3 —b) + (a = b)(A1 —a)(A1 — D)
(a—b)(A1 —a)(A1 - D) '

73
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Como antes, separamos os coeficientes do numerador:

M a2 =b?—@*-b*) =0

Ay :ab—ab=0
Az tab—ab=0
A2 a-b

AMAy i—a+b=—(a-D)

AMAs i—a+b=—(a—D)

AdAsz 1=b+a=a-b
AMAAz :1-1=0

cte :—a’b+ab*+(a—b)ab=0.

Portanto,

2 1(@=b)(A2 =142 = A1Az+A2A3)

4 (a=b)(A1 —a)(A1 —b)

Ha_X
IA1

1 (A7 =A1A2 = A1A3 + AoA3)
4 (A1 —a)(A1—-D)




75

APENDICE B — MAPA CONFORMA

DE CRAIG

Neste apéndice, inserimos uma breve justificativa para as expressdes em (3.33). Para

maiores detalhes veja (33).

Considere as coordenadas esféricas sobre a esfera &2 + 172 +(%=1,

& =sen¢cosO
1 =sen¢gsen
C=cosQ,

na qual a métrica é
ds? = sen® pdO* +d¢p>,

(B.1)

(B.2)

Impondo conformalidade nas métricas (ver (33)), as coordenadas esféricas

relacionam-se com as confocais sobre o elipséide, por

P=6
Q= ln(cotg(%))

onde P = P(A1) e Q = Q(A;) sdo fungdes do tipo (3.23) e (3.24).

Dafi obtém-se as expressoes:

B 2¢Q cos P B 2¢9senP = Q-1
T 2041 1T TR0 "2
De fato, por (B.3)
2sen(¢p/2)cos(p/2) 2cotg(¢p/2) 2¢Q
sen¢ = = =

 cos?(p/2) +sen?(P/2)  cotgX(Pp/2)+1 e2R+1
Analogamente,

_cos?(¢/2) —sen(¢/2) _cotgX($/2)-1 -1
 cos2(¢/2) +sen2(p/2) cotg?(p/2) +1 S22+’

donde segue-se (B.4).

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)
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Além disso, sabemos que a métrica no elipséide é (3.17)

/\2

ds? = 2= 4p2 1 42
Como
— 2
dQ = cotg(qb/Z)[ cossec”(¢/2)]. d(p
_ sen(¢/2) d¢o
2cos(¢/2) sen?(¢p/2)
_ _ %
" sen¢’
verifica-se que
4sen? ¢

d8* = sen® p(dP? +dQ?) = ———ds*.

Ar—A7Aq
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