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RESUMO

Manoel Lemos em seu artigo “Elements belonging to triads in 3-connected matroids” (2004 )
estabeleceu uma cota inferior para o nimero de elementos cobertos por tridngulos em
uma matréide cominimalmente 3-conexa com uma quantidade suficientemente grande de
elementos, em fungao de sua quantidade de elementos. No seu artigo “On the number of
triangles in 3-connected matrids” (2007) mostrou uma cota semelhante para o namero
de triangulos desse tipo de matroide. Ele ainda, em ambos os casos, encontrou uma
familia infinita de matroides que atingiam tais cotas. Assim, motivados por esses artigos,
adicionamos ao problema a hipotese da matrédide ser binaria e construimos algumas
matroides com uma pequena quantidade de elementos, satisfazendo essas condi¢oes, que
foram utilizadas em decomposi¢oes necessarias para as demonstracoes de resultados
similares aos dos artigos de Lemos. Além disso, também encontramos, em ambos os
casos, uma familia infinita de matroides compostas pelas criadas para a decomposi¢ao
que atingem o limite dessas cotas, mostrando que os resultados obtidos sao os melhores

possiveis.

Palavras-chave: Matroides binarias. Matroides 3-conexas. Triangulos.



ABSTRACT

Manoel Lemos in his article “Elements belonging do triads in 3-connected matroids” (2004)
established a lower bound for the number of elements covered by triangles in a cominimally
3-connected matroid with a sufficiently large number of elements, depending on their
amount of elements. In his article “On the number of triangles in 3-connected matrids”
(2007) he showed a similar quota for the number of triangles of this type of matroid.
He still, in both cases, found an endless family of matroids who reached such heights.
Thus, motivated by these articles, we add to the problem the hypothesis of the matroid
being binary and we construct some matroids with a small amount of elements, satisfying
these conditions, that were used in necessary decompositions for the demonstrations of
results similar to the articles of Lemos. In addition, we also find in both cases an infinite
family of matroids composed by the maids for decomposition that reach the limit of these

dimensions, showing that the obtained results are the best possible.

Keywords: Binary Matroids. 3-connected Matroids. Triangle.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, apresentaremos alguns resultados acerca de nimero de triangulos e
nimero de elementos cobertos por tridangulos em matréides binarias que sao cominimal-
mente 3-conexas. Um elemento é dito coberto por triangulo(circuito com 3 elementos) ou
simplesmente coberto, se este elemento pertence a algum triangulo de M. No Capitulo 2,
definiremos matroéides, independentes, circuitos, dualidade, entre outros conceitos, atravé
da funcao posto, bem como apresentaremos demonstracoes dos resultados basicos. No
Capitulo 3, trabalhamos alguns resultados conhecidos sobre conectividade em matroides.
Um leitor com familiaridade com a teoria das matroides pode omitir a leitura destes dois
capitulos iniciais. A motivagao para este trabalho se deu inicialmente por Dirac (1), Halim

(2) e Mader (3), que mostraram que um grafo G minimalmente k-conexo tem, pelo menos,

(k — 1)2|;/£CJ1)|+2k 11)

vértices de grau k para k = 2, k = 3 e k > 4 respectivamente. As cotas obtidas por Dirac e

Halim sao de fato atingidas. O resultado de Mader, para um k genérico, estd muito perto
de ser o melhor possivel. A ideia central da prova destes teoremas é a seguinte: Um circuito
de um grafo minimalmente k-conexo tem pelo menos um vértice de grau k. Este resultado
¢ muito importante e vem sendo estendido de varias formas. Ried e Wu (4) provaram
o analogo desta cota para arestas. Eles obtiveram uma cota inferior para o ntimero de
arestas que encontram um vértice de grau k, em funcao do ntimero total de arestas em um

grafo minimalmente k-conexo, tal cota é atingida quando k£ =2 ou k = 3.

A partir de agora, iremos falar apenas de matrdides. Entao, para uma matroide M,

fixemos algumas notagoes usadas no decorrer da tese:

e E(M) é o conjunto dos elementos de M.
e ¢(M)=|E(M)|.

e T(M) é o conjunto dos elementos de M que sao cobertos por triangulo de M.

e /(M) é o numero de tridngulos de M.

Murty (5) e Oxley (6) obtiveram, respectivamente, cotas similares para matroides
minimalmente 2- e 3-conexas. Novamente, o passo principal da demonstragao destas cotas
é que um circuito em uma matréide minimalmente k-conexa, k = 2 ou k = 3, deve

intersectar um cocircuito com k elementos. Resultados similares a estes nao sao conhecidos
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para matroides k-conexas com k > 4. Ried e Wu (4) deram uma cota inferior precisa
para o numero de elementos cobertos por algum cocircuito de tamanho 2, numa matroide
minimalmente 2-conexa. Por outro lado, para matréides minimalmente 3-conexas, Ried e

Wu enunciaram a seguinte conjectura proposta por Leo (7):

Conjectura: Seja M uma matroéide minimalmente 3-conexa com pelo menos 8
elementos. Entao, o nimero de elementos cobertos por triangulos em M* é pelo menos
5|E(M)| + 30
5 )
A demonstracao dessa conjectura foi originalmente realizada por Lemos em (8), que ainda
forneceu um exemplo de uma familia infinita de matréides minimalmente 3-conexas que

atingem a cota da conjectura.

Para uma matroéide 3-conexa M, definiremos o conjunto removivel de elementos de
M da seguinte forma: Ry(M) = {e € E(M) : M\e é 3-conexa}.

Note que uma matréide M ¢ minimalmente 3-conexa se, e somente se, Ry(M) = ().

Sendo assim, vamos enunciar o seguinte resultado que foi provado por Lemos (8):

Teorema 1.1. Seja M uma matrdide 3-conexa com pelo menos 5 elementos. Entao, o

numero de elementos cobertos por algum cocircuito de tamanho 3 € pelo menos

W — ‘Ro(M)‘

Observe que a conjectura proposta por Leo nao é uma consequéncia deste teorema.
Lemos (8) ainda descreveu uma familia infinita de matréides que atingem a cota deste
teorema.

Seja M uma matrdide 3-conexa. Denotemos por S(M) o conjunto dos elementos e € E(M)
tais que M /e é 3-conexa. Quando S(M) = () dizemos que M é cominimalmente 3-conexa.
Nesta tese, tratamos o problema dual ao da conjectura de Leo, acrescentando a hipdtese

de M ser binéria. Obtivemos o seguinte resultado, demonstrado no Capitulo 6 desta tese:

Teorema 1.2. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa com pelo menos

15 elementos. Entao, o nimero de elementos cobertos por tridngulos é pelo menos

2| E(M)| + 12
; .

No Capitulo 6, ainda descrevemos uma familia infinita de matréides que atingem a

cota deste teorema.

Lemos (9) mostrou o seguinte resultado acerca do nimero de tridngulos em matroi-

des 3-conexas:
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Teorema 1.3. Seja M uma matroide 3-conexa com pelo menos 4 elementos. Entdo, o

nidmero de tridngulos(circuitos de tamanho 3) é pelo menos

maX{r*(M) +6—2|S(M)| |[E(M)|+6 —3|S(M)|}
4 ’ 5 '

Lemos (9) ainda descreveu uma familia infinita de matréides que atingem a cota

deste teorema.

Mais uma vez acrescentamos a hipotese da matroide ser binaria e demonstramos o

seguinte resultado:
Teorema 1.4. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa com pelo menos
13 elementos. Entao, o nimero de tridingulos de M € pelo menos
2|E(M)| + 14
5 i

Tanto a demonstragao deste teorema, como uma familia infinita de matroides que

atingem a cota deste teorema, podem ser vistas no Capitulo 5 desta tese.
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2 MATROIDES: DEFINICOES E
CONCEITOS BASICOS

2.1 Matroéides

Por um motivo de comodidade, vamos definir matroide através da sua funcao posto
r. Para um conjunto finito E, dizemos que M = (E,r) é uma matrdide sobre E, se a

funcao r : 2% — Z satisfaz:

(R1) 0 <r(X) <|X|, para todo X C E;
(R2) r(X) <r(Y), para todo X CY C FE, isto é, r é crescente;

(R3) n(X)+7r(Y)>r(XUY)+r(Y NX), para todo X,Y C E. Esta tltima propriedade

é chamada submodularidade.

Dizemos que E é o conjunto dos elementos da matroide M e o denotamos por F(M), a
cardinalidade de E(M) é denotada por e(M). Dizemos que X C E(M) é um independente
de M quando r(X) = |X]|. Se X ¢é independente de M tal que r(X) ¢ méaximo, X &
chamado de base de M. Se X C E(M) é tal que r(X) < |X|, dizemos que X ¢ um
dependente de M. E se X ¢é tal que r(X) =|X| —1 e paratodoe € X, r(X —e) =r(X),
dizemos que X é um circuito de M. Um circuito de tamanho um é chamado de lago e
um cicuito de tamanho 3 é chamado de tridngulo. Os triangulos sao objetos de extrema
importéancia no trabalho. Sendo assim, vamos definir o conjunto T'(M) como sendo o
conjunto dos elementos de M que pertencem a algum triangulo de M. Denotamos ainda
a cardinalidade de T'(M) por t(M) e o numero de triangulos de M por ¢'(M). Quando
um elemento de M pertence a algum triangulo dizemos que este elemento é coberto por

tridngulo, ou simplesmente dizemos que é um elemento coberto.

Veremos agora duas propriedades comumente usadas sobre independentes e circui-
tos:
(I) Se I é independente de M, entao para todo J C I temos que J é independente de M.
Usando (R3) para I — J e J, temos (@) +r(I) < r(l —J)+r(J). Logo por (R2),
segue
r(l) = <r(I=J)+r(J) <L = J|+[J] =[]
Entao r(J) = |J| e r({ — J) = |I — J|. Portanto, J e I — J sdo independentes de M.

Desta mesma prova, nota-se que ao se retirar ou adicionar um elemento a um

conjunto, tem-se que, respectivamente, o posto deste conjunto diminui ou aumenta de no
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maximo 1.

(C) Nao existe um circuito propriamente contido em outro.

Se C' ¢ um circuito, temos que r(C —e) = r(C) = |C| =1 = |C — ¢|, para todo

e € C. Logo, todo subconjunto préprio de um circuito é um independente.

Existem mais outras propriedades bésicas que nao serao utilizadas neste trabalho,

portanto, iremos omiti-las.

2.2 Fechados

Seja M uma matroide. Para X C E(M), seja Fx = {Y C E(M) : X CY e
r(X) =r(Y)}. A unido dos elementos de Fx ¢ chamada fecho de X em M e denotada
por cly (X)), isto é,

du(X)= |J V.

YeFx

Agora vamos listar algumas propriedades basicas do fecho de X.

Lema 2.1. Seja M uma matrdide. Se X C E(M), entao:

(i1) (X)) = r(cy(X)).
(111) cly (V) C clpy(X), quando Y C X.

(1v) clp(clp (X)) = el (X).

Demonstracao. Note que (i) vale, pois X € Fx. Para mostrar (ii), basta que Fx seja
fechado com respeito a uniao, e assim, cly(X) € Fx.

Suponha Z, W € Fx. Por submodularidade, temos:
2r(X)=r(Z)+r(W)>r(ZUW)+r(ZnW). (2.1)
Como X C ZNW e por (R2), temos que
r(X)<r(ZnW)<r(ZUW). (2.2)

Desta forma, as desigualdades (2.1) e (2.2) tém que ser igualdades. Dai, Z U W € Fx.
Entao cly(X) € Fx e (ii) esta provado. Para mostrar (iii), basta que para todo Z € Fy

tenhamos Z U X € Fx. Novamente, por submodularidade, temos que:
r(X)+r(Y)=r(X)+r(Z2) >r(XUZ)+r(ZNX). (2.3)
Como Y C X N Z e por (R2), segue que

r(XuZ)>r(X)er(ZnX)>r). (2.4)
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Assim, as desigualdades (2.3) e (2.4) tém que ser igualdades. Logo, X U Z € Fx e (iii)
segue. Note que para (iv) ser verdade, basta que F,,(x) € Fx. Tome Z € Fy,,
definigao, clpy (X) C Z er(cly (X)) = r(Z). Por (i) e (ii), segue que X C Z er(X) =r(Z).
Logo, Z € Fx. Assim, (iv) vale. ]

(X)- Por

Agora, veremos uma proposicao que caracteriza os elementos da matréide perten-

centes ao fecho de um dado conjunto.

Proposicao 2.2. Seja e um elemento de uma matréide M. Se X C E(M) — e, entdo as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) e € cly(X).
(i) r(X Ue) =r(X).

(i1i) e € C C X Ue, para algum circuito C' de M.

Demonstragao. Veremos inicialmente que (i) implica (ii). Como e € cly(X), existe
Z € Fx tal que e € Z. Por (R2), temos 7(X) < r(X Ue) < r(Z). Por definicao,
r(Z) = r(X). Logo as desigualdades acima sao na realidade igualdades. Dai, r(X) = r(XUe)
e (ii) segue.

Mostraremos agora que (i¢) implica (i47). Seja I um independente maximal contido
em X. Pela defini¢ao do posto, r(X) = |I|. Como r(X Ue) = r(X) < [IUe|, temos que I é
um independente maximal contido em X Ue. Logo, I Ue é dependente de M, assim existe
um circuito C' de M tal que C' C T Ue C X Ue. Observe que e € C', pois I é independente.
Logo (iii) segue.

Finalmente, provaremos que (ii¢) implica (¢). Por (R3), temos

r(X)+r(C)>r(XUC)+r(XN0).
Note que X UC =X Uee XNC =C —e. Logo,
r(X)+r(C)>r(XUe)+r(C—e).
Como C' ¢é circuito de M, segue que r(C) = r(C' —e) = |C| — 1. Logo
r(X) >r(X Ue).
E, por (R2), temos r(X Ue) = r(X). Entdo X Ue € Fx e (i) segue. O

Lema 2.3. A intersecio de conjuntos fechados de uma matréide M € um conjunto fechado
de M.

Demonstracao. Basta mostrar que se X e Y sao fechados de M, entao X NY é fechado
de M. Suponha, por contradicao, que X NY nao é fechado em M.
Logo, existe e € cly (X NY) — (X NY). E, pela proposi¢ao 2.2 (i), temos que e € C' C
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(X NY)Ue, para algum circuito C' de M.
Note que e ¢ X ou e ¢ Y, digamos e ¢ X. Como C C X U e, obtemos, pela proposi¢ao

2.2 (1), que e € cly(X) = X; uma contradigao e o lema segue. O

Vamos terminar este capitulo dando mais uma definicao, que sera usada véarias
vezes durante o restante do trabalho. Seja X C E(M), dizemos que X é um hiperplano de
M, se X é fechado e r(X) =r(M) — 1.

2.3 Dualidade

Neste capitulo, vamos definir um conceito importantissimo, que é o de matroéide
dual de uma matréide M. Antes disso, veremos um teorema que dé consisténcia a esta

definicao.

Teorema 2.4. Seja r a fungio posto de uma matrdide M. Entio r* : 2°M) — 7 definida
por v*(X) = | X|+ry(E(M) — X) —r(M), para X C E(M), é a fungao posto de uma
matrdide sobre E(M).

Demonstragao. Note que (R1) segue, pois ry(E(M) — X) <r(M) e r(X) < |X| dai
0<r(X)+r(EM)—-X)—r(M) <r'(X)=|X|+r(M)—r(M) <|X|.

Logo 0 < 7*(X) < | X]|. Agora, mostraremos (R2). Seja X CY C E(M). E seja « o inteiro
nao-negativo tal que |Y| = | X |+ a. Assim, |[E(M) — X| = |E(M) — Y|+ « e entdo,

r(B(M) — X) < r(B(M)—Y) +a.

Portanto,
rr(Y) = Y|+ru(EM)=Y)—r(M)
> (|X]+a) + (M(E(M) - X) - a) - (M)
= IX| 4 (B(M) = X) = (M) = (X)),

e (R2) segue. Finalmente, mostraremos (R3).
Para isto, basta observar que | X|+ |Y|=|XUY|+|XNY]e

ry(E(M) = X)+ry(E(M)=Y)>ry(E(M) — (XUY))+ry(E(M)—(XNY)),

esta tltima desigualdade ¢ obtida usando (R3) em M para E(M)—X, E(M)—-Y C E(M)

e também o fato de
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Com isto, temos

r*(X) 4+ r*(Y)

X[+ YD)+ (rau(BE(M) = X) + r(E(M) = Y)) = 2r(M)
> (IXUY|+[XNnY])+ (ru(BE(M) — (XUY)+ry(E(M) —(XNY)) —2r(M)
= r"(XUY)+r(XNY)

e assim (R3) segue, e o teorema esta provado. O

Esta tal matroide sobre E(M) cuja fun¢ao posto é r* é chamada de matrdide
dual de M e é denotada por M*. Uma base, circuito, independente, laco, etc de M* sao
chamados respectivamente de cobase, cocircuito, coindependente, colago, etc de M. Agora,

vamos descrever a famfilia de circuitos de M*.

Lema 2.5. Seja M uma matroide. Entdao, C* € um cocircuito de M se, e somente se,

E(M) — C* € um hiperplano de M.

Demonstra¢ao. Suponha C* cocircuito de M, entao r*(C*) = |C*|—1 e r*(C*—e) = r*(C*)

para todo e € C*. Assim, r*(C*) = |C*| = 1 = |C*| + ry(E(M) — C*) — (M), logo
ru(E(M) —C*) =r(M) — 1.

Agora para concluir que E(M) — C* é um hiperplano, basta mostrar que E(M) — C* é
fechado em M. Para isto, suponha que existe e ¢ E(M) — C* tal que

ru((E(M)—C*)Ue) =ry(E(M) —C").

Assim,
r(C7) = [C[+ru(E(M) = C7) —r(M)
= 1+(C* -1 +ry(E(M)—-C*)Ue) —r(M)
= 14+7r(C* —e),

donde temos uma contradigao. Reciprocamente, suponha que E(M) — C* é hiperplano de
M. Entao

r(BE(M)—-C*)=r(M)—1lery(E(M)—-C*)Ue)=r(E(M)—-C")+1,
para todo e ¢ E(M) — C*. Assim,

r(C7) = 1O+ r(BE(M) = C7) = (M) = [C7] + (r(M) = 1) = (M) = |C7] =1

r*(C*—e) = |C*—e|+ry(E(M)—C*)Ue) —1r(M)
= (IC7 =D+ (r(EM)-C")+1) —r(M)
= (IC7 =D+ ((r(M) = 1) +1) = r(M) = |C*| =1 =[C" — ¢

Logo C* é cocircuito de M, e o lema esta provado. O
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Agora veremos uma importante propriedade em forma de proposicao conhecida

como ortogonalidade:

Proposicao 2.6. Se C' e C* sao respectivamente um circuito e um cocircuito de uma
matréide M, entao |C' N C*| # 1.

Demonstragao. Suponha que |C N C*| = 1, digamos C'N C* = {e}, entao, pelo lema (2.5),
existe um hiperplano H tal que H = E(M) — C*.

Em particular, c¢/(H) = H. Note que C — {e} C H e dai e € C C H Ue. Portanto, pela
proposigao (2.2), e € cl(H) = H; um absurdo, poise € C* e HNC* = @. ]

2.4 Menores

Nesta secao, vamos apresentar mais um conceito importante sobre matroéides,
chamado de menores. Seja M uma matroide e r sua funcao posto. Observe que r’ :
2B(M)=e 5 7 definida por 7'(X) = r(X) para todo X € E(M) — e é uma funcio posto de
uma matroide sobre E(M) — e. Diremos que esta tal matroide é obtida de M removendo-se
o elemento e, e a denotaremos por M\e. E também facil de ver que os independentes de
M\e sao os independentes de M que evitam e. A contragao de e em M, que é denotada
por M/e, é definida da seguinte forma: M/e = [M*\e]*

Lema 2.7. Se e é um elemento de uma matrdide M, entio rae(X) = ry(XUe) —ra(e),
para todo X € E(M) — e.

Demonstracao. Temos que

rae(X) = e (X)
= 7’7\4*\6()()
= | X[+ rue(E(M"\e) — X) —r(M"\e)
= | X|+ru-(E(M*)— (X Ue)) —ry=(E(M*) —e)
= [X|+[EM) = (X Ue)|+ru(X Ue) —r(M)] = [[E(M") — €|+ ra(e) —r(M)]
= ry(XUe)—ry(e).

O

Com este lema ¢ facil ver que se ry/({e}) # 0, entdo os independentes de M /e sao
os subconjuntos I C E(M) — e tais que I U e é independente de M.

Da defini¢ao de delegao, é facil de ver que [M\e]\f = [M\ f]\e para todo e, f €
E(M). Desta identidade e da definicao de contragao, temos que [M/e]/f = [M/f]/e.
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Esta tltima identidade pode ser verificada através da funcao posto. De fato, para X C
E(M) — {e, f} temos:

roaspfe(X) = (XU e) —ragyp({e})
= [ru(XU{e, f}) —ru({f D] = [rme, f1) —ru({F})]
= ru(X U{e, f}) —ru({e f})-
Analogamente temos rn/e/p = ru(X U{e, f}) —ru({e, f}).
Utilizando a férmula do posto da delegao e da contracao, ¢é facil de ver que [M/e]\f =
[M\ f]/e. Logo, quando A e B sdo subconjuntos disjuntos de F(M), a ordem em que o0s

elementos de A sao deletados e os de B sao contraidos ¢ irrelevante. E a matroide obtida

ao final dessas operagoes é dita um menor de M, sendo denotada por M\ A/B.

Lema 2.8. Seja M uma matrdide. Se A e B sao subconjuntos disjuntos de E(M), entdo
para X C E(M) — (AU B), temos que

TM\A/B(X) = ’I“M(X U B) — T’M(B)

Demonstra¢do. Basta mostrar que 7y/p(X) = ry(X U B) — ry(B) para todo X C
E(M) — B, ja que o posto de um subconjunto de E (M) — (AU B) é o mesmo em M\A/B
eem M/B.

Vamos mostrar este fato por indugao em |B|. Se |B| = 0, entao o resultado segue.
Assuma |B| > 1. Escolha e € B. Por indugao, o resultado vale para B — e, ou seja, se
Y C E(M)— (B —e), temos

Paso(Y) = (Y U (B = ) = ras(B — ¢).
Como M/B = [M/(B — e)|/e, temos que

TM/B(X) = T[M/(Bfe)}/e(X) = TM/(Bfe)(XUQ)_TM/(Bfe)({e}), para X C E(M)—B.
Substituindo a penultima igualdade na tltima, paraY = X Ue e Y = {e} temos

ruyp(X) = [ru((XUe)U(B —e)) —ru(B—e)] = [ru({e} U(B —e)) —ru(B —e)]
= ry(XUB)—ry(B),

e o resultado segue. O
Deste lema ¢ facil ver que os independentes de M\ A/B saoos I C E(M)—(AUB)
tais que X U B ¢é independente de M.

2.5 Representacao Geométrica

Esta secao tem a finalidade de representar algumas matroides de forma mais simples,

a saber sua representacao geométrica. Por motivo de objetividade, nao vamos dar uma
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definicao formal desta representacao. Basicamente, os principais entes usados no trabalho

sao pontos, linhas e planos, onde:

e Cada ponto representa um elemento da matroide que nao é um lago (ja que nossas

matroides sdo 3-conexas, logo ndo tém lagos).

e Cada linha L é um subconjunto fechado da matréide M, tal que ry (L) = 2. Se
x € L, temos ry(z) =1ese X C L com |X| > 2, temos que r(X) = 2.

e Cada plano P é um subconjunto fechado de M tal que rp(P) = 3. Se X C P com
| X| =1 ou |X| =2, temos que ry(X) =1 ou ry(X) = 2 respectivamente, e se

X C P com |X| > 3 e X nao esta contido numa linha, temos que 73/ (X) = 3

Daremos exemplos de planos com linhas no decorrer da tese. Para que a represen-

tagao geométrica fique consistente, as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:

Quaisquer duas linhas distintas se intersectam no méximo em um ponto;

Quaisquer dois planos que se intersectam em mais de dois pontos, se intersectam

numa linha;

Quaisquer duas linhas que se intersectam num ponto, estao contidas no mesmo plano;

e Toda linha que nao esté contida num plano intersecta o mesmo no maximo em um

ponto.

2.6 Conexao em Paralelo Generalizada

Um outro pré-requisito para o entendimento do trabalho é o de conexao paralela
generalizada. Mais uma vez, por motivo de objetividade, nao daremos uma defini¢cao formal

para este conceito.

Sejam M; e M, duas matroides cujos conjuntos base sao E; e Es e cujas fungoes
posto sao ry e ro respectivamente. E seja N uma restricao comum a M; e M,. Seja
E = E; U Ey. Vamos assumir que M;|L = My|L = N, onde L = E; N Ey. A fungao
posto na restricao comum a M; e Ms seréd denotada por r. Se M é uma matroide sobre
E tal que M|E; = My e M|Ey = M,, entao M é chamada de amalgama de My e M.
Na tese, as restricoes comuns entre as matroides serao triangulos. Dizemos que M ¢é a
conexao em paralelo generalizada de M, e My se o conjunto Fj; dos fechados de M é
Fu={FUF,: FFNL=FNL} ondeF, é fechado de M; e F; é fechado de M,. Uma
condi¢ao necessaria para se fazer esta operacao é que a linha L de intersecao de M; e M,

seja modular, isto é,
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ry(L) +ru(F) =ry(LUF) 4+ ry (LN F) para todo F € Fyy.
No nosso caso, as matroides serao binarias, logo as linhas terao no maximo 3 pontos, isto

é, serao triangulos e portanto modulares.

No trabalho, nao iremos nos preocupar com isto. No decorrer da tese, veremos al-
guns exemplos de conexao em paralelo generalizada. Mais uma observagao a ser feita é que,
ao "colarmos” um plano em uma matroide, o posto da mesma aumenta de 1, ao “colarmos”
uma matréide de posto 4, o posto da mesma aumenta de 2, ao "colarmos” uma matroide de
posto 5, o posto da mesma aumenta de 3, e assim por diante. Observamos ainda, que a cone-

xao em paralelo generalizada de duas matroides 3-conexas resulta numa matroide 3-conexa.
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3 CONECTIVIDADE E LEMAS SO-
BRE 3-SEPARACOES

Definigao 3.0.1. Vamos definir a funcao conectividade de M como &y (X,Y) = ry(X) +
ry(Y) —r(M), onde {X,Y} é particao de E(M). Dizemos que uma partigao {X,Y} do

conjunto base de uma matréide M é uma k-separacao, para um inteiro positivo k, se
Eu(X,Y) < k < min{|X], [Y]}.

Além disso, quando
Ev(X,Y)=k—1

dizemos que esta k-separacao é exata.
Uma matréide M ¢ dita k-conexa se M nao admite uma k’-separacao, para todo inteiro &’
tal que 0 < K < k.

Antes de demonstrar o lema principal deste capitulo, vamos mostrar alguns lemas

introdutoérios que serao usados tanto no lema principal como no decorrer da tese.

Lema 3.1. Seja M uma matrdide e r sua fungao posto. Entio Ey(X,Y) = r(X)+r*(X)—
| X| para todo X C E(M). Mais ainda, se M € 3-conexa, M* também é.

Demonstragao. Por definigao,
Eu(X,Y)=r(X)+rY)—r(M)er"(X)=|X|+rY)—r(M).
Agora, substituindo a segunda igualdade na primeira, temos
Eu(X,Y) = r(X) +77(X) — [X].
Logo, &y (X, Y) = &y (X, Y). Assim, se M é 3-conexa, M* também é. m

Lema 3.2. Seja M uma matrdide 3-conexa com pelo menos 4 elementos. Entao, M €

simples e cosimples.

Demonstracao. e M néao tem lagos, pois se e € E(M) é um lago, r(e) = 0. E, como
r(E(M)—e) <r(M), temos que r(e) + r(E(M) —e) — r(M) = 0. Assim, {e} é um

conjunto 1-separador de M; absurdo.
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e )M nao tem elementos em paralelo, pois se tivesse, teriamos um circuito C' com
|C| = 2. Como r(E(M)—C)<r(M)er(C)=|C|—1=1, temos que

r(C)Y+r(E(M)—-C)—r(M) <1.
Assim, C' seria 2-separador de M; um absurdo.

e Como M é 3-conexa, temos que M* também é. Assim, pelos itens anteriores, M é

cosimples.

]

Lema 3.3. Seja M uma matrdide 3-conezxa e e € E(M). Seja {Z, W} uma 2-separagao
de M/e. Entao &Enje(Z, W) = Eu(ZUe, W) — 1. Além disso, ambos Z e W geram e em
M, e{ZUe, W} é 3-separagio exata de M.

Demonstracao. Por definigao,
Enfe(Z,W) =10mye(Z) +raage(W) —r(Mfe) < 1.

Entao

[rmu(ZUe) +rule)] + [ru(WUe) —ru(e)] — [r(M) —ru(e)] < 1.

Logo
ru(ZUe) +ry(WUde) —r(M) <2.

Note que W gera e em M senao teriamos
ru(ZUe)+ry(W)—r(M) <1.

Assim, {W, ZUe} seria um 2-separacao de M; um absurdo. Logo, {ZUe, W} é 3-separagao
exata de M.
Portanto,

Ev(ZUeW)=ry(ZUe)+ry(W)—r(M) < 2.

Assim,
Enre(Z, W) =Eu(ZUe, W) — 1.

]

Lema 3.4. Se X é um conjunto 3-separador de uma matréide M 3-conexa tal que | X| = 3,

entao X € uma triade ou um tridngulo de M.

Demonstracao. Como

En(X, E(M) = X) = ry(X) +ra-(X) = [X] =2,



Capitulo 3. Conectividade e Lemas Sobre 3-separagoes 24

temos
s (X) 4 rage (X) = 5.

Se X nao fosse triade nem triangulo de M, terfamos 73/ (X) = 3 e 7+ (X) = 3; um absurdo

com a equagao acima. O

Lema 3.5. Sejam M uma matréide 3-coneza e X C E(M). Se M| X =2 Uy 4, entao M\e

€ 3-conexa, para todo e € X.

Demonstragao. Note que X ¢ uma linha com 4 elementos. Assim, 73/(X) = rape(X —e) e
r(M) =r(M\e). Logo, Eu (X, E(M) — X) = &ine(X —e, E(M\e) — (X —e) e o resultado
segue. O

Lema 3.6. Seja M uma matréide 3-conexa e e € E(M). Seja {X,Y} uma 2-separagio
de M/e com |X|=2. Entao X Ue € tridngulo de M.

Demonstra¢ao. Como X é conjunto 2-separador de M /e com | X| = 2, segue, pelo lema
3.3, que X Ue é conjunto 3-sepadro de M. Logo, X U e é uma triade ou um triangulo de

M. Se X Ue fosse uma triade de M, teriamos
ras(XUe)+ry(Y) —r(M*) =2.

Logo,
rae(X) + raume(Y) —r(M*\e) = 2.

e assim, {X,Y} ndo seria 2-separagao de M/e = (M*\e)*. Dai, X Ue ¢é triangulo de
M. [l

Lema 3.7. Seja {X,Y} uma 3-separac¢ao de uma matrdide 3-conexa M. See € X e M/e
nao € 3-conexa, entao:

(i) Eziste uma 2-separacao {Z, W} de M/e, tal que Z C X; ou

(i1) Para toda 2-separagio {Z, W} de M /e, min{|Z|,|W|} = 2 e ambos Z e W intersectam
ambos X eY; ou

(iii) Para toda 2-separagcio {Z,W} de M/e, |ZNX|=|WNX|=1eX ¢ uma triade de
M.

Demonstragao. Assuma que (i) ndo vale, e seja {Z, W} uma 2-separagao de M /e. Entao,
pelo lema (3.3), temos
ru(ZUe) +ry(W) —r(M) <2. (3.1)

Como, {X,Y} é 3-separacao de M, temos que

rar(X) + rag(Y) = (M) < 2. (3.2)
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Juntando (3.1) e (3.2), temos que
r(X)+rY)—r(M)]|+[r(ZUe)+r(W) —r(M)] = 4.

Por submodularidade, temos:
(a)
r(X)+r(ZUe)—r(M) > r(XU(ZUe))+r(XN(ZUe))—1r(M)
= r(XUZ)+r((XNnZ)Ue)—r(M),
pois e € X;

b) r(Y)+r(W) —r(M) >r(YUW)+r(Y NW) —r(M).

Donde, organizando os termos e somando (a) com (b), temos:

Fr(XUZ)+r(Y OAW) —r(M)]+[r(XNZ)Ue) +r(Y UW) —r(M)] < 4.

Em seguida, provaremos que
YNW|<loul|XNZ <1

Suponha que (3.4) nao vale, ie., [YNW|>2e|XNZ| > 2.
Agora, note que {X U Z,Y N W} é uma particdo de M e se

r(XUZ)+r(YNW)—r(M) <1,

teriamos uma 2-separacao para M que é 3-conexa, um absurdo.
Logo,
r(XUuZ)+r(YNW)—r(M)>2

e de forma analoga temos que
r(XN2Z)Ue)+r(YUW) —r(M) > 2.
Por (3.3), temos a igualdade. Em particular,

r(XnZ)Ue)+r(YUW) —r(M) = 2.

(3.3)

Como W e, portanto, Y UW geram e em M, segue que {X NZ, Y UW} é 2-separacao de

M e, visto que:

e min{|XNZ,|YUW|} >2,pois | XNZ|>2e|YUW|>2.

e I, pelo lema 3.3, temos ry/e(X N Z) +rae(YUW) —r(M/e) =1
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Sendo assim, (i) vale, pois X N Z C X, contradigao. Logo, (3.4) segue.

Similarmente, trocando W por Z, temos
YNZ <lou|XNnW|<L1. (3.5)

Combinando (3.4) com (3.5), temos uma das quatro possibilidades:

IXNZ|<lelXNnW|<1, (3.6)
YNnZ|<lelYnW|<1, (3.7)
YNzl <lel|XnZ <1, (3.8)
YNW|<le|XnW|<L. (3.9)

Assuma que (3.6) ocorre.

Como | X| > 3, temos que [XNZ| = | XNW| =1, pois se XNW = &, terfamos | X NZ| > 2,
contradi¢do com (3.6) e o analogo ¢ valido para X NZ. Agora, como |[XNZ| = | XNW| =1,
ZINW=g,eec Xe¢ Z, et W, ZUW = E(M) — e, temos |X| = 3. Entao, pelo lema
3.4, X é uma triade ou um triangulo de M.

Se X é um triangulo de M, entao X — e é um conjunto 2-separador de M /e, pois X — e é

um par de elementos em paralelo de M/e e |[E(M)| > 6

Como X —e C X e X — e ¢é um conjunto 2-separador de M /e, entao (i) vale,
absurdo.
Logo, X ¢é um triade. Nesse caso, (iii) segue. Vamos supor que (3.6) ndo ocorre para toda
2-separacao {Z, W} de M/e.
Note que (3.7) nao ocorre, pois |Y| > 3 e e ¢ Y. Entdo, (3.8) ou (3.9) ocorre. Dali,
YNZl=1le|lXNZ|=1lou|lYNW|=1e|XNW|=1Se|lYNnZl=1e|XNZ =1,
temos | Z| = 2 e Z intersepta ambos X e Y, e como | X| > 3 e |Y| > 3 segue que XNW # &,
YNW #@e|W|>2 Como |Z]| =2e¢|W|> 2, segue que min{|Z|, |W|} = 2, e o andlogo
vale se [Y NW|=1e | X NW|=1. Assim, (ii) segue. O
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4 MATROIDES BINARIAS E A
OPERACAO 3-SOMA

4.1 Matroides Binarias

Nesta secao iremos definir matréide binaria, para isto precisamos fazer uso da

proposicao a seguir.

Proposigao 4.1. Seja E o conjunto de rétulos das colunas de uma matriz A m X n sobre
um corpo K, e sejar : 2¥ — 7 definida por r(X) igual a dimensdo do subespago de K™
gerado pelos vetores coluna correspondentes aos rotulos pertencentes ao conjunto X, para
todo X C E. Entao M = (E,r) é uma matrdéide que serd denotada por M[A].

Demonstracao. Como a dimensao do espago gerado por um conjunto X de vetores é igual
a cardinalidade do maior conjunto de vetores linearmente independentes contidos em X,
temos que R1 e R2 sdo automaticamente satisfeitas. Note que (R3) segue diretamente da

formula
dim(< U >)+dim(< W >) > dim(< UUW >) +dim(< UNW >),

onde <U > <W > <UUW >e <UNW > sao os subespagos de um espago vetorial
V', gerado pelos conjuntos U, W, UUW e U N W, respectivamente. 0

Definicao 4.1.1. Uma matréide M é dita binaria quando existe uma matriz A sobre Z,
tal que M ~ MIA].
A seguir vamos enunciar um teorema que fornece algumas caracterizagoes para

matroides binédrias que foram usadas durante o decorrer do trabalho.
Teorema 4.2. As sequites afirmagoes sao equivalentes para uma matroide M :

1. M é bindria.

2. M nao tem menor isomorfo a Us 4.

3. |C' N C*| € par para todo circuito C e todo cocircuito C* de M.

4. A diferenca simétrica entre dois circuitos de M € uniao disjunta de circuitos de M.

Vejamos a seguir alguns exemplos de matréides binarias e 3-conexas usadas na
tese, bem como suas respectivas representagoes geométricas. Comecemos apresentando as

matroides Fr, M(K,) e Ss, que sdo conhecidas da literatura de matroides.
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Exemplo 4.3. F; é uma matroide definida por M[A] onde

1001101
A=101010 11
0010111

Veja abaixo a representacao geométrica de Fr.

Exemplo 4.4. M (K,) ¢ uma matroide definida por M[A] onde

100110
A=10101 0 1
001011

Veja abaixo a representacio geométrica de M (Ky).

Exemplo 4.5. Sejam M; e M, matroides isomorfas a M(Ky) e Fy, respectivamente,
tais que E(M;) N E(M,) é um triangulo em ambas as matréides. Seja M a conexio em
paralelo generalizada de M; e M. Assim, vamos definir a matréide Sg por M \{a, b}, onde
{a,b} € E(M;) N E(Ms;). Note que Sy ~ M][A] onde

01

o O O =
o O = O
o R O O
—_ o O O
_ O = =
— = =

10
11
11
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Veja abaixo a representagao geométrica de Sg.

/\

/\

As matroides apresentadas a partir de agora, foram todas elaboradas por nos e sao
necessarias a confeccao deste trabalho. Observe que em Sg temos um tnico elemento que
nao é coberto por tridngulo e um tnico elemento que pertence aos 3 triangulos de Sy, cha-
memos estes elementos de e e f, respectivamente. Seja f' € E(Ss)\{e, f}. Sejam M; e My
matroides isomorfas a Sg tais que |E (M) N E(Ms)| = 2, digamos E (M) N E(Msy) = {a, b}.

Desta forma, vamos definir as seguintes matroides:

e Ay, é a conexao em paralelo generalizada de M; com M, identificando em M, a
e b com e e f respectivamente; e em M, também identificamos a e b com e e f

respectivamente.

e By, é a conexao em paralelo generalizada de M; com Ms, identificando em M, a

e b com e e f respectivamente; e em M, identificamos a e b com e e f’ respectivamente.

e (14 é a conexao em paralelo generalizada de M; com M, identificando em My, a e

b com e e f’ respectivamente; e em M, identificamos a e b com e e f’ respectivamente.

Assim, Aq4,B14 e Ch4 sao binarias e cominimalmente 3-conexas com 1 elemento descoberto.
Além disso, note que r(Ay4) = r(Bi4) = r(C14) = 6, uma vez que estamos "colando"duas
matroides de posto 4.

Vejamos abaixo figuras que ilustram as linhas de cada uma destas matroides:
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Ay

7

A
< <

< 4
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Exemplo 4.6. Sejam M; e M, matroides isomorfas a Iy, tais que E(M;) N E(M,) seja
um tridngulo em ambas as matroides. Seja M a conexdo em paralelo generalizada de M,
e M,. Assim, vamos definir a matroide Ag por M\{a,b}, onde {a,b} C E(M;) N E(M,).
Note que Ag ~ M[A] onde

100010111
. 0100110171
001011101
000111110

Observe que Ag é 3-conexa, todos os seus elementos estao cobertos e todos os elementos
de Ay pertencem a um unico triangulo, com excecao do elemento rotulado pela quinta
coluna, o qual pertence aos quatro triangulos de Ag.

Veja abaixo a representacao geométrica de Ag.

/\

/\

Exemplo 4.7. Considere a matroide binaria M tal que M ~ M[B] onde

100010101
B 0100100171
001001101
000101O0T1T1

Veja abaixo uma figura que ilustra as linhas desta matroide.

r—yp—
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Esta matroide sera chamada de By. Observe que By é 3-conexa, todos os seus
elementos estdo cobertos e todos os elementos de Bg\T sao cobertos para todo triangulo
T de B,.

Sejam M e M, matroides isomorfas a By tais que F(M;) N E(M,) é um tridngulo. Desta
forma, vamos definir as matréide Ay, como sendo M\(E(M;) N E(M,)), onde M é a
conexao em paralelo generalizada de M7 e M. Assim, Ajs tem 12 elementos e 4 triangulos

disjuntos. Note ainda que A;5 é 3-conexa pois By é, e que 7(A;3) = 6.

Veja abaixo uma figura que ilustra as linhas de A9

/\

T

Exemplo 4.8. Sejam M; e M, matroides isomorfas a By e Fy, respectivamente, tais
que E(M;) N E(M,) é um triangulo em ambas as matréides. Seja M a conexdo em
paralelo generalizada de M; e M. Assim, vamos definir a matréide Ay, por M\{a,b},
onde {a,b} C E(M;) N E(M,). Note que Ay; ~ M[A] onde

10000100110
01 0001001O01
A=1001000101T10
00010O011O0T171
00001O0O01T1T1O0

Veja abaixo uma figura que ilustra esta matroide.
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Note que A1 é 3-conexa pois, By e Fr sao. Observe ainda que existem apenas
dois elementos que pertencem a exatamente dois tridngulos. Seja g um destes elementos e
T = {e, f, g} o triAngulo que contem g, tal que e e f ndo petencem a outro tridngulo. Sendo
assim, sejam M; e M, matroides isomorfas a Ay tais que E(M;)NE(Ms) = {e, f, g} e scja
M’ a conexao em paralelo generalizada de M; e M. Assim, vamos definir A;5 = M'\g. Note
que A;g tem 18 elementos dos quais 2 sdo descobertos, r(A1g) = 8 e A1z é cominimalmente

3-conexa. Veja abaixo uma figura ilustrativa de Ajs.

g

f.

\6./
4.2 Operacao 3-soma e Algumas Decomposicoes

Sejam M, e M, matroides binarias sobre E; e Fsy, respectivamente, tais que £ N Fs
¢ um triangulo de ambas M; e My e min{|FE1|,|Es|} > 6. Nestas condigdes Seymour
(10) mostrou que existe uma matroide binéria sobre Ey/AFEs, cuja familia de circuitos é
constituida pelos subconjuntos minimais nao-vazios de E;/AFEy da forma XA X5, onde

X1 e X5 sao unioes disjuntas de circuitos de M; e My, respectivamente. Esta matroide
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é dita a 3-soma de M; e M, e é denotada por M; @3 M,. Uma observacao a ser feita, é
que My &3 My ~ M\(El N Ey), onde M ¢é a conexdo em paralelo generalizada de M, e
M,. Seymour (10) ainda mostrou as proposigoes a seguir, que serdo usadas na tese, porém

nao serao demonstradas.

Proposicao 4.9. Seja M uma matroide bindria e 3-conexa. Se M é 3-soma de matroides

My e Ms, entao My e My sao isomorfos a menores proprios de M.

Proposigao 4.10. Sejam {X1, Xo} uma 3-separacao exata de uma matrdide bindria e
3-conexa M, com min{|X1|,|Xa|} > 4, e Z um conjunto de 3 elementos disjunto de E(M).
Entao existem matroides bindrias My e My sobre X1UZ e XoUZ, respectivamente, que sao
3-conexas a menos de elementos em paralelo com elementos de Z, tais que M = M, @3 Ms.
Reciprocamente, se M = M; ©3 Ms, entao {E(M;)\E(Ms), E(M)\E (M)} é uma 3-
separagao exata de M, e min{|E(M,)\E(Ms)|, |[E(Mx)\E(M)|} > 3.

Durante o trabalho faremos alguns exemplos de 3-soma.

Lema 4.11. Seja {X,Y '} uma 3-separacao de uma matrdide M, entao r(cl(X)Ncl(Y)) < 2.
Mais ainda, se M for bindria e 3-conexa temos que |cl(X) Ncl(Y)| <2, ou cl(X) Nel(Y)

¢ um tridngulo de M.

Demonstragio. Primeiramente, note que pelo lema 2.1 (ii)
r(X) = r(c(X)), r(Y) = r(cl(Y)) e r(cl(X) U cl(Y)) = r(M). (4.1)
Por submodularidade temos que
r(cl(X) Uc(Y)) + r(cl(X) N el(Y)) < r(cl(X)) + r(cl(Y)). (4.2)
Substituindo 4.1 em 4.2, obtemos que
r(M) + r(cl(X) N el(Y)) < r(X) +r(Y) (4.3)

e como {X,Y} é 3-separagao de M segue que r(X)+7(Y)—r(M) = 2 e consequentemente
r(c(X)Ne(Y)) <2.Se|c(X)Nc(Y)| <2 entao o resultado segue. Assum que |cl(X) N
cl(Y)| > 3. Como M é simples, por ser 3-conexa, temos, por 4.3, que r(cl(X)Ncl(Y)) = 2.
Portanto, cl(X) Nel(Y) é uma linha de M e dai cl(X) Nel(Y) é um triangulo de M, ja

que M é binaria e simples. O

Lema 4.12. Seja M uma matrdide bindria e 3-conexa. Se {X U L,Y} € uma 3-separagio
de M tal que min{|X|,|Y|} > 4 e L = cl(X)Nc(Y), entao se Z e My sao como na

Proposicao 5 temos que
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(i) para todo elemento e de L, existe um elemento x de Z tal que {e,x} é um cicuito de
le

(i1) Mi\A € 3-conexa e Ly = LU (Z\A) € linha de M\A , onde A é o subconjunto de

Z formado pelos elementos que estao em paralelo com os elementos de L,

(i1i) se L tem um elemento descoberto, temos que min{r(X),r(Y)} > 4.

(iv) se L tem um elemento descoberto, temos que min{|X|,|Y|} > 5.

Demonstracao. Como e é gerado por Y em M existe circuito C' de M tal quee € C' C Y Ue.
Pela definicao de 3-soma temos que C' = X;A X5, onde X; e X5 sao unioes disjuntas de
circuitos de M; e My, respectivamente. Nestas condigbes, devemos ter X; = {e, z} para
algum elemento x de Z, caso contrario C' conteria outros elementos de X. Sendo assim, e
estd em paralelo com z em M, e (i) segue.

Observe que (ii) segue direto da Proposic¢ao 5.

Seja e € L um elemento descoberto. Por (ii), M;\A é 3-conexa. Se r(M;\A) = 3,
entdo temos que M1\ A ~ F7 ou M;\A ~ M(K}). No primeiro caso, teriamos que e estaria
coberto por um triangulo contido em X U e em Mj\ A logo estaria coberto por triangulos
contidos em X U e na matroide M; um absurdo. Se M;\A ~ M(K},) terfamos X uma
triade de M (tridngulo em M™*). Assim, e pertence a triangulo com dois elementos contidos
em X; um absurdo. Logo, r(X) = r(M;\A) >4 . Como Y também gera L em M, temos
que {X,Y UL} & 3-separagao de M e por analogia temos que (Y') > 4. Assim, (iii) segue.
Agora, provemo (iv). Por (iii) temos que |X| > 4. Suponha que |X| = 4. Observe
que nao ha triangulo contido em X, sendo r(X) = 3; um absurdo. Se houver algum
triangulo 7" em M;\ A além de Li, temos que T'N L; # (). Sendo assim, T'U Ly & 2-
separador de M;\A; um absurdo, pois M;\A é 3-conexa. Entao, todos os elementos de
X sao descobertos em M\ A, isto ¢, T(M;\A) = L;. Seja g um elemento de M;\A
que nao pertence a M. Como g é gerado por X e nao pertence a tridngulo de M;\A
além de Ly, temos que X U g, ou (X\w) U g é circuito de M;\A, para algum w € X.
Se X U g é circuito de M\ A, entdo (X Ug)AL; = X U (Ly\g) é unido disjunta de
dois circuitos de M\ A. Assim, e € T(M;\A)\L;; um absurdo. Se (X\w) U g é circuito
de Mij\A, entao [(X\w) U g]AL; = (X\w) U (L1\g) é circuito de M;\A com cinco
elementos, uma vez que M;\A é 3-conexa. Como e é gerado por X temos que (X\z)Ue
é circuito de M;\A, para algum z € X (se X U e for circuito de M;\A, caimos no caso
anterior). Entao, [(X\z) Ue]AL; = (X\2) U (L;\e) é circuito de M;\A. Se z = w, entao
[(X\w) U (L1\g)]A[(X\2) U (L1\e)] = {e, g} € circuito de M;\A; um absurdo, uma vez
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que M\ A ¢é 3-conexa. Se z # w entao [(X\w)U (L1\g)|A[(X\z)U (Li\e)] ={e, g,w, 2z} é
circuito de M1\ A. Dai, Ly A{e, g, w, z} = {w, z}U(L1\{e, g} ¢ tridngulo de M;\ A diferente

de Ly; um absurdo. Assim, (iv) segue. O

Sejam M uma matroide binaria e 3-conexa, ¢ e ¢ T(M). Suponha que M/e
nao é 3-conexa, e seja {X,Y} uma 2-separacao de M/e. Pelo lema 4.11, temos que
cd(X)ne(Y)=eouc(X)Nc(Y)={e, f}. No primeiro caso temos pelo lema 3.3 que
{X Ue, Y} é 3-separagao de M, onde ambos X e Y geram e em M. No segundo caso
temos pelo lema 3.3 que {X U {e, f},Y} é 3-separacao de M, onde ambos X e Y geram
{e, f} em M. Com base nestas informagoes e nas notagoes do lema 4.12 vamos fazer as

seguintes decomposicoes, que serao usadas diversas vezes no decorrer do trabalho:

Decomposigao 1 Se cl(X) Ncl(Y) = e, seja My uma matroide isomorfa a Fr tal
que E(M;\A) N E(M,) é um triangulo de forma que este triangulo seja identificado com
o triangulo L; em M;\A. Assim, seja My a conexdo em paralelo generalizada de M;\ A
com M,, aqui M1\ A e L; sdo como no lema 4.12. Agora, seja Mx = MX\(Ll\e). Note
que 7(Mx) =r(X)+1eque E(Mx) = cly(X)UW, onde [W|=4eWnEM)=.
Observe ainda que os elementos de (cl(X) Ncl(Y)) U W sao cobertos em My.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposicao 1.

e
X

Decomposigao 2 Se cl(X) Ncl(Y) = {e, f}, seja My uma matroide isomorfa a
M(Ky) tal que E(M;\A) N E(M;) é um tridngulo de forma que este tridngulo seja identifi-
cado com o tridngulo Ly em M;\ A. Assim, seja My a conexdo em paralelo generalizada de
M\ A com My, aqui M;\A e Ly sdo como no lema 4.12. Agora, seja My = Mx\(L:\{e, f}).
Note que r(Mx) =r(X)+1 e que E(Mx) = clpy(X)UW, onde |W|=3e WNE(M) = (.
Observe ainda que os elementos de (cl(X) Ncl(Y)) U W sao cobertos em My.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposicao 2.
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f
b

Decomposigao 3 Se cl(X)Ncl(Y) = {e, f}, seja My uma matroide isomorfa a Ag
tal que E(M;\A)NE(Ms;) ¢ um triangulo de forma que este tridngulo seja identificado com
o tridngulo Ly em M;\A e que f € E(M;\A) seja identificado com o elemento que pertence
aos quatro tridngulos de M, . Assim, seja My a conexao em paralelo generalizada de M- 1\A
com M,, aqui M\ A e Ly sdo como no lema 4.12. Agora, seja Mx = Mx\(Li\{e, f}).
Note que r(My) =r(X)+2 e que E(Mx) = cly(X)UW, onde [W| =6, WNE(M) =1
e os elemntos de W U (cl(X) Nel(Y) e) sao cobertos.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposicao 3.

e

X .

Decomposigao 4 Se cl(X) Ncl(Y) = {e, f}, seja My uma matréide isomorfa a
Ayy tal que E(M;\A)N E(M,) é um triangulo de forma que este triangulo seja identificado
com o triangulo Ly em M;\ A e que seja identificado com o tridgulo T = {e, f, g} em M, de
forma que os elementos e € L e e € T sejam identificados, bem como os elementos f € [,
e f € T sejam identificados. Assim, seja My a conexdo em paralelo generalizada de M\ A
com M,, aqui M;\A e L; sdo como no lema 4.12. Agora, seja Mx = MX\(Ll\{e,f}).
Note que r(Mx) =7(X)+3 e que E(Mx) = cly(X)UW, onde |[W|=8 WNE(M)=10
e os elementos de W sao cobertos.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposigao 4.
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Decomposigao 5 Se cl(X)Ncl(Y) = e, seja M, uma matroide isomorfa a By tal que
E(M;\A) N E(M;) é um triangulo de forma que este triangulo seja identificado com o
triangulo Ly em M;\ A. Assim, seja My a 3-soma de M;\A com M,, aqui M1\ A e L; séo
como no lema 4.12. Note que r(Mx) = r(X) 4+ 2 e que E(Mx) = X UW, onde |W| =6,
WNE(M)=0 e os elementos de W séo cobertos.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposicao 5.

/

Decomposigao 6 Se cl(X)Ncl(Y) = {e, f}, seja My uma matroide isomorfa a Ajy tal
que E(M\A)N E(Ms) é um triangulo de forma que este tridngulo seja identificado com o
triangulo Ly em M;\A. Assim, seja My a conexao em paralelo generalizada de M;\ A
com M,, aqui M;\A e L; sdo como no lema 4.12. Agora, seja Mx = Mx\(L:\{e, f}).
Note que r(My) =r(X)+4 e que E(Mx) = cly(X)UW, onde |[W|=9, WNE(M) =10

e os elementos de W sao cobertos.

Veja abaixo uma figura ilustrativa da decomposicao 6.
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Usando alguns argumentos envolvendo 3-soma e conexao em paralelo generalizada, nao é

dificil ver que estas matroides sao cominimalmente 3-conexas.
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5 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, estabeleceremos alguns lemas elaborados por nés necessarios as

demonstragoes dos teoremas centrais do trabalho.

Lema 5.1. Seja M uma matrdide bindria simples. Se Ty e Ty sao tridngulos disjuntos de
M entao

100010
01 0010
i) M|(Ty UTy) = M[A], onde A =
() MI(T, UTy) = M(A cole
000101
(1) para cada e € cly (TYUT2)\(T1UTy), existe tridngulo T' de M tal que e € T C (T;UTy)Ue

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que M |(Ty U Ty) = (M|T1) & (M|T3). Se isto
nao acontece, entao existe circuito C' de M tal que CNTy # 0 e CNT, # 0 . Observe
que |C| € {3,4}, pois M ¢é simples e se |C| > 5 terfamos T; C C para algum i € {1,2};
um absurdo. Se |C| = 3 temos que |T; N C| = 2 para algum i € {1, 2}, digamos que isto
valha para T;. Assim C AT} seria um circuito com 2 elementos; um absurdo, pois M é
simples. Se |C| = 4 temos que |T; N C| = 2 para i € {1,2}. Desta forma, CAT; AT, seria
um circuito com 2 elementos; um absurdo. Com isto provamos 1.

Agora provemos 2. Como e € cly (T U Ty)\ (T U Ty), existe circuito C' de M tal que
ee C C (ThUTy)Ue. Observe que |C| € {3,4,5}, pois M é simples e se |C| > 6 teriamos
T; C C para algum 7 € {1,2}; um absurdo. Se |C| = 3 nada temos a provar. Se |C| =4
temos que |T; N C| = 2 para algum i € {1,2}, digamos que isto valha para T;. Assim
CAT; seria um circuito com 3 elementos que contem e como desejavamos. Se |C| = 5
temos que |7; N C| = 2 para i € {1,2}. Desta forma, CAT} AT, seria um circuito com 3

elementos que contem e e 2 esta provado.

[
Lema 5.2. Seja M uma matrdide bindria e X C T(M). Se X = T(M|X), entdo

(i) r(X) <3, ou
(11) existem dois tridngulos disjuntos em X, ou

(111) existem trés tridngulos contidos em X que se intersectam num ponto, cuja uniao tem

posto 4.

Demonstracao. Suponha (i), (ii) e (iii) falsos. Em particular, temos que 7(X) > 4. Assim,
existem pelo menos quatro elementos em X. Logo, temos pelo menos dois triangulos 7

e Ty contidos em X. Como (ii) ndo ocorre, temos que 73 N Ty # (). Como 7(X) > 4 e
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r(71 UTy) = 3, existe um elemento a € X que nao é gerado por 17 UT;. Como a é coberto,
existe um triangulo T3 que contém a. Dai, temos que T3 N T} # 0 e T3 N1y # B, uma vez
que (ii) nao ocorre. Se T3NTy = T3 N Ty, temos que (iii) acontece. Entao, T3 N1y # T5NTs.

Desta forma, a é gerado por 177 U T5; um absurdo. Assim, o lema segue.

]

Lema 5.3. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa, que possui exata-
mente 1 elemento que nao pertence a triangulo. Se (r(M),e(M)) é minimal em relagdo a

ordem lexicogrdfica, entao M ~ Ay, ou M =~ By, ou M ~ Cy.

Demonstracao. Seja M uma matroide binaria e cominimalmente 3-conexa, que possui
exatamente 1 elemento que ndo pertence a triangulo, tal que (M) é minimo.

Seja e o elemento descoberto e {X,Y} uma 2-separagao de M/e. Pelo lema 4.11 e pelo
fato que e nao esta em triangulo temos que clp (X) Nelpy(Y) = {e, f} com f € T(M), ou
cy(X)Nely(Y) = {e}.

Se clpy(X) Nelpy(Y) = {e}, vemos pelo lema 3.3 que {X Ue, Y} é 3-separagao de M
onde ambos X e Y geram e em M, e pelo lema 4.12 temos que min{r(X),r(Y)} > 4.
Sendo assim, pelo exemplo A;4 devemos ter r(X) = r(Y) = 4. Como todos os elementos
de X e Y sao cobertos em M entao, pelos lemas 5.2 e 5.1 temos que tanto X como Y
contem 3 tridngulos que se intersectam num ponto. Assim e(M) > 15 contrariando a
minimalidade de M, pois A4 tem mesmo posto e 14 elementos. Logo, nao podemos ter
cly (X)) Nely(Y) = {e}.

Vejamos agora o caso em que clp (X) Nelpy(Y) = {e, f}, com f € T(M). Como todos os
elementos de X U f e Y U f s@o cobertos em M, entao como no caso anterior ambos X U f
e Y U f contem pelo menos 3 tridngulos que se intersectam num ponto, assim e(M) > 14.
Logo pela minimalidade de M e pelo exemplo A4 temos e(M) = 14. Agora, mostremos
que cl(X) e cl(Y) contém exatamente trés tridngulos. De fato, pelo lema 4.12 (iv) temos
que min{|X|,|Y|} > 5. Como e(M) = 14 = | X| + |Y| + 2, temos que maz{|X|,|Y|} < 7.
Suponha que exista outro tridngulo 7" em cl(X), pelos lemas 5.2 e lema 5.1 T intersecta
os outros trés tridngulos contidos em cl(X). Se T intersecta no ponto de intersegao destes
triangulos, entdao |X| > 8; um absurdo, pois |X| < 7. Se T intersecta os outros trés
triangulos contidos em cl(X) em pontos distintos, entao r(X) = 3; um absurdo, pois

r(X) = 4. Sendo assim, temos as seguintes possibilidades:

e f pertence a 3 triangulos de X U f que se intersectam e a 3 triangulos de Y U f que
se intersectam,isto é, M ~ Ay, , ou

e f pertence a 3 triangulos de X U f que se intersectam e a 1 triangulo de Y U f , isto
é, M ~ By, ou

e f pertence a 1 tridngulo de X U f e a 3 triangulos de Y U f que se intersectam, isto &,

M ~ Bl4, ou
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e f pertence a 1 tridngulo de X U f e a 1 tridngulo de Y U f, isto é, M ~ (4.
Assim, o resultado é valido. n

Lema 5.4. Seja M wma matréide bindria e 3-conexa com pelo menos 4 elementos, que

possui um triangulo T = {e, f,g}, onde e e f ndao pertencem a outro triangulo de M e
E(M\T)=T(M\T). Se (r(M),e(M)) é minimal na ordem lezicogrdfica entao M ~ Aj;.

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que existe base de M que nao intersecta 1",
isto &, r(M\T) = r(M). De fato, se BNT # () para toda base B de M, temos que

r(T) 4+ r(E(M)\T)—r(M) <2+ [r(M)—1]—r(M) =1

e assim 7T seria um cunjunto 2-separador de M, absurdo. Note que r(M) > 4, pois as
tnicas matroides binarias 3-conexas de posto 3 sdo M(K,) e F; e estas matroides nao
satisfazem as hipoteses do lema. Suponhamos que r(M) = 4 e sejam T7 e Ty tridngulos de
M\T'. Entao, Ty N Ty # 0, caso contrario terfamos r(7; UTy) = 4 e T} U T, geraria e em
M e pelo lema 5.1 e pertenceria a triangulo. Assim, quaisquer dois triangulos de M\T
se intersectam, e como r(M\T) = r(M) = 4, segue que e(M\T) > 7. Note que existe
triangulo L de M\T tal que LNT = (. Assim (L UT) = 4 e os pelo menos 4 elementos
de M\(L UT) seriam gerados por L UT em M e pelo lema 1 estes elementos estariam
em triangulos da forma {l,¢,z} coml € L,t € T e z € E(M)\(LUT) e dai ou e ou f

estariam em tridngulo; um absurdo. Assim pelo exemplo Ay; temos que r(M) = 5.

Finalmente, vamos construir M. Observe que temos no minimo trés tridngulos em M\T,
caso contrario terifamos trés elementos de B num mesmo triangulo; um absurdo. Pelo
lema 5.2 temos trés triangulos contidos em X cuja uniao tem posto 4, ou temos dois
triagulos disjuntos contidos em X. No primeiro caso, temos pelo menos um elemento que
nao é gerado pela uniao dos trés triangulos e assim precisariamos de mais um elemento
para cobrir este elemento, tendo desta forma e(M) > 12, contrariando o exemplo Aj;. No
segundo caso, também temos pelo menos um elemento que nao é gerado pela uniao dos dois
triangulos e assim precisariamos de mais um elemento para cobrir este elemento. Sendo
assim, temos que adicionar mais um elemento para formar tridngulo com este elemento.
Entao, sem perda de generalidade temos M\T ~ M[A] onde

10000100
01 00O0T1QO0O0
A=1001000T10
00010O0T171
000O01O0QO0T1

Vejamos como inserir T' = {e, f, g}. Como e nao forma triangulo com os elementos de M\ T,
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1 1
1 1
o vetor de e deve ter quatro 1'se 1l zerooue=| 1 |.See=1| 1 , inevitavelmente
1 1
1 1
f formaré triangulo com elementos de M\T. Assim, tanto e como f devem ter quatro
1
1
1‘s e 1 zero, e para que as hipoteses do lema sejam satisfeitas devemos ter e = | 1 ,
0
1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
f=111]leg=]10],oue=]|1]|,f=]1]leg=1] 0 | .Observe que em
1 1 0 1 1
1 0 1 1 0

ambos os casos ¢ forma mais um tnico tridngulo com dois elementos de F(M)\T' . Assim,
nos dois casos as matroides obtidas sao isomorfas, logo sem perda de generalidade temos a

validade do lema.

]

Lema 5.5. Seja {X Ue, Y} uma 3-separacao de uma matrdide M bindria e 3-coneza, tal
que e ¢ T(M) e cl(X)Necl(Y) ={e}. Entao, min{r(X),r(Y)} > 5.

Demonstracao. Pelo lema 4.12 (iii) temos que min{r(X),r(Y)} > 4. Por simetria ne-
cessitamos estabelecer apenas que r(X) > 5. Mostremos que todos os elementos de X
estao cobertos. De fato, suponha que existe um elemento descoberto em X. Sendo assim,
considere My como na decomposicao 1 . Desta forma, My é cominimalmente 3-conexa e
binaria com um elemento nao coberto, entao pelo lema 5.3, (M) > 6. Logo, r(X) > 5,
uma vez que 7(Myx) = r(X) + 1. Entao, vamos supor que todos o elementos de X estao
cobertos e que r(X) = 4. Entao, pelos lemas 5.2 e 5.1 temos que X contém 3 triangulos
que se intersectam num ponto.

Agora, sejam M;\A e Ly, como no lema 4.12, e sejam T7, Ty e T3, contidos em X, tais que
Ty N Ty N T3 = a. Note que Ty N Ly = (0. Pelo lemab.1 para cada elemento u € (T, U T3)\a
existe um triangulo 7, de M;\A , tal que |T, NTy| = |T,, N L1| = 1, pois u € ¢l(Ty U L)
uma vez que r(M;\A) = r(X) = 4. Note que T,, N T} # a, sendo |T,, N T;| = 2, para
algum i € {2,3}. Observe ainda que T,, N L; # e, senao e estaria em triangulo contido
em X Ue em M. Assim, existe {v,w} C (To UT3)\a tal que T, N T, = b € T1\a e
(T,ULy)U(T,ULy) = Ly\e. Dai, pelo teorema 4.2 T, AT,, = {v,w}U(L1\e) é um circuito

com 4 elementos, uma vez que M;\ A é binaria e 3-conexa. Assim, (T,AT,)AL; = {v,w, e}



Capitulo 5. Resultados Preliminares 44

¢ um triangulo de M;\ A contido em X U e. Logo é um triangulo de M; um absurdo, ja
que e ¢ T'(M). Assim, r(X) > 5.

]

Lema 5.6. Seja {X U{e, f},Y} uma 3-separacio de uma matrdide bindria M e 3-conezxa,
tal que cl(X)Ncl(Y) =A{e, f} e{e, f} S EM)\T(M). Entao, min{r(X),r(Y)} > 5.

Demonstracao. Pelo lema 4.12 (iii) temos que min{r(X),r(Y)} > 4. Mostremos que
quando todos os elementos de X estao cobertos o resultado segue. De fato, suponha que
existe um elemento descoberto em X. Sendo assim, considere My como na decomposicaol.
Desta forma, My é cominimalmente 3-conexa e binaria com um elemento descoberto,
entao pelo lema 5.3, 7(Mx) > 6. Logo, r(X) > 5, uma vez que r(Mx) = r(X) + 1. Entao
vamos supor que todos o elementos de X estao cobertos. Desta forma, seja M;\ A como
no lema 4.12. Assim, M;\ A satisfaz as hipoteses do lema 5.4, logo 7(X) = r(M;\A) > 5.
Analogamente, temos que 7(Y') = r(M;\A) > 5.

]

Lema 5.7. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa, que possui exata-
mente 2 elementos que nao pertencem a tridngulo. Se (r(M),e(M)) é minimal em relagdo

a ordem lexicogrdfica, entao M ~ Ajg.

Demonstragao. Tome e € E(M)\T(M) e seja {X,Y} uma 2-separacao de M /e. Pelo
lema 4.11 temos trés casos a considerar: cly (X) Nely(Y) = {e, f} com f € T(M); ou
cy(X)Nely(Y) ={e, f} com fe E(M)\T(M); ou clpy(X)Nely(Y) = {e}.

Se clp(X) Nelpy(Y) = {e}. Suponhamos que o outro elemento descoberto de M esteja
em X. Pelo lema 5.5 temos que min{r(X),r(Y)} > 5. Entao pelo exemplo A;s temos que
r(X) =r(Y) = 5. Seja Mx como na decomposi¢ao 1. Como M é binaria e cominimalmente
3-conexa com 1 elemento nao coberto, temos pelo lema 5.3 que e(Mx) > 14, logo | X| > 9.
Como todos os elementos de Y sao cobertos em M e r(Y) = 5 temos |Y| > 8, entao
e(M) > 18 e pelo exemplo A;g temos e(M) = 18. Neste caso, temos que |[X| = 9 e
Y| = 8. Entao pelo lema 5.3 temos que Mx ~ Ay, ou Mx ~ By, ou Mx ~ Cy4. Mas e
pertence a exatamente dois triangulos de My que nao intersectam outros triangulos, o
que nao ocorre em Apy, nem em By, nem em Cp4; um absurdo. Assim, nao podemos ter
cly (X)) Nelpy(Y) = {e}.

Se cly(X)Nely (YY) =A{e, f}, com f € E(M)\T (M), seja M1\ A como no lema 4.12. Assim
pelo lema 5.4, concluimos que |M;\A| > 11. Como e(M;\A) = | X U L] = |X|+3> 11
temos que | X| > 8. Similarmente, |Y| > 8 e consequentemente e(M) > | X|+|Y |+|{e, f}| >
18. Assim, pelo exemplo A;g, temos que estas desigualdades sao de fato igualdades. Dai,
pelo lema 5.4, dai M;\A ~ Aj;. Donde, M|X ~ Aj;\{e, f, g}(ver exemplo 6 pag 34).
Analogamente, vemos que M|Y ~ Aj1\{e, f,g}. Assim, M ~ Ays.
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Se clpy (X)Nely (Y) = {e, f}, com f € T(M), pelo lema 4.12 (iii) temos que min{r(X),r(Y)} >
4. Suponhamos que o outro elemento nao coberto de M, digamos €', esteja em X. Pelo
lema 3.7 (i) existe 2-separagao {X', Y’} de M/e/ com X' C X, ja que (ii) e (iii) néo
podem acontecer, uma vez que pelo lema 4.12 (iii) temos que min{r(X’),r(Y")} > 4
para toda 2-separacao {X',Y'} de M/e'. Se cl(X') N ecl(Y') = {€'} caimos no pri-
meiro caso. Entao, cl(X') Ncl(Y') = {€, f'} com f' € T(M) ou caimos no segundo
caso. Considere M;\A sobre X U L, como no lema 4.12, de forma que L, = {e, f, g},
com g ¢ E(M). Como E(M;\A)\X" é 3-separador de M;\A, considere M\ A’ sobre
(E(M\A\X') U LY, de forma que L} = {¢,f',¢'}, com ¢ ¢ E(M). Observe que
todos os elementos de cl(X) N cl(Y') sao cobertos por triangulos de M contidos em
c(X)Nel(Y'), logo serao cobertos em M\ A’. Note ainda que r(M{\A’) = r(cl(X)Necl(Y")).
Sendo assim, temos que 7(M{\A") = r(cl(X) Ncl(Y')) < 4, caso contrario terfamos
r(M)=r(X")+rY)+r(c(X)Nc(Y') —4 >9 e o resultado do lema ¢ valido. Agora,
mostremos que

(el (X) N el(Y)\{e, fre', [} = 2.
Se |(cl(X) Nnc(Y")\{e, f, €, f'}| = 0, temos duas possibilidades: r(M{\A’) = 3 ou

r(M{\A") = 4. No primeiro caso, temos que f = f' ou g = ¢, consequentemente te-
riamos e(M{\A’) = 5; um absurdo, uma vez que M (K}) ¢ a matroide binéria 3-conexa de
posto 3 com menor nimero de elementos. No segundo caso, temos que {L;, L} } é separacao
de M{\A’; um absurdo, pois M{\ A’ é 3-conexa. Se (cl(X)Ncl(Y")\{e, f, €, f'} = {a},
temos duas possibilidades: r(M{\A’) = 3 ou r(M]\A") = 4. No primeiro caso, temos que
f = [ oug =g, consequentemente teriamos M{\A" ~ M(K,). Se f = f’ temos que a
nao estaria coberto por triangulo de M; um absurdo. Se g = ¢’ temos que e e €' estariam
em triangulos de M; um absurdo. No segundo caso, temos que {L; Ua, L)} é separacao
de M{\A’; um absurdo, pois M{\A’ ¢ 3-conexa. Entao,

|(cl(X) N el(Y)\{e, fre', [} =2 2.

Agora, mostremos que r(M{\A") = r(cl(X) Necl(Y')) = 4. Se r(M{\A’) = 3, entdo g = ¢’
ou f = f'. Assim, teriamos e e ¢’ cobertos por triangulos em M ; um absurdo.

Mostremos que nao podemos ter |(cl(X)Ncl(Y')\{e, f, €, f'}| = 2. Suponha que (cl(X)N
cd(Y")\{e, f,€¢, f'} = {a,b}. Entao, E(M{\A") = Ly U L U {a, b} e todos os elementos
de M{\ A’ s@o cobertos. Se g = ¢’ ou f = f" temos que e(M]\A") = 7. Entao, pelo lema
5.2 temos trés tridangulos que se intersectam num elemento ou dois trangulos disjuntos
contidos em Mj\A’. No primeiro caso, temos que qualquer triangulo é 2-separador de
M{\A’; um absurdo, uma vez que M\ A’ é 3-conexa. Note que o segundo caso nao pode
ocorrer, pois e(M{\A") = 7. Entao, L1 N L} = (). Assim, pelo lema 5.1 existem tridngulos
T, e T, que contem a e b, respectivamente, que intersectam ambos Ly e L}. Se T, N T}, # (),
entao L, ¢ 2-separador de M{\A'(caso T, NT, € Ly) ou L & 2-separador de M\ A’(caso

T, N T, € L}); um absurdo. Entao, T, N T, = (). Assim, a ou b estd em triangulo com
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g ou ¢, logo nao estara em triangulo de M; um absurdo, uma vez que os elementos de
(c(X)ne(Y)\{e, f, €, f'} s@o cobertos em M.

Entao, [(cl(X) Nnc(Y")\{e, f,€, f'}| > 3. Como todos os elementos de X' e Y sao
cobertos temos pelo lema 5.2, temos que min{|X'|, |Y|} > 6. Assim, temos que e(M) >
19 a nao ser que f = f' e |(cl(X) N c(Y)\{e, f,€, f'} = 3, uma vez que e(M) =
| X'| + |Y| + |cl(X) N el(Y)], contrariando o exemplo A;g. Agora, vamos provar que
nao podemos ter f = f" e |(cl(X)Nc(Y")\{e, f,€¢, f'}| = 3. De fato, suponha que
(c(X)Ne(Y)\{e, £, €, f'} ={a,b,c}. Entao, E(M{\A") = L, U L} U{a,b,c} e todos
os elementos de M\ A’ sao cobertos. Entao, pelo lema 5.2 temos trés triangulos que se
intersectam num elemento ou dois trangulos disjuntos contidos em M\ A’. No primeiro
caso, temos um triangulo contendo f’ e um 2-subconjunto de {a,b,c}, digamos {a,b}.
Como c é coberto, entao existe um triangulo que contem c¢ e que intersecta outros dois
triangulo, desta forma a uniao de ¢ com estes dois tridngulos é um conjunto 2-separador de
M\ A"; um absurdo. No segundo caso, {a,b,c} é um triangulo disjunto de L, e L}. Sendo
assim, {a,b,c} é um conjunto 2-separador de M;\ A’; um absurdo.

Assim, caso clp (X)Nelpy (Y) = {e, f}, com f € T(M) nao pode ocorre. Entao, o resultado

do lema segue.

]

Lema 5.8. Seja M uma matroide bindria e cominimalmente 3-conexa, com 3 elementos
descobertos. Entao, (M) > 10.

Demonstragao. Tome e € E(M)\T(M) e seja {X,Y} uma 2-separagao de M /e.Entao,
pelo lema 4.11 temos trés casos a considerar: cl(X)Nel(Y) = {e}; ouc(X)Ncl(Y) = {e, f}
com f & T(M);ouc(X)Nc(Y)={e, f} com feT(M).

Casol(cl(X) Ncl(Y) = {e}) Pelo lema 3.3, temos que {X Ue, Y} é 3-separacao de M
onde ambos X e Y geram e em M. Pelo lema 5.5, min{r(X),r(Y)} > 5. Este caso vamos
subdividir em dois subcasos: (Caso A) os dois outros elementos descobertos de M estao
contidos em X ou em Y, e (Caso B) temos um elemento descoberto em X e outro em Y.
Caso A- Suponhamos que os elementos descobertos estejam em X. Seja Mx como na
decomposicao 1. Como My é binaria, cominimalmente 3-conexa e tem dois elementos
descobertos temos pelo lema 5.7 que (M) > 8, logo 7(X) > 7, uma vez que r(Myx) =
r(X)+1.Comor(Y)>ber(X)+rY)—r(M)=2temos que r(M) > 10 e o resultado
esté provado neste caso.

Caso B- Seja ¢’ o outro elemento descoberto de X. Sejam M;\A e L; como no lema 4.12.
Mostremos que €’ pertence a no maximo um triangulo de M;\A. De fato, suponha que
¢’ pertence a dois triangulos, digamos {a, f, €'} e {b,g,¢'}, com {a,b} C X e {f, g9} =
L\E(M). Assim, pelo teorema 4.2 {a,b, f, g} é circuito, pois é a diferenca simétrica de
{a, f,€'} com {b,g,€e'}, e M1\ A é 3-conexa. Agora, fazendo a diferenca simétrica entre

{a,b, f,g} e {e, f, g} vemos que {a,b,e} é um tridngulo contido em X Ue em M;\ A, logo



Capitulo 5. Resultados Preliminares 47

{a,b,e} ¢ um triangulo de M; um absurdo.

Assim, vamos supor que €' nao esta em triangulo com f. Seja My como na decomposigao
3(aqui estamos identificando f com o elemento que pertence aos 4 tridngulos de Ag). Desta,
forma, Mx é binaria, cominimalmente 3-conexa e tem dois elementos descobertos. Entao,
pelo lema 5.7 temos que 7(Mx) > 8. Logo, r(X) > 6, uma vez que r(Mx) = r(X) + 2.
Analogamente, temos que r(Y) > 6. Finalmente, como 7(X) +r(Y) — r(M) = 2, segue
que (M) > 10, e resultado vale também neste caso.

Caso2(cl(X)Necl(Y) = {e, f}, f ¢ T(M)) Pelo lema 3.3, temos que {X U{e, f},Y} ¢
3-separacao de M onde ambos X e Y geram e em M. Pelo lema 5.6, min{r(X),r(Y)} > 5.
Suponhamos que o outro elemento descoberto, digamos €, esteja em X. Assim, r(Y) = 5.
Caso contrario, My da decomposicao 4 teria 3 elementos descobertos e posto menor
que o posto de M. Pelo lema 3.7 (i), existe 2-separagao {X’, Y’} de M /e’ com X' C X,
ja que (ii) e (iii) ndo podem acontecer, uma vez que pelo lema 4.12 (iii) temos que
min{r(X"),r(Y’)} > 4, para toda 2-separagao { X', Y’} de M/e'. Se cl(X")Nel(Y') = {e'}
caimos no casol. Entao, cl(X')Nel(Y'") = {€, f'} com f' € T(M). Considere My como
na decomposicao 2. Como My é cominimalmente 3-conexa e binaria, com 2 elementos
descobertos, temos pelo lema 5.7 que r(My) > 8. Como r(My+) = r(Y') + 1, temos que
r(Y’) > 7. Sendo assim, 7(X') < 4. Caso contrério, teridmos (M) = r(X")+r(Y’')—2 > 10
e o resultado valeria. Entao, pelo lema 4.12 (iii) temos que r(X’) = 4. Dai, r(Y’) = 7.
Caso contrario, r(M) > 10. Observe que (cl(X)Necl(Y")\{e, f, €', f'} # 0. Caso contrario,
terfamos por submodularidade que 7(cl(X")) + r(cl(Y)) > r(M). Logo, r(M) <9, e pelo
lema 5.7, 7(M) = 9. Assim, {cl(X"), cl(Y')} seria um conjunto separador de M; um absurdo.
Note ainda, que todos os elementos de (cl(X) N cl(Y'))\{e, f, ¢, f'} s@o cobertos. Dai,
como no lema anterior r(cl(X) Nel(Y')) > 4. Se r(cl(X') Nel(Y')) > 5, terfamos

r(M)=r(X")+rd(XNY)+rY)—4>4+5+5-4>10

e o resultado valeria. Entao r(cl(X) Necl(Y')) = 4.

Sendo assim, considere MJ\A sobre Y’ U Ly, onde Ly = {¢/, f',¢'} e ¢ ¢ E(M) como
no lema 4.12. Vamos mostrar que todo triangulo contido em clp(X) N elp (Y') de MI\A
intersecta f’. De fato, seja {k,l,m} C clp(X) Nelpy(Y') um tridngulo de Mj\A que
nao intersecta f’. Como r(cl(X) Ncl(Y')) = 4 temos que ambos e e f sdo gerados por
LiU{k,l,m}. Logo, sem perda de generalidade, pelo lema 5.1, podemos supor que {¢',e,(}
e {g’,m, f} sdo tridngulos de M)\ A. Agora, como M}\ A é binaria e 3-conexa(nao tem lagos
nem elementos em paralelo), temos pelo teorema 4.2 que {l,m, e, f} = {¢', e, 1} A{g',m, [}
é circuito de M\ A. Dai, {k,e, f} = {l,m,e, f}A{k,l,m} é triangulo de Mj\ A contido
em Y, logo seria tridngulo de M; um absurdo, ja que e e f sd@o descobertos.

Agora, vamos mostrar que e e f sdo descobertos em M\ A. De fato, suponha que e é
coberto em M\ A. Digamos que {e, ¢, c} é triangulo de M)\ A. Primeiramente, vamos
supor que ¢ € Y. Como todos os elementos de Y'\{e, f} sdo cobertos em M, temos que

existe um triangulo {a,b,c} C Y. Assim, {e,a,b,¢'} = {a,b,c}N{q’,e,c} é circuito de
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Mi\A. Dai, {e,a,b,¢, f'} = {e,a,b, ¢} A€, f', ¢’} & circuito de Mj\ A. Como [’ pertence
a triangulo contido em cl(X) N cl(Y’), digamos que este triangulo seja {f’, h,i}, temos
que {e,a,b, e h,i} ={e,a,b e, f'YA{f' h,i} é circuito de M)\ A. Assim, {c,e e’ h,i} =
{e,a,b,¢', h,i}AN{a,b,c} é circuito de M5\ A contido em Y’ U ¢'. Logo, seria circuito de M.
Dai, pela proposigao 2.2, cl(X) Ncl(Y’) gera ¢ em M; um absurdo, ja que pelo lema 3.7,
c(X) Nel(Y') é fechado.

Entao, ¢ pertence a um tridngulo que intersecta f’; digamos {f’, w, c}. Dai, {¢/, f',e,w} =
{d,e,c} N{f',c,w} & circuito de M\ A. Logo, {¢/;e,w} = {¢', f',e,w}A{e, f',¢'} & tri-
angulo de MJ}\ A contido em Y’ U ¢€’. Assim, {¢,e,w} é tridngulo de M; um absurdo, pois
e é descoberto em M.

Entdo M}\ A é cominimalmente 3-conexa e binaria com 2 elementos descobertos, dai pelo
lema 5.7, r(MJ\A) = r(Y") > 8. Logo, (M) =r(Y") + r(X’) — 2 > 10 e o resultado vale
neste caso.

Caso3(cl(X)Necl(Y)=A{e, f}, f € T(M)) Pelo lema 3.3, temos que {X U {e, f},Y} & 3-
separagao de M onde ambos X e Y geram e em M. Pelo lema 4.12 (iii), min{r(X),r(Y)} >
4. Sejam €’ e €’ os outros elementos descobertos. Suponha que ¢/ € X. Pelo lema 3.7, existe
2-separacao {X', Y’} de M /e’ com X' C X. Se cl(X')Necl(Y') ={e'} ouc(X')Necl(Y') =
{¢,€"} caimos nos casos 1 e 2, respectivamente. Entao, cl(X’) Ncl(Y') = {€, f'} com
f e T(M). Se €' € X', considere My, e My como na decomposigao 3. Como estas
matroides sao binédrias e cominimalmente 3-conexas, com 2 elementos descobertos cada,
temos pelo lema 5.7 que r(Myx/) > 8 e r(My+) > 8. Assim, r(X') > 6 e r(Y’) > 6, uma
vez que r(Mx:/) = r(X') +2 e r(My/) = r(Y') + 2. Logo, (M) > 10. Entao, ¢’ € Y.
Se ¢ € Y, considere Mx e My como na decomposicao 3. Como estas matroides sao
binédrias e cominimalmente 3-conexas, com 2 elementos descobertos cada, temos pelo
lema 5.7 que 7(Mx) > 8 e r(My) > 8. Assim, r(X) > 6 e r(Y) > 6. Logo, (M) > 10.
Entao, ¢” € (Y' N X). Sendo assim, considere M)\ A sobre Y’ U Ly, onde L, = {¢, f', ¢'}
e g ¢ E(M). Como no caso2, temos que €’ e e nao pertencem a triangulos em M\ A.
Entao, pelo lema 5.7 temos que r(Mj\A) = r(Y’) > 8, uma vez que Mj\A é binaria e
cominimalmente 3-conexa com dois elementos descobertos. Assim, (M) > 10, uma vez
que r(X') > 4.

]

Lema 5.9. Seja M uma matroide bindria e cominimalmente 3-conexa, com 4 elementos
descobertos. Entao, (M) > 11.

Demonstragao. Tome e € E(M)\T(M) e seja {X,Y} uma 2-separagao de M /e. Entao,
pelo lema 4.11 temos trés casos a considerar: cl(X)Ncl(Y) = {e}; ou cl(X)Ncl(Y) = {e, [},
feT(M);ouc(X)nc(Y)=/A{e f}, feT(M). Assim temos trés casos para analisar.

Casol(cl(X) Ncl(Y) = {e}) Pelo lema 3.3 temos que {X Ue,Y} é 3-separagao de M

onde ambos X e Y geram e em M. Pelo lema 5.5, min{r(X),r(Y)} > 5. Este caso vamos
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subdividir em dois subcasos: (Caso Al) onde os trés outros elementos descobertos de M
estao contidos em X ou em Y, e (Caso Bl) onde temos um elemento descoberto em X e
os outros dois em Y, ou vice-versa.

Caso Al- Suponhamos que os elementos descobertos estejam em X. Seja My como na
decomposi¢ao 1. Como My ¢é binaria, cominimalmente 3-conexa e tem trés elementos,
temos pelo lema 5.8 que (M) > 10. Logo, 7(X) > 9, uma vez que r(Mx) = r(X) + 1.
Como r(Y) >5er(X)+rY)—r(M) =2, temos que (M) > 12 e o resultado esta
provado neste caso.

Caso B1- Suponhamos que tenhamos exatamente dois elementos descobertos em X. Seja
¢’ o elemento descoberto de Y. Pelo lema 3.7, existe 2-separagao { X', Y’} de M/e’ tal que
Y’ C Y. Sendo assim, considere My, como na decomposi¢ao 1, caso cl(X') Nel(Y') =
{€’}, ou como na decomposigao 2, caso cl(X') Ncl(Y') = {€, f'}. Como My é binéria,
cominimalmente 3-conexa e tem trés elementos descobertos, temos pelo lema 5.8 que
r(M%) > 10. Logo, r(X’) > 9 . Como pelo lema 4.12 (iii), temos que r(Y') > 4, segue que
r(M) > 11 e o resultado esté provado neste caso.

Caso2(cl(X)Ncl(Y) = {e, f}, f ¢ T(M)) Pelo lema 3.3, temos que {X U {e, f},Y} ¢é
3-separagao de M onde ambos X e Y geram {e, f} em M. Pelo lema 5.6, temos que
min{r(X),r(Y)} > 5. Este caso vamos subdividir em dois subcasos: (Caso A2) onde os
dois outros elementos descobertos de M estao contidos em X ou em Y, e (Caso B2) onde
temos um elemento descoberto em X e outro em Y.

Caso A2- Suponhamos que os elementos descobertos estejam em X. Seja Mx como na
decomposi¢ao 3. Como My é binaria, cominimalmente 3-conexa e tem trés elementos
descobertos, temos pelo lema 5.8 que r(My) > 10. Logo, r(X) > 8, uma vez que
r(Mx)=r(X)+2. Comor(Y)>5er(X)+rY)—r(M)=2, temos que (M) > 1l eo
resultado esta provado neste caso.

Caso B2- Neste caso, considere Mx e My como na decomposicao 4. Como My e My
sao binarias, cominimalmente 3-conexas e tem trés elementos descobertos, temos pelo
lema 5.8 que r(Mx) > 10 e r(My) > 10. Logo, r(X) > 7 e r(Y) > 7, uma vez que
r(Mx) =r(X)+3er(My) =r(Y)+3. Como r(X)+r(Y)—r(M) =2, temos que
r(M) > 12 e o resultado esta provado neste caso.

Caso3(cl(X) Ncl(Y) = {e, f}, f € T(M)) Pelo lema 3.3 temos que {X U {e, f},Y}
¢ 3-separagdo de M onde ambos X e Y geram {e, f} em M. Pelo lema 4.12 (iii),
min{r(X),r(Y)} > 4. Este caso vamos subdividir em dois subcasos: (Caso A3) onde
os trés outros elementos descobertos de M estao contidos em X ou em Y, e (Caso B3)
onde temos um elemento descoberto em X e os outros dois em Y, ou vice-versa.

Caso A3- Suponhamos que os elementos descobertos estejam em X. Seja Mx como na
decomposicao 2. Como My é binaria, cominimalmente 3-conexa e tem trés elementos
descobertos, temos pelo lema 5.8 que r(Mx) > 10. Logo, r(X) > 9 . Como r(Y) > 4 e
r(X)+r(Y)—r(M) =2, temos que r(M) > 11 e o resultado esté provado neste caso.
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Caso B3- Suponhamos que tenhamos exatamente dois elementos descobertos em X. Seja
¢’ o elemento descoberto de Y. Pelo lema 3.7, existe 2-separagao {X', Y’} de M/¢/, tal
que Y C Y. Sendo assim, considere My como na decomposigao 1 caso cl(X') Nel(Y') =
{€'}, ou como na decomposigao 2 caso cl(X') Necl(Y') = {¢, f'}. Como Mx: é binaria,
cominimalmente 3-conexa e tem trés elementos descobertos temos pelo lema 5.8 que
r(M%) > 10. Logo, r(X') > 9 . Como r(Y') > 4 e r(X) +r(Y) —r(M) = 2, temos que
r(M) > 11 e o resultado esta provado neste caso.

[

Lema 5.10. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa com algum ele-

mento descoberto. Entao, o nimero de triangulos de M (t'(M)) € maior ou igual a 6.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢/(M) < 5, assim
e(M) <154 (e(M) — t(M)). (5.1)
Tome e € E(M)\T(M). Pelo teorema 6(observe que nao usamos este lema na demonstragao

do teorema 6) temos que

2e(M)+12 (M) — 12

(M) — (M) < e(M) — =22 L

Substituindo 5.1 temos que

(154 (e(M) —t(M))] — 12 _ 3+ (e(M) —t(M))‘
3 3

e(M) — t(M) <

Dai, temos que e(M) — t(M) < 1. Entao, M tem exatamente 1 elemento descoberto.
Assim, seja {X,Y} uma 2-separagdo de M/e. Pelo lema 3.3, temos que {X Ue, Y} é
3-separacao de M onde ambos X e Y geram e em M. Pelo lema 4.12 (iii), temos que
min{r(X),r(Y)} > 4. Como /(M) < 5 e todos os elementos de X e Y s@o cobertos
em M, podemos supor que cl(X) contem no maximo 2 triangulos. Se estes triangulos
forem disjuntos temos pelo lema 5.1 que e € T'(M); um absurdo. Se estes triangulos se
intersectam ou se temos apenas um triangulo, segue que r(X) < 3; um absurdo. Assim, o

resultado do lema segue.

]

Lema 5.11. Seja M uma matroide bindria e cominimalmente 3-conexa com pelo menos

6 elementos. Entdo, o nimero de triangulos de M (t'(M)) é maior ou igual a 4.

Demonstragao. Suponha que t'(M) < 3. Pelo lema 5.10, podemos supor que todos os
elementos de M sao cobertos. Se (M) = 3, temos que M ~ M(Ky) ou M ~ F; e o
resultado vale nestes casos. Suponha que (M) = 4, e seja T um triangulo de M. Dai, temos
que r(E(M)\T) < 3. Logo, r(T) + r(E(M)\T) — r(M) <1 e T seria 2-separador de M;

um absurdo. Se (M) > 5 temos um tridngulo 7' que nao intersectam os outros tridngulos.
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Logo, r(E(M)\T) < 4. Dai, r(T) + r(E(M)\T) —r(M) <1 e T seria 2-separador de M;

um absurdo. Assim, o resultado do lema segue.
O

Lema 5.12. Seja M uma matrédide bindria e cominimalmente 3-coneza. Se {X UL,Y} é
uma 3-separa¢io de M tal que L = cl(X) N el(Y) e existe um elemento descoberto e € L
entao min{t'(M|cl(X)),t' (M|cl(Y))} > 3.

Demonstragao. Pelo lema 4.11 e pelo fato que e ¢ T'(M) temos que L = e ou |L| = 2. Pelo
lema 4.12 (iii), temos que min{r(X),r(Y)} > 4. Suponha que existe elemento descoberto
em X. Sendo assim, considere My como na decomposicao 1(caso L = e), ou considere My
como na decomposigao 2(caso |L| = 2). Como My é cominimalmente 3-conexa em ambos
os casos, temos que pelo lema 5.10 que ¢ (Mx) > 6. Assim, t'(M|cl(X)) > 4, uma vez que
t'(Mx) =t (M|X) + 2. Entao, podemos supor que todos os elementos de X sao cobertos.
Como 7(X) > 4 temos que t'(M|cl(X)) > 2. Se t/(M|cl(X)) = 2, entao cl(X) contem dois
triangulos disjuntos e r(X) = 4. Assim, pelo lema 5.1 temos que e € T'(M); um absurdo.
Logo, t'(M|cl(X)) > 3 como desejavamos.

]

Lema 5.13. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa, com 4 elementos
descobertos. Entao, t'(M) > 8.

Demonstra¢ao. Tome e € E(M)\T(M) e seja {X,Y} uma 2-separacao de M/e. Pelo
lema 4.11, temos que cl(X) Ncl(Y) = {e}, ou cd(X)Ncl(Y) = {e, f}, f ¢ T(M), ou
cd(X)Nc(Y)=/A{e, f}, f € T(M). Assim, temos dois casos para analisar.
Casol(cl(X)Ncl(Y) = {e, f}, f ¢ T(M)) Pelo lema 3.3, temos que {X U {e, f},Y} é
3-separagao de M onde ambos X e Y geram {e, f} em M. Pelo lema 5.6, temos que
min{r(X),r(Y)} > 5, e pelo lema 5.12 temos que min{t'(M|cl(X)),t'(M|cl(Y))} > 3.
Este caso vamos subdividir em dois subcasos: (Caso Al) onde os dois outros elementos
descobertos de M estao contidos em X ou em Y, e (Caso B1) onde temos um elemento
descoberto em X e outro em Y.

Caso Al- Sejam €’ e €” os outros elementos descobertos. Suponhamos que eles estejam em X.
Pelo lema 3.7, existe 2-separacao {X', Y’} de M/e’ tal que X' C X. Se ¢” € X', considere
M+ e My como na decomposigao 1, caso cl(X")Nel(Y') = {€'}, ou como na decomposigao
2, caso cl(X")Nel(Y') = {e, f'}. Como Mx: e My sdo binarias, cominimalmente 3-conexas
e tem pelo menos um elemento descoberto, cada, temos pelo lema 5.10 que ¢/(My/) > 6 e
t'(My+) > 6. Logo t/(M|X') > 4 e t/(M|Y’) > 4, uma vez que t'(Mx/) =t/ (M|X') + 2 e
t'(My:) =t (M|Y')+2 . Como t/(M) =t/ (M|X") +t'(M|Y'), temos que t/(M) > 8 e o
resultado esta provado neste caso.

Caso B1- Neste caso, considere Mx e My como na decomposicao 2. Como My e My

sao binarias, cominimalmente 3-conexas e um trés elemento descoberto, cada, temos pelo
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lema 5.12 que t/(Mx) > 6 e t/(My) > 6, logo t/(M|X) >4 e t/(M]Y') > 4, uma vez que
t'(Mx:) =t'(M|X")+2 et/ (My) =t/ (M|Y') + 2. Como t/(M) =t/(M|X") +t'(M|Y"),
temos que (M) > 8 e o resultado esté provado neste caso.
Caso2(cl(X)Nel(Y)={e, f}, f€T(M); oucl(X)Necl(Y) =e) Pelo lema 3.3, temos que
{XU{e, f},Y} é 3-separagao de M onde ambos X e Y geram {e, f} em M. Pelo lema 4.12
(iii), min{r(X),r(Y)} > 4, e pelo lema 5.12 temos que min{t'(M|cl(X)),t'(M|cl(Y))} > 3.
Este caso vamos subdividir em dois subcasos: (Caso A2) onde os trés outros elementos
descobertos de M est@o contidos em X ou em Y, e (Caso B2) onde temos um elemento
descoberto em X e os outros dois em Y, ou vice-versa.
Caso A2- Suponhamos que os elementos descobertos estejam em X. Seja ¢/ um destes
elementos descobertos. Pelo lema 3.7, existe 2-separagao {X', Y’} de M/e' tal que X' C
X. Se X' contiver algum outro elemento descoberto, considere My, e My como na
decomposicao 1, caso cl(X') Ncl(Y') = {€'}, ou como na decomposigao 2, caso cl(X') N
cd(Y') ={e, f'}. Como Mx: e My sdo binarias, cominimalmente 3-conexas e tem pelo
menos um elemento descoberto, cada, temos pelo lema 5.10 que t'(MY%) > 6 e t'(M3,) > 6.
Logo, t/(M|X") > 4 e t/(M|Y") > 4, uma vez que t'(Myx/) = t'/(M|X') + 2 e t'(My/) =
t'(M]Y'") 4+ 2 . Como /(M) = t/(M|X") +t'(M]Y"), temos que /(M) > 8 e o resultado
estd provado neste caso. Agora, suponhamos que nao temos elementos descobertos em
X'. Entao, existe um elemento descoberto ¢” € Y’ N X. Neste caso, considere My
como na decomposi¢ao 1 caso cl(X’) Necl(Y') = {€'}, ou como na decomposi¢ao 2, caso
cd(X)ne(Y') = {€, f'}. Como My é binaria, cominimalmente 3-conexas e tem trés
elementos descobertos, temos pelo lema 5.8 que r(My+) > 10. Assim, r(Y’) > 9, uma
vez que (My+) = r(Y')+ 1. Se r(Y) > 7, entao t/(M|Y) > 4, uma vez que para cada 2
elementos de uma base de M|Y temos pelo menos um triangulo. Dai, considere My como
na como na decomposigao 1, caso cl(X)Ncl(Y) = {e}, ou como na decomposigao 2, caso
cd(X)Ne(Y) = {e, f}. Como Mx & binaria, cominimalmente 3-conexas e tem pelo menos
um elemento descoberto, temos pelo lema 5.10 que t'(Mx) > 6. Logo, t'(M|X) > 4, uma
vez que t'(Mx) =t/ (M|X)+2. Como /(M) =t'(M|X)+t'(M|Y), temos que t'(M) > 8 e
o resultado esté provado neste caso. Entao, podemos supor que 4 < r(Y') < 6. Dai, como
r(Y’) > 9 temos que

r(cdd(YN\Y)>rY')—r(Y)+2>5.

Entao, temos pelo menos dois triangulos em ¢l(Y’)\Y. Dai, temos que
(M) =t'(M|X")+t'(M|Y)+t'(M|(cl(Y)\Y)) >3+3+2=28.

Assim, o resultado vale neste caso.

Caso B2- Neste caso, considere considere Mx e My como na decomposigao 1, caso cl(X)N
cl(Y) = {e}, ou como na decomposicao 2, caso cl(X)Ncl(Y) = {e, f}. Como Mx e My
sao binarias, cominimalmente 3-conexas e tem pelo menos um elemento descoberto, cada,
temos pelo lema 5.10 que t'(Mx) > 6 e t/(My) > 6. Logo, t'(M|X) > 4 et/ (M]Y) > 4, uma
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vez que t(My) = t'(M|X)+2 e t'(My) = ' (M|Y)+2 . Como /(M) = t/(M|X) +(M|Y),

temos que t'(M) > 8 e o resultado também esté provado neste caso. O
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6 OS TEOREMAS CENTRAIS E OS
EXEMPLOS MINIMAIS

Neste capitulo, faremos as demonstragoes dos resultados principais, bem como

forneceremos uma familia infinita de matréides que atinge a cota, em cada resultado.

Teorema 6.1. Seja M uma matroide bindria e cominimalmente 3-conexa, que possui
pelo menos 12 elementos. Se M nao for isomorfa a Ais, nem a By, nem a Ciy, entdo o
numero de elementos cobertos por tridngulos é maior ou iqual a

2e(M) + 12

— s

Antes da demonstracao deste resultado, vamos dar um exemplo onde o limite é atingido.

Para um inteiro positivo n, sejam My, My, ..., M, matroides isomorfas & By tais que

BV 1 B(VG)| = { e
Para i € {1,2,...,n — 1}, vamos definir A; = E(M;) — [E(M;_1) U E(M;41)]. Sejam A_4,
Ag e A, A,yq conjuntos de 3 elementos que particionam, respectivamente,
E(My) — E(M,) e E(M,) — E(M,_1), de forma que A_; e Ay sejam linhas de My, A, e
A, 41 sejam linhas de M,,, A; e E(M,;_1) N E(M;) sejam linhas de M;, para
ie{l,2,...,n}. Sejam C_y, Cy, C4, ..., Cp, Cpi1, E(My) U E(M;) U ...U E(M,) uma
familia de conjuntos dois a dois disjuntos. Para todo 7 € {—1,0,1,2,...,n,n + 1}, suponha
|C;| = 8 e que N; seja uma matroide sobre (C; U A;) isomorfa a Aj; tal que A; seja
identificada com a linha {e;, f;, g;} de M; (aqui estamos supondo que e;, f; e g; estao
identificados com e, f e g, respectivamente, de A;; como no exemplo.... ). Agora seja M a
conexao paralela generalizada de My, My, ..., M,,, N_1, Ny, Ny, ..., Np, Npiq, €
finalmente seja M = M\{g_1, o, ---s Gns Gn1: T0s T1, .-, Tn_1 }, onde
x; € E(M;) N E(M;44), parai € {0,1,...n— 1}, e
T(Mo\g-1, 60 70}) = T\ {Grs g1, 01 }) = TN i1, i 21}) = 0, para
ie{l,2,...,n—1}.

Antes de mostrarmos que M é cominimalmente 3-conexa, note que
T(M)=C_1UCyUCU...UC,UC 1. Assim t(M) = 8(n + 3) = 8n + 24, pois os Gnicos
elementos que pertencem a triangulos de M sao os elementos dos n + 3 CJs os quais tém 8

elementos cada. Temos ainda que e(M) = (6n + 6) — 2n + (8n 4+ 24) = 12n + 30, onde
6n + 6 é referente aos elementos que sobraram das M;’s e 2n é referente aos elementos da
intersecao das M;’s, e 8n + 24 & referente aos elementos dos C!s. Entao,
2(12n+30) + 12 2e(M) + 12

t(M) =28 24 =
(M) = 8n + 3 3
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Vejamos agora que M é cominimalmente 3-conexa. De fato, M é 3-conexa pois
My, My, ..., M, N_1, Ny, ..., Ny, N, 4+1 sao 3-conexas e os elementos deletados pertenciam a
linhas largas de conexao entre essas matroides. Temos também que M é cominimalmente
3-conexa, pois ao contrairmos um elemento e dos C!s criamos um par de elementos em
paralelo e assim M /e ndo é 3-conexa, para todo e € ;. Se contrairmos um elemento e das
linhas de conexao entre as matroides, tendo em vista que existe uma 3-separacao exata
{X,E(M)— X} de M tal que X e E(M) — X gerem e, temos que M /e nao é 3-conexa ja

que {X —e, E(M/e) — (X —e)} ¢ uma 2-separagao de M/e.
Esta 3-separagao é obtida tomando X = C; U {e;, f;} se e € {e;, f;} para algum
ie{-1,0,1,...,n,n+ 1}, ou

X =[E(My) UE(M,)U...UE(M;)UE(N_1)UENy)U...UE(N;)|NE(M) se

e € [E(M;) N E(M;y1)] N E(M) para algum ¢ € {0,1,...,n — 1}. Vejamos agora que X ¢é
3-separador exato de M. De fato, no primeiro caso temos r(X) = 5,
r(E(M)—X)=15+5(n—1)er(M)=1845(n—1),dai {u (X, E(M) - X)=2e X &
3-separador exato de M. No segundo caso, temos que r(X) = 10 + 51,
r(E(M)—X)=104+5(n—i—1)er(M)=18+5(n—1), dai (X, E(M) — X)=2e
X também é 3-separador exato de M. Entao M, de fato, é cominimalmente 3-conexa.
Veja abaixo uma representacao dos triangulos de M. Aqui, os planos horizontais

representam as M; e os planos verticais representam as V;.

Demonstracao. Assuma que o resultado é falso. Escolha um contra-exemplo M tal que

(r(M),e(M)) seja minimal com relagao a ordem lexicografica. Em particular,

2e(M) + 12
3

Vamos mostrar que t(M) # e(M). Se t(M) = e(M), entéo por 6.1 terfamos (1 — 2)e(M) <
2 implicando que e(M) < 11; uma contradi¢do. Assim, tome e € E(M)\T(M) e seja
{X,Y} uma 2-separacao de M/e . Do lema 4.11 e pelo fato que e nao esta em triangulo
temos que cly (X) Nelpy (YY) =A{e, f} ou clpy(X) Nely (V) = {e}. Sendo assim, temos 3
casos:

Casol- cly(X) Nely(Y) = {e}
Caso2- cly(X)Nely(Y) ={e, f} e f € T(M)

> t(M). (6.1)
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Caso3- cly(X)Nely(Y) ={e, f} e f &€ T(M)
Casol: Baseados no lema 3.3, vemos que {X Ue, Y} é 3-separacao de M, onde ambos X e
Y geram e em M. Pelo lema 5.5, temos min{r(X),r(Y)} > 5. Sejam My e My como na
decomposicao 1. Observe que My e My matréides binarias e cominimalmente 3-conexas.
Note que

e(Mx)+e(My) =e(M)+9. (6.2)

Como e € T(Mx) e e € T(My) temos que

t(My) + t(My) = t(M) + 10. (6.3)

Agora vamos supor o resultado do teorema valido para ambas Mx e My. Assim temos

Somando 6.4 e 6.5 obtemos
3[t(Mx) + t(My)] > 2[e(Mx) + e(My)] + 24. (6.6)

Substituindo as equacoes 6.2 e 6.3 em 6.6 temos
3[t(M) + 10] > 2[e(M) + 9] + 24

donde segue que 3t(M) > 2e(M) + 12 e assim o resultado seria valido para M. Entao o
resultado é falso para Mx ou My.

Se e(Mx) > 15 e e(My) > 15 temos o resultado valido para Mx e My, uma vez
que r(Mx) e r(My) sao estritamente menores que r(M) e M é um contra-exemplo tal
que (r(M),e(M)) é minimal com relagao a ordem lexicografica. Entao e(Mx) < 14 ou
e(My) < 14. Mostremos que o resultado também ¢é vélido para Mx se e(Mx) < 14. De
fato:

-Se e(Mx ) = 14, pelo lema 5.3 teriamos que todos os elementos de Mx sdo cobertos e o
resultado do teorema seria valido para My, ou Mx ~ Ay, ou Mx =~ By, ou Mx ~ Cly4,
mas e pertence a exatamente dois triangulos de Mx que nao intersectam outros triangulos,
0 que nao ocorre em Ajy, nem em By, nem em Cy.

-Se e(Mx ) = 13, pelo lema 5.3 teriamos t(Myx) = 13 e o resultado seria valido para Mx;
um absurdo.

-Se e(Mx) = 12, pelo lema 5.3 teriamos (M) = 12 e o resultado seria valido para Mx;
um absurdo.

-Se e(Mx) = 11, entao |X| = 6. Como X gera e em M, r(X) > 4 e todos os elementos de
X sao cobertos, temos que X é uniao de dois tridangulos disjuntos e segue do lema 5.1 que

e pertence a algum triangulo contido em X; um absurdo.
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-Se e(Mx) < 10, entao | X| < 5. Como todos os elementos sao cobertos temos 7(X) < 3;
um absurdo, pois pelo lema 5.5 temos que r(X) > 5.

Entao, o resultado é valido para My e My, implicando a validade do resultado para M;
um absurdo..

Assim, o casol nao pode acontecer.

Caso2: Pelo lema 3.3, vemos que {X U {e, f},Y} é 3-separacao de M onde ambos X e Y
geram {e, f} em M. Pelo lema 4.12 (iii), temos min{r(X),r(Y)} > 4. Sejam My e My
como na decomposicao 2. Observe que My e My sao binarias e cominimalmente 3-conexas.

Note que
e(Mx)+e(My)=e(M) + 8. (6.7)

Como e € T(Mx) e e € T(My) temos que

t(Mx) +t(My) =t(M)+9. (6.8)

Agora, vamos supor o resultado do teorema valido para ambas Mx e My. Assim temos

3t(Mx) > 2e(Mx) + 12 (6.9)
3t(My) > 2e(My) + 12. (6.10)
Somando 6.9 e 6.10 obtemos

Substituindo as equagoes 6.7 e 6.8 em 6.11 temos que
3t(M) > 2e(M) + 13 > 2e(M) + 12

e assim o resultado seria valido para M. Entao, o resultado é falso para Mx ou My.
Note que r(Mx) < r(M)—1er(My) <r(M)— 1. Assim, se e(My) > 15 e e(My) > 15
teriamos o resultado valido para My e My, logo valido para M; um absurdo. Se e(Mx) < 14
e o resultado do teorema ¢é falso para Mx entao pelo lema 5.3, temos como no casol, que
My ~ Ay, ou My ~ By, ou My ~ Chy4. Assim, teriamos um elemento descoberto em
X\{e, f} e |ely(X)| = 11. Sendo assim, seja Mx como na decomposigao 3. Observe que
My é uma matroide binaria e cominimalmente 3-conexa com 2 elementos descobertos e 17
elementos contrariando o lema 5.7.

Assim, concluimos que o caso 2 também nao pode acontecer.

Caso3: Baseados no lema 3.3, vemos que {X U {e, f},Y} é 3-separagao de M onde ambos
X e Y geram {e, f} em M pelo lema 5.6 temos min{r(X),r(Y)} > 5. Sejam Mx e

My como na decomposicao 4. Observe que My e My sao binarias e cominimalmente
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3-conexas com pelo menos 2 elementos descobertos. Assim, pelo lema 5.7 temos que
min{e(Mx),e(My)} > 18.
Note que

e(Mx)+e(My) =e(M) + 18. (6.12)

Como {e, f} C E(Mx)\T(Mx) e {e, f} C E(My)\T(My) temos que

t(Mx) + t(My) = t(M) + 16. (6.13)

Agora, vamos supor o resultado do teorema vélido para ambas My e My . Assim, temos

3t(My) > 2e(My) + 12 (6.14)
3t(My) > 2e(My) + 12. (6.15)

Somando 6.14 e 6.15 obtemos
3[t(Mx) + t(My)] > 2[e(Mx) + e(My)] + 24. (6.16)

Substituindo as equagcoes 6.12 e 6.13 em 6.16 temos
3[t(M) + 16] > 2[e(M) + 18] + 24

donde segue que
3t(M) > 2e(M) + 12

e assim o resultado seria valido para M. Entao, o resultado é falso para Mx ou My.
Digamos para My .

Como My satisfaz as hipoteses do teorema e M é um contra exemplo tal que (r(M), e(M))
¢ minimal com relagao a ordem lexicografica segue que r(My) > r(M). Como r(My) =
r(Y)+3er(M)=r(X)+rY)—2temos r(Y)+3 >r(X)+r(Y)— 2, daf resulta que
r(X) < 5. Assim, r(X) = 5 e r(M) = r(My). Logo e(My) > e(M). Como e(My) =
(V)| +8ee(M)=|c(X)]|+ |c(Y)| — 2 segue que [cl(Y)] +8 > |cl(X)| + |cl(Y)| — 2,
dai |cl(X)| < 10. Sendo assim, pelo lema 5.7, temos que My ~ Ajg e M|cl(X) ~ Aj1\g.
Até o momento, mostramos que para cada e; € E(M)\T(M), existe um conjunto
X, fechado e 3-separador exato de M tal que M|X,, é isomorfa & Aj1\g e cl(Xe,) N
c(E(M)\X.,) ={e;, fi}, com {e;, i} € E(M)\T(M). A partir de agora, provaremos que
se e; # e; onde {e;,e;} C E(M)\T(M), temos que X, N X, =0 ou X, N X, = {e;,e;}.
De fato, seja {X,Y} uma 2-separagao de M/e;. Entao, cl(X) = X, ou cl(Y) = X,.
Primeiramente, suponhamos que e; € X. Assim, pelo lema 3.7 existe 2-separ¢ao { X', Y’}
de M/e;, tal que X' C X. Se cl(X) = X, terfamos X, C X,,. Como X, e X, sao fecha-
dos e tem mesmo posto, segue que X, = X, como desejavamos. Logo, podemos supor
que cl(Y) = X,,. Se cl(Y') = X, como Y C Y’ terfamos que X., C X,,, dai terfamos
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X, = X.,, como querfamos. Entao, temos que cl(Y) = X, e cl(X') = X,, dai X, e X,
sao disjuntos. Agora, vamos supor que c/(X) N cl(Y) = {e;,e;}. Como cl(X) = X,
ou cl(Y) = X, vamos supor que cl(X) = X.. Temos também que cl/(X) = X,
ou c(Y) = X,;. Se cl(X) = X, temos que X,, = X,,. Se cl(Y) = X, temos que
Xe; N Xe, = {es, €5} Assim, temos resultado desjado.

Finalmente, note que existem ey, ...e,, € E(M)\T(M) tais que Le,, ...L,, ¢ uma partigao de
E(M))\T(M), onde L., = cl(X.,) Ncl(E(M)\X,,) Vi =1, ...,n. Logo, |E(M)\T(M)| = 2n.

Como X.,,...X,, sao dois a dois disjuntos ou X, N X, = {e;, e;}, temos que
t(M)=8(n+r)+xee(M)=8n+r)+2n-+uzx,

onde z é o nimero de elementos cobertos que nao pertencem a U X, e 7 é€ o nimero
e, €EE\T
de vezes que X, N Xe, = {e;, €5}

Note que 7 < n. Como M é um contra-exemplo para o teorema, segue que
3(8n + 8 +x) < 2(10n + 8r + x) + 12,

implicando que 4n + 8 + x < 12. Como n > r, temos que 12r + x < 12, e assim, r = 0,
ou seja, todos os X, sao disjuntos para e; € E(M)\T(M). Dai, ficamos com 4n + z < 12.
Logo, n < 2.

Sen = 2, temos x < 3, e assim M tem pelo menos 23 elementos onde 4 destes sao
descobertos. Como M ¢ 3-conexa, devemos ter (M) < r(X,, UX,,) + r(E(M)\(X,, U
Xe,)) — 2, e como r(E\(X,, UX,,)) < 2, temos que (M) < r(X,, UX,,) <10 o que
contraria o lema 5.9, pois para ter pelo menos 4 elementos descobertos deveriamos ter
r(M) > 11.

Sen =1, temos x < 7, e assim M teria no maximo 17 e elementos dos quais 2 sao
descobertos, contrariando o lema 5.7.

Se n =0 temos e¢(M) = x < 11; um absurdo, uma vez que e(M) > 12.

Assim, o resultado do teorema segue.

]

Agora, vamos encontrar uma cota para o namero de tridangulos(¢'(M)) em uma matroide

binaria e cominimalmente 3-conexa M. Note que 3t'(M) > t(M). Entao, temos como
2e(M)+12

5 No teorema a seguir vamos melhorar esta

corolario do teorema 3 que t'(M) >

cota.

Teorema 6.2. Seja M uma matrdide bindria e cominimalmente 3-conexa, que possui pelo
menos 6 elementos. Se M nao for isomorfa a Az, entao o numero de tridngulos de M ¢é

maior ou igual a
2e(M) + 14

9
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Antes da demonstracao deste resultado, vamos dar um exemplo onde o limite é atingido.

Para um inteiro positivo n, sejam My, My, ..., M, matroides isomorfas & By tais que

0 ,se [|i—j]>2

rE<Mi>mE<MJ->|={ A

Para i € {1,2,...,n — 1}, vamos definir A; = E(M;) — [E(M;_1) U E(M;41)]. Sejam A_q,
Ag e A,, A,yq conjuntos de 3 elementos que particionam, respectivamente,
E(My) — E(My) e E(M,) — E(M,_1), de forma que A_; e Ay sejam linhas de My, A, e
A, 41 sejam linhas de M,,, A; e E(M;_1) N E(M;) sejam linhas de M;, para i € {1,2,...,n}.
Sejam C_q, Cyi1 € E(My) U E(M;)U ...U E(M,) conjuntos dois a dois disjuntos. Para
todo i € {—1,n + 1}, suponha |C;| =9 e que N; seja uma matroide sobre (C; U A;)
isomorfa & Aj,. Agora seja M a conexdo paralela generalizada de Mo, M, ..., M,, N_; e
Np41. Finalmente seja M = M\{h_1, hoi1, f1, 915 f35 G35 s fris G Pias Bty ooy 1 }, onde
{fi»g:} € E(M;) N E(M;y1), para i € {0,2,4,....n — 1}, h; € E(M;) N E(M;.1), para
i€{1,3,5,...n =2}, hoy € Ay, hpy1 € Apia, T(Mo\{h-1, f1,91}) = Ao,
T(Ma\{hnt1; fo, gn}) = An, T(M\{hiz1, fis 9:}) = Ai se i é impar, e
T(M\{hi, fix1,9i41}) = A; se i é par.

Note que T(M) =C_1UCpy1 UA U A U...UA,_;UA,. Como todos os triangulos de
M s@o disjuntos temos que /(M) = 7+ n. Note ainda, que e(M) = 29 + 9.”7_1. Entao,

2029 +9.25) + 14 2e(M) + 14
9 B 9

Assim, M atinge a cota do teorema.

t'(M)=n+T7=

Fazendo uma analise anéloga a do exemplo do teorema 6, vemos que M é
cominimalmente 3-conexa.
Veja abaixo uma figura que ilustra os triangulos de M. Aqui, os planos horizontais

representam as M; e os planos verticais representam as V.

L’}’ 7 f

Demonstracao. Assuma que o resultado é falso. Escolha um contra-exemplo M tal que
t'(M) seja minimo e e(M) seja méaximo. Em particular,

w S (M), (6.17)
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Vamos mostrar que t(M) # e(M). Se t(M) = e(M), entdo por 6.17 terfamos (1—2)e(M) <
5 implicando que e(M) < 1; uma contradi¢ao. Assim, tome e € E(M)\T(M) e seja
{X,Y} uma 2-separagao de M/e . Do lema 4.11 e pelo fato que e ndo esta em triangulo,
temos que cly (X) Nelpy (YY) = {e, f} ou elp(X) Nely (Y) = {e}. Sendo assim, temos 2
casos:

Casol- cly(X) Nely(Y) = {e}

Caso2- cly(X)Nely(Y) = {e, f}

Casol: Baseados no lema 3.3, vemos que {X Ue, Y} ¢ 3-separacao de M onde ambos X e
Y geram e em M. Pelo lema 5.5, temos min{r(X),r(Y)} > 5. Sejam Mx e My como na

decomposicao 5. Observe que My e My matréides binarias e cominimalmente 3-conexas.

Note que
e(Mx) + e(My) = e(M) + 11. (6.18)

Observe ainda que

¢(Myx) + ' (My) = /(M) + 4. (6.19)

Agora, vamos supor o resultado do teorema valido para ambas Mx e My. Assim temos

' (Mx) > 2e(Mx) + 14 (6.20)
e
9t'(My) > 2e(My) + 14. (6.21)
Somando 6.20 e 6.21 obtemos
9[t'(Mx) +t'(My)] > 2[e(Mx) + e(My)] + 28. (6.22)

Substituindo as equagoes 6.18 e 6.19 em 6.22 temos
' (M) + 4] > 2[e(M) + 11] + 28

donde segue que 9t(M) > 2e(M) + 14 e assim o resultado seria valido para M. Entao o
resultado é falso para Mx ou My.

Se e(Mx) > 13 e e(My) > 13 temos o resultado vélido para My e My, uma vez que pelo
lema 5.12, t/(Mx) e t'(My) sao estritamente menores que t'(M) e M é um contra-exemplo
tal que ¢'(M) é minimo. Entao e(Mx) < 12 ou e(My) < 12. Mostremos que o resultado
também ¢ valido para My se e(Mx) < 12. De fato:

-Se e(Mx) = 12, pelo lema 5.3 terfamos que todos os elementos de Mx s@o cobertos. Assim,
pelo lema 5.11 temos que Mx ~ Ajs. Desta forma, X seria um conjunto formado por dois
triangulos disjuntos. Entao pelo lema 5.1 temos que e € T'(M); um absurdo.

-Se e(Mx) < 11, pelo lema 5.11 teriamos t'(Mx) > 4 e o resultado seria valido para Mx.
Entao, o resultado é valido para My e My, implicando a validade do resultado para M;

um absurdo.
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Assim o casol nao pode acontecer.

Caso2: Pelo lema 3.3, vemos que {X U {e, f},Y} é 3-separacao de M onde ambos X e Y
geram {e, f} em M. Pelo lema 4.12 (iii), temos min{r(X),r(Y)} > 4. Sejam My e My
como na decomposicao 6. Observe que Mx e My sao binarias e cominimalmente 3-conexas.

Note que
e(Mx) + e(My) = e(M) + 20. (6.23)

Note ainda, que

t'(Mx) +t'(My) =t'(M) + 6. (6.24)

Agora, vamos supor o resultado do teorema valido para ambas My e My . Assim temos

9t’(MX) > 2e(Mx) + 14 (6.25)
e

9t'(My) > 2e(My) + 14. (6.26)
Somando 6.25 e 6.26 obtemos

Substituindo as equagoes 6.23 e 6.24 em 6.27 temos que
9t' (M) > 2e(M) + 14

e assim o resultado seria vélido para M. Entao o resultado é falso para My ou My. Como
My satisfaz as hipoteses do teorema e M é um contra exemplo tal que #'(M) é minimo
segue que t'(My) > t/(M). Como t'(My) = t/(M|Y)+3 et/ (M) =t/(M|X) +t/(M|Y)
temos t'(M|Y) +3 > t/(M|X) + t/(M]Y), dai resulta que t'(M|X) < 3. Assim, pelo lema,
5.12 temos que t'(M|X) = 3. Agora, vamos mostrar que todos os elementos de X sao
cobertos em M. Suponha que existe um elemento descoberto em X . Sendo assim, considere
Mx como na decomposi¢ao 2. Como My é cominimalmente 3-conexa, temos pelo lema
5.10 que t'(Myx) > 6. Assim, t'(M|X) > 4; um absurdo. Como e(M) é maximo devemos
ter que X é a uniao disjunta de trés tridngulos. Logo, M|cl(X) ~ Ajs\a, onde a é um
elemento qualquer de Ajs.

Até o momento, mostramos que para cada e; € E(M)\T(M), existe um conjunto
X, fechado e 3-separador exato de M tal que M|X,, é isomorfa a Ajs\a e cl(Xe,) N
c(E(M)\X.,) = {ei, fi}. A partir de agora, provaremos que se e; # e; onde {e;,e;} C
E(M)\T(M), temos que X, N X, =0 ou X, N X, = {e;, ¢;}. De fato, seja {X, Y} uma
2-separacao de M/e;. Entao, cl(X) = X, ou cl(Y) = X,,. Primeiramente suponhamos
que e; € X. Assim, pelo lema 3.7 existe 2-separacao {X', Y’} de M/e;, tal que X’ C X. Se

c(X) = X, terfamos X,, C X... Como X, e X, sdo fechados e tem mesmo posto, segue
J (4 J 1 J
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que X, = X, como desejavamos. Logo, podemos supor que cl(Y) = X, . Se cl(Y') = X,
como Y C Y’ terfamos que X, € X, daf terfamos X, = X,,, como queriamos. Entao,
temos que cl(Y) = X, e cl(X') = X, dai X, e X, sdo disjuntos. Agora, vamos supor que
cd(X)Nel(Y) ={e;,e;}. Como cl(X) = X, ou cl(Y) = X,,, vamos supor que c/(X) = X,.
Temos também que cl(X) = X, ou cl(Y) = X,,. Se cl(X) = X, temos que X, = X,,.
Se cl(Y) = X, temos que X, N X, = {e;,¢;}. Assim, temos o resultado desejado.

Finalmente, note que existem ey, ...e,, € E(M)\T(M) tais que L, \T' (M), ..., L., \T'(M)
¢ uma particao de E(M)\T (M), onde L., = cl(X.,) N cl(E(M)\X,,) Vi = 1,...,n. Logo,
|E(M)\T(M)| = 2a + b, onde a representa os X,, que tem dois elementos descobertos e b
representa os X., que tem apenas um elemento descoberto. Note que a + b = n. Como

Xeys - Xe, 830 dois a dois disjuntos ou X,, N X, = {e;,e;}, temos que
, x+b
t'(M) 23(n+7‘)+T ee(M)=9(n+r)+2n+uz,

onde x é o nimero de elementos cobertos que nao pertencem a U X, e 7 é o nimero
e, EE\T
de vezes que X, N X., = {e;, €5}

Note que r < n. Como M é um contra-exemplo para o teorema, segue que

b
9(3n+ 3r + %) <2(Mn+9r +x) + 14,

implicando que 5n 4+ 9r + 30 + x < 14. Como n > r, temos que 14r + 3b+ = < 14, e
assim, = 0, ou seja, todos os X, sdo disjuntos para e; € E(M)\T(M). Dai, ficamos com
5a + 8b+ x < 14. Logo, b < 1.

Seb=1, temos a < 1. Se a = 1, entdo x = 0, e temos que {X,,, X, } é particao de E(M),
e dai teriamos cl(X,,) Ncl(X.,) = {e1, e2}; um absurdo, ja que X,, e X, sao fechados. Se
a =0, entdo x < 5. Assim teriamos /(M) > 5; contrariando o lema 5.10. Entao, b = 0.
Logo, a < 2.

Se a = 2, temos x < 3. Se x = 3 temos que t'(M) > 7. Caso t/(M) > 8 temos o resultado
valido para M, pois e(M) = 25. Caso v = 3 e t/(M) = 7, temos 4 elementos descobertos
em M, dai pelo lema 5.13, temos que ¢(M) > 8; um absurdo. Se 2 < z < 3 temos que
t'(M) > 7 e assim teriamos o resultado valido para M. Se x = 0 temos que {X,,, X, } é
parti¢do de E(M) e dai teriamos X, N X, = {e1, ea}; um absurdo, ja que X, e X,, sdo
fechados.

Se a = 1, temos x < 8, e assim terfamos pelo lema 5.10 que ¢'(M) > 6. Dai o resultado do
teorema valeria para M, uma vez que M teria no méaximo 19 elementos.

Se a = 0 temos que x < 13. Se x = 13 teriamos t'(M) > 5, uma vez que pelo lema 5.3
todos os elementos de M sao cobertos, e assim o resultado valeria para M. Se x = 12
temos que M ~ Aj,; um absurdo, pois o resultado do teorema nao vale para M. Se x < 11
teriamos o resultado valido para M, uma vez que pelo lema 5.11, temos que t'(M) > 4.

Assim, temos a validade do teorema. O
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