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RESUMO

Configuragdes centrais sdo objetos muito importantes em Mecanica Celeste por serem
condic¢des iniciais das Unicas solugdes explicitas conhecidas do problema de n corpos. No
capitulo 1, formulamos o conceito de configuragdo central em potenciais homogéneos com
expoentes inteiros, € discutimos algumas de suas propriedades bdsicas. Também enunciamos
os principais resultados sobre finitude de configuracdes centrais existentes na literatura. No
capitulo 2, realizamos um estudo detalhado das configuragdes centrais de dimensdo n —2. A
maior parte dos resultados presentes nesse estudo foram obtidos em (1). Inspirados por este
trabalho, realizamos um estudo inédito sobre as configuragdes de dimensdo n — 3 apresentado
nas segdes 2.6 € 2.7. Na se¢do 2.8, provamos um critério para determinar a dimensdo de uma
configuracdo que depende unicamente das distancias miutuas entre os pontos. No capitulo 3,
fazemos uma exposicao sucinta dos resultados da Geometria Algébrica utilizados para obter o
resultado de finitude. No capitulo 4, provamos que para uma escolha genérica de massas re-
ais my, ...,m,, positivas, o nimero de configuracdes centrais de dimensiao n — 2 com potencial
homogéneo de expoente inteiro € finito. Para tanto, utilizamos as equacdes polinomiais para
configuracdes centrais de dimensao n — 2 que obtivemos no capitulo 2 para definir um conjunto
algébrico quasi-afim que, em certo sentido, contém todas as configuragdes centrais de dimensao
n— 2. Demonstramos que esse conjunto algébrico € nao-singular e t€ém dimensao n — 1. Em se-
guida, interpretamos as configuragdes centrais de dimensao n — 2 como fibras de uma projecao
no espago das massas. Por fim, mostramos que para uma escolha “genérica” de massas reais as

fibras da nossa aplicacdo projecdo sdo finitas.

Palavras-chave: Configuracoes Centrais. Critério Jacobiano. Matriz de Cayley-Menger.

Teorema da Dimensao das Fibras. Aplicacdes Regulares.



ABSTRACT

Central configurations are very important objects in Celestial Mechanics because they are
the initial conditions of the only known explicit solutions to the n body problem. In the fist
chapter, we formulate the concept of central configuration with homogeneous potentials and
integer exponents, and discuss some of its basic properties. We also enunciate the main results
on finitude of central configurations presented in the literature. In the second chapter, we present
a detailed study of the central settings of dimension n — 2. The most of the results present in
this study were obtained in (1). Inspired by this work, we conducted a new study on the n — 3
dimensional configurations presented in sections 2.6 and 2.7. In the section 2.8 , we prove
a criterion for determining the dimension of a configuration that only depends on the mutual
distances between the points. In the chapter 3, we make a brief exposition of the results of
the Algebraic Geometry used in order to obtain the result of finitude. In chapter 4, we prove
that for a generic choice of positive real masses my, ..., m,, the number of (n — 2)—dimensional
central configurations with homogeneous potential and integer exponent is finite. In order to
proof it, we use the polynomial equations for the central configurations of dimension n — 2
that we obtained in the chapter 2 to define a quasi-affine algebraic set that, in a certain sense,
contains all the central configurations of dimension n —2. We show that this algebraic set is
non-singular and has dimension n — 1. Then we interpret the central configurations of n — 2
dimension as fibers of a projection in mass space. Finally, we show that for a “ generic ” choice

of real masses, the fibers of our projection are finite.

Keywords: Central Configurations. Jacobian criterion. Cayley-Menge Matrix. Fiber

Dimension Theorem. Regular Aplications.
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1 INTRODUCAO

Considere n corpos pontuais com massas myi, ...,n, € R e posi¢oes xi, ..., x, € R4, Suponha

que as equacdes do movimento dos corpos sdo dadas por:

. L 2a 8U .
mix; = Z mimj(x; —x;)||x; — x| =5 i=1,..,n, (1.1)
J=L Xi
ondeacRe |

U= Y mm|xi— x|t sea# —1, ou (1.2)
2a+21§i<j§n
U= Z mim;log||x; — xj||, se a = —1. (1.3)

1<i<j<n

O vetor x = (x1,...,x,) € R%" é denominado configuracdo. Se xi,...,x, € R?, com d =
1,2 ou 3, dizemos que a configuracdo x € colinear, planar ou espacial, respectivamente. Por

simplicidade, definiremos as quantidades

Y=Y miRij(xj —x;) (1.4)
J#EI
onde
Rij =Rji = |lxj — x|, (1.5)

de modo que as equagdes (1.1) tomam a seguinte forma:

%i—%=0,i=1,...n. (1.6)

O valor de a tem um papel importantissimo na dindmica desse sistema de equacdes dife-
rencidveis. Por exemplo, se a = _73, obtemos o problema Newtoniano de n corpos. Se d = 2
e a = —1, passamos ao problema de n vortices. Porém, como veremos adiante, neste trabalho
nao estaremos interessados em problemas dindmicos e sim em problemas estaticos. Nesse con-
texto, o valor de a ndo afetard nossa andlise substancialmente. Outra observacdo importante é
sobre as hipoteses de trabalho para as massas dos corpos: No problema de n corpos, usualmente
supomos que todas as massas m; sao positivas, enquanto que no problema de n vortices as quan-
tidades m; podem ser negativas. Desse modo, seguindo (2), nesta secao nao faremos nenhuma
restri¢do para a escolha das massas my,...,n,,.

A quantidade M = m + ... +m, € a massa total do sistema. Quando M # 0 podemos definir

Y Xim,

C=——",

M

o centro de massa do sistema (1.1).
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Quando n > 2 acredita-se que esse sistema de equacdes diferencidveis nao € integravel no
sentido classico (ou seja, ndo € conhecida quantidade suficiente de integrais primeiras para o
sistema). Entretanto, existe uma classe de solucdes para o problema de n corpos que € constante
a menos de simetrias e reescala. Tais solucdes s@o conhecidas como solucdes homograficas.
Consulte (3, cap. 2).

Uma configuragdo x é chamada de configuracdo central se existirem vetor 7y, um ponto xg €

um escalar A # 0 tal que:

%._'}/:)L(xi—xo), i=1,..,n. (1.7)

O conjunto das configuragdes centrais € invariantes modulo isometrias e homotetias. Por-
tanto € natural considerar o espaco das configuragdes centrais modulo essas transformagoes. A
teoria de configuracdes centrais apresenta muitos problemas em aberto. Talvez o mais impor-

tante destes seja o seguinte:

-

“Considere n corpos pontuais com massas positivas mjp,...,m,. E finito o nimero de

configuracdes centrais correspondentes? ”’

Este problema foi proposto inicialmente em (4), consta no livro de Mecénica Celeste (5) e
foi incluido por S.Smale em sua lista de problemas para os mateméticos desse século publicada
em (6). Atualmente este problema é conhecido como conjectura de Chazy-Wintner-Smale.

Neste texto resolveremos uma versao “genérica” da conjectura de Chazy-Wintner-Smale
em um caso particular. A nossa estratégia de trabalho consiste em estudar propriedades das
configuracdes utilizando a dimensdo com invariante. Falta definir a nocdo de dimensdo de uma
configuragao.

Seja x = (xq,...,x,) € R uma configuracdo. A dimensdo, §(x) de uma configuragio é o
minimo das dimensdes dos espacos afins que contém as posicoes xi, ..., X,.

O que nos motiva a utilizar a dimensao como invariante € a existéncia de resultados gerais,

obtidos fixando a dimensdo da configuracao:

e Euler mostrou que, para cada tripla de massas positiva, existe uma unica configuragao
de 3 corpos e dimensao 1, a menos de ordenagdo das massas. Posteriormente, Moulton
provou que existe uma Unica configuracdo colinear de n corpos. Essas configuragdes

ficaram conhecidas como Configuracoes de Moulton. Consulte (7) e (8).

e Em (9) Lagrange provou que para cada escolha de massas positivas m, my € m3, a tnica
configuracdo central planar com 3 corpos € o triangulo equildtero. Mais geralmente, se x
¢ uma configuracdo central com &(x) = n— 1, o problema estd completamente resolvido:
a Unica configuracdo central, a menos de isometrias e homotetias, € o simplexo regular.

Uma demonstragdo para este fato pode ser encontrada em (2).

e Em (10) Moeckel e Hamptom provaram que uma quantidade finita de configuracoes cen-

trais planares com 4 corpos.
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e Em (11) Albouy e Kaloshin provaram que que existem polindmios py, ..., px € Clxy, ..., xs]

tais que, se escolhermos massas myi,...,ms que nao pertencem ao conjunto-solug¢do do

sistema
p1=..=pr=0,
teremos uma quantidade finita de configuracdes centrais planares de 5 corpos correspon-
dentes.
e Em (1) Moeckel provou que existem polindmios fi, ..., f; € C[xy, ..., x,| tais que se esco-

lhermos massas mj, ...,m, que ndo pertencem ao conjunto solu¢do do sistema polinomial

fi=w=fi=0

teremos uma quantidade finita de configuragdes centrais de n corpos e dimensao §(x) =

n—?2 (Note que esta ndo € uma generalizacdo do item anterior).

Seja x uma configuracdo de n corpos com massas nao-nulas. Dizemos que x é uma

configuragdo central de Dziobek se existe um vetor ndo-nulo A = (Ay,...,A,) € R"e (£,1) € R?

tais que:
Al+..+A,=0 (1.8)
Axi+ ... Apx;, =0 (1.9)
A
Sij = ||x,-—xj||2a:§—|—nz,-zj com Zk:m—llz (1.10)

Estas equacgdes foram obtidas em (12) e serdo importantes neste trabalho por serem polino-
miais na variavéis z. No proximo capitulo deduziremos que toda configuracdo central x com
d(x) = n—2 é de Dziobek, embora a reciproca desse resultado ndo seja verdadeira quando a
massa total do sistema M for nula. Em (2, p. 128-129) existe uma bela exposicao sobre esse

tema.
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2 CONFIGURACOES CENTRAIS

Neste capitulo, demonstraremos resultados bdsicos da teoria de configuragdes centrais,
associaremos a uma configuragio x = (x1,...,x,) € R%* duas matrizes especiais, denominadas
matriz da configuracdo e matriz de Cayley-Menger. Utilizando essas matrizes, obteremos
equagdes polinomiais para configuracdes centrais, em especial, configuragdes de dimensao
0(x) =n—2e 8(x) =n—3. Essa formulagdo polinomial para as configuracdes permitird a
utilizagdo de resultados da geometria algébrica cldssica para a resolugdo de casos particulares
da conjectura de Chazy-Wintner-Smale. Boa parte dos resultados obtidos valem para uma

configuracdo de pontos x ndo necessariamente central.

2.1 Resultados Basicos da Teoria de Configuracoes Cen-
trais

Iniciaremos esta secdo reformulando a defini¢do de configuracdo central. Mais precisa-
mente, demosntraremos que quando a massa total do sistema for diferente de zero, podemos

determinar explicitamente os vetores de 7} e xo na definicdo 1.

Proposicao 2.1. Suponha que M = my + ... +m, # 0. Entdo x é configuracdo central se, e

somente se, existe A € R tal que
Yi=Axi—c), i=1,..,n (2.1)

Basta provar que a ida da proposi¢do, pois a volta é trivial. Observe que
n
Y iy =0. (22)
i=1
De fato, pela equacdo (1.4),

n
Y mi% =Y mimj(Rij(xi —x;) +Rji(x; —x;)) =0,
i=1 i<j
uma vez que todas as parcelas do somatério do segundo membro da equacao anterior sdo nao-
nulas.
Suponha que A = 0 na defini¢do de configuragao central. Entéo, y; = ¥%. Pela equagéo (2.2)

temos: ) )
i=1 i=1
Como M # 0, 1 = 0. Desse modo, a equacdo ¥ = A(x; — ¢) é satisfeira.
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Se A # 0, entdo
=42 [Xi— (m—%)]- (2.3)

Defina g = go — % Substituindo na equagdo acima obtemos ¥; = A(x; — ¢). Utilizando
novamente a equacao (2.2), obtemos:

n n
0= Zmi}/,- = A(in —Mg).
i=1 i=1
Logo,

1=

M
Por conseguinte, g € o centro de massa, como queriamos.

i—1 MiXi

Configuragdes centrais sdo condi¢des iniciais de orbitas homograficas. Uma demonstracao
desse fato (no caso Newtoniano) pode ser encontrada em (3).

As equacdes (1.7) nao fornecem muita informagao a respeito do conjunto das configuragdes
centrais. Por esse motivo, se desejarmos deduzir propriedades satisfeitas por configuracdes
centrais, é importante obter sistemas de equagdes cujo conjunto-solugdo inclui as solucdes do

sistema (1.7). Ilustraremos esta afirmacao através de uma proposi¢do-exemplo.

Proposicao 2.2 (Equacdes de Laura-Andoyer). Seja x = (x1,...,x,) uma configuracdo central
planar. Entdo,

0=Y m(Ry—Rj)Aij, 1<i<j<n, (2.4)
ki,

onde
Ajjic = (xi —xj) N (xi — xz).

Pela definicdo dos 7;’s obtemos

Yi—Y = (m,-+mj)R,~j(x,-—xj)+ Z mk(R,-k(x,-—xk) —Rjk(xj—xk)) (2.5)
K1, j
= (mi+m)Rij(xi—xj)+ Y, m(Rig(xi —x) — Rj(xj — x:) + Ry (xi — x0))
K1,

Fazendo o produto exterior da equagdo (2.5) com (x; — x;) e utilizando a equacdo (2.1),

obtemos a relacao desejada:

0=20x;—x;))A(xi—x;) =Y m(Rix — Rij)Aiji (2.6)
k#i,j

Podemos interpretar a quantidade A;j; como o dobro da drea orientada do tridngulo com
vértices (x;,x;,xx). Essa observagdo permite provar o seguinte corolario

[Teorema da Mediatriz] Sejam x; € x; pontos de uma configura¢do planar x com massas po-
sitivas. Considere um sistema ortogonal de coordenadas tal que x; € x; pertencem ao €ixo x, € 0

eixo y ndo contém nenhum dos corpos e intersecta o segmento X;x; no seu ponto médio. Entao,
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0s outros corpos nao podem estar simultaneamente na unido do primeiro e terceiro quadrante.
Similarmente, os outro corpos nao podem estar simultaneamente na unido do segundo e quarto
quadrantes. De fato, se o corpo xi, k # i, j pertence ao primeiro quadrante, entdo as quantida-
des Ajy € Rix — R sdo ambas positivas. Se o corpo xi, k # i, j pertence ao terceiro quadrante,
Ajis € Rix — R ji sdo ambas negativas. Como as massas também sdo positivas, obtemos que as

equagoes de Laura-Andoyer ndo podem ser satisfeitas simultaneamente, pois 0 somatorio

Y mi(Rik — Rjx) Aijk

k#i,j
possui todas as parcelas positivas. Similarmente podemos deduzir a afirmagao quando todos os
corpos estio no segundo e quarto quadrantes.

As equagdes de Laura-Andoyer permitiram a deducao de uma importante propriedade sobre

a “forma” de configuracdes centrais planares, algo que seria muito dificil de observar utilizando
como material de trabalho apenas as equacdes (1.7). De fato, as equacdes de Laura-Andoyer sao
muito importantes na deducdo de propriedades satisfeitas por configuracdes centrais planares
por conterem em seu “DNA” informagdes sobre os triangulos gerados por 3 dos corpos de uma

configuracao x.

2.2 A matriz de Configuracao e a matriz de Cayley-Menger

Considere uma configuraco x = (x1,...,x,), com x1,...,X, € R?, e o R—espaco vetorial V

gerado pelos vetores x, — xy, ..., x, —x1. Observe que
0(x) =dimV.

Como a dimensdo de V € no maximo d — 1, a configuracdo x tem dimensao n — k com k > 1.
Consequentemente, podemos supor, sem perda de generalidade, que d =n —k, k > 1. Assim,

podemos fazer a seguinte identificagio entre pontos de R" % e R
in:  RK — R"
(ayy.c,an—r) +— (Lyay,...,ay_1,0,...,0).

Similarmente, podemos identificar uma configuragio x = (xi,...,x,) € R"=%)" com uma

configuragao em R" definindo

in(x) = (in(xl)v "'7in(xn))'

E facil ver que essa identificacdo preserva a dimensdo da configuracio x bem como a classe

de x médulo simetrias e homotetias (de fato, a aplicacdo i, é uma transformacgdo afim injetiva).
i 2 ~ . 2 L.

Para nossos propoésitos é melhor trabalhar com a configuragdo i,(x) € R, pois independente

da dimensao de uma configuracdo x com n posi¢des, podemos “enxergd-la” em um ambiente
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n—dimensional, uma vez que i, (x1), ..., i (x,) € R".

A codimensdo da configuracdo x, com n posi¢oes, € definida por:
p(x) =dimR" — (i, (x)) = dimR" — §(x).

A identificacdo que fizemos acima sugere que € natural associar a uma configuracdo x uma

matriz quadrada. Dizemos que

1 1
X11 Xln
X = ( i(x)' i(xn) )nxn = | Xp-n1 X(n—k)n
0 .. 0
0 e 0

nxn
é a matriz associada a configura¢do x, e denotaremos o seu determinante por w(x) = |X|.
Seja X = (X1, ..oy Xg—1,Xk11,--,Xn) @ configuragdo de n — 1 corpos obtida da configuragdo x
removendo-se 0 k—ésimo corpo. A matriz:

)?k:<in,1(x1) l'nfl(xk_l) infl(xk_H) (Xn) )(nl)x(nl)

¢ a matriz associada a configurac¢do X;. Também consideraremos subconfigura¢oes onde uma
quantidade arbitraria de corpos € retirada.

Quando i; < ip < ... < i, denotaremos por fh.-.ik a subconfiguracao de n — k corpos obtida
da configura¢do x removendo-se 0s corpos x;,,...,X;. A matriz de configuracdo x;,. ; serd
denotada por X;, i, € (k) (n—k)-

Lembrando que 6(x) = dim < x| — X, ..., X, — X >, € observando que dim < x| — Xy, ..., X, —
xx > +1 é precisamente o nimero de colunas L.I. da matriz X, obtemos a seguinte férmula para

a dimensdo de uma configuracgao:
O(x) = posto(X) — 1. (2.7)

Como a unica configurac¢@o central com 8 (x) =n— 1 é o simplexo regular n — 1 dimensional,
a conjectura de Chazy-Wintner-Smale estd resolvida nesse caso. Consequentemente, vamos
supor que uma configuragdo central possui dimensdo 6(x) < n— 2. Nesse caso, existe vetor
A = (Ay,...,Ay) no nicleo de X, isto é, as entradas de A satisfazem as equacdes:
AI +..+A, = 0,
(2.8)
Axi+...+ A, =0.
O proximo resultado nos da uma férmula para obter elementos do nicleo de uma matriz

(quando o mesmo é nao-trivial):
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Proposicio 2.3. Sejam A = (a;j) € Muxn € Ajj, 1,j € {1,...,n} seus cofatores. Se A possui

niicleo ndo-trivial, entdo (A1, ...,Ain) pertence ao niicleo de A para todoi=1,...,n.

Consideremos as matrizes By € #y,xn, k = 1,...,n, obtidas da matriz A, substituindo a
k—ésima linha da matriz A pela i—ésima linha (e mantendo a i—ésima linha intacta). Note
que B; = A, portanto, possui determinante nulo. Note ainda que as matrizes B também tém
determinante nulo (porque possuem duas linhas iguais). Expandindo o determinante das matri-
zes By, k =1,...,n, obtemos as equagdes que definem o nicleo de A sdo satisfeitas pelo vetor
(A1, -..,Ajn). Como o argumento ndo depende do particular i escolhido, o resultado segue.

Utilizando a equagao (2.7), obtemos que 6 (x) = n—2 se, e somente se, a dimensio do nicleo
da transformacao linear definida pela sua matriz de configuracdo X € 1. Consequentemente, o
vetor A € unico a menos de multiplicacdo por constante. Utilizando a proposi¢do 2.3 podemos
expressar A explicitamente.

Se x é uma configuragdo central de dimensao 6(x) = n — 2 entdo existe um vetor A =
(A1, ...,A,) no nicleo da matriz de configuracio X tal que A, = (—1)¥*1[X,|.  De fato,
seja X € Myx, a matriz da configuracio de x. Como 8(x) = n— 2, pela equacdo (2.7)
posto(X) = n— 1. Logo, X possui niicleo ndo-trivial. Aplicando a proposi¢do 2.3 a matriz X,
e observando que os cofatores com respeito 2 tltima linha de X sdo A, = (—1)¥|X,], e ainda,
multiplicando o vetor A = (Ay,...,A,) por —1, se necessario, encontramos o vetor desejado.

Como interpretagdo geométrica, observe que o (%) =| Xi | é o volume orientado do para-
lelepipedo gerado pelos vetores xi,...Xg_1,Xk41,---,X. Mais ainda, temos d(x) =n—2 se, e
somente se, um destes determinantes é nao-nulo.

A seguir, deduziremos uma relacdo que serd importante posteriormente. Trata-se de uma

maneira de escrever @(x;) como um produto exterior em A" 2R"~2 quando & (x) = n — 2.

Lema 2.1. Seja x uma configuracdo de dimensdo 6(x) = n— 2, X; a configuragcdo obtida de x
removendo-se o k—ésimo corpo e N o produto exterior no espaco R" 2. Fixe indices j,k com
Jj # k. Entdo:

’C(j,k)(xl—xj)/\.../\(xk—xj)/\.../\(xj—xj)/\.../\(xn—xj) = 0)()/6\]()81/\.../\6,172,

onde os e;’s formam a base canodnica de R"2 e

(_l)ja se k< j7

T(j,k) = .
UR=1 it se ks

Seja x = (x1,...,x —n) uma configura¢io de dimensio n — 2. Temos que xi, ..., x, € R" 2.

Considere a transformacdo linear 7' : IR"~2 — IR"~2 cuja matriz na base candnica é dada por
T = ( X1 —=Xj oo Xjo1—Xj Xjpl—Xj ... Xkl —Xj Xpyl —Xj ... Xp—Xj )
se j <k, ou

Tz(xl—xj coo X1 —Xj Xpgpl —Xj oo Xjol—Xj Xjpl—Xj ... xn—xj>
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se j > k. Temos que:
[T et N...Nepp = (X1 —Xj) AN AN (e —X) A A (X —Xj) A A (X — ). (2.9)

Afirmacao:
T )= (1) o(x), se k<j,
(- o(xy), se k> j.
Considere X, a matriz da configuracdo x;, e subtraia a j-€sima coluna das demais, obtendo a

seguinte matriz:

}?Igj):< o .. 0 1 0 .. 0 0 ... 0 )
X1 —Xj oo Xjo1—Xj Xj Xjp1—Xj ... Xkl —Xj Xppl —Xj ... Xp—Xj
Observe que
X7 =] e |= wi) (2.10)
pois subtrair uma coluna de outra ndo altera o determinante. Expandindo o determinante de
)?k(j ) pela primeira linha, obtemos que
X |= { (DT, se k<,
k (=D T ], se k> .
Portanto, de (2.10) e da relagdo acima, obtemos w(x;) = 7 | T |. Substituindo em (2.9), acarreta
em:
TO(xp)er N.. . Nep—y = (x1 —x;) A A (X — X;).

Multiplicando ambos os membros da equagao acima por 7, obtemos a relacao desejada.

2.3 Critério para decidir se a dimensao de uma
configuracao é n—1

As distancia mituas r;;, 1 <i < j <n, sdo 6timas variavéis para trabalhar com o problema
de configuracdes centrais porque eliminam as simetrias de translacdo e rotagdo. A férmula
(2.7) fornece um critério de dimensdao da configuracdo x que depende, em ultima instancia
das posigdes xi,...,x, dos n corpos. Gostariamos de obter um critério de dimensdo para
configuracdes que dependam das distancias mutuas. Nesta secao obteremos o tal critério para

configuracdes x = (xi, ...,x,) de dimensdo d(x) =n— 1.
Considere uma configuragdo x = (xy,...,x,) € R("=1" de dimensdo n — 1, cujos corpos

possuem posi¢des x; = (X1, ...,X(,—1);)- S€ V € o volume do simplexo (n — 1)—dimensional

gerado pelos corpos xi, ..., X, entao

(n—=1IV=|X|=




Podemos reescrever esses determinantes das seguintes maneiras:

0 0

(I’l—l)!VZ|X1’= 0 X11

0 X(u-1)1
0 1
1 0

—(n—])!V:’Xz‘: 0 X11

0 X1

X(n—1)n
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Multiplicando o determinante da transposta da matriz X; pelo determinante da matriz X, obte-

mos:

~((n= 1)V = X ||| =[7] =

0 1
1 x| -x

1 xﬁl-xl

1

X" Xn

Sejam r;j = rji = ||x; —x;||, 1 <i < j <n as distancias mutuas entre os corpos xp, ..., x,. Note

que as seguintes identidades sdo satisfeitsa:

I’,’j =

i =

n
Y (i) —2d-x;, 1<i<j<n,

Desse modo, fazendo as transformacdes linha

n
Li—Li—Y xpLli, i=2,..,n+1,

e as transformagdes coluna

n
Ci—>C,~—Zx,%jC1, i=2,...n+1,
i=1

no determinante |Z|, obtemos:

(=)W =

—

[S— cee

k=1

1 1 1
—r2 /2 —rp/2 —r /2
11 12 13
—13,1/2 —rn/2 —r3/3

- %1/2 —rm/2 - %3/2

—rin/2
—130/2

- %n/z

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Finalmente, multiplicando linhas 2,3, ...,n+ 1 da matriz Z por —2 e multiplicando a primeira

coluna da matriz Z por —1/2 concluimos:

0 1 1 1 ... 1

| 1 O ’"%2 r%3 r%n
—VZ—(_2>n—1(,,,_1)2 13, 0 By ... 2. (2.15)

1 ’%1 "%2 r,%3 ... 0

Nos préximos exemplos calcularemos o volume de simplexos 2 e 3 dimensionais utilizando

a formula (2.15): Se n = 2 temos:

| 0 1 1
2
Vi=s|l 1 0o,
1 "%2 0
Logo, V =r3.
Se n = 3 temos:
o 1 1 1
2 2
V2:<—i> L0 rp
16 L, 0 13
Loriy 33 0

Podemos calcular o determinante de maneira mais simples subtraindo a segunda coluna da

terceira e quarta colunas e expandindo o determinante:

—1
V2= 1—6(F12 —r13—r3)(r1i3 —ria—r3)(ra3 —rio —ri3)(ra3 +ri2 +r13).

rp3+rip+ri3
2

Escrevendo ¢ = segue:

V= \/G(G—rlz)(G—r13)(G—r23).

A expressao anterior € a formula de Herdo para célculo da drea de um tridngulo, conhecidos os
seus lados.
A matriz que aparece na férmula (2.15) € muito importante e merece defini¢do formal:
Seja x uma configuragdo e considere o vetor s = (s;;), 1 <i< j <n, cujas entradas sdo dadas
_ 2 _ . . 2 . . . N ~
por s;j = r;; = ||x; —x;||“. Dizemos que a matriz de Cayley-Menger associada a configuragdo x

¢ a matriz simétrica definida por:

o 1 1 1 ... 1
1 0 S$12 S13 ... Sin
A(x) = 1 so1 0 sp33 ... s$2p ,
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sendo o determinante de Cayley-Menger o nimero F (x) =| A(x) |.
Observe que, como consequéncia imediata da formula (2.15), temos o seguinte critério para

dimensao:

Proposicao 2.4. Seja x uma configuracdo em R". As seguintes condicoes sdo equivalentes:
1. 6(x)=n—1;
2. postoA(x) =n+ 1.

1. = 2. Se 6(x) =n—1 entdo |X| # 0. Portanto o volume V do simplexo gerado pelos

COrpos xi, ..., x, € ndo-nulo. Consequentemente,
F=V.(=2)"n1? 0.

Logo postoA(x) =n+ 1.

2. = 1. Se postoA(x) = n+ 1 entdo F(x) # 0. Logo,

1
V=t #0

Desse modo, postoX = n e, pela férmula (2.7), 8(x) =n— 1.

2.4 A Matriz de Cayley-Menger

Reformularemos o critério de dimensao, em termos dos quadrados das distancias mutuas

2, utilizando a matriz de Cayley-Menger. Nos consideramos as p = @

sij = |lxi —x;
distancias, com 1 < i < j < n, como varidveis independentes.
1

n(n—1)

Proposicio 2.5. Seja x uma configuragdo central e s = (s;j) € R T o vetor cujas entradas
sdo os quadrados das distancias miituas dos corpos da configuragdo x. Se (Ai,...,A,) é um

vetor do niicleo de X, entdo (A, ..., Ay) estd no niicleo de A(s) onde Ao = —Yj_ [x;]12A,.

Temos que s;; = ||x; —xj||2 = (x,- —xj) . (xi—xj) = ||)c,-||2 —2x;-xj+ ||xj||2.

Usando esta expressdo e as equagdes (2.8 ), obtemos:
Y sijhj =l Y, Aj =20 Y Apxi+ Y [Ixi)17A =Y IxFl1A; = —Ao. (2.16)
j=1 Jj=1 j=1 j=1 j=1

Claramente, o resultado independe de i e decorre das equagdes (2.8) e (2.16) que (Ao, ...,Ay)
estd no nicleo de A(s).

Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.6. Seja x uma configuracdo, X, «, sua matriz de configuracdo e A sua matriz de

Cayley-Menger associada. Se os vetores

V1 = (Vl],---,V]n),.--,Vk - (Vkl;---vvkn)
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sdo L.l e pertencem ao niicleo de X entdo os vetores
n n
V= (= Y xilvievits o vin) s e = (= Y 1llviis Vit - Vien)
i=1 i=1

também sdo L.I e pertencem ao niicleo de A. Em particular, dim(Ker(X)) < dim(Ker(A))

Segue da Proposi¢do 2.5 que vy,...,V; pertencem ao nucleo da matriz A. Sejam ¢, ..., 0%
tais que:

v+ ...+ oy = 0.

Em particular, vale a equagao:

v+ ...+ v = 0.

Como vy,...,v sdo LI, a; = ... = o = 0. Portanto, vy,...,v; sdo L.I.. Em particular, se
{v1,...,v } for base para o niicleo de X, entdo temos que {vy,...,V;} é conjunto de vetores L.L.
contido em Ker(A). Disto segue dim(Ker(X)) < dim(Ker(A)).

Proposicao 2.7. Seja x uma configuracdo de n corpos e seja F o determinante de Cayley-

Menger a ela associado. Entdo 8(x) < n—?2 se, e somente se, F(s) =0.

Suponha, sem perda de generalidade, que x; € R*~!. Se O0(x) <n-—2, (2.8) tem uma
solucd@o ndo-trivial (Ay,...,A,) e, consequentemente, algum A; é ndo-nulo. Definindo —A( como
em (2.16), temos que A = (Ag,A1,...,A,) € um elemento nao-trivial do niicleo de A(s) pela
proposicdo 2.5 . Segue que F(s) = |A(s)| = 0.

Por outro lado, se F(s) = 0, a equagdo A(s)A = 0 tem uma solu¢do ndo-trivial A =
(Ao, A, ...,A,). Para estes A;’s, 1 < i <n, a soma em (2.16) é igual a —Ag e também

?:lAj = 0. Tome

n
Ajxj e B=A+ Y Ajlxjl?, (2.17)
j=1 j=1

o=2

n

e considere a equagdo
oa-y=p. (2.18)

Substituindo diretamente x;, 1 <i < n, em (2.18) obtemos de (2.16) que os x;’s satisfazem a
equagdo (2.18) .
Se @ = 0 entdo as equagdes (2.8) sdo satisfeitas e §(x) <n—2. Se o # 0, note que:

oa-xi=B, i=1,.,n (2.19)

Fazendo i = 1 na equag@o (2.19) e subtraindo-a de (2.18) concluimos que ¢ - (y —x;) = 0. Esta

€ a equacdo de um hiperplano nao-trivial H de dimensao n —2. Como
X2 —X1,.., Xn— X1 € H,

resulta 8 (x) <n—2.
Denotaremos por F;; o cofator do elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna de F (s).
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Proposicao 2.8. Se A(s), a matriz de Cayley-Menger associada a um vetor s € RP, possui
niicleo ndo-trivial, entdo o vetor (Fiy, ..., Fij, ..., Fy,41)) estd no niicleo de A(s), para todo i =
1,...n+1.

Este resultado é um coroldrio imediato da proposi¢do 2.3.
Os dois proximos lemas serdao importantes para obtermos um critério capaz de decidir se

uma configuracdo de pontos possui dimensdo n — 2 em termos da matriz de Cayley-Menger.

Lema 2.2. Se x é uma configuracdo de dimensdo n —k, k > 2, entdo é possivel encontrar dois

corpos xj, e xj, tais que X;, e X, sdo subconfiguragcoes de x com 6(x;,) = 6(X;,) =n—k.

Seja V| o espago vetorial gerado pelos vetores x, — xp,...,x, —Xx;. A dimensdo da
configuracao x € dada por:
0(x)=n—k=dimVy, k>2.

Como V) € gerado por n — 1 vetores existe indice i tal que x;, —x; € combinagdo linear
dos vetores x; —x1, kK #1i1, 2 <1 < n. Seja W; o subespaco de V| gerado pelos vetores

X2 —X1,..-Xij—1 — X1,Xi;+1 — X1, ...,X, — X1. Uma vez que
0(x;,) =dimW;, =n—k,
a configuragdo x;, ¢ uma subconfiguracdo de x com 6 (X;,) = n — k. Similarmente,
0(x) =n—k=dimV,,

onde V;, € o espago vetorial gerado pelos vetores x| —x;,,...,X, — X;,;. Desse modo, existe um
indice 7, tal que x;, —x;, € combinag¢do linear dos demais geradores de V;,. Logo, a configuragio

Xi, também possui dimensdo 0 (x;,) =n —k.

Lema 2.3. Seja M uma matriz n x n de nulidade 1. Se M;j i,j € {1,...,n} sdo os cofatores da

matriz M, entdo vale a seguinte relacdo:
MyMj = MyMy, Yi,j,kle{l,..,n}.
Em particular, quando M é simétrica, valem as seguintes relacoes:
MiMjj=M; 1<i<j<n. (2.20)

Seja D = (Dy,...,D,) vetor do nicleo de M. Pela proposi¢do 2.3, (M1, ...,M;,) é um vetor
do nucleo de M para todo i. Como, por hipdtese, a nulidade de M € 1, existem b;,b; tais
que b;D = (Mj1,...,M;,) e b;D = (Mj1,...,Bj,), V i,j € {1,...,n}. Resulta que, para todos
i,k,j,l€{l,...,n},

MMy = bib;DyDy = M M. (2.21)
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Proposicao 2.9. Se F =0, as seguintes condigoes sdo equivalentes:
1. 6(x)=n—-2;
2. No minimo dois cofatores principais F;; sao ndo-nulos;
3. posto(A) =n.

1. = 2. Se 8(x) = n—2 entdo, para todo j € {1,...,n}, os vetores x; —x;, 1 <i<n,
i # j, geram um espacos vetorial de dimensdo n — 2. Desse modo, pelo lema 2.2, po-
demos encontrar dois corpos x;, € x;, tais que 6(x;) =n—2, k =1,2. Uma vez que
0(x;,)=(n—1)—1> (n—1)—2, pela proposi¢do 2.7, agora aplicada a uma configura¢do com
n— 1 corpos, concluimos que o determinante de Cayley-Menger associado a configuragio X;,,

ou seja, F; ; , € diferente de zero para k = 1,2. Assim, pelo menos dois cofatores principais nao

Kik>
se anulam.

2. = 3. Suponha agora que pelo menos dois cofatores principais ndo se anulam. Isto nos diz
que posto(A) > n. Para ver a desigualdade contréria, note que, por hipétese, F = 0. Portanto,
posto(A) < n.

3. = 1. Se 3. vale, entdao a dimensao do nicleo de A € 1. Pelo lema 2.3 temos
FiFj = FjiFy. (2.22)

Em particular, vale a relacdo F;;Fj; = Fg Por hipétese, temos que posto(A) = n, logo, para
algum i, jo € {1,...,n+ 1}, vale F;j, # 0. Isto implica que F;);, # 0. Observando que Fj,
¢ o determinante de Cayley-Menger associado a configuragdo X;,, entdo, pela proposicdo 2.7,
6(x;) > (n—1)—2. Consequentemente, 6(x) > n—2. Como F = 0, novamente pela proposi¢ao
2.7, temos §(x) < n—2. Dai segue-se 1.

As duas proposicoes anteriores fornecem critérios a respeito da dimensdo de uma
configuracdo que dependem do determinante de Cayley-Menger. Uma questdo natural é se
existem representagcdes convenientes para os cofatores desta matriz. O proximo resultado apre-

senta uma resposta satisfatéria a esta questao.

Proposicio 2.10. Sejam A(s) e F(s) a matriz e o determinante de Cayley-Menger com s;;
niimeros complexos arbitrdrios. Suponha que F (s) =0, com ao menos um dos cofatores F;j # 0.
Entdo, se A= (Ao, ...,A,) € uma solugdo ndo-trivial de A(s)A = 0, existe uma nica constante

k ndo-nula tal que
Fj=kA 1A, 1<i,j<n+]1. (2.23)

Mais ainda, pelo menos dois A;’s sdo ndo-nulos para 1 <i <n.
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Segue imediatamente da hipdtese que posto(A(s)) = n. Mais ainda, o vetor A é tnico, a
menos de multiplicagdo por constante. Pelo que observamos na prova do lema 2.3, temos que

F;j = bjA;. Como A(s) é matriz simétrica, b;A;_; = F;j = Fj; = bjA;_;. Logo, a matriz

bi ... bpii
Ao ... An

possui posto 1. Como a segunda linha desta matriz € ndo-trivial, existe um dnico k # O tal que

kA;_1 = b;. Disto segue a férmula desejada.

2.5 As equacbes para configuracdes de dimensao n — 2

Nesta secdo, supondo que a massa total do sistema M = Y !m; é ndo-nula, obteremos
equagOes para as configuragdes centrais com d(x) = n — 2 em termos das distincias mutuas.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que estamos no espago IR" 2.

Pela proposi¢ao 2.1, uma configuracdo central x satisfaz a equacao:

ijSij(xj—xi) —l(xi—c) = O, (224)
JEi

onde ¢ = Ai/l 27:1 m;x; € o centro de massa do sistema. Tome:

A=— (2.25)
T
0
na equacao (2.24), onde rop é uma nova constante nao-nula. Deste modo, podemos reescrever a

equacao (2.24) da seguinte maneira:

n n
Y m; (0j —xi)  [Ljm % — L T
j _
Jj#i ij 0
Colocando os m;’s em evidéncia na segunda parcela da equag@o anterior, obtemos:

ij (xj —xi) _ ij (j — xi) —0.

a
j#i ij J#i o

Definindo:

Sij=rt—rg®, i# ], (2.26)

e colocando-o em evidéncia, obtemos as seguintes equacoes:
Y m;Sij(xi—x;) =0, i=1,..,n. (2.27)
J#i
Estas equacgdes sdo convenientes para nossos propositos, pois sao homogéneas nas varidveis
mi, 1 <i<mn,eSj,i,je {1,...,n}, i # j, e sdo satisfeitas por qualquer configuragio central,

independente de sua dimensao.



25

Proposicao 2.11. Se x é uma configuracdo central com massas my, ...,m, entao
mySikA; = my S Ay, (2.28)

onde i,k,1 € {1,...,n} sdo distintos dois a dois, Sy é como em (2.26) e os Ay’s sdo como no

coroldrio 2.2.

Seja vy = (x1 —xi) A ... A (x, — x;) um produto exterior (n — 3)-dimensional, onde os termos
(xi = xi), (xx —x;), (x; —x;) foram omitidos. Considere agora Y ;.;m;S;;(x; —x;) Avyg = 0.

Temos trés casos a considerar:
i<k<lLk<i<lek<Il<i.

Nos concentraremos no caso i < k < [, pois os outros dois casos sao andlogos. Usando a

distributividade do produto exterior € o fato de w Aw = 0 (sendo w um vetor), segue que:
mMSik (% — xi) AVigg = —1mySig (X1 — xi) AVigy. (2.29)
Utilizando a anticomutatividade do produto exterior, deduzimos as seguintes relagoes:
(o —1) Avig = (=1) v (2.30)
(1 —xi) Avigg = (= 1) vy, (2.31)
Substituindo estas relagdes na equacao (2.29), concluimos que:
(=1 mSuvi = (= 1) 'y Syvi.
Pelo lema 2.1, vale a seguinte relacao:
(=DM =D mSuw () = (=) (=1 iy Saw(Rk).
Usando corolario 2.2, obtemos:
(=D N =D (=) mSaa = (=) H =D (= 1) iy Sy Ay (2.32)

Desse modo, concluimos a prova.

Para 6(x) < n—2, a equag@o acima ¢é trivial, pois 0s A;’s sdo todos nulos. Portanto a
equagdo (2.28) nos dd menos informag@o que a equagdo (2.27). Posteriormente, provaremos
a validade de equacdes adequadas para estudar configuracdes com dimensdo n — 3 utilizando
menores determinantes da matriz da configuracdo x de tamanho n — 2.

Seja S € R”, onde p = @, o vetor de entradas S;;, 1 <i < j < n. O préximo resultado
nos dd uma parametrizagdo polinomial para os vetores S = (S;;), valendo para configuragdes de

dimensao n — 2.
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Proposicao 2.12. Seja x uma configuragdo central com massas ndo-nulas e 8(x) =n—2, e seja

Sij como em (2.26). Entdo existem niimeros reqis 21, ...,2, e ¢ # 0 tais que:
Sij = ¢zizj. (2.33)
Mais ainda, ao menos dois dos z;’s sdo ndo-nulos.

Uma vez que as massas sao nao-nulas, podemos definir:
Zi=—, Ii=1,..,n. (2.34)
Assim, reescrevemos a equagao (2.28) como:
Sikz1 = Sik- (2.35)

Se §(x) = n—2, pela proposigdo 2.10, existe [y tal que A;, é ndo-nulo. Decorre da equagdo
(2.34) que z;, também € ndo-nulo. Substituindo / por [y em (2.35) e dividindo ambos os mem-

bros desta equag@o por z;, # 0, obtemos:

Sz
Sl'j = —.
Zlo

Fazendo o i e o j variarem e definindo as constantes

Sii

_ Pl P

ci = , 1=1,...n,
2y,

obtemos S;; = ¢;z; para i # j, i,j € {1,...,n}. Por simetria dos S;;’s temos c;z; = c¢jz;. Isto

implica que a matriz:

tem posto 1. Portanto, existe um unico c tal que cz; = ¢;. Para ver que ¢ # 0, observe que,
caso contrario, teriamos S;; = 0, para todos i # j. Pela defini¢ao dos §;;’s, teriamos que todas
as distincias mutuas r;; sdo iguais. Mas entdo teriamos que a configuragdo x seria o simplexo
regular (n — 1)-dimensional, contradizendo 6 (x) = n —2. Logo, algum S;; é ndo-nulo, e dai,

pela forma da equagdo (2.33), ao menos dois dos z;’s sdo nao-nulos.

Observacao 2.1. A proposicdo 2.12 mostra que toda configuracdo de dimensdo n—?2 é
configuragdo de Dziobek.

Da equagdo (2.33) segue imediatamente que os vetores S provenientes de uma configura¢ao

de dimensdo n — 2 satisfazem as equagdes:
SikSj1 = SiuS jks (2.36)

onde i, j,k,I sdo indices distintos, i, j, k,I € {1,...,n}. Entretanto estas equac¢des sdo mais fracas

que a equacdo (2.33). Por exemplo, paran =4 seja S;p =S13 =53 =0e Sj4a = Soa = S35 = 1.
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Entdo S satisfaz (2.36), mas ndo satisfaz (2.33). Por esta razdo, é preferivel trabalhar com as

varidveis z;, i = 1,...,n no lugar das varidveis S;;.

Seja x uma configuragio central de dimensdo n — 2 com distancias mutuas r;;, 1 <i < j <n,
parametrizadas por quantidades zy, ...,z, € IR conforme a proposi¢do 2.12. Dizemos que o vetor
7= (F12,713, -+ Flns s Tjns s T(n—1)n) € vetor de distancias de x e z = (z1,...,2x) € 0 vetor de
pardametros de Xx.

Agora, calcularemos a derivada do determinante de Cayley-Menger com respeito as
variaveis r;;.

Proposicao 2.13. Seja F o determinante de Cayley-Menger associado a uma configuragcdo

central x de dimensdo n — 2. Entdo:
oF
Irii j

onde k é a constante definida conforme na proposicdo 2.10.

= 4kri; A, (2.37)

Pela regra da cadeia, temos que 5= 9F _ 2(r,~jF(,-+1)(j+1) + rijF(j+1)(i+1))- Como a matriz de
drij

Cayley-Menger € simétrica, obtemos:

JdF
= 4rijFii1)(j+1)- (2.38)
Pela equagdo (2.23), temos que:
JoF
5, = Mk (i) = HkrijAid;. (2.39)
ij

A expressao (2.39) é semelhante a encontrada por Dziobek, Hagihara, Schmidt (Consulte

(13, Capitulo 3), (14, Capitulo 1) e (12)). A préxima proposic¢ao serd crucial posteriormente.

Proposicao 2.14. Se x é configuracdo central de dimensdo n — 2 com expoente real a € R,
massas mp, ..., my positivas, vetor de distancias miituas r = (r12,713,...71n, -sFjny - r(n_l)n) e

vetor de pardmetros 7 = (z1,...,2,), entdo, para todo b € R equagdes

JdF oF

I I b l I b .

Zi rkl_Z1++ rkl_Zn> —O, l—l,...,n. (2.40)
((k71)¢(17i) o Irni

ndo sdo satisfeitas simultaneamente.

De fato, usando as equacgdes (2.37) e (2.34) obtemos

p OF
H rkl& Ziz1+ ...+ H

(k,)#(i1) (k,[)#(isn)

b 2.2 b 2.2
m;mq ( H rkl r12Z1Z1+.+m1mn H rkl rll’lzlzrn
(k1 (k1

D)#(i1) A)#(in)

i=1,...,n. Estas expressoes ndo podem se anular simultaneamente pois, pela proposicao 2.12,

a+1 JoF
drin

Ziln —

ao menos dois zgs sdo ndo-nulos, e as massas e distancias muituas sdo estritamente positivas.



28

2.6 Geometria das configuragoes de codimensao n —3

Nesta secao, estenderemos as idéias da sec¢do anterior com o intuito de obter equacdes poli-
nomiais satisfeitas por configuracdes centrais de codimensao 3.

Considere uma configura¢do x = (xp,...,x,) tal que 8(x) = n— 3. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que x; € R" 3, i=1,...,n.

Seja X € 4, x, a matriz da configuracdo x. Decorre da equagdo (2.7) que 8(x) =n—3 se,
e somente se a dimensao do nucleo de X € 2.

Quando k < I, denotamos por Xy = (X1, ..oy X1, Xkt 15 -y X]—1,X14 1, ---,Xn) @ configuracdo de

n — 2 corpos obtida da configuracdo x removendo-se o k—é&simo e o [-ésimo corpo, e por:

~ ... 1 | O | | |
X =
X1 oo Xp—1 Xg+1 oo X[—1 X[+1 ... Xp (1—2)x (n—2)
a matriz da configurac@o X;;. O determinante da configuracgéo xj; serd denotado por w(Xy;).
Quando trabalhamos com as configura¢des de dimensdo n — 2, as quantidades w(xy) de-
sempenharam papel fundamental. Porém, no contexto de configuracdes de codimensao 3 isso
ndo acontece porque todas as subconfiguragdes xj, k = 1,...,n t€ém determinante w(x;) nulo.

Nesta secdo observaremos que quando trabalharmos com configuracdes de codimensao 3, as

quantidades que serdo fundamentais sdo os determinantes w(xy;) com k,l € 1,...,n, k # [.

Proposicao 2.15. Seja x uma configuracdo de dimensdo 0(x) =n—3 e considere X, a matriz

da configuragdo xy. O vetor

Dp = (Akts s Ak(h—1)s Dkt 1) -+ Dkn)
¢é elemento do niicleo de X\k» onde

A (=D a(ky), se k<I,
TN ()M k), se [ <k

Em particular,
Ay = —Ay.

A matriz X da configuracdo x possui posto n — 2. Entdo, a matriz

1 1 1 1
X11 s X(k=1) X1(k+1) cee o Xn
X, =
Xn-3)1 -+ Xn-3)(k=1) Xn-3)(k+1) -+ X(n-3)n
0 0 0 0

n—1xn—1

possui ndcleo ndo-trivial. Observe que os cofatores com respeito a tltima linha sdo:
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A (—DM 1 o(ky), se 1=1,....k—1,
v (—D*w(ky), se l=k+1,...n

Logo, pela proposicao 2.3, o vetor

Dy = (Akts s Akr—1)s Bkt 1)> Do)

pertence ao nucleo da matriz X\k- Multiplicando o vetor Ay, por (—1)k"+1

, encontramos o vetor
desejado.
Analogamente ao que fizemos na secdo anterior, deduziremos uma maneira de escrever

®(X};) como um 7 — 2 produto exterior em IR"~3:
Lema 2.4. Seja A o produto exterior no espaco R" 3. Temos que
T(j,k,l)(xl —Xj) VANRAN (x,, —x]') = (I)(fkl)el N...Ney—3,

onde os fatores (x —x;), (xj —x;) e (x; —x;) foram omitidos no primeiro membro, j é um indice

arbitrdrio com j,k,l distintos, os e;’s formam a base canénica de R" 3 e

(=171 se k<l<j,
k) =49  (=1), se k<j<l,
(—1)F se j<k<lI.

Considere a seguinte transformagdo linear 7 : R" > — IR"3 cuja matriz na base candnica é

dada por:
T = ( X1 —=Xj ... Xp—Xj ),
onde as colunas x; — xj, x; —x; € x; — x; foram omitidas.
Temos que:
| T et N...New—3 = (X1 —xj) A A (X0 — x5). (2.41)
Afirmacao:

(=)o), se k<I<j,
|T‘: (_I)Ja)(jc\kl% se k< j<lI,
(- o(xy), se j<k<l

Considere a matriz da configuragio X;;, Xy, € subtraia a j-ésima coluna das demais, obtendo a

seguinte matriz:
SG) 0 0 1 0 0
X' = .
X1—Xj ... Xj—1—X; Xj Xjp1—Xj ... Xp—Xj

X =1 K |= wEa), (2.42)

Observe que

pois subtrair uma coluna de outra ndo altera o determinante.
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Expandindo o determinante de )?,Elj ) pela primeira linha, obtemos que:

(=)= 1T, se k<l<},
XD 1=0 (=) T, se k<j<lI,
(=) T, se j<k<lI

Portanto, de (2.42) e da relag@o anterior segue que w(xy) = 7| T |. Substituindo em (2.41),
temos:
”L'C()(fc\k>€1 N...\Ney_3= (Xl —)Cj> /\.../\(Xn —xj).

Multiplicando ambos os membros da equagdo acima por 7, obtemos a relacao desejada.

Como na se¢do 1.1, seja A(x) matriz de Cayley-Menger associada a configuragdo x. De-
notaremos por A;; a submatriz de A obtida retirando-se suas i—€sima linha e j—ésima coluna.
Denotaremos por F;; o cofator de elemento na i-€sima linha e na j-€ésima coluna de A. Denota-
remos ainda (F;; ) o cofator da k—ésima linha e /—ésima coluna da matriz A;;.

A seguir, provaremos um critério para decidir se uma configuracdo x possui dimensao n — 3.
Proposicao 2.16. Se F = 0, as seguintes condicdes sdo equivalentes:
1. 6(x)=n-3;

2. Existem 2 corpos Xi;, j = 1,2, tais que no minimo dois cofatores principais Fkk()ﬁij) sdo

ndo-nulos;
3. posto(A) =n—1.

1. = 2. Se 6(x) = n— 3, entdo, para todo j € {1,...,n}, os vetores x; —xj, | <i<n,i# j,
geram um espacos vetorial de dimensao n — 3. Deste modo, segue do lema 2.2 que podemos
encontrar dois indices i,y tais que d(x;) = (n—1) —2, I = 1,2. Logo, pela proposi¢do
2.9 aplicada as configuragdes Xj;, k = 1,2, obtemos F(x;) # 0, [ = 1,2. Observando que
F(x;,) = Fyi;» k # 1,2, obtemos o resultado.

2. = 3. Se 2. vale, entdo existe a0 menos um cofator principal Fkk(ﬁij) # 0. Uma vez que

esse cofator €, a menos de sinal, um menor (n— 1) x n— 1 da matriz de Cayley-Menger, 3. segue.

3. = 1. Se 3. vale, entdo dimKer(A) = 2. Pela proposi¢do 2.6, temos que dimKer(X) =
1 ou 2, onde X € a matriz da configuragdo x. A equagdo (2.7) acarreta 0(x) =n—2 ou o(x) =
n — 3. Pela proposicao 2.9, a primeira suposi¢do esta descartada (pois posto de A seria n — 1).
Logo, §(x) =n—3.

O préximo resultado fornece uma parametrizacdo conveniente para os cofatores da matriz

de Cayley-Menger A(X;).

Proposicao 2.17. Sejam A(s) e F (s) matriz e determinante de Cayley-Menger, com s;; niimeros

complexos arbitrdrios. Suponha que, para algum i € {1,...,n}, F(s) = 0 com algum cofator
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de Aj; nao-nulo. Entdo, se A = (A, ...,K,-i, -+, Ain) € uma solugcdo ndo-trivial de A;i(s)A =0,

existe uma unica constante K ndo-nula tal que
(Fii)ji = ®Aij-nAig-1), 1<l <n (2.43)
Mais ainda, pelo menos dois A;;’s sdo ndo-nulos para 1 <i < n.

Segue imediatamente das hipdteses que A;i(s) = A(X;) tém posto n — 1. Pela proposi¢do
2.9, aplicada a configuragdo de n — 1 corpos Xx;, temos que 0(X;) = (n — 1) — 2. Portanto, pela

proposi¢ao 2.10, aplicada a configuracdo Xx;, o resultado segue.

2.7 As equacoes para configuracoes centrais de dimensao
n—3

Na secao 1.2 deduzimos que toda configuracdo central satisfaz as equagdes:

n
Z ij,-j(x,-—xj) = 0, i= 1,...,n, (2.44)
j#i.j=1
onde

Sij=r;j*—rg% i# ] (2.45)

Analogamente ao que foi feito na se¢do 1.2, vamos eliminar a dependéncia explicita das

equagoes (2.44) nas variaveis xi, ..., Xy.
Proposicao 2.18. Se x é uma configuracdo central com massas my, ...,my, entdo:
ijijAlk — mkSikAjl + mlSl-lAjk =0, (2.46)

onde i,j,k,l € {1,...,n}, sdo dois a dois distintos e j < k <1, Sy é como na equagdo (2.45) e

os Aji’s sdo como na proposi¢do 2.15.

Seja vji = (x1 —x;) A ... A (x, —x;) um produto exterior (n—4)-dimensional, onde os termos

(xi —xi),(xj —xi), (xx —x;), (7 — x;) foram omitidos. Calcularemos

ijS,-j(xi —xj) /\Vijkl =0.
J#i

Usando a distributividade e a anticomutatividade do produto exterior, obtemos:
m;S;j(xj —x;) AVijir + mSic(Xx — xi) AVijig +mSi (X1 — xi) Avijig =0 (2.47)
Vamos supor, sem perda de generalidade que j < k < [. Temos 4 casos a considerar:
i<j<k<l j<i<k<l, j<k<i<l, j<k<lI<i.

Faremos apenas o caso j < i < k < [, porque os outros casos sao andlogos.
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Utilizando novamente anticomutatividade do produto exterior, obtem-se a relagao:
(=17 mSijving + (= 1) P mySivijr + (= 1) mySyvijp = 0.
Do lema 4.1, segue:
(=1 (=) mSiw(Ea) + (1) (= 1) meSaow(Xj0) + (= 1) (=1) mySyw(Xje) = 0.
Utilizando a proposicao 2.15, obtemos:
(_ 1)i+j+k+lijijAlk + (_ 1)i+j+k+l—3mksikAﬂ + (_ 1)i+j+k+l—4mlSilAjk —0.
Disto segue o resultado.

Lema 2.5. Seja x = (x1,...,X,) uma configuracdo central com massas ndo-nulas my,...my,.
Se uma configuracdo X = (X1,...,%,) equivalente a x médulo homotetias entdo X também é

configuragdo central com respeito as massas mp, ..., m,.

Sendo x configuracéo central, existe A # 0 de modo que
ij||xj—x,-|]2“(xj—xi)—l(xi—c):0, (2.48)
Jj#i
Se ¥ é equivalente a x médulo homotetias, existe 8 tal que ¥ = Bx, logo
Y omjll%; = &lPF = 5) = BN myllag — x| P —x)
Jj#i Jj#i
= B*A(%;—Be)
Portanto, concluimos que ¥ é configuragao central com A= B>A.
Para x e ¥ como na lema 2.5, sejam r;; as distancias entre os pontos de x, 7;; as distancias
entre os pontos de X e tome

—a

Sij =13

—a ~
—ro s Sij:r'

onde
M N M
ro— —+— ro— —=.

A A
Lema 2.6. Se x uma configuragdo central com massas ndo-nulas my,...m,, escolhida uma qua-
tidade S;j, € possivel encontrar uma configuracdo central X equivalente a x médulo homotetias

tal que Sij =0.

De fato, escolha uma homotetia 8 tal que 8 2““@“ = MA~! obtemos:

q _ =—a __ =—a
Sij = it =T

ﬁrl-;“—MQL_l
2at+1,— ~1
B>t rija—Ml

= B2 =0.

A seguir, encontraremos uma parametriza¢do para as distancias mutuas provenientes de

configuragdes centrais x de dimensdo 8(x) =n—3.
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Proposicao 2.19. Se x uma configuracdo central com massas ndo-nulas e 8(x) = n— 3 entdo
existe uma configuracdo X equivalente a x modulo homotetias de modo que existem niimeros

reais 712, .-y Zns Zns -1 Z(n—1)n € CONstantes k1 e ky ndo ambas nulas tais que:

Sit = k1z1iz1ik + k2ZinZkn- (2.49)
Mais ainda, ao menos duas das quantidades 7 sdo ndo-nulas.

Uma vez que as massas sao nao-nulas, nés podemos definir:

A..
zij=—2>, 1<i<j<n, (2.50)
mimj

Zii:(), = 1,...,11. (251)

Desse modo, podemos escrever a equagio (2.46) como:
Sikzji = Sitzjk + Sijzki- (2.52)

Sendo x configuracdo de dimensdo n — 3, o posto da matriz X é n —2. Desse modo, podemos
supor sem perda de generalidade que Aj, € diferente de zero e, consequentemente, z1, # 0.

Fixando j =1 e [ = n nas equacodes (2.52), obtemos:
Sikzin = SinZ1k + Si1Zkn- (2.53)

Afirmacao: Se i # 1,n entdo S;, = c121;-
De fato, fazendo i =n, j =1, k =i e l = k na equacdo (2.52) obtemos:

Snizik = Sn1Zik + Snk21i- (2.54)

Pelo lema 2.6, aplicando uma homotetia se necessario, podemos tomar x tal que S, = 0.

Consequentemente,

Sinz1k — Sknz1i = 0. (2.55)
Portanto a matriz
K — Son -+ S(n—l)n
212 - L)

possui posto 1. Isto implica que existe uma dnica constante c1, tal que:
Sioi = C1Zjyi- (2.56)
Logo, nossa afirmacdo estd provada. Analogamente, existe uma tnica constante ¢, tal que
Sjoi = C221i- (2.57)
Substituindo (2.56) e (2.57) em (2.53), e definindo k; = ¢1/z1, € k2 = ¢2/z1,, Obtemos o

resultado.
Para finalizar, se ¢ e ¢, fossem ambas nulas todas as distancias r;; seriam iguais, dai a
configuracdo x teria dimensao n — 1, o que € um absurdo. Logo, k| e k» ndo s@o ambas nulas.

Pelo mesmo motivo ao menos duas das quantidades z sdo ndo-nulas
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2.8 Configuracoes centrais de dimensao arbitraria

Nesta se¢do demonstraremos a versdao mais geral da proposi¢do 2.9.
Proposicao 2.20. As seguintes condicoes sdo equivalentes:
1. 6(x)=n—k k>2;

2. Existem indices iy,...,ix_o € {l,...,n} tais que dois cofatores pricipais da matriz

A(Xi1...i,_,) sdo ndo-nulos;
3. posto(A) =n—k+2.

1. = 2. Se 6(x) = n— k entdo existem indices iy,...,i_» tais que a configuracdo de
n—k+2 corpos X;,. , , tem dimensdo &(X;, ;_,) =n—k. Pela proposi¢do 2.9, a matriz de

Cayley-Menger A(X;, ., ,) possui dois cofatores principais ndo-nulos.

2. = 3. Seja Fj;(xi, i, ,) um menor principal nido-nulo da matriz A(X;,_; ,). Note que
Fjj(Xi,..i,_,) € o determinante de uma submatriz quadrada (n —k+2) x (n —k+2) da matriz A.
Desse modo:

posto(A) >n—k+2.

Por outro lado, pela proposic¢ao 2.6,
dimKer(A) > dimKer(X) =k — 1.
Logo,
posto(A) =n+1—dimKer(A) < (n+1)—(k+1)=n—k+2.

Disto segue 3.

3. = 1. Se posto(A) = n—k+2, entdo dimKer(A) = k — 1. Pela proposicéo 2.6,
dimKer(X) <k—1.

Suponha por contradi¢do que dimKer(X) =1— 1, com I < k. Desse modo, utilizando a equagio
(2.7), teriamos 6(x) =n—1, com [ > k. Uma vez que ja estabelecemos 1. = 3., deduzimos que
posto(A) = n— [+ 2. Isso é um absurdo porque supomos posto(A) =n—k+2ek #1.

Esse resultado € importante porque permitird incluir cada conjunto das configuragdes
centrais com dimensdo fixada no conjunto solu¢do de um sistema de equacdes polinomiais

dados por determinantes.

O préximo resultado € um coroldrio da proposi¢ao 2.20 e explicita a relagdo entre os nicleos

das matrizes de configuracio e de Cayley-Menger associadas a uma configuracao x.
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Seja x uma configuracdo. Os nucleos das matrizes de Cayley-Menger e da configuracdo x
sdo isomorfos. Mais ainda, esse isomomorfismo é dado por:

T:Ker(X) — Ker(A)

v=(V1,.0,vn) = V=(=X" [[xil[vi,vi,..,vn)

Pela demonstragio da proposicio 2.20, Ker(X) e Ker(A) possuem a mesma dimensdo. Da

proposicao 2.6, segue que T transforma conjuntos L.I. em conjuntos L.I.. Logo, T é isomor-
fismo.
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3 UM POUCO DE GEOMETRIA
ALGEBRICA

No capitulo 2, obtivemos sistemas de equagdes polinomiais satisfeitos por configuragoes
centrais. Desejamos saber qual € o “tamanho” do conjunto-solucao desses sistemas polinomi-
ais. A ferramenta que utilizaremos para este fim serd o critério Jacobiano para o célculo da
dimensao de uma conjunto algébrico quasi-projetivo. Neste capitulo, exporemos, de maneira
sucinta, os resultados e conceitos que serdo utilizados no ultimo capitulo deste texto. As
principais referéncias para este capitulo sao (15, se¢des 1.1-1.6 e 2.1), (16, Capitulos 1-6) e
(17, Capitulo 1)

Seja IK um corpo algebricamente fechado e R = K|xj, ..,x,] 0 anel de polindmios com coe-

ficientes em K nas variaveis xi, ..., X;.

3.1 Conjuntos Algébricos Afins

Definimos por A" = {(ay,...,a,) : a; € K,i=1,...,n}, o espago afim n—dimensional sobre
K.

Seja T um subconjunto de R. Dizemos que:
Z(T)=A{(a1,...,an) € A" : f(ay,...,a,) = 0,paratodo F € T},

€ o conjunto dos zeros de T.

Sdo verdadeiros os seguintes fatos:
1. Se I =< T > é o ideal gerado por T, entio Z(T) = Z(I) = Z( /), onde:
VI = {a € R| existe m € N tal que a" € I}

denota o radical de 1.

2. Se T C R, pelo teorema da base de Hilbert, existem f1,..., fx € R tais que
<T>=1=<f1,...., fxr >.
Assim, Z(T') é dado pelas solugdes do sistema finito

fi=..=f=0.
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1. SeT ={0} C Rentdo Z(T) = A"
2. SeT ={1} CRentdo Z(T) = 0.
3. SeT = {x% —x2,x1 —x2} C Kxy,x;] entdo:

Z(T) = {(a,b) e A*:a*>—b=0,a—b=0}
= {(a,b) e A*:d* =a}
= {(0,0),(1,1)}.

Um subconjunto Y € A" € dito conjunto algébrico se existir T C Rtalque Y = Z(T).

1. A" =Z(0) é conjunto algébrico.

2. 0 =Z(1) é conjunto algébrico.

3. {(a,b) € A% : b > 0} nio é conjunto algébrico.

4. g=A{(ay,...,an)} = Z(< x; —ay,...,xn, — a, >) é conjunto algébrico.

Os conjuntos algébricos serdo os objetos bdsicos do nosso estudo. A familia {Y C A" :Y =

Z(T),T C R} dos conjuntos algébricos satisfaz as seguinte propriedades:
1. U Z(T) = Z(T). T»...Ty),
3. Z(0)=A"e Z(1) =0.

Desse modo, definimos a topologia de Zariski em A" tomando como cole¢ao de abertos os
complementares dos conjuntos algébricos. Denotaremos o fecho de um conjunto ¥ C A" na
topologia de Zariski por Y.

[Determinando a familia de abertos da topologia de Zariski em A'] Uma vez que K[x] é
dominio de ideais principais, a familia dos fechados de A'! é dada por {Z(< f >)} rer- Como
um polindmio ndo-nulo tem uma quantidade finita de raizes, os abertos da topologia de Zariski
de A' sio 0, A! e complementares de conjuntos finitos de pontos.

Das defini¢des apresentadas podemos observar que existe uma relacdo entre ideais I C R e
conjuntos algébricos ¥ C A”". Precisamos entender melhor essa relacdo.

Seja Y C A", Definimos o ideal de Y, .# (Y) C R, por:

JY)={f€R:f(a)=0paratodoa €Y}.
Observe que:

1. Para todo subconjunto Y C A", .#(Y) C R é ideal radical, ou seja, .¥ = V..
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2. Z(-) induz uma fun¢@o entre os conjuntos algébricos Y C A" e ideais I C R.

Proposicao 3.1. [Teorema dos Zeros de Hilbert] Z(-) e Z(-) induzem a seguinte corres-

pondéncia bijetiva que reverte inclusoes :

{Y|Y é conjunto algébrico de K"} <« {I|I¢ ideal radical de R}
Y — J(Y)
Z(I) - I

O préximo passo do nosso estudos serd definir fungdes entre conjuntos algébricos. Como
um conjunto algébrico é dado por polindmios, € natural que os morfismos entre conjuntos
algébricos sejam dados por polinomios.

Seja Y C A" um conjunto algébrico. Uma funcio ¢ : Y — K € dita regular se existe g € R
tal que ¢(a) = g(a) para todo a € Y. Denotaremos por &(Y) o conjunto de todas as funcdes
regulares de Y em K.

Mais geralmente, sejam Y C A" e Z C A™ conjuntos algébricos. Uma fungdo f:Y — Z ¢
dita regular se existem polinomios f,..., f, € R tais que f(a) = (fi(a),..., fm(a)), para todo
acY.

Denotaremos o conjunto de todas as fungdes regulares de Y em Z por 0 (Z,Y).

A fungdo f: A3 — A3 dada por f(x,y,z) = (x,xy,xyz) é regular.

Considere os conjuntos algébricos Y C A" e Z C A™. Dizemos que Y e Z sdo conjuntos
algébricos isomorfos se existe um fungdo regular bijetiva ¢ : ¥ — Z, cuja inversa também ¢é
regular.

A pardbola Z(x> —y) C A% e areta A' sdo isomorfas. De fato, a funcio regular

fi AY — Z(x?—y)
t — (1,17
possui inversa
'z —-y) — Al
(xy)  — x
que também ¢é funcgdo regular.

Seja f : Y — Z uma funcido regular. f induz um homomorfismo de IK—algebras dado por:

02 — oY)
u — u*=uof.

A aplicagdo u* é chamada de pullback da funcdo regular u. Considere a aplicagdo regular f :

A' = Z(x*> —y?) dada por f(t) = (£*,1*) e a fungdo regular u € O(A'") dada por u(x,y) = x+y.
Temos que u* € O(Z(x*> —y3)) é dada por u*(t) = u(f(t)) = u(t?,£>) = 1> + 1.
O pullback tem o comportamento esperado quando compomos fun¢des regulares:
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Proposicao 3.2. Sejam f:Y) — Y, e g: Yo — Y3 fungdes regulares. Entdo (go f)* = g* o f*.

A proposi¢do 3.1 nos permite associar um conjunto algébrico Y a um anel determinado por
F (V).

Seja Y C A" um conjunto algébrico. Definimos A(Y), o anel de coordenadas de Y, por:

A(Y)=R/F(Y).

Como .#(Y) € ideal radical, A(Y) ndo possui elementos nilpotentes ndo-nulos. Observe
ainda que A(Y) é uma IK—algebra gerada pelas classes X, ...,X, médulo /. Logo, A(Y) é uma

[K—4lgebra finitamente gerada livre de nilpotentes.

1. A(A")=R;

2. A(Z(x3 —x3) = Kx1,x2) /(33 — x3) = K[r2,£3];

3. A(g=(ay,...,an)) =R/ <x—ay,...x —a, >= K.

Dado um conjunto algébrico ¥ C A", considere o homomorfismo de IK—4algebras
o Kxy,...,x,) = OY)

dado por a(f) = fly. Note que o nicleo desse homomorfismo é exatamente .#(Y). Pelo

teorema do homomorfisomo provamos o seguinte:

Proposicao 3.3. Seja Y C A" um conjunto algébrico. Entdo A(Y) e O(Y) sdo isomorfas como
K-dlgebras.

A associagdo feita na defini¢do 3.1 € importante porque poderemos traduzir propriedades

algébricas do anel A(Y) em propriedades geométricas do conjunto algébrico Y.

Proposicao 3.4. Seja f : Y — Z uma fungdo regular. As seguintes condicoes sdo equivalentes:
1. fé isomorfismo entre conjuntos algébricos Y e Z.
2. f*:1A(Z) — A(Y) é isomorfismo de K—dlgebras.

Mais ainda, a aplicagcdo Y — A(Y) induz a seguinte correspondéncia 1 — 1:

{Conjuntos Algébricos} <> {K—dlgebras finitamente geradas livres de nilpotentes}
Y “ AY)=R/IZ(Y).

Afirmamos que a hipérbole Z(xy — 1) e a reta afim A! nio sdo isomorfas. De fato:

AZ(xy—=1)) = Klx,y]/ <xy—1>= Klx,1/2] 2 Klx] = A(A").
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3.2 Conjuntos Algébricos Projetivos

O espago afim A" admite uma compactificagdo natural, o espago projetivo IP.. Nesta se¢do
definiremos o espago projetivo e conjuntos algébricos projetivos. Além disso, interpretaremos
um conjunto algébrico projetivo como compaticficacao natural de um conjunto algébrico afim.

Defina em K1\ {(0,...,0)} a seguinte relagio de equivaléncia:
(ag,...,an) ~ (bo,...,by) <= 3JA€K\{0}talquea,=Ab;, i€O,..,n.
O espaco projetivo n-dimensional sobre K € dado por:

P = (K" {(0,...,0)}) /~. (3.1)

Se um ponto projetivo & € IPj, é dado pela classe do ponto a = (o, ...,an) € K"+!, dizemos
que [a] = [ag : ... : ay| s@o as cordenadas homogéneas de &.

Consideremos o anel S = K|[xo, ...,x,|. Dizemos que um polindémio f € S se anula no ponto
la] € Py se f(b) =0,V b € [a]. Notacdo: f([a]) = 0.

Se F € S for um polindmio homogéneo de grau d entdo F(Aay, ..., Aa,) = AYF (a, ...,a,),

logo F(a) = 0= F([a]) = 0. Isso nos permite considerar o conjunto dos zeros de F, dado por:
Z(F) = {la] € Px : F([a]) = 0}.

Isso motiva a seguinte defini¢ao:
Seja T um subconjunto de polindmios homogéneos de S. O conjunto dos zeros de T é um

subconjunto de Py da forma:

Z(T) = {[d] : F(la]) =0, VF € T}.

Dizemos que Y € um conjunto algébrico projetivo se existir um cojunto de polindmios
homogéneos T C S tal que Y =V (T).

Proposicao 3.5. A familia {Z(T)}rcs dos conjuntos algébricos projetivos satisfaz as seguintes

propriedadas:
I UL\ Z(T) = Z(TT>...T,),
2. NZ(Ty) = Z(UTy),
3. Z(0) =Py e Z(1) = 0.

A proposigdo anterior permite definir a topologia de Zariski em Py tomando como colegdo

de abertos os complementares dos conjuntos algébricos projetivos.
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Seja Y C IPy. Definimos o ideal homogéneo de Y, . (Y) C S por

{F € S: F é homogéneo e F([a]) = 0 para todo [a] € Y }.

E facil verificar que .# (Y) é um ideal radical e homogéneo. Pelo teorema da base de Hilbert,
& (Y') possui um conjunto finito de geradores. Também € possivel provar que .# (V) é um ideal
homogéneo, ou seja, existe um conjunto finito de polindmios homogéneos que geram .# (V).

O préximo teorema explicita a relagdo entre conjuntos algébricos projetivos e ideais ho-

mogeneos.

Teorema 3.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert Homogéneo). Considere um ideal homogéneo
1 C S tal que /T #< xq,...,x, >. Entdo

I(Z(1)) = V1.

Consequentemente, temos a seguinte funcdo bijetiva, que reverte inclusoes, entre conjuntos

algébricos projetivos de IP%, e ideais radicais de S diferentes de (xo, ...,xp):

{Conjuntos Algébricos Projetivos} <> {ldeais radicais homogéneos} \ {< xq,...,xn >}
Y — F(Y)
Z(I) “ I

Isto nos motiva a definir o anel de coordenadas de uma varidade provetiva Y C IP% por:

Klxo, ..., x.] /7 (Y).

3.2.1 O fecho projetivo de uma Variedade Afim
Considere os hiperplanos H; = Z(x;), i = 0,...,n e os abertos U; = Py \ H;.

Proposicao 3.6. A aplicacdo

o U — A" (3.2)
lag: ...:ay] +— (%,...,%) (3.3)

¢ um homeomorfismo entre U; munido da topologia de Zariski induzida e K" munido da topo-
logia de Zariski. Em particular, Py = U!_ U; é uma cobertura aberta para Py, formada por

n+ 1 espacos homeomorfos a A".

Como consequéncia imediata do resultado anterior, podemos mergulhar um conjunto
algébrico afim Y C A" em Py

Seja Y C A" C IPi um conjunto algébrico afim mergulhado em IPg.. O fecho projetivo de
Y, denotado por Y, é o fecho de Y no espaco projetivo Pk. Dado um conjunto algébrico afim

V, encontraremos geradores para V C Pk-
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1. Considere o polindmio de grau d, F = Go+ Gy + ... + G4 € K[xy, ...,x,], onde G; é po-
lindmio homogéneo de graui,i =0,1...,d e G; # 0. A homogeneizag¢do do polindmio F

é o polindmio F € K[x, ..., x,] dado por:

F= ng() -I—xg_]Gl... + Gy.

2. Seja G € K]xg, ...x,| um polindmio homogéneo. A desomogeina¢do de G é o polindmio
g € K[xy,...,x,] dado por:

g(x1y ey xn) = G(1,x1, .00y xp).

Teorema 3.2. Seja Y C A" C Py um conjunto algébrico afim com ideal 7 (Y). Se IC
Klxo, ...,xn] € o ideal gerado pela homogeneizacdo de todos os elementos de .7 (Y), entdo
[=.7(Y). O ideal I é chamado de homogeneizacdo do ideal I.

Observagio 3.1. Se .#(Y) é gerado por Fy,...,F; ndo é verdade que ¥ (Y) é gerado por
E,...,I:“}{. De fato, se
Y :Z(y_x27z_xy) = {(t7t27t3) ire K}a

entdo pode-se mostrar que:
Y={@®:u®v:w?: v} uyveK)},
Assim,
IV =<xz—yyw—22,xw—yz>.
Por outro lado, temos que o ideal gerado pelas homogeneizagdes de y — x> e z— xy é dado por:
J =< wy—xz,wz—xy >
Note que (0,1,1,0) € Z(J) e (0,1,1,0) ¢ .#(Y). Logo, Y # .#(J).

Para concluir esta se¢do, observe que podemos ver uma conjunto algébrico afim ¥ C A"
como um aberto de Y. De fato,
Y=YNUyC Pk .

3.3 Conjuntos Algébricos quasi-projetivos

Na secdo anterior observamos que podemos ver um conjunto algébrico Y C A" como um
aberto de um conjunto algébrico projetivo. Gostariamos de estender os objetos de nosso estudo
para uma classe que englobe os conjuntos algébricos afim e projetivos e seus respectivos abertos
na topologia de Zariski. Este serd o objetivo desta secao.

Um conjunto algébrico quasi-projetivo é um conjunto da forma V. =X \Y, onde X e Y sdo
conjuntos algébricos projetivos. Se X e ¥ forem conjuntos algébricos afins, dizemos que V é
conjunto algébrico quasi-afim.

Observe que:
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1. Um conjunto algébrico quasi-projetivo V € um aberto relativo de um conjunto algébrico
projetivo na topologia de Zariski-induzida.
2. Conjuntos algébricos afins e projetivos sdo conjuntos algébricos quasi-projetivas.

Um subconjunto de um conjunto algébrico quasi-projetivo W C V € uma subvariedade se,
e somente se, W também for um conjunto algébrico quasi-projetivo. Dizemos que um conjunto
algébrico quasi-projetivo V € irredutivel se nao puder ser escrito na forma V = V; UV, onde V;
e V, sdo subvariedades proprias. Neste caso, dizemos que V € uma variedade quasi-projetiva.

1. P e A" sdo irredutiveis;

2. O conjunto algébrico Z(x*> +y*> —1) C A?;

3. V=Z(xy,xz) = Z(x) UZ(y,z) é a unido do eixo x com o plano yz, logo nao ¢é irredutivel.

No exemplo anterior vimos conjuntos algébricos que ndo sdo irredutiveis. Felizmente, um
conjunto algébrico admitird uma decomposi¢do finita cujas “pecas” sdao subvariedades irreduti-
veis.

Seja V um conjunto algébrico quasi-projetivo em IPg. Dizemos que V admite uma
decomposicdo em subvariedades irredutiveis ou simplesmente, decomposicao em irredutiveis
se V pode ser escrito na forma V = U _,V;, onde cada V;, i = 1,...,n € uma subvariedade fechada

irredutivel de V. A decomposicdo € dita irredundante se V; £ V; para i # j.

Teorema 3.3. Toda variedade quasi-projetiva V. C Py admite uma tinica decomposigdo irre-

dundante.

V =Z(xy,xz) = Z(x) UZ(y,z) é uma decomposicéo irredundante para V.

Podemos definir conjuntos algébricos quasi-projetivas no espaco produto.
1. Uma subvariedade V' C P x IPg € um conjunto da forma
V={(lel;w]) : pi(z,w) = 0,i € 1},

onde p;(z,w) = p(20, .-+, 2n, W0, ---, Wiy ) SA0 separadamente homogéneos nas varidveis z e

w, com graus de homogeneidade possivelmente diferentes.

2. Uma subvariedade V C A" x IP" € um conjunto da forma:
V={(z,w]): pi(z,w) = 0,i € I},

onde p;(z,w) = pi(z0, .-+, Zn, W0, ---, Wi ) € homogéneo nas varidveis w.
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E possivel generalizar esta defini¢iio para produtos de espagos projetivos com uma quantidade
arbitréria e finita de fatores.

Seja Y uma variedade projetiva. Dizemos que uma propriedade € genérica em Y se vale em
um aberto de Zariski de Y ndo-trivial.

Seja Y um conjunto algébrico irredutivel. Se U C Y € um aberto, entdo pode-se mostrar que

U € denso. Esse fato mostra que uma propriedade Zariski-genérica vale em “quase toda parte”.

3.4 Aplicacoes Regulares

Nesta secdo estenderemos a nocao de aplicacdo regular para conjuntos algébricos quasi-
projetivos. Sejam V C Pg e W C lP’If< conjuntos algébricos quasi-projetivos. Uma aplicagdo
f:V — W é regular em um ponto [z] € V se existe um aberto de Zariski U C V contendo [z] tal
que para todo [x] = [x¢ : ... : x,] € U é dada por:

L)) = (fo(x0y -5 Xn) s o5 i (%05 -+ Xn))

onde os polindmios f7, ..., fx sao homogéneos, todos com 0 mesmo grau.
P . k ko« e &
Por exemplo, a proje¢do 7y : Py x P — Py € uma aplicag@o regular pois € dada por

polindmios lineares que ndo se anulam simultaneamente.
Proposicao 3.7. Aplicacoes regulares sdo continuas na topologia de Zariski.

Uma aplicagdo regular entre conjuntos algébricos quasi-projetivos f : V — W ¢ dita domi-
nante se f(V) ndo esta contida em nenhuma subvariedade fechada propria de W. Equivalente-
mente, f(V)=W.

As propriedade das aplicacdoes dominantes listadas na proposic@o a seguir serdo tteis adi-

ante.

Proposicao 3.8. Seja f: X — Y é um mapa regular dominante entre conjuntos algébricos

quasiprojetivos X e Y entdo:
1. f(X) contém algum aberto de Zariski Wy de Y ndo-trivial.

2. Se X éirredutivel, entdo Y € irredutivel.

3.5 Dimensao

Nesta secdo exporemos alguns resultados bdsicos sobre a dimensdo de uma conjunto
algébrico.
A dimensdo de um conjunto algébrico afim V € maior inteiro n para o qual existe uma cadeia

de subvariedades fechadas préprias irredutiveis

V=V 2V412---2Vi 2W.
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Com esta defini¢do € possivel provar que:
dim(V) = max{dim(V;) : V; é componente irredutivel de V }.

V = Z(xy,yz) adimite duas componentes irredutiveis, o eixo x e o plano yz, que tém di-
mensado 1 e 2 respectivamente. L.ogo, sua dimensao € 2.

E consequéncia imediata da defini¢do 3.5 que dim(V) = 0 se, e somente se, V é um conjunto
finito. Por outro lado, da defini¢ao dada, ndo é claro que dim(A”") = n. Essa observacao mostra
que precisamos de uma formulacdo do conceito de dimensdo que viabilize o seu cédlculo. De
fato, existem muitas formulagdes equivalentes para a defini¢do de dimensdo. Listaremos aqui
apenas algumas.

Seja V um conjunto algébrico quasi-projetivo irredutivel. A dimensao de V, dim(V') pode

ser definida como:
1. dim(V) é o grau de transcendéncia do corpo das fungdes racionais em V.

2. dim(V) = d se d é o menor inteiro tal que subespaco linear “genérico” L C P de di-

mensdaon —d — 1 é disjuntode V.

Foge ao escopo deste texto explicar os conceitos que aparecem na definicdo acima. Para mais
informacdes, o leitor interessado pode consultar (15, Capitulo 1, Secao 6) e (18, Capitulo 11).

Existe uma formulag@o para a dimensdo de V em termos da dimensdo do espaco tangente
de V em seus ponto nao-singulares. Definiremos estas nogdes nas proximas segoes.

A seguir, enunciaremos alguns fatos acerca da dimensao de conjuntos algébricos.

1. Se V/ C V é uma subvariedade fechada prépria de uma variedade quasi-projetiva V entdo
dim(V') < dim(V).
2. A dimensdo de uma variedade quasi-projetiva irredutivel V € igual a dimensdo do seu
fecho.

3. Se V.C A" é um conjunto algébrico afim dado pelos zeros de m polindmios, entdo a

dimensdo de cada componente irredutivel (ndo vazia) de V €, no minimo, n — m.

Teorema 3.4 (Teorema da Dimensao das Fibras). Sejam X e Y variedades algébricas irre-
dutiveis de dimensdo n e m respectivamente e f : X — Y uma aplica¢do regular sobrejetiva.

Entdo,
1. dim(f~'(y)) >n—mparatodoycy.

2. Existe aberto ndo vazio U C Y tal que dim(f~'(y)) =n—m para todoy € U.
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E facil ver que o aberto U da parte 2 do teorema da dimensio das fibras, em geral, ndo pode

ser tomado igual a Y. De fato, se V = Z(xy — 1) UZ(x), a aplicaco regular:

f: v — K!
(x,y) — x,

¢ tal que:
dim(f~1(x)) = { 0 se xeK\O,
I se x=0.
Logo ndo € possivel tomar U =Y.
Para concluir essa secdo, provaremos um resultado que desempenhara papel impor-
tantissimo no calculo da dimensdo dos conjuntos algébricos a serem definidos no préximo

capitulo.

Proposicao 3.9. Seja f : V — W uma aplicacdo regular entre conjuntos algébricos quasi-

projetivos. Entdo:
1. Se f é dominante entdo dim(V') > dim(W).
2. Setoda fibra f =1 ([w]), [w] € W tem dimensdo no mdximo d, entédo dim(V) < dim(W) +d.

3. Se W éirredutivel e dim(V) < dim(W), entdo quase toda fibra é finita.

1. Escolha uma componente irredutivel W; C W de dimensdao méixima. Desde que f € do-
minante, existe alguma componente irredutivel V; C V tal que f: V;N f~! (W) = W; é
dominante. Como f é dominante, pela proposi¢do 3.8 parte 1, f(V;) contém um aberto.
Logo, existem subconjuntos abertos de Zariski V;, C V; e W;) C W;, que tem a mesma
dimensdo de V; e W; respectivamente e f : V;) — Wj, € aplicagdo sobrejetiva. Portanto

pela proposicao 3.4 temos:

dim(V) > dim(V;) > dim(W;) > dim(W).

2. Tome qualquer componente irredutivel V; de V. Como a aplicagdo f : V; — m € do-
minante, existe componente irredutivel W; C W tal que f:V;n f~! (W;) = W; é do-
minante. Podemos restringir a aplicac@o f, se necessario, a subconjuntos Zariski-abertos
Vi, CVie Wj, C W;j tais que f € sobrejetiva. Pelo teorema da dimensao das fibras, con-
cluimos que dim(V;) < dim(W;) +d < dim(f(V)) +d < dim(W) +d para toda compo-
nente irredutivel V; de V. Logo,

dim(V) < dim(W) +d

3. Para demonstrar isto, € suficiente considerar a restri¢cdo de f as componentes irredutiveis
VideV. Se f:V; — W ndo é dominante entao o resultado € trivial por que quase toda fibra

¢ finita, ja que é vazia. Se f : V; — W é dominante entdo, pelo item 1., temos que dim(V;) >
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dim(W). Uma vez que, por hipétese, dim(V;) < dim(W) temos dim(V;) = dim(W). Res-
tringindo a uma aplicagéo sobrejetiva f : Vi, — W, entre subconjuntos abertos de Zariski,
temos pela pela proposi¢do anterior, que existe uma aberto de Zariski tal que a dimensao
de £~ 1([z]) é igual a dim(V;,) — dim(W;,) = dim(V;) — dim(W) = 0. Portanto, quase toda

fibra tem dimensao zero, logo € um conjunto finito.

3.6 O espaco tangente

Definiremos o espaco tangente de uma variedade afim V em um ponto x como sendo
o conjunto de todas as retas passando pelo ponto x tangentes a V. Falta definir a no¢do de

tangéncia de uma reta L C A" a uma variedade afim V C A” em um ponto x € V.

Seja x = (ay,...,a,) € A". Uma reta passando pelo ponto x € V é dada pelo conjunto
L={x+1tq:t €K}, onde ¢ é um ponto fixado. Para estudar LNV podemos supor, sem
perda de generalidade, que V € dado pelo sistema de equagdes F; = ... = F, = 0. Desse modo,

o conjunto V N L é dado pelo sistema de equagdes:
Fi(x+1tq)=...=Fu(x+1tq)=0
que sdo polinomiais na varidvel ¢. Observe que:
Z(Fi(x+1q),...Fu(x+1q)) = Z(F(1)),

onde
£(t) = md.e(Fi(x+1g). .. Fulxt19) = [0 — o),

¢ € uma constante e os valores ¢; correspondem aos pontos de intersecdo de L com V.

A multiplicidade de intersecdo de L com a variedade V em x é a multiplicidade de t = 0
como raiz do polindémio f(¢) = m.d.c(Fi(x+1q),...,Fn(x+1q))

Se algum F;(x +tg) for identicamente nulo, o indice de interse¢do com essa hipersuperficie

serd convencionado como +oco. Uma vez que
f(t)=md.c(Fi(x+1q),....Fn(x+1q)) =m.d.c{F(x+1tq) : F € Z(V)},

o indice de interse¢do independe da particular escolha dos geradores F; de .# (V). Uma reta L
¢ tangente a variedade afim V no ponto x se a multiplicidade de interse¢do de L em x é maior
ou igual que 2.

Considere o conjunto algébrico V = Z(x2 —y3 ) C A?. Encontraremos as retas tangentes a
V nos pontos x = (0,0) e x = (1, 1). Iniciaremos com o ponto x = (0,0). Uma reta passando

pela origem é dada por {(ta,tb) : t € K}. Logo,

VNL=Z(d**-b1).
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Desse modo, para qualquer reta passando pela origem tém indice de intercecdo 2 e, portanto
€ “razodvel” pensar que o espago tangente V na origem € o plano afim. Agora, calcularemos
o espaco tangente a V quando x = (1,1). Uma reta passando pelo ponto (1,1) é dada pelo

conjunto L = {(1 +at,1+1b)}. Portanto V N L é dado pelo conjunto-solugdo da equagio:
(2b —3a)t + (b* —3a)t* — a’r>.

Desse modo, a condi¢do de tangéncia se reduz a 2b —3b = 0. Logo, a tnica reta tangente a V
no ponto (1,1) é {(1+3¢,14+2t:1t € K)}.

Esse exemplo mostra que a dimensao do espaco tangente a um conjunto algébrico afim pode
nao ser constante, mesmo quando o conjunto algébrico for irredutivel.

Agora, analisaremos a condi¢do para L ser tangente a V em x. Expandindo cada F; em série

de Taylor no ponto x, obtemos:

Fi(x+1q) = Z )(tq)+ F (x+qt), (3.4)

onde Fi(z) (x4 gt) é o resto da expansdo em série de Taylor.

Logo, t? divide F(x+tq), se, e somente, i1 g—z(x) (¢) = 0. Portanto, a condigdo de

tangencia é

3
=

(x)(g)=0,Yi=1,...,m. (3.5)

.M:
¥

X

~
I
—_
<

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

O espago tangente a variedade V no ponto x, denotado por Oy, ou ®, € o conjunto dos
pontos g € A" tais que
=0,Vi=1,. (3.6)

Q’H

L5

Note que Oy, € um subespago vetorial de A”.
Sejax € A". A matriz Jacobiana dos polndmios Fi, ..., F,, € K[x, ...,x,] no ponto x é dada

por:

I Fo)o) = (G109

Note que se a variedade afim V € definida pelo sistema de equagdes Fi, ..., F,, entdo
dim(@y) = nul(J(F,...,Fy)(x)) = n—rank(J(Fy, ..., F) (x)).

Observe que a definicao de espago tangente que fornecemos dependeu fortemente dos
polindmios geradores do ideal do conjunto algébrico. Felizmente, é possivel contornar esse
problema descrevendo o espago tangente em um ponto em termos do anel das fun¢des que sdao
regulares na vizinhanca desse ponto. Essa técnica permite definir a no¢do de espaco tangente

para um conjunto algébrico quasi-projetivo V de modo que o espago tangente seja preservado
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por isomorfismos de conjunto algébricos. Fornecer essa defini¢do foge ao escopo desse texto.

Para finalizar esta secdo observaremos que o espaco tangente é um invariante local dos

conjuntos algébricos.

Proposicao 3.10. Considere um aberto U de um conjunto algébrico afimV e x € V. Se ©,U é
o0 espaco tangente a x em U, entdo:
eo.U=0,V,

como K—espacos vetoriais.

3.7 Pontos nao-singulares

Nesta secdo definiremos pontos ndo singulares e enunciaremos o critério Jacobiano para
conjuntos algébricos afins.

Seja V um conjunto algébrico quasi-projetivo. O subconjunto do produto V x A" cujos
elementos sdo pares ordenados da forma (x,q) com x € V e g € Oy, é chamado de fibrado

tangente de V e serd denotado por Oy .
Lema 3.1. Seja V uma variedade afim. Oy é uma subvariedade algébrica de V x A".

De fato, espago tangente ®y € o conjunto solucdo das equagdes

" JF; )
Fi(X1yeyXp) = ooo. = Fpy(x1,...,xn) = 0, Z a—l(x)(q) =0, i=1,...m.
j=19%j
Teorema 3.5. Seja V uma variedade afim irredutivel. Existe um niimero inteiro positivo s tal
que dim(®y) > s para todo x € V. Mais ainda, existe um aberto U € V tal que dim(®,) = s,

VxeU.

Considere a aplicagdo regular 7 : ®x — X tal que w(x,a) = x. Note que m(@x) =X e
n'(P) = @®,, Vx € V. Seja s = dim(®y)—dim(V). Pelo teorema da dimensdo das fibras
dim(®,) = dim(z~!(x)) > 5,Vx € V e existe um aberto ndo-vazio U C V tal que dim(®,) =
dim(z~!(x)) =s.

Motivado por este resultado vamos definir a nocdo de ponto ndo-singular.

Seja V uma variedade irredutivel e seja s = min,cydim®,. Dizemos que x € V € ponto ndo-
singular de V se dim(®,) = s. Caso contrario dizemos que o ponto x é singular. Uma variedade
afim V € dita ndo-singular se todos os seus pontos sao ndo-singulares.

Segue teorema 3.5 que o conjunto dos pontos singulares de uma variedade irredutivel X €

um aberto U nao-vazio.

Teorema 3.6. Sejam V uma variedade quasi-projetiva. Se x € V é ponto ndo-singular entdo
dim(©,Y ) = dim(V). Em particular, dim(©,V) > dim(V') para todo x € V.
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Observe que se V € conjunto algébrico redutivel ndo é nessecariamente verdade que
dim(®,V) > dim(V) para todo x € V. De fato, tome um conjunto algébrico X = X; UX;
com dim(X;) = 1, dim(X) = 2. Se tomarmos um ponto ndo-singular x € X; \ X,, obtemos
dim(®,V) =1 < dim(X) =2.

A dimensdo de um conjunto algébrico quasi-projetivo V.em um ponto x, denotada por dim,V
¢ o maximo das dimensdes das componentes irredutiveis de V que contém o ponto x. Nessas

hipétes, um ponto x € V € dito ndo-singular se dim, (V) = dim(®,V).
Proposicao 3.11. Seja V uma variedade algébrica. dim®y, > dim,V, Vx € V.

De fato, sejax €V, e, V;, i = 1,...,k, as componentes irredutiveis de V que contém x e Oy,

seus respectivos espagos tangentes em x. Uma vez que Oy, , C Oy, obtemos:

dim(®y ) > max;dim(0, y,) > max,ey,dim(V;) > dim, (V).

Agora, estamos prontos para provar o critério Jacobiano para conjuntos algébricos afins.

Teorema 3.7 (Critério Jacobiano). Seja V um conjunto algébrico afim tal que # (V) =

(F1,...,Fn). Entdo x é ponto ndo-singular, se e somente se, n— rank(J(Fy, ..., Fy)(x)) = dim,V.
Seja x € V € ponto ndo-singular, entao
dimV = dim®,V = n—posto(J(Fy, ..., F;u(x))).

Por outro lado, se n —rank (J(F, ..., Fy) (x)) = dim,(V), claramente x é ponto ndo-singular.
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4 FINITUDE GENERICA

Lembremos que j4 foi realizado, no capitulo 2, um estudo detalhado das configuragdes
de dimensdo 6(x) = n—2. Como resultado deste estudo, deduzimos que tais configuracdes
sao zeros de equacdes polinomiais. Neste capitulo, definiremos um conjunto algébrico quasi-
projetivo que contém todas as configuracdes centrais de dimensao 6(x) = n — 2 e calcuraremos
sua dimensao utilizando dois métodos diferentes. O primeiro utiliza a resultante e foi proposto
por Moeckel em (1). O segundo método é o critério Jacobiano. Prefirimos o segundo método
por ser possivel fazer as contas explicitamente e por podermos adapti-lo para uso em outros

problemas de finitude de configuracdes centrais.

4.1 O método da Resultante

Nesta secdo, definiremos um conjunto algébrico quasi-projetivo que contém todas as
configuracdes de dimensdo O(x) = n — 2. Para tanto, utilizaremos as equacgdes polinomiais
satisfeitas por configuracdes centrais de dimensdo 0 (x) = n — 2 obtidas na proposicao 2.12 e o
determinante de Cayley-Menger pensando nas quantidades r;;, 1 <i < j <mn, e zy,...,z, COMO
ndmeros complexos. Denotaremos por [r] € PL, p = @, 0 ponto projetivo com coordenadas
homogéneas ry e r;j, 1 <i < j<n,e por 2] € ]P& o ponto com coordenadas homogéneas zg
e 71,...,2n- Optamos por utilizar coordenadas projetivas para eliminar simetrias de reescala no
problema de finitude de configuracdes centrais. No restante desta se¢do suporemos que a = —3
nas equacgoes 2.9 e 2.12. Essa hipdtese corresponde a trabalhar com configuracdes centrais no
problema Newtoniano de N corpos.

Segue das proposi¢des 2.9 e 2.12 que, se r e z sdo vetores de distancias e de parametros
associados a uma configuracao central x de dimensao n — 2, entdo as coordenadas deste ponto

satisfazem as seguintes equacoes:

ri;3—ra3 = zizj, 1 <i<j<n, (4.1)
2

onde eliminamos a constante ¢ na equacao (2.33) fazendo a mudancga de variavéis complexa:

Zi = \/EZi-

Para eliminar os denominadores e homogeneizar as equacoes (4.1) incluiremos uma varidvel
Zo definida por z(z) =ry 3. Desse modo, podemos associar uma a um configuracio x de dimensio

n—2um ponto ([r],[z]) € PZ x PE que satisfaz as equagdes 4.1.
Proposicao 4.1. Consideres as variedades projetivas

VO:{([FL[Z])EPEXP%:F(rl'Zj):Ov gij:07 l§l<]§n}7
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onde

2 . .
gij =2(r—ry) —ryzizy, 1<i<j<n, 4.2)

L= {(.[) €PLxPEzorg [ =0},

1<i<j<n
A variedade quasi-projetiva:
V=W\ZXL

contém todos os pares ([r], [z]) associados a uma configuragdo central.

Considere um ponto ([r], [z]) € ]P{E x IP¢ associado a uma configuragdo x de dimensado n — 2.
Como as entradas r;;, 1 <i < j <ndo ponto [r] € ]Pé sdo as distancias mutuas entre 0S corpos

da configuragdo x, segue-se r;; # 0, 1 <i < j < n. Além disso, como r,“ = % (ver equagdo

2 3

(2.25)) e A e M sdo ndo-nulos, ry € ndo nulo. Uma vez que 75 = o> 20 também € ndo-nulo.

Logo, ([r], [z]) ndo satisfaz a equago zoro [T << j<, 7ij = 0, € portanto,
(Ir], []) ¢ .

Por outro lado, se ([r], [z]) estd associado a uma configurag@o x entdo

-3 -3 . .
vy = iz, I1<i<j<n

Multiplicando todas estas equacdes por r?j (3)z(2) e utilizando a relacao z(z) =ry 3, obtemos:

Z(Z)(rg — r?j) = r?jZiZi I1<i<j<nm
Desse modo, ([r],[z]) satisfazem as equagdes g;j =0, 1 <i < j <n. Como a matriz de
Cayley-Menger associada a uma configuracao possui determinante F (rlzj) =0, concluimos que
([r],[z]) € Vo. Logo,
(Ir],[z]) € V= Vo \ E.

A proposigdo 2.12 garante que no minimo dois z}s sdo ndo-nulos. Porém, ndo podemos ga-
rantir que todas entradas de um vetor de parimetros z = (zy, ..., z,) associado a uma configuragio
x de dimesdo &(x) = n— 2 sdo ndo-nulas. Para contornar essa dificuldade, também considera-

remos as seguintes subvariedades de V':
Ve={([rl:[z]) €V :zp1 = ... =22 = 0}. (4.3)

Nosso préximo passo serd calcular a dimensao do conjunto algébrico quasi-projetivo V. O

proximo lema sera fundamental.
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Lema 4.1. Sejam w;j € C, 0<i < j<n, raizes cibicas da unidade. Entdo

0 1 1 1 ... 1
1 0 2010 @3 ... @
1 2w 0 3 ... n,
#0.
1 w3 3 0 ... ws
I o, Wy W3y ... 0

O determinante pode ser expandido em somas cujas parcelas si0 mondmios nas variaveis
®;; com coeficientes inteiros. Cada mondmio € igual a um multiplo inteiro de 1, @ e 02,
onde ® = _71 + %g Mais ainda, agrupando os mondmios semelhantes, concluimos que este
determinante é da forma « + B + yw?, onde &, B e ¥ sdo inteiros tais que a soma a + B + ¥
independe da particular escolha dos @;;. Uma expressio deste tipo se anula se, € somente se, €
multiplo inteiro do polindmio minimo de w, 1+ @ + iw?, isto é, se, e somente se, o0 = B=y.
Uma condico necessaria para isto é o + 3 + ¥ ser divisivel por 3. Por outro lado, ¢+ +yé o
valor do determinante quando @;; = 1,V0 <i< j<n,eesteé (—1)"4. Portanto, o determinante
acima nao pode se anular.

Considere a projecdo 7 : ]Pé x IP¢ — IPE.. Provaremos que 7, (V') esté contida no conjunto
de zeros de uma hipersuperficie irredutivel ndo-trivial de IP¢.. Para tanto vamos utilizar a teoria
de resultantes a uma varidvel. A seguir listaremos as propriedades das resultantes utilizadas

nesta secao.

Proposicio 4.2. Sejam f e g € C[x] com termos lideres a,, # 0 e by, # 0, respectivamente. Existe

um polinémio homogéneo nos coeficientes de f e g, denotado por Res(f,g), tal que:
1. Se as equagoes f =0 e g = 0 possuem solugd@o comum, entdo Res(f,g) = 0.

2. Se Res(f,g) =0, entdo existe uma quantidade finita ndo nula de valores de x que satis-

fazem simultaneamente as equagoes f =0 e g = 0.
Para uma demonstracdo desses fatos, consulte (19, Capitulo 3).
Lema 4.2. Existe um polinémio H € C|zy, ...,z,| tal que my(V) C Z(H).

Note que [z] € (V) se existe solugdo da forma (1,r) € CP*! (uma vez que zo # 0 podemos

tomar ry = 1) para as equacoes

F(ry) = 0. (4.4)
hij = (nzj+1)r—1=0, 1<i<j<n.
Utilizando a teoria de resultantes, eliminaremos as varidveis r;; do sistema de equagdes (4.4).

Considere F e hjp como polindmios pertencentes a C[rp] (interpretaremos todas as outras

varidveis como parametros). Temos que Hjp := R(F,hj2) é um polindmio homogéneo nos
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coeficientes de F e hjp, portanto, € uma fun¢do polinomial homogénea nas varidveis zg, 2,22
erij, 1 <i<j<m, (i,j) # (1,2). Além disso, se existir 15 tal que F =0 e g1 =0, segue
da proposicao 4.2 parte 1. que Hjp = 0. Nesta etapa eliminamos rj;. Para eliminar {3 consi-
dere Hi, e hj3 como polindmios pertencentes a C[r3]. Observe que Hiz = R(Hj,h13) é um
polinomio homogéneo nos coeficientes de Hj; e hj3. Utilizando novamente a proposicao 4.2,
concluimos que Hi3 = 0. Nesta etapa eliminamos rj3. Observe que cada vez que realizamos
este procedimento eliminamos uma variavel r;; do sistema. Desse modo, continuando esse pro-
cesso obteremos um polindmio homogéneo H € C|zg,z,...,z,| com a seguinte propriedade: se
2] € P é tal que existem r = (r;;), 1 <i < j <n, satisfazendo F =0 e h;; = 0 entdo H(z) = 0.
Em particular, se [z] € m(V), entdo [z] € Z(H) C P}, como queriamos.

Incluimos 7, (V) na hipersuperficie Z(H ), porém, isso nao fornecera informagdo adicional

se Z(H) = IP¢. Vamos eliminar essa possibilidade:
Lema 4.3. H(z) € Clz9,21,..-.,2u) € polindmio ndo-trivial.

Para mostrar que H (z) € polindmio ndo-trivial, precisamos exibir um ponto [z] tal que H(z) #
0. Escolhazp=1ez=0,3<i<n.Logo,se 1 <i<j<ne(i,j)#(1,2) ttm-se zizﬂ-z(z) =1.
Nesse caso, h;; =0 = rl-3j =1,3<i<j<n Assim, s;; = rl-zj, 3 <i < j<n, sao raizes
cubicas da unidade. Por fim, escolheremos z;,z; tais que 712 +z(2) =1/ v/8. Desse modo,
hi» =0 = r;» = V8 e sy» é duas vezes uma raiz cibica da unidade. Observe que, para a escolha
de [z] que fizemos, o determinante de Cayley-Menger associado ao vetor r = (r;;) que satisfaz
as equacgdes h;; = 0 € exatamente como na proposi¢ao 4.1, logo F (’”12;) # 0. Pela contrapositiva
da proposicio 4.2 parte 2., obtemos que H(z) # 0, como queriamos.

No préximo lema, caracterizaremos 7, (V) mais precisamente.

Lema 4.4.

onde
B={[z]eP¢:K(z):==z20 [] (zizj+25)=0}

1<i<j<n
(C) Para mostrar esta inclusdo, € suficiente mostrar que se [z] € m (V) entdo [z] ¢ B. De
fato, se z € m (V) entdo existe ponto r € C7 tal que h;; = (z12; —|—z(2))ri3j —1=0ez}=1. Estas
equagdes implicam em
2
20 H (zizj+2z5) #0.

1<i<j<n

Logo, [z] ¢ B.

(D) Se H(z) =0entdo F =0e r;; =0. Logo, [z] € m(V).

Estamos prontos para provar o resultado principal desta secao.

Teorema 4.1. A variedade V possui dimensdo dimV =n— 1. Mais ainda, dimV, =k—1, k > 2.
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Pelo lema 4.4, my(V) = Z(H) \ B. Note que algumas das componentes irredutiveis de Z(H )
poderiam estar contidas em B. Seja W a variedade algébrica dada pela unido das componentes
irredutiveis de Z(H) que ndo estdo contidas em B. Consequentemente, m»(V) C W. Em par-
ticular, m, intersecta todas as componentes irredutiveis de m, (V). Afirmamos que W =W.
De fato, considere uma decomposi¢do W = W U.... UW; em componentes irredutiveis. Como
W;\ B # 0 temos que 7, (V) NW; é um aberto relativo ndo-trivial de W;. Como W; € irredutivel,

m (V) NW; = W;. Consequentemente,

ﬁz(V) = ﬂz(V)ﬂWl U...UTL’Q(V)ﬂWk =WiUJ..uw,=Ww.

Assim, concluimos que a aplicac¢do m, : V — W é dominante. Utilizando a proposicao 3.9 parte
1., obtemos:
dim(V) > dim(W) =n—1.

Por outro lado, ¢ facil ver que a fibra 7, (V) é finita para todo [z] € IP¢. Pela proposigdo 3.9
parte 2. obtemos
dim(V) < dim(W) +0=n— 1.

Logo, dim(V) = n— 1 como queriamos. Utilizando argumento andlogo para a proje¢ao
ﬂg:VkC]PquX]P]&—)]Pk,

obtemos que dim(V;) =k — 1.

Uma pergunta natural € se o argumento apresentado nesta secdo pode ser adaptado para
o calculo da dimensdo da variedade V para potenciais homogéneos com a € Z por exemplo.
Para tanto, precisarfamos mostrar que o polindmio H(z) € C|zo, ..., z,] € ndo-trivial, o que ndo
parece ser tarefa facil devido a dificuldade computacional de se calcular resultantes. Adaptar o
argumento utilizado no lema 4.1 para um potencial homogéneo com a € Z. exigiria (no minimo)
o conhecimento dos coeficientes do polindmio ciclotdmico da a—raiz primitiva da unidade @,.
Vale observar que o argumento dessa secao pode ser integralmente adaptado quando a for um

ndmero primo.

4.2 O método Jacobiano

Nesta secdo, definiremos um conjunto algébrico quasi-afim V contido em CP*", p = "(n; D

que contém todos os pares (r,z) onde r é vetor de distincias e z é vetor de pardmetros associ-
ado a uma configuracdo x de dimensao n — 2 sujeita a um potencial homogéneo com a € Z.
Calcularemos a dimensdo de V utilizando o critério Jacobiano para calculo da dimensdo de
uma variedade afim. Denotaremos um ponto de C”*" por (r,z) onde r = (r;j),1 <i<j<ne
2=1(21y--y2n)-

Seja x uma configura¢do central de dimensédo O(x) = n —2. Associemos a x um ponto

(r,z) € CPT™ tal que r é o vetor de distancias e z € o vetor de parAmetros associado a x. Utilizando
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as proposicoes 2.9 e 2.12 e aplicando uma homotetia adequada a configuracao x, de modo que

ro = 1, obtemos que o ponto (r,z) satisfaz as seguintes equagdes:

ri—1 = zizj, 1<i<j<n,acZ. 4.5)

F(r}) = 0, (4.6)

onde F (rlzj) € o determinante de Cayley Menger.
Para aplicar resultados da Geometria Algébrica, precisamos que as equacdes satisfeitas por
configuracdes centrais sejam polinomiais. Por esse motivo, estamos supondo que a € Z no que

segue. Dividiremos o trabalho em dois casos:

a>0ea<0.

421 Ocasoa>0.

Lema 4.5. Considere as variedades algébricas:

Vo={(rnz) €CP™: F(r}) =0, hij=r{;—1—zz;, 1 <i<j<n}, 4.7)
oF oF

W=z (Al:a( I1 r,‘jfla—Z1+...+ I1 r;j,—‘a—zn) . i= 1n> (4.8)
(k,D#(1,) i (k,)#(n,i) Tni

S:{(I”7Z)€Cp+ni H I’l'jZO}.

1<i<j<n
O conjunto algébrico quasi-afim:
V=W\WnNS)

contém todos os pares (r,z) associados a uma configuragcdo x de dimensdo 6(x) =n—2 com

a > 0. Dizemos que V ¢é a variedade das configuragdes centrais de n corpos e dimensao n — 2

Seja um ponto (r,z) € CP™" associado a uma configuragio x de dimensio §(x) =n—2 com
a > 0. Das equagdes (4.5) deduzimos que o ponto (r,z) € solugdo das equacdes polinomiais
que definem Vj. Além disso, pela proposi¢do 2.14 aplicada quando b = a — 1, (r,z) ndo satisfaz
simultaneamente as equacdes que definem a variedade W. Logo, o resultado segue.

Também trabalharemos com os conjuntos algébricos:
Vi={(nz) €V g,z =0}, k=2,..n

Utilizaremos o critério Jacobiano para calcular a dimensdo de V. Comecaremos calculando

as derivadas parciais de h;; com respeito as variaveis r e z:
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zi, se k=I,

ahll ar]?;17 S€ (kal) - (laj) ahl] ! .
arj | 0 kD #Gg) o ) k=T
i j , se , i ' -
! / l 0, se k#i,j.

Para fixar ideias, calcularemos a dimensdo do conjunto algébrico V associado a uma

configuracao x de quatro corpos e dimensao 2 . Nesse caso,
10 . 2 .
Vo = {(r12,713,714,723,724,734,21,22,23,24) €C 71 F(r;) =0, hj; =0, 1 <i < j<nj,
onde
hia =r{,— 1 —2z122, 4.9)
hiz =r{3—1—2zz3,
hig =r{y—1—2124,
hy =153 — 1 — 2023,

haq =194 — 1 — 2024,

h3g =15, — 1 — 2324,

10 10 . .
W:{(}"]2,}"]3,7'14,r23,r24,r34,Z1,22,Z3,Z4)GC eC 'Ai:()a l:172737 64}7

onde
A=z (M)IJL )er12 ;Fz + H )Z3r13 ;i + H1 4)z4r§‘4 : ;}i) . (4.10)
fo=a (kJ)I;:!l’z)erlz ;:2 - Hz 3) g 8853 + H Z4r§l4 1;:;)
fa=a (k, I)IT( 3)er13 aai + H erzS ;::3 +(k,l)l;!3 4)Z4r§;1%> 7
s ((k,z)gl 4)er14 ;i " H24 @ ;I; " H34 T laarF ) |

10 . _
S:{(}"12,}"13,r14,7'23,r24,r34,Z1,ZZ,Z3,Z4)GC . H rl]_O}
1<i<j<4

Temos que V = Vp \ (W US) € um conjunto algébrico quasi-afim que contém todos os pon-
tos (r12,713,714,723,124,134,21,22,23,24) € C!0 associados a uma configuracao central x com 4
corpos e dimensao 2.

Estamos prontos para calcular a dimensdo de V.

Proposicao 4.3. Se V é variedade das configuracées de 4 corpos e dimensdo 2, entdo V é

conjunto algébrico quasi-afim ndo-singular de dimensdo 3.
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Afirmamos que se (r,z) € Vp \ (WUU) entdo o posto da matriz Jacobiana J(h;;, F)(r,z) é

méximo. De fato, a matriz J(h;;, F)(r,z) é dada por:

aryy 0 0 0 0 0 =z z1 0 O
0 afs! 0 0 0 0 z3 0 z 0
0 0 afy' 0 0 0 z 0 0 z
0 0 0 arfy'! 0 0 0 z3 2 0
0 0 0 0 arfy! 0 0 z4 0 z
0 0 0 0 0 arfy' 0 0 zz z
38’?2 38’?2 3(9’];4 59753 38’54 5971:4 0000

Como um ponto de V' néo pertence a W U S, todas as quantidades r;; sdo nao-nulas. Além disso,

a menos de isomorfismo linear, podemos supor que

a1 OF

oF
—1
21 <(k lH 2279 8r i + H Z3l’13 8r13 + H Z4r14 7”14 * 0)

N)#(1,2) (k,D)#(1,4)

Desse modo, podemos fazer as seguintes trasformacodes coluna:
1
Cr — Zr}g‘*zzcl +, (4.11)
C 1 l1—a
1
C;— ;r%;aZ4C3 +C,

obtemos a seguinte submatriz 7 X 7:

—_

ar’y! 0 0 0 0 0 0
0 ary' 0 0 0 0 0
0 0 af;t 0 0 0 0
0 0 0 as! 0 0o o0 |,
0 0 0 0 afy’ 0 0
0 0 0 0 0 ard! 0
JF  OF  9F  9F  OF  JF
8r12 8r13 8r14 arz'; 8r24 8r34
onde
ae OF a,  OF 1o o OF
r r r
dry 12 2 drs 13 23 dria 1424

Uma vez que essa matriz é triangular, seu determinante é dado pelo produto dos elementos da
diagonal principal:
4.1 OF | OF .1 OF

H Tij& = H 2r2 + H Z3r13 + H z4r14 =Aj.
1<i<j<n (k,1)#(1,2) orix 2 dris r3 8
(4.12)

Como A # 0, a expressdo anterior ndo pode se anular. Logo, a matriz Jacobiana J(h;;,F)(r,z) €

M 10x7 possui uma submatriz quadrada 7 x 7 com determinante nao-nulo para todo ponto (r,z) €
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C!0. Consequentemente, J(h;;, F)(r,z) possui posto 7 para todo ponto (r,z) €V =Vp \ (WUS).
Logo, dim(@vﬁ(m)) = 3. Uma vez que Vj € o conjunto solu¢cdo de um sistema polinomial com 7
equagdes em C'°, temos que cada componente irredutivel de V; tem dimensdo maior ou igual
que 3. Com maior razao, cada componente irredutivel de V tem dimensao maior ou igual que
3. Desse modo, dim,..) (V) > 3, V(r,z) € V. Assim, ¥(r,z) € V temos:

3= dim(@v’(nz)) > dim(,’z) (V) >3,

O critério Jacobiano implica que V é conjunto algébrico ndo-singular de dimensio 3 !.
Com uma pequena adaptacdo do argumento utilizado na proposi¢ao anterior podemos pro-

var o seguinte:

Proposicao 4.4. Considere os conjuntos algébricos Vo =V NZ(z3,24) e V3 =V NZ(z4). Temos
que
dimVo) =1 e dim(Vz)=2.

A demonstracdo deste resultado é similar a da proposi¢ao 4.3. Calcularemos a dimensao de

V3. O argumento para calcular a dimensao de V, é completamente andlogo.

A menos de isomorfismo linear podemos supor que (observe que, por hipdtese, Az e A4 sdo

iguais a zero):

oF
A=z ( H 2r, 5—+ H By 53—+ H Z4r?4_1—> #0.
( arin ari3 (k)£ (14) Iris

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ar’;' 0 0 0 0 0 2=z 0 0
0 a’y' 0 0 0 0 z3 0 z; 0
0 0 ary' 0 0 0 z4 0 0 z
0 0 0 ay! 0 0 0 zz 22 0
0 0 0 0 afdy! 0 0z 0 z
0 0 0 0 0 arfy’ 0 0 z3 z

I De fato, V é variedade analitica paratodoa € R
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Retirando a oitava coluna dessa matriz obtemos a seguinte matriz 9 x 9:

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
arf’s' 0 0 0 0 0 z 0 0
0 afs! 0 0 0 0 z3z1 0
0 0 arfy! 0 0 0 z4 0 z
0 0 0 as! 0 0 0 z 0
0 0 0 0 afy!' 0 0 0 z
0 0 0 0 0 ary' 0 3z
gL g g g8 g 0 0

Afirmamos que o posto desta matriz € 9. De fato, expanda o determinante pela primeira e

segunda linha, obtendo, a menos de sinal:

ar’;1 0 0 0 0 0

0 afs! 0 0 0 0 =z

0 0 ar’y' 0 0 0 z

0 0 0 afy! 0 0 0

0 0 0 0 af' 0 0

0 0 0 0 0 af' 0

9F  9F  9F  9F  JoF  JF
8712 a7’13 37‘14 (9}“23 ar24 (9}’34

Por um argumento completamente andlogo ao utilizado na proposi¢ao anterior, deduzimos que
o determinante desta matriz 7 x 7 é ndo-nulo. Uma vez que J(z3,24,;j,F)(r,z) possui posto 9,
pela proposicao 3.7,

dim(Vy) =1

Na préxima proposi¢do, calcularemos a dimensao de V para configuracdes com uma quan-

tidade arbitraria de corpos.
Proposicao 4.5. V é um conjunto algébrico quasi-afim ndo singular de dimensdo n — 1.

Como a variedade quasi-afim V € um aberto de Zariski da variedade V), para todo ponto
(r,z) €V temos que. Oy () = Oy (... Mais ainda, dim(®y,,.)) = dim(Oy, (,..)) € igual a
nulidade da matriz Jacobiana J(r, z) das equagdes F e h;j, 1 <i < j <nno ponto (r,z) €V, que
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¢ a matriz (p+n) x (p+n) dada por:

a0 0 ... O 0O ... 0 =z .. 0
0 a“' 0 ... 0 0O ... 0 zz .. 0
0 0 afl ... 0 0 ... 0 z .. 0
J(r,z) = 0 0 0 arf, Lo 0 Zn 2
0 0 0 0 aryy! 0 0 0
0 0 0 . 0 o apl 0z
JoF JoF JoF JoF JoF JoF 0 0
dara oar3 orya e ori, d0ry; e ar(n_l)” e

A ideia da demonstragao consiste em verificar que J(r,z) possui posto maximo. Como nenhum
ponto de V satisfaz, simultaneamente, as equagdes que definem W, podemos supor, a menos de

isomorfismo linear, que (r,z) ndo satisfaz a equacdo

8F 8F
(k)#(1.2) 2 (kD)#((n—1).m) "
Fazendo as transformacdes-coluna:
1 .
C@H_)a “Zig1Ci+ Con- o)y i=1,..,n—1,
obtemos a seguinte matriz (p+1) x (p+1):
arfst 0 o ... 0 0 .. 0 O
0 a9’ 0 ... 0 0 .. 0 0
0 0 a%' ... 0 0 .. 0 0
0 0 o .../ 0 ... 0 0|,
0 0 0o ... 0 ' ... 0 0
oF  9JF  JF JoF  JF oF
arp dri3 drig T dryy, drz T dr_y,
onde
1—a OF JdF l—a
a=rp, o Z2+r13 o Z3+ Ay, arlnzn.

Uma vez que a matriz acima é trlangular, seu determinante ¢ dado pelo produto dos elementos
da diagonal. Logo, a menos de multiplicagdo por constante ndo-nula, este determinante é dado

por:
oF oF
—1 1 —1
I I Vl‘-lj o= I I er B —2+...+ I I rkl 8r1 = <n-

1<i<j<n (kD)£(1,2) 12 (k1)#((n—1),n) "
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Esta dltima equag@o ndo se anula, pois (r,z) € W. Disto segue que a nulidade de J(r,z) é
n—1. Uma vez que V; e dado pelo conjunto solu¢do de p + 1 equagdes em C”*", temos que

dimy,;)V > n— 1. Desse modo, para todo ponto (r,z) € V tém-se:
n—1=dim0,y > dim,;V >n—1.

Utilizando o critério Jacobiano, concluimos que V € um conjunto algébrico quasi-afim nao-

sigular de dimensao n — 1.
Proposicao 4.6. A variedade Vi, =V NZ(Zx11,-..,2n) possui dimensdo k — 1.

Essa proposicao pode ser demonstrada de maneira andloga a proposi¢ado 4.5, considerando

a matriz Jacobiana das equacdes F =0, h;; =0, z41 = ... = 2, = 0.

422 0Ocasoa<0

Procedemos de maneira andloga ao caso a < 0. Assim, definiremos um conjunto algébrico
quasi-afim que contém todos os pontos associados a uma configuracdo de dimnesdo n — 2

quando a < 0.

Lema 4.6. Considere os conjuntos algébricos de CP™":
Vo= {(r,z) € CP*": F( i) =0, hyj = Yzzj+1)—1=0, 1<i<j<n}, (4.13)

e

oF JoF
= L= 7. _a 1— —a—1 | —
W_Z<‘Pl Z ((kl| | FRIR [T 3 n) i 1n> (4.14)

’ )7&(171) ( i(n l)
O conjunto algébrico quasi-afim:
V=W\W

contém todos os pontos (r,z) associados a uma configuragdo x de dimensdo 6(x) =n—2.

Se a < 0 entdo um ponto (r,z) € CP*" associado a uma configuragio central de dimensdo
n — 2 satisfaz as equacoes:
I"?j—l:ZiZj, 1§l<]§l’l

Multiplicando a equagio anterior por r;; i 4, obtemos:

1=r;*(1+zz)).

Logo, (r,z) satisfaz as equagdes que definem Vj. Por outro lado, pela proposi¢ao 2.14 aplicada
quando b = —a — 1, o ponto (r,z) ndo satisfaz simultaneamente as equagdes que definem a
variedade W.

Novamente utilizaremos o critério Jacobiano para calcular a dimensao de V. Calculando as

derivadas parciais das equag0Oes /;; com respeito as variavéis r e z:
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r%z., se k=i, o ..
o Loy [ et e s D=
’ ’ 0, se (k1) # (i,))

dhij _
aZk N

rl-;“z,-, se k=
0, se k#i,].

Como (r,z) € V, temos que (r,z) satisfaz as equacdes que definem Vp, obtemos:

8h,-j

r,-,-aTkl(r,z) = —ar;(1+zzj) = 1.

Portando, podemos reescrever as derivadas parciais das ;; com respeito as variaveis r e z da

seguinte maneira:
—a, .
riizj,  se k=1,

dhij oh;; e se (ki1)=(i,j
a—u = ri;“zi, se k=17, , 8_J(r’z) = Tij ( ) ( ]> )
* i 0, se (k1)# (i)

0, se k#i,].
Estamos prontos para calcular a dimensdo de V.

Proposicao 4.7. V é um conjunto algébrico quase-afim de nao-singular de dimensdo n — 1.

Como a variedade quasi-afim V € um aberto de Zariski da variedade V), para todo ponto
x € V temos que Oy, = Oy, . Temos que dim(By ) = dim(Oy, ) € igual a nulidade da matriz
Jacobiana J(r,z) das equagdes F e h;j, 1 <i< j <nnoponto (r,z) €V, que é amatriz (p+n) x
(p+n) dada por:

% 0 o ... 0 0o ... 0 ry2 . 0

0 % 0o ... 0 0o ... 0 F323 ... 0

0 0 ﬁ ... 0 0o ... 0 razs ... 0

J(r7z): 0 0 0 % 0 0 }";,lazn }"3121
0 0 o ... 0 =2 .. 0 0 0
23

0 0 o ... 0 ... ... r(,,_jm 0 r(_n‘il)nzn,l
9F  JF  JF JoF  JF oF 0 0

drip dri3 driy T Ay, drz T dr_y,

Como nenhum ponto de V satisfaz as equagdes que definem W, a menos de isomorfismo linear,

podemos supor que x ndo satisfaz a equagao:

oF oF
Y, =z ol Sy ST rfn"fl—zn =0].
((MH e ( L1, I >

)#(1,2) k,1)#(1,n)

Fazendo as transformacdes-coluna:

+1 -
Cp_H —>I’?n Z,‘+1C1—|—Cp+1, i=1,...n—1,
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obtemos a seguinte matriz (p+ 1) x (p+1):

%l 0 o ... 0 0o ... 0
0 r_—a o ... 0 0o ... 0 0
13
0 0 r_—“ ... O o ... 0
14
0 0 r_—a o ... 0
1n )
0 0 0 0 ;—a 0 0
23
0 0 o ... 0 e e S —4
(n—1)n
OF  JF  JF OF  JF _OJF
drig driz drig T dri, drz T drgyy,
onde OF OF oF
o= a+1l Y% at+l ¥~ q+1 )
s 911 2+ 8r13Z3 + ...+, arlnzn

Como a matriz anterior € triangular, seu determinante ¢ dado pelo produto dos elementos na sua
diagonal principal. Portanto, o determinante € dado, a menos de multiplicacdo por constante

nao-nula, pela seguinte expressao:
JdF JoF JdF
-1 a+1 a+1 a+1 -1 a
IIr.. N, =—z22+1r; =—xn+..+r" =z, | =¥z IIV
ij ( 12 Ir 2 13 s 3 i n <1 ij

A segundo membro da equacdo acima ndo se anula, pois ¥ € ndo-nula e todas as coorde-
nadas r do ponto (r,z) também s3o ndo-nulas. Disto segue que a nulidade de J(r,z) é n— 1.
De maneira completamente andloga ao caso a > 0, concluimos que V € um conjunto algébrico

quasi-afim ndo-singular de dimensao n — 1.
Proposicao 4.8. A variedade Vi, =V NZ(Zx11,-..,2n) possui dimensdo k — 1.

Esse lema pode ser demonstrado, de maneira andloga a proposi¢do anterior, considerando a

matriz Jacobiana das equacgoes F =0, h;; =0, 7441 = ... = 2, = 0.

4.3 Finitude genérica de Configuracoes de Dimensao n —2

Nesta secao provaremos que para uma escolha genérica das massas, o numero de
configuracdes centrais de dimensdo n — 2 € finito. Estudamos a variedade das configuragdes
de dimensdo n — 2 usando as varidveis (r,z) € CP™, onde p = n(n—1)/2. Considere m =

(my,...,my) € C", o vetor das massas, e [m] € P"~! suas coordenadas homogéneas.

Proposicao 4.9. O conjunto algébrico quasi-projetivo

I = {((n2),[m]) eCP*" xP"~": (4.1) e (4.16) valem}
= {((nz),[m]) eV x P! (4.16) valem}, (4.15)

contém todos os pontos ((r,z),[m]) € CP" x P! provenientes de configuracdo central.
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De fato, se ((r,z), [m]) é um ponto proveniente de configuracao central entdo as coordenadas

deste ponto satisfazem as equagdes (2.28), que sdo dadas por:
mSixAp = my S Ag.
Multiplicando essas equacdes por A; e usando as equagoes (2.23) e (2.33) nds encontramos:
miziziFjr = myziz Fi, (4.16)

ondei,k,l € {1,...,n} e sdodistintos, e j € {1,...,n}. Como as equacdes (4.16) sao homogéneas
nas varidveis m, de fato obtemos um conjunto algébrico quasi-projetivo em CP*" x IP"~ 1,
Neste momento vamos lembrar a conjectura de Chazy-Wintner-Smale:
“Considere n corpos pontuais com massas positivas mj,...,m,. E finito o ndimero de

configuracdes centrais correspondentes? ”

Uma observagdo crucial é que, se fixarmos massas positivas mj, ..., m,, os pontos (r,z) as-
sociados a configuragoes centrais de dimensdo n — 2 estdo em 7, Ymy o omy)).

Consideraremos as projegdes 7, : I' — CP*" e m, : I — IP*~!. Infelizmente, ndo sabemos
se I € irredutivel, portanto, decomporemos I" em componentes irredutiveis I'y. Para provar o
desejado resultado de finitude genérica, a nossa estratégia serd restringir 7, a cada componente
irredutivel Iy e provar que para uma escolha genérica das massas a fibra 7~ 1([m]) é finita
em cada ['. Note que isso garante que para uma escolha genérica das massas a quantidade
de configuracdes de dimensdo n — 2 € finita. Se uma componente irredutivel I'y, ndo contiver
configuracdes de dimensdo n — 2 entdo podemos retird-la da nossa analise. Um problema natural
que surge € caracterizar quais componentes de I cont€m configuracoes de dimensdo n — 2.

Seja I'; uma componente irredutivel de I'. Dizemos que I'; de uma componente de Dziobek

de I' se a seguintes condicdes sdo satisfeitas:
1. Pelo menos dois dos z; # 0 quando vistos como fungdes regulares del’;.

2. Pelo menos dois cofatores principais Fj; # 0, 1 <i < n quando vistos como fungdes regu-

lares del;.

Lema4.7. As componentes Iy, de I que ndo sdo de Dziobek ndo contém configuragoes centrais

de dimensdo n — 2.

De fato, se ((1,z),[m]) € CP*" x P"~! que provém de uma configuragio central de dimensio
n —2, entdo a proposicdo 2.9 garante que o item 1. ndo vale, e a proposicdo 2.12 garante que
2. ndo vale. Logo, ((r,z),[m]) € CP*" x IP"~! nio pode pertencer a uma componente que nio é
Dziobek.

A proposi¢@o abaixo garante que se algum F;; se anula identicamente em uma componente

de Dziobek, entdo uma das variaveis m ou z também se anula.
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Proposicao 4.10. Seja ', uma componente de Dziobek e suponha que F;; =0 em Iy, para

algum par de indices com 1 <i,l < n. Entdo mym;zizi =0 em Iy,

Uma vez que Fj; =0, deduzimos da equagio (2.22) que Fy Fj; = 0 para todos j,k € {0,...,n}.
Se Fy #0, 0 < k < n, entdo, pela irredutibilidade de T'y, segue que Fj; = 0, para todo j €
{0,...,n}. Portanto, ou todos os Fyx = 0, ou todos os F;; = 0. Logo podemos assumir, sem
perda de generalidade, que Fj; =0, 1 < j < n. Sabemos que I'y € uma componente de Dziobek,
logo existem dois indices k tais que Fj; £ 0. Como Fj; = 0, podemos tomar k # i,/. Fazendo
J = k na equagdo (4.16), obtemos m;z;iz;Fyx = 0. Logo, novamente pela irredutibilidade de 'y,
m;m;z;z; = 0 em ', como queriamos demonstrar.

Note que se 7y : I'gy — IP?K_I nio for dominante temos que se [m] € P"~ !\ m,(T'y) a fibra é
vazia. Portanto, j4 temos a finitude genérica da fibra nesse caso.

Uma componente 'y, € chamada de massa-dominante se mp : I'g, — P"~! ¢ dominante.

Dizemos que I'y € ndo-degenerada se z; #0 e F;; £ 0, Vi, j € {1,...,n}. Caso contrrio,

dizemos que I'y é degenerada.

Lema 4.8. Se 'y, ¢ ndo-degenerada, entdo existe subconjunto aberto de Zariski Uy C Iy, tal
quezi #0e F;; #0, Vi, je{l,...n}.

Tome Uy = T\ ((UZ(z0)) U(UZ(E))).

Lema 4.9. Toda componente de Dziobek massa-dominante ndo-degenerada I'y, tem dimensdo

n—1.

Como I'y, é massa dominante, nés temos dim(I'y) > n— 1. Resta provar a desigualdade
contraria. Suponha I'y, ndo-degenerada e considere a aplicacao regular 7y : Uy, — V, onde Uy €
como no lema acima. Todas as fibras 7, ! ((r,z)) sdo finitas pois as equagdes (4.16) determinam
as massas a menos de multiplicagéio por constante. Logo 7, Y((r,2)) é conjunto unitério. Pelo
teorema 4.7, dim(V) = n— 1. Entao segue da parte 2. da proposi¢do 3.9 que dim(I'y) <n—1.

Lema 4.10. Toda componente de Dziobek massa-dominante degenerada I'y, tem dimensdo n —
1.

Suponha que I'y, € degenerada. Por defini¢do, z; = 0 para algum indice 1 <i < n. Podemos
supor sem perda de generalidade que existe algum indice 2 <k <ntalquez; Z0paral <i<k
e zi=0para k+ 1 <i <n. Devido a este fato e a massa-dominancia, temos que m;m;z;z; # 0
para 1 <i, j < k. Portanto, pela proposi¢ao 4.10 para estes i, j, F;; # 0. Tome Uy C I'q, tal que
zi#0eFjj#0,1<i,j<kemIy e considere a projecdo 7y : Uy — V). Dado (r,z) € Vj, calcu-
laremos 7, ! (V). Se (r,z) € Vi, podemos resolver a equagio (4.16), a menos de multiplica¢do
por constante, unicamente para m;, 1 <i < k. Temos ainda que todas as equacdes envolvendo

as massas my 1, ..., m, sao identicamente nulas. Desse modo, a fibra ;" Y(V) contém uma cépia
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do espago afim (n — k)-dimensional. Portanto, a dimensao de 7; ((r,z))é maior ou igual a n — k,

para todo (r,z) € V. Como dim(V) é k — 1, encontramos:
dim(Ty) <k—14n—k=n—1,

como queriamos mostrar.

Combinados, os lemas 4.9 e 4.10 provam o seguinte:
Proposicao 4.11. Toda componente de Dziobek massa-dominante Iy possui dimensdo n — 1.

Denotamos por I'p C I" a unido de todas as componentes de Dziobek. Para uma massa
fixada [m] € P", escrevemos I'p([m]) = {((r,2)) : ((r,2),[m]) € [p}.

O préximo resultado € nosso resultado principal acerca de finitude genérica.

Teorema 4.2. Existe uma subvariedade prépria do espago das massas, B C P!, tal que se
[m] € P"~'\ B, a fibra T'p([m]) é finita.

E suficiente considerar cada componente irredutivel I'y, de I'p. Se I'y ndo € massa domi-
nante, para [m] € "'\ m ('), a parte da fibra I'p([m]) que estd em I'y, é vazia. Seja B a unido
dos m(T'y)’s onde Iy, ndo é componente massa-dominante. Entdo, para [m] € P!\ B, a parte
da fibra I'p([m]) que estd em ', € vazia.

Se I'g € massa-dominante, entdo pelo teorema anterior, temos que dim(I'g) =n — 1. Desde
que a proje¢do € um mapa regular, segue da parte 3 da proposi¢ao 3.9 que existe um aberto Ag
tal que se [m] € "1\ Ag entdo 7, ' ([m]) é finita.

Tome B = ((UgBg)U(UpAg)). Tomando [m] € P"~'\ B temos que a fibra Ip([m]) ¢ finita.

Isso prova o resultado.

Lema 4.11. Se uma componente Iy de T nédo é massa-dominante, entdo, m(I'g) N ]l”fl{l estd

. . . n—1
contida em alguma subvariedade propria de P .

Como () estd contida em alguma subvariedade prépria de IP*~!, podemos considerar f
polindmio complexo ndo-nulo que se anula em m,(I'y). Entdo as partes real e imagindria deste
polindmio também se anulam identicamente em 7, (I'g) N ]Pﬁ{l. Elas também sdo polindmios
nao-nulos, porque polindmios que se anulam identicamente em ]P?R_1 também se anulam iden-
ticamente em IP"~!. Disto segue o resultado.

Finalmente vamos mostrar a finitude genérica para configuragdes centrais reais, ou seja,
provaremos que fora de uma variedade projetiva B no espagco das massas existe um nimero

finito de configuracdes centrais de dimensao n — 2.

Teorema 4.3. Existe uma subvariedade propria do espaco das massas, B C IP?R_I, tal que
se [m] € P '\ B, entdo [m] admite somente um niimero finito de configuragdes centrais de

dimensdo 6(x) = n—2 a menos de simetria.
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Se B C P! ¢ o conjunto algébrico obtido no teorema 4.2, entdo, pelo lema 4.11, BN
IPF’R_1 C IP?’R_1 ¢ uma subvariedade propria de IP?R_1 tal que se [m] € BN le'R_1 temos que a fibra
I'p([m]) é finita. Isto implica que para uma massa genérica [m| fixada, temos um nimero finito
de possibilidades para as distdncias mutuas r;; de uma configura¢do de dimensio n — 2. Desde
que as distancias mutuas determinam as configuracdes a menos de rotagdo e reflexdo, a primeira
parte do teorema estd provada.

Agora provaremos que para uma escolha genérica das massas o nimero de configuragcdes
centrais de dimensao n — 2 correspondentes ¢ menor do que uma cota que independe da parti-
cular escolhas de [m]. Para tanto utilizaremos a teoria de Thom e Milnor sobre a homologia das
variedades algébricas. Esta teoria nos fornece uma cota superior para o nimero de componentes
conexas de qualquer variedade algébrica real que depende somente do ndmero de varidveis e do

grau das equagdes usadas para definir a variedade.

Teorema 4.4. Sejam f,..., fm € Rx1,...,x,] tais que k = mdx{gr(f1),...,gr(fm)}. Seja X =
{xeR": fi =...= f;u = 0}. Entdo o niimero de componentes conexas de X é menor ou igual
ak(k—1)"1,

Para uma demonstrag@o desse teorema, consulte (20) e (21).

Teorema 4.5. Para qualquer [m] = [my :...:my| € ]Pf’R_l \ B, o niimero de configuragdes centrais

de dimensdo n —2 com massas my,...,m, e potencial inteiro a € Z. é menor do que k(2k —
n(n—1)

D~z 1 onde

mdx{—a+2,2n+2} se a;0,

mdx{a,2n+2} se a;0.

k=

Demonstraremos o teorema no caso em que a < 0. Para o caso em que a > 0 a demonstrac¢do
¢ analoga. Escolha [m] = [m; : ... :m,] € ]P’fl{1 \ B. Qualquer configuragio central de dimensao

n— 2 associada a [m| pertence ao conjunto

n(n-2)

X={(nz)eR" 2 ™: F(rizj) =0, r;;*(zizj+1) =1 =0, mzizeFj — myziz Fje = 0}

O grau médximo dos polindmios que definem o conjunto X é k = max{—a+2,2n+2}. Observe
que k independe da escolha das massas. Pelo teorema 4.4, o niimero de componentes conexas
de X é no maximo k(2k — 1)@”’1. Uma vez que X € finito, cada ponto de X determina
sua propia componente conexa. Em particular, cada configuracio central de dimensao n — 2

associada a [m| determina uma conponente conexa de X. Isso prova o resultado.
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