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RESUMO

O Teorema da Dimensao das Fibras para variedades projetivas é uma ferramenta muito im-
portante da Geometria Algébrica e tem inimeras aplicagdes. Por exemplo, pode-se utilizi-lo
para calcular a dimens@o do espaco das matrizes cujo posto € menor do que ou igual a k ou a
dimensdo da variedade de incidéncia I' = {(x,/,p) | p €l C &}, onde 7 é um plano, / é uma
reta e p € um ponto em algum espaco projetivo. Neste trabalho, apresentamos a versao do Teo-
rema da Dimensao das Fibras para esquemas afins. Esta versdo € particularmente interessante
devido a existéncia de pontos ndo-fechados. A estratégia utilizada para provar este resultado é
a sugerida pelo exercicio 3.22 da pagina 95 em (1) e também utilizada em (2). Inicialmente,
estudamos o conceito de Espaco Topoldgico Noetheriano e apresentamos duas classes basicas
e importantes em Geometria Algébrica: Variedades Afins e Espectros de Anéis; consideramos
a nocado de dimensao a partir dos pontos de vista algébrico - dimensao de Krull de um anel co-
mutativo e grau de transcendéncia de uma extensdo de corpos - e topoldgico e provamos que se
considerarmos uma K-algebra finitamente gerada, os trés conceitos de dimensdo apresentados
coincidem. Em seguida, definimos pré-feixe, feixe e morfismos entre feixes e exibimos varios
exemplos; apresentamos os esquemas afins, os morfismos entre esquemas afins e a equivaléncia
entre a categoria dos anéis e a categoria dos esquemas afins, € demonstramos o nosso resultado
principal. Por fim, exibimos duas aplicagcdes relevantes e diversas do Teorema da Dimensao
das Fibras: a contagem das retas numa superficie cibica no espaco projetivo tridimensional
complexo (um problema da Geometria Algébrica) e a finitude genérica das configuragcdes de

Dziobek (um problema da Mecanica Celeste).

Palavras-chave: Teorema da dimensao das fibras. Pontos nao-fechados. Esquemas afins.



ABSTRACT

The Fibers Dimension Theorem for projective varieties is a very important tool of Algebraic
Geometry and has many applications. For example, it can be used to calculate the dimension
of the space of matrices whose rank is less than or equal to k or the size of incidence variety
I'={(m1,p)| pe€lCr}wheremisaplane,is aline, and p is a point in some projective space.
In this work, we present the version of the Fibers Dimension Theorem for affine schemes. This
version is particularly interesting due to the existence of nonclosed points. The strategy used
to prove this result is suggested by the exercise 3.22 from the page 95 in (1) and also used in
(2). Initially, we studied the Noetherian Topological Space concept and presented two basic and
important classes in Algebraic Geometry: Affine Varieties and Ring Spectrum; we consider the
notion of dimension from the algebraic points of view - Krull dimension of a commutative ring
and degree of transcendence of a field extension - and topological, and prove that if we consider
a finitely generated K-algebra then the three dimension concepts presented coincide. Next,
we define pre-sheaf, sheaf and morphisms between sheaves and we show several examples; we
present the affine schemes, the morphisms between affine schemes, and the equivalence between
the category of rings and the category of affine schemes, and we demonstrate our main result.
Finally, we present two relevant and diverse applications of the Fiber Dimension Theorem:
the counting of the lines on a cubic surface in the complex three-dimensional projective space
(an Algebraic Geometry problem) and the generic fineness of the Dziobek configurations (a

Celestial Mechanics problem).

Keywords: Fibers dimension theorem. Nonclosed points. Affine schemes.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste texto € provar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Teorema da Dimensao da Fibra). Se X e Y sdo esquemas afins integrais de tipo
finito sobre um corpo Ke f: X — Y é um morfismo dominante, entdo existe um conjunto aberto

ndo-vazio U C Y tal que diim £~ (y) = r, para todo y € U, onde r = dimX — dimY.

Certamente, o teorema acima pode ser lido no compéndio de Eisenbud, Corolario 14.5 (p.
310 em (3)). Mas a estratégia que utilizaremos para provar o Teorema 1.1 acima foi sugerida
pelo exercicio 3.22 da pagina 95 em (1). Mais precisamente, o exercicio citado nos diz que é

suficiente demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.2 (Teorema 3 na p. 49 de (4) ). Sejam X e Y esquemas afins integrais de tipo finito
sobre um corpo K e f : X — Y um morfismo dominante. Se r = dimX —dimY, entdo existe um

subconjunto aberto ndo-vazio U C Y tal que:
]' f(X) g U)‘

2. se W é qualquer subconjunto fechado irredutivel de Y tal que W NU # 0 e Z é uma
componente irredutivel de =" (W) tal que Z N f~1(U) # 0, entdo temos que dimZ =
dimW +r.

E importante salientar que a demonstracio do Teorema 1.1 ndo é apenas uma aplicagio
do Teorema 1.2, devido a existéncia de pontos nao-fechados como é o caso dos esquemas
afins com a topologia de Zariski. De fato, neste trabalho ndo exibiremos a demonstracao do
Teorema 1.2. Concentraremos nossa aten¢do nas demonstragdes dos resultados que usaremos
para concluir o Teorema 1.1 no caso dos pontos nao fechados, mostrando que necessitamos ser

mais cuidadosos com esses.

Para aqueles que ndo estdo familiarizados com a natureza das variedades algébricas
e, em particular, com esquemas de pontos, onde podemos encontrar pontos nao-fechados,
recomendamos a bela exposi¢do em (5), onde alguns pontos nao-fechados aparecem como
limites de um ntimero finito de pontos simples e outros resultados muito interessantes. Também
em (6) podem ser encontrados alguns resultados sobre pontos nao-fechados no plano projetivo.
Também recomendamos ao leitor o estudo de “Quadruplas de Pontos no Plano Projetivo” feito
por Avritzer-Vaisencher em (7), “Quadruplas Projetivas em IP? e Férmula de Localizacdo de
Bott” feito por Rojas-Mendoza-Silva em (8) e “Sextuplas Conicas” feito por Rojas-Vaisencher
em (9), onde sdo dadas descrigdes explicitas das variedades que parametrizam esses subesque-

mas de graus 4 e 6, contidos numa cOnica, respectivamente.



2 ESPACOS TOPOLOGICOS NO-
ETHERIANOS

Um espaco topoldgico X é chamado noetheriano se para qualquer sequénciaY; 2O Y, O ...
de subconjuntos fechados de X existe um inteiro r talque ¥, =Y, 1 = ... .

Sejam X um espaco topologico e ¥ um subconjunto de X, munido da topologia induzida
pela topologia de X. Y é chamado irredutivel se ndo é a unido de dois subconjuntos fechados

proprios de Y.

Proposicao 2.1. Se X é um espaco topolégico noetheriano entdo todo subconjunto fechado
ndo-vazio Y pode ser escrito como uma unido finita Y =Y U...UY, de subconjuntos fecha-
dos irredutiveis Y; C Y. Além disso, se for exigido que Y; 2 Y;, para i # j, entdo os Y;’s sdo

unicamente determinados.

Demonstracao. Primeiro mostraremos a existéncia de uma tal representacdo. Seja .% a familia
dos subconjuntos fechados nao-vazios de X que ndo podem ser escritos como uma unido finita
de subconjuntos fechados irredutiveis. Se .% é ndo-vazia entdo, como X é noetheriano, segue
do Lema de Zorn que .% deve ter um elemento minimal, digamos Y. Por constru¢do de .%#,
Y ndo é irredutivel e, portanto, podemos escrever Y =Y’ UY”, onde Y’ e Y” sdo subconjuntos
fechados préprios de Y. Da minimalidade de Y, segue que Y’ e Y” podem ser escritos como
uma unido finita de subconjuntos fechados irredutiveis e, consequentemente, ¥ também pode,
o que é uma contradicdo. Concluimos que todo subconjunto fechado ¥ C X pode ser escrito
como uma unido finita Y =Y; U... UY, de subconjuntos fechados irredutiveis.
Para eliminar subconjuntos desnecessarios, podemos assumir que Y; 2 Y;, para i # j. Supo-
nhamos que ¥ = Y/ U...UY] é outra tal representac¢do. Entdo ¥/ C Y =Y; U...UY, e, portanto,
Y] =U(Y{NY;). Mas, como Y| € irredutivel, segue-se que Y] C Y;, para algum i, digamos i = 1.
Analogamente, ¥ C Y/, para algum j. Entdo ¥] C Y] e, portanto j = 1. Logo, Y| =Y. Seja
Z=Y\Y;. Entio Z=Y,U...UY, e também Z = ¥, U...UY]. Procedendo-se por indugdo sobre
r, obtém-se a unicidade do Y;’s.

|

Os subconjuntos fechados ¥; que aparecem na decomposic¢ao de ¥ como uma unido finita de
subconjuntos fechados irredutiveis unicamente determinados sdo chamados as componentes

irredutiveis de Y.

A seguir apresentamos duas classes de exemplos importantes no que diz respeito ao

desenvolvimento deste trabalho.



2.1 Variedades afins

Consideremos o conjunto C" das n-uplas de elementos de C.
Uma variedade afim X é simplesmente o (locus) lugar geométrico dos zeros comuns de uma
colecdo de polindmios em Clxy,...,x,]. Mais precisamente, seja S C Clxy,...,X,] um conjunto

de polindmios. O conjunto dos zeros de S em C”
Z(S) =A{(a1,....,an) € C"| f(ay,....,an) =0,V f € S},

¢ a variedade afim determinada pelos polindmios f € S.

Observacoes.
1. Sejam S; C S, C C[xy,...,xn|. Se a € Z(S,) entdo f(a) =0, Vf € S;. Em particular,
fla) =0, Vf €S e, portanto, a € Z(S1). Logo, Z(S1) D Z(S3).

2. Denotemos por (S) o ideal gerado por S em Clxy, ..., X).

Como S C (S), segue diretamente do item anterior que Z(S) 2 Z((S)). Por outro lado,

seacZ(S)e fe(S),entdo f=g1f1+ ...+ g fi> para alguns fi,....fx €S, g1,...,8k €
Clx1,...,xs]. Logo f(a) = gi1(a)fi(a)+ ...+ gr(a) fr(a) = 0 e, portanto, a € Z((S)). Desse
modo, Z(S) C Z((S)). Logo, Z(S) = Z({S)).

3. Em particular, temos que se I C C[xy,...,x,] é um ideal e {fi,..., fi} C Clxy,...,x,] é
um conjunto qualquer de geradores para I entdo Z(I) = Z({f1,..-,fx})- Em lugar de

Z({f1,---, fr}) passaremos a escrever Z(f1, ..., fi)-
Exemplo 2.1. Consideremos o anel C|x,y).
1. Z(1) =0;
2. Z(0) = C? é chamado o plano afim;
3. Z((y)) = {(a,0) € C*| a € C} é uma reta afim.

Proposi¢ao 2.2. A familia {Z(I1)€ | 1 C C|x1,...,x,] é um ideal } é uma topologia em C" a qual

chamaremos Topologia de Zariski.
Demonstracao. Observe que:
e Z(1)=0eZ(0)=C".

e Se ] e I sdo ideais de Clxy,...,x,] entdo Z(I, ) UZ(L) = Z(I115).
Como 1, C 1) e I1I; C I, temos que Z(I1) 2 Z(I}) e Z(I,) 2 Z(I) e, portanto,
Z(hb) 2 Z() UZ(b).
Por outro lado, seja a € Z(I1I;). Entao f(a) =0, Vf € I1I,. Suponha que a ¢ Z(I;).
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Entdo existe g € I} tal que g(a) # 0. Para todo f € I, temos que fg € I1; e f(a)g(a) =
(fg)(a) =0. Logo, f(a) =0. Como f € I, foi escolhido arbitrariamente, f(a) =0, Vf €
I e, portanto, a € Z(I). Portanto, Z(I11,) C Z(I;) UZ(D,).

o Se {Iy}q ¢ uma familia de ideais em C|xy, ..., x,] entdo NZ(Iy) = Z(Uly).
Para cada o, temos que I C Uly e, portanto, Z(Iy) 2 Z(Uly). Consequentemente,
NZ(Ig) D Z(Uly).
Por outro lado, seja a € NZ(Iy). Entdo a € Z(Iy) para cada . Isto é, f(a) =
0, Vf € Iy, Yo 0 que implica em f(a) =0, Vf € Uly e, portanto a € Z(Uly). Logo
NZ(I) C Z(Uly).

Desse modo, os conjuntos Z(/) formam uma colec¢@o de subconjuntos fechados de C". |

z

Isto €, a Topologia de Zariski sobre C" é simplesmente a topologia na qual os conjuntos

fechados sdo dados por Z(I), para algum ideal I C C[xy, ..., x,].

Chamaremos de espago afim (n-dimensional) sobre o corpo C o espago topolégico C” mu-

nido da Topologia de Zariski e o denotaremos por A”.

Exemplo 2.2. 1. Todo ponto (ay,...,a,) € A" é fechado, uma vez que
{(a1,....,an)} =Z(x1 —ai,...,xn — an).

2. U% ={(a,0) € C*| a € C}€ é aberto em A?, uma vez que % = Z(y)<, comy € Cx,y).

3. O conjunto X = % U{(0,0)} C A? ndo é nem fechado nem aberto.

Suponha que X é aberto em A%  Entio X¢ = {(a,0) € C*| a € C,a # 0} ¢
fechado.  Isto é, existe um ideal 1 C Clx,y] tal que X¢ = Z(I).  Considere
fx,y) =a,(x)y"+...+ a1 (x)y+ao(x) € I. Temos que f(a,0) =ap(a) =0, VaeC, a#0
e, portanto, aog(x) = 0. Logo, f(x,y) = a,(x)y" + ... +ai(x)y e, em particular £(0,0) = 0.
Como f € I foi escolhido arbitrariamente, temos que f(0,0) =0, Vf € I e, portanto,
(0,0) € Z(I), 0 que contradiz a hipétese de X© = Z(I).

Suponha, agora, que X é fechado em AZ. Entdo existe um ideal J C C[x,y] tal que
X =Z(J). Considere f € J. Fixado a € C, a # 0, temos que (a,b) € X, Vb e C, b#0
e também que f(a,y) é um polindmio na varidvel y, o qual denotaremos por f,(y). Mas
fa(b) = f(a,b) =0, ¥V b eC, b+#0 e portanto, f,(y) =0. Em particular, f(a,0) =
fa(0) =0. Como f € J foi escolhido arbitrariamente, temos que f(a,0) =0, Vf € J e,
portanto, (a,0) € Z(J), o que contradiz a hipdtese de X = Z(J).
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Exemplo 2.3. Um espaco topologico X é um Espaco de Hausdorff se quaisquer dois pontos
distintos de X podem ser separados por vizinhangas, isto é, se x e y € X, entdo existem
vizi-nhangas U de x e V de y tais que U NV = 0. Quase todos os espagos encontrados em

andlise sdo de Hausdorff. Por exemplo, todo espaco métrico é de Hausdorff.
No entanto, A" ndo é um espaco de Hausdorff, como veremos a seguir.

Sejam a, b € A" e U, V abertos de A" com a € U e b € V. Temos que
U=A"—-Z(1) e V=A"—-Z(J), onde I, J sdo ideais de Clxy,...,x,|. Observe que
unv =A"—(Z(HUZ(J)) = A" —Z(lJ). Por outro lado, UNV = 0 se, e somente se,
Z(1J) = A" o que implica em 1] = 0 e, portanto, I =0 ou J = 0 uma vez que Clxy,...,x,] é um
dominio de integridade. Mas se, por exemplo, I =0 temos Z(I) = A", U = 0 e, em particular,

a ¢ U, o que é uma contradi¢do.

Se I € um ideal do anel comutativo A, lembremos que o radical de / € o ideal
VI={fcAlIneN: fel}.

Lembremos também que / é um ideal radical quando 7 = /1.

Observacao 2.1. 1. Sel e J sdo ideais de A tais que I C J, entdo VIc VI

2. Se I é um ideal de Clxi,...,x,], como I C /1, entdo Z(I) D Z(/1). Por ou-
tro lado, seja a € Z(I). Se g € VT entdo g" € I para algum n € N e, portanto,
g"(a) = (g(a))" =0 = g(a) = 0. Logo, a € Z(\/I) e, desse modo, Z(I) C Z(\/1).
Portanto, Z(I) = Z(\/1).

SejaY C A”". O ideal associado a Y em Clx, ...,x,] € dado por
3(Y)={f €Clxi,...,xs]| fla)=0,Vaec¥}.

Observagao 2.2. 1. Sejam Y| C Y, C A" Se f € I(Y,) entdo f(a) =0V a € Yo. Em parti-
cular, f(a) =0V a €Y e, portanto, f € I(Y1). Logo, I(Y1) 2 3I(Y2).

2. 3(Y) é um ideal radical. Isto é, I(Y) = /I(Y).
Por defini¢do de radical, temos I(Y) C \/3(Y). Por outro lado, se f € \/3I(Y) entdo

existe r € N tal que f" € 3(Y). Ou seja, f"(a) =0V a €Y o que implica em f(a) =
0V ac€Y e portanto, f € I(Y). Logo, +/3I(Y) C3(Y).
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Lema 2.1 (Lema de Zariski). Sejam k C K corpos. Se K é uma k-dlgebra finitamente gerada

entdo K é uma extensdo algébrica de k.

Demonstracdo. Veja o Lema 2.7, na p. 33 de (10). ]

Proposicao 2.3. Seja K um corpo algebricamente fechado. Os ideais maximais de K|[xy, ..., xy)

sdo da forma (x| —ay,...,x, — an), para algum (ay,...,a,) € K".

Demonstrac¢ao. Seja m um ideal maximal de K|[xi,...,x,]. Logo, K[xy,...,x,]/m é um corpo.
Note que K[x,...,x,|/m = K[y, ...,0], onde K} = {a=a+m|a € K} e @; =Xj, é uma K-
algebra finitamente gerada.

Segue do Lema de Zariski que K|[xj,...,x,|/m é uma extensdo algébrica de K;. Como K é
algebricamente fechado, entdo K| também € algebricamente fechado pois é a imagem de K por
um homomorfismo. Portanto, &, ..., &, € K| pois sdo algébricos sobre K. Logo, X; = a;, para

alguma; € Kem= (x; —ay,....x, — ap).

No caso n = 2 o resultado acima tem uma demonstracdo bastante simples, que dispensa o

uso do Lema de Zariski e que pode ser encontrada na p. 31 de (11).

Teorema 2.1. [Teorema dos Zeros de Hilbert] Se K é um corpo algebricamente fechado e I é
um ideal de K|xy,...,x,| entdo Z(I) # 0 ou I = (1).

Demonstracao. Suponhamos 7 # (1). Entdo existe um ideal maximal m tal que / C m. Pela
proposi¢ao anterior, temos que m = (x| — day,...,X, — dp), para algum (ay,...,a,) € K". Como
ICm, Z(I) 2 Z(m) ={(a1,...,an) }. Logo Z(I) # 0. |

Proposicao 2.4. Se I é um ideal de C|xy,...,x,] entdo I(Z(I)) = /1.

Demonstracdo. Temos que I C I(Z(I)) = {f € C[x1,...,x,]| f(a) =0Va € Z(I)}.
Considerando o item 1 nas observagdes acima e o fato de que I(Z(/)) é um ideal radical,
concluimos que /71 C J(Z(I)).

Sejam g € I(Z(I)),com g # 0, e {f1,..., fr} um conjunto de geradores de I em C|xy, ..., X,].
Consideremos os polindmios Fy = 1 — gx,11, F1 = fi, ... , Fr = frem Clxy, ..., x,11].
Suponhamos (ay,...,an+1) € Z(Fy,...,F;). Em particular, (ay,...,a,) € Z(fi,..., fxr) = Z(I).
Desse modo, Fy(ai,...,an+1) = 1 —g(ay,...,an)ant1 = 1 —0a,41 =1 # 0 o que é uma
contradi¢do. Logo Z(Fy, ..., F;) = 0 e, pela proposicao anterior, (Fp, ..., Fy) = (1).

Entdo existem polindmios Qy, ..., O € Clxy,...,X,+1] tais que

1 = QoFo+ ...+ OrFi = Qo(1 — gxpy1) + ... + Ok F.
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Aplicando o homomorfismo ¢ : C[xy, ..., X,4+1] = C[x1, ..., X,], definido por ¢(x;) = 7, para
1<i<n, @(a)=7.seacCe@(x,y1) = é obtemos

1
1~ ®(Qo(1 —gxny1) + ...+ OkFi) =0+ @(Q1F1 + ... + OxFi) = Rif1 + ... + Ry fi,

onde R, = ¢(Q;) = %, com P; € Clxy,...,x,], para algum m; € IN e, portanto,

1 Pg"™fi+..+Pg" " fi
1 gm

Logo g" =Pig" ™ fi+ ..+ Bg" "™ fi € (fi, .. i) =Teg € VI
Desse modo, I(Z(I)) C /1.

, para m =mj...my.

Proposicio 2.5. Se Y C A" entdo Z(I(Y)) =Y.

Demonstracao. Temos que Z(3J(Y)) = {a € C"| f(a) =0Vf € 3(Y)} é um fechado de A" e
Y C Z(3(Y)). Como o fecho é o menor fechado que contém o conjunto, entdo Y C Z(J(Y)).
Seja Z(J) um fechado em A" com Y C Z(J). Entdo 3(Y) D I(Z(J)) = v/J 2 J, o que implica
em Z(3(Y)) C Z(J). Como o fecho é a intersec@o de todos os fechados que contém o conjunto,
entdo Z(3(Y)) CY.

Proposicao 2.6. A" é um espaco topologico noetheriano.

Demonstracao. Sejam Y; C A", i=1,2,..., subconjuntos fechados de A" tais que
Yi2¥, 2. 2% DY D ..
Considerando os ideais associados aos subconjuntos Y;, obtemos que

3(Y1) C3(¥) C ... CI(Y) C I(Yi1) C ...

Temos uma cadeia ascendente de ideais em C[xy,...,x,] que é uma anel noetheriano e, portanto,
a tal cadeia estaciona. Isto é, existe r € IN tal que J(Y;) = I(Yy41) = ...
Segue da proposicdo anterior que Z(3(Y;)) =Y; =Y;, i = 1,2,..., uma vez que Y; é fechado.

Em particular, Y, =Y, | = ... e segue o resultado.
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2.2 O espectro de um anel

Seja A um anel comutativo com unidade.
Spec(A) = {P C A| P é um ideal primo de A}

€ denominado o espectro primo de A.

Denotaremos por 0 o ideal nulo de A. Temos que 0 € Spec(A) se, e somente se, A é um

dominio de integridade.

Para cada subconjunto S C A, defina
V(S) ={P € Spec(A)| P2 S}.

Observacao2.3. . SeSCT CAentaoV(S)DV(T).
Sejam SCT CAe P eV(T). Em particular, P 2O T 2 S e, portanto, P € V(S). Logo
V(T)CV(S).

2. Se (S) denota o ideal gerado por S em A entdo V(S) =V ((S)).
De fato, S C (S) = V(S) DV ((S)) e, como (S) é a interse¢do de todos os ideais de A que
contém S, temos também que V(S) CV((S)).

Proposicao 2.7. A familia {V(I)€| I é um ideal de A } é uma topologia sobre Spec(A), a qual
chamaremos de Topologia de Zariski de Spec(A).

Demonstracao. Observe que:
e Segue das defini¢des que V(0) = Spec(A) e V(1) = 0.

e Se e J sdo dois ideais de A entdo V(I) UV (J) =V (1J).
De fato, temos que IJ C I e IJ CJ o que implicaem V(IJ) DV(I) e V(IJ) D V(J) e,
portanto, V(1J) 2 V(I) UV (J). Por outro lado, segue da defini¢cdo de ideal primo que se
P e Spec(A)eP D IJentdo P D IouP D J. Logo, V(IJ) CV(I)UV(J).

e Se {Iy}q € uma familia de ideais em A entdo V (Uly) = NV (Iy).
Temos que, para cada o, I, C Uly. Entdo V(Iy) 2 V(Uly), Va e, portanto, NV (Iy) 2
V(Uly). Por outro lado, se P € NV (Iy) entdo P € V(Iy), para todo a, e, portanto, Iy C P,
para todo a. Desse modo, Ul C P o que implica em P € V(Uly). Logo NV (Iy) C
V(Uly).

Donde, concluimos que os conjuntos V (I) satisfazem os axiomas para subconjuntos fechados

num espaco topolégico.
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Sejam A um anel comutativo com unidade e f € A. O subconjunto
Xy =Spec(A) =V (f) ={P € Spec(A)| f ¢ P}

¢ denominado aberto basico (ou distinguido) de Spec(A).

Os conjuntos X7, com f € A, formam uma base para a Topologia de Zariski sobre Spec(A),
conforme mostraremos a seguir.

De fato, consideremos o aberto U = Spec(A) —V(S), para algum S C A. Temos que
U = Spec(A) — ﬂ V(f)= U Xy.
fes fes

Observe que podemos estabelecer uma bije¢do entre Xy e Spec(Ay), onde A ¢ € alocalizagdo
de A em f, uma vez que os ideais primos de A que nao contém f podem ser identificados com

os ideais primos de A .
Proposicao 2.8. Se I e J sdo dois ideais de A entdo V(I) C V(J) se, e somente se, \/1 D /.

Demonstracao. Sabemos que o radical de um ideal € a interse¢do de todos os ideais primos

que o contém. Portanto,

Vi=(P2VI=[\P

PDI PDJ

)
V(I) = {P € Spec(A)| P21} CV(J) = {P € Spec(A)| P D J}.
Observacio 2.4. Segue da Proposicdo 2.8 que se I C A é um ideal entdo V(I) =V (\/1).

Usaremos a notagdo Ag. para Spec(Clxy, ..., x,]).

Observe que A" pode ser considerado como um subconjunto de Ag através da corres-

pondéncia

(@1yeeeyn) = (X1 — a1y eeey X — ap),
onde a cada ponto (ay,...,a,) € A" é associado o ideal maximal (x; —ay,...,x, —a,) em
Clxy, ...y Xn).

Note que sob a identificagdo acima os pontos de A" permanecem fechados em Ag.
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Exemplo 2.4. A identificacdo acima implica que A}: = Spec(C|[x]) possui exatamente um ponto
a mais do que A', a saber, p = 0. De fato, os subconjuntos fechados de Spec(Clx]) sdo da

forma V(f), com f € Clx|, uma vez que C|x| é um Dominio de Ideais Principais. Observe que:

0, se f € C—{0}
V(f)=14 Spec(C[x]), se f=0
{(x—a1),...(x—apn)}, sef=alx—ap)™...(x—ay)™.

Logo, os pontos fechados de Spec(C|x]) sdo os ideais maximais (x —a), com a € C.

Entretanto, no caso n > 1, existe um niimero infinito de pontos ou, mais precisamente, de
ideais primos que ndo sdo maximais. Por exemplo, no anel Z|x] os ideais (p), com p € Z

primo, e {(q(x)), com q(x) irredutivel, sdo ideais primos que ndo sdo maximais.

A proposi¢do a seguir mostra que os ideais radicais em C|xy, ..., x,] nos permitem identificar

os subconjuntos fechados de A" com os subconjuntos fechados de Ag.

Proposicao 2.9. Temos as seguintes bijecoes

Con juntos ldeais Con juntos
fechados radicais fechados
em A" em Clxy, ..., xp) em Ag
Z(I) > 1 ~ V(I)

Demonstracao. A primeira bijecdo segue das proposi¢cdes 2.4 e 2.5.

Vejamos agora a segunda bijecao.

Se I é um ideal radical em Clxy,...,x,| entdo, por defini¢do, V() é um subconjunto fechado
de Ag. Por outro lado, se Y € um subconjunto fechado em Ag segue da proposigdo 2.8 que

Y = V(I), para um tnico ideal radical I C Clxy,...,x,]. ]

Proposicao 2.10. Af. = Spec(Clxi, ...,x,]), munido da topologia de Zariski é um espago

topolégico noetheriano.
Demonstragio. Sejam Y;, i=1,2,... subconjuntos fechados de Ag tais que
Y12..2¥% 2% 2.

Temos que Y; = V(I;) = {P € Spec(Clxy,...,x,])|P 2 I;}, onde I; é um ideal radical de

Clx1,...,x,). Entdo I;, i = 1,2, ... sdo ideais radicais de Clxy, ..., x,] tais que
VL) 2V(L)D...oV(L) 2V(Iix1) D ...
Sabemos que se 7, J sdo ideais radicais e V(I) D V(J) entdo I C J. Portanto,

LChLC..CLCLy C..
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Como C|xy,...,x,] € anel noetheriano, entio a cadeia de ideais acima estabiliza. Isto ¢, existe

um inteiro rtalque I, = 1,1 = ... Logo Y1 O Y, D ... DY, =Y,y = ...
|
Sejam X um espaco topoldgico e x € X. Dizemos que
e xéum ponto fechado quando {x} = {x};
e xéum ponto genérico quando {x} = X.
Proposicao 2.11. Seja x € Spec(A). Verifica-se que:
1. {x} =V(x);
2. x é um ponto fechado se, e somente se, x é um ideal maximal de A;
3. x é um ponto genérico se, e somente se, x = Ny, onde Ny = ﬂ P é o nilradical do
PeSpec(A)
anel A.
Demonstracao.

1. Segue da defini¢do que {x} C V(x) e que V(x) é fechado em Spec(A). Como o fecho é o
menor fechado que contém o conjunto, temos que m C V(x).
Seja F um fechado de Spec(A), com {x} C F. Entdo F = V(S), para algum S C A.

Observe que
{x}cV(S)execV(iS) e SCx=V(x) CV(S)=F.

Ou seja, todos os fechados que contém {x} também contém V (x) e, portanto, V (x) C {x},

uma vez que o fecho € a intersecdo de todos os fechados que contém o conjunto.

2. x é um ideal maximal de A se, e somente se, x € primo € nao estd contido em nenhum

outro ideal préprio de A. Logo {x} =V (x) = {x}.

3. Suponhamos Spec(A) = {x}. Entdo x C P, V P € Spec(A) e, portanto, x C ﬂ P=
PeSpec(A)

4. Como x € Spec(A),entiox D (| P.Logox= ()| P=.
PeSpec(A) PeSpec(A)
Suponhamos x = .A#j. Entdo x C P, V P € Spec(A) e, portanto, Spec(A) C V(x). Como

V(x) C Spec(A) por definicdo, segue que Spec(A) =V (x) = {x}.

Corolario 2.1. Se Spec(A) possui um ponto genérico entdo ele é vinico. Em particular, se A é

um dominio de integridade entdo 0 € Spec(A) é o tinico ponto genérico de Spec(A).
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Demonstracao. Segue diretamente do item 3 da proposi¢cdo 2.11. |

Exemplo 2.5. 1. Temos que {0} =V (0) = Spec(C[x]) = A e, portanto, 0 ndo é um ponto
fechado em Aé:. De fato, 0 é o ponto genérico de Aé:.

2. (X) é o tinico ponto genérico de Spec(C|x]/(x?)), mas C[x]/(x*) ndo é um dominio de

integridade.

3. Spec(Clx,y]/(xy)) ndo possui ponto genérico.
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3 A NOCAO DE DIMENSAO

Neste capitulo, consideraremos a no¢ao de dimensao a partir dos pontos de vista algébrico

(dimensdo de Krull e grau de transcendéncia) e topoldgico.
e Dimensao de Krull

Sejam A um anel comutativo e Spec(A) o espectro primo de A. Considere todas as cadeias
da forma Py C Py C ... C P,,com P; € Spec(A). A dimensao de Krull de A é

dimg,(A) = max{n € N| Py C P| C ... C B, é uma cadeia de primos em A }.
e Grau de transcendéncia

Seja L O K uma extensao de corpos. Dizemos que ay,...,a, € L formam uma base de
transcendéncia de L D K se eles sdo algebricamente independentes e se L 2 K(ay,...,a,) é
uma extensao algébrica. Se L O K € uma extensao finitamente gerada, o nimero de elementos
de uma base de transcendéncia é chamado o grau de transcendéncia da extensdo L D K e

denotado por grtrgL.
Proposicao 3.1. Sejam M O L O K extensdes de corpos finitamente geradas. Entdo
grtrgM = grtrpM + grtrgL.

Demonstracdo.  Sejam {ay,...,a,} e {by,...,b,} bases de transcendéncia de L sobre K
e M sobre L, respectivamente. Veremos que a unido {aj,...,am,b1,...,b,} é uma base de
trans-cendéncia de M sobre K.

Temos que L é algébrico sobre a extensdo transcendente K (ajy, ..., a,) de K.

Seja f(X1,..., X, Y1, ..., Y,) = Zifi(X)Y? um polindmio com coeficientes em K tal que
flai,...,am,b1,...,b,) = 0. Em particular, f(ay,...,am,Y1,....,Y,) = Zifi(ai,...,an)Y" é um
poli-nomio com coeficientes em L que fornece uma relacao de dependéncia para by, ..., b, sobre
L. Logo, cada coeficiente fi(ay,...,an) é nulo. Pela independéncia de ay, ..., a,, sobre K, temos
que cada fi(Xy,...,X,) = 0 e, portanto, f = 0. Logo ay,...,am,b1,...,b, sdo algebricamente
independentes sobre K.

Verificaremos agora que M ¢ algébrico sobre K(ay, ...,an, by, ...,by).
Dado ¢ € M, existe um polindmio g # 0 com coeficientes em L; = L(by,...,b,)
tal que g(c) = 0, pois M ¢ algébrico sobre L;. Logo a extensio Li(c) D L; é
algébrica.  Como a extensao L O K(ay,...,a,) € algébrica, segue que a extensdo
Li(c) = L(by,...,by)(c) 2 K(ay,...,am,by,...,b,) também & algébrica e, portanto, ¢ é

algébrico sobre K(ay,...,anm,by,...,b,). Como ¢ € M foi escolhido arbitrariamente, temos que
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aextensdo M D K(ay,...,am,b1,...,b,) é algébrica, como queriamos demonstrar. |

Seja A um dominio de integridade e uma K-algebra finitamente gerada, onde K € um corpo.
Denotemos por Frac(A) o corpo de fragdes de A. Observe que Frac(A) é uma extensdo de

corpos de K. Definimos o grau de transcendéncia de A por dimg,, A = grtrgFrac(A).
¢ Dimensao topologica

Seja X um espago topoldgico. Considere todas as cadeias da forma Yy C ¥y C ... CY,, com
Y; C X fechado irredutivel (cada Y; é munido da topologia induzida pela topologia de X). A
dimensao de X ¢ dada por

dimX =max{n € N| Yy CY; C ... CY, é uma cadeia de X }.

Observacao 3.1. 1. A dimensdo topoldgica ndo é finita em geral.

Por exemplo, dimSpec(C|[xy,...,xp,...]) = co. Note que Spec(C|xy,...,x,]) ndo é um

espaco topologico noetheriano.

Consideremos IN = {1,2,3,...} o conjunto dos niimeros naturais e, para cada n € N,
denotemos I, = {1,2,...,n}. Temos que os complementares dos conjuntos da familia .7 =
{IN,0} U{lL,};>_, definem uma topologia em IN. Verifica-se facilmente que IN, munido
da topologia determinada por F é um espaco topoldgico noetheriano. Por outro lado, a
cadeia de fechados Iy C I, C ... C I,... ndo ¢ estaciondria e, portanto, IN tem dimensdo

infinita.
2. Se A é uma K-dlgebra finitamente gerada entdo dimSpec(A) ¢é finita.

3. Se X é um espago topologico noetheriano e Y é um subconjunto fechado de X, munido da
topologia induzida, entdo dimX > dimY. De fato, dimY =max{n € N| Yy CY,; C...CY,
é uma cadeia de Y'}. Mas, como Y C X, toda cadeia de Y também é uma cadeia de X e,

portanto, dimX > dimY.
Proposicao 3.2. Se X é um espaco topologico noetheriano entdo
dimX = max{dimX;| X; é uma componente irredutivel de X }.

Demonstracao. Seja X um espago topoldgico noetheriano. Segue da proposi¢do 2.1, que
X =X UXpU...UX,, onde cada X; é um subconjunto fechado irredutivel de X. Temos duas

possibilidades a serem consideradas: dimX < oo ou dimX = co.

e Caso dimX = oo,
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Se dim X = o entdo existe uma cadeia infinita Yo C Y] C ... C Y, C ... de subconjuntos fechados
irredutiveis de X. Suponhamos que todas as componentes irredutiveis X;, i € {1,...,r}, de X

tenham dimensao finita. Como Yy C Y] C ... C X = X; UXp U... UX,, segue que
Xi=XNX;D..o¥NX;) D YoNX;) paracadai€ {1,...,r}.

Como dimX; < oo, entdo, paracadai € {1,...,r}, existe n; € N tal que (¥, N X;) = (¥y,+1NX;) =
... Denotando n = max{n;| i € {1,...,r}}, temos que (¥, NX;) = (Y41 NX;) = ... para todo
ie{l,...,r} e comoY;=(;NX)U..U(Y;NX,), segue que ¥, = Y,11 = ..., 0 que é uma
contradi¢do. Logo, alguma das componentes irredutiveis de X tem dimensao infinita e, portanto,

dimX = co = max{dimX;| X; é uma componente iredutivel de X }.
e Caso dimX < oo.

Seja n = dimX. Entdo existe uma cadeia Yo C Y; C ... C Y;,, onde cada ¥; € um subcon-
junto fechado irredutivel de X. Como Y,, € um subconjunto fechado irredutivel de X, existe
ke {1,2,...,r} tal que ¥,, C X;. Desse modo, Yy C ¥; C ... C ¥, também é uma cadeia de sub-
conjuntos fechados irredutiveis em X e, consequentemente, dim Xj, > n.

Denotemos m = max{dimX;| i € {1,2,...,r}}. Por defini¢do, m > dimX;. Por outro lado, existe
j€{1,2,...,n} tal que dimX; = m. Assim, existe uma cadeia Zy C Z; C ... C Z,, de subcon-
juntos fechados irredutiveis em X; que, em particular, também € uma cadeia de subconjuntos
fechados irredutiveis em X. Logo dimX =n > m.

Concluimos que n = m.

Desse modo, para calcular dimensdes de espagos topoldgicos noetherianos € suficiente

considerar o caso dos irredutiveis.

Exemplo 3.1. Seja X = Spec(Clxy,x,x3]/{x1x2,x1x3)) C AL..
Note que (x1xp,x1x3) = (x1) N (x2x3) e, portanto, X =V ({x1}) UV ({x2,x3}). Assim, X consiste
de duas componentes irredutiveis, a saber, a reta V({xy,x3}) e o plano V({x1}). Concluimos

que dimX = 2.

E importante observar que essas trés abordagens para a no¢do de dimensao coincidem no

caso de uma K-dlgebra finitamente gerada sem divisores de zero, como o teorema 3.3 garante.
Para demonstracdo do teorema 3.3, assumiremos os seguintes resultados da Algebra Comu-
tativa.

Proposicao 3.3. Seja ¢ : B— A uma extensdo de anéis inteira. Se Q e Q1 sdo ideais primos de

A tais que Q C Q1 e 9~ 1(Q) = ¢~ (Q1) entdo Q = Q1.
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Demonstracao. Veja o Coroldrio 5.9, p. 61 de (12). |

Teorema 3.1 (Going-up). Seja ¢ : B — A uma extensdo de anéis inteira. Se Q1 C ... C Q, é
uma cadeia de ideais primos de B e P| C ... C By, com m < n, é uma cadeia de ideais primos
de A tal que P; encontra-se sobre Q; entdo a segunda cadeia pode ser extendida a Py C ... C P,

satisfazendo ainda a propriedade.

Demonstracao. Veja o Teorema 5.11, p. 62 de (12). |

Teorema 3.2 (Normalizacao de Noether). Seja A um dominio de integridade, finitamente ge-
rado sobre um corpo K. Se grtrgA = n entdo existem elementos oy,...,0, € A, algebrica-
mente independentes sobre K, tais que A é uma extensdo finita (e, em particular, inteira) de
K[OCI, . (Xn].

Demonstracao. Veja o Lema da Normalizagio de Noether, p. 2 de (4). |

Lema 3.1. Y C Spec(A) é um subconjunto fechado irredutivel se, e somente se, Y =V (P) para
algum P € Spec(A).

Demonstracdo. SejaY = V(P) C Spec(A) para algum P € Spec(A). Em particular, Y é um
fechado.

Suponhamos que Y ndo seja irredutivel. Isto €, Y pode ser escrito como a unido de dois subcon-
juntos fechados préprios. Como os subconjuntos fechados de Spec(A) sdo da forma V(I), com

I C A ideal, temos que
VIP)=Y=WVI)nNnY)uvVU)nY)=WVHuvU))nY =v{IJ)nY =V(P)CV(lJ),

onde /, J sdo ideais de A.

Segue da proposicio 2.8 que P = /P D v/IJ D 1J. Como P é ideal primo, P D IJ = P D I
ou P D J. Portanto, Y =V(P) CV(I) ouY =V (P) C V(J). Ou seja, algum dos subconjuntos
fechados da decomposi¢cao de Y nao é préoprio, o que é uma contradigdo.

Logo Y € irredutivel.

SejaagoraY C Spec(A) fechado e irredutivel. Temos que Y =V (Q) para algum ideal radical
Q CA.
Sejam 1, J ideais de A tais que IJ C Q. Entao V(Q) C V(IJ) =V (I)UV (J) e, em particular, Y =
(V(I)NY)U(V(J)NY) é aunido de dois subconjuntos fechados. Como Y =V (Q) € irredutivel,
V(Q)CV({I)ouV(Q) CV(J) e, portanto, I C VIC V/O=0QouJC VJC J/O=0.

Logo Q € um ideal primo.
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Lema 3.2. Se ¢ : B<— A é uma extensdo de anéis inteira entdo dimSpec(A) = dim Spec(B).

Demonstracao. Segue do teorema 3.1 que dada uma cadeia de ideais primos em B, pode-se
obter uma cadeia de primos em A de mesmo tamanho. Portanto, dimSpec(B) < dimSpec(A).

Por outro lado, temos que uma cadeia de ideais primos em A nos d4 uma cadeia de ideais primos
em B, uma vez que a imagem inversa de um ideal primo por um homomorfismo também é um
ideal primo, e pela proposic¢do 3.3 dois elementos da cadeia em A ndo podem corresponder a

um mesmo elemento na cadeia em B. Logo, dimSpec(B) > dimSpec(A).

Teorema 3.3. Se A é uma K-dlgebra finitamente gerada sem divisores de zero, entdo
dimSpec(A) = dimg,;; A = dimg,,,A.
Demonstracao.
e dimg,,;;A = dimSpec(A).

Se Py C P C ... C B, € uma cadeia maximal de ideais primos em A, entdo
V(P,) C...CV(P) CV(Py) é uma cadeia maximal de fechados irredutiveis em Spec(A) e,
portanto, dimSpec(A) > dimg,,; A.
Seja agora Yy C ¥; C ... C ¥, uma cadeia maximal de fechados irredutiveis em Spec(A). Se-
gue do lema 3.1 que ¥; = V(P,), onde P; € Spec(A). Como P; € Spec(A) = P, = /P, pela
proposi¢do 2.8, temos que Py D P; D ... D P, é uma cadeia de ideais primos em A. Logo
dimSpec(A) < dimg,,; A.

e dimSpec(A) = grtrgFrac(A).

Demonstraremos o resultado por indug¢do em n = grtrgFrac(A).
Pelo Teorema da Normalizagio de Noether, temos que A D K|xy, ..., x,] ¢ uma extensdo de anéis
inteira e segue do lema 3.2 que dimSpec(A) = dimSpec(K|xy, ...,x,]). Se n = 0, o resultado é
verdadeiro.
Suponhamos que o resultado seja vélido para todos os graus de transcendéncia menores do que

n. Veremos que dim A% =nse n > 0.

De fato, a cadeia de ideais (0) C (x) C ... C (x1,...,X,) em K[xj,...,x,] induz uma cadeia

de subconjuntos fechados irredutiveis de comprimento n em A%. Logo, dim A% > n.

Por outro lado, suponhamos que exista uma cadeia de ideais primos (0) = Py C ... C Py,

com m > n. Note que P; é um ideal primo de altura 1 e, portanto, € principal. Isto é, P; =
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(f(x1,...,x,)), onde f € K[xy,...,x,] € um polindnio irredutivel. Desse modo, K|[xj,...,x,]/P|

tem grau de trancedéncia n — 1 e, por hipétese de indugdo,
n—1=dimg., (K[x1,...,x,]/P1) = dimSpec(K[x1,...,x,] /P1)

= dimg,,; (K[x1, ..., Xn) /P1) > dimg K([x1, ..., %] — alt(Py) = dimSpec(K[x1, ..., x,]) — 1,
onde as duas ultimas igualdades seguem da primeira parte desta demonstracdo. Temos entdao

que dim A% = dimSpec(K|xy,...,x,]) < n.

Portanto, dim A% = n.

Se X = Spec(A) entdo K(X) = Frac(A) é chamado o corpo das funcdes racionais de X.

Observaciao 3.2. 1. Se p € Spec(A) entdo {p} pode ser identificado com Spec(k(p)), onde
K(p) = Frac(A/p) é denominado corpo residual de p.

2. Se A é um dominio de integridade entdo Spec(A) =V (0), uma vez que 0 é o tinico ponto

genérico de Spec(A). Por outro lado, note que,
K({0}) = K(Spec(A)) = Frac(A),

K({0}) = K(Spec(x(0))) = x(0) = Frac(A).

Desse modo, K(Spec(A)) = K({0}).
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4 FEIXES E MORFISMOS ENTRE FEI-
XES

Seja X um espago topolégico. Um pré-feixe .7 sobre X associa a cada subconjunto aberto
U de X um conjunto denotado por .% (U) e a cada par de subconjuntos abertos encaixados

U CV C X um mapa de restri¢do r}; : 7 (V) — Z (U) satisfazendo as seguintes propriedades

rg =idgy), VU CXe
rgor‘v,‘/:rg,VUCVCWCX.

Os elementos de .% (U) sao chamados se¢des de .%# sobre U.

Exemplo 4.1. Seja X espaco topologico. Podemos definir o pré-feixe € que a cada subconjunto
aberto U de X associa € (U), o conjunto das fungdes continuas de U em R, e cujos mapas de

restri¢do rg sdo dados pela restri¢do da fungdo em questdo ao aberto U CV.

Exemplo 4.2. Seja X = {0, 1}, munido da topologia discreta em X, 7 = {0,{0},{1},X}.
Um pré-feixe em X é determinado por quatro conjuntos e mapas de restricdo permissiveis.

Temos entdo

F . {abertosde X} — {conjuntos}

0 — Z(0)
{0} = Z({0})
{1} = ({1}
X — F(X)
e os morfismos de restrigdo
e F{0y) - Z0)
e F{1y) - Z0)
rg: F(X) — F(0)
rfo}: F(X) — Z({0})
rf{l}: F(X) — F{1})

satisfazendo ainda as condigoes rg =idzy), paratodoU C X, e
0 1
ré{) Yo {0}:%7 ré) }Orfl}zrg~

e Podemos fazer a seguinte pergunta: Existe anel um A tal que X = Spec(A)?

Consideremos os ideais maximais P = (x,y) ¢ Q = (x — 1,y) de C|x,y|. Denotemos

I=PNQ=(x(x—1),y) e A= C|x,y|/I. Temos que os tinicos ideais primos de C|x,y| que
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contém I sdo P e Q e, portanto, Spec(A) = {P,Q}. Neste caso a topologia de Zariski e a

topologia discreta coincidem e podemos definir o seguinte pré-feixe:

F . {abertosde X} — {conjuntos}
] — F(0) := {0}
{P} = F({P}):=Ap/mp
Q) = Z({Q)=Ag/mg
X — F(X):=A
com os morfismos de restricdo dados pelos homomorfismos candnicos entre os respectivos

anéis.

Um pré-feixe .# sobre X é um feixe se, para cada aberto U C X, qualquer cober-
tura aberta {U,},cp de U e cada colegdo de elementos f, € .%#(U,), com a € A, tal
que ’"meUb( fa) = rgjmub( /), V a,b € A, existe um unico elemento f € % (U) tal que
) (f) = fay VaeA.

Se cada .# (U) é um grupo, anel, etc e cada mapa de restricdo r%,/ ¢ um homomorfismo de

grupos, anéis, etc entdo .# € chamado um pré-feixe de grupos, anéis, etc.

Exemplo 4.3 (Um pré-feixe que ndo é um feixe). Sejam

f()

a=L8 ecwl e #0. 501) #0),
X =Spec(A) ={x=0, p| = <)IC>7 P2 = <XI 1)}7

onde x € o ponto genérico e p1, pr sdo pontos fechados, e
T = {Xa Ul = {*7p1}a U2 = {*7172}’ U= Ul ﬂU2 = {*}7 @}
a topologia de Zariski em X.

Consideremos o seguinte pré-feixe

F . {abertosde X} —  {conmjuntos}

0 —  Z(0):= {0}

{x} = F({x}) = Q]
U — rg.(Ul)::(Q[t]
U, — y(Uz) = Q[Z‘]
X = Z(X):=Q
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com os morfismos de retricdo correspondendo aos seguintes homomorfismos de Q-dlgebras

Wy Qi) — {0}, ' Q] — {0},
h — 0 h - 0
Qe - {0}, & Q - {o}
h — 0 q — 0
o QI - QI 7 Qi — Q[
h h h h
g Q = Q@ 5 Q — Qi
q — q q = q
5, Q — Qlf
q — q

Temos que .F ndo é um feixe. De fato, X = U, UU,, fi =t € .Z(U)) e f» =t € F(U,) sdo
tais que

g (1) =1 ()

e, portanto, se F fosse um feixe existiria uma se¢do [ € F (X) tal que

0, (f) = fie i, () = fa.
0 que ndo ocorre pois toda se¢do de .F sobre X é um niimero racional e fi = fo =t ¢ Q.

Exemplo 4.4 (Outro pré-feixe que ndo é feixe). Seja X = R. Para cada aberto ndo vazio
U C X, seja 7 (U) o anel das fungdes constantes de U em R. Para abertos U CV C X, seja

pl‘j o morfismo de restri¢cdo ébvio. Entdo .7 é um pré-feixe, mas ndo é um feixe.

Isto ocorre porque ser constante ndo é uma propriedade local.
Por exemplo, seja U = (0,1)U(2,3). Entdo U tem uma cobertura aberta U = U; UU,, onde
Uy =(0,1) e Uy = (2,3). Sejam f1 : Uy — R a fun¢do constante 0 e f, : Uy — a fungdo cons-
tante 1. Entdo f e f> coincidem na intersecdo Uy NUy = 0, mas ndo existe uma fungdo contante

sobre U que coincida simultaneamente com f| e f> quando restrita, respectivamente, a Uy e U,.

Por outro lado, existe uma tinica funcdo localmente constante de U em R com esta propri-

edade. Mais ainda, as fungées localmente constantes sobre X formam um feixe.

Exemplo 4.5. Sejam X e Y espacos topoldgicos, f:Y — X uma funcdo continua e % um feixe
sobre Y. Entdo f..7 definido por f..7 (U) = .Z (f~'(U)), para todo subconjunto aberto U de
X, e com os mapas de restri¢do p(‘f = r}: Eg; onde rj: 8/[)) € um mapa de restricdo associado ao
feixe 7, para U CV subconjuntos abertos de X, é um feixe sobre X denominado feixe imagem

direta de ¥ por f.

O conceito de #A-feixe que introduziremos a seguir nos permitird definir um feixe a partir

de certos tipos especiais de bases para o espaco topoldgico X. Desse modo, para definirmos
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um feixe € suficiente especificar as secdes e os mapas de restricdio numa dada base sob as

condigdes a seguir.

Dada uma base # para os conjuntos abertos do espaco topoldgico X, dizemos que uma
colegdo de conjuntos .7 (U), onde U € % é um subconjunto aberto de X, e mapas r; : # (V) —
F(U),comV DU, formam um Z-feixe se estes satisfazem o axioma de feixe com respeito a
inclusdo de conjuntos abertos basicos em conjuntos abertos bésicos e coberturas de conjuntos
abertos basicos por conjuntos abertos basicos. A condigdo de que f, € .% (U,) para cada a € A,
U, € # tal que ’”meU,, (fa) = rgi’mUb (fp), Y a,b € A; Uy, Uy, € B deve ser substituida pela
seguinte

e (fa) = 1 (f), Y a,b € A; Uy, Up,V € B tais que V C Uy N U,

E pode ser mostrado que
Proposicao 4.1. Todo PB-feixe sobre X estende-se unicamente a um feixe sobre X.

Demonstracao. Veja Proposi¢ao I-12 na p. 16 em (5). |

Definimos o feixe das fun¢des regulares Oy, (4) sobre Spec(A) por

ﬁspec(A)(Spec(A)f) =As, VfEA,

onde Ay denota a localizagdo do anel A em f € A.

Note que Spec(A), C Spec(A)s se, e somente se, alguma poténcia de g é mdltiplo de f.

Portanto, definimos o mapa de restricao

'Spec(A) s, Spec(A), - Af — Agk
% — Ug% onde g = uf.

De fato, se 8 € a colecdo dos conjuntos abertos distinguidos Spec(A) s de Spec(A) entdo
OSpec(a) € um PB-feixe sobre Spec(A). (proposigdo 118, p. 19 em (5))
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5 ESQUEMAS AFINS E MORFISMOS
ENTRE ESQUEMAS AFINS

Um esquema afim é um par (Spec(A), Ogpec(a)), onde Spec(A) € o espectro primo do anel
comutativo A munido da topologia de Zariski e Of),.(4) € 0 feixe das fungdes regulares sobre
Spec(A).

O anel A € chamado o anel de coordenadas do esquema afim (Spec(A), Ospec(a))-

Observacio 5.1. O conjunto fechado V(I) C A¢, pode ser identificado com o esquema afim

(Spec(Clxy,...,x ]/\/—) Spec(Clx; xn]/ﬁ))'

.....

Sejam A e B anéis comutativos com unidade, X = Spec(A) e Y = Spec(B). Se ¢ : A — B ¢
um homomorfismo de anéis entio ¢ induz uma fungio f : ¥ — X, definida por f(Q) = ¢~ 1(Q).

Proposicdo 5.1. 1. Sea €A entdo f~'(X,) =Yy (a).
2. Se I éumideal de A entdo f~'(V(I)) =V ({(@(I))). Em particular, f é continua.
3. SeJ é um ideal de B entio f(V(J)) =V (o~ '(J)).

Demonstracao.

1. Seja Q € f~'(X,) C Y = Spec(B). Entio f(Q) € X,. Isto é, f(Q) € X = Spec(A) e
a¢ f(Q)=¢ 1(Q). Logo ¢(a) ¢ Q e, portanto, Q € Yy (). Desse modo, f~ I(x,)cy, o(a)-
Seja agora Q € Yy(,). Ou seja, Q € Y = Spec(B) e ¢(a) ¢ Q. Entdo a ¢ ¢~ Q) e
portanto, f(Q) = (p (Q) € X,. Logo Q € f~!(X,). Desse modo, f~'(X,) DY, o(a)-

2. Seja Q € f~H(V(I)) C Y. Entio f(Q) € V(I). Isto &, f(Q) € Spec(A) e I C f(Q) =
¢ 1(Q). Logo ¢(I) C Q € Spec(B) e, portanto, Q € V({¢(I))). Desse modo,
V) Sve(n)).
Seja agora Q ceV({ep ( ))). Ou seja, Q € Spec(B) e (¢(I)) C Q. Entdo f(Q) € Spec(A)
e f(Q)=¢"'(Q) D ¢ '({p(1))) D 1. Logo f(Q) € V(I) e, portanto, Q € f~'(V(I)).
Desse modo fiva )) V(o).

3. Seja P € f(V(J)) C Spec(A). Entdo P = f(Q), para algum Q € V(J) C Spec(B). Isto
é, Q € Spec(B) e J C Q. Logo ¢~ '(J) = f(J) C f(Q) = P e, portanto, P € V(p~1(J)).
Desse modo, f(V(J)) CV(¢~!(J)). Como V(¢~!(J)) é fechado em Spec(A), temos que
FV(I) CV(e ().

Seja agora P € V(¢ ~!(J)) C Spec(A). Entio, para todo a € A tal que P € X,, existe
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Q eV(J)tal que f(Q) € X,.

Suponhamos por contradi¢io que a € f(Q) = ¢~ !(Q), para todo Q € V(J). Entio
@(a) € Q, YQ € V(J) e, portanto, ¢(a) € +/J. Ou seja, existe n € IN tal que (¢(a))" € J.
Como ¢ é um homomorfismo, segue que ¢(a") € J. Logo a" € ¢~ '(J) C P e, portanto,
a € P, o que € uma contradi¢ao pois P € X,,.

Logo, existe Q € V(J) C Spec(B) tal que f(Q) € X,. Em particular, f(Q) € X,N
f(V(J)) # 0 e, portanto, P € f(V(J)). Desse modo, f(V(J)) 2 V(o' (J)).

Proposicao 5.2. Se o homomorfismo ¢ : A — B é sobrejetivo entdo Spec(B) é homeomorfo a
Spec(A/Niicleo(®)). Em particular, Spec(A) e Spec(A/.AN4) sdo naturalmente homeomorfos.

Demonstracao. Se ¢ : A — B é um homomorfismo sobrejetivo entdo, pelo Primeiro Teorema
do Homomorfismo, existe um isomorfismo @ : A/Niicleo(¢) — B, induzido por ¢.

Temos, entdo, que ¢ induz (como acima) a funcio continua f : Spec(B) — Spec(A/Niicleo(q))
e ¢!, 0 homomorfismo inverso de @, induz a funcdo continua ! : Spec(A/Niicleo(p)) —

Spec(B), que é a funcdo inversa de f. Logo f é um homeomorfismo.

Observacao 5.2. Segue da Proposicdo 5.2 acima que dimSpec(A) = dimSpec(A/N4). Isto é,
a fim de calcular a dimensdo de um esquema afim podemos assumir que seu anel de coorde-
nadas é reduzido. Mais precisamente, pela Proposicdo 3.2, podemos assumir que seu anel de

coordenadas é um dominio de integridade.

Diremos que uma aplicacdo f : X — Y ¢ um morfismo entre esquemas afins se ela
€ obtida (como acima) a partir de um homomorfismo de anéis, isto é, se existe um homo-
morfismo de anéis ¢ : B— A, onde X = Spec(A) e Y = Spec(B) tal que f(P) = ¢~ ' (P), YP € X.

Mais precisamente, um morfismo entre dois esquemas afins é um par (f, /%), onde f: X — Y
¢ uma funcdo continua e f¥: Oy — f.Ox (do feixe de funcdes regulares sobre Y na imagem
direta de Ox por f) é uma familia de homomorfismo de anéis { fﬁg} gcB que comutam com 0s

mapas de restri¢do e sao dados por

for Ov(Y) =By — f.0x(Y,) =A
b @(b)
k ~ e(8)*?

»(g)

oQ

onde assumimos que f € induzida por algum homomorfismo de anéis ¢ : B — A e, pelo item 1

da Proposigdo 5.1, f~1(Y,) = Spec(Ag(,)), para todo g € B.
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De fato, verifica-se que a associagcao

{Anéis} — {Esquemas Afins}

B —> (Y, ﬁy)
Lo (¢, 9%)
A — (X, Ox)

determina uma equivaléncia de categorias. Donde concluimos que
Homangis (B,A) = HomEsquemas Afins (X7 Y) .

Isto é, cada morfismo entre esquemas afins é determinado por um tnico homomorfismo de
anéis (Veja Teorema 140 na p. 30 de (5)).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.1. 1. Sejam A um anel, I C A um ideal e I1: A — A /I 0 homomorfismo candnico.
Entdo 11 induz o morfismo
f:V(I)— Spec(A).

2. Existe um morfismo f : A% — A(}: tal que f(a,b) = a sobre os pontos fechados de A®?

A resposta serd afirmativa se for possivel encontrar ¢ : C[t] — Clu,v] tal que ¢~ (u—
a,v—>b) = (t—a).

Podemos definir ¢ por ¢(t) = u. Como (u—a,v—Db) é um ideal primo de Clu,v|, entdo
@ u—a,v—Db) também é um ideal primo de C|t]. Observando que ¢(t —a) = u —a,
entdot—a € @ "(u—a,v—Db) e, portanto, 9~ (u—a,v—b) = (t —a).

3. Existe um morfismo f : A%: — Aé tal que f(a,b) = (ab,b) sobre os pontos fechados de
AZL?
C

Definindo
o: Clx,y] — Clu,v]
px.y) = puvv),
observamos que @(y —b) =v—>b e ¢(x—ab) = uv—ab = u(v—>b)+b(u—a). Desse
modo, @' (u—a,v—b) = (x—ab,y—b).

Uma fungdo f: X — Y entre espacos topoldgicos é chamada dominante se f(X) =Y, isto
¢ se aimagem de f ¢ densaem Y.

Proposicao 5.3. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis que determina o morfismo
f:Y =Spec(B) — X = Spec(A). Entdo f é dominante se, e somente se, Niicleo(¢) C A}
(nilradical de A).
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Demonstracao. Seja f dominante, isto é f(Y) = X, e suponhamos por contradi¢do
que Niicleo(¢) € 4. Entdo existe a € A\ 44 tal que @(a) = 0. Em particu-
lar, ¢({a)) = 0 C B e, portanto, V(¢({a))) = V(0) = V(Ap) = Spec(B). Logo,
f(Y) = f(Spec(B)) = f(V(p((a))) = V(¢~'(¢((a)))) = V((a)) & Spec(4) =X. Ou

seja, f(Y) é um subconjunto proprio de X, o que contradiz a hipdtese f(V) = X.

Seja agora ¢ tal que Niicleo(p) C .44 e suponhamos por contradi¢cdo que f(Y) ndo é denso
em X. Entdo existe um ideal préprio I C A tal que V(I) = f(Y). Em particular, f(¥) C V(I)
e, portanto, ¥ C f~!(f(¥)) C f~'(V(I)) S Y. Logo, V({e(1))) = f~(V(I)) =Y = V(Ap).
Desse modo, A5 = +/{(@(I)), com I £ A4 pois V(I) # X. Entdo existe a € I\ 4, tal que
¢©(a) = b € Mp e, portanto, existe n € IN tal que " = (¢(a))" = ¢(a") = 0. Logo, a" €
Niicleo(@) \ 44, o que contradiz a hipdtese Niicleo(@) C Aj.

Exemplo 5.2. Voltemos ao caso do item 3 do exemplo anterior.
O homomorfismo ¢ : Clx,y] — Clu,v| é injetivo. Logo Niicleo(¢) = {0} C gy = {0} e,

portanto, f é dominante. Note que f ndo é sobrejetiva.

5.1 O Teorema da Dimensao das Fibras

Daqui em diante, assumiremos que todos os anéis sao K-dlgebras finitamente geradas e

também dominios de integridade (IK € um corpo).

Seja f: X = Spec(A) — Y = Spec(B) um morfismo tal que A é uma B-algebra finitamente

gerada. Neste caso, X é dito ser de tipo finito sobre B.

Sejay € Y. Temos que {y} pode ser identificado com Spec(x(y)), onde k(y) = Frac(B/y)
€ o corpo residual de y. Tendo em mente a Proposicdo 2.11 e a defini¢do de Produto Fibrado

(Vejap. 35 em (5)), obtemos o seguinte diagrama:

X =Spec(A) « f'(y) =Spec(x(y)®pA) — f~'({y}) = Spec(B/y®pA)
Lf 4 - 1
Y =Spec(B) < {y} = Spec(x(y)) —  {y} =V () =Spec(B/y).

Para determinar a dimensio da fibra f~!(y), utilizaremos os seguintes dois lemas.

Lema 5.1. f~!(y) é de tipo finito sobre {y}. Em particular, se Z é uma componente irredutivel
de f~1(y) entdo Z é de tipo finito sobre {y}.

Demonstracio. Queremos mostrar que R = k(y) ®g A, o anel de coordenadas de f~!(y), é

uma K (y)-dlgebra finitamente gerada (x(y) é o anel de coordenadas de {y}).
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Observemos que, por hipétese, A € uma B-dlgebra finitamente gerada e, portanto, existem
by,...,by € A tais que A = B[by, ..., by|. Temos entdo que

K(y) @A = K(y) @p B[b1, ... bi] = K(y)[b1, -, bi]-

Se Z é uma componente irredutivel de f~!(y) entdo Z = Spec(R/p), para algum ideal primo
minimal p C R. Assim, existe um homomorfismo sobrejetivo k(y)[by,...,bx] = R — R/p e,

portanto, R/p é uma k(y)-dlgebra finitamente gerada.

Observacio 5.3. Tendo em mente o exercicio 3.20(b) na p. 23 de (1) e usando o lema acima,
concluimos que
dimZ = grtry,) K(Z),

para qualquer componente irredutivel Z de f~(y).

Lema 5.2. Sejam Z C f~'(y) e Z' C f~1({y}) componentes irredutiveis tais que Z C Z'. Entdo
Z=7eK(Z)=K(Z).

Demonstracio. Sejam z € Z e 7/ € Z' seus respectivos pontos genéricos. Considerando as

topologias induzidas por X sobre Z e Z', temos que
Z = EZ = QOZ e 7' = m (pois Z' é fechado em X).
Logo, @Z =7=7'NZ= mﬂz = mz' Pelo Corolério 2.1, concluimos que z = 7.

Por outro lado, {7z} C Z C Z' e, portanto, Z = Z'. Novamente pelo Corolério 2.1 e pelo item

2 da Observacao 3.2, temos que

K(Z)=K({}) =K({z}) =K(2).

Aplicando o Teorema 1.2 demostraremos nosso resultado principal.

Teorema 5.1 (Teorema da Dimensao das Fibras). Sejam X e Y esquemas afins integrais de tipo
finito sobre um corpo K, f : X — Y um morfismo dominante. Entdo existe um subconjunto

aberto ndo vazio U C Y tal que dim f~'(y) = r, para todo y € U, onde r = dimX —dimY.
Demonstracao. Tomando U como no Teorema 1.2, analizaremos os dois casos possiveis.
e Sejay € U um ponto fechado de Y.

Consideremos W = {y}. Temos que W é um subconjunto fechado irredutivel de Y tal que
W NU # 0. Logo, qualquer componente irredutivel Z da fibra f~!(y) que intersecte a imagem

inversa de U tem dimensio exatamente r.
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e Sejay € U um ponto nao-fechado de Y.

Seja agora W' = m o fecho do ponto y em Y. Observemos que W’ é um subconjunto
fechado irredutivel de Y tal que W' NU # 0. Logo, qualquer componente irredutivel Z' de
f~Y(W') que intersecte a imagem inversa de U tem dimensio exatamente dimW’ -+ r. Devido

a Proposicdo 5.2 podemos assumir que W’ é reduzido. Portanto, K(W’') = K({y}) = k().

Por outro lado, seja Z uma componente irredutivel de f~! (v). Existe uma componente Z’
de f~1(W’) tal que Z C Z'. Assim, pelo Lema 5.2, temos que K(Z) = K(Z'). A partir do Lema
5.1 concluimos que dimZ = grtr(, K (Z). Portanto

dimZ = grtrgK(Z) = grtrgK(Z) —grtrgK(y)
= grtrgK(Z') — grtrk)K(W') = dimZ' —dimW' = r.



35

6 APLICACOES

6.1 As 27 retas numa superficie cubica ndo singular em
][)3

Embora tenhamos colocado nosso foco na demonstracdo do Teorema da Dimensao das Fi-
bras no caso de esquemas afins de tipo finito sobre um corpo K, o mesmo resultado é valido

para variedades quase-projetivas.

Teorema 6.1. Sejam X e Y variedades quase-projetivas irredutiveis tais que n = dimX e m =

dimY. Se f: X — Y é uma aplicacdo regular sobrejetiva, entdom < n e
1. dimZ > n—m, para toda componente Z da fibra f~'(y), onde y € Y;

2. Existe um subconjunto aberto ndo-vazio U C Y tal que dim f~! (y) = n—m, para todo

yeU.

Demonstracao. Veja Teorema 7 na p. 76 de (13). |

A versio acima, aliada ao fato de que toda superficie ciibica em IP? contém pelo menos uma
reta, nos permitird mostrar que toda superficie ctbica ndo-singular em IP3 contém exatamente
27 retas.

Exemplo 6.1. A superficie ciibica de Fermat Z(F) C IP3, onde F = xg —|—x? —|—x% +x§, contém

exatamente 27 retas.

Temos que uma reta em P> é determinada por duas formas de grau 1 linearmente inde-
pendentes em C|xg,x1,X2,X3] (geometricamente isto corresponde a interse¢do de dois planos).
Assim, a menos de uma mudanca de coordenadas, toda reta em P pode ser descrita pelas
equagoes

Xo = axxy + azxz, x1 = byxpy + bsxs.

Substituindo na igualdade F = 0, obtemos
(az)CQ + a3X3)3 + (bzxz + b3)€3)3 +x3 +x§ =0

(@4 534 1) + 3(adaz + b3b3)x3x3 + 3(azad + byb3)xax3 + (a3 + b3+ 1)x3 =0

() a&+b3=-1, (lI) dda3=—bsbs,
() aya =—byb}, (IV) a3+bj=-—1.
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Suponhamos que a, a3, by e by sdo todos ndo nulos. Entdo
(/) : & =—b3, (H/(): a}=—b}.

e substituindo em (1) e (IV) chegamos a uma contradicdo. Logo algum dos coeficientes ay, as,

by, b3 é igual a zero. Sem perda de generalidade, seja a, = 0. Entdo b3 =0 e ag = b% =—1L
Portanto, a3 = —w eb) = —a, para i, j € {0,1,2}, onde ® é uma raiz ciibica primitiva da
unidade.

Logo temos 9 retas possiveis e, considerando as possiveis permutagcoes das coordenadas, con-

cluimos que existem exatamente 27 retas contidas em Z(F):
xo+@'x; =0, o +@x3 =0, i, j€{0,1,2};
X0+ 0'x; =0, x| +@/x3 =0, i, j€{0,1,2};
X+ 0'x3=0, x; +@'x, =0, i, j€{0,1,2}.
A seguir, introduziremos algumas notacgdes e citaremos certos fatos preponderantes que nos

permitirdo concluir que toda superficie ctibica em IP? contém pelo menos uma reta.

Seja S C IP? uma superficie ciibica ndo-singular em IP3. Denotemos por R = C[xg,x1, X2, x3]
o anel de polindmios nas varidveis xp,xp,Xx2,x3 com coefientes em C. Para cada d € IN,
denotemos por R; o subespaco vetorial de R formado pelos polindmios homogéneos de grau d.

Note que R, é um espago vetorial sobre C de dimensdo (*;%).

Consideremos G(2,4) = {retas no espaco projetivo}. O dito conjunto é uma variedade pro-
jetiva de dimensdo 4 que pode ser identificada com uma hipersuperficie quadrica de IP° via
mergulho de Pliicker (Veja p. 64 de (14)). Note que IP(R3) € uma variedade projetiva de di-

mensio 19 que parametriza as superficies ctibicas em IP3.
Lema 6.1. A imagem de uma variedade projetiva por uma aplicagdo regular é um fechado.

Demonstracao. Veja p. 57 de (13). |
Lema 6.2. Sejam X e Y variedades projetivas. SeY C X entdo dimY < dimX. Se X é irredutivel
e Y C X é uma subvariedade fechada tal que dimY = dimX entdo Y = X.

Demonstracao. Veja p. 68 de (13). |

Teorema 6.2. Toda superficie ciibica em P> contém pelo menos uma reta.
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Demonstracao. Seja ' = {(I,[F]) € G(2,4) xIP(R3)| I C Z(F)}. O leitor interessado pode
verificar que I" é uma variedade projetiva via o mergulho de Segre (Veja p. 56 de (13)).
Con-sideremos as projecdes canodnicas p; : I' — G(2,4) e po : I’ — P(R3). Temos que p; é

sobrejetiva. Se p; € sobrejetiva, segue o resultado.

Suponhamos que p>(I') € IP(R3). Sejam L;,L; € R; linearmente independentes e [ =
Z(Ly,Ly) C IP? uma reta. Temos que o conjunto V; = {F € R3| F = AL +BL;, comA, BER,}

€ um subespaco vetorial de R3. Calculemos dimV;.

Consideremos a aplicagdo linear sobrejetiva ¢ : Ry x Ry — V; dada por (A,B) — AL, + BL,.
Se (A,B) € Nicleo(¢) entdao AL; + BL, = 0 e, portanto, existe A; € R; tal que
A=Al, e B= —A|L|, uma vez que R € um domino de fatoracdo unica. Desse modo,
NLicleo((P) = {(A]LQ,-A[L])| Al € Rl}
dim(R; X Ry) = dimR; +dimV; e, portanto, dimV; = 10+ 10 — 4 = 16.

1%

Ri. Pelo Teorema do nicleo e da imagem

Seja agora [ = Z(Ly,L,). Temos que p; ' (1) = {(I,[F))|  C Z(F)} =[x P(V;) = P(V;) =
P! e, portanto, dim pl_1 (I) = 15. Aplicando o Teorema da Dimenséo das Fibras ao morfismo
p1:T— G(2,4), obtemos que dimI" — dimG(2,4) = dimp;l(l) para toda reta / num aberto
ndo vazio de G(2,4). Logo dimI" = 1544 = 19. Por outro lado, pelo Lema 6.2, temos que
dimpy(T) < 19.

Aplicando o Teorema da Dimensao das Fibras ao morfismo p; : I' — IP(R3 ), obtemos que se

[F] € pa(T) entdo dim p; ! ([F]) > dimT" — dim p,(I") > 0 e, portanto, dim p; ' ([F]) > 1. Deste

modo, se S C IP? é uma superficie ctibica nio singular entiio ou S contém infinitas retas (caso

S € p2(T)) ou S ndo contém retas (caso S ¢ p>(I')). Temos uma contradi¢do pois no Exemplo
6.1 vimos que a superficie cubica de Fermat Z (xg +x? —|—x% +x§) contém exatamente 27 retas.

|

Lema 6.3. Se S e H sdo, respectivamente, uma superficie ciibica ndo singular e um plano em
P entdo existem trés possibilidade para H N S: uma curva ciibica irredutivel, a unido de uma

conica irredutivel com uma reta ou trés retas distintas.

Demonstracao. Veja item (b) da Proposi¢ao 7.1 na p. 102 de (15). |

Lema 6.4. Se p € S e ly, I, e I3 sdo trés retas distintas contidas em S tais que p € 1Nl NIz

entdo 1, I e I3 sdo coplanares.

Demonstracao. Veja item (a) da Proposi¢do 7.1 na p. 102 de (15). |
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Lema 6.5. Se [ C S é uma reta entdo existem exatamente cinco planos my, T, T3, T4 e T5 tais

que ;NS =1UL UL, onde 1, l; e I sdo trés retas distintas.

Demonstracao. Veja Proposi¢do 7.3 na p. 106 de (15). ]

Lema 6.6. Sejam [, 11, I}, I, I, I3, I}, I, 1}, Is e I§ retas como no Lema 6.5 acima. Entdo
liﬂlj = liﬂl} = lllﬂl; = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradi¢do, que exista p € [;N/;. Temos duas possibilida-
des a serem consideradas: p € [ ou p ¢ [.
Se p € [ entdo, pelo Lema 6.4, [, [; e [ sdo coplanares e, portanto, 7; = ;. Se p ¢ [ entdo existe
um tnico plano contendo / e p. Como 7; e 7; sdo planos que contém [ € p, temos que T; = T;.
Logo lULUll =mNS=n;NS=1UL;U l;, o que € uma contradicao pois as retas sao distintas.
Os demais casos sao andlogos.

|

Proposicao 6.1. S contém pelo menos 27 retas distintas.

Demonstracao. O Teorema 6.2 nos diz que existe uma reta [ C S. Aplicando o Lema 6.5 a
reta [, obtemos 5 planos 7y, M, 3, M4, W5 e 10 retas [y, [}, b, 1}, I3, 1§, ls, I}, s, I5 tais que
mNS=1ULU ll{ . Aplicando novamente o Lema 6.5, agora a reta /;, obtemos 4 novos planos
m, W, Ty, T e 8 novas retas mo, n,, m3, my, ms, my, ms, ms tais que NS = Iy Um; Umj.
Aplicando o Lema 6.5 uma dltima vez, agora  reta [{, obtemos mais 4 planos ), 7§, 7, 7l e
mais 8 retas ko, kb, k3, k5, k4, Ky, ks, k& tais que ' NS = I{ Uk; UK]

Suponhamos, por contradi¢do, que m; = [; para i € {2,3,4,5} e j € {2,3,4,5} (j=1
ndo foi considerado pois, por constru¢do, m; é diferente de [, /; e [}). Entdo o plano 7
contém as retas /1 e [; e, portanto, [y N/; # @ com i # j, o que contradiz 0 Lema 6.6. Logo,
nenhuma das retas mo, m), ms, my, ms, my, ms, ms coincide com alguma das retas /;, /],
b, I, I3, I}, s, I}, Is, 5. Analogamente, verifica-se que as retas myp, mh, m3, m, ms, mj,
ms, m sdo distintas de todas as retas ko, k, k3, kj, ks, kj, ks, ki e também que nenhuma

das retas ko, k5, k3, k%, ka, ky, ks, ki coincide com alguma das retas [y, I, b, Iy, (3, 5, 14, I3, Is, IL.
Portanto, as 27 retas do conjunto &g = {1, 1,11, 1, 15,13,15,14,1}, 15, I5,mp,m),m3, mj, my,

mly, ms, ms, ka, kj, k3, k3, ks, ky, ks, k5} sdo duas a duas distintas.
|

Lema 6.7. Se L C S é uma reta tal que LN1# 0 ou LNy #0 ou LNI} # 0, entdo L € L.



39

Demonstracao. Seja L C S uma reta e suponhamos, sem perda de generalidade, que LN/ # 0.
Temos duas possibilidades a serem consideradas: ou L =1 ou LNI = {p}. Se L =1 entdo
L € L. Seja LN1 = {p}. Entdo existe um tnico plano 7 contendo as retas L e [ e, pelo Lema
6.3, a intersecdo NS pode ser uma curva ctbica irredutivel, a unido de uma reta com uma
conica irredutivel ou a unido de trés retas distintas.

Se NS € curva cubica irredutivel C entdo L C 7 NS = C e, como dimL = 1 = dimC, segue
do Lema 6.2 que L = C, o que é uma contradicdo. Se 7N S € a unido de uma reta r com uma
conica irredutivel Q entdo L C 7N S =rUQ e, em particular, L = (rNL)U(QNL). Como
Q é uma conica irredutivel entdo L € Q e, portanto Q N L consiste de no maximo 2 pontos.
Logo L = r. Analogamente, conclui-se que [ = r e, consequentemente, L = [, o que é uma
contradi¢@o. Portanto, 7 NS consiste de trés retas distintas e, pelo Lema 6.5, & = 7; para algum
i€{l,2,3,4,5}e Le {l;,I'} C L.

Lema 6.8. Se L C S é uma reta entdo LNl # 0 ou LN # 0 ou Lﬁli * 0.

Demonstracio. Temos que, em IP3, a intersecio de dois planos distintos é sempre uma reta e
que se 7 € um plano e r € uma reta entdo rN 7w # 0.
Sejam L C S uma reta e 7; o plano cuja intersegdo com S é formada pelas retas /, /; e /1. Entdo
existe um ponto p € LN e, portanto, p € m NS =1[U[; UIj. Logo, p € LNl oup € LNl ou
peLNI.

|

Teorema 6.3. S contém exatamente 27 retas.

Demonstracao. Na demonstragdo da Proposicdo 6.1 obtivemos o conjunto &g formado por
27 retas distintas contidas em S e os Lemas 6.7 e 6.8 afirmam que todas as retas contidas em S

pertecem ao conjunto Lg. Desse modo, temos que S contém exatamente 27 retas.

6.2 Finitude Genérica das Configuracoes de Dziobek

A Mecinica Celeste é o estudo do comportamento de particulas pontuais em R* movendo-
se sob influéncia de atracdo gravitacional. O movimento destas particulas é descrito por um
sistema de equagdes diferenciais que nao € integravel em geral e, por isso, sdo considerados
casos particulares. Em 1998, inspirado na lista de problemas de Hilbert, S. Smale elaborou 18

perguntas para os matematicos deste século. Uma delas € a seguinte:
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“No problema de n corpos da Mecanica Celeste, € finito o nimero de classes de
configuracdes centrais, para uma escolha de niimeros reais positivos my,...,m, para as massas

dos corpos?”’
Nesta se¢do, obteremos uma resposta para o problema de Smale num caso particular.

Consideremos 7 corpos e sejam my, ...,m, € IR suas massas e xj, ..., X, € IR? suas posicdes.
Denotemos por r;; = ||x; — x;|| a distancia entre o i-ésimo e o j-ésimo corpo. O vetor

x = (x1,...,x,) € R é chamado configuracio.

As equacdes que estudaremos provém das seguintes leis da fisica cldssica:
1. Segunda Lei de Newton: Forc¢a resultante € igual ao produto da massa pela aceleracdo.

2. Lei da Gravitacao Universal: O mddulo da For¢a Gravitacional € diretamente proporcio-

nal ao produto das massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia.

Supondo que as tnicas forcas atuando sobre cada corpo sdo as forgas gravitacionais pro-
venientes dos demais corpos, temos a seguinte Equacdo Diferencial de Segunda Ordem para o
movimento do i-ésimo corpo:

y mimj(xj—x;) .
mixX; = 2—3, i=1,..,n.

i#] Tij

Para que as equacdes acima estejam bem definidas, assumimos que r;; # 0, parai # j.

mix myX.
Sejam M = my + ... +my £0, ¢ = — Lt oo M a massa total e o centro de massa

dos corpos. A configura¢do x = (xi,...,x,) é chamada configuragao central quando os vetores

aceleracao dos corpos satisfazem

)'c'i+/’L(xi—c):O, i=1,...,n

R ) =0, 1= 1m
izj  Tij

para alguma constante A € IR nao nula.
A dimensao da configuragdo x = (xi,...,X,), denotada por d(x), é a dimensdo do menor
subespaco afim de RY que contém os pontos x;. Uma configuracio central é chamada

configuracao de Dziobek quando 6(x) =n—2.

Se x = (x1,...,x,) € R é uma configuragio central, temos que:
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1. Se E(n) é grupo euclidiano n-dimensional (grupo das isometrias em IR") e A € E(n) entdo
Ax € uma configuragdo central.

2. Se k € R\ {0} entdo kx é uma configuracdo central.

e, portanto, podemos contar as classes de configuracdes centrais modulo rotagdes em torno do

centro de massa c, translagdes e homotetias.
o Equacoes Polinomiais para Configuracoes Centrais de Dziobek

Seja x = (x1,...,X,), com x; € R? uma configura¢io. Uma vez que a dimensido & (x) satisfaz

0 < d(x) < n—1, podemos supor sem perda de generalidade que d = n — 1. Associaremos a
| R |
X =
X1 ... Xp

Temos que 8(x) = n— 2 se, e somente se, a dimensdo do niicleo da transformagdo linear

configuracdo x a matriz n X n

e denotaremos @(x) = det(X).

definida por X € igual a 1. Neste caso, podemos assumir sem perda de generalidade que cada

x; € R"~? e agora X torna-se uma matriz (n — 1) x n. Consideremos ainda a matriz n x n

| O |
X: X1 ... Xp
0 .. 0

Seja x; a configuracdo de n — 1 corpos obtida desconsiderando-se o k-ésimo corpo da confi-

guracdio x e seja X; a matriz (n— 1) x (n— 1) associada a configuragdo %y que é obtida retirando-

~ I ... 1 .1
X =
X1 oo Xg—1 Xk+1 .- Xn

Segue que, a menos de sinal, as quantidades Ay = (—1)*t!det(X;) = (—1)*" ! o(x;) sdo

se a k-ésima coluna de X.

os cofatores das entradas na dltima linha de X. Considerando propriedades do determinante,
verifica-se que A = (A, ...,A,) estd no nicleo da transformagao linear definida por X.

Lema 6.9. Denotemos por A o produto exterior em R" ™2 e seja
. (_ 1 )]7 sek < j7

T(j,k) = o .

(=1, sek>j.

Se j, k€ {1,...,n} sdo indices arbitrdrios com j# ke {ey,...,en_2} € a base canénica de R"2,
entdo

T(j,k)(xl —Xj)/\.../\ (xn—xj) = CD()/C\k)el N..oN\ep_o,

onde os fatores (x — xj) e (xj —x;) foram omitidos no primeiro membro.
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Demonstracao. Veja Lema 2.1 nap. 7 de (16). |
Consideremos as p = @ distancias mituas r;; = ||x; — x;||, com 1 <i < j < n entre os

n corpos da configuragdo x. Denotemos s;; = ||x; — x;||* e seja s € R? o vetor de coordenadas

sij» com 1 <i< j<n. A matriz de Cayley-Menger associada a s € dada por

o 1 1 .. 1
1 0 $12 ... Sin
A(S) = 1 513 0 e S
1 s, s23 ... O

Denotamos por F(s) = detA(s), o determinante de Cayley-Menger, e por F;; o cofator do ele-

mento na i-ésima linha e na j-ésima coluna de A.

Proposicao 6.2. Sejam x = (xy,...,x,) uma configuracdo de Dziobek e s € RP o vetor cujas
coordenadas sdo os quadrados das distdncias miituas entre os corpos da configura¢do (como

acima). Entdo

2. Pelo menos dois cofatores principais Fj; sdo ndo nulos;
3. FyFj; = FjxFy para todos i, j,k,l € {1,...,n+1}

4. F;j = kAi—1Aj_y, para 1 <i, j<n, onde A = (Ao, ...,A,) é uma solugdo ndo trivial de

A(s)A = 0. Além disso, pelo menos dois dos A;’s sdo ndo nulos, para 1 <i<n;

5. Se§;;= rif — r63 e r(3) = % entdo existem nimeros reais 71, ..., 7y € k # 0 tais que

S,’j :kZiZj-

6. mSiA; = miS;Ay, onde S;j e Ay sdo como nos itens acima.

Demonstracao. Veja Proposi¢des 1 a 3 nas p. 5a7 em (17) ou Proposi¢des 2.1 a 2.4 nas p. 9
al3em (16). ]

Lema 6.10. Seja f : V — W um morfismo entre variedades quase-projetivas. Tem-se que
1. Se f é dominante entdo dimV > dimW;
2. Se dim f~! (w) > d, para todow € W entdo dimV < dimW +d;

3. Se W éirredutivel e dimV < dimW entdo existe subconjunto aberto ndo vazio U C W tal

que se'y € U entdo a fibra f~'(y) é finita.
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Demonstracao.

1. Escolha uma componente irredutivel W; de W cuja dimensio € a maior possivel. Desde
que f € dominante existe alguma componente irredutivel V; de V e subconjuntos abertos
Vi, C Vie Wj; C W, tal que tem a mesma dimenséo de V; e W respectivamente e f: V) —

W;, € aplicacdo sobrejetiva. Portanto temos

dim(V) > dim(V;) > dim(W;) = dim(W).

2. Tome qualquer componente V; de V. A aplicagdo f:V — f(V) é dominante, portanto
existem subvariedades V; CV e W; C W tais que f :V; — W; € dominante. Podemos
restringir a aplicagdo f se necessdrio, a subconjuntos V;) C V; e W;, C W; tais que f €
sobrejetiva. Pelo Teorema da Dimensao das Fibras, concluimos que dim(V;) —dim(W;) <
d.

3. E suficiente considerarmos a restricdo de f as componentes irredutiveis V;. Se f:V; = W
nao ¢ dominante entdo o resultado € trivial por que quase toda fibra € finita. Se f : V; —
W é dominante entdo pelo item 1 temos que dim(V;) > dim(W). Desde que dim(V;) <
dim(W) temos dim(V;) = dim(W). Restringindo f a uma aplica¢do sobrejetiva entre
subconjuntos abertos de Zariski, segue do Teorema da Dimensao das Fibras que quase

toda fibra tem dimensao zero e, em particular, ¢ um conjunto finito.

|

¢ Finitude Genérica para Configuracoes de Dziobek
Consideremos x = (xj,...,x,) uma configuragio de Dziobek (isto é, a dimensdo
O0(x) =n—2) e sejam rjj = |[x; —xj||, para 1 <i< j<mn as p= "(”—2_]) distancias

miituas entre os corpos da configuracdo. Temos que se S;; = rd— o 3, onde rg = M/A, entdo

ij
existem k # 0,21, ...,2, € R tais que S;; = kz;z;.

Seja r € IP” o ponto com coordenadas rg, 7;j, para 1 <i < j < n. Assumiremos que as
variaveis zp, ..., Z,, definidas na proposi¢do 6.2, sdo complexas. Introduzindo uma variavel adi-
cional zg, denotamos z = [z9 : ... : zo] € IP". Se x é uma configura¢do de Dziobek entdo a
igualdade rl-f —ry 3 = kzz j implica que o sistema de equagoes

=3

S —ry =zzj, paral <i<j<n, rg’ =z 6.1)

r

tem uma solucio ndo nula z = (2o, ...,2,) € C**1.
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No complementar do conjunto singular (correspondente as configuragdes nas quais x; = x;,

com i # j, ou M = 0) dado por

Y={(rz) e PP xP"| zOrOHrij =0},

i<j
os zeros das equagdes (6.1) estdo contidos nos zeros das equagdes

2 .
Zo(rg - risj) = r?jZ[Zj, paral <i< j<n, (6.2)

que sdo separadamente homogéneas em r e z.

Consideremos a subvariedade

V ={(rz) € P? xPP"\ x| F(rl-zj) =0ez3(r} —rfj) = r?jziz_,-, paral <i< j<n}

que contém todas as configuracdes de Dziobek e também as subvariedades
Vi = {(V,Z) € V‘ ] = .. =Zp = ()}

Lema 6.11. Sejam w;; € C, 0<i < j < n, raizes ciibicas da unidade. Entdo

0 1 1 1 ... 1
1 0 20)12 w3 ... Wy
1 202 0 3 ... Dy
#0.
I w3 w3 0 ... w3
1 o, @ o3 ... 0
Demonstracao. Veja Lema 5.1 na p. 30 de (16). |

Teorema 6.4. dimV = n— 1. Mais geralmente, dim(Vy) =k —1 se k > 2.

Demonstracao. Considere a proje¢do m, : P? x P" — IP" e note que z € mp(V) se, e somente
se, as equagoes (6.2)

3(rs — rlsj) = rl-sjzizj, paral <i< j<n,

tem solugdo r € CP*! com todas as entradas nio nulas e F (rlzj) = 0. Desse modo,
_ 2\ 3 _ .
8ij = (zzj+z)r;—1=0,1<i<j<n

Usaremos estas equagdes para eliminar as varidveis r;; do determinante de Cayley-Menger.
Considere F e g1» como polindmios na variavel rj;, com todas as outras varidveis vistas como
parametros. Seja G a resultante desses dois polindmios com respeito a rj>. A resultante G €

um polindmio nas variaveis (z;z i+ z(z)) e r;j, diferente de r12. Se para determinados valores dos
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parametros existe 1 anulando F e g1, entdo para esses valores tem-se G = (. Reciprocamente,
se G =0, com z122 +z3 # 0, entdo existe um conjunto finito ndo vazio de valores para ry; tais
que F=0e g2 =0.

As demais varidveis r;; podem ser eliminadas de maneira andloga. Ap6s um numero finito
de passos obtemos um polindmio H(z) com a seguinte propriedade: Dado um valor de z, se
existe r;; satisfazendo F' = 0 e gj» = 0, entdo H (z) = 0. Reciprocamente, se z é uma solucgdo
de H(z) = 0, tal que todas as quantidades z;z; + Z(Z) # 0, entdo existe um conjunto ndo-vazio de
valores de r;; tais que F' = 0 e todas as equacdes g;; = 0.

Consideremos a seguinte variedade projetiva determinada por H(z):
W ={zeP":H(z) =0}.

As propriedades da resultante implicam que m, (V) C W'. Para caracterizar a imagem, de-
vemos observar que para determinarmos r;; dado z € necessdrio que z;z; +z(2) #0ez#0.

Definindo o polindmio homogéneo

K(z) =20 [ (ziz; +23)
i<j
e a variedade projetiva
B={[z] eP": K(z) = 0}

temos que (V) = W'\ B. Note que algumas das componentes irredutiveis de W’ podem estar
inteiramente contidas em B. Ignoraremos estas componentes e denotaremos por W a unido
de todas as outras componentes de W’. Seja W = Z(I), para algum ideal I e consideremos
W =Z(I,)U...UZ(I,) uma decomposi¢do em irredutiveis para W. Note que Z(/;) N B é uma
subvariedade propria de Z(I;) para todo j e, portanto, a aplicagdo f : V — W é dominante.
Desde que toda fibra 7, '([z]) ¢ finita temos que dim(V) < dim(W). Por outro lado, como
m : V — W entdo dim(V) > dim(W) e, portanto, dim(V) = dim(W).

O resultado segue se mostrarmos que W’ é definida por uma tnica equagdo polinomial
ndo-trivial H(z) = 0, em IP". Portanto, toda componente irredutivel de W' tem dimensdo n — 1.
Logo, n— 1 =dim(W) = dim(V). Para mostrar isso precisamos mostrar que, existe um z tal que
as quantidades z;z; + z% sdo todas ndo nulas, mas as equacdes F = 0 e g;; = 0 ndo t€m solugio.
Visto que H(z) é a resultante destas equagdes, teremos H(z) # 0. Tome z; =0, 3 <i < n.
Entdo para 3 < i,j < n temos que z;z; —l—zg) = 1 e as equagdes g;; = 0 reduzem-se a r?j =1.
Portanto s;; = rizj sdo raizes cubicas da unidade. Por outro lado se escolhermos z1,z> tal que
2122 —|—z8 =1/ V/8 entdo r‘;’z = V8e s =2, que € duas vezes uma raiz cubica da unidade.
Desse modo, o determinante de Cayley-Menger € exatamente como no lema 6.11 e, portanto,

F(r;)#0,1<i<j<n.
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As equagdes myS;A; = myS; Ay obtidas no item 6 da Proposicdo 6.2 relacionam as massas
com as variaveis S;;, A;. Multiplicando essas equagdes por A; e considerando os itens 4 € 5 da

Proposi¢do 6.2 e também as igualdades em (6.1) obtemos
meiZijl = leiZleka onde i,k,l,j € {1, ...,n} (6.3)

e os indices i, k, [ sdo dois a dois distintos. Calculando os cofatores F;; do determinante de
Cayley-Menger, verifica-se que eles sao polindmios homogéneos em r e, portanto, as equacdes
obtidas acima s3o separadamente homogéneas nas variaveis r, z € m. Podemos entdo definir a

seguinte subvariedade
I'={(rz,m) €V x P" ' mzizx Fjy = myziz Fjx }-

Denotaremos por I'y, as componentes irredutiveis de I" e escreveremos f =0 em [y se a
funcdo f se anula em todos os pontos de I'y, ou f # 0 caso contrario.
Chamaremos I'y, de componente de Dziobek quando as seguintes duas condi¢des forem satis-

feitas:
1. pelo menos dois dos z; # 0 em ['y;
2. pelo menos dois dos cofatores principais Fj; Z 0 em ['y.

Segue-se que se I'y ndo € uma componente de Dziobek entdo I'y € irrelevante pois nao

contém uma configuracdo de dimensao n — 2.

Proposicao 6.3. Se I'y é uma componente de Dziobek tal que F;; =0 em Iy, para alguma

escolha dos indices com 1 < i, | <n, entdo mim;ziz; =0 em 'y,

Demonstracao. Seja F;; =0 em I'y. Segue do item 3 da proposigdo 6.2 que FyFj; = 0, para
todos i, j. Como I'y € irredutivel, se Fy # 0, para algum k, entdo, Fj; = 0, para todo j. Desse
modo, ou todos os Fj; = 0, ou todos os Fj; = 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
Fj;; =0, para todo j. Como Iy € uma componente de Dziobek, existem dois indices k tais que
Fix #0. Fazendo j = k na equacdo (6.3), obtemos m;z;z;Fy; = 0 e, portanto, m;m;z;z; = 0 em
I'y. [ |

Uma componente I'y, € chamada massa-dominante quando a projecao candnica 73 : I'¢y —
IP*~! ¢ uma aplicagido dominante. Diremos que I'y, é nfio-degenerada quando z; 0 e F; ELY

em Iy, paratodos i, j € {1,...,n}.
Teorema 6.5. Se I'y, é uma componente de Dziobek massa-dominante entdo dimI'qy =n— 1.

Demonstracdo. Como I'y é massa dominante, temos que dim(I'y) > n— 1. Para provar a

desigualdade contraria, consideraremos dois casos: I', degenerada ou ndo-degenerada.
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Suponhamos I'y, ndo-degenerada e consideremos o morfismo regular 7w : I'y — V. Cada
uma das fibras 7, (r,z) € um conjunto unitdrio pois as equagdes (6.3) determinam as massas a
menos de multiplicagdo por constante. Segue do teorema 6.4 que dim(V) = n — 1 e, portanto,
pelo item 2 do lema 6.10, dimI'q, > n—1.

Seja agora I'y degenerada. A proposicao 6.3 mostra que toda componente degenerada tem
zi = 0 algum indice 1 < i < n. Podemos supor sem perda de generalidade que existe algum
indice2<k<ntalquez;ZOparal <i<kegz=0parak+1<i<n Temos entdo que
mymyz;z; # 0 para 1 <1, j < k e, portanto, para estes i, j, F;; # 0. Em um subconjunto aberto de
Zariski Uy, onde, z; #0 e F;; # 0, 1 < i, j < k podemos resolver a equagdo (6.3), a menos de
multiplicacdo por constante, unicamente para m;, 1 <i < k. Temos ainda que todas as equagdes
envolvendo as massas my. 1, ...,m, sdao identicamente nulas, logo estas massas sdo arbitrarias.
Considere a projecao 7o : Uy — Vi. Temos que os subespagos lineares de dimensdo k — 2
Li={(m) € P"" :m; = my_y,...,= m, =0} com i < k tem intersec¢iio vazia com as fibras
nle (z,r), (z,r) € V e sdo espagos com a maior dimensdo possivel com esta propriedade. Disto
segue que todo espago linear de dimensdo k — 2 que ndo estd contido em alguma componente
de 7, (z,7), (z,r) € V tem intersecgio vazia com 7, (z,7), (z,r) € V. Portanto a dimensdo das
fibras € menor ou igual a n — k. Segue do teorema 6.4 que dim(V;) = k — 1 e, portanto, disto

segue que dim(I'y) < k—1+4n—k =n— 1, como queriamos mostrar.

Seja I'p C I' a unidio de todas as componentes de Dziobek. Se m € IP*~!, definimos
FD(m) = {(F,Z) € V‘ (Y,Z,I’I’l) € FD}

Proposicio 6.4. Existe uma subvariedade propria B C P*~! tal que se m € P"~1\ B entdo

I'p(m) é um conjunto finito.

Demonstracdo. E suficiente considerar cada componente irredutivel I', de I'p. Temos que I'y,
pode ser massa-dominante ou nao.

Se I'y, ndo é massa dominante, para m € IP"~'\ m3(T'y) entdo Ip(m) NIy = 0. Seja B a
unido de 7m3(T'y), onde 'y, ndo é massa dominante. Se m € "~ !\ B entio I'p(m) NTy = 0.

Se ', é massa-dominante, entdo pelo teorema anterior, temos que dim(I'y) = n — 1. Desde

que a projecao ¢ um morfismo regular, o teorema segue pela parte 3 da proposi¢ao 6.10.

Observacao 6.1. Se uma componente I ndo é massa-dominante entdo m3(I'g) N H’ﬁ’{l estd

contida em alguma subvariedade propria de ]P?R_]'

Teorema 6.6. Existe uma subvariedade prépria B C P"~! tal que se m € P"~'\ B entdo m
admite, a menos de simetrias, somente um niimero finito de configuracoes centrais de Diobek

(com dimensdo 8(x) =n—?2).
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Demonstracio. Se B C IP"~! ¢ a variedade da proposi¢io 6.4 entdo, pela observacio 6.1,
BN IP?R_I C ]Pf’R_l € uma subvariedade propria de IP?R_I e, desse modo, temos o resultado para
massas reais. Isto implica que para uma massa genérica m dada, temos um nimero finito de pos-
sibilidades para as distancias mutuas r;; de uma configura¢io de Dziobek, a menos de reescala.
Desde que as distancias mituas determinam as configuragdes a menos de rotagdo e reflexdo, o

teorema esta provado.



49

REFERENCIAS

1 HARTSHORNE, R. Algebraic geometry. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2013.
v. 52.

2 ROIJAS, J.; MENDOZA, R. A note on the fiber dimension theorem. Proyecciones
(Antofagasta), SCIELO Chile, v. 28, n. 1, p. 57-73, 2009.

3 EISENBUD, D. Commutative Algebra: with a view toward algebraic geometry. [S.1.]:
Springer Science & Business Media, 1994. v. 150.

4 MUMEFORD, D. The red book of varieties and schemes: includes the Michigan lectures
(1974) on curves and their Jacobians. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 1999.
v. 1358.

5 EISENBUD, D.; HARRIS, J. The geometry of schemes. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2006. v. 197.

6 HARBOURNE, B. Problems and progress: a survey on fat points in IP?, zero dimensional
schemes and applications. Queen’s Papers in Pure and Applied Mathematics, Queen’s
University, v. 150, p. 85-132, 2002.

7 AVRITZER, D.; VAINSENCHER, I. Hilb*IP2. Lecture Notes in Mathematics, Springer,
v. 1436, p. 30-59, 1990.

8 ROIJAS, J.; MENDOZA, R.; SILVA, E. Projective squares in P? and bott’s localization
formula. Cubo, 2010.

9 ROJAS, J.; VAINSENCHER, I. Conical sextuplets. Communications in Algebra, Taylor &
Francis, v. 24, n. 11, p. 3437-3457, 1996.

10 MILNE, J. S. Fields and galois theory. Disponivel em:
<http://www.jmilne.org/math/CourseNotes/FT.pdf>, Acesso em 10 set. 2011.

11 VAINSENCHER, 1. Introdugdo as curvas algébricas planas. [S.1.]: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 1996.

12 ATIYAH, M. F.; MACDONALD, 1. G. Introduction to commutative algebra. [S.1.]:
Westview press, 1994.

13 IGOR, R. Shafarevich. Basic algebraic geometry. 1. [S.1.]: Springer-Verlag, Berlin,, 1994.

14 HARRIS, J. Algebraic geometry: a first course. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 1995. v. 133.

15 REID, M. Undergraduate algebraic geometry. [S.1.]: Cambridge University Press
Cambridge, 1988.

16 DIAS, T. Aplicacdo da geometria algébrica a finitude das configurag¢des centrais de
dziobek. 37 f. Dissertacdo (Mestrado) - Departamento de Matematica, Universidade Federal de
Pernambuco, 2009.



17 MOECKEL, R. Generic finiteness for dziobek configurations. Transactions of the
American Mathematical Society, v. 353, p. 4673-4686, 2001.

50



	Sumário
	INTRODUÇÃO
	ESPAÇOS TOPOLÓGICOS NOETHERIANOS
	Variedades afins
	O espectro de um anel

	A NOÇÃO DE DIMENSÃO
	FEIXES E MORFISMOS ENTRE FEIXES
	ESQUEMAS AFINS E MORFISMOS ENTRE ESQUEMAS AFINS
	O Teorema da Dimensão das Fibras

	APLICAÇÕES
	As 27 retas numa superfície cúbica não singular em P3
	Finitude Genérica das Configurações de Dziobek

	REFERÊNCIAS

