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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar a veracidade da versdao moderna
da férmula para contagem de ordens ctibicas com grupo de automorfismo ciclico de
ordem 3 e discriminante limitado (apresentada por Manjul Bhargava), tendo como base
a férmula classica de Harold Davenport. Para isso, sdo introduzidas algumas nog¢des
bésicas da teoria algébrica dos nimeros (discriminante, reticulados, norma de ideais,
homomorfismo de Minkowski). Ainda, sdo apresentadas as nog¢des de hessiana e shape, a
fim de demonstrar a correspondéncia de Delone-Faddeev para relacionar anéis ctibicos
com formas bindrias ctibicas. Por fim, apresentamos a no¢do de forma binaria quadratica
reduzida, e a estudamos no caso particular da hessiana de uma forma bindria ctibica
munida de um automorfismo de ordem 3. Este estudo é aplicado na contagem assintética
das ordens ctibicas com grupo de automorfismo ciclico de ordem 3. No Apéndice é
apresentado o trabalho computacional a fim de detalhar o isomorfismo (nada ébvio)

entre anéis ctibicos e formas bindrias ctbicas.

Palavras-chave: Ordens ctibicas. Discriminante. Correspondéncia de Delone-Faddeev.

Formas ctibicas binérias.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to demonstrate the veracity of the modern
version of the formula for counting cubic orders with automorphism group cyclic
of order 3 and bounded discriminant (after Manjul Bhargava), having as basis the
classic formula from Harold Davenport. For this purpose are introduced some basic
notions from algebraic number theory (discriminant, lattices, norm of ideals, Minkowski
homomorphism). Moreover, the notions of Hessian and shape are introduced, in order
to demonstrate the Delone-Faddeev correspondence, in order to relate cubic rings with
cubic binary forms. Finally, we introduce the notion of reduced binary quadratic form,
which is studied in the particular case of the Hessian of a binary cubic form endowed
with an automorphism of order 3. This study is applied to the asymptotic counting
of the cubic orders with automorphism group cyclic of order 3. On the Appendix we
include all the computational work in order to detail the (not obvious at all) isomorphism

between cubic rings and cubic binary forms.

Keywords: Cubic orders. Discriminant. Delone-Faddeev correspondence. Cubic binary

forms.
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1 NOCOES PRELIMINARES

1.1 Introducao

Os primeiros resultados sobre formas bindrias ctibicas com coeficientes inteiros,
andlogos aos resultados sobre formas quadraticas, foram demonstrados por Ferdinand
Eisenstein por volta de 1844 (DICKSON, 1966). Segundo ele, considerando-se a forma
ctbica

— 13 2 2 3
f(x,y) =ax’+3bx"y +3cxy” +dy
com a, b, c e d inteiros, definimos o discriminante de f por

D = B> —4AC,

onde
A=b*>-ac,B=bc—ad,C=c*-bd.

A forma quadratica Hs(x, y) = Ax? + Bxy + Cy? é a hessiana de f.

Algumas décadas depois, Arthur Cayley buscou melhorar a teoria de Eisenstein,

simplificando e estendendo para qualquer discriminante negativo.

Por volta de 1852, Ernst Arndt, contemporaneo de Cayley, ja acreditava que o
namero de corpos ctibicos com um discriminante dado é finito. Em 1858 ele ja havia
tabelado as formas ctibicas bindrias reduzidas f e seus corpos para discriminantes
negativos —D, com D < 2000. (A forma f é dita reduzida se |B| < %lAl e |C| = |A|.) Esta
tabela foi remodelada por Cayley, em 1871.

No século 20 houve grandes contribui¢des. A correspondéncia de Delone-Faddeev
(GAN; GROSS; SAVIN, 2002) mostra uma forma de relacionar as formas binarias ctbicas
com anéis cabicos (vide o Teorema 2.4). Por outro lado, no inicio do século passado, os
estudos de Harold Davenport e Hans Heilbronn (DAVENPORT, 1951a) forneceram uma

férmula assintética para o ndmero de corpos ctibicos com discriminante limitado.

Teorema 1.1 (Davenport-Heilbronn (DAVENPORT, 1951b)). Seja N3(&, 1) o niimero de
corpos ciibicos K, a menos de isomorfismos, satisfazendo & < Disc(K) < 1 (sendo Disc(K) o

discriminante do corpo K, e C a fungdo Zeta de Riemann). Entdo
1

N3(0, X) = F(B) X + O(X),'
N3(=X,0) = %(3) X + o(X)8.

§  Se g(x) é uma fungdo ndo nula, dizemos que f(x) = 0(g(x)) quando xh_r)r.}o )g% =0.
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Subsequente a este resultado, surgiu um grande interesse em verificar numerica-
mente o teorema de Davenport-Heilbronn. Foram calculados discriminantes tdo grandes
quanto 107 e notou-se que os valores obtidos ndo se harmonizavam com o teorema. Isto
levou a perguntas sobre o termo do erro e como determinar precisamente a ordem de

um segundo termo de erro.

Em 1997, Karim Belabas procurou desenvolver um método para enumerar os
corpos cuibicos, o que lhe permitiu fazer tabelas de corpos ctbicos até o discriminante
absoluto 10M. Como esses célculos ndo concordavam muito com o teorema de Davenport-
Heilbronn, Belabas passou a imaginar a existéncia de um termo de erro menor que

O(X(log X)?) para qualquer a. No entanto, Belabas s6 conseguiu obter um termo do

erro exponencial da forma O (X exp(—+/log X log(log X) )) T

Em 2000, David Roberts realizou um notéavel estudo destes tiltimos calculos em
conjunto com certas consideragdes tedricas, o que levou a conjectura de um segundo
termo de erro no teorema de Davenport-Heilbronn. Os calculos posteriores realizados

nos ultimos anos tém mostrado que a conjectura de Roberts concorda bem com os dados.

Na atualidade, Manjul Bhargava vem realizando pesquisas relacionadas a teoria
do discriminante. Em 2010 ele apresentou uma nova abordagem para provar o teorema
de Davenport-Heilbronn original. Segundo ele (BHARGAVA; SHANKAR; TSIMERMAN,
2013),

Teorema 1.2. Seja N(&, n) o niimero de corpos GLo(Z)-equivalentes de formas bindrias ciibicas
f, com coeficientes inteiros, satisfazendo & < Disc(f) < 1, e seja I' a fungdo gama. Entdo para
todo € > 0 valem
n® o V3C@/3ra/3)em'?
NO,X)=—= X+ x>/6
0, X) 72 15T(2/3)

2 1/3
N(=X,0)= 7 X + ce/ 3)§§2//3“;§2”) x5/6

+ 0u(XH);

+ Oe(X3/4+€) )

O objetivo do nosso trabalho é demonstrar uma versao do teorema de Davenport
para o caso particular de ordens ctibicas, levando em conta todos os refinamentos no
decorrer dos anos e tendo como base o que foi produzido nestes quase dois séculos de

pesquisa. Especificamente, mostraremos neste trabalho o seguinte resultado:

Teorema 1.3 (BHARGAVA; SHNIDMAN, 2014), Theorem 1). O niimero de ordens ciibicas
com grupo de automorfismo ciclico de ordem 3, e discriminante menor que X, é dado por

Tt
— X2+ o(x1Y).
63

* Dizemos que f(x) = O(g(x)) se, e somente se, existe um nimero real positivo M e um ntimero real xg
tal que | f(x)| < M]|g(x)| para todo x > xo.
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Para chegarmos ao nosso objetivo, neste Capitulo 1 apresentamos nog¢des prelimi-
nares da teoria algébrica dos nimeros, a saber: norma, trago, discriminante e reticulado.
Além disso, usamos a nogdo de prolongamento candnico para mostrar que o grupo de

classes de ideais é finito.

No Capitulo 2, usamos a correspondéncia de Delone-Faddeev para relacionar
anéis cabicos com formas bindrias ctibicas. Ainda, obtemos uma relacdo entre hessianas
e shapes, que nos ajuda no célculo do discriminante do anel ctibico associado a tais
objetos.

No Capitulo 3, trabalhamos com formas bindrias quadraticas reduzidas para
demonstrar que a hessiana de uma forma binéria ctibica com automorfismo de ordem 3
é equivalente a um multiplo inteiro da forma binéria quadratica Q(x, y) = x> + xy + y.
Esse conceito é fundamental para facilitar os cdlculos na contagem das ordens ctbicas, e

finalmente demonstrar o teorema principal em estudo.

1.2 Generalidades

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos bdsicos de estruturas algébricas
e reticulados necessérios para o desenvolvimento deste trabalho. Para os casos omissos,
vide (SAMUEL, 1970). Todos os anéis citados neste trabalho sdo anéis comutativos e

com unidade.

Defini¢do 1.4. Chamaremos de corpo de niimeros toda extensdo de grau finita (e conse-

quentemente algébrica) de Q.

Sejam A e B anéis tais que B é um A-médulo de posto n. Entdo, existem
bi,...,b, € B taisque B = Ab; ®--- ® Ab,,. O conjunto 8 = {by,...,b,} é dito uma
A-base de B. A ordem dos elementos de uma A-base é importante; no entanto, as vezes

utilizaremos a notagdo de conjuntos ao invés da notagdo de tuplas.

Dado b € B, a aplicagdo My : B — B dada por Mp(x) = x - b, é A-linear. A
matriz associada a My segundo B é a matriz [My] = (aij)ﬁjzl, onde My(bj) = i aijb;
paraj=1,...,n.Sabe-se que o traco Tr[My] e o determinante det[ M| da matriz [Mj]

independem da escolha de 8.

Defini¢ao 1.5. Com as notagdes anteriores, definimos o trago e a norma de b na extensao
B/A por
Npja(b) = det[Mp]; Trp;a(b) = Tr [Ms] .

Exemplo 1.6. Considere o elemento b = a + b2 + cV4 da extensdo Q[V2]/Q. Como
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{1,V2,V4} é uma Q-base, temos
b-l:a+b\3/§+c\3/1;
b-\3/§:2c+u\3/§+b\3/1;
b- V4 =2b+2cV2 +av4,

e assim
a 2c 2b
[Mp]=|b a 2¢c
c b a

Portanto teremos

N300 = det[M,] = a® +2b% + 4¢® — 6abc; Tt 331/0(0) = Tr [Mx] = 3a.

O polinémio caracteristicode b € B é o polindmio monico, de grau n com coeficientes
em A dado por py(x) = det(xI — [My]). E facil mostrar que py independe de [My] e que o
coeficiente de x" ™1 ¢ — Tr[Mp] = — Trp/4(b) e o coeficiente constante serd (—1)" det[Ms].
Vale ainda o teorema de Cayley-Hamilton: py(b) = 0; vide (ATIYAH; MACDONALD,
1969, Proposition 2.4).

Exemplo 1.7. Sejam L = Q[V2]eb=1-+v2 € Q[V2].O polindmio caracteristico de b
A — 43 2 _ _
sobre K é py = x° —3x“ + 3x + 1. Logo, TrQ[?/i]/Q (b)=3e NQ[%]/Q([)) =-1.

Seja L/K uma extensdo de corpos e b € L/K. O polindmio minimo de b sobre
K, denotado por my(x), é o polindmio monico com coeficientes em K de menor grau
que possui b como raiz. No caso em que L = K[b], entdo vale py(x) = mp(x), pois, pelo
teorema de Cayley-Hamilton, vale py(b) = 0 e deg pp(x) = [K[b] : K] = deg mp(x).

Teorema 1.8. Seja L/K uma extensdo de corpos de grau n. Seja b € L. Entdo py(x) =
my (x)IEKIH ) onde my(x) é o polindmio minimo de b.

Demonstragdo. SejaC = {ay, ..., a,} umabase de K [b] sobre K e {,31, ey ﬁm} uma base
de L sobre K[b]. E facil verificar que {a151, ce, 01Bm, 2P, -, arﬁm} é uma base de L
sobre K.
Seja My = (a;;) a matriz da multiplicagdo por b em K[b] em relagdo a base C.
r
Entdob-a; = } ajja;j, e assim
j=1

r r

b-(ajpi) = Zﬂijaj Bi = Zai]’ (ajpi) -
j=1 j=1

Escrevendo o elemento acima na base C de L em K concluimos que

b-(ajBi) =0-a1fi+---+0-a,fr+---+apa1fj+---+arja,Bj+ - +0-a1fpu+---+0-arfp .
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Portanto, na base C de L sobre K a matriz M; da multiplicagdo por b é da forma

My 0

ou seja, My se repete m vezes na diagonal principal como blocos diagonais na matriz
M;, e assim
xIr - Mb 0
.qu - Mb = e . ;

em particular det (xI, — M;) = det(xI, — My)". Como det (xI; — M;) é o polinémio
caracteristico de b sobre K e det (xI, — My) é o polindmio minimo de b sobre K, segue
que pp(x) = mp(x)ILKEPI g

Definic¢do 1.9. Um anel ciibico é um Z-médulo livre de posto 3. Se adicionalmente for

um dominio, o anel serd chamado de ordem ciibica.

Defini¢ao 1.10. Sejam A e B anéis com A C B. Um elemento b € B é dito A-inteiro se
b é raiz de um polindmio ménico com coeficientes em A. O conjunto dos elementos
A-inteiros em B forma uma subanel de B contendo A. Esse anel é denotado por Op(A) e

é chamado de anel dos inteiros de A em B.

Se Op(A) = B, dizemos que B é A-inteiro. Se Op(A) = A, dizemos que A é
integralmente fechado em B. Se A é dominio, dizemos que A é integralmente fechado se o for

no seu corpo de fragdes. (por exemplo, se A for fatorial entdo A é integralmente fechado;
vide (RIBENBOIM, 1972, pp. 71,72).)

Defini¢do 1.11. Se K é um corpo de ntimeros, denotaremos o anel de inteiros Ox(Z) de

K sobre Z por Ok, e o chamaremos de anel dos inteiros de K.

Defini¢do 1.12. Seja A um anel e K € A um corpo. Dizemos que um elementoa € A é

K-algébrico se a é raiz de um polindmio ndo constante com coeficientes em K.

Proposic¢do 1.13. Sejam A um dominio com corpo de fracoes K e L uma extensdo finita de K.
Se a € Or(A), entdo os coeficientes do polindmio caracteristico p, (x) sdo inteiros sobre A. Em
particular, Try g e Ny jx sdo A-inteiros.

Demonstragio. Se my(x) € Op(A), entdo teremos os coeficientes de p,(x) em Or(A), pois

pelo teorema 1.8 p,(x) é poténcia de m,(x). Mostraremos que esse € o caso.

Sejam x1, ..., x, as raizes de m,(x) (com multiplicidade). Como os coeficientes

de m,(x) sdo, a menos de sinal, somas de produtos dos elementos x;, basta mostrar que
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tais x; sdo inteiros sobre A, j4 que a soma, diferenga e produto de inteiros sobre A sdo
inteiros sobre A.

Recorrendo a teoria de Galois, temos que cada x; é um conjugado de a sobre
K, e assim, existe um K-isomorfismo ¢; : K[a] — K[x;] tal que ¢; (@) = x;, para todo
i=1,...,n.Como a é inteiro sobre A, segue que a" + Ap_1a™ 1+ +aa+ay =0,

onde a; € A e a; # 0 para algum i. Aplicando a ¢;, obtemos
@i (@) +a,10; ()" ' +.. . +a=0,

e assim

n-1

X! +ay1x! T +...+ap=0.

Portanto x; é inteiro sobre A, para qualquer i = 1,...,n e, consequentemente, os

coeficientes de m, (x) sdo inteiros sobre A. O

Corolario 1.14. Seja A um dominio. Entdo os coeficientes do polindmio caracteristico p, (x)
sdo elementos de A. Em particular, Try jx e N/ sdo elementos de A.

Demonstragdo. Na Proposi¢do anterior vimos que os coeficientes do polindmio caracte-
ristico p, (x) sdo elementos de K e sdo inteiros sobre A. Logo, os coeficientes de p, (x)
pertencem a A, pois Aé integralmente fechado. E, consequentemente, Tr; /K € N; /K sao
elementosde A. O

1.3 Discriminante

Nesta secdo, apresentaremos os conceitos basicos de discriminante e resultados
de homomorfismos de grupos que ajudam no célculo do discriminante numa extensao

de corpos.

Defini¢ao 1.15. Seja B um anel e A um subanel de B tal que B seja A-mdédulo livre de
posto finito n. Para cada x = (x1, X2, ..., x,) € B" definimos o discriminante de x como o
elemento de A dado por

D(x) = det(Trpa(xix;))

1<i,j<n

Se {x1,x2,...,x,} é uma Z-base do anel de inteiros Ok, dizemos que o discriminante
D(x1,x2,...,xn) € o discriminante absoluto do corpo de ntimeros K, e o denotamos por
Dk.

Exemplo 1.16. Seja K = Q[V2]. Entdo
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[ Trio(1-1)  Treo(l-V2)  Trjo(l - V4)
D(1,V2,V4) = det |Trgjq(V2+ 1) Trs(V2-V2) Tr/o(V2 - V4)
_TrK/Q(‘S/E' 1) Trio(V4-V2) Trgo(Vé-V4)

3 0 0
=det |0 0 6

0 6 0
= —108.

Lema 1.17 (Lema de Dedekind). Sejam G um grupo, K um corpoe o1, ..., 0, homomorfismos
distintos de G sobre o grupo multiplicativo de K*. Entdo {o1,...,0,} é um conjunto K-
linearmente independente.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que os elementos o; sdo K-linearmente depen-

n
dentes, ou seja, existem a1, ..., a, € K, ndo todos nulos, tal que }; a,0; = 0.
i=1

Seja r o menor ntimero possivel de tais a; # 0. Obviamente, r > 2, pois cada

o; # 0. Reordenando os indices i, podemos supor que vale

a101(g) + azo2(g) +- - +a,0,(¢) =0, (1.1)

coma; # 0 paratodosi =1,...,r e g € G. Assim, tomando g,h € G e aplicando a

igualdade 1.1 ao elemento gh € G, temos
a101(gh) + axoo(gh) +--- +a,0.(gh) =0, (1.2)

ou seja,
a101(g)o1(h) + axo2(g)oa(h) + - - - + a,o,(g)or(h) =0. (1.3)

Subtraindo a igualdade 1.3 com o produto de o1(h) pela igualdade 1.1 obtemos

1202(8)(02(h) — 01(h)) + - - - + ar0,(g) (0, (h) — 01(h)) = 0. (1.4)

Como a igualdade 1.4 é vélida para todo g e r é minimo, segue que para
algumi =2,...,r vale a;oi(g)(0i(h) — 01(h)) = 0; mas a; # 0, e portanto o;(h) = o1(h),

contrariando a hipétese que os 0; sdo distintos. O

Teorema 1.18. Sejam L /K uma extensdo de corpos de grau n (com K finito ou de caracteristica
0)eoi,...,0, 0s K-isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado contendo
K.Sex = (x1,...,xy) é uma base de L sobre K, temos

D(x) = det(<7j(xj))2 #0.
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Demonstragio. Por defini¢do, D(x) = det(Try/k(x;x;)). Como o trago de x;x; é a soma
das raizes do seu polindmio minimo, segue que

D(x) = det(TrL/K(xixj)) = det(z Gk(x,'x]')) .

k=1
Mas

(01(x1) oa(x1) -+ on(x)] [orx) oa(x1) oo on(x)]

alx) 0xxz) oo onl)| Horlxs) o2(x2) e oulxa) (id(xx))
: : - : ' : : i : )

k=1

_Gl(xn) o2(xy) - Un(xn)_ _Gl(xn) 02(xp) - Gn(xn)_
e portanto det( i ak(xix]-)) = det(ai(xj))z, logo D(x) = det(ai(xj))z.
k=1

Agora suponha que det(o;(x;)) = 0. Entdo existem ay, ..., a, € Knao todos nulos,
n n

tais que )’ a;0i(x;) = Oparaj=1,...,n.Pelalinearidade concluimos que }; a;0,(x) =0,
i=1 i=1

para todo x € L, o que é um absurdo, pois pelo lema 1.17 os o; sdo K-linearmente

independentes. O

Observagio 1.19. Com as condi¢des do Teorema 1.18, a relagdo D(x1,...,x,) # 0
exprime que a forma bindria (x, y) — Tr(xy) é ndo degenerada, ou seja, se Tr(xy) =0
para todo x € L implica y = 0. Assim, sy : y = Tr(xy) é uma aplicagdo injetiva
K-linear de L sobre o dual Homg(L, K) (pela estrutura de espago vetorial sobre K). Como
dimg L = dimg Homg(L, K) = n, segue que x — s, é uma bijecao. A existéncia de bases
duais sobre um espacgo vetorial garante que, que para toda base (x1,...,x,) de L/K,
existe outra base (y1, ..., y,) tal que

Tr(x;y;) = 6ij, paratodos1<i,j<n. (1.5)

Teorema 1.20. Seja A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragdes, L /K uma extensio
finita de grau n e OL(A) o anel dos A-inteiros de L. Suponha que K tem caracteristica 0. Entdo
Or(A) é um A-submédulo de um A-médulo livre de posto n. Se A = Z (e, consequentemente,
K = Q), entdo Or(A) = Oy, serd um Z-médulo livre de posto igual a n.

Demonstragdo. Seja (x1,...,x,) uma K-base de L. Para cada x;, temos que os elementos
x!,0 < r < n sdo K-linearmente dependentes, pois o grau da extenséo ¢ n. Logo existem
ag,...,a4j € K,1<j<nea;#0,tais que

j-1

i

]+a]-_1x

a;jx; +---+a1xi+ag=0. (1.6)

Dividindo a igualdade 1.6 por a;, podemos supor a; = 1 Como cada coeficiente a; é um
quociente de elementos em A, podemos tomar b; € A, b; # 0, um denominador comum
de ao, ..., a;j-1. Agora, multiplicando a equagéo 1.6 por bl]. obtemos

(bix;)) + aj1bi(bixi) ! + aj b (bixiY 2+ + agh] =0,
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logo cada b;x; é A-inteiro. Como b € A — {0} € K", entdo (b1x1,...,b,x,) continua

sendo uma K-base de L, contida em O (A). Pela observacdo 1.19 existe uma outra K-base

(y1,...,Yyn) tal que Tr(x;yj) = 0ij, onde x; = b;x;. Assim, cada elemento z € OL(A)
n

pode ser escrito como z = )} bjyj, com bj € A. Mas para cada i vale x/z € OL(A) (pois

i=1
x: € OL(A)), onde Tr(x;z) € A (vide Proposicéo 1.13). Assim,

n

n n
Tr(x)z) = Tr Z bixiyj|= Z b Tr(x}y;) = Z bjoij = b;.
j:l j=1 ]':1

Portanto b; € A para todo i, o que mostra que Or(A) estd contido no A-médulo livre

n
2 Ayj.
j=1
Se A = Z, teremos
n n
ZZbixi COr C ZZy]',
i=1 i=j
e portanto

n n
n = posto de ZZbixi < posto de Oy, < posto deZZyj <n. O
i=1 i=j

1.4 Reticulados

Nesta secao definiremos subgrupo discreto, reticulado e regido fundamental de
um reticulado. Além disso apresentaremos resultados importantes para o calculo do

volume de um reticulado.

Defini¢ao 1.21. Um subgrupo aditivo H de R" é dito discreto se, para todo compacto
K € R", aintersec¢do H N K é finita.

Exemplo 1.22. Z"" é um subgrupo discreto de R".

Dado x € R, definimos a sua parte inteira, denotada por [x|, como o maior

nuimero inteiro menor ou igual a x.

Teorema 1.23. Seja F um grupo abeliano livre de posto finito n € Z7* e seja G um subgrupo de
ndo nulo de F. Entdo existe uma Z-base {x1,...,x,} de F,com 1 < r < n e inteiros positivos
dy|da|---|dy, tais que {d1x1,...,d.x,} é uma Z-base de G. Em particular, G é livre de posto
< n.
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Demonstragido. Usaremos inducdao em n. Para n = 1, tome x; € F e considere o isomor-
fismo ¢ : Z — F tal que ¢(1) = x1 . Como todos os subgrupos de Z sao da forma dZ,
com d € Z*, temos que G = ¢~ 1(dZ), ou seja, G = (dx1).

Agora suponha que a hipétese do teorema vale para todo grupo abeliano livre
com posto < 7. Seja F um grupo abeliano livre de posto 1, com base {x1,...,x,}, e seja
G < F, G # 0. Considere o conjunto

S = {s € Z :existe uma Z-base {y1,...,y,} de F

eexistem ky, ..., k, € Z, tais que sy1 + kayo + - - + kyy, € G}.

Dados {y1, ..., yn} € 0s k; como na defini¢do acima, entdo ko, . . ., k,, também pertencem
ao conjunto S, pois se j > 1, entdo {y]-, Vi, Y2, .-, y}, ..., Yn} é uma Z-base, e teremos
k]-y]-+sy1+k2y2+---+@+-~+knyn € G.

Seja g € G\ 0. Entdo g € F,logo ¢ = @121 + - -+ + anz,, onde {z1,...,2,} é base
de F, e algum a; # 0. Como a; € S, segue que S contem inteiro ndo nulo. Obviamente, S
é fechado para maltiplos inteiros.

Seja d; o menor elemento de SNZ* # @, esejam {y1,...,ynt eka,...kn € Z
tais que v := d1y1 + koyo + -+ + kayn € G. Pelo principio de Euclides, k; = g;d; + 1;,
com 0 < r; <dj,logov =di(y1+ qay2+ -+ Guyn) + 2y2 + -+ + ryyn € G. Seja
X1=y1+qy2+ - +qnyn-

Note que {x1,y2,...,yn} é Z-base de F (basta observar que a nova base foi

construida por operagdes elementares). Como v € G, segue que dy,12,...,r, € S. Pela
minimalidade de d; obtemos rp = --- = r,, = 0. Assim, dix; = v € G.

Seja H = Zy, + -+ + Zy,. Entdo H tem posto n — 1 e temos F = Zx; ®© H.
Afirmamos que vale G = Zv & (G N H). Com efeito: como v € G segue que Z C G, e
portanto G 2 Zv & (GN H). Seja u = t1x1 + taya + -+ + t, Yy, com t; € Z, e suponha que
u € G. Temos t; = q7d1 + ri, com 0 < r; < dj, eassim

u—-qo=txi+ty+---+tyys
—qydix1 = qirays — - = qirnYn

=rix1+ (b2 —qr2)ya + -+ (ty — q110)yn € G.
Portanto r] € S, logo pela minimalidade de d; segue que | = 0, 0 que implica

u =qi(dix1) + (bay2 + -+ + tuyn)

=qiv+tya+ -+ tyyy.

Isto mostra que u — g0 € G N (Zy, ® --- ® Zy,) = G N H e, consequentemente,
ue€Zv&(GnH).
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Se GNH = 0 o teorema estd demonstrado; se GNH # 0, temos que G N H
é subgrupo ndo trivial de H, e H tem posto n — 1. Pela hipé6tese de indugéo, existe
uma Z-base {x3,...,x,} de H, e existem r € Z com 1 < r < n e inteiros positivos
dy|ds|---|dytaisque GNH =Zdyxy ® Zd3x3® - - - & Zd,x,.

Ora,F = Zx1®H = Zx1®(Zdyxy®Z.d3x30- - -©Zd,x,) e G = (Zd1x1)D(Zdrx))®
(Zdsx3)® -+ ® (Zd,x,). Assim, {x1,...x,} é uma Z-basede F e {d1x1,...,d,x,} é uma
Z-base de G.

Finalmente, vale dy = q1d; + r9, com 0 < ry < di. Além disso, {x2,x1 +
qx2,X3,...,X,} € uma Z-base e dix1 + dyxo = w € G. Mas, w = roxp + di(x1 + gx2) + 0 -
x3+---+0-x,, e consequentemente, 1y € S. Pela minimalidade de d1, segue que rg = 0
e portanto, dq | dy. O

Teorema 1.24. Seja H um subgrupo discreto de R". Entdo H é gerado (como Z. -médulo) por k

vetores R-linearmente independentes, com k < n.

Demonstragdo. Seja p = {v1,...,vr} um conjunto de vetores de H linearmente indepen-

k
dentes sobre R, com k maximo e seja P = { ajvj : 0 < aj < 1} € R". Como P é
=1

]
k

imagem do cubo unitério [0, 1]F através da funcdo continua (aq, ..., ax) — 3. « i,
j=1
segue-se que P é compacto; como H é discreto, segue que P N H é finito. Agora, pela

maximalidade de k, para qualquer x € H temos que {x, vy, ..., v} é R-linearmente
k
dependente, logo existem A; € R, com i =1,...,k, tais que x = }; A;v;. Para cada
i=1
j € Z*, consideremos
k

xj:jx—ZLinJvi c H. (1.7)

i=1
Entio x; = j Y5, Ao — X5 LjAidvi = S5, (jAi = LjAil)oi € P. Ainda, x = x1 +
Zle | Ai]vi, 0 que mostra que H é finitamente gerado como um Z-médulo, a saber, pelos
elementos de (P N H) U {vy,..., v} = PN H (pois v; € P N H para cada i).

Por outro lado, como P N H é finito, existem inteiros [ e m distintos tais que

k k

x| = X, logo por 1.7 teremos (I —m) Y, Aijv; = X (LIAi] - LmAiJ)vi, e assim pela
i=1 i=1

R-independéncia linear dos v; segue que A; = % € Q.

k
Lembrando que x = }} A;v;, concluimos que H esta contido no Q-subespaco
i=1
gerado por vy, ..., vk; em particular cada elemento do conjunto finito P N H pode ser

escrito como combinacgdo Q-linear dos v;. Se d # 0 é um denominador comum de todos

0s escalares racionais envolvidos na escrita dos elementos de P N H, entdo teremos

k
dH C ) Zv; poistemos H =} Zw,eparacadaw € PN H teremos dw € ), Zv,.
i=1 wePNH
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Dali, pelo Teorema 1.23, segue que existe uma base { fi,..., fk} do Z-mdédulo
k
2. Zv; e inteiros «a;, tal que {a1f1, el akfk} gera dH como Z-médulo, e posto(dH) =
i=1
#{i : a; # 0} < k. Evidentemente, H e dH sdo isomorfos como Z-mddulos, logo

posto(dH) =posto(H), e como H 2 },Zv;, novamente pelo Teorema 1.23 teremos
k

posto(H) >posto ), Zv;, sendo este dltimo igual a k, pois os v; sdo R-linearmente
i=1

independentes, logo também sdo Z-linearmente independentes. Assim, posto(dH) = k,

o que implica que «; # 0, para todo 7, e assim H é gerado como Z-mdédulo pelos vetores

Zfi,comi=1,...,k

Afirmamos finalmente que {fi, ..., f¢} € R-linearmente independente, logo o
conjunto {5 f1,..., 5 fr} também serd R-linearmente independente. De fato, como
{f1,..., fr} éuma Z-base de }, Zv;, entdo existe A = (a;;) € GLi(Z) tal que (f1,..., fr) =
(v1,...,0k)A; assim se c1,...,c¢ € R satisfazem (f1,..., fr)(c1,...,cx)' = 0, entdo
(v1,...,00)[A(c1, ..., cx)] =0.Como {vy, ...,v} é R-linearmente independente segue
que A(c1, ..., cx) =0,logo (c1,...,c) =0. O

Defini¢ao 1.25. Um subgrupo discreto de R" de posto n é um dito um reticulado de
R". Um subconjunto v = {vy, ..., v,} R-linearmente independente que gera H como
Z-modulo é chamado de base do reticulado H * . Um vetor u = 4101 + avy + - -+ + a, vy
de H é dito primitivo em relagdo a base v = {v1,...,v,} se MDC(ay, -+ ,ax) = 1.

Defini¢do 1.26. Seja v = (v1, ..., vx) uma Z-base de um reticulado H € R". Definimos

como regido fundamental de H em relagdo a v o conjunto

k
P, = Za]'v]'IOSa]’<1
j=1

Definicdo 1.27. Seja u a medida de Lebesgue no R". Se S € R" é um conjunto Lebesgue-

mensurdvel com (S) < oo, dizemos que S é integrdvel com volume u(S).

Lema 1.28. Seja H um reticulado de R". Entdo o volume i (Py) é positivo e independe da base

v escolhida para H.

Demonstragio. Seja v = {v1,...,v,} uma Z-base de um reticulado H € R". Entédo
u(Py) = |det[vl---vn]| > 0,esef = {fl,...,fn} é uma outra base de H, entdo
n

fi = X aijvj, com (a;j) € GL,(Z), logo det(a;;) = +1. Assim, u(Ps) = |det(aij)|y(Pv) =
j=1
u(Py). ©

Teorema 1.29 (Minkowski). Sejam H um reticulado de R" e S um subconjunto mensurdvel de

R” tal que u (S) > u (H). Entdo existem dois elementos x,y € S, com x # y tais que x —y € H.

* Tal subconjunto existe pelo Teorema 1.24.
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Demonstragdo. Sejam v = {v1,...,v,} uma base do reticulado H e Py a regido funda-
mental de H. Entdo S pode ser escrito como

s=|Jl+Py)ns].
heH
Com efeito: obviamente S 2 | J,cy [(h + Py) N S]. Para provar a inclusdo oposta, dado
s € S, basta mostrar que existe h € Py tais que s —h € H. Como os v; sdo R-linearmente
independentes (pois formam uma base do reticulado H), temos que s = }’s;v;, com
si€ R.Seh = Y|siJvi € H entdo s —h = Y,(s; — [si])vi € Py, pois s; — |si] € [0,1).
Portanto
1(S) = y(U(Sﬂ(h+PV)) = Zy(Sﬂ(h+Pv)),
heH heH
pois (SN (1 + Py)) N (SN (hy + Py)) =0sehy # ha 1, e porque H é enumerével * .

Como u é invariante por translagdo, temos p(S N (h + Py)) = p((=h + S) N Py).
Se os conjuntos (=h +S) N Py, com h € H, fossem dois a dois disjuntos, teriamos
1 (Py) = Ypen t(Py N (=h +S)) = u(S), contrariando a hipétese. Assim, existem dois
elementos distintos hy, hy € H, com hy # h; tais que

(PyN(=h1+S)) N (PyN(=ha+S)) =Py N (=h1 +S) N (=ha +S) # 0.

Portanto, existem dois elementos x, y € S tais que —h1 +x = -hy + y,logo x —y =
hl—hZEH—{O}. O

Corolario 1.30. Sejam H um reticulado de R" e S um subconjunto convexo de R" Il e simétrico
em relagdo a origem (isto é, x € S se e somente se x € —S). Suponha que vale uma das sequintes
condigoes:

* u(S)>2"u(H), ou

* 1(S)=2"u(H)eS écompacto.
Entdo SN H — {0} # 0.

Demonstmgao Suponha que vale a primeira condigéo. Entdo o conjunto S* = 1S satisfaz

p(S*) = 2—,41 (S) > u(H), logo pelo Teorema 1.30 existem y,z € S*, z # y tais que

1 Tome51 hi+t € Sm(h1 + Py)esy = hp+tr € SN(hy + Py).Se sy = sz entdohi—hy = th—t; € H.Como

f = Z Oivietr = Z 6;vi, com 0;, 0; € [0,1), segue que f, — t; = Z((S - 0/)v;, com 6; — 6; € (-1,1).
i=1 i=1 =1
Mas t, — t; € H,logo 6; — 0; € Z, portanto, 6; — 0; =0, resultando em hy = ho.
De fato, H é a unido enumerdvel da sequéncia crescente de conjuntos H N [}, j]*, com j > 1, cada um
destes sendo finito pela hipétese sobre H.
I Todo subconjunto convexo de R” é Lebesgue-mensuravel; vide http: //math.stackexchange.com/
207609/the-measurability-of-convex-sets.


http://math.stackexchange.com/questions/207609/the-measurability-of-convex-sets
http://math.stackexchange.com/questions/207609/the-measurability-of-convex-sets
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y—z € H.Como S é simétrico em relagdo a origem, segue que y —z = % (2y +(-22)) €8,
pois 2y,2z € S.

Por outro lado, se vale a segunda condic¢do, entdo para todo m € Z* temos
y((l +1)s ) > 2" u(H*), e assim os conjuntos (1 + 1) satisfazem a primeira condigao.
Seja x,, € H N (1 + %)S, digamos x,, = (1 + %)ym, com vy, € S. Como S é compacto,
existe uma subsequéncia convergente (y;) de (yn), digamos y,, — y € S quando
j — 0. Entéo, quando j — oo, teremos x,,; — y € S. Finalmente, como H" € discreto,

logo fechado, e cada x,,; € H*, concluimos que y € H*. O

1.5 Norma de um ideal

Nesta se¢do apresentaremos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros
de um corpo de ntimeros e suas principais propriedades que serdo tteis para provar

que o grupo de classes de ideais € finito.

Definicdo 1.31. Seja 7 um ideal ndo nulo do anel de inteiros Ok. A norma do ideal 7 é
definida como sendo a cardinalidade do anel quociente Ok /7, ou seja,

_ 0k
N(T) = #.

Proposicao 1.32. Seja K um corpo de niimeros e x um elemento ndo ndo nulo de Ok. Entdo

Ok

NG| =52

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.20, Ok é um Z-médulo livre de posto 1 e como Ok e

Ok - x sdo isomorfos, segue que Ok - x também é um Z-moédulo livre de posto 7.

Agora, recorrendo ao Teorema 1.23, existe uma Z-base {x1,...,x,} de Ok e
di,..., dn, € Z tais que {d1x1,...,dyx,} é uma Z-base de Ok - x. Tomando o homo-
morfismo sobrejetor ¢ : Ox — dllz X e X dnlz definido por ¢ (X1, aix;) = (a1, . . Y ),
temos que ker(¢) = Ok - x, pois y = 2,7 a;x; € ker(¢) se, e somente se, p(y) = 0, ou

seja, d; =0, parai =1,...,n, portanto a; € d;Z,parai =1,...,n,0useja, d; | a;, para

n n

i=1,...,neassim, y = } a;x; = ) bidix;. Como b; € Z,parai=1,...,n,segue que
i=1 i=1

ye OK - X.

Assim, pelo teorema do isomorfismo temos

O _ Z z
OK-x_dll an,

logo #O?fx =dy---d,.
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Agora, tome a aplicagdo Z-linear ¢ : Ox — Ok - x definida por ¢(x;) = d;x;, para
i=1,...,n.Logo, Y(x1) = dix1+0-x04+---+0-xp,...,P(xy) = 0-x14+ - +0-xp1+dp - X
edet(y) =dy---d,.

Por outro lado, considerando as Z-bases B = {d1x1,...,d,x,}eC ={x-x1,...,x"
xn} de Ok - x, e definindo o automorfismo Z-linear ¢ : Ox - x — Ok - x tal que
¢(dix;) =x-x;parai =1,...,n,segue que det(¢p) = £1. Ainda, (P o P)(x;) = ¢(¢P(x;)) =
o(dix;)) =y-x;parai=1,...,n,logo(¢o)(y) = y-x.Finalmente, N(x) = det(ypo ) =
det(y) - det(¢p) = +didy -+~ dy, = J_r#OOK’fx, e portanto |N(x)| = #O?(‘fx . O

Observacio 1.33. Se 7 é um ideal, entdo N(7') é finita. Com efeito, se x é um elemento
ndo nulo de 7, entdo Ok - x € I e podemos escrever Ox /I como um quociente de

Ok /Ox - x. Assim,
Ok Ok I
=H#—-#
O - x I Og-x’
K

€ como OOK- = € finito (pela Proposigao 1.32), segue que % também é finito.

#

1.6 Prolongamento canénico

Seja K um corpo de nameros de grau n. Entdo, existem n Q-monomorfismos
distintos 0; : K — C. Para cada j = 1,...,n existe um k com 1 < k < n tal que
0j = 0k, onde a barra indica conjugacdo complexa. Além disso, 0; = 0; se, e somente se,
ol (K) € R

Assim, usando r para denotar o ntimero de indices tal que 0; (K) € R, ordenamos

os Q-monomorfismos o1, ..., 0, da seguinte maneira:

* 01,...,0, 540 Q-monomorfismos reais, ou seja, 0; (K) S Rparal < j <r;

® 0/41,...,0r4s 30 Q-monomorfismos nio reais;

* Os Q-monomorfismos restantes sdo precisamente 0,41, ..., 0rts.

Temos entdon = r +2s, e 0s primeiros r +s Q-monomorfismos determinam os restantes.

Considere a aplicagao
0: K-> R xC°
x> (01(x), ..., 0res(x)) -

Definic¢ao 1.34. O homomorfismo de anéis ¢ com as condi¢Ges acima serd chamado de

prolongamento canonico de K (em R” x C*) ou homomorfismo de Minkowski.

Identificando R” X C* com R", 0 homomorfismo ¢ também pode ser escrito como

o(x) = ((71(.’)(), .., 00(x),Re0,41(x), Imory1(x), ..., Re0,45(x), Im Gr+s(x));
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onde Re (z) e Im (z) denotam, respectivamente, a parte real e imaginaria do ntiimero
complexo z.

Exemplo 1.35. Sejam K = Q(\3/§), e {01, 02,03} 0 grupo de Q-monomorfismos de K em
C, onde

o1(a+bV2) = a+bV2,
3 3
ar(a+bV2) = a—%b+\/§é‘/§ ,
3 3
g3(a +bV2) = —%b—ﬁé@i,

paraa,b € Q. Neste caso temos r = s = 1. Assim, para cada a + bV2 € K,coma,b € Q,
temos

——b—

o(a +bV2) = (a+b\/_a—£b \/—2\/_ v2 @1)

Proposic¢do 1.36. Seja K um corpo de niimeros de grau n e M C K um Z-médulo livre de posto
n com Z-base (x;)1<i<,. Entdo c(M) é um reticulado de R" e seu volume é dado por

=27°| det i(xi ‘ .
u(ov) =27 | det (o)
Demonstracdo. O determinante da matriz [o (x ])]l =1 é dado por
o1(x1) o1(x}) 01(xn)
or(x1) Ur(xj) or(xn)
= det Re 0y41(x1) Reo,41(x)) Re 0,41(xy)
Im o, 41(x1) Imoy4 (x]) Imo,41(xn)
Re 0, 45(x1) Re o, 45(x}) Re 0y 4s(xy)
_Im orrs(x1) Im Ur+s(xj) Im 0r+s(xn)_
Lembrando que Re (z) = 5 lz+2)eIm(z) = zl (z —z), para cada z € C, temos
01(x1) o1(x;) 01(xn)
or(x1) Ur(xj) or(xn)

d = det

% (G + 5)r+1 (Xl)

% (G - E)r+1 (xl)

% (G + 5)r+s (xl)

% (G - 5)r+s (xl)

% ((7 + 6)r+1 (x])
% (U - 5)r+1 (x])

% (G + E)r+s (x])
% (G - 5)r+s (x])

% (0 +0)p41 (xn)

% (0 =0),41 (xn)

% (0 +0),15 (xn)
% ((7 - 5)r+s (xn)
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e fazendo operacdes elementares segue que

o1(x1)

or(x1)

o1(x1)

Ur(xl)
20r41(x1)

20,45 (xl)

(0+0)p41(x1) ..
(0=0)p41 (x1) ...

(@ +T)pes (1) .
(0= Drs () .

(0 =0)p (x1) ...

(0~ )i (x1) ..

Gl(xj)

Gr(xj)

(0 + )yt (x) ..
(0= )yar (x) ..

(o +6)r+s (x]) s
(G _E)r+s (x]) cee

o1(x;)

or(xj)
207+1(x]')

(0=F)pa (¥)) -

207+s (x])

(0= 0)yas (X)) ..

[ 01(x1) o1(x;) o1(xn) |
or(x1) Or(xj) or(xn)
_ (-1) 20) det orr1(x1) ... opa(xj) ... ora(xn) ,
or+1(x1) ... 0r+l(xj) oo Org1(xn)
Ores(x1) ... Ur+s(xj) oo Orps(xn)
() e Trns(x)) ... G
€ COMO 0,1k = Ortps+k, SEGUE qUE
[ o1(x) 01(x/) o1(xn) |
or(x1) Or(xj) ar(xn)
d= (_1)5 (21.)_5 det Ur+l(x1) 0r+l(xj) Gr+1(xn) )
orest1(x1) ... ar+s+1(xj) oo Orpst1(xn)
Or+s(x1) Or+s(xj) Or+s(Xn)
i 0r42s(x1) 0r+25(x]') 0r+2s(xXn) ]

o1(xn)

or(xn)
(0 + E)r+1 (xn)
(0 =0)y41 (xn)

(0 +0),4s (xn)

(G - 6)r+s (xn)_

o1(xn)

or(xy)
2041(xn)

(0 =0),41 (xn)

20,45(xn)

(G - 5)r+s (xn)_
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logo ] ]
or(x1) ... oilx)) ... o1lxy)
s or(x1) ... orxj) ... or(xn)
d| = d ,
4] = (@) det orr1(x1) ... opp(xj) .. oppa(x)
_0r+25(x1) ce 0r+25(xj) ce Gr+2s(xn)_

ou seja, |d| = (2)7° det(ai(x j)). Como os x; formam uma base de K em Q, do Teorema
1.18 segue que det(oi(x j)) # 0 e, consequentemente, D(x1, ..., x,) # 0. Além disso, pelo
lema de Dedekind (Lema 1.17) os vetores o(x;) sdo linearmente independentes em R”,

logo 0 Z-médulo gerado por eles é um reticulado de R”, a saber

i Z.o(x;)
i=1

= » Z(o1(xi), ..., 0/(xi),Re0ps1(xi), Imors1, . .., Re 0p1s(x;), Im 045 (x;))

n n n n
Re o1 (Z in), Imo,iq (Z in), ..., Re0,ys (Z in), Imo;,s (Z in)

i=1 i=1 i=1 i=1
=(01(M), ..., 0,(M),Re 0r41(M), Im g,41(M), ..., Re 0,45(M), Im 0,45(M))
=o(M),

e seu volume sera dado por u(o(M)) = |d| = (2)"° det (0i(xj)) . O

Proposicao 1.37. Seja K um corpo de niimeros com discriminante absoluto Dy. Sejam Ok
seu anel de inteiros e I um ideal ndo nulo de Ox. Entido 6(Ox) e o(I') sdo reticulados e valem

1 (a(0x)) = 27 | D] e p (o(I)) = 27 | DM N (D).

Demonstragio. Seja x € I ndo nulo. Entdo Ox - x € I C Ok. Pelo Teorema 1.20 Ok é
Z-médulo livre de posto 1, portanto, 7 e Ok - x também sdo Z-moddulos livres. Como
Ok - x e Ok sdo isomorfos, segue que posto de Ok - x = posto de Ok = n. Ainda, o
mesmo resultado implica as desigualdades

n = postode O - x < postode I < postode Ok =1,

e portanto 7 é Z-médulo livre de posto n. Aplicando a Proposigdo 1.36 segue que o(Ok)
e 0(J) sdo reticulados de R”".

Por outro lado, se {x1,...,x,} é uma Z-base de Ok, ja vimos na Proposicado 1.18

que Dk = det(o;(x ]-))2. Comparando com o resultado da Proposicdo anterior, obtemos
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p(o(Ok)) = 27° IZ)K|1/ 2. Ora, como 7 também tem posto n como Z-médulo, entdo
existem inteiros positivos dy | da | - - - | d,, tais que {d1x1,...,d,x,} é uma Z-base de 7.
Imitando o argumento da Proposigdo 1.32 (com J no lugar de Ok - x), concluimos que
vale N(I') = dy ---d,. O raciocinio da Proposi¢do 1.36 mostra neste caso que ¢(f) é o
Z-moédulo gerado pelos vetores o(d;x;) = d;o(x;), logo o volume de () serd igual a
275 det(djoi(xj)) = dy---dyu(c(Ox)) = N(D)u(o(Ok)) . O

1.7 Finitude do grupo de classes de ideais

Proposicao 1.38. Parat > 0, seja

T S
Bt:{(yl,...,yr,zl,...,zs)E]RTXCS:Zlyi|+22|z]'| St},

i=1 j=1
onde r e s sio inteiros positivos e n = r + 2s . Entdo vale
T )S t"

pB) =2 (3) = (18)

Demonstragdo. Denotaremos u(B¢) = V(r, s, t) e usaremos indugdo duplaem r e s.

Note que V(1,0,t) = 2t (pois neste caso B; é o segmento de reta [—t,t]) e
V(0,1,t) = ”th (neste caso B; € o disco de raio % centrado na origem de C).

Seja s tal que (1.8) vale para certo valor r. Provaremos entdo que também vale

para os valores r + 1 e s.

O conjunto By € R X R" X C° correspondente a r + 1 e s é definido por
r S
yl+ D Iyl +2) Izl <t (yeR).
i=1 j=1

Fazendo integragdo iterada temos

t

Virtsn= [ Vinst-ly)dy= [Vist-lyhay.
R

~t
Utilizando a hip6tese de indugéo, segue que

t

Ver + L5, 6) :2/2r (g)s (t —n!y)ndy — or+l (%)S %,

0

que satisfaz o item 1.8.

Similarmente, suponha que a igualdade 1.8 vale para certos valores r e s;

provaremos entdo que a igualdade também vale para os valores r e s + 1.
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O conjunto B; € R" X C° X C correspondente a r e s + 1 é definido por

r S
Dyl +2) Izl 420zl <t (ze€0).
i= j=1
Novamente efetuando integracdo iterada obtemos

V(r,s+1,t):/V(r,s,t—2|z|)dy(z):/ V(r,s, t=2|z|)du(z),
C

t
|z|<5

onde du(z) denota a medida de Lebesgue em C. Fazendo z = pe'® (com p > 0 e
0 < 0 <2n) temos du(z) = pdpd0, e utilizando a hipétese de indugio segue que

//2’ ~ 2(t—2p)” pdpd6 = 2n— - /(t—Zp)”pdp

o +2)! (n)s T

o que mostra que vale (1.8), poisr +2(s + 1) =n+2. O

V(r,s+1,t)

Proposicao 1.39. Seja K um corpo de niimeros de grau n com discriminante absoluto Dy e T
um ideal inteiro ndo nulo de Ox. Sejam r e s como na Definigdo 1.34. Entdo existe x € 1, x ndo
nulo, tal que

4\° n!
Nk /()| < (;) e |Dk|MAN(T).

Demonstragdo. Seja o o prolongamento candnico de K em R” x C®. Para cada t > 0, seja
B; o conjunto definido na Proposigdo 1.38. Entdo B; é compacto, convexo e simétrico em
relagio a origem, e pela Proposigao 1.38 vale u(B;) = 2" (£)° L. Como u(B;) é continua
como fungdo de ¢, com imagem [0, o), pelo teorema do valor intermediario existe um
valor t de modo que u(B;) = 2" u(o(7)), e assim pelo Coroldrio 1.30 existird x € 7 —{0} tal
que o(x) € B;. Por outro lado, pela Proposigdo 1.37 teremos u(o(1)) =275 | Dk |V2N(I),
e assim s g

2 () = =21 N,

isto é, )
4
"= 2" TSl | Dk VA N(T) = (E) n!| Dk N(I).
Agora, avaliando a norma, temos

r+s r+s

NGkl = | [loi@)l [ ] lojl [ ] 1,21

i=1 j=r+1 j=r+1
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Aplicando a desigualdade da média aritmética e média geométrica, e usando que x € By,

obtemos
[ o)+ X522 (loj (o)l + loj()]) "
= j=r+1\U%¥] ]
N <
IN@)k/ql < .
3 :=1 loi(x)] + ;:iﬂzlaj(x)l !
B n
in
<
S

4\° n! 12
p ﬁ'DId N(). o

Coroldrio 1.40. Seja K um corpo de niimeros de grau n e discriminante absoluto Dy. Entdo,
3 n-1 . - . .
1Dkl > % () . Ainda o valor log|n—:DK| ¢ majorado por uma constante independente de K.

Demonstragdo. Tomando I = Ok na proposigdo 1.39, obtemos x € Ok, x ndo nulo, tal

que

4\" n!
1< IN()| = [Nk /o) < (;) — 1DV,

logo |Dk|Y? > (%)° L. Como % < 1 e 2s < 1, segue que

o= (1) 5 (1)

n!? 4) ni2’

2n

.. S pn 2
Definindo a, := (§)° %; temos, consequentemente, |Dx| > (a,)%. Ora, a, = Z- e

a1 _ m A DP@)? mna D™ m (o 1)
a, 4 [(m+D]2 w2 4 n2 4

-t |

com € > 0, isto é, “”“ > H(1+2)= 3m que combinado com |Dk| > a, implica,

7

4
paran > 2,
4) 414 '
k= k 2
: n*(3n)" 2 n (3n
Assim, |Dk| > —5— =% (T) ' Finalmente, temos

log |D —
og | Dk| o 1[1 g—+10g(3n)12%

n T on 3

Tt 37
log 3 + log (I) ,

. > n < 2 2 .
pois n > 2, e portanto gDl = Tog(2)+log(T)” 2 qual é uma constante independente do

corpo de ntimeros K. O
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Coroldrio 1.41 (Hermite-Minkowski). Para todo corpo de niimeros K # Q, o discriminante
absoluto Dy de K é # +1.

n-1
Demonstracdo. Pelo Corolario anterior temos |Dg| > %(%ﬂ) >1,poisn#1. O

Lema 1.42. Se x € Ok, entdo o polindmio minimo de x sobre Q tem coeficientes em Z[x].

Demonstragdo. Se x" + ajx,—1 + --- +a, = 0, com a; € Z, entdo aplicando os Q-
monomorfismos ¢ : K — C obtemos o(x)" + ajo(x)"t + --- + a, = 0, logo cada
o(x) € Ok, e assim as somas e produtos deles também pertencem a Ox. Em particular, os
coeficientes do polindmio minimo de x sobre Q serdo elementos de Ok e por definicdo

de polindbmio minimo, estdo em Q, e assimestioem Ox NQ =7Z. O

Teorema 1.43 (Hermite). Em C, existe um niimero finito de corpos de niimeros com um

discriminante Dk dado.

Demonstragdo. Vimos no Corolario 1.40 que o grau n de um corpo de ntmeros K é
majorado de forma que n < Clog|Dk|, onde C é constante real. Sejam r e s como em

1.6, e definamos, em R" x C?, o seguinte conjunto B:

1. Se r > 0, definimos
B={(y, e yn 2, 2) ER XC :y| <27 () [Dxf
lyil, |zj] < % para i =2,---,r,j=1,-- ,s}.
2. Se r = 0, definimos
B={(z1,,2 € C : |z — 7] = 2[Im (z1)| < 2" (%)H 1Dk]2,

_ 1 1 .
|z1 + z1| = 2|Re (z1)| SE; |z; SE para ]:2,---,5}.

Entdo B é um conjunto compacto, convexo e simétrico em relagdo a origem, com volume
dado por
u(B) = 2"~| Dk |'/?. (1.9)

Se ¢ é o prolongamento canonico de K, a Proposicdo 1.37 e o Corolario 1.30 mostram
que existe um elemento x # 0 de Ok tal que o(x) € B. Afirmamos que x é um elemento

primitivo de K em Q. Com efeito: No caso 1 a definigdo do conjunto B implica |o;(x)| < %

" No caso 1 o volume serd um produto de volumes de intervalos e discos, a saber pu(B) = [2 .

r=1 s
2n-1(3)™ |DK|1/Z] : [2 : %] : [n(l)z] = 2"5| Dk |2, J4 no caso 2, o volume seré determinado por

2
s—1
um retangulo e por discos, a saber p(B) = [2”(%)1_S|Z)K|%] -1 [n(%)z] =215 | Dk |12
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para todo i # 1. Como |N(x)| = []}_; |oi(x)| é um inteiro ndo nulo, necessariamente
temos |01(x)| > 1, e em particular o1(x) # 0i(x) para cada i # 1. Se ¢ = [K : Q(x)],
entdo o homomorfismo o1, quando restrito ao subcorpo K(x), admite ¢ extensdes a um
Q-homomorfismo de K em C (isto pois na nossa situagdo todas as extensdes de corpo
sdo automaticamente separdveis). Portanto estas extensdes 7 devem ser algumas das
extensoes o;; como 7(x) = 01(x) # 0;(1) paratodo i # 1, concluimos que necessariamente

vale T = 01, 0 que prova que vale £ = 1, isto é, K = Q(x).

No caso 2, 0 mesmo raciocinio sobre |N(x)| usado acima, junto com a defini¢do do
conjunto B neste caso, implicam que vale necessariamente |o1(x)| lo1(x)| = |1 (x)> > 1,
logo |o1(x)| = |m| > 1, e em particular 01(x) # 0;(x) quando o; é distinto de 01 e 07.
Como |Reo1(x)| < %, entdo necessariamente 01(x) ¢ R, logo também vale o1(x) # a1(x).
Raciocinando como no caso 1, concluimos de novo que x é primitivo.

Finalmente, notemos que o conjunto B é limitado (B estara contido num cubo
centrado na origem, com lado dependendo de 7, s e D). Portanto existe uma constante
C > Otal que |oi(x)| < C paracadai. Se sy denota a k-ésima fun¢do simétrica elementar, a

saber si(t1,...,ty) = > ti, - - - ti,, entdo os coeficientes do polindmio minimal de
1<ij<-<ix<n

x sobre Q sdo precisamente os valores sj (Gl(x), cee,Op (x)), cada um destes satisfazendo
|sk (01(x), ..., 0n (x))| < sk(C,...,C) = (})C*. Assim, os coeficientes do polindmio
minimal de x sobre Q sdo limitados. Ja que tais coeficientes sdo inteiros pelo Lema 1.42,
concluimos que existe apenas um nimero finito de polindmios minimos possiveis para
x, e consequentemente, apenas um nimero finito de valores possiveis de x em C. Como

K = Q(x), havera entdo apenas um niimero finito de possibilidades para o corpo K. O
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2 CORRESPONDENCIA ENTRE ANEIS CUBICOS
E FORMAS CUBICAS BINARIAS

O objetivo desse capitulo é relacionar anéis ctibicos com formas bindrias ctbicas.

Para isso, usaremos a correspondéncia de Delone-Faddeev.

2.1 Correspondéncia de Delone-Faddeev

Considere a agdo de GL,(Z) em formas ctibicas bindrias, ou seja, a agdo de um
elemento y = [ £ || € GL2(Z) no polindmio p(x, y) = ax® + bx?y + cxy? + dy® (com
a,b,c,d € Z),dada por

(y-p)x,y) = detl(y) p(Ex + Gy, Fx + Hy). (2.1)

Defini¢do 2.1. Seja (A, +, -) um anel comutativo com unidade. Dizemos que A é um anel

ctibico se (A, +) é um Z-mdédulo livre de posto 3.

Afirmagido 2.2. Podemos supor que 1 faz parte de uma Z-base de (A, +).

Demonstragdo. Seja (x, y,z) uma Z-base de A. Dado o subgrupo Z - 1 de (A, +), existe,
pelo Teorema 1.23, um inteiro positivo d tal que dx é uma Z-base de Z - 1. Em
particular existe n € Z tal que ndx = 1, isto é, (nd - 1)x = 1. Assim, x € A, logo
A=A -x'=Z x0Z yoZ 2)-x'=Z-10Z - (yx ) ®Z- (zx™!). Assim, os

elementos 1, yx‘l, zx~! formam uma Z-basede A. O

Seja (1, @, B) uma Z-base de A. Entdo para quaisquer m,n € Z temos que
(1, a+m,B+n)étambém uma Z-basede A.Se af = t1-1+tr-a+t3-p,comty, tp, t3 €Z,
entdo(a + m)(f+n) =ap+na+mp+nm-1=(t1 + mn) -1+ (t2 + n)a + (t3 + m)pB.
Tomando m = —t3,n = —t, obtemos (a + m)(B + n) € Z. Assim, podemos supor que a
nossa Z-base B = (1, a, p) satisfaz af € Z. Chamaremos tal Z-base de boa.

Seja A um anel ctbico com Z-base boa 8 = (1, a, f). Entdo existem inteiros

I,m,n,p,q,r,s tais que

ap=n-1=pa, (2.2)
a’=m-1+pa+qp, (2.3)
Br=1-1+ra+sp. (2.4)

Temos a? - B = mB + paf +qp> = (np +ql)- 1+ gra + (m + qs)B, enquanto a - (a - B) =

na =0-1+na+0-pB.Comoa?-p =a-(a-p), concluimos que valem n = gr e
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m = —gs; similarmente, as igualdades acima junto com a igualdade a - 2 = (a - B) - B
implicam | = —pr. Portanto, a cada par (A, 8), sendo A um anel ctibico com uma
Z-baseboa B = (1, a, B), associamos a tnica quadrupla N(A, B) = (p, q, 1, s) de inteiros
satisfazendo

ap=qr-1;

a’=—gs-1+pa+qp; (2.5)

52:—pr-1+m+sﬁ.

Observacao 2.3. Dada qualquer quadrupla (p, g, r, s) de inteiros, existe um anel A com
uma base boa B = (1, a, f) tal que (p, q,1,5) = N(A, B). Com efeito: basta considerar
0 Z-moédulo livre com base 8 = (1, a, ), e definir os produtos desta base segundo as
regras1-1=1,1-a=a,1- B =, os valores af, a?, [32 através de (2.5), e estender esta

multiplicacdo por comutatividade e distributividade.

O seguinte resultado mostra como podemos relacionar as formas bindrias ctibicas

com 0s anéis cubicos.

Teorema 2.4. Existe uma bijegio natural entre o conjunto de classes de GL, Z-equivaléncia de

formas ciibicas ndo nulas e o conjunto de classes de isomorfismos de anéis ciibicos.

Demonstragdo. Sejam A, A’ anéis cibicos, com Z-basesboas B = (1, a,f)e B’ =(1,a’, ),
respectivamente. Ainda, sejam (p,q,7,5) = N(A,B)e (p’,q9',1",s’) = N(A’,B’). Uma
aplicagdo T : A” — A sera um isomorfismo de anéis com unidade precisamente quando

se cumpram as seguintes condigdes:

i)y T(1) =1;

ii) T é homomorfismo de grupos; isto é, T é uma transformagdo Z-linear;
iii) T é uma bijecao;
iv) T respeita produtos.

As condigdes i) e ii) equivalem a termos
T(1)=1-140-a+0-8;
T(@)=u-1+E-a+F-B;
TB)=v-1+G-a+H-B,

para alguns u,v,E,F, G, H € Z. Seja [T] a matriz associada a transformagdo Z-linear T

com respeito das Z-bases B’ e B, isto é,

[T] =

o O =
RS
T QO <
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Em presenca das condigdes i) e ii), a condicdo iii) equivale a termos [T] € GL3(Z), ou
seja, det[T] = £1. Mas det[T] = det(y), onde y = [ E b ] Finalmente, em presenga das

condicdes i)-iii), para termos iv) é necessdrio e suficiente que valham
T(@)T(B)=T(a'p’)=T(-a'd")=—-a'd"-1;
T(a?) =T(a')?; (2.6)
T(ﬁ/z) — T(ﬁ,)z )
Asigualdades (2.6),junto com a defini¢do das tuplas (p, 4, 7,5) = N(A, B)e(p’, q’,1',s’) =
N(A’, B’) baseadas nas igualdades (2.5), implicam a igualdade matricial (p’, ¢, #’, ") =
det(y) W, (p,q,1,s)!, sendo W,, a matriz dada pela férmula (A.10) no Apéndice A.

Por outro lado, toda forma ctbica p(x,y) = ax® + bx?y + cxy? + dy> corres-
ponde a uma tnica quadrupla (a,b,c,d) de inteiros. Se 6 = [4B] € GLy(2Z) e
(y-p)(x,y) = a’x3+b'x?y+c’xy?+d’'y?, entdo vale a igualdade matricial (a’, ', ¢/, ')} =
det(6)Zg (a,b,c,d)!, sendo Zy a matriz dada pela férmula (A.12) no Apéndice A. Faze-
mos a identificacdo direta da forma ctibica com sua quédrupla de coeficientes.

Finalmente, consideremos a classe de isomorfismo de um anel ctibico A. Fixada
uma base boa B de A, o natural seria atribuir, a classe de equivaléncia de A, a classe de
equivaléncia da forma ctbica (p, q,7,5) = N(A, B). No entanto, esta atribui¢cdo ndo é a
correspondéncia desejada, pois se A’ é um anel ctbico isomorfo ao anel A, com base
boa B’, ndo é necessariamente verdadeiro que a forma cuabica (p’, g, 1",s’) = N(A’, B’)

seja GLy(Z)-equivalente a forma ctbica (p, g, 1, s).

Seja ¢(a,b,c,d) = (=b,a,—d, c). Atribuimos, a classe de equivaléncia de A, a
classe de equivaléncia da forma ctibica (a, b, c,d) = ¢~ (p, q,7,3) = (¢ o N)(A, B). Se
A’ é um anel ctbico isomorfo ao anel A, com base boa $’, entdo pelo anterior existe
uma unica matriz y € GL(Z) tal que (p’,q’,1’,s")' =W, (p,q,1,s)".Se (a’, V', ¢, d’) =
Oy, q' 1, 8") = (¢~ o N)(A’, B), verifica-se que vale (a’, b, ¢’,d")! = Z, (a, b, c,d)’
(vide o Apéndice A para as contas detalhadas), o que mostra que (¢~ o N)(A’, B') é
uma forma ctibica GL,(Z)-equivalente a forma ctbica (¢! o N)(A,B). O

Coroldrio 2.5. Existe um isomorfismo natural entre o grupo de automorfismos do anel A e o
estabilizador em GLy(Z) de alguma forma ciibica f associada ao anel A pela correspondéncia de
Delone-Fadeev.

Demonstragdo. Com as notagdes da prova do Teorema anterior, sejam A, A, A” anéis
ctbicos com bases boas 8 = (1, a,8), 8" =(1,a', ), 8" =(1,a”,p”), respectivamente.
SeQ:A” - A eT:A — A sdo isomorfismos de anéis com unidade, entdo as
matrizes associadas [Q], [T] destas transformacdes Z-lineares (com respeito das bases

mencionadas) sdo da forma

1 uw 149
[T]=[8 ! ;[QJ=[8 y],
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com y, 6 € GLy(Z). Portanto a matriz associada a TQ : A” — A (nas bases correspon-
dentes) sera

1 4 & 1 i o
T = t<t]| = tl.
et 15| =3 oy
Sejam (p,q,1,8) = N(A,B),(p',q9,v",s") = NA',B),(p",q9",1",s") = NA",B"),
sendo N dado pela férmula (2.5). Entdo temos (p”, q”, 1", s”)" = det(6y)Ws,(p, q,1,5)";

por outro lado, vale

(p//’ q//’ F//,S//)t — det((S)W(g(p’, q/’ 1’/, S/)t
= det(6)Ws [det(y)W,(p, q,7,5)] .

Comparando estas duas igualdades obtemos Wi, (p, g, r,s) = WsW,(p, qg,r,s). Ja
que (p, q,r,s) é arbitrario (vide a Observagao 2.3), concluimos a igualdade matricial
Wsy, = WsW,,, para quaisquer y, 6 € GLy(Z); como W; = I, entdo em particular para
qualquer 0 € GLy(Z) vale (Wg)~™! = Wy-1.

Tomemos agora A” = A’ = Ae 8" = 8" = B. A cada automorfismo T do
anel A atribuimos a matriz I[(T) = y~!, onde y € GLy(Z) é a tinica matriz tal que
1 uw 1 uw
[T] = [o )/t l (na base B). Se Q é outro automorfismo de A e [Q] = [0 7/t ], entdo

0 0
[(TQ) = (6y)~! = y~1671 = I(T)I(Q). Isto mostra que y é um homomorfismo do grupo
de automorfismos de A em GLy(Z). Se I'(T) = I entédo [T] = [é g ?]; as formulas (A.7) e
(A.8) mostram que neste caso (a saber, E=H =1,F = G = 0) teremos u = v = 0, logo
[T] =1, o que mostra que T é neste caso o automorfismo identidade de A, e assim I é

um homomorfismo injetivo.

Finalmente, seja (a, b, ¢, d) a forma ctibica associada ao par (A, B) pela corres-

pgmlti(é)ngia de Delone-Fadeev. Entdo temos (a, b, ¢, d)' = (Mg) " (p, q,1,5)!, onde My =
[(1) 299 l (vide o final do Apéndice A). Um elemento O € GL(Z) esta no estabilizador
0010

da forma ctbica (a, b, ¢, d) precisamente quando vale (a,b, ¢, d)! = det(0)Zg(a, b, c,d)".
Usando a igualdade My Zg = WoMy, a condigao anterior equivale a termos (p, q, 7, s)f =
det(0)Wo(p, q,7,5)!, ou ainda, (p,q,r,s)! = det(0~" )Wy (p, g, 7,s)t. Esta tltima con-

digdo equivale a termos 0 = I'(T), para algum automorfismo T do anel A (a saber, a

1 u v
transformacao Z-linear T : A — A com matriz associada [T] = [0 (6_1)t] ). O
0

Lema 2.6. Se A é dominio e M é um A-médulo livre, entdo M ndo possui tor¢do, ou seja, se
re A—{0}em e M — {0}, entdo rm # 0.

Demonstragio. Seja {v;}ic; uma A-base de M. Se m € M — {0}, entdao m = }; r;v;, com
iel
ri € Aerj # 0 para algum j. Se r € A — {0}, entdo rm = X.(rr;)v; e rrj # 0 pois A é
iel
dominio, logorm #0. O
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Coroldrio 2.7. Um anel ciibico é um dominio (ou seja, wma ordem ctibica) se, e somente se, a

forma ciibica correspondente é irredutivel sobre Q.

Demonstragio. Se p(x,y) = ax® + bx?y + cxy? + dy? for redutivel sobre Q, entdo possui
um fator linear homogéneo a1x + b1y, o qual ap6s uma mudanga de varidveis em GL(Z)
podemos converter no fator y 5. Assim, podemos supor a = 0, e com as notacdes do
Teorema 2.4 teremos (p, q,7,s) = ¢(0,b,c,d) = (=b,0,-d, c), logo g = 0, e isto implica

ap = qr =0 por (2.5), portanto A ndo é um dominio.

Reciprocamente, sejam w, O elementos ndo nulos de A com w6 = 0. Pelo teorema
de Cayley-Hamilton (vide (ATTYAH; MACDONALD, 1969), Proposition 2.4) existem
b1, by, bz € Z tais que @3 + byw? + byw + b3 = 0. Multiplicando por 6 obtemos bzw =0,
logo bz = 0 pelo Lema 2.6, de modo que wD =0, sendo D = w?+biw +by.Se D =0,
entdo da igualdade 6D = 0 obtemos b, = 0, e assim w? = —bjw; se D # 0 entdo
D(D - by) = D(w? + bjw) = wD(w + b1) = 0, logo D? = bpD. Tudo isto mostra que

existem a, f € A ndo nulos tais que af =0 e a? = da, com d € Z.

Afirmamos que 1 e a sdo Z-linearmente independentes. Com efeito, sejam
r,s € Z tais que r - 1 + sa = 0. Multiplicando por g obtemos r = 0, logo r = 0 pelo
Lema 2.6. Assim sa = 0, logo s = 0 pelo Lema 2.6.

Seja (1, 02, 03) uma Z-base de A. Se a = c¢1 -1+ ¢202 + ¢303, com c1,¢2,¢c3 € Z,
sejam a1 = 202 + c303 e c = MDC(c2, ¢3). Se ¢c2 = cc), c3 = cc} entdo MDC(c, cg) =1,
logo existem p, q € Z tais que pc] + gc} = 1. Portanto os elementos a; = ¢,60; + ¢}03 e

0 = —g0, + pOs satistazem

1 1 0 O 1
az| =10 ¢, | |02,
0 0 —q p||[6s
100
0 ¢y l =1, segue que (1, az, 0) éuma Z-base de A.Se a0 = p-1+qax+10,

0-gqp
entioaz =ar—r-leu =0 —gq-1satisfazem

e como det

asu=p+rqg=necz, (2.7)

logo B8’ = (1, a3, u) é Z-base boa. Ora, temos o =c1-1+ay1=c1-1+ca=caz+k-1,
onde k = cr + c1. De a? = da segue (caz + k - 1)*> = d(caz + k - 1), ou seja

czag +kias+ky-1=0, (2.8)

onde k1 = c(2k — d) e ko = k? — dk. Multiplicando 2.8 por u e usando 2.7 obtemos
0=c*nas+kin-1+ kou. Como (1, a3, i) é uma Z-base, segue que kin = c2n =k, =0.

§  De fato, multiplicando por uma constante adequada podemos supor MDC(ay, by) = 1,1og0 pa; +qb; = 1

paraalgunsp,q € Z.Se 6 = [_Z Zi ] entdodet(60) =1e0(9) = (31 ),logoy = (6') ! satisfazy € GLy(Z)

e (0,1) = (a1, by)y, como desejado.
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Como c # 0 entdo necessariamente n = 0, isto é, azu = 0. Finalmente, se (p’,q’, 1/, s’) =
N(A, B’), entdo por 2.5 temos q’r’ = 0. A forma bindria ctbica (a’, b’, ¢/, d") associada ao
par (A, B)é ¢‘1(p’,q’,r’,s’) =-op',q,7,s")=(q",—p’,s’,—1’),logoa’ =0oud =0.
Assim, a forma ctbica a’x® + b’x?y + ¢’xy? + d’ serd multiplo de x ou y, e portanto

redutivel. O

Proposicdo 2.8. O discriminante A(p) de uma forma bindria ciibica p(x, y) é igual ao discri-

minante D4 do anel ciibico correspondente A.

Demonstragio. Sejam Tr : A — Z a forma do traco e B = (1, a, ) uma Z-base boa de A.

Entao temos
Tr(1) Tr(a) Tr(B)

Dy =det|Tr(e) Tr(a?) Tr(ap)| . (2.9)
Tr(f) Tr(ap) Tr(p?)
Se(p,q,7,5) = N(A,B),entdo (a,b,c,d) = qb‘l(p, q,7,s)=(q,-p,s,—r). Das férmulas

(25)seguea-1=0-1+1-a+0-,a-a=—qs-1+p-a+q-B,a-p=qr-1+0-a+0-p,
0 —gs qr 0 gr —pr

e portanto Tr(a) = Tr (1) p 8 l = p = —b; similarmente obtemos Tr(f) = Tr[(l) 0 7 ] =
q S

s = c. Ainda, obviamente teremos Tr(1) =3 -1 =3 e Tr(apf) = 3- ap = 3qr = —3ad.
Finalmente, usando estes valores e aproveitando a Z-linearidade do trago, obtemos
Tr(a?) = —gs Tr(1) + p Tr(a) + g Tr(B) = =3qs — bp + cq = —3ac + b> + ac = b> — 2ac, e
similarmente Tr(f?) = ¢ — 2bd. Portanto

3 -b c
Dy =det |-b b2-2ac —3ad
c =3ad c*-2bd

Por outro lado, o discriminante A da forma ctibica p(x, y) = ax® + bx?y + cxy? + dy° é
dado por
A = b*c* + 18abed — 4ac® — 4b°d — 27a%d> .

Como Dy = A, oresultado segue. O

2.2 Hessianas e Shapes

Seja p(x, y) = ax® + bx?y + cxy? + dy® uma forma binaria ctbica inteira. Deno-

minamos hessiana de p a forma bindria quadratica integral

dp(x,y) dp(x,y)

_ 1 dx? xdy
b ) =g det ap(x, y) Ip(x, )
dyox dy?

A hessiana goza das seguintes propriedades:
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Proposicdo 2.9. Se duas formas bindrias ciibicas f e g sdo equivalentes por um elemento de
GLo(Z), entdo as hessianas Hy e Hg correspondentes sdo equivalentes pelo mesmo elemento,
sem o fator do determinante. Para uma forma bindria ciibica f temos A(Hf) = =3 - A(f).

Demonstragdo. Seja g(x,y) = #(y) f((x,y)-y), onde y = [ ] Fazendou = Ax+Cy
e v = Bx + Dy podemos escrever g(x, y) = f(u,v), e usando a regra da cadeia obtemos

N S (A2 TS yonp 2L S )

dx2  dety\" ou2 dudv 902

g 1 ’f 2f P’f
8x8y_dety(AC8 5 +(AD +BC) 52+ BD == 2),
Pg 1 (2 Pf 2 82f

y? dety(c ou? AL +P ﬁ)

Usando estas igualdades, junto com a igualdade det(y)? = 1, obtemos

L
ox2 9y \oxay

1

Hg(x/y) - _Z'

22 2 2 2 22 2
_ 1,9 °f 20°f) (29 f o°f 290°f
B 4(A ou? +248 8u8v+B d0v2 ¢ ou? +2CD dudv +D 02

1 82 aZf 2f

(AD BC)? 7’; a_];

— [(AD)* + 2ABCD + (BC)* — 4ABCD|

=

1{*f J*f 9*f
4\du? Jv? Judv
=Hy(u,v)

=Hg((x,y) 7).

Por outro lado, se f(x,y) = ax® + bx?y + cxy? + dy>, entdo

6ax +2bx 2bx +2cy
2bx +2cy 2cx +6dy

= (b* - 3ac)x® + (bc — 9ad)xy + (c* — 3bd)y>. (2.10)

1
HfZ—Z et

Fazendo P = b%>-3ac, Q = bc —9ad e R = c?—3bd temos, por defini¢do de discriminante
de formas bindrias quadraticas, A(Hy) = Q? — 4PR, e portanto
A(Hf) = (bc — 9ad)* — 4(b* — 3ac)(c* — 3bd)
= —3(b*c* + 18abcd — 4ac® — 4db® - 274%d%) = -3A(f). O
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Defini¢do 2.10. Definimos o shape Q(x, i) do anel A como a classe de GL2(Z)-equivaléncia
da parte primitiva da forma binaria quadratica inteira Tr(z2), onde z € Z+3AeTr(z) = 0.

Proposigdo 2.11. Seja A um anel correspondente d forma bindria citbica p(x, y) = ax3+bx>y +
cxy? +dy? através da correspondéncia de Delone-Fadeev. Entdo a classe de GLy(Z.)-equivaléncia
da parte primitiva da hessiana H,(x, y) corresponde ao shape de A.

Demonstragdo. Considere o conjunto S = {z € Z + 3A : Tr(z) = 0}. Afirmamos que vale
S ={3r —Tr(r) : r € A}. Com efeito, temos S ={n +3r:ne€Z, r € A,3n +3Tr(r) =
0} € {3r —Tr(r) : r € A}. Reciprocamente, se r € Aet = —=Tr(r) + 3r € Z + 3A, entdo
Tr(t) = Tr(-Tr(r)) + 3 Tr(r) = =3 Tr(r) + 3 Tr(r) = 0.

Assim, tomando uma Z-base boa (1, @, f) de Aez € S, existem p, x, y € Z tais
quez =3(p-l+x-a+y-f)—-Tr(p-1+x-a+y-p) =3xa+3yp — xTr(a) — yTr(p),
logo z = x(3a — Tr(a)) + ¥ (38 — Tr(B)) = x(3a + b) + y(3B — ¢). Elevando ao quadrado
obtemos

22 =(Ba + b)*x* +2(Ba + b)(38 — c)xy + (38 — c)*y?
=(9a? + 6ba + b*)x* +2(9ap — 3ca + 3bp — be)xy + (987 — 6¢B + ¢*)y? .

Usando os célculos feitos na prova da Proposigdo 2.8, referentes ao traco dos elementos,
obtemos

Tr(z%) = (9 Tr(a?) + 6b Tr(a) + 3b%)x? + 2(9 Tr(ap) — 3¢ Tr(a) + 3b Tr(B) — 3bc)xy
+ (9Tr(B%) — 6¢ Tr(B) + 3c?) y*
= (9(b? - 2ac) — 3b%)x? +2(-27ad + 3bc)xy + (9(c* — 2bd) — 3¢?) y*
=6(b* - 3ac)x? + 6(bc — 9ad)xy + 6(c* — 3bd)y>
=6H,(x,y).

Portanto Tr(z?) e H,(x, y) possuem a mesma parte primitiva. 0O

¥ Uma forma inteira é dita primitiva quando seus coeficientes sdo primos relativos. Desta forma, se

Tr(z2) = ax?+ bxy + cy? e MDC(a, b, ¢) = d, entdo sua parte primitiva serd Q(x, y) = §x%+ bxy + <y
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3 ORDENS CUBICAS COM GRUPO DE AUTOMORFISMO
Cs

Neste capitulo serd provado o resultado principal do trabalho. A prova requer
certos preliminares algébricos adicionais, 0os quais serdo apresentados nas se¢des a

seguir.

3.1 Formas quadraticas binarias reduzidas

Nesta secdo introduzimos a nogdo de forma bindria quadrética reduzida, e a
utilizamos para demonstrar que a hessiana de uma forma bindria ctibica com auto-

morfismo de ordem 3 é equivalente a um multiplo inteiro da forma binaria quadrética
Qx,y) =x2+xy + vy~

Defini¢do 3.1. Uma forma bindria quadratica f(x, y) = Px? + Qxy + Ry? é dita reduzida
se |Q| < |P| < |R].

Dizemos que duas formas bindrias quadréticas f(x,y) = Px> + Qxy + Ry% e
f'(x,y) = P’x?+ Q'xy + R'y? sdo GL,(Z)-equivalentes (resp. SLy(Z.)-equivalentes), quando
existe [ £ B | € GLy(Z) (resp. SLo(2)) tal que f'(x,y) = f((x,y)-y) = f(Ax+ Cy, Bx +
Dy), ou seja,

P’ =PA*+ QAB + RB?;
Q' =2PAC + Q(AD + BC) +2RBD; (3.1)
R’ =PC?+ QCD + RD?.

Dada f(x, y) = Px* + Qxy + Ry?* definimos a matriz auxiliar Ny = [2QP 2 ] Note que

as igualdades que determinam a equivaléncia das formas f e f’ sdo equivalentes a
igualdade matricial Ny = yNyy'. Por outro lado, lembramos que o discriminante da
forma quadrética f é definido como o valor A(f) = Q% —4PQ, ou seja, A(f) = — det(N )
Portanto A(f’) = —det(Ns) = — det(Ny) det(y) det(y’) = — det(N¢), o que mostra que o
discriminante é invariante por GL,(Z)-equivaléncia.

Teorema 3.2. Toda forma bindria quadritica de discriminante negativo é SLy(Z.)-equivalente a
uma forma reduzida de mesmo discriminante.

Demonstragio. Seja f(x,y) = Px?> + Qxy + Ry? uma forma bindria quadratica com
discriminante negativo, ou seja Q? — 4PR < 0. Como 0 < Q? < 4PR, concluimos que P e
R possuem mesmo sinal. Se f ndo é reduzida, seja 0 € Z tal que |6 - %| < 1,logo vale
| - Q +2R6| < |R|. Tomando y = [ _01 (13 ] € SL»(Z) e usando as equagodes 3.1, temos que f
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é equivalente a forma f'(x,y) = P’x?>+ Q’xy + R’'y?>,onde P’ =R, Q" = -Q + 26R, R’ =
P —Q46+R6% note que |Q’| < |R| = |P’|. Assim, podemos supor |Q| < |P|, e procedemos
agora por inducdo em |P|: obviamente |P| < |R| se |P| = 0. Seja k > 1 tal que toda
forma quadratica f com |P| < k é equivalente a uma forma quadrética reduzida. Se
uma forma f satisfaz |P| > |R|, entdo aplicando o processo anterior encontraremos uma
forma f’ equivalente a f tal que |P’| = |R’| < |P|, logo pela hipétese de inducédo f’ serd

equivalente a uma forma reduzida, e assimoserd f. O

Teorema 3.3. Uma forma quadritica bindria f(x,y) = Px> + Qxy + Ry? é fixada por uma
matriz T € SLy(Z) de ordem 3 se, e somente se, existe n € Z tal que f é SLy(Z)-equivalente a

forma €(x,y) = nx? + nxy + ny>.

Demonstragio. Seja S = [ 1] € SLo(Z). Entdo S™' = [Z1 ||, e S, 57! tém ordem 3 em
SL,(Z). Suponha que f é GLy(Z)-equivalente a {(x, y) = nx* + nxy + ny?, comn € Z,
digamos Ny = YNy, com y € GLy(2). E facil ver que S fixa ¢, isto é, Ny = SN/S*, e
assim Ny = (y71Sy)N(y~1Sy)!, logo f é fixada por y~'Sy € SLy(Z), a qual, por ser
conjugada a S, também terd ordem 3.

Reciprocamente, suponha que f é fixada por 7 € SLy(Z) de ordem 3, digamos
T = [é g]. Se a = Tr(t) = A + D, entdo o polindmio caracteristico de 7 serd p(x) =
x> —ax + 1. Ora, temos x> — 1 = p(x)(x + a) + (a + 1)((a — 1)x — 1). Avaliando em 1
e lembrando que 7 tem ordem 3 concluimos que (a + 1)((a -t -1 ) = 0; se fosse
(a — 1)t = I, ap6s elevar ao cubo obteriamos (a — 1)°I = I, logo (a — 1)® = 1. Portanto
a=2,eassim! = (a —1)7 = 7, 0 que contradiz o fato de 7 ter ordem 3. Isto mostra que
vale necessariamente a = A + D = —1. Isto serd usado na prova do fato a seguir, que

sera deixada para o final do argumento.

Afirmacdo 3.4. Existe ¢ € SL»(Z) tal que T = gT¢~!, onde T € {S,S™'}.

Da igualdade Ny = tN th junto com o resultado da Afirmacado acima obtemos

(8T Nf(gTg™ ) = Ny. Se f'(x,y) = f((x,y) - g7'), entdo Ny = ¢7'Ny(g™!)! =
[ZQP,/ 2%, ], e a igualdade anterior se converte em TN f/Tt =N fr; em particular também
vale T"INp(T™Y = T TNpT|(T™!)! = Np.Como T = S ou T™! = S, concluimos

que vale incondicionalmente SN ffSt =N 11, 1sto €,

0 -1 [2P" Q| |0 1| |2 Q
1 -1 | 2rR||-1 =1 |Q 2R’
que resulta em
2R’ 2R’ - Q' Cl2p
2R’ — Q' 2P’ -2Q’ +2R’ Q" 2R’|’

do qual claramente segue P’ = Q" = R’ = n, eassim f((x,y) - g7) = nx? + nxy + ny>.
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Prova da Afirmagdo 3.4. A equagéo a resolver é 1¢ = ¢T. Fazendo ¢ = [} J ] e tomando
T =S, a equagdo fica

Ax+Bz Ay+Bw
Cx+Dz Cy+Dw

:[y —x -y

w —z-w

de onde obtemos x = —(A + 1)y — Bw,z = —Cy — (D + 1)w, e assim
1=xw-yz=Cy*’+(D-A)yw— Buw?. (3.2)

Reciprocamente, suponha que existem y, w € Z satisfazendo (3.2), e sejam x = —(A +
1)y — Bw,z = —Cy — (D + 1)w. Lembrando que valem AD -BC =1eA+D = -1,
obtemos

Ax+Bz=-AA+1)y-ABw-BCy-B(D + 1w
=[-A(A+1)-BC|ly-B(A+D + 1w
=[-A(A+1)+1-AD]y
=[FAA+1D) +1-A(-1-A)]y
=y,

e similarmente obtemos Cx + Dz = w, o que mostra que ¢ € solugdo de 1g = ¢S. De

maneira andloga, tomando T = S7}, a equacéo g = ¢T fica

Ax+ Bz Ay+Bw
Cx+Dz Cy+Dw

-X -y x]

-Z-w z
de onde obtemos x = Ay + Bw,z = Cy + Dw, e assim
~1=yz-xw=Cy*+(D - A)yw - Bw?. (3.3)

Como no caso anterior, se iy, w satisfazem (3.3) e definimos x = Ay + Bw,z = Cy + Dw,
entdo ¢ satisfard Tg = ¢S™!. Isto mostra que o nosso problema equivale a mostrar que

uma das equagdes (3.2) ou (3.3) possui uma solugdo com entradas inteiras.

Ora, o discriminante da forma binaria quadratica h(y, w) = Cy*+(D-A)yw—Bw?
é dadopor A(h) = (D—A)*+4BC = (D+A)?>~4AD+4BC. Lembrando que vale A+D = -1
e AD — BC =1, concluimos que vale A(h) = -3, logo pelo Teorema 3.2 a forma h(y, w)
serd SLy(Z)-equivalente a uma forma reduzida, digamos ay?+byw + cw?, a qual também
terd discriminante -3, ou seja 4ac = b2 +3, logo ac = |ac|, e como a forma é reduzida,
isto &, |b| < |a| < |c|, segue que b? < |ac|. Dai 4b? < 4|ac| = b? + 3, logo 3b* < 3, e
portanto b = +1 (ndo podemos ter b = 0, pois isto implicaria 4ac = 3), o que por sua
vez implica ac = 1, e em particular, a = +1. Evidentemente, duas formas equivalentes
tomam os mesmos valores. Avaliando ay? + byw + cw? no ponto (1,0) concluimos que
ay? + byw + cw? assume o valor 1 ou —1, e consequentemente 1 assume o valor 1 ou —1,

como queriamos demonstrar. O
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3.2 Aacdode SOg(C) em C?

Seja Q(x, y) = x2 + xy + y2, e seja SOn(C) o subgrupo de elementos de SL,(C)
que preservam a forma quadratica Q(x, y) pela agdo natural em formas quadréticas, ou
seja,

SOQ(C) = {y € SLa(C) : Q(x, 1) = Q((x, ) - ¥)} -

Definimos a agdo ciibica de SOo(C) em C? por ¥ - v = y%v, onde o vetor coluna
v = (b, c)! € C?, e definimos a forma quadritica adjunta associada a Q(x, y) por Q’(b, ¢) :=
b2 — bc + ¢2. Finalmente, definimos SOg(C) = SLy(Z) N SOg(C) e L € C? o reticulado
{(b,c)t :b,c €Z?,b=c (mod 3)}.

Lema 3.5. O grupo SOq(Z) é ciclico de ordem 6, gerado pela matriz 6 = | _91].

Demonstragio. Seja y = |2 B] € SOg(Z). As igualdades (3.1) junto com a condicéo

det(y) = 1 se convertem, neste caso, nas igualdades

1=A%2+AB + B?; (3.4)
1=C?>+CD +D?; (3.5)
1=2AC+AD +BC +2BD; (3.6)
1=AD -BC. (3.7)

Substituindo (3.7) em (3.6) e simplificando obtemos
AC+BC+BD =0, (3.8)

ou, equivalentemente,
(A+B)(C+D)=AD. (3.9)

Finalmente, as igualdades (3.4) e (3.5) podem sdo equivalentes a

(A+B)>=1+AB; (3.10)
(C+D)*=1+CD; (3.11)
(A+B+1)(A+B-1)=AB; (3.12)
(C+D+1)(C+D-1)=CD. (3.13)

Afirmamos que vale ABCD = 0. Com efeito: se AB = 0, acabou; note que também
vale —y € SOqg(Z), logo todas as igualdades anteriores sdo mantidas ao mudarmos
os sinais dos valores A, B, C, D simultaneamente. Se fosse AB > 0, entdo por conta da
observagdo anterior poderfamos supor A, B > 1; mas entdo teriamos A+ B+1> A +1
e A+ B -1 > B, logo por (3.12) teriamos AB > (A + 1)B > AB, o que é um absurdo.
Portanto AB < 0, logo por (3.10) teremos 0 < (A + B)> =1+ AB < 0. Assim A + B =0,
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logo por (3.9) teremos AD = 0, logo D = 0. Similarmente prova-se que CD < 0, e que
CD < 0implica A = 0.

Se A = 0 entdo (3.4) implica B = +1, (3.7) implica C = -B, e (3.9) implica
D =-C=Blogoy ==|_{1].Se B = 0 entdo (3.4) implica A = 1, 0 que junto com (3.8)
implica C =0, e (3.7) implica D = A, logo y = +I. Se C = 0 entdo (3.5) implica D = +1,
o que junto com (3.8) implica B = 0, e (3.7) implica A = D, logo y = +I. Finalmente,
se D = 0 entdo (3.5) implica C = 1, (3.7) implica B = -C, e (3.9) implica A = -B = C,
logoy =+ [ 14 ] Isto prova que SOg(Z) é um grupo de ordem 6. Ainda, o elemento
6 =[_91] satisfaz >~ 6+1 = 0 (pelo teorema de Cayley-Hamilton), isto &, 6% = 6—1 # I,

logo 6 = 6% — 6 = —I, e isto mostra que 6 tem ordem 6 em SOg(Z). O

Teorema 3.6. Existe uma bijegio natural entre o conjunto das SOq(Z.)-6rbitas de vetores
ndo nulos (b,c)! € L e os anéis A que sido Cs-ctibicos orientados. Sob esta bijecio vale

D(A) = Q'(b, ).

Demonstragio. Seja A um anel Cs-ctibico, com automorfismo T de ordem 3. Seja
f(x,y) = ax® + bx?y + cxy? + dy®> uma forma bindria ctbica correspondente a A
pela correspondéncia de Delone-Faddeev, digamos a forma ctbica associada ao par

(A, B), sendo B uma base boa fixada de A. Entdo a matriz associada a T segundo esta
1 uw

base é da forma [T] = [8 )/t l, para algum y € GLy(Z). Como a ordem de y também

serd igual a 3, entdo de fato vale y € SLy(Z). Pelo Corolario 2.5 temos que y fixa f, logo

y também fixa Hy, pela Proposigdo 2.9. Portanto, pelo Teorema 3.3 temos que Hy ¢é

SL,(Z)-equivalente a forma bindria quadratica nQ, para algum inteiro ndo nulo n.

Assim, ap6s uma mudanga de base, podemos assumir Hy = nQ), e portanto

n = b>-3ac = bc—9ad = c¢*>-3bd pela férmula (2.10).Se bc # 0, entdoa = bz;” ed = 023—;”,
(b%—n)(c?
be

logon = bc—9ad = bc— —) Assim, teremos nbc = (bc)? — (b2 —n)(c2—n),a qual

se reduz a b? — bc + c2 = Q’(b, ¢) = n. Usando esta igualdade nas igualdades originais

obtemos a = bz3—;” = bc3—_ccz = %, e similarmente d = %.

Ora, se b = 0, entdo a igualdade Hf = nQ viran = =3ac = —9ad = c?, logo
a=-5= % ed=5= %, e as mesmas igualdades sobre a e d valem quando ¢ = 0.
Finalmente, temos a = % €Z,logo (b,c) € L.

Reciprocamente, se (b, ¢)! € L é ndo nulo, entdo definindo a = %, d = % e

f(x,y) = ax® + bx®y + cxy? + dy>, entdo os célculos na prova da implicagdo anterior

mostram que vale Hy = nQ, onde n = Q’(b,c). Se 6 = [Z1 }], entdo 0 € SLy(Z) tem
11-11
32 8], e é facil verificar que
1000
vale Zg(a,b,c,d)! = (a,b,c,d)!, logo pela igualdade (A.11) concluimos que a forma

ordem 3. A matriz Zg da férmula (A.12) serd igual a l

ctbica f é fixada por 0, e assim o0 anel A possuird um automorfismo de ordem 3, pela

correspondéncia de Delone-Fadeev.
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Agora suponha que as formas f e f’ correspondem, respectivamente, a (b, ¢)*
e (b’,¢’)! € L. Pelo anterior temos H¢(x, y) = mQ(x,y) e Hp(x,y) = nQ(x, y), onde
m = Q'(b,c),n = Q'(b/,c’). Se f e f’ sdo SLy(Z)-equivalentes, digamos f'(x,y) =
f((x,y)-y), com y € SLy(Z), entdo pela Proposicdo 2.9 temos Hy/(x, y) = H¢((x,y) - ),
isto é, nQ(x, y) = mQ((x, K 7/). Como Q é definida positiva (ou seja, Q(r, s) > 0 para
quaisquer inteiros r, s com r # 0 ou s # 0), segue que m e n possuem o mesmo sinal;
também, como a forma Q assume o valor 1, entdo valem m | n e n | m. Isto prova que
vale m = n,logo Q(x, y) = Q((x,y) - ¥), o que prova que vale y € SOq(Z). O reciproco
é 6bvio, pois SOg(Z) C SL,(Z) por definicao.

(b—10)/3.Seja f((x,y)-y) =a'x®+b'x*y +
c’xy? + d'y3, com y € SOg(Z). Se § = [_(1) H, entdo pelo Lema 3.5 (e sua prova)

Lembramos que valem a = —d

temos 6% = —I e y = 6F para algum k > 0, logo y° = (6°)F = (=I)k = (=1)¥I, e assim
v3(b, c)t = (=1)%(b, c)!. Por outro lado, a matriz Zs da férmula (A.12) seré igual a

0001
[ 09-1 gl , e verifica-se que vale Zs(a, b, c,d)! = —(a, b, c,d)!, logo
1111

(a’,b',c,d) = Zy(a,b,c, d)!
=Zs(a,b,c, d)!
=Zka,b,c,d)
=(-D"a,b,c,d)",

o que implica (b’,c’)! = (=1)%(b,c) = y3(b, c). Fica provado entdo que f e f’ sdo
SOq(Z)-equivalentes precisamente quando (b, c)" e (V’,¢’)! sdo SOg(Z) sob a acdo
ctbica. Finalmente, pelas Proposi¢des 2.8,2.9 e 2.11 temos Dy = A(f) = —%A(H £)- Como
Hf(x,y) = rx*+sxy+ty* sendor =s =t =n = Q'(b, c), segue que A(Hy) = s —4rt =
-3n%. O

3.3 O numero de ordens cubicas C;
com discriminante limitado

Nesta se¢do provaremos o teorema principal em estudo. Primeiro mostraremos

que o nimero de formas redutiveis f(x, y) que corresponde a anéis C3 é desprezivel.

Lema 3.7. O niimero de classes de SL,(Z)-equivaléncia de formas bindrias ctibicas redutiveis
com hessiana miiltipla de Q(x, y) = x> + xy + y2, e discriminante menor que X, é O(X'/4).

Demonstragdo. Daremos uma estimativa superior do ntimero de classes de SLy(Z)-
equivaléncia de formas redutiveis f de discriminante menor que X com hessiana
multipla de Q. Basta primeiro contar as formas primitivas f, e depois somar sobre todos
os contetdos positivos possiveis para f. Qualquer forma primitiva redutivel f com
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hessiana nQ tem um fator linear gx + hy como g e h inteiros primos entre si. Além
disso, devido o automorfismo de ordem 3 dado pela matriz 0 = [j é] (vide a prova
do Teorema 3.6), obtemos que f tem 3 fatores lineares primitivos, a saber, os obtidos
através da aplicagdo sucessiva de 0 ao fator gx + hy. Como (x,y)- 0 = (-x —y,x) e

(x,y) - 0% = (y,—x — y), segue que
flx,y) = (gx +hy)((h = g)x = gy) (=hx + (g = h)y),
ou seja,
flx, y) = gh(g — W)x® + (=g> +3¢8°h = IP)xy + (-g° + 3gh* — h’)xy” - gh(g — h)y’.
Computando o discriminante de f encontramos

A(f) = (g% - gh+h*)°=Q'(g, 1)’

Assim, se A(f) < X, entdo Q’(g, h) < X 1/6 e portanto o nimero total de valores para o
par (g, h), e consequentemente para f, é no maximo O(X'/¢).

A fim de contar o ntiimero total de formas f, ndo apenas as primitivas, somamos
sobre todos os possiveis contetidos ¢ de f. Uma vez que A(f/c) = A(f)/c*, temos

X1/4 X1/4
O(X1/6/C2/3)
aH1/6\| —
X1/4 ZO (X/e))| = z; X1/4
c=

XU O(X1/6/c2/3) X1/6 /23
X16jc2/5 X1/

Ac
: c2/3x1/12 7

onde A satisfaz O(X1/6/cz/3) < AX/6 /23 Escrevendo y = X112 3 gltima soma se

reescreve como ZC 13 /3 . Aplicando o teste da integral concluimos que esta soma é
3

compardvel com o valor da integral /1 2/3 dc = 3A 173 = = 3A - ﬁ < 3A, 0 que
mostra que a soma inicial é limitada. Assim, temos

x1/4

Z O((X/cH8) = o(x*). o

c=1

E finalmente temos as ferramentas para provar o teorema principal em estudo:

Teorema 3.8. O niimero de ordens ctibicas com grupo de automorfismo isomorfo a um grupo

ciclico de ordem 3, e discriminante menor que X, é

X2 4 o(xM4y
63
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Demonstragido. Usando os resultados do Teorema 3.6 e do Lema 3.7, basta contar o
nimero de elementos (b, c¢)! € L, a menos de SO, (Z)-equivaléncia, acrescentando a
condigdo Q’(b, ¢)* = (b? — bc + c?)? < X. O ntimero de pontos inteiros interiores a regido
eliptica definida pela tltima desigualdade é aproximadamente igual a sua &rea, a saber
(27/V/3)X /2, com erro de no maximo O(X'/4) (vide (COHN, 1980), p. 161). Sabe-se que
SOq(Z) é isomorfo a Cg, 0 grupo ciclico de ordem 6. Uma vez que essa ac¢ado € ctbica, o
subgrupo ciclico C3 € SOg(Z) de ordem 3 age trivialmente. A menos de equivaléncia,
obtemos

2_nX1/2 + O(X1/4)

2V3
pontos interiores a elipse. Portanto, o nimero de escolhas dos pontos com b = ¢ (mod 3)
sera

TC
—XY2 + o(x/%).
33

Este é o nimero de anéis Cs-ctibicos orientados com discriminante limitado por X. Pelo
Lema 3.7, os anéis C3-ctibicos que nao sdo ordens serdo absorvidos pelo termo do erro.
Ja que até agora foram contados apenas os anéis ctibicos orientados, dividimos por 2 e

obtemos o resultado para anéis cabicos. O
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APENDICE A - PROVA DA CORRESPONDENCIA DE
DELONE-FADEEV

Durante o desenvolvimento deste trabalho, nos deparamos com um “pequeno
grande problema”: na demonstracdo do teorema 2.4, Gordan Savin na referéncia (GAN;
GROSS; SAVIN, 2002) afirmava que o anel ctibico A com Z-base boa (1, @, ) que seria
isomorfo a uma forma ctbica, preservando discriminante, deveria ter os produtos

definidos como

ap = —ad;
a’=—ac+ba—-ap;
B%=—bd+da—cp,

ondea, b, ¢, d sdo inteiros. No entanto, depois de cdlculos extensos concluimos que havia
algo de errado nessa defini¢do dos produtos. Isto nos fez questionar: De onde veio essa
escolha dos produtos? Depois de mais calculos extensos chegamos a definigdo correta.
O objetivo desse Apéndice é expor nosso trabalho computacional, o qual constitui o
complemento da demonstracdo do Teorema 2.4 (naquela demonstracdo sao feitas as
contas mais simples, as quais serdo omitidas nesta apresentacdo).

Lembramos que a cada par (A4, 8), sendo A um anel ctibico com uma Z-base
boa 8 = (1,a, ), associamos a tnica quadrupla N(A,B) = (p,q,r,s) de inteiros

satisfazendo as igualdades

ap =qr;
a’=—gs+pa+qp; (A.1)
B> = —pr+ra+sp.

Dado outro anel ctbico A’ com Z-base boa 8’ = (1, &', '), seja (p’, q’, 1", s") = N(A’, B');

em particular valem

aI‘BI :q/r/;
a?=—q's’+p'a +q'B; (A.2)
512 — _p/r/ + 7’,0él +S/ﬂl-

SeT:A” > A é um isomorfismo de anéis com unidade, entdo existem u,v € Z e
vy =|E ]| € GL2(2Z) tais que
T(1)=1-1+0-a+0-8;
T@)=u-1+E-a+F-B; (A.3)
TB)=v-1+G-a+H-B,
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Como T respeita produtos, entdo valem as igualdades

T(a'f) =T(a)T(B); (A4)
T(a”) =T(a')*; (A5)
T(B?) =T(B')*; (A.6)

Substituindo as igualdades (A.2) e (A.3) em (A.4) obtemos q't" = (u + Ea + FB)(v + Ga +
HB). Expandindo e usando (A.1) obtemos

q'r" =uv —qsEG + qrEH + qrFG — prFH
+(Gu+Ev+pEG+rFH)a
+(Hu +gqEG+Fv+sFH)B.

Pela unicidade da escrita dos elementos do anel na Z-base (1, @, ), seguem as igualdades

0=Gu+Ev+pEG+7rFH;
0=Hu+qEG+Fv+sFH.

Resolvendo o sistema acima obtemos

_ pEFG +rF?H - qE>G — sEFH

u T —FC ; (A.7)
qEG? + sFGH — pEGH — rFH?
v = TH—FC . (A.8)

Ora, substituindo as igualdades (A.2) e (A.3) em (A.5) obtemos T(—g's’ + p’a’ + q’'f’) =
(u + Ea + FB)?. Expandindo e usando (A.1), junto com a unicidade da escrita na Z-base
(1, a, B), obtemos

p’E+q'G =pE*+ rF? + 2uE;
p’F+q'H =qE? + sF? + 2uF .

Substituindo o valor de u dado por (A.7) e resolvendo o sistema chegamos a

,  E(EH +2FG)p — 3E2Gq + 3F?Hr - F(FG +2EH)s
p= EH - FG /
, —E?Fp+E%q—F3r+EF?%
7= EH - G

Finalmente, substituindo as igualdades (A.2) e (A.3) em (A.6) obtemos T(—p’t" + r'a’ +
s'f’) = (v + Ga + HB)?. Expandindo e usando (A.1), junto com a unicidade da escrita na
Z-base (1, a, B), obtemos

r'E+5'G =pG® +rH? + 20G;
*'F+s'H =qG*+sH? + 20H .
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Substituindo o valor de v dado por (A.8) e resolvendo o sistema chegamos a

, G?Hp-G’q+H’ - GH?s

r

EH - FG ’
,  —G(FG +2EH)p + 3EG?*q — 3FH?r + H(EH + 2FG)s
. EH - FG '

As igualdades obtidas podem ser escritas na forma matricial

4

4 4 4
q 1 q q
= — = . A.
r’ dot(y) W, det(y) W, . (A.9)
s’ 5 S
onde
EQRFG+EH) -3E*G 3F*H -F(FG+2EH)
W = —E?F E? —F3 EF? (A10)
. G?H -G* H° ~GH? ' '
~G(FG +2EH) 3EG?> -3FH? H(2FG+EH)

Por outro lado, lembramos que a acdo de 0 = [’é g] € GLy(Z) na forma cuabica

f(x,y) = ax3+bx*y + cxy? + dy® é dada por

0N = 32

Se (0 f)(x,y) =a’x®+ b'x%y + c’xy? + d’y>, entdo vale a igualdade matricial

f(Ax +Cy,Bx + Dy) =det(0) f(Ax + Cy,Bx + Dy).

/

a a
! b
= det(0) Zg , (A.11)
c
d’ d
onde
A A’B AB? B3
g 3A2C A(AD +2BC) B(BC+2AD) 3B?D (A12)
97 13A4C2 C(BC +2AD) D(AD +2BC) 3BD?|’ '
C3 C2D CD? D3
Queremos encontrar uma transformacao linear ¢ que satisfaga
¢(a,b,c,d)=(p,q,1,5) (A.13)
o’ b, c’,d) =@, q',v,s") (A.14)
Seja My a matriz associada a transformacdo linear ¢. Usando as igualdades A.9 e A.11
obtemos
a a
b b
det(0) Mg Zg = det(y) w, Mg ,
c c
d d
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ou seja det(0) My Zg = det(y) Wy My. Portanto W), e Zg sdo matrizes semelhantes
quando det(y) = det(9).

Para facilitar o trabalho computacional, observamos a forma das matrizes:

| EQFG+EH) -3E2G 3F?H —F(FG +2EH)
-E’F E3 -3 EF?
G’H -G3 H3 ~GH?
|-G(FG +2EH) 3EG? -3FH? H(2FG +EH)

[ A3 A’B AB? B3
3A2C A(AD +2BC) B(BC+2AD) 3B’D
3AC? C(BC +2AD) D(AD +2BC) 3BD?
| C3 C?’D CD? D3

Zo =

Vemos que tomando 6 = y, as matrizes W), e Zy parecem ser equivalentes, ou seja,
existem P e Q matrizes ndo singulares tais que W, = PZ, Q. Assim, nosso novo par de
matrizes sera
| EQFG+EH) -3E2G 3F*H —F(FG +2EH)

—E*F E3 -F3 EF?

G*H -G* H° ~GH?
|-G(FG+2EH) 3EG*> -3FH?> HQFG+EH)

[ E3 E%F EF? F3

7 - 3E’G E(EH +2FG) F(FG+2EH) 3F’H
Y7 |3EG? G(FG+2EH) H(EH +2FG) 3FH2?|’

| G? G*H GH? H?

e nosso objetivo é encontrar P e Q. Seguiremos as seguintes etapas:

* Trocamos as posi¢des da primeira e segunda coluna de W,,, multiplicando-a a
0100
direita por Q1 = [(1) 99 8], resultando em
001

o

—-3E>G EQRFG+EH) 3F’H -F(FG+2EH)
E3 -E’F ~F8 EF?
-G3 G’H o3 ~GH?
3EG?> -GQEH +FG) -3FH? HQFG +EH)

W;/Ql =

* Para trocar em W, Q1 as posi¢cdes das primeira e segunda linhas, a multiplicamos

a esquerda por Q1, resultando em

E3 —E’F -3 EF?
-3E’G EQRFG+EH) 3F?H -F(FG+2EH)
-G G?H H ~-GH

3EG> -G(EH +FG) -3FH? H(2FG + EH)



APENDICE A. Prova da correspondéncia de Delone-Fadeev 54

* Agora, para trocar as posi¢des da terceira e da quarta coluna na matriz anterior a
1000

multiplicamos a direita por Q> = lg & (1)], resultando em

0010
E3 —E2F EF?2 —F3
—-3E2G EQRFG+EH) -F(FG+2EH) 3F’H
-G G*H —-GH H

3EG?> -GQEH +FG) HQFG+EH) -3FH?

¢ Para trocar as posi¢des das terceira e quarta linhas na matriz acima a multiplicamos
a esquerda por Q», resultando em

E3 —-E’F EF? -F8
-3E’G EQFG+EH) -F(FG+2EH) 3F’H
W. =
QLRIW QIR = sr 0 _GoEH 1 FG) HQFG+EH) —3FH
-G G’H —~GH? H?

¢ Para ajustar os sinais, basta multiplicar as segunda e quarta linhas e as segunda e

quarta colunas por —1, ou seja, multiplicar a matriz anterior a direita e a esquerda
1000

por Q3 = [8 399 ], resultando em
000-1

Q3Q2Q1 W) Q1Q2Q3 = Z,, .

10 0
_Oll.Como Ql._1 = Q;parai =1,2,3,segue que Zy = P‘lwyP.

-10
00

00

010

¢ dada por My = P, isto &, ¢(a,b,c,d) = (=b,a,—d, c).

0
SejaP = Q10203 = |(1)
0

s

Finalmente, tomamo
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