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Resumo

O calculo de variagoes é um problema matematico que consiste em buscar maximos
e minimos (ou, mais geralmente, extremos relativos) de fungées continuas definidas sobre
algum espaco funcional. Constituem uma generalizacdo do céalculo elementar de maximos
e minimos de fungoes reais de uma variavel. Ao contrario deste, o calculo das variagoes
lida com os funcionais, enquanto o calculo ordinario trata de fun¢des. Funcionais podem,
por exemplo, ser formados por integrais envolvendo uma func¢ao incégnita e suas derivadas.
O interesse esta em fungoes extremas - aquelas que fazem o funcional atingir um valor
maximo ou minimo - ou de fun¢oes fixas - aquelas onde a taxa de variacdo do funcional
¢é precisamente zero. Talvez o exemplo mais simples seja o de encontrar a curva com o
menor comprimento possivel ligando dois pontos. Se nao houver restrigoes, a solucao ¢é
(obviamente) uma linha reta ligando estes pontos. No entanto, se as possibilidades para esta
curva estiverem restritas a uma determinada superficie no espaco, entao a solu¢ao é menos
obvia e, possivelmente, muitas solu¢oes podem existir. Tais solugoes sao conhecidas como
geodésicas. Um problema relacionado a este é representado pelo principio de Fermat: a luz
segue o caminho de menor comprimento 6ptico ligando dois pontos, onde o comprimento
optico depende do material de que é composto o meio. Um conceito correspondente em
mecanica é o principio da minima acgao. Nesta dissertacdo faremos uma exposicao dos
principais conceitos do calculo variacional com énfase na equacao de Euler-Lagrange, que
trata-se de uma condi¢ao necessaria para extremos locais de uma determinada classe de
funcionais. Nosso objetivo principal é estudar os problemas de extremidades fixas com
e sem vinculos para tratar o problema de Sturm-Liouville por meio de uma abordagem
variacional. Veremos que cada autovalor do problema de Sturm-Liouville é obtido pela
resolugao de um problema variacional de minimizagao para depois, através desse fato,

conseguirmos estimativas para esses autovalores.

Palavras-chave: Equacao de Euler-Lagrange. Célculo Variacional. Sturm-Liouville. Quo-

ciente de Rayleigh.



Abstract

Calculus of variations is a field of mathematical analysis that deals with maximizing
or minimizing functionals, which are mappings from a set of functions to the real numbers.
Functionals are often expressed as definite integrals involving functions and their derivatives.
The interest is in extremal functions that make the functional attain a maximum or
minimum value — or stationary functions — those where the rate of change of the functional
is zero. A simple example of such a problem is to find the curve of shortest length connecting
two points. If there are no constraints, the solution is obviously a straight line between
the points. However, if the curve is constrained to lie on a surface in space, then the
solution is less obvious, and possibly many solutions may exist. Such solutions are known
as geodesics. A related problem is posed by Fermat’s principle: light follows the path of
shortest optical length connecting two points, where the optical length depends upon
the material of the medium. One corresponding concept in mechanics is the principle of
least action. In this dissertation we present the main concepts of the variational calculus
emphasizing the Euler-Lagrange equation, that is a necessary condition for local extrema
of a particular class of functionals. Our main aim is to study the problems of fixed ends
with and without constraints to address the Sturm-Liouville problem through a variational
approach. We will see that each eigenvalue of the Sturm-Liouville problem is obtained by
solving a variational minimization problem and then, by this fact, we get estimates for

these eigenvalues.

Keywords: Euler-Lagrange equation. Variational Calculus. Sturm-Liouville. Rayleigh
Quotient
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1 Introducao

Um topico importante no cdlculo diferencial sao os chamados problemas de otimiza-
¢ao, que visam maximizar ou minimizar func¢oes reais em um subconjunto qualquer do R™.
Similarmente, podemos lidar com problemas mais gerais caracterizados por fungoes defini-
das em espacos vetoriais nao necessariamente de dimensao finita. A teoria matematica que

estuda as ferramentas para tratar deste tipo de problema é chamada calculo variacional.

Este campo, desenvolvido principalmente nos séculos XVIII e XIX, foi aplicado em
diversos problemas fisicos e matematicos desde a sua criagdo. A variedade de aplicagoes
praticas da teoria ¢ bastante surpreendente e seu desenvolvimento serviu para impulsionar
diversos ramos da matematica, como a analise e as equagoes diferenciais parciais. Na fisica,
uma das consequéncias mais importantes do calculo variacional foi a reformulacao da
mecanica classica de Isaac Newton feita por Lagrange em seu grande tratado, o Mécanique
Analytique. Nesta obra, Lagrange revolucionou a mecéanica formulando os principios
variacionais através de funcionais que dependem de um conjunto de parametros, chamado
coordenadas generalizadas, em vez das coordenadas cartesianas que caracterizam a posi¢ao
de um sistema. Deste modo, o tratamento variacional da mecanica tornou-se mais vantajoso

em relacao a mecanica vetorial.

A dissertagao estd organizada em dois capitulos. O primeiro capitulo tem por
finalidade discutir os principais aspectos tedricos do calculo variacional. Comegaremos
apresentando, na primeira se¢do, conceitos importantes como a variagao de Gateaux e
extremos locais, nela veremos também que a variacdo de Gateux necessariamente se
anula nesses extremos. Na segunda secao faremos um breve estudo sobre a teoria de
diferenciabilidade em espacos normados quaisquer . A terceira secao trata essecialmente do
teorema dos multiplicadores de Lagrange, que caracteriza os extremos locais de funcionais
sujeitos a restri¢coes. Nas tltimas se¢oes aplicaremos o teorema dos multiplicadores de
Lagrange no problema de extremidades fixas para obter a equacao de Euler-Lagrange e
posteriormente trataremos do problema de extremidades fixas com vinculos. As referéncias
utilizadas nesse capitulo foram (TROUTMAN, 2012), (LI, 2012) , (FALSET, 2007),
(SAGAN, 2012), (NACHBIN, 1976) e (BAGGETT, 1992).

Iniciamos o capitulo 2 fazendo na primeira se¢do uma breve exposi¢ao do problema
de Sturm-Liouville cujas principais referéncias utilizadas foram (SOTOMAYOR, 1979)
e (CAVALHEIRO, 2012), faremos um tratamento sucinto com o objetivo de entender
seu principais aspectos para posteriormente aplicarmos o calculo variacional dentro da
teoria. Nessa aplicagdo veremos que todo problema de Sturm-Liouville possui um funcional

associado, chamado quociente de Rayleigh, o qual desempenha papel fundamental para
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deduzir informacdes a respeito dos autovalores. E através do quociente de Rayleigh que o
problema de Sturm-Liouville pode ser tratado de modo variacional, achar um autovalor
para o operador de Sturm-Liouville equivale a minimizar o quociente de Rayleigh em um
espago com extremidades fixas acrescido de vinculos. Finalmente, vamos obter o principio
minimax de Courant para comparar os autovalores de dois problemas de Sturm-Liouville

distintos e com isto conseguir estimativas para os autovalores.



?2 Calculo variacional

Os problemas que envolvem maximos e minimos de fungdes sao conhecidos na

literatura por problemas variacionais. Um exemplo tipico é dado como se segue:

Dado dois pontos (to,%o) € (t1,¥1) no plano, determinar a curva de menor compri-
mento que os une. Suponhamos que as curvas em questao possuem parametrizagoes do
tipo

y : [to, t1] — R; y(to) = wo, y(t1) =1,

onde y é fungdo continuamente diferenciavel. Obtemos seu comprimento pela formula

I(y) = / T+ rdt.

Logo, o problema pode ser formulado como:

b
minimizar J(y) = / 1+ (t)2dt

sujeito a
y € {C'[to, t1]/ y(to) = yo, y(t1) = v1}-

(2.0.1)

Uma caracteristica comum em varios problemas variacionais, assim como no exemplo
acima, é que a funcao a ser otimizada associa a cada elemento de uma classe de fungoes
um certo numero real. Neste ponto, podemos perceber que o calculo variacional extrapola

as fronteiras do calculo usual.

2.1 Variacao de Gateaux e Extremos Locais

Sendo asssim, de acordo com as consideracoes iniciais, parece razoavel comecarmos

com a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.1.1. Um funcional consiste de um mapa J : D(J) — R cujo dominio

D(J) é um subconjunto de um espago vetorial H.

Exemplo 2.1.1. O mapa J(y) = [’ sen®(z) + y(z)?dx é um funcional definido no espaco

Cla, b] das fungoes continuas em [a, b].

Definigao 2.1.2. Um funcional J é dito linear se D(J) é todo o espago H e J satisfaz a
relacao

J(ax 4+ by) = aJ(x) + bJ(y)

para todo a,b € R e todo x,y € H.
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Exemplo 2.1.2. A aplicacio J(¢) = ¢'(0) define um funcional linear em C'[—1,1] o

espago das fungdes continuamente diferenciaveis em [—1,1].

A seguir, apresentaremos uma definicao que estende naturalmente a nocao de

derivada direcional do calculo diferencial.

Definigao 2.1.3. Um funcional J definido em um subconjunto aberto D de um espago

vetorial normado H é dito ter variacao de Gateaux em um vetor = € D se o limite

5.7(,v) = lim J(z +ev) — J(x)

e—0 €

existe para toda diregdo v de H. Neste caso podemos definir o funcional 6J(z) : H — R

dado por dJ(x)(v) = §J(z,v), o qual é chamado variagdo de Gateaux de J em z.

Observacao 2.1.1. Notemos que a nocao de limite aqui faz sentido uma vez que existe
uma vizinhanca V' de 0 na qual a fungao e — M estd bem definida em V' — {0}.
Com efeito, como D ¢é aberto existe 6 > 0 tal que ||y — z|| < § = y € D. Logo a
vizinhanga em questao é V= (=d/||v||,d/||v]]).

Observacao 2.1.2. A variacdo de Gateaux de J em x na direcdo v é a derivada de

d
J(z + ev) em relacdo a varidvel € e avaliada em € = 0, isto é, 0.J(x,v) = 2 J(x + ev).
€le=0

Exemplo 2.1.3. Seja H um espacgo normado e J : H — R um funcional definido por
J(z) = ||z]|*>. Se h € H e x = ( tem-se

2 2
5.7(0, ) = 1im IPE g,

t—0 t

Portanto J tem variacao de Gateaux em 0 e a variacao de Gateaux de J em 0 é o funcional

nulo.

Exemplo 2.1.4. Seja H um espago normado e J : H — R um funcional definido por

J(z) = ||z||. Se h € H é ndo-nulo e x = 0 tem-se
t||h
570, h) = tim 111
t—0 t

Como o limite anterior nao existe, J nao tem variacado de Gateaux em 0.

Para calcularmos a variacao de Gateuax, as propriedades abaixo sao importantes:

Propocicao 2.1.1. As sequintes afirmagoes abairo sdo verdadeiras:

a) A variagio de Gateauz é linear nos funcionais, isto é, dados J,K funcionais definidos

em um aberto D do espaco vetorial normado H e a € H tem-se:

0(J + aK)(x,v) = 6J(z,v) + ad K (x,v).
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b) (Regra do produto) Sejam K ,L funcionais definidos em um aberto D do espago
vetorial normado H e J(x) = K(x)L(z) para todo v € D. Se K e L possuem

variacoes de Gateaux em xqo entdo J possui variacio de Gateaux em xq e € dada por

0J(xo,v) = 0K (x0,v)L(x0) + I L(20,v) K (x0).

c) (Regra do quociente) Sejam K L funcionais definidos em um aberto D do espago

K
vetorial normado H e J(x) = L(a:) para todo x € D. Suponha que L nao se anula
x

em D. Se K e L possuem variacoes de Gateuar em xq € D entdo J possui variagdo

de Gateuaz e é dada por

O K (xg,v)L(x0) — d L(xo, U)K(iﬁo)'

0J(xg,v) = L(z0)?

Demonstragdo. a) De fato, da observagao (2.1.2) segue que

d d
6(J +aK)(z,v) = 7 :O(J+aK)(x+ev):£

a
de

(J(xz + ev) + aK(x + ev))

e=0

d
J(x+ev)+a—

y K(z+ev) = 0J(x,v) + ad K (x,v).
e=0 €

e=0

b) Aplicando a regra do produto para fungoes reais de uma variavel real, temos que

d d
6J(xg,v) = 7 7O(K(a:o + ev)L(zg + €v)) = 2 70K($0 + ev)L(zo + €v) B
+K (o + €v) % L(xo + ev) = 6K (xg,v)L(xg) + K (x0)0 L(x0,v).
e=0 e=0

c) Analogamente, basta calcular a derivada

d

d| Kz +ev)
de

e=0 L(xg + €v)

através da regra do quociente para funcoes reais de uma variavel real.

Definicao 2.1.4. Um funcional J é continuo ao longo de cada direcao em =z se
lim J(z+ev) = J(x),
para todo v € H.

Exemplo 2.1.5. O funcional J : C[0,1] — R, dado por J(¢) = ¢(0), tem variagao

de Gateaux em cada ¢ € C[0,1]. A variagdo pode ser calculada facilmente e é dada

por 0.J(¢, Ad) = A¢(0). Se considerarmos C[0, 1] com a norma L: || f|ls = \/fy f(2)2dx,
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concluimos que J é descontinua em todo seu dominio. Com efeito, fixado ¢ € C[0,1] ,

construamos a sequéncia

1, se 0<t<1?
Ta(t) =q V2 —nt, se 2<t<2
0, se %Stﬁl

Note que ||z,|| = % Dai ¢, = ¢ + x, — ¢, mas J(¢,,) - J(¢) pois J(¢,) — J(¢) =1
para todo n € N.

No entanto, J é continuo ao longo de cada dire¢ao em todo x € C[0, 1]. Isto acontece

devido a observacao seguinte:

Observacao 2.1.3. Se J tem variacao de Gateaux em z entdao J é continuo ao longo de
cada dire¢ao em z. De fato, a funcdo J(z + ev) é diferenciavel em € = 0 logo continua em
e=0.

Definicao 2.1.5. Seja J : D C H — R um funcional definido em um subconjunto D do
espago vetorial normado H. O vetor z* € D é dito um vetor maximo (minimo) em D
para J se J(x) < J(z*) (J(x) > J(z*)) para todo z € D. Quando isto acontece dizemos
que z* é um vetor extremo em D para J. O vetor z* € D é dito um vetor maximo
local (minimo local) em D para J se existe p > 0 tal que J(x) < J(z*) (J(z) > J(z%))
para todo z € D N B(x*, p), onde B(z*,p) = {x € H : ||z — 2*|| < p} é a bola centrada

em z* de raio p.

No6s dizemos que x* € D é um vetor extremo local em D para J se z* é um
vetor maximo local ou minimo local em D para J. Neste caso, dizemos que J tem um

extremo local em z* e J(z*) é um valor extremo local para J em D.

A variacao de Gateaux tem papel fundamental na proposicao a seguir que nos da

uma condi¢ao necessaria para um extremo local.

Propocicao 2.1.2. Seja J : D C H — R um funcional definido no aberto D do espago
vetorial normado H. Se x* é um extremo local para J em D e J tem variacao de Gateaux

em =* entao a variagio de Gdteauzr de J em x* se anula, isto €, 0.J(z*,v) = 0 para todo
veH.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x* é um minimo local
em D para J. Dado v € H, temos
J(z* +ev) — J(x*)
€

>0

)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Como J tem variagdo de Gateaux em z* segue

que
lim J(z* + ev) — J(z¥)

e—0t €

> 0.
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Analogamente,
lim J(z* +ev) — J(x*) <.
e—0~ €
J(z* — J(x"
Logo 8J(z*,v) = hn% (2" + ev) (=) = 0 e portanto a variacao de Gateuax em z* é
€E— €
nula. [l

Exemplo 2.1.6. Considere o funcional

L(¢) = /Oﬂ/2{2¢(x)3 + 9sen(z)¢(x)? + 12sen?(x)¢(x) — cos(x)}dx,
definido em C[0,7/2]. Como
Dotear) = [ {200) + (@) + Fsen(a)(6 + cwr(a))
+12sen?(z )(qb(x) + ep(x)) — cos(z) }dx

= 10)+ [ (0@ (x) + 620N + 26 (a)
+18esen(z)¢(x)1h(x) + 9e?sen(z)1h(x)? + 12esen?(z)y () }da,

tem-se

Lio+ “7” / {6¢ ) + 18sen(z)d(x )y (x) + 12sen?(x)y(x) o
+ ; {66¢($)w($)2 + 2e%)(z)? + 9esen(x)y(z)? }da

e consequentemente

dJ (P, 1) = Oﬂ/2{6¢($)2¢)(x) + 18sen(x)d(x)Y(z) + 12sen®(z)y(z) }da.

Se ¢* é um extremo local para L em C10,7/2], entdo pela proposi¢ao (2.1.2) concluimos
que

6¢*(x)* + 18sen(x)¢* (x) + 12sen’(x) = 0

e portanto
¢*(z) = —sen(x) ou ¢*(x) = —2sen(x).

Assim, temos dois candidatos a extremo local, os quais nao sao extremos globais. De fato,

L(\) = /OTF/Q{Q)\?’ + 9sen(z)A\* + 12sen’(x)\ — cos(x) }dx

/2 /2 w/2
= A+ (9/ sen(x)dx) 2 4 (12/ senZ(x)dx> A —/ cos(x)dx
0 0 0

lim L(A) =occe lim L(\)=—o00
A——00

A—00

Como

segue que L nao admite maximo absoluto nem minimo absoluto.
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2.2 Diferencial de Fréchet

Exclusivamente nesta secgao vamos estender o ambiente dos funcionais para es-
tudarmos as aplicagoes entre espacos vetoriais normados. Sejam E, F' espacos vetoriais
normados, e A um subconjunto aberto de F. Considere uma funcao f : A C K — F.
Motivados pelo calculo diferencial em dimensao finita, poderiamos nos perguntar se esta
funcao pode ser aproximada localmente por uma funcao afim. Nesse contexto, surge o

conceito de fungoes Fréchet diferenciaveis introduzido pelo matematico M. Fréchet.

Definigao 2.2.1. A funcao f : A — F é dita Fréchet diferenciavel em x, se existe

uma aplicacao linear e continua L : EF — F' tal que

1o IR, )|

T T I

onde R(xg,h) = f(xo + h) — f(zo) — L(h).

Propocicao 2.2.1. A aplicacdo linear e continua L da definicao anterior é unicamente

determinada.

Demonstracao. Suponhamos que L e T sao duas aplicagoes nas condi¢oes da defini¢ao
anterior. Seja o + h € A, h # 0. Temos que

L(h)=T(h)  f(xo+h)— f(xe) =T(h)  f(zo+h)— f(xo) — L(h)

Al a |7l N [|A]]
Portanto Lk T(h
lim—( ) — T(h) =0.
h=0 Al
Seja S = L —T'. Entao
sl
h=0  ||A|

Logo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que h # 0, ||h]| < ¢ implicam

ISRl < elll].
Seja x € E, x # 0. Facamos
ox
2l
Entéao ||h|| = g, logo Hﬁgﬁ)u < €, 0 que implica ||S(x)|| < €||z]|. Assim, ||S]| < € para todo
€ > 0, onde
151 = sup{[[S(z)|| = =€ E, [l«f| <1}.

Portanto, ||S|| = 0. Dai S =0, isto é, L ="T. O

A unicidade obtida pela proposi¢ao anterior nos permite nomear a aplicacao L.
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Definigao 2.2.2. A aplicagao linear e continua L da definigdo (2.2.1) é chamada de

diferencial de Fréchet da fungao f em zg, a qual serd representada por D f(zg).

Definicao 2.2.3. Sejam E e F' espacos vetoriais normados. Uma aplicagdo T': £ — F
¢é dita afim quando existem b € F' e uma aplicacao linear continua L : £ —> F' tais que,
para todo x € E,

T(z) =b+ L(z).

Definigao 2.2.4. Sendo F e F espagos vetoriais normados, A C F abertoe f: A — F

Fréchet diferenciavel em xy € A, diz-se que a aplicacao afim continua dada por
r € Ew f(xo) + Df(xo)(x — o) € F

¢é tangente a f em .

Como ¢ de se esperar , Fréchet diferenciabilidade implica continuidade:

Propocigao 2.2.2. Se f: A C E — F € Fréchet diferencidvel em xy entdao f é continua

em .

Demonstragdo. Pela defini¢ao (2.2.1),

f(xo +h) = f(xo) = Df(x0)(h)
171

f(xo+h) — f(xo) = Df(zo)(h) + [[A]].

Como
i 30 1) = fan) = Do)
h—0 1Al

e Df(zg) é continua segue que

=0

lim{f (o +h) — f(xo)} =

]

Agora provaremos algumas regras basicas de diferenciabilidade e em seguida a

regra da cadeia para a composicao de duas fungoes Fréchet diferenciaveis.

Teoreoma 2.2.1. Sejam E e F espagos vetoriais normados e A um subconjunto aberto

de F.

a) Seja f: A — F uma fung¢ao constante, isto é, f(x) = b para algum b € F. Entao

,para cada x € A, f é Fréchet diferencidvel em x e Df(x) é a aplica¢io nula.

s

b) Seja f: E — F uma aplica¢io linear e continua. Entao, para cada v € E, f é
Fréchet diferencidvel em x e Df(z) = f.
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c) Suponha que f: A — F eg: A — F sdo fungoes Fréchet diferencidveis em x.
Entao a funcio f+ g é diferencidvel em x e D(f + g)(z) = Df(x) + Dg(z).

d) Se f: A— F ¢é Fréchet diferencidvel em x e ¢ é um escalar entdo g = cf é Fréchet
diferencidvel em x e Dg(x) = ¢Df(x).

Demonstragdo. a) Fixe x € A e considere a funcao nula o : A — F'. Faga
1) = LT —oll)

e em seguida note que &(x,h) é nula para qualquer h, portanto }llirr(l) E(x,h) = 0.
—

Assim concluimos que f é Fréchet diferencidvel em x e, por unicidade, D f(x) = 0.

b) Fixe x € A. Seja flx+n)— f(z) = f(h)
E(x, h) = 1] '

Entéo, pela linearidade de f, temos €(z, h) = 0 para todo h € E. Isto nos diz que:

lim E(z, h) = 0.

h—0

Como f é linear e continua, segue que f é Fréchet diferenciavel em z e Df(x) = f.

c¢) Fagamos

f(x+h) = f(x) = Df(x)(h)
17l

_ 9la+h) —g(x) — Dg(z)(h)

Ef(x, h) = , Eg(x, h) = 12l

Entao temos Efy4(x, h) = Ef(x, h) + Ey(x, h), onde

(f +9)(@+h) — (f +9)(x) - (Df(x) + Dg(2))(h)

Errale ) = Il

Note que }llirr(l) Ef(x,h) = ]llirr(l) Ey(z,h) = 0 implica em Illirr(l) Efig(z,h) = 0. Como
— — —
Df(x)+Dg(z) é uma aplicagao linear continua temos que f+g é Fréchet diferencidvel

emxe D(f+g)(x) =Df(z)+ Dg(z).

d) Fagamos
(cf)(x +h) = (cf)(x) = (cDf(x))(h)
7] '
Como E.f(x, h) = c€¢(x, h), temos }ILILI(I] Ecf(x, h) = 0. Portanto cf é Fréchet diferen-
ciavel com diferencial de Fréchet D(cf)(z) = ¢D f(x).

ch(x, h) =

]

Teoreoma 2.2.2. (Regra da cadeia) Sejam E,F e G espacos vetoriais normados
tais que A e B sao abertos de E e F, respectivamente. Suponhamos que g(A) C B. Se
g: A — F ¢é Fréchet diferenciavel em x¢ e f: B — G é Fréchet diferencidvel em g(xg)
entdo f o g é Fréchet diferencidvel em xo e D(f o g)(xo) = Df(g(z0)) o Dg(zo).
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Demonstracdao. Por definicdo, podemos escrever

flglxo+h)) = f(g(zo) + Dglxo)(h) + Ry(zo, 1))
= [flg(w0)) + Df(g(20))(Dg(x0)(h) + Ry(x0, h))
+R(g(w0), Dg(o)(h) + Ry(o, h))-

Disto seque que

f(g(zo +h)) = f(g(x0)) + Df(g(x0))(Dg(x0)(h)) + R(zo, ),

onde
R(xo, h) = D f(g(x0))(Ry(z0, h)) + Ry(g(x0), Dg(wo)(h) + Ry(xo, h)).

Precisamos mostrar que }Lin(l) 12 (|T;Z|’| Wl = 0. Observemos que
Ry (o, h)||

e a continuidade de D f(g(x()) implicam
|01 (g(w0)) (By (20, 1))

w ] -0
Além disso,
[ Rf(g(wo), Dg(xo)(h) + Ry(xo, h))|| _
Al
| Rs(g(w0), Dg(wo)(h) + Ry(zo, h))|| | Dg(x0)(h) + Ry(xo, h))|| 0
[Dg(xo)(h) + Ry(wo, b))l |7l

quando h — 0. De fato, consideremos a desigualdade

[1Dg(xo)(h) + By(zo, I _ [[Dg(zo) (W] [[Ry(x0, Al
7] - 7] 7]

1 By(o, )|
< |[Dg(@o)ll + 57— Inl

(2.2.2)

A afirmagdo (2.2.1) nos permite limitar o lado direito de (2.2.2) numa vizinhanga de 0.

Logo
1Dg(x0)(h) + Ry(x0, h)|
17|

¢ limitada numa vizinhanca de 0. Consequentemente,

o IRo(9(z0), Do) (h) + Ryfo, )]

=0
h=0 1Dg(x0)(h) + Ry(x0, h))]l
R(xg, h
implica no resultado. Portanto lim w = 0.
o ||A|
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Teoreoma 2.2.3. Se um funcional J : D — R é Fréchet diferencidvel em xq entao J

possui variagdo de Gateaur em xg e é dada pela diferencial de Fréchet em xq, isto é,
dJ (xg,v) = DJ(x0)(v).

Demonstracao. Dado v € H, temos

J(xg + ev) — J(z0) _ DJ(xo)(ev) + R(zo, ev)||ev]|

€ €

para todo € # 0. A linearidade de DJ(xy) implica em

J(z0 + €v) — J (o) = DJ(z0)(v) + R(wo, GU)H’UHH

€ €

Como lin% R(xo, ev) = 0 temos que
€E—
el
|B(zo, ev) [0l 7| = | R(o, ev)[|v]| — O

quando € — 0. Portanto lim J(@o + ev) — J(@o)

e—0 €

dJ(zg,v) = DJ(z0)(v).

= Df(x0)(v), isto é,

]

Nem todo funcional com variagao de Géateaux num determinado ponto é Fréchet
diferencidvel neste ponto. Isto pode ser verificado no exemplo (2.1.5) pois, como vimos,
considerando C[0,1] com a norma L?, J é descontinuo em todo o dominio. Logo nao é
Fréchet diferenciavel em nenhum ponto, apesar de possuir variacao de Gateaux em todo
seu dominio. No entanto, sob certas condigoes adicionais, a reciproca do teorema anterior

torna-se valida. Isto é o que diz o teorema abaixo:

Teoreoma 2.2.4. Seja J um funcional definido em um aberto D do espago vetorial
normado H que possui varia¢io de Gateaur numa vizinhanca B(xo,7) de xo. Suponha que

as condigcoes abairo sao satisfeitas:

a) A variagao de Gateauz 6J(xg) é linear e continua.

b) Quando x — xg, 6J(x,v) — 6J(xg,v) uniformemente para v € S = {v € H :

[o]l =1}
Entao J é Fréchet diferencidvel em x.

Demonstragdao. Por hipdtese existe uma aplicagdo linear e continua L tal que 6.J(zg,v) =

L(v). Inicialmente, observemos que B(xg,r) = {xg+tv/ 0 <t <r,v € S}. Fixadov € S,
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definamos a fungao f(t) = J(xg + tv), t € (—r,r). Provemos que f é diferenciavel em
(—r,7). De fato, dado t € (—r,r), temos
flt+s)— f(t)  J(xo+ (t+s)v) — J(zo + tv)

. = h — 0J(zo + tv, v)

quando s — 0. Assim, f'(t) = 6J(z,v), onde ¢ = xo + tv.

Seja x € B(xg,r). Entao existem t € [0,7) e v € S tais que = = xg + tv. Dai,
J(z)—J(xg) = J(zo+tv)—J(xg) = f(t)— f(0). Como f é diferenciavel em [0, ¢] segue, pelo
teoreoma do valor médio, que f(t)— f(0) = f'(to)t para algum ¢y € (0,t). Da linearidade de
L obtemos J(x) — J(zo) — L(x — zo) = f'(to)t —tL(v) = [6J (24, v) — 0J(x0, v)]t. Notemos
também que

J(x) — J(xo9) — L(z — x0)
(]

= |0J (x4, v) — 0J(0,v)|, x # .

Entao, dado € > 0, a condi¢ao b) nos informa que existe p > 0 tal que 0 < ||y — xo|| < p

implica
|0J(y, w) — 0J(zo,w)| <€, YVweS.
Assim,
O<|lz—ao]l <p = 0<||zg — x| <p
= |0 (2, v) — 0J(x0,0)| < €
‘J(m) — J(xg) — L(x — z9)
| — ol ’
e isto prova que J é Fréchet diferenciavel em xg O

Exemplo 2.2.1. A fungao do exemplo (2.1.1)

/ {sen®(z (z)*}dx
esté definida em C/[a, b]. Consideremos a norma
1Yllctar) = max{ly(z)] : x € [a, b},
calculando a variagao de J obtemos

b 3 9 b 5 )
5Tp) = lim de 3T W) + 0(2))” dw — [} sen’s + y(@)’*ds

t—0 t
L Pety(x)e(x) + o(x)de
= I t

= 2/ dx—i—hmt/ dx
= 2/(1 y(x)v(x)dx
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Logo 0J(y) ¢é linear. Assim, para estabelecer a continuidade de d.J(yo) é suficiente mostrar

a continuidade em 0. Mas como d.J(yp,0) = 0,

16 (yo,v) — 0J(40,0)| = |J(v0,7)|

= 2 /abyo(x)v(x)dx

IN

b
2 [ lyo(@)] [o(@)] da
2llyollcasllvllcras (b — a).

IN

Fazendo v — 0 segue que o tltimo termo — 0. Assim J satisfaz a condicdo a) do teorema
(2.2.4).

Para a condicao b) suponhamos que u € Cla,b], ||ul|¢jq,y = 1. Estimando similar-

mente obtemos

305,0) = 650, = 2| [ Ty(@) = o(a)futa)do

< 2|ly = vollcran vl capn (b — a)
= 2lly — yollclap (b — a). (2.2.3)

Observamos que o ultimo termo — 0 quando y — yg e é independente de u. Conse-
quentemente o lado esquerdo de (2.2.3) — 0 uniformemente em u quando |[ul/¢(ey = 1.

Portanto J é Fréchet diferenciavel em cada yo € Cla, b].

2.3 Extremos com Restricoes

Como vimos anteriomente, todo extremo local necessariamente anula a variacao de
Gateaux. Para provar este fato usamos fortemente o fato do funcional estar definido em
um conjunto aberto. De modo analogo se restringirmos este aberto ainda assim podemos

caracterizar os extremos.

Nesta secao, trataremos desta questao ao apresentar o teorema dos multiplicadores
de Lagrange. Mais precisamente, através deste teorema, faremos uma caracterizacao dos
extremos locais de um funcional J quando restrito a um ou mais conjuntos de nivel.
Entendemos por conjunto de nivel para um funcional K definido em D, um conjunto
da forma {z € D : K(z) = k}. No nosso contexto, esses conjuntos sdo chamados de

restricoes.

Seja K um funcional definido em um aberto D do espago vetorial normado
H. Dado k € R, denotamos {z € D : K(z) = k} por D[K = k|]. Mais geralmente,
DI[K; =Fk; :i=1,...,m] representa a intersecao D [K; = k1| N...ND[K,, = k;,|. Além

disso, ao longo do texto suporemos que as restrigoes sdo nao-vazias, isto é, D [K = k| # ().
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Exemplo 2.3.1. Se z* é um extremo local em D[K = k| para J nao significa que a

variacao 6.J(z*) se anula. De fato, considere
J(x)=2° Kx)=2>-1, v € H=R.

Como D [K = 0] = {—1, 1} segue que J(x) = 1 para todo x € D [K = 0]. No entanto, a va-
riacdo 0J (z, h) = 2xh ndo se anula em D [K = 0] = {—1, 1}. Isto aconteceu, evidentemente,

pelo fato de D [K = 0] nao ser aberto.

O teorema dos multiplicadores de Lagrange necessita nao somente da existéncia
das variagoes dos funcionais envolvidos como também da continuidade das variagoes em

cada diregao. Este conceito é introduzido pela defini¢do abaixo:

Definicao 2.3.1. Se J é um funcional que tem variacdo de Gateaux em um subconjunto
aberto D do espago vetorial normado H e para algum vetor xg € D tem-se

lim 0J(z,v) = §J(xo,v)

T—T0

para todo v € H, entao nés diremos que a variagao de J é fracamente continua em x.

Exemplo 2.3.2. Seja K : C'[a,b] — R dado por K(y) = y(zo), onde zy é um ponto
fixado em [a, b]. A variacao de Gateaux de K ¢ fracamente continua em todo ponto. Com
efeito, note que K(y + e¢h) = y(xg) + €h(xg). Logo dK(y,h) = h(zy), e obviamente, a

variacao é fracamente continua em y.

Teoreoma 2.3.1. (Teorema dos multiplicadores de Lagrange) Sejam J, K, ... K,
funcionais definidos em um aberto D do espaco vetorial normado H, tais que admi-

tem variagdo fracamente continua em D. Suponhamos que x* € um extremo local em

DIK; =k;:i=1,...,m| para J. Entdo ao menos uma das possibilidades acontecem:
i) Para todo vy, ..., v, € H tem-se
det (0 K;(z*,v;)) = 0. (2.3.1)

it) Existem A1, ..., A\ € R tais que
o0J(x*,v) = i Nid K (2", v) (2.3.2)
i=1
para todo v € H.
Demonstragao. Suponhamos que a condigao i) é falsa, isto é, existem vy, ...,7,, € H

tais que

det ((SKl(.%*,f])) 7& 0.
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Devemos mostrar que a condigao i) é valida. Para isto provaremos a afirmacao a seguir:

d0J(x*v)  oJ(x*v0) oo SJ(xF,up)
0K q(z*,v) 0K (x*,v o 0K (2, v,
det 1(_ ) 1(‘ 2 ‘ 1 ‘ ) =0 (2.3.3)
K (2% 0) 0Ky (z*v1) - 0K (2% vp)
para todo v, vy,...,v, € H.

Demonstremos por absurdo. Suponha que existem v,vq,...,v,, € H tais que o
determinante acima é nao-nulo. Como z* é extremo local em D[K; =k; :i=1,...,m],
existe p > 0 tal que z* é um extremo em B(z*, p) N D[K; =k;:i=1,...,m].

Considere a funcao

f: Rt 5 H
(ryri, e oyTm) — T4+ rv+rv+ ...+ rtn

Note que f é uma transformacao afim definida em um espago de dimensao finita por isso

f é continua. Entao existe uma vizinhanga U de 0 tal que f (U) C B(z*, p).

Agora definimos a funcio F : U C R™"! — R™"! cujas funcdes coordenadas sao

dadas por:

Firyry.o.oorm) = J@E@ +rv+rmo+...+rpom)
F(riry..orm) = K@ +rvo+ro+ .04 rpvn)

Foa(ryrioooirm) = Ko +rvo+ror+ .04 rvm)
E em seguida, vamos obter suas derivadas parcias:

F o rm) = Fi(rory
DIFI(T,Tl...,Tm) = hn(l) 1(r+€’r1 7T ) 1<r T1 T )
€E— €

= lin%{[(](m* + 7104 1rvr 4 . T Uy, + €v)
€—
—J(@* v+ rv o Tu)]e )

= 0J(x"+rv+rv+ ..+ U, V).

De modo analogo, obtemos

DoFy(ryry..oyrm) = 0J(2" +rv4+rv 4+ .o TyUn, V1)

Dy Fy(ryry...,rm) = 0J(@" +1rv4+rvr 4+ .o 4 TUm, Unt)
Dy Fi(ryry .o oyrm) = 0J(2" +rv+rur 4+ .o+ Tl Un),
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e assim sucessivamente, até adquirirmos

DiFya(ryry...yrm) = OKn(2" + 1o+ rv+ ..o+ rpvg, v)

Dy Foa(ryry .. ry) = 0Kp(x*+rv+mv+ .00+ TiUm, Un—1)
DypiiFpa(ryryocoorm) = 0K (" +rv+ 1m0 4 00+ U, Un)-

J, Ky, ..., K, possuem variacoes fracamente continuas e a fungdo f é continua.
Logo as derivadas parcias de F' sao composicoes de func¢oes continuas e portanto F' é de

classe C'. A matriz jacobiana de F' no ponto 0 tem determinante nao-nulo, isto é,

dJ(z*,v)  oJ(x*,vy) oo OJ(xF, )

SKy (2%, 0) Ky (a%v) - 0Ky (2,0
detgF(0) < | CK1@hy) ket ) | e om) |y

K (x*,0) 0Kp(z*,v1) - 0K (2% vp)

Assim, aplicando o teorema da funcao inversa, existem abertos V' C U (vizinhanga
de 0) e W (vizinhanca de F(0)) tais que F' : V. — W é um difeomorfismo. Como
F(0,...,0) = (J(z*),k1,...,kn) € W e W ¢é aberto, podemos encontrar j; > J(z*)
e jo < J(z*) tais que (j1,k1,...,km) € (Jo,k1,...,kn) € W. Pela bijetividade de F‘V

concluimos que existem

(]T7TT7 A 7/'/.:’],)7 (j;*,fr'r*’ R 771’:;‘) E V
tais que
F<jf>r>1k7"'77a:rL) = (jhkl?"'akm)
F(jg*ﬂ”ik*a---ﬂ”;f) = (j27k17-~-7km>'
Fazendo
vto= (@4 vt rion o)
vt = (v o+ ),

temos que J(v*) = jy, J(v™*) = jo com v*,v** € B(x*,p) N D|K; =k; :i=1,...,m|. Mas
isto é uma contradigdo, pois x* é um extremo em B(z*,p) N D[K; =k;:i=1,...,m].
Uma vez que provamos a afirmacao (2.3.3), podemos voltar para nosso objetivo,

que é mostrar a condigao ii). Pois bem, calculando o determinante através da primeira

coluna segue que (2.3.3) implica

§J(x*, v)det (0K;(z*,v5)) + > 0K (2", v)pi(v1, - . ., v) = 0.

i=1
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Observemos que se det (0K;(z*,v;)) = 0 nada podemos afirmar sobre a identidade acima.

Agora, tomando v; = T;, para cada i € {1,...,m}, temos para todo v € H que

6J(z*,v) =D NOK;(z*,v)

=1

—1i(U1, - Um)

. E com isto o teorema estd demonstrado. O
det (0K (1‘ 7;))

onde \; =

Exemplo 2.3.3. Considere o problema de minimizag¢ao do funcional

/{sen (z)*}dx
sobre .
D={yeco: [ aly)"dz =1},

em outras palavras queremos minimizar J sujeito a restrigao

Gw) = [ aly(a)) e = 1.

0

Nés sabemos pelo exemplo (2.2.1) que 0.J(y, v) existe para todo y,v € C|[a,b] e é dada por

dJ(y,v) =2 /01 y(x)v(z)dx

Similarmente, G(y, v) existe para todo y,v € C|0, 1] e é dada por

Y, v 3/ Y30 (x)da.

6J(y,v) e 6G(y,v) sao fracamente continuas em C0,1] com a norma || ||¢jo,1). Assim, pelo
teorema dos multiplicadores de Lagrange, uma funcao yo € C|0, 1] que minimiza J em D

deve satisfazer ou

4
a) 0G(yo,w) = 3 3 zyo(x)3w(x)dr = 0, ¥ w € C[0,1],(e esta condicao nao é valida
pois ela implicaria xyy(x)Y/® = 0,V o € [0.1], e, por continuidade, yo(z) = 0 para

todo x € [0, 1], no entanto a fun¢do nula nao pertence a D) ou

b) 3 X € R tal que

0J(yo,v) + NG (yo,v) = / [2y0(x) + ;l/\xyo(ac)l/3]v(x)dx =0, VveC|,1].

4
A condigao acima implica 2yo(x) + g)\xyo(:c)l/ 3 =0,V z € [0,1], e por continuidade

. o \3/2
yo = 0 (que nao pertence a D) ou yo(z) = £+ (T)\x) . A constante —\ > 0 deve ser
escolhida de modo a satisfazer fol xyo(7)3 = 1, que requer o valor A = —3. Assim as

tinicas possibilidades para fun¢des de minimo em D para J sdo yo(x) = £(22)%/2.
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Consideremos o mesmo contexto do teorema dos multiplicadores de Lagrange.
Mas, facamos agora ki, ..., k,, variar nos reais, sendo assim, z*(ky,...,k,) é extremo
local no conjunto de nivel D[K; = k; : i = 1,...,m]. Entao, nesse caso, com algumas
condigoes adicionais, pode-se determinar os coeficientes Aq,..., A,. Para isso basta derivar

parcialmente a composicao

T (2 (kv ko))

Vejamos como isso acontece no teorema abaixo:

Teoreoma 2.3.2. Sejam J, K1, ..., K,, funcionais definidos em um aberto D do espaco

vetorial normado H. Suponha que as condicoes abaizo sao satisfeitas:

i) J,Kq,..., Ky, sio Fréchet diferencidveis e possuem variagoes fracamente continuas
em D.

it) DIK; =k;:i=1,...,m] é nao-vazio para quaisquer ky, ..., k,, escolhidos.

iii) Para cada ky, ..., ky,, tem-se um vetor extremo local x* = x*(ky, ..., ky) em DIK; =
ki:i=1,...,m| para J e o determinante (2.3.1) nao € identicamente nulo. Além
disso, assuma que a dependéncia de x* em relagao a ky,...,k,, ocorre diferenciavel-
mente, isto €, a fun¢io x* = x*(kq,. .., ky) € Fréchet diferencidvel.

Entao .
DJ(z*)(v) =Y NDK;(z*)(v) (2.3.4)
i=1
onde 5
A = J(x*(ky,. ..k, 2.3.5
57 (@) (235)
) 0 . . . >
e o simbolo % denota a derivada parcial em relagdo a varidvel k;.

Demonstracdao. A partir do teorema dos multiplicadores de Lagrange concluimos que

existem A, ..., Am € R tais que
0 J(z*,v) =D NOK;(z*,v).
i=1

Como os funcionais sao Fréchet diferenciaveis, aplicando o teorema (2.2.3) podemos

reescrever a equagao (2.3.2 ) acima na forma

DJ(xz*)(v) = i NiDK;(z")(v)

i=1
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Agora provemos a igualdade (2.3.5). Novamente utilizando o teorema (2.2.3), a

regra da cadeia e a expressao (2.3.4) obtemos, para cada i € {1,...,m},

0J
Ok;

T (@ k1, k) = D(Joa*)(k)(e;)
J (@7 (k) (D" (k)(e:)
7DK; (" (k) (D™ (k) (e:)

I
S

I
NE

<
I
—

I
NE

A D(Kj o a™)(k)(e:)

.
Il
A

0

Aj Ok;

I
NE

(K; 0 z*) (k). (2.3.6)

<
Il
-

onde k = (ky,...,kn) e {e1,...,en} é a base candnica do R™. Afirmamos que

1, se 7 =1,
0, se j#i.

De fato, note que z*(k) € D[K; = k; : i = 1,...,m]. Consequentemente,

) R
a#&MﬂW—{

kj+e, se j=1,

Kj(gc*(k—i-Gei)):{ e se jAi.

Disto seque que

a * d *
%(Kjox)(k) = %EZO(KJ‘OI')(]C—’—G@Z‘).
B 1, se j=rt,
0, se j+#i.
Agora, substituindo os valores das derivadas parciais acima na equagao (2.3.6) prova-se
(2.3.5). O

2.4 O Problema de Extremidades Fixas e a Equacdo de Euler-
Lagrange

Um problema classico do calculo variacional pode ser formulado como se segue:
Seja f : [a,b] x R* — R uma fungdo com derivadas parciais f,, f, continuas. Dada uma

fungdo y € C'[a, b], definimos o funcional integral:

Fo) = [ flyw)ds, (2.4.1)

onde f[y(z)] denota a composicao f(z,y(z),y' (x)). Considere as fungdes de C''[a, b] que

satisfazem as condigoes de fronteira

y(a) = ar, y(b) = b1. (2.4.2)
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Entre todas estas fungoes, quais atingem um valor extremo local para 7

Antes de iniciarmos o estudo deste problema, precisamos mostrar que o funcional
(2.4.1) possui variagao de Gateaux em C'[a, b]. Para alcancar este objetivo necessitamos

do seguinte resultado basico:

Teoreoma 2.4.1 (Leibniz). Se f = f(z,y) e a derivada parcial f, é continua em

la,b] X [u,v] entao .
g(y)zfa f(z,y)dz

¢ C' no intervalo (u,v) com derivada
/ d b b
9y = dy/ f(%y)dx:/ fy(@,y)da.
Demonstragdao. Veja Troutman (2012, pag 426). [

O calculo da variacio é obtido derivando F(y + ev) = [” f [(y + ev)(z)] dz com

relacdo a € sob o sinal da integral. Entao pela regra da cadeia, para todo x, y, z, w:

0
Ef(x, y+ev,z+ew) = fy(x,y+ev,z + ew)v + f.(x,y + ev, 2z + ew)w.

Logo

D+ e)@] = o f (ya) + ela).y' (@) + ()
= Al + )@o@) + Llly + o) @] (@)

é continua em [a, b] x R. Assim, pelo teorema de Leibniz, temos que

0 b
P+ e) = [ fl+e) @) + Ly + ) @) (@),

de modo que, fazendo € = 0, obtemos

5F(y,0) = [ Uly@)lo(e) + Fly@)e' () e

Portanto, F' admite variagdo de Gateaux. Ademais, F' é Fréchet diferenciavel e possui

variacao fracamente continua.
Propocigao 2.4.1. Se f = f(z,y,2), f, € [» € C([a,b] x R?), entdo
b
Ply) = [ fla.y(@).y (@)

¢ Fréchet diferencidvel e tem varia¢ao fracamente continua em cada yo € C*|a,b] na norma
[yllar = mda{|y(x) + |y (2)] : = € [a,0]}.
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Demonstracdo. Como calculamos anteriormente, a variagdo de Gateuax de F' é dada

por
SF(y.v) = [ fly(@)o() + LIy (@)d.

Nessa demonstragao vamos usar o teorema 2.2.4. Fixado yo € C|[a,b], comecemos por
verificar a condigao a). E facil ver que a diferencial de Gateaux é linear, entdo s precisamos
mostrar a continuidade. Na verdade, mais que continua, a diferencial é Lipschtziana. De

fato,

b

5E(yw) —~F o)l < [ I w) — @)l dr+ [ 1) (@) - @) de
< [ 1l o = vl + 1@ o~ vld

B /ab ([fyly@)]] + [ foly(@)]]) [|lw — v|[srd

= Klw—vlu,
onde K = [;'|f,[y(@)]| + |f.ly(x)]|dz.

Para provarmos a condigdao b) em yg, note que

0F (y,v) = 0F (yo,v)| = /ab (fyly(@)] = fylyo(@)]) v(@) + (f:[y(2)] = f:lyo(2)]) v'(x)du

< [ 1A - Hln + 17l@)] ~ @] ol

Considere as funcoes abaixo:

Fi: CYa,b)) — Cla,b]

y > Fi(2) = fly(@)]
Fy: C'a,b) — Cla,b]

y — () = fly(z)].

Afirmamos que Fj e F» sdo continuas em yy. Com efeito, faga ¢ = 1+ ||yo||as. Entao

ly =yl <1 = Alyllar <y —woll + lyllar <1+ [l = ¢
= |y@)|, [y (@), lyo(@)], lys(x)| < ¢, ¥V o € [a,b].

fy é continua no compacto [a, b] x [—¢, c]? logo f, é uniformemente continua em [a, b] x

[—c, ]?. Consequentemente, dado ¢ > 0 existe r > 0 tal que

|fy(ZL‘,y,Z) - fy(m7y17zl)| <€

desde que
|($ayaz> - (xvyla'zl” < |y|7 |y1|7 |Z|7 |Z1| S ¢, T € [a7b]‘
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Agora tome 0 =min{1,r}. Dali,
ly —woll <o = [y@)| |y ()], [yo(@)], lyo(x)] < e, (@, y(),y'(x)) — (2, yo(2), yo(@)| <7
vV x € [a,b]
= |fyly(@)] = fylyo(@)]| <€ ¥V €a,b]
= ||Fi(y) — Fi(wo)| <e.
E isto prova a continuidade de F} em 3. A prova para F; é anédloga.
Assim dado € > 0, existe r > 0 tal que
ly —woll <r = [[Fi(y) — F(yo)ll, [F2(y) — Fa(yo)ll <€
= [0F(y,v) = 6F (yo, v)| < (e +€)(b— a)[v]|ar
= |0F(y,v) = 6F (yo,v)| < 2e(b—a), ¥V |v[n =1

E isto prova a condicdo b), o que implica em particular que a variagdo de F' é fracamente

continua em yy. E por sua vez, pelo teorema (2.2.4), F' é Fréchet diferenciavel em y,. [

A fim de encontrarmos uma condi¢do necessaria para as funcgoes que estamos a pro-
cura, faremos uso de alguns resultados basicos do calculo elementar, os quais impulsionaram

fortemente o desenvolvimento do cdlculo variacional.

Lema 2.4.1. (du-Bois-Reymond) Se h € Cla,b] e [* h(z)v'(z)dz = 0, ¥ v € Ci[a, b],
onde

Cyla,b) = {v € C'a,b] : v(a) = v(b) = 0},

entdo h é constante em [a,b].

Demonstracdo. Dada uma constante ¢, definimos a funcao

o(z) = / “(h(t) — c)dt.

Pelo teoreoma fundamental do calculo v é derivavel com v/'(z) = h(x) — ¢, e satisfaz

v(a) = 0. Disto segue que v € C}|a, b] se v(b) = 0. Fazendo

1 bh d
= t)dt
— [ h(ya,

temos v(b) = 0. Entao utilizando a hipdtese temos que

c

0

IN

b b
/a (h(t) — ¢)2dt = / (h(t) — )/ (t)dt

- / "Wt (1)t — |
~ 0

a

Portanto (h(t) — ¢)? = 0, isto é, h = c. O
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Propocigio 2.4.2. Se g,h € Cla,b] e [P(g(z)v(x) + h(z)V'(z))dz = 0, V v € Ci[a, ],
entdo h € Clla,b] e W = g.

Demonstracdo. Scja G(z) = [P g(t)dt. Entao G € C'[a,b] e G’ = g. Agora, integrando

por partes o primeiro termo da integral, obtemos
b
/ {g(x)v(z) + h(z)'(2)}dz = G(z)v(z)

-/ " (h() — G(@) o' (@)de + Cla)o(x)

[ @+ [ b @

b

a

Dai, )
| (h(@) = G@)) v/ (@)dw = 0,

para todo v € Cl[a, b], e pelo lema (2.4.1) tem-se h(x) — G(z) = ¢ para alguma constante
c. Entaio h=G+ce Cla,bje W =G =g. O

Corolario 2.4.1. Se g € Cla,b] e [°g(z)v(z)dr = 0, ¥V v € Clla,b], entio g = 0 em
a, b].
Demonstragdo. Basta fazer h = 0 na proposigao (2.4.2). O
Propocigao 2.4.3. (Lagrange) Seja g € Cla,b] tal que para todo v € Ckla,b] = {v €
C*a,b] : vV (a) = v9)(b) = 0,5 =0,1,...k — 1} tenhamos
b

/ g(t)o(t)dt = 0.

Entio g =0 em |a,b.

Demonstragdo. Suponha que g(ty) > 0 para algum to € (a,b). Como g é continua existe

intervalo [c,d] C (a,b) contendo t, tal que

Definindo a fung¢ao

o(t) = [(t —c)(d— )]k, se t€]cd
0, se t€la,bl/[c,d]

observamos que v é ndo negativa e v € Ckla,b]. Como gv é continua, ndo-negativa e

nao-identicamente nula, segue que

/bg(t)v(t)dt > 0,

mas isto contradiz a hipétese. Logo g(t) < 0 em (a, b) e pela continuidade de g concluimos

que g < 0 em [a, b].

Analogamente, supondo a existéncia de ¢y em (a,b) com f(ty) < 0, provamos que
f >0 em [a,b]. Portanto f =0 em |[a, b]. O
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A proposicao a seguir é necessaria para o resultado principal desta secao.

Propocigao 2.4.4. Sey € C'[a,b] € tal que §F(y,v) = 0 para todo v € C}|a,b] entdo
d
F-ly@) € CMa,b] e ——Lly(@)] = fyly(2)] = 0. (2.4.3)
Demonstracao. Por hipotese,

b
| Bly@le@) + L@ ()dz =0
para todo v € C}|a,b]. Fazendo g(z) = f,[y(z)] e h(z) = f.[y(z)] na proposi¢ao (2.4.2)
temos que £-[y(x)] € C'fa.b] e £ [y(x)] = fyly(a)] 0
A equagao (2.4.3) é conhecida como equagao de Euler-Lagrange.

Teoreoma 2.4.2. Se y* é um extremo local em {y € C'[a,b]/y(a) = a1, y(b) = by} para

F entao y* satisfaz a equacao de Fuler-Lagrange, isto é€,

= Ll ~ fly@)] =0

Além disso, existem \g, A1 € R tais que
SF(y", Ay) = MoAy(a) + M Ay(d),

onde N\g = —f.[y*(a)] e A1 = f.[y*(b)].

Demonstragdo. Definimos Ky(y) = y(a), K1(y) = y(b), para todo y € C'[a,b]. Assim
y* trata-se de um extremo local no conjunto C'|[a,b][Ky = a1, K1 = b;] para F. Como

vimos anteriormente, as variacoes de Gateaux dos funcionais Ky, K; e F' sdo dadas por
0Ko(y, Ay) = Ayla),
0K1(y, Ay) = Ay(b),
0F(y,Ay) = [ @A) + Lly@)Ay @)z, (2.4.4)
x0

e ambas sdo fracamente continuas em C'[a,b]. Agora note que o determinante

0Ko(y, Ayo) 0Ko(y, Ayn)

det(y, Ayg, Ayp) =
<y Yo yl) 6K1(y7Ay0) 5K1<y7Ay1)

nao é identicamente nulo, para qualquer y em C*[a,b]. De fato,

det(y, Ayo, Ay1) = Ayo(a)Ay1(b) — Ayo(b)Ayi(a),

—a
segue que det(y, Ayo, Ay;) = 1. Entao, pelo
—a

tomando Ayg(z) = 1 e Ayi(z) = 3;

teorema dos multiplicadores de Lagrange, existem Ay, A\; € R tais que
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Consequentemente,

IF(y*, Ay) = XAy(a) + M\ Ay(b) (2.4.5)
=0

para todo Ay € C}[a,b]. E, de acordo com a proposigao (2.4.4), isso implica

Ly @) € O'lat] e Ll (@)~ fly' (@) =0

Usando a equagao de Euler-Lagrange em (2.4.4), obtemos:

SF(.0y) = [l @) A() + Ll (@) Ay ()d
[ @A) + Ll @)Ay (@)

= [y (@)]Ay(z)

a

Agora, segue de (2.4.5) que

(Ao + Lly* (@] Ay(a) + (M = [y (0))) Ay(b) = 0. (2.4.6)
Finalmente, tomando Ay(z) = —— em (2.4.6), concluimos que Ao = — f.[y"(a)]. Similar-
mente, \; = f.[y*(b)]. O

Exemplo 2.4.1. Sejam (g, 40) e (t1,y1) dois pontos do plano. Vejamos que a fungao

Y (t) = (b — 1) 7% + (t — to) 7% € a funcao de C[ty, t1] de menor comprimento entre

todas as que satisfazem y(to) = yo e y(t1) = 1.

Como vimos na introducao se trata de minimizar o funcional

J(y) = /abm Rl

sobre o conjunto {y € C[to,t1] : y(to) = vo, y(t1) = y1}.
Neste caso, a funcdo f(x,y,2) = V1 + 22 possui derivadas parciais f, e f, continuas

e a equacao de Euler-Lagrange é dada por

d y'(t) _
dt [(1 + y/(t)?)wl - e

Portanto, se y satisfaz (2.4.7) temos que

y'(t)

ary@y? =

O que implica 3 ser constante, ou seja, y ser linear. Entre as fun¢oes lineares a tinica que

satisfaz a condicao y(to) = vo, y(t1) =y1 é y*(t) = (t1 — 1) tff)to + (t — to)tly_lto.
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Exemplo 2.4.2. (Superfice minima de revolucao) Sejam Py = (¢, yo) ¢ P1 = (x1, 1) dois
pontos no plano com zy < 1 e yo,y; > 0. Considere o problema de encontrar uma curva
suave v : y = y(z), = € [xg, x| ligando os pontos Py e P, cuja a rotagdo em torno do eixo
x gera uma superficie de aréa minima. A aréa da superficie obtida pela rotagao de ~ sobre

o eixo z ¢é dada por
1

Aly) = 27?/ y(x)y/1+ ¢/ (x)dx

Zo

Assim o problema consiste em encontrar um vetor minimo para o funcional A no conjunto

{y € C'[zo,z1] + y(z0) = yo. y(z1) = w1}

Note que a fungao f(z,y,z) = 2myv/1 + 22 possui derivadas parciais continuas e a equagao
de Euler-Lagrange é dada por

jx (27ry(m)y/($)2) — QW\/W = 0. (24.8)

1+y'(z)

Ap6s algumas manipulagoes concluimos que a equagao (2.4.8) implica

4 y(x) _
: dﬂf( 1+y'<x>2> 0

27 (y(x) ) =C
1+ y'(x)?

A solugao geral da equagao diferencial acima tem a forma

e, consequentemente,

z—b

y(a:)zacosh( ),a,bE]R‘

As curvas acima sido chamadas de familia de catendrias e sdo naturalmente candidatas a

solucao do problema. As superficies de revolucao resultantes sao denominadas catendides.

2.5 O Problema de Extremidades Fixas com Vinculos

Muitos problemas variacionais sao modelados somente impondo condigoes na
fronteira. No entanto, é frequente o acréscimo de outras restrigoes dadas geralmente por

uma fungao integral

b

G = [ 9)y @) dr= [ glyw)dr

a

assumindo um valor preestabelecido. Sendo assim, podemos aplicar o teorema dos multi-

plicadores de Lagrange e a proposi¢ao (2.4.4) para provar o seguinte teorema:
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Teoreoma 2.5.1. Suponha que as funcoes f = f(x,y,z2), gi = gi(x,y,2), i = 1,...,n,
e suas derivadas parciais em relagio a y e z sdo continuas em [a,b] X R2. Seja yo um

extremo local para o funcional

em
D ={y € C'[a,b]/y(a) = a1,y(b) = b},
quando restrito ao conjunto

Gy, = {ye Cl[aa bl/Gi(y) = /abgz‘[y(x)]dx =Gi(w),i=1,...,n}.

Entao uma das possibilidades abairo acontece:

a) o determinante n x n
10G:(yo, v;)| = 0,

quando v; € Cjla,b], j=1,...,n.

b) existem A1, ..., \, € R tais que yo € solugio da equagio de Fuler-Lagrange para
i=1
isto €, yo € solucdo da equagdo
d ~ _
o felwo(@)] = fylye(2)] = 0.

Demonstragdo. Definimos Ki(y) = y(a), K2(y) = y(b), para todo y € C'[a,b]. Assim
Yo ¢ extremo local em C'[a, b][K| = a1, Ky = b1, G; = Gi(yo),i = 1,...,n] para F. Entdo,
pelo teorema de Euler-Lagrange, temos duas possibilidades a considerar: ou o determinante
(n+2) x (n+2)

5G1(yo,1}1) 5G1(?J07Un) 6G1(y07vn+1) 5G1(?/0,Un+2)
6Gn(y0a Ul) T 5Gn(y0a Un) 6Gn(y07 Un+1) 5Gn(y07 Un+2) = 07 (251)
0K1(yo,v1) -+ O0K1(yo,vn) OK1(Yo,vn+1) O0K1(Yo, Unt2)
5K2(Z/0,Ul) 5K2(yo,vn) 5K2(yo,vn+1) 5K2(y0,?1n+2)
para quaisquer vy, ..., Un, Uny1, Unia € Cta, b], ou existem pi1, . .., fhn, oy 1, fnio € R tais

que

IF (yo,v) = p10G1(yo, v)+120G2(Yo, V) +. . A 100G (Yo, V) + 1 K1 (Yo, V) +pin+20 Ko (Yo, v)
(2.5.2)

para todo v € C*[a, b].
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Suponha que a primeira alternativa seja verdadeira. Sejam vy, ..., v, € Cila,b],
tomando v,,1(x) = - 5 © Upaa(T) = P, temos que a equagao (2.5.1) implica em
a— —a
5G1(y07 Ul) T 5G1(y07 Un) 5G1(?Jo, Un+1) oG (Yo, Un+2)
0 = 5Gn(y0, Ul) e 5Gn(y07 Un) 6Gn(y07 Un—i—l) 5Gn<y07 Un+2)
0 e 0 1 0
0 e 0 0 1

= ‘5G (y(]?UJ)‘z] 1,...,n

Agora vejamos o que acontece se a segunda alternativa for valida. Sabemos que as
variacoes de K e Ky em o desaparecem nos vetores que se anulam nas extremidades por

isso, para todo v € Cjla, b], tem-se

i=1
onde \; = —pu;, i =1,...,n
Na verdade, isto quer dizer que

5F (yo,v) = 0 para todo v € Clla,b],

onde

Fly) = <F+Z)\G> /f

Portanto, pela proposicao (2.4.4), concluimos que o fz [wo(x)] = f,lwo(x)] = 0. O
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3 Aplicacao ao problema de autovalores de

Sturm-Liouville

No capitulo anterior vimos, no problema de extremidades fixas, que equagoes
diferenciais aparecem naturalmente por meio da equagao de Euler-Lagrange. Desse modo,
reduzimos o problema variacional ao estudo de um problema de equacoes diferenciais. Nesse
capitulo faremos o caminho inverso, isto é, estudaremos um tépico de equagoes diferenciais,

a saber, o problema de Sturm-Liouville, através de uma abordagem variacional.

3.1 Problema de Sturm-Liouville

Chamamos equacao de Sturm-Liouvile a uma equagao com coeficientes reais da

forma
(p(x)u’) + (Ap(z) — g(x))u =0 (3.1.1)
onde A é um parametro real e as fungdes p(z) e g(x) sdo positivas.
Um problema de Sturm-Liouville regular em [a, b] consiste de uma equagao do tipo
(3.1.1) com condigbes de contorno, ditas auto-adjuntas, dadas por
au(a) + a'v'(a) = 0 (3.1.2)
pu(b) + f'u'(b) = 0 (3.1.3)

onde (a, /) #0e (5,5) # 0, ou pelas condigoes periddicas

u(a) = u(b) =
u'(a) = u'(b)

(3.1.4)

0
0 (3.1.5)

quando p(a) = p(b). Os valores de A para os quais o problema admite solu¢ao nao trivial,
isto é, para os quais (3.1.1) admite solugao nao trivial satisfazendo as condi¢oes de contorno
fixadas sao ditos autovalores do problema. As solug¢oes nao triviais correspondentes a um
autovalor A sdo ditas autofunc¢des do problema associadas a A. Se u é uma autofuncao

associada ao autovalor A chamamos o par (A, u) de autopar.

Propocicao 3.1.1. Consideremos um problema de Sturm-Liouville regular em [a,b] para
a equagdo (3.1.1). Se A1, Ay sdo autovalores distintos do problema e uy,us sdo autofungoes

a eles associadas entdo uy € ug sdo ortogonais em |a,b] em relagio ao peso p(x), ou seja,

/ab uy (z)us(x)p(x)de = 0.
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Teoreoma 3.1.1. Todo autovalor do problema de Sturm-liouville reqular com condicoes
auto-adjuntas dadas por (3.1.2),(3.1.3) tem multiplicidade 1, isto é, o espaco vetorial das

autofuncoes correspondentes tem dimensdo 1.

Exemplo 3.1.1. Consideremos o problema de Sturm-Liouville regular com condi¢oes de

contorno periddicas
y"(t) + A\y(t) = 0, para t € [—m, 7]
y(—m) = y(m)
y'(=m) =y'(7)
Note que p(t) = 1 e entdo p(—m) = p(w). Para A > 0 a solugao geral da equacao é da
forma y(t) = Cycos(v/At)+Cysen(v/At) usando as condigoes y(—7) = y(r) e y' (=) = o/ (7)

obtemos

Cysen(vAm) =0
2C1\/msen(y/m) = 0.

Assim, para que exista solu¢oes nao triviais, devemos ter SGH(\/XTF) = 0, ou seja,

VAt =nm (n=1,2,...). Logo A\, = n? (n = 1,2,...) sdo autovalores. Para cada \, = n?

existem duas solugdes linearmente independentes ¢, (t) = cos(nt) e 1,(t) = sen(nt)

(diferentemente do problema de Sturm-Liouville regular com as condigoes (3.1.2),(3.1.3)).

Além disso, A = 0 é autovalor e a correspondente autofuncio é a fungao constante

@o(t) = 1. Para A < 0 o problema s6 possui solugao trivial.

Portanto os autovalores sao
2
0,1,4,9,...,n%, ...
e as autofuncgoes sao

1,cos(t),sen(t), cos(2t), sen(2t), ..., cos(nt), sen(nt), ...

Vejamos como as equagoes de Sturm-Liouville aparecem na Fisica Matemaética

através do problema a seguir.

Exemplo 3.1.2. O problema da corda vibrante consiste em descrever as oscilagoes de

uma corda com extremidades fixas em dois pontos. O modelo fisico é o seguinte:
a) As vibragoes ocorrem em um plano de coordenadas (z,y) e a funcao
y(x,t), t >0, a<zx<b

denota a posicao do ponto x da corda de extremidades a e b no instante t¢.

b) As vibragdes sdo transversais, isto é, o movimento de cada ponto da corda é vertical.
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c) A oscilagdo da corda é devida unicamente a tensdo e esta é constante 7. Além disso,

a corda ¢ flexivel de forma que em cada ponto T age segundo a tangente a corda.

Consideremos agora um elemento Al da corda correspondente aos pontos entre x e
x + Ax. Como as vibragoes sao verticais, a for¢a resultante F' de todas a forcas que age

sobre Al é vertical. Pela segunda lei de Newton F' é dada por

0%y
F= p(x)Amw (3.1.6)

onde p(z) > 0, a < x < b é a densidade linear de massa da corda. Por outro lado, T" age

em cada ponto segundo a tangente a corda, entao
F = Tsenf, — T'sené,

onde #; e 0 sdo os angulos da tensao com relagao a horizontal no ponto =z e x + Ax,

respectivamente. Como as vibragoes sdo pequenas podemos fazer as aproximagoes

A A
sent; ~ tgh = (Ay> e senfy ~ tghy = (Ay> ,
v T € z+Az

oo p(2Y) _p(BY
Agsm A:BHM

Ay
EENEY

logo

Usando (3.1.6) obtemos entao

A (Ay) 0%y
Tas (m) =750

que fazendo Ax — 0 nos da a equacao da corda vibrante

%y plx)d%y
ox2 T Ot2

Suponhamos que no instante ¢ = 0 a corda esta em repouso e sua posi¢ao é descrita por

(3.1.7)

uma fungio f(z) de classe C? entdo o seu movimento ¢ obtido por (3.1.7) com as condigoes

yla,t) =yb,t)=0 0<t

?Z(x,O):O a<z<b
y(x,0) = f(x) a<xz<b (3.1.8)

Para resolver o problema apliquemos o método da separacao de variaveis, isto é,

procuremos solugoes de (3.1.7) da forma

y(w,t) = u(z)o(t).
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Substituindo em (3.1.7) obtemos

Lu//(‘r) _ l'UN<t>
p(x) ulz) T o)

o que implica a existéncia de uma constante \ tal que

v+ Mp(x)u = 0 (3.1.9)
u(a) =u(b) = 0 (3.1.10)
e

V'+NTv = 0 (3.1.11)
v'(0) = 0 (3.1.12)
Veremos mais adiante que o problema de Sturm-Liouvile regular (3.1.9),(3.1.10)
admite uma seguéncia infinita de autovalores \g < A\; < ... < A\, < .... Além disso, as

autofungoes correspondentes uy, . .., uy,, ... satisfazem

/ab U (T)un (z)p(x)dr =0

e podemos supor que elas estdo normalizadas, ou seja,

/ab un(2)?p(x)dr = 1

Multiplicando a equagdo (3.1.9) por u e integrando em [a, b] resulta que

" - / ’ u’(x)de] .

Assim, se v ¢ um autovetor correspondente ao autovalor A do problema (3.1.9),(3.1.10)

)\/ab p(x)u(r)dr = — lu’(m)u(az)

entao

_ [P (z)2da
2 p(eyu(a)2ds’

consequentemente os autovalores do problema (3.1.9)(3.1.10) sdo positivos. Portanto deve-

mos considerar apenas o caso A > 0, dessa forma para cada n a solucao de (3.1.11),(3.1.12)

com \ = )\, é miltiplo de v, (t) = cos(v/\,Tt). Dai segue-se que as fungdes
Yn(z,t) = up(z)cos(/ A, T)

sao solugbes da equagao (3.1.7) e verificam as duas primeiras condigoes em (3.1.8). Como
isso também ¢é valido para combinagoes lineares dessas fungoes, procuramos uma solugao

de (3.1.7) que satisfaga todas as condigoes em (3.1.8) na forma de uma série

y(x,t) = i anty (x)cos(y/ N, T) (3.1.13)
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onde a, € R. Se isso é possivel, a condicao f(z) = y(x,0) equivale a

f(@) = apun(z) (3.1.14)
n=0
que por sua vez implica
b
ap = / f(@)u,(z)p(z)dx (3.1.15)
pois a seguéncia uy, . .., U, ... € ortonormal em [a, b] em relagdo ao peso p(x). Futuramente,

veremos que a expansao (3.1.14) é vélida para toda funcio f de classe C? satisfazendo a
condigao u(a) = u(b) = 0, sendo a convergéncia uniforme em |[a, b|.
Consideremos a equacao diferencial
plx)u” 4+ r(z)u + q(x)u = (3.1.16)

onde os coeficientes sdo continuos num intervalo [a,b] e A é um pardmetro real. Se C°[a, b]
¢ o espago das fungoes reais continuas em [a, b], C?[a,b] é o subespago das fungoes de

classe C* e L : C*[a,b] — C"[a,b] é o operador linear dado por
L(u) = p(x)u” + r(z)u' + q(z)u (3.1.17)
entdo (3.1.16) assume a forma L(u) = Au.

Isto nos sugere utilizar a teoria dos operadores lineares em espacos de dimensao
infinita para estudar a equacao (3.1.16). Vejamos alguns resultados e defini¢oes desta

teoria que utilizaremos.

Definicao 3.1.1. Um operador linear 7' : F — F entre espacos normados ¢é dito

compacto se T(Bg) é compacto em F, onde By = {z € E : ||z| < 1}.
Propocicao 3.1.2. Todo operador compacto é continuo
Propocicao 3.1.3. Sejam E e F' espacos normados. As sequintes afirmagoes sdo equiva-

lentes para um operador linear T : E — F'.

a) T € compacto

b) T(A) é compacto em F para todo limitado A em E.

c) Para toda sequéncia limitada (x,) em E, a sequéncia (T (x,) tem subsequéncia

convergente em F'.

Definicao 3.1.2. Um espago vetorial real H no qual esta definido um produto interno

( ), ou seja uma forma bilinear { ) : H x H — R tal que

(z,y) = (y,2) r,y € H
(x,x) > 0 reH
(r,2) = 0<=2=0

¢é dito um espaco pré-Hilbertiano.
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Todo espago pré-Hilbertiano H é um espago normado com a norma candnica
[zl = \/(z, z)
que satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[z o) < llzllllyll =y € H

Dois vetores z,y € H com (x,y) = 0 sdo ditos ortogonais. Uma sequéncia
€1y, €n,... de vetores de H dois a dois orgonais é dita ortonormal se ||e,|| = 1 para
todo n. Uma sequéncia ortonormal de vetores de um subespaco H; C H é dita uma
base ortonormal para H; se as combinagcoes lineares dos vetores da sequéncia formam um

subespaco denso de Hj.

Propocicao 3.1.4. Seeq, ..., e,,... ¢ uma base ortonormal para um espago pré-Hilbertiano

H entao

T = i (x,e,) e

n=1

para todo x € H.

Um operador T': H — H ¢ dito auto-adjunto se

(Tx,y) = (z,Ty) para todo x,y € H

Se E é um espaco vetorial dizemos que A € R é um autovalor de um operador
T:F — Eseexistex € E, v # 0 tal que Tx = Ax. Entao x é dito um autovetor de T’

associado a \.

Propocicao 3.1.5. Se x,y sao autovetores de um operador auto-adjunto associados a

autovalores distintos entao x ey sao ortogonais.

Enunciemos agora um resultado que é uma versao, adaptada aos nossos interesses,

do teorema espectral para operadores compactos auto-adjuntos.

Teoreoma 3.1.2. Seja H um espago pré-Hilbertiano de dimensao infinita e T': H — H
um operador compacto auto-adjunto com T(H) denso em H. Entao H admite uma base
ortonormal ey . .., e,, ... tal que cada e, € um autovalor de T. Além disso a sequéncia

correspondente A1, Xa, ..., A\, ... de autovalores tende para 0 e A, # 0 para todo n.

Lema 3.1.1. Seja (H,( )) um espago pré-Hilbertiano e T : (H,{ )) — (H,( )) um
operador autoadjunto. Seja (H,|| ||1) uma outra estrutura de espago normado em H tal
que a identidade Id : (H,|| ||1) — (H,( )) seja continua. Se T : (H,{ )) — (H,|| |]1) €
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compacto entao T : (H,( )) — (H,{ )) também o é. Além disso, para todoy € T(H) a

eTpansao
oo
Z Y, €n) €n

na base ortonormal dada pelo teorema (3.1.2)

Consideremos agora C°[a, b] com a estrutura de espago pré-hilbertiano dado pelo

produto interno
b
(f.9) = | F@)g(a)de
e denotemos a norma candnica associada por || [|o.

Voltando ao operador L : C?[a,b] — C[a, b] definido em (3.1.17) com a hip6tese
adicional que p(z) > 0 em [a, b]. Pelo teorema da existéncia de solugoes de uma equagao
diferencial linear segue-se que L é sobrejetivo. Fixemos um complemento M do ntucleo
N ={f € C?a,b]: Lf =0}. A restrigdo de L a M é um operador L/M : M —s C°[a, ]
injetivo e sobrejetivo, daf sua inversa (L/M)~! ¢ um operador (L/M)~' : C%a,b] —

C"[a, b]. Tentamos agora aplicar o teorema (3.1.2) a (L/M)~!

Para encontrar um M conveniente procuramos condi¢oes em L para que tenhamos
(Lf,q) = (f,Lg) para todo f,g € C?[a,b].

Integrando por partes temos

(Lf,9) = /abpf”gdaﬁt/abrf’gdwr/:qudrlr

— —/abf(rg)’dx+/bqudx

b
= pgf’ — f(pg) /fpg ”dx+7“gf‘ /frg d:c+/ qgfdx
= / fl(p 7"9) + qgldz + [pgf — f(pg) +rafl}

= / flpg" + 2" —r)g' + (" — '+ q)gldx + [pgf' — f(pg) +rgfl,

Definindo por L* o operador

L'g=pg"+ @2 =r)g' + (0" ="+ q)g
e por B a aplicacao bilinear
B(f.9) =pgf — f(pg) +rgf

b
temos que (Lf,g) = (f, L*g) + B(f, g)

a
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O operador L* é dito o adjunto formal de L. Se L = L* dizemos que L é formalmente

auto-adjunto. E facil verificar que L é formalmente auto-adjunto se e sé se é da forma
Lf=(pf) +af
e neste caso

B(f,9) =p(f'9— f9g').

Portanto, L ¢é formalmente auto-adjunto se e s6 se L é um operador de Sturm-

Liouville.

Para que L seja um operador auto-adjunto em C?[a, b] além de L ser um operador de

Sturm-Liouville devemos restringir L a um subespaco de C?|a, b] cujo elementos sastifagam
b

condigdes de contorno que anulem B(f,g)| .

a

Vejamos alguns exemplos de espacos que possuem essa caracteristica:

My = {feC?a,b]: fla)= f(b) =0}
My, = {feC?a,b]: f'(a) = f'(b) =0}

Se p(a) = p(b) temos também o espago
My ={f € C*[a,b] : f(a) = f() e f'(a) = f'(b)}

Notemos que os espacos My, My e M3 tem codimensao 2 pois cada um deles é o

niicleo de uma aplicagao linear sobrejetiva de C°[a,b] em R2.

O lema seguinte mostra que substituindo L por um operador da forma (L — u)f =

Lf — pf os subespagos My, My e M3 sdo complementos de N

Lema 3.1.2. Seja M um dos espagos My, My ou My acima e sejam p > 1+ sup,cjqy 4(z)

em =1n, z€[a,b] p(.fE)
i) (= L)f, f) Zmlf'1I5+ I3 para todo f € M
i) (L — p): M — C°a,b] € injetiva e sobrejetiva.

No lema seguinte denotaremos por || ||« a norma uniforme em C°[a,b], isto é,

[flloe = sup {[f()] : # € [a, b]}.

Lema 3.1.3. Nas condigoes do lema (3.1.2) temos que a inversa S de
(L—p): M — C%a,b]
¢ um operador compacto

S (C%a 0], ) — (C%a, 0], || flso)-
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Notemos que se v,w € C%a,b] e f,g € M com (L —pu)f =ve (L—p)g=w entdo

(Sv,w) = (f,(L—p)g)
= ((L-=wf.g9) = (v,Sw)

provando que o operador S ¢ auto-adjunto no espago pré-Hilbertiano C[a, b].

Propocicao 3.1.6. Seja a equacao de Sturm-Liouville
(p(z)u') 4+ q(z)u+ Au =0, (3.1.18)

onde p,p" € q sao continuas ep > 0 em [a,b], com uma das condicoes de contorno sequintes:

a) u(a)=u(b)=0
b) u'(a)=u’(b)=0

e, caso tenhamos p(a)=p(b),

c) ula)=u(b), w’'(a)=u’(bh).
Entao podemos afimar:

i) Em cada um dos trés casos, os autovalores formam uma sequéncia Ay, Aa, ..., A, - ..

que tende para oo.

ii) Em cada um dos trés casos, existe uma base ortonormal fi, fa, ..., fn,... de C°a,b]

formada por autofuncoes.

iii) Se f € C?|a,b] satisfaz uma das condigdes de contorno indicadas entio a expressio

de f na base ortogonal correspondente dada em i)
n=1
converge uniformemente em |a, b.
Observacao 3.1.1. A proposicao é valida se substituimos (3.1.6) por (p(z)u') + q(x)u +

Ap(z)u = 0 onde p(x) > 0 em [a, b]. Prova-se de modo semelhante se em C°[a,b] conside-

rarmos o produto interno (f, g) = [° f(z)g(z)p(x)dz e estudarmos o operador f + p~'Lf.
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3.2 Principio de Rayleigh e o Autovalor Minimo
Consideremos o operador de Sturm-liouville L no intervalo fechado [a, b]
L(u) = — (ru) - qu,

onde 7 € C'a,b], g € Cla,b], 7 > 0.

No6s estamos interessados no problema de autovalores de Sturm-Liouville regular

em [a, b] com condigoes de contorno de Dirichlet:

Lu=Mu, NéR (3.2.1)
u(a) =u(b) =0 (3.2.2)

No nosso contexto vamos lidar com uma situagao mais abrangente que é o problema

(3.2.1), (3.2.2) generalizado da seguinte forma: encontrar A e u, u # 0, tais que

— (r(z)u") — q(z)u = Ip(z)u (3.2.3)
u(a) = u(b) = 0. (3.2.4)

p € uma fungdo continua e estritamente positiva em [a, b], enquanto 7 e ¢ satisfazem as

mesmas condi¢oes acima.

Se multiplicarmos por u(z) em ambos os lados de (3.2.3), obtemos

Mp(@)u(e)? = —u(z) [r(z)u (2)] — q(z)u(z)?

e entao

3 [ p@pu@is = [ —ute) @] - gt ds

- /abm)u'(x)?da:] ~ [ atwyute)da

b
= / m(z)u' (2)? — q(z)u(z)?dx.
Logo, para toda autofunc¢ao u correspondente a A tem-se

Jo 7(@)'(2)° — q(w)u(z)*ds
Ja p(@)u(x)*de

Por simplicidade, definimos os funcionais

A:
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para todo u € C}[a, b], o espaco das fungdes continuamente diferencidveis no intervalo [a, b]
que se anulam nas extremidades. O quociente de Rayleigh ¢ definido pela razao abaixo
D(u)

H{(u)’

R(u) =

para todo u € Cjla, b] — {0}. Portanto, todo autopar (A, u) satisfaz a relagio A = R(u).

A partir de agora, nosso objetivo é mostrar que todo autovalor do problema de
Sturm-Liouville (3.2.3),(3.2.4) pode ser obtido minimizando o quociente de Rayleigh sob

restricoes adequadas.

Sejam A\; < ... < \, < ...os autovalores do problema de Sturm-Liouville regular
(3.2.3),(3.2.4). A caracterizagdo variacional dos autovalores sera feita através de uma

iteracdo, por essa razao iniciamos naturalmente pelo autovalor minimo A;:

Teoreoma 3.2.1. Seja A\ o autovalor minimo. Entao
M = min {R(u): u € Cila,b], H=1}.

Demonstracao. Como 7, p sao positivas e p, ¢ sdo continuas, segue que

b b b
—q@)u()de > = [ lglcwyu(Pde = ~ldlewsy [ ul@)’dr,

b b
Hw) < [ lollcnu@)® = lollcw [ ul@)’dr,

D(w) = [

a

—lqllcra

o]l cfae
provar que R possui um minimo, veja (CORMANI; RYHAM, 2002)

e dai o quociente de Rayleigh é limitado inferiormente por . Assim, pode-se

Suponha que 1y minimiza R em
Cola,b][H = 1] = {u € Cya,b] : H(u) =1}.

Convém observar que R = D em C}|a,b][H = 1], por este motivo podemos assumir que

onde flu(z)] = f(z,u(z),v'(x)), e f(z,y,z) = 7(x)2*> — q(z)y? é uma fungdo com derivadas

parciais continuas em relacao as variaveis y e z. Notemos também que

onde h(z,y, z) = p(x)y* é tal que hy, h, € C([a,b] x R?).
Portanto recaimos em um problema de extremidades fixas com vinculos. A variagao de

Gateaux de H em ug, dada por

0H (u,v) = 2/: p(x)u(z)v(x)de,



Capitulo 3. Aplicagdo ao problema de autovalores de Sturm-Liouville 47

é nao-identicamente nula pois 0 H (ug,ug) > 0. Sendo assim temos, de acordo com o
teorema (2.5), que existe A* € R tal que ug é solugdo da equagao de Euler-Lagrange para
f=f—\g,isto é,

d ~ _

— [o[uo(z)] = fy[uo(z)] = 0.

dx
Calculando as derivadas parciais temos
fluo(@)] = 27(2)ug(@),
Fyluo(@)] = —2q(x)uo(x) — 2X\"p(x)up(x)

/

e entao (7(z)uy(z)) + q(x)ug(x) + XN p(x)ug(x) = 0. Logo (A*,up) é um autopar para o
problema (3.2.3), (3.2.4).

Se A é um autovalor com autofuncio normalizada u ([’ p(z)u(z)?dz = 1) entdo
A = R(up) < R(u) = A\. Consequentemente \* = ). O

Corolario 3.2.1. (Principio de Rayleigh) O menor autovalor \; € igual ao valor

minimo do quociente de Rayleigh:

A = min {R(u) : u € Cjla,b] — {0}}.

Demonstragdo. Suponha que u € Clla,b] — {0}, tome ¢ = H(u). Entao

R(up) < R(c™Y?u) = R(u)

Exemplo 3.2.1. Considere o problema de Sturm-Liouville

v —zu=—\u
u(0) = u(1) = 0.
O quociente de Rayleigh associado é dado por
R(u) s (x)? +ou(z)ide [y (z)de [y 2u(z)de
u) = =
i u(@)da [Fuords | fluo)ds
entdo o autovalor minimo \; satisfaz
N o/ (x)2da
i u(x)2dx

V! (2)2dx

i Jo * AT
m1 3 u(x)2dx

< A =min R(u) <1+ min

.  fo ! (z)?dr . .
Agora podemos estimar A\; pois —t———— ¢ o quociente de Rayleigh do problema
Jo u(z)?dx
u'(z) = —pu(x)
com condic¢oes de contorno
u(0) = u(1) = 0.
Seja p1 o autovalor minimo do problema de Sturm-Liouville acima, entao g < Ay < 14 .
Fazendo um célculo simples obtemos os autovalores p, = n?72,n € IN. Logo 72 < \; <
1+ 72
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3.3 O Quociente de Rayleigh e os demais Autovalores

Sabemos, pela proposigao (3.1.5), que quaisquer duas autofuncoes com autovalores
distintos s@o p-ortogonais. Assim, em busca de uma caracterizacao para o segundo autovalor
A2, parece uma boa tentativa minimizar o quociente de Rayleigh R em {u € Cjla,b] :

H(u) =1} com a restrigdo

onde u; é autofuncao associada a A;

A partir de uma generalizacdo desta idéia, obtemos o seguinte resultado:

Teoreoma 3.3.1. Se A\ < ... < \,_1 sdo os primeiros autovalores com autofuncoes

normalizadas uq, . .., U,—1 entdo
b
An = min{R(u) : u € Cjla,b] : H(u) =1, H;(u) = / p(z)u(z)u(z)de =0, i1 =1,...,n—1}.

Demonstragdo. Suponha que u* ¢ um minimo em {u € Cl[a,b] : H(u) =1, H;(z) =
0, i=1,...,n—1}. para R. Por defini¢do,
b
H;(u) = / hilu(z)ldz, 1=1,...,n
onde h;(z,y, 2) = p(@)u(x)y, (hi)y, (hi). € C ([a,b] x R?) e H; possui variacdo de Gateaux
dada por
b
OH;(u,v) = / p(x)u;(x)v(x)de.
Agora note que
Hw L
5HZ‘(U*,UJ‘) — (u]>’ se 1 J
0, se 1 # J.

e portanto o determinante (n — 1) x (n — 1)
det (0H;(u",uj)) = H(wy) ... H(up—1) > 0. (3.3.1)

Como, em particular, u* é um minimo local em C}[a,b][H =1,H; =0, i =1,...,n —1]
para R e o determinante (3.3.1) ¢ ndo identicamente nulo em C}[a, b], segue do teorema
(2.5) que existem —\*, AT, ..., A" € R tais que u* é solucao da equacao de Euler-Lagrange
para f = f — Nh+ Xhy + ... 4+ X hy_y, isto é,

@ @) - Bl @) =0. (332)

Substituindo as derivadas parciais f.[u*(z)], f,[u*(z)] em (3.3.2), ficamos com a seguinte

equagao:

d

. (27(56);6%6*(56)) +2q(x)u” (2)+2X"p(z)u” (2) = A p(2)ur (2) = . = Ay p(@)un s () = 0.
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Com o uso de duas integracoes por partes e das condigoes u(a) = u(b) =0, H;(u) =0, i =

1,...,n— 1}, obtemos

X /ab p(x)uj(x)2d$ _ Q/ab [ (T(x)u*(x)> uj(x) + q(x)u*(x)uj(x)] dx

Logo A; =0, j=1,...,n — 1 e consequentemente

2 () @) ot @) = e (o)

Portanto A* = R(u*) é autovalor com autofuncao u*.

Assim, fica pendente a prova de que o autovalor A* é de fato o n-ésimo autovalor
An. Pois bem, suponha que A* é um dos primeiros n — 1 autovalores \q, ..., \,_1. Entao,
como todo autovalor tem multiplicidade 1, existe ¢ € R tal que u* = cu; para algum

j€e{l,...,n—1}. e isto implica

/ab p(z)u* (x)u;(z)dx > 0,

o que é uma contradi¢ao. Se porém, A, ¢ um autovalor com m > n, segue da ortogonalidade
das autofungoes que existe u,, € {u € C}[a,b] : H(u) =1, Hi(z) =0, i=1,...,n—1}

tal que R(u,,) = A,. Pela minimalidade de u* concluimos que A* < A, e portanto A* = \,.

]

Observacao 3.3.1. Note que a condicao H = 1 ¢ irrelevante assim como no principio de

Rayleigh, pois o quociente de Rayleigh ¢ invariante por multiplicacao por escalar em wu.

3.4 O Principio Minimax de Courant
Dados ¢y, ..., 0,1 € Cla,b]}, definimos
b
(b1, .. bny) = min{R(u) : u € Cla,b] — {0}, ®;(u) = / éi(2)u(x)de = 0V i}

Lema 3.4.1. C(¢1,...,Pn-1) < A\, para todo ¢, ..., ¢n—1 € Cla,b].
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Demonstragdo. Dado ¢4, ..., ¢, € Cla,b], a prova consiste em construir uma func¢ao u*

em
{ue Cla,b] — {0}, &y /(pz —0,i=1,....,n—1}

tal que R(u*) < A,. Nos podemos considerar
=)y
i=1
e escolher ¢y, ..., ¢, ndo todas nulas tais que u* satisfaca as condi¢oes de ortogonalidade
Zcz (u;) =0, j=1. -1, (3.4.1)

pois (3.4.1) é um sistema linear homogéneo com n incégnitas e n — 1 equagdes e portanto
admite solucao nao trivial. O quociente de Rayleigh de u* é dado por

D (Z Ciui> Z Cicjaij

1<i,j<n

R(u*) = —=1 = == (3.4.2)

n E, ciciBii’
1G5 Pig
H <Z Ci“") 1<ij<n

onde
oy = [ Tl () — a0
= — /ab {ddx[T(x)dqu(I)] + q(:t:)uz(:c)} u;(z)dx
= N\ /ab p(z)u;(x)uj(x)d,
Bij = /ab p(z)w;(x)u;(x)dz. (3.4.3)
Da ortogonalidade das autofungoes e de (3.4.3) segue que
i C?Aiﬁii
R(u*) = =L (3.4.4)

Z C? Bii
i=1

Como A\ < ... < Ay e By = [P p(x)us(x)?dz > 0 temos finalmente que

n

ZC AnBii
Ru") < ZL—— =\,

— n

Z 2521

Portanto, pela minimalidade concluimos que

C(¢17 s 7¢n—1) S )\n
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Em particular, se ¢;(z) = p(z)u;(z), i = 1,...,n — 1, onde uy,...,u,_1 s@0 as

primeiras (n — 1) autofungoes, entdao C'(puy, ..., plun—1) = An.

Assim noés provamos que A, é o maximo sobre o conjunto da fungoes continuas

o1, ..., 9n—1 do minimo do quociente de Rayleigh das fun¢oes ortogonais a ¢;, j =1,...,n:

Teoreoma 3.4.1. (Principio minimax de Courant)
)\n = mdr {C(¢1, ce 7¢n71) . ¢17 ceey (bn,1 € C[CL, b]}

Agora vamos utilizar o principio minimax para comparar os autovalores de dois

problemas de Sturm-Liouville distintos.

Sejam A, A} os n-ésimos autovalores dos problemas de Sturm-Liouville

d d
T [T(x)dxu(x)] +q(@)u(z) = —Np(z)u(z), (3.4.5)
@ S|+ e @) = X @ (3.46)
gz |7 W) Fa(@ur) = —Apir)ulz), 4.
respectivamente com condigoes de contorno u(a) = wu(b) = 0. Relembramos que os

quocientes de Rayleigh associados a (3.4.5) e (3.4.6) sao dados por
Ja T(x)u’(x ? — q(z)u(x)’de
Y o(x)u(z)2dx

* s <> (@) — g (e)u(a)d
) r@uyds

~_

R(u) =

Essencialmente, para comparar os autovalores basta investigar o que acontece com

o quociente de Rayleigh:
Lema 3.4.2. Se R(u) < R*(u) para todo u € Cila,b] — {0}, entdo

Ao <N, neEN. (3.4.7)

Demonstragdo. Fixados ¢1,...,¢,_1 € C|a,b], temos, em particular, que
R(u) < R*(u) YV u € Cyla,b] —{0}[®; =0, i=1,...,n—1]
Logo C(¢1, ..., on-1) < C*(¢1,...,¢n_1). Portanto, pelo principio minimax, segue que
An <AL

O

No entanto, na pratica nao é conveniente comparar em cada ponto o quociente de
Rayleigh. Por esse motivo é bem mais 1til considerar as fungdes 7, p e ¢ que caracterizam
o problema de Sturm- Liouville e assim obter um critério a partir delas, como no corolario

seguinte:
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Corolario 3.4.1. Se 7(z) < 7*(x), q(x) > ¢*(z), p(z) > p*(x), para todo x € |a,b], entdo
A <A, neN.
Demonstragdo. Basta notar que R(u) < R*(u) em C}la,b] — {0}. O

Em particular, tomando

T = 1) = méx 7(x),
¢ = ¢n=min q(z),
p* = pm =min p(z),

tem-se A, < A’. Note que o problema de Sturm-Liouville associado a A* é dado por

m )\* m
u'(z) = —uu(x) (3.4.8)
™
u(a) = u(b) =0, (3.4.9)
—Qm  MPTTNM
e seu n-ésimo autovalor é \; = + com autofuncao
o (h—a)?
m )\* m
uy () = sen [ 61—1-7”,0@ — a)] :
™

Com isso conseguimos a cota superior

Analogamente, tomando
Tm = minT(x), gy = max q(x), py = maxp(z)

obtemos a cota inferior -
Ay >~ 1T T,
pv - (b—a)? pu

Portanto, o n-ésimo autovalor satisfaz

am n-m T n-m ™ q
A W .

pv - (b—a)? pu
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