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Resumo

Sejam R = k[xy,...,x4] ou R =k[[x1,...,x7]] um anel de polindmios ou um anel de séries
de poténcias formais em um ndmero finito de varidveis sobre um corpo k de caracte-
ristica positiva p > 0 e Dgy o anel de operadores diferenciais k-lineares de R. Nesta
dissertacdo serd provado que, se f € um elemento ndo-nulo de R, entdo Ry, o anel de
fracdes obtido de R por inverter f, € gerado como um Dgy-modulo por 1. Esse resul-
tado € impressionante, considerando que em caracteristica zero € falso. Serd provado
também um resultado andlogo para uma vasta classe de anéis R e Dgy-moédulos, com
o auxilio da teoria de R[F]-mddulos unitarios e da Descida de Frobenius. E por ul-
timo, mostraremos que os modulos de cohomologia local de um R-mdédulo finitamente
gerado tem comprimento finito na categoria de Dgy-modulos, para essa vasta classe
de anéis R, utilizando complexos de Cech, uma ferramenta bastante ttil em algebra
homoldgica.

Palavras-chave: Operador Diferencial. R[F']-md6dulo unitario. Cohomologia Local.



Abstract

Let R = k[x1,...,x4] or R = k[[x1,...,x4]] be either a polynomial or formal power series
ring in a finite number of variables over a field k of positive characteristic p > 0 and
let Dgyx be the ring of k-linear differential operators of R. In this dissertation will be
proved that if f is a non-zero element of R then Ry, the ring of fractions obtained
from R by inverting f, is generated as a Dgy-module by 1. This is an amazing fact
considering that the corresponding characteristic zero statement is false. Will be proved
an analog of this result for a considerably wider class of rings R and a considerably
wider class of Dgy-modules, with the support of the unit R[F]-modules theory and of
the Frobenius Descent. Finally, we will show that the local cohomology modules of
a R-module finitely generated have finite length in the category of Dgy-modules, for
this considerably wider class of rings, using Cech complexes, A very useful tool in
homological algebra.

Keywords: Differential Operator. Unit R[F']-module. Local Cohomology.
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Capitulo

Introducao

Neste trabalho de dissertacdo, exibimos com mais detalhes os resultados desen-
volvidos no artigo intitulado Generators of D-modules in positive characteristic, dos
autores Josep Alvarez-Montaner, Manuel Blickle e Gennady Lyubeznik, do ano de
2005 [?], e damos uma aplicagdo desses resultados a cohomologia local.

Seja k um corpo e seja R = k[xy,...,x4] ou k[[x1,...,x4]] um anel de polindmios ou
um anel de séries de poténcias formais em um ndmero finito de varidveis sobre k. Seja
Dgyi 0 anel de operadores diferenciais k-lineares em R. Para todo f € R ndo-nulo, a
acdo natural de Dgy em R induz, de maneira Unica, uma ac¢do no anel de fracdes Ry,
via a conhecida regra do quociente. Disto, Ry adquire uma estrutura natural de Dgy-
modulo. Um conhecido fato sobre Ry, € que ele tem comprimento finito na categoria
de Dgy-modulos. Esse fato foi provado para um anel de polindmios sobre um corpo
de caracteristica zero por Bernstein ([?], Cor. 1.4) e, também em caracteristica zero,
para um anel de séries de poténcias formais por Bjork ([?], Thm. 2.7.12, 3.3.2). Em
caracteristica positiva, o caso polinomial foi dado por Bogvad ([?], Prop. 3.2) e para o
caso de séries de poténcias formais por Lyubeznik ([?], Thm. 5.9). Consequentemente,
a cadeia crescente de Dgy-modulos

1 1 1
Dpy- = QDRU('F C.-- QDRVC']TZ' C---CRy
estabiliza, isto €, Ry € gerado por # para algum i. Dai, nos perguntamos: Qual o
menor i tal que j%, gera Ry como um Dgy-médulo?

Se k € um corpo de caracteristica zero e f € R € um polindmio ndo-nulo, a resposta
para essa questdo € conhecida: Teorema 1’ de [?] mostra que existe um polindmio
monico br(s) € k[s] € um operador diferencial Q(s) € Dgy[s] tais que

O@s)- £ =by(s)- f*

para todo s. O polindbmio by(s) € chamado de polindmio Bernstein-Sato de f. Seja
—i a raiz inteira negativa de by(s) de maior valor absoluto (essa raiz existe, pois —1 €
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sempre raiz de by(s)). Entdo, b¢(s) # 0 para todo s < —i, dai f* € Dgy- f s+l implicando

f% € DR - ]%-, para todo s > i. Em particular, Ry € gerado por ]% como Dgj-mddulo, e

€ visto em ([?], Lem. 1.3), que Ry ndo pode ser gerado por ]%j, para j <i. Isso nos da

uma resposta completa para a questao, em caracteristica zero.

. e oA . _ 2 2 ~ ~
Por exemplo, considere o polindmio f = x| +---+ x;, . Entéo, equagdo

1(@2 52] .
==+t — |- T =G+ D(s+n)f*
4\ ox? 6x%n

mostra que o polindmio Bernstein-Sato de f € by(s) = (s + 1)(s +n) ([?], Cor. 3.17).

Disto, Ry € gerado por fi,l, mas ndo por ]%j, para j < n.

O primeiro objetivo nesta dissertagdo € provar:

Teorema 1.0.1. Seja R = k[xy,...,xq] ou R = k[[x1,...,xg]] um anel de polin6mios ou
anel de séries de poténcias formais sobre um corpo de caracteristica p >0 e seja f € R
ndo-nulo. Entdo Ry € gerado por % como Dgy-modulo.

De fato, provamos esse resultado para uma vasta classe de anéis R € Dgy-moédulos.
O segundo objetivo é mostrar que os mdédulos de cohomologia local de um R-médulo
finitamente gerado, em relagdo a qualquer ideal de R, tém comprimento finito na cate-
goria de Dgy-modulos, para uma classe de anéis R.

No capitulo 1, coletamos resultados basicos (e ndo tdo bésicos) sobre Dgj-mdédulos
em caracteristica p > 0, juntamente com a defini¢cao e propriedades do funtor Frobenius
e suas iteragdes, como também de R[F]-mddulos unitdrios. E concluimos com a Des-
cida de Frobenius. Esses fatos iniciais serdo cruciais no desenvolvimento do capitulo
2.

No Capitulo 2, atacamos o teorema acima. Comecamos definindo uma cadeia des-
cendente de ideais associados a um elemento f de um anel regular F-finito R de ca-
racteristica p > 0, consequentemente, mostramos que essa cadeia estabiliza se, e so-
mente se, Ry € gerado por } como Dgy-mddulo. Verificamos que para o caso em que
R = k[x1,...,x4] a prova € de facil entendimento. Depois estendemos para o caso em
que R € uma algebra regular finitamente gerada sobre um anel local regular F-finito de
caracteristica p > 0, onde usamos fortemente os resultados obtidos no Capitulo 1, em
especial a Descida de Frobenius e o Teorema de Lyubeznik (1.3.10). Por fim, verifi-
camos o caso em que R € uma dlgebra finitamente gerada sobre R = k[[x1,...,x4]], um
anel de séries de poténcias formais sobre um corpo k de caracteristica p > 0 (o caso k
perfeito € coberto pelo caso anterior).

Por tltimo, no Capitulo 3, exibimos a defini¢do e propriedades bésicas do funtor de
cohomologia local com respeito a um ideal / de um anel Noetheriano R. Em seguida,
definimos o complexo de Cech de um R-médulo em relagdo a uma sequéncia aj, ..., a,
de elementos de R, e exibimos um resultado que relaciona a cohomologia no complexo
de Cech com médulos de cohomologia local. Disto, provamos que médulos de coho-



mologia local de um R-médulo finitamente gerado, com respeito a qualquer ideal de R,
tem comprimento finito na categoria de Dg-mddulos, para uma classe de anéis R.

No apéndice A, exibimos de maneira objetiva os conceitos bdsicos da teoria de
categorias, a definicdo e propriedades bésicas do produto tensorial entre médulos e a
defini¢do de anéis regulares, para o leitor que nao tem familiaridade com tais. Também
exibimos, no apéndice B, a parte introdutdria da teoria de operadores diferenciais em
caracteristica zero. No apéndice C, demonstramos um teorema muito importante do
capitulo 1.



Capitulo

Preliminares

2.1 Moddulos sobre anéis de operadores diferenciais em caracteristica
positiva

Nesta secdo, serd visto a definicdo e propriedades bésicas de operadores diferenciais
de um anel R, onde R é um anel comutativo que contém um corpo k de caracteristica
p > 0. Exibimos a estrutura usual de Dg-mddulo do anel Ry. Por fim, verificamos a
estrutura de Dg-mddulo, dada pelo Teorema 1.1.4, para R = k[x1,...,x4], um anel de
polindmios sobre um corpo k de caracteristica p > 0.

Definicao 2.1.1. Um operador diferencial 6 : R — R de ordem < n, onde n € um inteiro
nao-negativo, € definido indutivamente como segue. Um operador diferencial de ordem
0 € apenas a multiplicagdo por um elemento de R. Um operador de ordem < n é um
mapa aditivo ¢ : R — R tal que, para todo r € R, o comutador [§,7] =doF—Fod é um
operador diferencial de ordem <n—1, onde 7: R — R é a multiplicacdo por r (Compare
com o apéndice B).

E ficil verificar que a soma de dois operadores diferenciais é um operador dife-
rencial, devido a biaditividade do comutador, e a ordem da soma € a maior entre as
ordens das parcelas. Sejam r € R e ¢, T operadores diferenciais de ordem < n, < m,
respectivamente. Temos

[oT,Fl=00[T,F]+[0,F]oT,

portanto, por inducdo em n + m, pode-se verificar que a composicdo também é um
operador diferencial de ordem < n+m. Dai os operadores diferenciais formam um anel
que € subanel de EndzR. Denotamos este anel por Dg.

Se k C R € um subanel, denotamos por Dgy C Dg o subanel de Dg consistindo de
todos os operadores diferenciais que sdo k-lineares. Visto que todo mapa em EndzR
€ Z/pZ-linear, temos que Dg = Dg(z/pz), isto €, Dg € um caso especial de Dgy. O
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2.1. MODULOS SOBRE ANEIS DE OPERADORES DIFERENCIAIS EM CARACTERISTICA POSITIVA 11

monomorfismo de anéis R — Dgy, que manda r € R para a multiplicacdo por r, faz de
R um subanel de Dgy.

Por um Dgj-médulo entendemos um Dg-moédulo a esquerda.

Exemplo 2.1.2. (a) R com a a¢do natural de Dgy € um Dgy-modulo. Sejam 6 € Dy e
r € R, temos
o0-r:=0(r).

(b) Se M € um Dgy-médulo e § € R um conjunto multiplicativamente fechado,
entdo S~'M tem uma tnica estrutura de Dpgr-modulo tal que a localiza¢do natural
M — S~'M é um homomorfismo de Dgy-médulos.

De fato, existe uma tinica estrutura de R-médulo em S~ M tal que o mapa natural
M-S M seja um homomorfismo de R-mdédulos, dado por r(x/s) = (rx)/s para todo
reR,seS exeM. Seaacio de operadores diferenciais de ordem <n—1em S~'M
estd definida, entdo existe uma tnica maneira de estender a uma agdo de operadores
diferenciais de ordem < n que seja compativel com as relagdes da forma [s,0] = s6 = s,
onde s € S e 6 € um operador diferencial de ordem < n, dada por

)

5(5) _ [5.61(2) +6(x)

S N

ou seja, d = s ([s,01+0s). Isto faz sentido, pois [s,0] € um operador de ordem <n—1,
daf sua acdo em Mg esta definida, por hipétese. Sejam 6 € Dgy e x/s =y/t € S'm,

| o) = a2}
&

s - 5:)( )+6(y))

o)l row)

o))

o(3)

disto, vemos que a agdo estd bem definida. Esta acdo é compativel com a operacao de
adicdo em M e Dgy, como também a operacdo de multiplicacdo em Dgy. Com isto,
a estrutura de Dpgy-modulo em S ~IM estd definida. Em particular, R  carrega uma
estrutura natural de Dgx-moédulo para todo f € R.

Seja R”’ C R o subanel consistindo de todas as p*-ésimas poténcias de todos os
elementos de R.

Proposicio 2.1.3. Todo operador diferencial 6 € Dg de ordem < p® — 1 é RP’ -linear,
para todo s.
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Demonstragcdo. Seja r € R, definimos o mapa 7, : Dg — Dg, dado por 7,(6) = [6,7].

Note que
k

HOEDY (lj)(—l)iridrk_i.

i=0

Assim, se 0 € Dg de ordem < p® —1, entdo Tfs(é) = 0, pela defini¢do de operador
diferencial. Como R contém um corpo de caracteristica p > 0,

0=10(8)=6r"" ~r"s.

Em outras palavras, Dg € um subanel do anel
(s)
Dk
N

onde Dg) = Endg,s (R), anel dos endomorfismos RP’-lineares de R. Em particular, isso
implica que, se k ndo for apenas Z/pZ, mas qualquer subcorpo perfeito de R, isto €,
kcRY para todo s, entdo todo ¢ € Dg € k-linear, ou seja, Dg = Dpgj.

Observacao 2.1.4. Um corpo perfeito € um corpo em que todas as raizes p-ésimas de
seus elementos estdo nele, ou seja, k = k”

Seja k[R”'] a k-subélgebra de R gerada pelas p*-ésimas poténcias de todos os ele-
mentos de R.

Teorema 2.1.5. Se R ¢é k[RP]-mddulo finitamente gerado, entao

N

Demonstracdo. A demonstracdo estd no Apéndice C. O

O anel R é chamado F-finito, se R é finitamente gerado como R”-mddulo. Dai,
Dg = Dgyz/pz) € (Z/pZ)[Rps] =RP. Segue que, se R € F-finito, entdo

Dg=|_|DY.

N

Exemplo 2.1.6. Se R = k[x1,...,x4] é o0 anel de polindmios sobre um corpo k de ca-
racteristica p > 0, entdo Dg € a extensdo de R gerada pelos operadores diferenciais

t ¢, L. . - . . . 2
D;; = %—gx -, onde _aax ; € a r-€sima derivacdo parcial k-linear de x;, isto €, D,,i(x?) =0se
! /

n<te Dy (x]) = (’Z)x?‘t sen>t.

De fato, R é um k[RP"]-médulo livre de posto dp®, cujos geradores livres sdo os
o . i iy . . AN
mondmios x| ---x 7, onde 0 <i; < p*—1, para todo j. Seja 51’1 P R — R o mapa

.....
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S 4. . i j . [ i’
k[RP"]-linear que manda o gerador livre x’f ~~~le" no gerador livre x'---x j e manda

os outros geradores livres, acima mencionados, em zero. Claramente, Endk[Rps](R) é

;Z como k[RP"]-médulo. Nio é dificil checar que

.....

l‘/
gerado por esses elementos 61.1

0,...,0 _
61)5—1,...,178—1 =Dps-1,1Dps-1.4-
Isso implica que
AN [ i’ S_1—i S_1—i
L p—i-u Pl
6i1,...,id = Xl Xd Dps—l,l Dps_l,dxl Xd

wd! , L , ~ )
l;’ Logo, se k € perfeito, isto &, USDS) = Dg = Dpy, entdo Dg) éa

extensdo de R gerada pelos operadores D;; com ¢ < p*.

para todo 5
3

2.2 O Funtor Frobenius

Definimos aqui o funtor Frobenius e listamos algumas propriedades que serao utili-
zadas nas proximas secoes. E por fim, damos uma condi¢do para que o funtor Frobenius
seja exato.

Seja R um anel comutativo de caracteristica p > 0. O homomorfismo de Frobenius
€ o mapa Fg : R — R, dado por Fg(r) = r”. Via Fg, podemos considerar R como uma
R-élgebra de maneira ndo-trivial. O ponto crucial na constru¢io do funtor Frobenius €
tratar R com duas estruturas de R-moddulo essencialmente diferentes. Denotamos por
R™ o R-R-bimédulo que, como R-médulo a esquerda é R, e a estrutura a direita é dada
pela s-ésima iteracdo do homomorfismo de Frobenius: para a € R® e r € R, temos
a-r=F%(r)a=rP a, para s inteiro positivo.

Seja M um R-médulo (2 esquerda). Entio tomamos o produto tensorial R ®g M,
com R® como um R-médulo 2 direita, isto é

S
a®rx=a-rex=r" a®x

onde a € R®, re R e xe€ M. A estrutura de R-médulo 2 esquerda de R induz em
R ®g M uma estrutura de R-médulo 2 esquerda, dado por r(a®x) = ra® x.

Observacao 2.2.1. Este produto tensorial ¢ meramente biaditivo, a bilinearidade é per-
dida porque em geral a-r # ra, paraa € R e r € R.

Definicao 2.2.2. O funtor Frobenius é o funtor da categoria de R-mddulos nela mesma
Fp : R—mod — R—mod

que manda M em F;(M) =RDprM,e para ¢ : M — N, temos F;(go) = idr1) ®r . E
sua s-€sima iteragdo € Fy'(M) = R®® M. Se nido tiver confusio, escrevemos F** em
vez de F.
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E facil verificar que o funtor Frobenius € um funtor covariante, exato a direita e
aditivo, da categoria de R-mddulos nela mesma. Queremos obter alguns resultados
especificos de F**. Primeiro, vemos que F**(R) = R® @z R = R como R-médulo i
esquerda, entdo F**(R) = R; pela aditividade temos ainda, F**(R") = R". Para um R-
médulo ciclico R/, F¥*(R/I) = RO @gR/I = R®/IP’] onde IP'] é 0 ideal gerado pelas
p’-ésimas poténcias dos elementos de /, visto como R-médulo. Assim, temos

Proposicao 2.2.3. Seja R um anel comutativo de caracteristica p > 0. Entao

(a) F’*(R") = R" para todo n, e se eq,...,e, € uma base de R", 1®eq,...,1®e, € uma
p
base de F**(R");

(b) F**(R/I)=RW/[P’] para todo ideal I de R (I [P°] ¢ chamado a p’-ésima poténcia
Frobenius de I).

Proposicao 2.2.4. Seja R um anel comutativo de caracteristica p >0, M e N R-mddulos,
e ¢ : M — N um mapa R-linear. Entao

(@) F*(ro) = rpst*(go) paratodor € R;
(b) Sep(x)=> riyiparaxe M, r;eR,y; € N, entio F**(¢)(1®x) =} rfs(l ®Vyi);

(¢) O mapa M — F**(M), dado por x — 1® x, ndo é linear em geral, mas (rx) —
P’ (1®x).

Proposicio 2.2.5. F**(F*(N))= F 1+ (N), para todo R-médulo N.
Demonstracdo. Consideremos os mapas
®: R @r (RY®@r N) » R @ N
dado por a® (b®n) — ab” ®n, e
¥ R @ N — R @ (R” @ N)
dado por a®n — a®(1®n). Seja a® (bon) € R ®r (RY ®g N), entdo

Y(ab” ®n)
= ab” ®(1®n)
= a®b(13n))
= a®(bon).

Y(D(a®(b®n)))

Agora seja a®n € R+ @ (N), entdo
O(W(a®n)=0ae(1®n))=a®n.

E ficil verificar que estdo bem definidos. O
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Podemos agora dar uma descricdo de F** em termos de geradores e relagdes.

Proposicao 2.2.6. Seja R um anel comutativo de caracteristica p >0 e M um R-médulo

de apresentagdo finita, digamos R™ % R" - M — 0. Entdo:

%

. . . ()
(a) F**(M) é R-modulo de apresentagao finita; ainda mais, R™ SRS F *(M)— 0

€ exata;

(b) Mais ainda, se ¢ € dado pela matriz (r;;), entdo F**(¢) é dado pela matriz (rf;.s).

A parte (a) segue do fato que F** € exato a direita e F**(R") = R". E a parte (b)
segue da proposi¢do anterior.

A préxima proposicao trata do comportamento do funtor Frobenius com relacdo a
localizagao.

Proposicao 2.2.7. Seja R um anel comutativo de caracteristica p > 0. O funtor Frobe-
nius comuta com anéis de fragao: S_IFZ“(M) = F;*_lR(S_lM) para todo R-modulo M,
e analogamente para mapas R-lineares.

Demonstragcdo. Note que no enunciado da proposi¢do o produto tensorial citado é R-
bilinear, e M um R-moddulo.

Temos que

STUFE(M) = ST'R® Fis (M) = S T'Regr (R @r M) = (S 'RORV) @ M,

Fo o S™'M)=F (ST'Rer M) = (ST'R)\V @p (S™'Reg M) =
(SR VP@rSIRY@r M = (SR @x M.

Como S ~'R-médulos, S"'R@xr RY = SRR =S 'R e (S'R)" sio naturalmente
isomorfos. Esse isomorfismo é também um isomorfismo de R-mddulos a direita, to-
mando (x/s®a)-r = x/s®ra, lembrando que este produto tensorial € o do enunciado,
ou seja, R-bilinear. m|

Concluimos nossa lista com a chamada planitude de Frobenius.

Teorema 2.2.8 (Kunz). Seja R é anel regular de caracteristica p. Entdo R é R-médulo
a direita plano; equivalentemente, a s-ésima iteracdo do funtor Frobenius € exata, para
todo s.

Ja vimos que o funtor Frobenius € exato a direita, e pela hipotese de R ser regular,
temos que R é R-médulo a direita plano, pelo Teorema 2.1 de [?], portanto garanti-
mos a exatidao a esquerda de F*, e também de F**, para todo s € N. A prova desse fato
também € dada no corolario 8.2.8 de [?].
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2.3 Definicdo e propriedades basicas de R[F]-mddulos unitarios

Nesta secdo, R € um anel comutativo regular de caracteristica p > 0. Serdo dadas
a definicdo e as propriedades basicas de R[F]-mddulos unitdrios, e que esta estrutura
induz uma estrutura natural de Dg-mddulo. Damos uma condi¢do para que um R[F]-
modulo unitério seja finitamente gerado. Exibimos a estrutura de R[ F']-mddulo unitario
de Ry e vemos que a estrutura natural de Dg-modulo induzida, € a mesma do exemplo
1.1.2(b). Depois mostramos que Ry € R[F]-gerado por % Concluimos esta se¢ao com
um resultado importante sobre R[F]-mddulos unitarios finitamente gerados, que eles
tem comprimento finito na categoria de Dg-mddulos, ou seja, Ry tem comprimento
finito na categoria de Dr-moddulos, para uma classe de anéis R.

Definicao 2.3.1. Um R[F*]-mddulo é um R-m6dulo M, junto com um mapa R-linear
Py FM — M,
com F¥* M = R® @g M, como na secdo 1.2.

Um morfismo entre dois R[F*]-médulos (M,9},) e (N,¥y) € um mapa R-linear
¢ : M — N, tal que o seguinte diagrama comuta:

KEI(
Forpg B2 peey
%l lﬂx
M—2 N

A categoria de todos os R[F*]-mdédulos junto com seus morfismos, serd denotada por
R[F*]-mod.

De outra maneira, podemos obter o anel R[F*] como a extensdo de R gerada pela
variavel F*, sujeita as relagdes F*r = P’ FS, para todo r € R. Claramente, um mddulo
M sobre o anel R[F’] € um R-m6dulo com um mapa aditivo de grupos abelianos Fy, :
M — M tal que Fy, oF = P o Fy,, onde 7 : M — M € a multiplicagdo por r. Entdo
um R[F*]-m6dulo, como definido neste pardgrafo, ¢ apenas um mdédulo sobre este anel
(ndo-comutativo) R[F*]. Mais precisamente, vamos mostrar que essas duas definicoes
sdo equivalentes.

Proposicao 2.3.2. A categoria R[F*]-mod é equivalente a categoria de médulos sobre
o anel R[F*].

Demonstragdo. Seja M um médulo sobre o anel R[F*]. Entdo M € um R-médulo com
um mapa aditivo de grupos abelianos F3, : M — M, tal que F}, o7 = rP’ o F; , para todo
r € R. Dai, os médulos sobre o anel R[F*] podem ser associados aos pares (M, ﬂzsw),
onde ), : F**"M — M, € dada por r®m +— rF (m), que € R-linear. Sejam M e N dois
moédulos sobre o anel R[F*], e ¢ : M — N um mapa R[F*]-linear, portanto R-linear.
Temos

INE (@) (r®@m)) = Iy (r@¢(m)) = rFy(p(m)).
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Por outro lado,
(), (rem)) = o(rF;y,(m)) = ro(Fy,(m)).

Como ¢ é R[F*]-linear, segue que o mapa abaixo comuta

M-—2-N
F&L jFiv
M-—2-N

Assim, cada mddulo sobre o anel R[F*] esta associado a um mddulo em R[F*]-mod.
Seja (M, ) em R[F*®]-mod. Damos uma estrutura de médulo sobre o anel R[F*],
tomando M com o mapa Fy, : M — M, que manda m em @, ,(1®m). De fato, parar € R
em € M, temos:

FS,(rm) = 95,(1®@rm) = 95,(7" @m) = 95,(r’ (1@m)) = 1P 95,(1@m) = " FS,(m),

portanto, F} o = P o Fs,.
Seja ¢ : M — N morfismo em R[F*]-mod. Este mapa estd em correspondéncia com
o mapa ¢ : M — N, de médulos sobre o anel R[F*], se Ff\, op=gpolFj,. Assim,

Fy(p(m) = dy(1@¢(m)) = 9y (F* ()(1@m)) = p(d),(1®@m)) = ¢(F),(m)).

Definicao 2.3.3. Um R[F*]-mddulo (M,¥*) é chamado R[F*]-modulo unitdrio se
P F"M - M
¢ um isomorfismo.

Exemplo 2.3.4. (a) Sabendo que F**R € isomorfo a R como R-mddulos, temos que R
€ um R[F*]-médulo unitério, sendo Fj : R — R, que manda r € R em ", Um ideal
I C R € um R[F*]-submoédulo de R, visto que F**I = I'”’'c . Em geral, I ndo € um
R[F*]-médulo unitario, pois a inclusdo I'7"] c I é geralmente estrita.

(b) Seja S c R um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Entdo S~!R é
naturalmente um R[F*]-médulo unitario, onde 195 : F**(S7'R) - S 'R manda r’ ®%

em -, note que Fs R :S7'R - S'R, manda x € S IR em x”". O mapa inverso é

dado por { = sP r® <~ Mais ainda, o mapa natural R — S~ 'R é um mapa de R[F*]-
modulos unitérios.

Um R[F*]-médulo unitdrio carrega uma estrutura natural de | D(s)—médulo, e por-
tanto, de Dg-mddulo pois Dg € subanel de | SD(S) UsEndgps (R).

Considere,

ﬂ(Y) FS(I 1)*((19 ) )OFS(Z 2)*((19‘ ) )O 0(29 )— M — F(SZ)*M
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Todo u € Dgl) atua em FOD*M = ROD @p M via u®gidy. Assim, u age em M via

(1955))‘1 o(u®gidy)o ﬁ;s). Esta acdo estd bem-definida, isto &, ela s6 depende de u, e
nao de /.

De fato, seja I’ > [. queremos mostrar que
@) o (uegidy) o 8y = (8) o (u@gidu) 0B},

Visto que ﬂg,s ) = 95,_ ;0 ﬂ;s), onde

isto reduz a checar que
. ol -1 . [ (sl)=
u®gidy =(6,_)" o(u®gidy)ob,_;, em F"(M).
Note que

6,_ = FOD" ) ) = idpo @ 9, : RV @ M — R &g FU 0" (M)

e daf a acdo de u em FO'* M = ROV @ M via u®g idy é a mesma acdo em FO*M =
FOD(FsU=Dxppy = ROD @p FSU=D* M., via u®g id -1y pOis u é RP” _linear, e assim,
basta ver que

u®gidy = (idgen ®p 05 )™ 0 (UG id vy ) 0 (idgisr @RV )
que € claro.

Exemplo 2.3.5. A estrutura usual de Dg-mo6dulo de Ry (exemplo 1.1.2(b)) € a mesma
estrutura, definida acima, induzida pela estrutura de R[F']-mddulo unitério F : Ry — Ry
de Ry, que manda x € Ry em x.

De fato,
ﬂ[ — F(t_l)*(’ﬁ'_l)OF([_z)*(ﬁ_l)O"'Oﬁ_l :Rf — Ft*Rf,

onde ¥ : F*Ry — Ry € dado por #(a® %) = aF(5) = “SL,,p ou seja, a estrutura de R[F]-
modulo unitario de Ry. Temos ainda que ﬁ‘l(f) =s"1® % Assim,

1

S

;
ﬁt(—) = S‘Dt_]r®
S

!
r ar?
S

S sP' ’

pelo fato que F*(F*Ry) = F?*Ry via a® (b®L) — ab” ® £ (Proposigdo 1.2.5).
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Sejad e D%) e f € Ry, entdo

55 = 07 oGeride,) o)
s s

‘ 1
= 0;10((5®Rid1ef)(sp_lr®—)
S

, 1
= ﬂ;l(é(sl’ ne —)
N

6(spf_1r)
sP'

que € a estrutura usual de Dg-moédulo de Ry, visto que [sl’t,é] =0, pois 0 é RP’ _linear.

Seja (M,¥°) um R[F*]-médulo e N um R-submddulo de M. Entdo o conjunto
F*(N) é um subconjunto de M consistindo dos elementos {F*(n);n € N}. Por abuso
de notacdo, F*(N) ira denotar o R-submddulo de M gerado por esse conjunto. Como
F**N c F** M, pois R é regular (Proposicdo 1.2.8), temos que F*(N) = 3*(F**N).

Proposicao 2.3.6. Seja (M,9°) um R[F*]-médulo tal que ° é sobrejetivo. Entio M é
finitamente gerado como R[F*]-médulo se, e somente se, existe um R-médulo finita-
mente gerado My tal que Mo C F*(My) e M = |J; F'(My).

Demonstracdo. Vamos comecgar com a volta. Primeiro note que a imagem dos R-
geradores de M sdao R-geradores de F LMy, via F5L. Tsto implicaque M =, F Sl M)
¢ gerado como R[F*]-médulo pelos R-geradores de M.

Reciprocamente, assuma que M ¢é finitamente gerado como R[F*]-mdédulo. Seja
M’ o R-médulo gerado por um conjunto finito de geradores de M como R[F*]-mddulo.
Em outras palavras,

R[Fs]M/ — ZFSI(M/) =M,
1=0
com FO(M’) = M’. Visto que 9* é sobrejetiva, temos que M = F*(M). Aplicando F* a
igualdade acima obtemos M = F*(M) = F*(}.}2, FS\(M")) = 2oy FS{(M"). Como M’ é
finitamente gerado, entfo estd contido em uma parte finita desta soma, digamos M’ C
Yo F*{(M"). Agora, chame M = Z;;é F{(M’") e veja que Mo C F*(Mp) e também

Mo C F*(Mo) € F*(Mo) € F**(Mo) € - -
cuja unido é M, pois M’ esta contido em M. O

Definicao 2.3.7. Um R-submdédulo My de um R[F*]-mddulo unitdrio M € dito ser uma
raiz, se My é finitamente gerado como R-médulo, Mo C F**(Mo) e |J; FUP*(My) = M.

Pela Proposi¢do 1.3.6, a existéncia de uma raiz para um R[F*]-mddulo unitdrio M é
equivalente a dizer que M € finitamene gerado como um R[F*]-mddulo unitério, visto
que FUD*(My) é isomorfo a F{(Mp) via 9°. Assim,
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Corolario 2.3.8. Seja M é um R[F*]-médulo unitirio. Entdo, M é finitamente gerado
como R[F*]-mddulo se, e somente se, M possui uma raiz.

Exemplo 2.3.9. Ry € gerado por ch como R[F]-m6dulo unitdrio, ou seja, Ry tem como

raiz o R-submoédulo gerado por % De fato, temos que R - % C F*(R- %) =R- f%" pois

frleRr, ! fip = J% Visto que f}’S e F**(R- %) para todo s, temos | J; F**(R- ]l() =Ry.

Assim, o R-submddulo gerado por ch € uma raiz de Ry. Pelo coroldrio anterior, Ry €
R[F]-m6dulo unitdrio finitamente gerado, mais ainda, pela demonstragao da Proposi-
cdo 1.3.6, ch € R[F]-gerador de Ry.

Por fim, concluimos esta se¢do com enunciando o teorema, que serd de grande
importancia.

Teorema 2.3.10 (Lyubeznik). Seja R uma dlgebra finitamente gerada sobre um anel
local regular Noetheriano F-finito A de caracteristica p > 0. Um R[F]-mdédulo unitdrio
finitamente gerado M tem comprimento finito na categoria de Dg-médulos. Em parti-
cular, Ry com sua estrutura usual de Dg-modulo tem comprimento finito na categoria
de Dr-mddulos, para todo f € R.

Demonstragcdo. A demonstragdo desse teorema € dada em [?], Coroldrio 5.8. O

2.4 Descida de Frobenius

Esta se¢dao é baseada no Capitulo 3.2 de [?]. Comecamos expondo uma forma
simples da Descida de Frobenius, para um anel R e a dlgebra das matrizes n X n com
entradas em R. De maneira andloga a essa versao, mostramos uma equivaléncia entre a
categoria de R-moddulos e a categoria de ng) -mddulos, e depois que a s-ésima iteracdo
do funtor Frobenius F** é uma equivaléncia da categoria de Dg-mé6dulos nela mesma,
para todo s. No final, obtemos que a estrutura de R[F]-m6dulos unitdrios ¢ € um mapa

de Dr-moddulos.

A forma bésica da descida de Frobenius usada aqui se baseia no fato que o anel R
e a algebra das matrizes n X n com entradas em R sdo equivalentes a Morita, isto €, a
categoria dos modulos sobre R € equivalente a categoria dos modulos sobre Mat,,x, (R).
Sabemos que Mat;x,(R), a linha de comprimento n» com entradas em R (respectiva-
mente Mat,,x1(R), a coluna de comprimento n com entradas em R), € um R-Mat,,x, (R)-
bimddulo (respectivamente um Mat,,,(R)-R-bimddulo) e os mapas

Mat;x,(R) ®Mat,,,,(r) Mat,x1(R) — R

Mat,,x 1 (R) ® Matx,(R) = Matxn(R),
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que mandam A ® B no produto de matrizes AB, sdo isomorfismos de R-mddulos e de
Mat,,x,(R)-mddulos, respectivamente. Dai, os funtores

Mat |, (R) ®Mat, ., (R) (—) : Mat,x,(R)—mod — R—mod

Mat,x1(R)®g (-) : R—mod — Mat,»,(R)—mod
sdo inversos e estabelecem uma equivaléncia de categorias.
De fato, para M um R-mddulo (a esquerda), e para N um Mat,,x, (R)-mddulo, temos
Mat 3, (R) ®Mat,,(R) [Matyx1 (R)®r M] = [Mat|x,(R) ®Mat,,(R) Matyx1 (R)|®r M
= RQrM
= M

Matyx1 (R) @R [Matixn(R) @Maty,(m) N] = [Matnx1 (R) ®& Matixn(R)] @Mat, o) N
= MatnX}’l (R) ®NIatan (R) N
= N.

Seja R como definido na se¢do 1.2. Como R tem estrutura de DS)-m(’)dulo a

esquerda, temos que R tem estrutura de D;;)-R-bimédulo.

De fato, parar € R, ' e RW e § e D' temos

R
5-(F-r) = 6P r)
= 75
= (6-1)r,

devido ¢ ser R?’-linear.

Definimos uma estrutura de R-Dg)-bimédulo em Hornlre (R(S), R), onde Hom" denota
os homomorfismos na categoria de R-mddulos a direita, como segue. Para 6 € D(S),
pe Hom;e(R(s),R) e r € Roproduto r-¢-6 € acomposi¢do Fogoo, onde ¢ age a esquerda
em R® e 7 é a multiplicacdo por r em R. A identificacio de D;,S) com Homlre(R(s) ,RY))
mostra que 7o ¢ o§ estd em Homp (R, R).

Dai, temos os funtores

F**(=) = RY ®g (=) : R—mod — Dg)—mod

T*(-) = Homp(R®. R)®,,) (=) : Dy’~mod — R-mod.

O primeiro € a s-€sima iteracdo do funtor Frobenius de R-mdédulos em Dg)—médulos,
pois R tem estrutura de Dg)-médulo a esquerda. O segundo, dado um Dg)-médulo
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a esquerda N, TSN = Homj{(R®,R) ®,» N é o produto tensorial com Homj(R™,R)
R

como um Dg)—médulo adireita, e devido a estrutura de R-médulo a esquerda de Hom;e(R(s), R),
TSN é um R-mddulo.

Proposicao 2.4.1 (Descida de Frobenius). Se R € regular e F-finito, os funtores F**(—)
e T°(—) sao inversos. Consequentemente, eles induzem uma equivaléncia entre a cate-
goria de R-mddulos e a categoria de DE;) -médulos.

Demonstragdo. Seja
@ : R @g Hom(R',R) — DY)

que manda a®¢p em &o F* o, onde & é a multiplicagio 2 esquerda por a, e F* : R — R
¢ o mapa de R-modulos a direita induzido pela s-€sima iteragdo do homomorfismo
Frobenius de R, dado por F*(r)=1-r (= ).

Sejare Rer’ € R®. Entio

(@oF’op)(r'-r) = aF’(e(r' 1))
= ap(r’ -
= ar’ o)
= (ap(r'y")-r
= (@oF’op)(r')-r

portanto, do F'ogp € D(S), e @ esta bem-definido.

Seja também
¥ : Homjp(R™,R)® » RY — R
R

que manda ¢ ®a em ¢(a).

Para mostrar que F**(—) e T°(—) sdo inversos, € suficiente mostrar que os mapas ®
e ¥ sdo isomorfismos. E, ® e ¥ sdo isomorfos se, e somente se, eles sdo localmente
isomorfos.

Lema 2.4.2. R® é R-mdédulo i direita localmente livre de posto finito.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.2.8, R®) ¢ R-médulo a direita plano, e finitamente
gerado, pois R € F-finito. Assim, localmente, R & livre e de posto finito, vide [?]
Thm. 7.10. O

Como R® ¢ finitamente gerado como R-médulo 2 direita, temos que HomI’Q(R(“),R)
e Dg) = HomI’e(R(s),R(“)) comutam com localizagdo, vide [?] Thm. 7.11. Pelo lema

acima, podemos assumir R como um R-médulo livre de posto finito. Fixada uma
R-base de R*, podemos tratar R como uma matriz linha com entradas em R repre-
sentando os elementos de R com respeito a essa R-base, e Hom;e(R(s),R) como a

matriz coluna, com respeito a base dual, e ainda, Dg) € a élgebra das matrizes sobre
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R. Basta ver que os mapas ® e ¥ agem como o produto matricial, para que R e Dg)
sejam Morita equivalentes, e assim terminamos a demonstracao.

Sejam {ey,e»,...} R-base para R® e {e],e3,...} R-base dual para Homlrz(R(“),R). As-
sim, basta ver que

ok _ | e, sej=k
q)(€l®€j)(€k)—{ O, Sej;tk
e
¥ |1, sej=i
‘P(ej®e,)—{0, sej#i’
que € de fécil verificacdo. O

A proposicdo acima implica que as categorias de Dg)-médulos, para todo s, sdo
equivalentes, visto que cada uma delas € equivalente a R-mod. O funtor que da a
equivaléncia entre Dg)—mod e Dgﬂ)—mod ¢ F**, ou seja,

F(=): D%)—mod — Dg”)—mod

M FS(M)=R® ex M

Para entender melhor a estrutura de Dgﬂ)—m(’)dulo em F**(M), para um Dg)—m(’)dulo
M, escrevemos M = F™(N), com N = T'(M). Portanto, F**(M) = FU*9*(N) carrega
claramente um estrutura de D%J"Y)-médulo comd € D%H) agindo via 6 ®idy. Assim,

z

Proposicao 2.4.3. SejaR regular e F-finito. Entdo F** é uma equivaléncia da categoria
de Dr-modulos nela mesma.

7z

Demonstragdo. Vimos que F** é uma equivaléncia entre a categoria de Dg) -mo6dulos
e a categoria de D%J“s)-médulos, para todo s. Visto que um Dg-médulo M € um Dg)-
modulo para todo ¢, segue que F**M é um D%”)-m(’)dulo, para todo s. Essas estruturas

de vérios niveis sdo compativeis com a inclusdao Dg) - Dg’) parat <t’, e dai temos uma
estrutura natural de Dg-mdédulo em F**M. Para verificar essa compatibilidade basta
lembrar que F** o T° € isomorfo ao funtor identidade, ou seja, M = F**(T*M) para
todo s. Seja o € Dgﬂ) , vimos que a acdo de 6 em F**M € dada pelo diagrama abaixo:

F(t+s)*(TtM) — F%M
I
6®RithML I
Y
F(H'S)*(T[M) — FS*M

Esta acdo s6 depende de ¢ e ndo de r+ s. A verificagdo deste fato € bastante similar
a compatibilidade da estrutura de Dg-mddulo em um R[F**]-médulo unitdrio (se¢ao
1.3). O

Corolario 2.4.4. Seja R um anel regular F-finito e M um R[F*]-mddulo unitario. Entao
¥, F*"M — M € um mapa de Dg-médulos.
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Demonstracdo. Sabendo que M tem uma estrutura natural de Dg-moédulo, F*M tam-
bém possui, pela Descida de Frobenius. Temos que mostrar que o mapa i}, € Dg-linear.
Considere

FOU D1y = F9ag 28 ap = P07l

onde o primeiro e o terceiro isomorfismo sdo de Dgl)—médulos, para [ inteiro ndo-
negativo. Entdo, ¥, € Dg-linear se a composi¢do desses isomorfismos € Dg-linear
(Note que, por ¥}, ser R-linear, essa composigéo € R-linear). Assim, se chamamos essa
composi¢do de ¥, temos

Y(©6-a®n)=Y0(a)®n) =Yb(a)-1®n) =6(a)¥(1®n) =

(0-a)-Y(A®n)=0-(a¥P(1®n)) =0 -(P(a®n)),
parad € Dg;l) ea®ne FHTEDan. O



Capitulo

Geradores de D-modulos

3.1 Uma cadeia de ideais associados a um elemento de um anel
regular F-finito

Nesta secao, R é um anel regular F-finito de caracteristica p > (. Para um elemento
f € R ndo-nulo qualquer, iremos definir uma cadeia descendente de ideais /;(f) inde-
xado por um inteiro positivo s, e relacionar esta cadeia com a estrutura de Dg-mddulo
de R f-

Vamos assumir que R é livie como R?’ -médulo. Seja {c’l7 é,cgé, ...} CRP’ 0 conjunto
das coordenadas de f € R com respeito a alguma RP -base de R. Definimos I,(f) como
sendo o ideal de R gerado pelo conjunto {cy, ¢, ...}. Essa definicdo independe da escolha
da base, pois as coordenadas de f com respeito a uma base sdo combinagdes lineares
com coeficientes de RP" das coordenadas de f com respeito a uma outra base, dai os
ideais correspondentes s30 0S mesmos.

Visto que qualquer anel R regular F-finito é R”-mddulo livre localmente finito,
SpecR € coberto por um nimero finito de abertos afins SpecR,, com r € SpecR, tal que
R, é um RP-médulo livre (e consequentemente R, é livre como RP’ -médulo, para todo
s). Dai definimos I;(f) em R colando os ideais locais definidos acima. Isto € possivel
devido a independéncia de escolha de base na construcgao.

Uma consequéncia de R ser F-finito, € que o anel de operadores diferenciais de R
¢ U SDS) , onde Dg) = Endg,s(R). Veremos algumas relacOes entre os ideais I4(f) e
operadores diferenciais.

Lema 3.1.1. Dg(s)- f = I,(/)'”"], onde Dr(s)- f = {6(f);6 € DS} C R e I,(H)IP) é o
ideal gerado pelas p*-ésimas poténcias dos elementos de I;(f), equivalentemente, pelas
p’-ésimas poténcias de um conjunto gerador de I(f).

Demonstragdo. Visto que R é finitamente gerado como R”’-médulo, DE;) = Endg,s(R)
comuta com localizacdo com respeito a qualquer subconjunto multiplicativamente fe-

25
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chado de R?", vide [?] Thm. 7.11. Disto, podemos assumir que R é RP’-médulo livre.
pS
K 1 .
coordenadas de f com respeito a essa base. Visto que, d(f) = Z,-cf o(e;) € I( f)[ps] -
' (s)
R

AT ' ' . . ) _p .
o mapa R” -linear que manda ¢; em 1 e e; em 0, para todo j # i. Temos 6;(f) =¢; , isto

N o 5 ~
Nesse caso, f = Zicf e¢;, onde {ejy,ez,...} € uma RP’-base de R e {c c’; ,...} sdo as

(cfé , ng, ... para todo 6 € D', segue Dg(s)- f C I(f)I"]. Reciprocamente, seja 6; € D

€, todos os geradores de /( f)[l’s] estdo em Dg) - f. O

Lema 3.1.2. I(f) = I;+1(f?).

Demonstracdo. E suficiente provar para localizacdes em ideais maximais de R, dai
assumimos que R € anel local, e temos que R é R”-mddulo livre. Como (R,m) € anel
local, (RP,mP) é local. Pelo lema de Nakayama, temos que 1 ¢ m”R, e assim podemos
obter uma RP-base de R tal que 1 faz parte, digamos {ey, es,...}, com e = 1.

Agora seja {€;} uma R”’-base de R. Entdo o conjunto dos produtos {e; = €;”¢;} €
uma R -base para R.

De fato, sejar € R

s+

. s+1 , . 1 ~
onde b;,b;; € R. Assim {e;;} gera R como R’" -mddulo. Seja i ci eji =0, entdo

ps+l ps+l -
. e;i=0 = c.. €fe;=0
Jol J> Jol J
ij ij

i

P
- Z Zciléj €l':0
AN
- Zcﬁéj:() , pois {e;} R’ —base de R
J
= ¢j;=0, pois {¢j} R” —base de R,

L s+1
logo {e;;} € R” -base de R.
. p.v - ps+l - - - -
Assim, se f = chj éj, temos fP = chj €. MaséP =¢éP-1=¢€-e1=¢j,

s+1
daf a (j,7)-ésima coordenada de f? com respeito a base {e;} € c? sei=1,e0sei#1.
Portanto, I,(f) e I5+1(f?) sao gerados pelos mesmos elementos. O
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Lema 3.1.3. I,(ff) C I,(f)I(f) C Is(f), para todo f € R.

Demonstragdo. Como antes, assumimos que R é um RP -médulo livre em alguma
base {e1,en,...}. Multiplicando as igualdades f = Zicfse,- ef= Zic}psei, temos ff =
el ¢ 7 eje;. Escrevendo eje; = Y, ¢, ¢4 e substituindo na igualdade anterior ve-
mos que todas as coordenadas de ff com respeito a base {e;} sio combinacdes line-
ares (com coeficientes em R”S) dos produtos cf ¢ jps. Isto implica que I(f f) é ge-
rado por combinagdes lineares (com coeficientes em R) dos produtos c;c¢;, daf I;(f f) €

L(NI(f) € Is(f). j
Lema 3.L4. I, (f7"" ") € 1(f7').
s+1_l

Demonstracdo. Como fP = fpm_pfp_], temos 1s+1(fpm_1) - 1s+1(fpx+1_p) pelo

Lema 2.1.3. Visto que fpm_p = (fP"~1YP, concluimos a demonstracio pelo Lema 2.1.2.

O
Proposicao 3.1.5. A cadeia descendente de ideais
nGry 2L 2
estabiliza em s, isto €, Is(fps‘l) = Is+1(fps+l‘1) = Is+z(f1’s+2‘1) = ... Se, e somente se,

. (s+1) 1y _ 1
existe 6 € Dy tal que 5(?) =75

Demonstragdo. Assuma que I(fP 1) = Is+1(fps+1‘1). Por outro lado, o lema 2.1.2
implica que I,(f7"~1) = I,11(f7""'=P). Daf

s+l_1

)

S+l]‘

L (fP"' P = Iy (fP

s+1

s+1
e consequentemente I, (f7 ~P)IP w1 (7P
s+1_

fP o = pEtY L =1 pelo lema 2.1.1. Logo

s+1]

Isto implica que DSH) .

s+1_1

fps+1_p c Dg+1) .fp

isto €, existe 6 € DE;H) tal que 5(f7""' =1y = £P""'~P Dividindo esta igualdade por f*""'

. s+l s+1_1
e considerando que ¢ € DSH) comuta com todo elemento de R”", temos & (W) =

s+1

—isto é, 6(]1() = fi,,

Reciprocamente, assuma que exista ¢ € D;;”) tal que 6(}%) = # Multiplicando
essa igualdade por f‘”x+1 , temos 6(f”x+1_1) = fpm_p. Isto implica que

x+1_1

DY o = DD (T ) = g e e D g
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Daf I (f7 PP 1 (P 1P pelo lema 2.1.1. Como serd mostrado no
ultimo paragrafo desta demonstragdo, isto implica que ;41 ( fpm‘l’) C I541( fpm‘l).
Agora o lema 2.1.2 implica I,(f?" =) C Is+l(fps+1_') visto que f”m_l’ = (fP"~HP. Isto
junto com o lema 2.1.4 implica que I,(f7’~!) = IS+1(fpS+l‘1).

Provamos que a existéncia de ¢ € Dg“) tal que o (}) = pr € equivalente a igualdade
Is(fps‘l) = Is+1(fpm‘1). Agora segue que Is(fps‘l) = Is+1(fps+1‘1) ¢ equivalente a
L(fP Y = Iu( fl’s/‘l) para todo s’ > s, pois todo 6 € Dg“) automaticamente pertence
a Dg) para s’ > s.

s+1
]’

Mostremos agora que se 7 e J sdo dois ideais de R tais que 1 P11 ¢ g

entdo J C 7. De fato, é suficiente mostrar localmente, dai podemos assumir, como no
Lema 2.1.2, que R € um RP"' “médulo livre e e1 = 1 € um dos geradores livres, isto €,
R=RF" ®M, onde M € um RP"'-médulo livre. Sejag: R — R o mapa que manda
r € R para rP"*' . Claramente, 717" = ©(D)R, dai 7P ARe™ = o(DI)R NRF™ =
(D)@ e(I)M) NRP™ = ¢(I), e o mesmo acontece trocando Z por J. Assim, tomando
intersecdo por RPM, temos que J 1 ¢ J [P implica ¢(Z) C ¢(J), que implica
I c 9, pois R, localmente, ¢ um dominio, e assim, ¢ € um isomorfismo de anéis. O

Note que a demonstragdo mostra que a cadeia descendente de ideais estabiliza no
. . . . s s+1
primeiro inteiro s tal que I(f7' 1) = I (f7" 7).

Corolario 3.1.6. A cadeia de ideais I;(fP~') 2 Iz(fpz_l) D --- estabiliza se, e somente
se, } gera Ry como Dg-modulo.

Demonstragdo. Se % gera Ry como Dg-mddulo, entdo fip € Dp- % isto €, existe 6 € Dp

tal que fl,, = 6(}%) Visto que ¢ € DE;H)
a cadeia de ideais estabiliza em s.

para algum s, a proposicao anterior mostra que

Reciprocamente, se a cadeia de ideais estabiliza em s, a proposi¢cdo anterior diz
que existe ¢ € Dge”l) tal que ¢ (]lc) = fip Como foi visto demonstragdo do Lema 2.1.2,
localmente o elemento 1 pode sempre ser tomado como um elemento de uma R”-base
de R, dai R/RP € um RP-modulo localmente livre de posto finito, portanto projetivo
([?], Thm. 7.12). Da sobrejecdo natural R — R/RP, segue que existe um isomorfismo
de RP-médulos R = RP®R/RP.

Seja ¢’ € D§;+2) definido por 6(x” ®@y) = 6(x)” paratodo xe Rey e R/RP CR.
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De fato, seja r € R, entdo

5 (" -(Peoy) = 5'(rps+2x”69rps+2y)
= J(E" ey
= 6" xyP
= (" sy
= rpﬁzé(x)p

= rpﬁzé’(xp ®y).

Entdo ¢’ (f,,) ((5(}))’7 = (fip)p = # isto é, # € Dg- % Disto, mostramos que para

qualquer f tal que —; € Dg- f’ implica - e € Dg- f Dai, - € Dg- ch para todo s, por

fP
}s, com s inteiro positivo, gera Ry como R-médulo. O

f[’

indugdo em s. O conjunto { - G

Observacao 3.1.7 (Problema em aberto). Seja R um anel regular F-finito de caracteris-

tica p > 0 e seja f € R um elemento nio-nulo. A cadeia de ideais 7;(fP~') 2 Iz(fl’z‘l) 2
- estabiliza? Equivalentemente, R € gerado por ch como um Dg-médulo?

Para um anel regular F-finito R arbitrdrio, o problema estd em aberto. Mas nas
proximas secoes mostramos que para uma classe de anéis regulares F-finitos a resposta
¢ afirmativa.

3.2 O caso de um anel de polindmios

Seja R = k[x1,x2,...,x,] 0 anel de polindmios sobre k, onde k € um corpo de carac-
teristica p > 0. Um operador diferencial 6 € Dg serd escrito na forma normal a direita,
isto é, 6 = Y, aqpx*Dp, onde x* é 0 mondmio x* := x‘ly1 -+ x,", Dg denotard o operador
diferencial Dg := Dg, 1---Dpg, , (Exemplo 1.1.5) e aup € k diferente de zero para um
numero finito.

Teorema 3.2.1. Seja R = k[x1,x2,...,x4] 0 anel de polinbmios nas varidveis x1,x3, ..., X4

sobre um corpo perfeito k de caracteristica p > 0 e f € R um elemento ndo-nulo. A
. . . 2 s

cadeia de ideais I (fp‘l) 2 L(f? ~1y2... estabiliza.

~ A . o S
Demonstragdo. Os mondmios { @ o= xT. a0 < @; < p* — 1) formam uma RP -base

1

de R. Seja f”s_l Yo ch x®, entdo Iy( f" 1y ¢ gerado pelo conjunto {c,}. Note que
o grau de cada ca x* é dado por deg(ca (’) =p’ deg(ca) + deg(x*). Assim, nenhum
mondmio no lado direito da equacdo 7’ ~' =Y, ca x se cancela como um resultado de

redugdo de termos similares, daf deg(f”" 1) > deg(c(Z ) para todo . Desta desigualdade
temos (p°® —1)deg(f) > p*deg(cy), ou seja, deg(cy) < p deg(f) Dai deg(cy) < deg(f).
Concluimos que os ideais I,(f7" "), para todo s, sdo gerados por polindmios de graus
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menores do que o grau de f, e este fato independe de s. O conjunto de polindmios de
grau menor que deg(f) é um k-espaco vetorial de dimensao finita e as intersecdes dos
ideais I,(f7"~') com este espaco vetorial forma uma cadeia descendente de subespacos
que estabiliza, pois o espaco tem dimensdo finita. Portanto, I;(fP~") D Ix( fpz_l) D
estabiliza. O

Corolario 3.2.2. SejaR =k[x1,x2,...,x4] 0 anel de polinémios nas variaveis xi,x2, ..., Xq
sobre um corpo arbitrdrio de caracteristica p > 0 e f € R um elemento nao-nulo. Entao
Ry € gerado por % como um Dgr-modulo.

Demonstracdo. Se k é perfeito, o Coroldrio 2.1.6 e o teorema anterior garantem o
resultado. No caso geral, seja K o fecho perfeito de k. Visto que K é perfeito, existe

um operador diferencial 6 = }’ a,px®Dg com coeficientes aqg € K tal que (5(}) fp

Isto € equivalente ao fato que um sistema de um nimero finito de equacdes lineares com
coeficientes em k tem solugdes em K, onde os coeficientes a,g de 6 sdo as incognitas
do sistema. (Por exemplo, se f = xj, nés podemos procurar uma solucao na forma

— x 1Y 1 1y _ 1 : .
0 =aD,_1,1, € temos uma equagao 5(x—1) =3 Visto que 5(x—1) = aE, o sistema linear

correspondente € apenas uma equagdo a = 1.) O sistema tem uma solu¢do em K, que
sdo os coeficientes de §. Portanto, devemos ter solucdes em k, porque os coeficientes
do sistema linear estdo em k (eles dependem unicamente dos coeficientes de f). Dai,
existe um operador diferencial ¢’ com coeficientes em k tal que ¢’ (%) = fip O

Exemplo 3.2.3. Seja R = k[x1,x2,x3,x4] onde k € um corpo de caracteristica p >0 e

seja f = x% + x% + x% + xﬁ. Em caracteristica 0, como é pontuado na Introdugio, #
ndo pertence ao Dg-submoédulo de Ry gerado por % Mas em caracteristica p > 0,
encontraremos um operador diferencial 6 € Dg tal que 6 (%) = #, apenas investigando

mondmios que aparecem em P!

e Se 4 divide p—1, entdo ﬂ”‘1 contém o termo a,x%, onde

_ (- 1)4 +0eq= (p—l p-1 p-1 p—l);

= (pl) 220202
)

e Se 4 ndo divide p—1, entdo fp_1 contém o termo a,x%, onde

1 +1 p-3 p-3
o= ot #0e = (03 B3 03 0,

()

Note que - L Do (fP~1) = 1, pois todos os outros mondmios que aparecem em fP~!
contém algum x; com poténcia menor do que a poténcia de - em D,, dai D, anula
todos os outros mondmios. O operador diferencial ¢ = aiQDO,( P~ comuta com fP,
logo, dividindo a equagio 6(fP~') = 1 por fP, temos o resultado desejado.
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3.3 O caso de uma algebra regular finitamente gerada sobre um anel
local regular F-finito

Aqui damos a demonstragao do resultado central desta dissertacdo [?], ou seja, que
Ry € gerado por % como Dg-mddulo, para o caso em que R € uma dlgebra regular fini-
tamente gerada sobre um anel local regular F-finito, e generalizamos para o caso de um
R[F]-m6dulo unitério finitamente gerado. Para isso usamos as técnicas desenvolvidas
no Capitulo 1.

Seja R uma algebra finitamente gerada sobre um anel F-finito A de caracteristica
p > 0. Note que R é A[R”]-m6dulo finitamente gerado, e como A é F-finito, temos que
R é RP-médulo finitamente gerado, ou seja, R é F-finito.

Lema 3.3.1. R é R-médulo i direita fielmente plano.

Demonstracdo. Seja N #0um R-médulo (a esquerda). Localmente, temos que R ®g
N # 0, pois R® & livre, portanto fielmente plano. Logo, R® ®g N # 0 ([?], Thm.
7.2(2)) ]

Teorema 3.3.2. Seja R uma dlgebra regular finitamente gerada sobre um anel local
regular F-finito de caracteristica p > 0. Seja f € R um elemento ndo-nulo. Entio o

Dg-modulo Ry € gerado por %

Demonstragdo. Para um Dg-médulo M C Ry, identificamos F*M com sua imagem
isomorfa em Ry, via o isomorfismo natural de Dg-médulos @ : F*R ¢ — Ry do Coroldrio
1.4.4 (com Ry visto como um R[F]-médulo unitdrio, onde F : Ry — Ry manda x € Ry
em x”). Entdo, F*M € R-gerado por elementos m?, para m € M C Ry, visto que 9(r®
m) = rm?. Pela Descida de Frobenius (Proposi¢ao 1.4.1), F*M é um Dg-subméddulo de
Ry.

Seja M = Dg- 4. Afirmamos que M C F*M. Visto que F*M é um Dg-submédulo

f
de Ry, € suficiente mostrar que % € F*M. Mas % € M implica que (%)p = fL‘,, eF*M.
Dai fr-! fip = ch € F*M. Isto prova a afirmacao.
Agora tomamos a cadeia ascendente de Dg-submodulos de Ry:
MCFMCF*MCF*MC--
Pelo fato que ch € M implica # =F° (%) € F**M, temos que a unido dos submédulos

desta cadeia € todo R, pois 0 conjunto {#} s gera Ry como R-mddulo. Disto, € sufici-

ente mostrar que M = F*M, dai M = F**M para todo s, e assim obtemos que M = Ry.
Assuma que M C F*M, ou seja, a inclusdo € estrita. Entdo todas as inclusdes da cadeia
acima sao estritas, pois F**(-) = R® ®g (=) e R® é R-médulo fielmente plano. Mas
isso contradiz o fato que, pelo Teorema 1.3.10, o comprimento de Ry como Dg-mddulo
¢ finito. O
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Corolario 3.3.3. Seja R uma dlgebra regular finitamente gerada sobre um anel local
regular F-finito de caracteristica p > 0. Seja f € R elemento ndo-nulo. A cadeia des-

cendente de ideais I (fp‘l) 2 Iz(fpz_l) 2 ---, definida na secdo 2.1, estabiliza.
Demonstragdo. Segue do Teorema 2.3.2 e do Corolario 2.1.6. |

Do Teorema 2.3.2 segue também uma observacao mais geral, que se temos F*M C
M entdo M é também um R[F]-modulo unitario.

Teorema 3.3.4. Seja R uma dlgebra regular finitamente gerada sobre um anel local
regular F-finito de caracteristica p > 0. Seja N um R[F]-mdédulo unitdrio finitamente
gerado. Suponha que M C N é um Dg-submdédulo tal que M C F*M (identificamos
F*M C F*N com sua imagem em N via o isomorfismo estrutural ¢ : F*N — N de N).
Entao M € um R| F]-submodulo unitario.

Demonstragcdo. Para M ser um R[F]-submddulo de N basta mostrar que a inclusdo
M C F*M ¢ de fato uma igualdade. Se a inclusio for estrita, entdo todas as inclusdes
Fs*M C FS*D* M sdo estritas, pois sdo obtidas por tensorizar M C F* M pelo R-médulo
fielmente plano R, Resultando na cadeia estritamente crescente infinita

MCFMCF*MCF¥M¢C--
contradizendo a finitude do comprimento de N como Dg-mddulo, Teorema 1.3.10. O

Para obter o Teorema 2.3.2 deste fato, note que M = Dg - % satisfaz M C F*M e
contém o R[F]-médulo gerado por % de Ry.

Um R-submédulo Ny de um R[F]-médulo unitario N é chamado uma raiz, se Ny
¢ finitamente gerado como R-médulo, Ng C F*Ny e |J; F**Ny = N (Definicdo 1.3.7).
A existéncia de uma raiz é equivalente a dizer que N € finitamente gerado como um
R[F]-modulo, pelo Corolério 1.3.8.

Corolario 3.3.5. Com as hipéteses do Teorema 2.3.4, se ny, ...,n; sdo geradores de uma
raiz de um R[F]-moédulo unitdrio finitamente gerado N, entdo ny,...,n; geram N como
um Dg-moédulo.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.3.4, é suficiente mostrar que o Dg-submddulo M =
Dg-(ny,...,n;) satisfaz M C F*M e contém os R[F]-geradores ny,...,n, de N. A segunda
afirmac@o € trivial, para a primeira observe que, pela defini¢do de raiz, n; = ) r;F(n;)
parar;j € R. Note que F(n;) € F*M, portanto n; € F*M para todo i. O

O coroldrio acima € uma generalizagdo do Teorema 2.3.2, em que Ry € R[F]-

modulo finitamente gerado, com gerador n = ch
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3.4 O caso de uma élgebra finitamente gerada sobre um anel de séries
de poténcias formais

O proposito desta se¢do € mostrar que Ry € Dgy-gerado por ]l( em um importante
caso que nao € coberto pelas secdes anteriores. Seja R uma algebra finitamente gerada
sobre um anel de séries de poténcias formais A = k[[xy,...,x,]] sobre um corpo k de
caracteristica p > 0. O interessante neste caso é que ndo assumiremos que k é corpo
perfeito.

Vamos supor a principio que k € finitamente gerado como k”-mdédulo. Entdo te-
mos que A ¢ finitamente gerado como k[AP]-mddulo, mais ainda R € k[RP]-mddulo
finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.4, Dy = (U Endrr(R). Porém, se k ndo € fi-
nitamente gerado como k”-mddulo, entdo R nem sempre é k[R”]-mddulo finitamente
gerado, logo nao podemos aplicar a féormula acima neste caso.

Sem nenhuma suposicdo sobre k, denotamos por k[[APS]] = k[[x’l’ ‘Y,...,xﬁs]] a k-

S S
subdlgebra de A consistindo de todas as séries de poténcias formais em x’f ,.. Xl com

coeficientes em k, e denotamos por k[[A”'1][RP'] a k[[APS]]—subélgebra de R gerada
pelas p*-ésimas poténcias de todos os elementos de R. O fato que A € finitamente
gerado como k[[AP’]]-médulo para todo s, implica que R é um k[[AP 1)[R?"]-m&dulo
finitamente gerado. Disto, o anel de operadores diferenciais k[[A”' ][RP ]-lineares de R
é Endk[[ AP R,,s](R), devido ao Teorema 1.1.4. Todo operador diferencial k[[AP 1][R"’]-
linear de R € k-linear, portanto Dgy 2 V(R, k), onde

N

Sejam k* = kf%” o fecho perfeito de k, A* = k*[[x1,...,x,]] e R = A*®4 R, onde A* é
visto como uma A-dlgebra via a inclusao natural k[[x1, ..., x,]] € k*[[x1,...,X,]]. Sendo
R finitamente gerado como A-dlgebra, temos R* finitamente gerado como A*-dlgebra,
e portanto noetheriano, pois A* é noetheriano.

Lema 3.4.1. A* é fielmente plano sobre A.

Demonstracdo. A* € plano sobre A, por [?] Thm 22.3(8)(1)(3°), e local ([?] Thm.7.2(3)).
O

Proposicao 3.4.2. Com a notagcdo acima, seja R uma A-algebra finitamente gerada tal
que R* é regular. Entdo R* é F-finito e Dg+ = R* ®g V(R, k).

Demonstracdo. Seja R(k,s) = k[[AP 1][RP’]. Visto que A* € fielmente plano sobre A, o
homomorfismo R — R* induzido pela inclusao natural A — A* € injetivo ([?], Thm.
7.5(1)). Consideramos R como um subanel de R* via esse homomorfismo. Entdo
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KIIAY TR 1 = K*[[A* 11[R?'], a k*[[A* ]]-subdlgebra de R* gerada pelos elemen-
tos de RP". Visto que k* é perfeito,

pS W«

KA IR 1=R", e K[[A” NR"1=R",
ou seja, R* é F-finito.

O homomorfismo de anéis

a®r—ar

¢ KA @y Rk, ) ‘=5 R

¢ claramente sobrejetivo. Afirmamos que ¢ € um isomorfismo. De fato, o homomor-

S s
a®ri—al” @rP

fismo de anéis R* = A*®4 R "% %" k(A" N1 @pury RK, $) € sobrejetivo, pois
cada elemento de k*[[A*pb 1] ®p(1ar* ] R(k,s) é daforma ) ;a; ®a r =>4, a "®rP’, onde
a; € k*[[A*px]],al’. € k[[AP']],r;€R e a;a; € k*[[A*pS]] tem uma p’-ésima raiz em A*

(visto que todo elemento de k*[[A*ps]] tem). A composi¢do desse homomorfismo com

7

v K
¢ produz o homomorfismo de Frobenius R* "2 R Visto que R* é regular, logo lo-
calmente um dominio, esse homomorfismo de Frobenius € injetivo, entdo ¢ € injetivo.
Disto ) )
P * #P
R™ =K[[A" 1] ®k[[Ap“’]]R(k, s).

Isto implica que R ¢ fielmente plano sobre R(k, s) (visto que k*[[A*ps]] ¢ fielmente
plano sobre k[[APs]], Lema 2.4.1).

E ficil verificar que A* = k*[[A*ps]] ®yrar’y A» entao
R*®g(-) A*®@4R®R ()

= A"®s(-)

= KA Ny )

= KA T1@yqgapy R(K: ) @rets) ()

«P°
= R* ®Rpks) (—)-

Em particular, ‘

R*=R'@gR=R" ®R(k.s) R
Vimos que R € finitamente gerado como R(k,s)-mdédulo. Afirmamos que R é R(k, s)-
modulo prO]ethO Visto que R*” ¢ fielmente plano como R(k, s), é suficiente mostrar
que R* = R* ®R(k,s) R € um R* -médulo projetivo. Sendo R* regular F-finito, temos
que R* é localmente R*" "_médulo livre de posto finito, logo projetivo, vide [?] Thm.
7.12.

Se § —» T é um homomorfismo de aneis Noetherianos comutativos € M, N sao
S -médulos, temos 0 homomorfismo de 7-mddulos

R f> (' @xi—1' ® f(x))
T(M,N) : T ® Homg (M, N) — Hom7(T ®s M, T ®s N)
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que € um isomorfismo se M é um S -mddulo finitamente gerado e projetivo. De fato,
Isto € claro se M ¢é finitamente gerado e livre. Em geral, M @ M’ € finitamente gerado
e livre para algum S-mdédulo, entdo 7(M & M’,N)t(M,N)®t(M’,N), e T(M,N) é um
isomorfismo.

Aplicando a § = R(k, s),T = R*ps e M =N =R, temos
Hom,, s (R*,R")=R" ®R(k.s) Hompg(k.5)(R, R) = R* g Hompg 5)(R, R).

Visto que R* ¢ finitamente gerado como R*"-médulo, pela formula do Teorema 1.1.4
temos

Dp- =|_JHom, s (R*,R") = | | R* & Hompq o (R, R).
N N

Isto implica que Dg+ = R* ®g UHomR(k,S)(R,R) = R* ®g V(R,k), visto que produto
S
tensorial comuta com limites indutivos. O

Teorema 3.4.3. Com a notagdo acima, seja R uma A-dlgebra finitamente gerada tal que
R* € regular. Temos que Ry € gerado por % como Dgy-modulo.

Demonstragdo. Visto que V(R, k) € subanel de Dgy, € suficiente mostrar que } geraRy
como V(R, k)-médulo. De acordo com a proposi¢do anterior,

Dg- = R*®g V(R,k)

e existe um funtor
N—R*@gN
V(R,k)—mod —  Dg-—mod
onde para cada V(R,k)-mddulo N, a estrutura de Dg--mddulo em R* ®g N € definida
como segue: se 0 € D+, r®n e R* @ N e d-r= 2 ;(ri®v;), onde r; € R*,v; € V(R,k),
entdo o(r®n) = ) ;(r;®v;(n)) (note que ¢ - r € multiplicacdo de operadores diferenciais).

Sendo A* fielmente plano sobre A, temos R* = A* ®4 R fielmente plano sobre R. Seja

M C Ry 0 V(R, k)-submoédulo gerado por } Tomando o produto tensorial R} =R*®rRy,

concluimos que R* ® M é um Dg+-submddulo de R} contendo ch (identificamos 1 ® f
com f). Pelo Teorema 2.3.2, R*"Q@r M = Rji.. Portanto, como R* € fielmente plano sobre
R, temos que M = Ry. O
Teorema 3.4.4. Com a notagdo acima, seja R uma A-dlgebra finitamente gerada tal
que R* é regular. Se ny,...,n; sdo geradores de uma raiz de um R[F]-moédulo unitario
finitamente gerado N, entdo ny,...,n; geram N como um Dgy.-médulo.

Demonstragdo. E suficiente mostrar que ny,...,n; geram N como um V(R, k)-médulo.
Se ndo, Seja M C N o V(R, k)-submddulo de N gerado por ny,...,n;. Sendo R* fielmente
plano sobre R, temos que R* ®g M é um Dg+-submoddulo de R* ®g N diferente de R* ®g
N. Mas isso contradiz o Coroldrio 2.3.5, pois R* ®g M contém 1Q®nj,...,1 ®n, e esses
elementos geram uma raiz de R* ®g N. O
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O seguinte caso especial dos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4 deve ser enunciado separada-
mente.

Corolario 3.4.5. Seja R uma dlgebra finitamente gerada por sobre um corpo k de ca-

€
racteristica p > 0 tal que k»” ® R € regular. Entao

(a) Ry, para qualquer f € R, € gerado por% como um Dpgy.-moédulo;

(b) Mais geralmente, se ny,...,n; sdo geradores de uma raiz de um R[F']-modulo unita-
rio finitamente gerado N, entdo ny,...,n; geram N como um Dpg.-modulo.



Capitulo I

Uma aplicacao a cohomologia local

4.1 Modbdulos de cohomologia local

Vamos definir o funtor /-torsao I' (em toda secdo, I/ sempre denota um ideal de um
anel comutativo Noetheriano R) e seus funtores derivados a direita H } (i =2 0), chama-
dos funtores de cohomologia local com respeito a /. Para finalizar, exibimos algumas
propriedades. Denotaremos por N, os inteiros positivos, e por Ny, os inteiros nao-
negativos.

Definicao 4.1.1. Para cada R-médulo M, definimos I';(M) = |J,,ex(0 137 I'), 0 conjunto
de elementos de M que sdo anulados por alguma poténcia de I. Note que I';(M) € um
submoédulo de M. Para um homomorfismo f : M — N de R-modulos, temos f(I';(M)) C
I';(N), assim existe um mapa I';(f) : I'7(M) — I';(N) que concorda com f em cada
elemento de I';(M).

E claro que, se g: M — N e h: N — L sdo mais homomorfismos de R-médulos
e r € R, entdo I'y(ho f) =T'1(h) o I'1(f), Ti(f +8) =T1(f) + (), I'i(rf) =r'i(f) e
I'1(idpy) = idr,(m). Disto, I'y € um funtor covariante R-linear da categoria de R-mddulos
nela mesma. (Dizemos que um funtor 7 : R—mod — R—mod € R-linear quando ele é
aditivo e T(rf) = rT(f) para todo r € R para todo homomorfismo f de R-mddulos.)
Chamamos I'; o funtor I-torsdo.

Lema 4.1.2. O funtor I-torsdo I'; : R—mod — R—mod € exato a esquerda.

~ . I 8 A .
Demonstracdo. Seja 0 - L - M — N — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos e R-
homomorfismos. Devemos mostrar que

r I
0 - 0@ 2L ron S ron

ainda é exata. E claro que I';(f) é monomorfismo e segue imediatamente de 3.1.1 que
I'1(g)ol'1(f) =0, logo
Im(I';(f)) < Ker(I'y(g)).

37
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Para mostrar a outra inclusao, tome m € Ker(I';(g)). Disto m € I';(M), entdo existe
neNtal que I"m =0, e g(m)=0. Agora existe [ € L tal que f(/) = m, basta mostrar que
leTj(L). Note que, para cada r € I'"", temos f(rl) =rf(l) = rm =0, logo rl = 0 pois f &
monomorfismo. Portanto /"] = 0. |

Definicao 4.1.3. Para i € Ny, o i-ésimo funtor derivado a direita de I'; é denotado por
Hj e o chamamos de i-ésimo funtor de cohomologia local com respeito a I.

Para um R-médulo M, chamados H ;(M) de i-ésimo mddulo de cohomologia local
de M com respeito a I, e I';(M) de submddulo de I-torsdo de M. Dizemos que M ¢é
livre de I-torsdo quando I'j(M) = 0, e que M € [-torsdo quando I';(M) = M, isto é, se,
e somente se, cada elemento de M é anulado por alguma poténcia de /.

Visto que I'; é covariante e R-linear, automaticamente os funtores de cohomologia
local H; (i € Np) s@o covariantes e R-lineares. E como I'; € exato a esquerda, H? é
naturalmente equivalente a I';.

Seja M um R-mddulo arbitrdrio. Para calcular H;(M) procedemos da seguinte
forma. Tomamos uma resolugao injetiva

Q‘:Od—_: QOd—0>Q1—>---—>Qiii>Qi+1 — .

de M, ou seja, existe um R-homomorfismo a : M — I° tal que a sequéncia
0—)Mﬁ>QOd—O>Q1 —>---—>Q’.ii>QiJrl — ..

seja exata. Aplicamos o funtor I'; ao complexo Q° para obter

05 10 5 110" — - - Ti0) LY Ty > -

e tomamos o i-ésimo modulo de cohomologia desse complexo; o resultado,
Ker(I'(d))/Im(T'1(d"™ ),

é H}(M). Note que, por um fato cldssico de dlgebra homoldgica, H}'(M) independe (a
menos de R-isomorfismo) da escolha de resolugdo injetiva Q°® de M.

4.2 Complexo de Cech e finitude do comprimento na categoria dos
D-moédulos

Nesta se¢do, aj,aa,...,a, (onde n > 0) denotam n elementos que geram /, ¢ M um
R-mo6dulo arbitrdrio. Iremos definir o complexo de Cech C(M)* de M com respeito a
sequéncia ap,ay,...,a,. Esse complexo tem a forma

0 n—1
0o’ S cont = - ey S canyt > o.
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No final, vamos mostrar que, dado um R-mddulo finitamente gerado M, entao os moé-
dulos de cohomologia local de M tem comprimento finito na categoria de Dgr-modulos.
Para a € R, as notagdes R, e M, denotam, o anel e 0 mdédulo de fragdes de R e M com
respeito ao conjunto multiplicativamente fechado {a’ : i € Ny} de R.

Lema 4.2.1. Sejam abe R.. Eg(iste um isomorfismo de R-moédulos u : Mg, — (Mg)p
dado por u(m/(ab)') = (m/a")/b' paratodom € M e todo i € Ny.

Demonstragdo. Suponha que m,y € M e i, j € Ny sdo tais que m/ (ab) = v/ (ab)! em
M. Entdo existe k € Ny tal que

(ab)*((aby/m— (ab)'y) = 0.

Disto, em M, temos b**/m/a’ = b**'y/al, e (m/a')/b' = (y/a’)/b) em (M,)p. Portanto,
existe, de fato, um mapa u : M, — (M), dado pela férmula do enunciado do lema. E
facil verificar que u é R-isomorfismo. O

Observacao 4.2.2. Devido ao Lema 3.2.1, usamos yu para identificar os R-médulos M,
e (M,)p. Dai, quando falamos do R-homomorfismo natural w : M, — M, estamos nos
referindo ao R-homomorfismo natural de M, para (M,)p, onde w(m/a’) = b'm/(ab)’
para todo m € M e i € Ny.

Notacao 4.2.3. Para k € N com 1 < k < n, escrevemos
T(k,n) :={G(1),....i(k)) e N : 1 < i(1) <i(2) < --- < i(k) < n},

o conjunto de todas as sequéncias estritamente crescente de comprimento k de inteiros
positivos tomados do conjunto {1,...,n}. Paraie I(k,n) e 1 < j <k, denotamos o j-
€simo componente de i por i(j), tal que i = (i(1),...,i(k)).

Agora suponhaque k<neseNcom 1 <s<k+1.Seja je I(k+1,n). Entdo
7o (), ey J(5), e jlk+ 1))

¢ asequéncia (j(1),..., j(s—1), j(s+1),..., j(k+1)) de I (k,n) obtido por gr\nitir 0 5-€simo
componente de j. Mais ainda, se t € N com 1 <7 < s, entdo (jf)f = (jf)s_l.

Novamente assumindo k < n, tome i € J (k,n). O n-complemento de i é a sequéncia
j€I(n—k,n)tal que

{1,...n} ={i(1),...,i(k), j(1),..., j(n—=k)}.

Agora vamos definir o complexo de Cech de um R-médulo M com respeito a
sequéncia ap,ay,...,da, € R.

Proposicao 4.2.4 (Definicao). Definimos a sequéncia C(M)* de R-modulos e R-homomorfismos

0 n—1
0o’ S eon' = - o ey S ey o,

como segue:
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(a) C(M)? := M;
(b) parak=1,...,n e com a notagdo 2.2.3,

C(M)k = @iEI(k,n)Mai(l)"'ai(k);

(c) d°: C(M)° = C(M)! é tal que, para cada h = 1,...,n, a composicdo de d° com a
projecdo candnica de C(M)!' em M, € o mapa natural de M para M, ; e

(d) parak=1,..,n—1,ie I(k,n)e je I(k+1,n), acomposicao

k
St S contt S M,

aj(ydjck+1)

M

ai1)Aigk)

(onde o primeiro e o terceiro mapas sao a inje¢do canonica e a proje¢do canonica,
respectivamente) € o mapa natural de Mg, ,...q;, Para M --a;paj(,, Multiplicado
por (=1)7!, se i = j%, paratodo s com1 < s <k+1, e 0 caso contrrio.

Entdo C(M)* é um complexo, e chamamos o complexo de Cech estendido de M com
respeito a ay,...,a,. (Vamos omitir a palavra ’estendido’.)

Denotamos C(R)*® por
d° cd
C*0-C">SCls 0 SC 5 5050,

Demonstragdo. Temos que provar que d*! o d* = 0, para todo k = 0,...,n—2. Seja
m € M. Para mostrar que d' od® = 0, é suficiente mostrar que, para cada i € 7(2,n), o
componente de d' o d°(m) na parcela Mg, a,, de C(M)? é 0. As tnicas contribui¢des
para esse componente que poderiam ser nao-nulos, devem vir das parcelas M, e
Mg, de C (M), Segue que, a componente de d Lo d®(m) na parcela My, q;,, de C (M)?

é (=1)(m/1)+(m/1) = 0. Dai d' 0 d®(m) = 0.

Agora, considere o casa onde 1 < k < n—2. Para mostrar que d**! odk =0, é
suficiente mostrar que, para cada i € 7 (k,n), a restricao de d* 1o dk a parcela May,...ai
de C(M)¥ é zero. Sejame M,e e Ng e j€ I(k+2,n): calculamos a componente de

4o gk ( _ m )
(@i(1)---Qi(k))©

i2)

k+2 £ C_ BN
na parcela Mqy,,...aip de C(M)**~. Esse componente serd nao-nulo somente se i = (j*)',
para alguns inteiros s, com 1 <7< s < k+2, e, quando forem, temos

1=l 1ys-2 e e _1VS—2/_1\t—1 e e
DT D7 agym (D)D) g aggm

(@j(1)--aj+2))° (@j(1y---ajx+2))°

que é zero. Dai d**! o d* = 0, e a prova estd completa. m|
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Exemplo 4.2.5. Vamos escrever explicitamente o complexo de Cech C* = C(R)® de R
com respeito a ay, ..., a,, no caso que n = 3. O complexo é

d° d! d?
0—>R—> Ry ®Ru, ®Ryy — Ruya; ORuyas ®Ruyar — Rayara; — 0

onde os d' (i =0, 1,2) sdo descritos como segue. Para r,71,72,73 ER € ey, e2,e3 € Ny,

P =(1.5.5).

1’1’1
e3 e e3 e () (5]
dl r_lr_zr_3 _ a2r3 3 a3 1¥) al r3 3 Cl3 r Cll r 3 (121”1
al'’a? a (@a3)s  (a2a3)? (a1a3)%  (a1a3)°1 " (a1@2)?  (a1a2)”!
e
€l €2 €3
2 r r r _oan ay 4373
(a2a3)¢1” (a1a3)®?’ (a1a2)% (a1axa3)®  (a1aza3)®  (a1a2a3)®3

Teorema 4.2.6. Sejam ay,...,a, os n geradores do ideal I de R. Existem isomorfismos
naturais . . N .

(Yien, : (H'(C(=)*)ien, = (Hpieny»
ou seja, os modulos de cohomologia local sdo dados pela cohomologia do complexo
de Cech.

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema € dada em [?], Thm. 5.1.20. O

Corolario 4.2.7. Seja M um R-médulo finitamente gerado, onde R é uma dlgebra re-
gular finitamente gerada sobre um anel local regular F-finito de caracteristica p > 0.
Entao, os moédulos de cohomologia local de M, com respeito a qualquer ideal de R, tem
comprimento finito na categoria de Dg-modulos.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, temos que H ;'(M Y= H(C(M)*), para todo ideal
I de R. Entio basta ver que os componentes do complexo de Cech de M, com respeito
a sequéncia ay,...,a, de geradores de I, tem comprimento finito na categoria de Dg-
modulos. Tais componentes sdo soma diretas de localizacdes de M com respeito a
elementos de R, logo temos a igualdade C(M)®* = C* ®g M, onde C* = C(R)®. Assim,

CM)° =CR@rM =R M e
C(M)k = C(R)k ®R M = (®i€f(k,n)Ra,‘(1)...(li(k)) ®R Ma

onde a estrutura de Dg-médulo de C(M)° vem de R, e para C(M Y* vem das localizacgdes
Rayy)..aiy, PATa i € I (k,n). Temos ainda, pelo Teorema 1.3.10, que Ray)..ai, tem com-
primento finito na categoria Dg-mddulos, portanto ®;c Tk Rayy...aiq, também. Como
M é finitamente gerado como R-médulo, temos que C(M)* = C(R)* ® M tem compri-
mento finito na categoria de Dg-mddulos, para todo k. Disto, segue que os médulos de
cohomologia local de M tem comprimento finito na categoria de Dg-mddulos. O
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Corolario 4.2.8. Seja M um R-mdédulo finitamente gerado, onde R é uma dlgebra fi-
nitamente gerada sobre A = k[[x1,...,Xxg]], um anel de séries de poténcias formais so-
bre um corpo k de caracteristica p > 0, como na notagdo da se¢ao 2.4. Suponha que
R* = A* ®4 R é regular. Entao, os médulos de cohomologia local de M, com respeito a
qualquer ideal de R, tem comprimento finito na categoria de Dgy-modulos.

Demonstragdo. Segue de [[?], thm. 5.8(a)] que Ry tem comprimento finito na catego-
ria de Dgj-mddulos. m]
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Apéndice A : Conceitos basicos

A.1 Categorias

Uma categoria consiste de uma cole¢do de objetos, e para cada par de objetos,
um conjunto de morfismos (ou setas) entre eles. A colecdo de objetos de uma cate-
goria C € frequentemente denotada por obj(C), mas denotaremos apenas por C. Se
A, B € C, entdo o conjunto de morfismos de A para B é denotado por Mor(A, B). Um
morfismo € frequentemente escrito f : A — B. Existe uma composi¢ao entre morfismos
Mor(B,C) xMor(A, B) — Mor(A,C), e se f € Mor(A, B) e g € Mor(B, (), entdo a com-
posicdo denotada por go f € Mor(A,C). A composi¢do € associativa: se f € Mor(A, B),
g € Mor(B,C) e h € Mor(C, D), entdo ho(go f) =(hog)o f. Para cada objeto A € C,
existe sempre o morfismo identidade id4 : A — A, tal que a composi¢ado, pela direita
ou pela esquerda, de um morfismo com o morfismo identidade, obtemos 0 mesmo mor-
fismo, ou seja, para quaiquer morfismos f:A —> Beg:B— C,idgof=fegoidg=g.
Note que o morfismo identidade € Unico.

Temos uma nocao de isomorfismo entre dois objetos de uma categoria (um mor-
fismo f: A — B tal que existe algum, ndo necessariamente unico, morfismo g: B — A,
onde fog=idpego f=idy).

Exemplo A.1.1 (Grupos abelianos). Os grupos abelianos, junto com os homomorfis-
mos de grupo, formam a categoria Ab.

Exemplo A.1.2 (Mddulos sobre um anel). Se A é um anel, entdo os A-mddulos formam
junto com os mapas A-lineares formam a categoria Mod,. Tomando A = k um corpo,
temos a categoria Vecy de espagos vetoriais sobre k; e tomando A = Z temos Ab.

Definicao A.1.3. Uma subcategoria A de uma categoria B tem como seus objetos
alguns objetos de B, e alguns de seus morfismos, tal que os morfismos de A inclui o
morfismo identidade dos objetos de (A, e sdo fechados para composi¢ao.

Um funtor covariante F da categoria A para a categoria B, denotado por F : A —
B, € definido da seguinte maneira: F € um mapa de objetos F : obj(A) — obj(B), para
cada A1,A; € A e morfismo m : A; — Ay, temos que F € um mapeia m no morfismo
F(m): F(A;) > F(A3) de 8. F preserva morfismos identidade (para A € A, F(idy) =
idr(a)), € preserva composi¢do (F(momp) = F(my)o F(my)). Note que F' manda iso-
morfismos em isomorfismos. Um exemplo simple € o funtor identidade id : A — A.

45
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Se F: A— Be G:B — C sao funtores covariantes, podemos definir a composi¢ao
GoF : A — C de maneira 6bvia.

Um funtor contravariante é definido da mesma maneira que o funtor covariante,
exceto o sentido dos morfismos (F(A; — Aj) agora € um morfismo de F(A;) para
F(Al)). Dai F(m2 ] ml) = F(ml) o F(mz), € nao F(I’HQ) o F(ml).

Exemplo A.1.4 (Algebra linear). Se Vecy é a categoria dos espacos vetoriais sobre o
corpo k, entdo tomar o dual € um funtor contravariante (-)* : Vecy — Vecy. De fato,
para cada transformacao linear f : V — W, temos a transformagao dual f*: W* — V*,

e(fog) =g of".

Sejam F e G dois funtores covariantes de A para 8. Uma transformacao natural
de funtores covariantes /' — G ¢ definido da seguinte maneira: para cada A € A temos
um morfismo my : F(A) —» G(A) em B, tal que para cada morfismo f: A —» A’ em A,
o diagrama

F(A) —~ Fa")

HZ(jA) S0 G(,L::’

comuta. Um isomorfismo natural de funtores ¢ uma tranformagao natural tal que cada
my4 € um isomorfismo. Seja F : A — B, e suponha que exista F’ : B — Atal que FoF’
é naturalmente isomorfo ao funtor identidade idg e F’ o F' é naturalmente isomorfo a
id#, dizemos que F é uma equivaléncia de categorias. Equivaléncia de categorias é
uma relagdo de equivaléncia em categorias. A no¢do de quando duas categorias sdo
"essencialmente a mesma'"ndo € isomorfismo (um funtor dando bijecdes de objetos e
morfismos), mas equivaléncia.

Exemplo A.1.5. Seja V a categoria cujos objetos sdo os k-espagos vetoriais k", para
n > 0, junto com as transformacdes lineares entre eles. Os objetos de V podem ser k-
espacos vetorias com bases, € 0s morfismos como matrizes. Temos que V — f.d.Vecy
¢ uma equivaléncia de categorias, onde f.d.Vecy € a categoria dos k-espacos vetoriais
de dimensao finita, e € 6bvio que V é uma subcategoria estrita de f.d.Vec.

A.2 Produto tensorial

Seja A um anel e L,M e N A-mddulos. Dizemos que um mapa ¢ : M XN — L é
bilinear se fixando uma das entradas ele € A-linear na outra, isto é, se

o(x+x",y) = p(x,y) +o(x',y), @lax,y) = ap(x,y);

PO,y +Y) = @(x,y) +9(x,Y), ¢(x,ay) = ap(x,y).
Escrevemos L(M,N;L) ou L4(M,N;L) para denotar o conjunto de todos os mapas
bilineares de M X N para L, e esse conjunto tem estrutura de A-médulo (visto que A é
comutativo).
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Se ¢g: L — L’ é um mapa A-linear e ¢ € L(M,N; L), entdo gop € L(M,N;L’). Com
isso em mente, dados M e N, considere um mapa bilinear ® : M X N — Ly tendo a
seguinte propriedade, onde escrevemos x®y ao invés de ®(x,y): Para cada A-mddulo
L e qualquer ¢ € L(M,N; L), existe um tinico mapa A-linear g : Ly — L satisfazendo

g(x®y) = p(x,y).

Se isso acontece, dizemos que Lo é o produto tensorial de M e N sobre A, e escre-
vemos Ly = M ®4 N; as vezes omitimos A e escrevemos M ® N. Assumindo sua exis-
téncia, é unicamente determinado, a menos de isomorfismo. Para provar a existéncia,
escreva F o A-mddulo livre com base o conjunto M X N, ou seja, os elementos de F
sdo combinagdes lineares formais dos elementos de M X NV, isto €, expressdes da forma
Zf‘zl ai(x;,yi), coma; € A,x; € M ey; € N. Seja R C F o submddulo gerado por todos
os elementos da forma

(-x+x,7y) - (x’)’) - (x”)’), (ax’y) _a(x’y)’

(.X,y+y,) - (-x’y) - (X,y/)’ (X,a)’) —a(x’)’)-

Entdo M®N = F/R e escrevemos x®y para denotar a imagem em M ®N de (x,y) € F.
Note que em geral um elemento de M ® N é uma soma da forma ) x; ®y;. Para A-
moédulos M, N e L, a defini¢do de produto tensorial nos da:

Férmula 1. Homy(M®N, L) = L(M,N;L).
Podemos definir mapas multilineares de um produto de A-médulos My, ..., M, para

um A-moédulo L como no caso bilinear, e tomar os médulos L(My,....,M,;L) e M| ®4
---®4 M,; e obtemos ’associatividade’:

Formula2. MM )R M’ =MUM Q4 M’ =Ms (M @4 M”).
E também:

Formula3. M@, N=N®s M,
Formulad. M®,A =M,

Férmula 5. (B, M1)®aN =P (My @4 N).
Se f:M— M'eg:N— N’sdomapas A-lineares, entdo (x,y) — f(x)®g(y) é mapa
bilinear de M x N para M’ ®4 N’, disto podemos definir um mapa linear M ®4 N —

M’ ®4 N’, denotado por f®g:

Formula 6. (f®g)(2;xi®y;) = 2; f(x)®g(i).
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. f g ., ~
Se a sequéncia M| — M, — M3 — 0 é exata, entdo

el g®l1
Mi®N — Mr)®N — M3®@N — 0

também € exata, onde 1(= idy) é o mapa identidade em N. Ou seja:

Foérmula 7. (Tomar produto tensorial € exato a direita)

z

Em geral, se f: M — M’ ¢ injetivo, f®1: M® N — M’ ® N nio necessariamente é

injetivo. Se f®1: M®N — M’ ® N ¢ injetivo, sempre que f : M — M’ for, entdo

dizemos que o A-mdédulo N é plano.

Exemplo A.2.1. Seja A =7Z e N =Z/nZ para algum n > 1. Seja o mapa injetivo f :
n

Z — 7Z dado pela multiplicagcdo por n; Entdo Z@z N =N #0, mas f®1: N >N éo

mapa nulo. Portanto, f® 1 ndo € injetivo.

Sejam A e B anéis, ¢ P um A-B-bimddulo; isto €, para a € A,be Be x € P os
produtos ax e x- b estdo definidos, e sdo compativeis, ou seja

(ax)-b=a(x-b).

Entdo a multiplicacdo por um elemento b € B induz um mapa A-linear de P nele mesmo,
que vamos denotar por b. Isso determina um mapa 1®b: M @4 P - M ®4 P para
qualquer A-mdédulo M, e por definicdo temos uma multiplicagdo por b em M ®4 P,

(Z}’i@)xi)'b = Zy,-@x,-b

para todo y; € M e x; € P, ou seja, uma estrutura de B-mddulo. Disto, € facil verificar
Férmula 8. (M ®4 P)®p N = M ®4 (P®p)N, para todo B-mddulo N.

Sejam f : A — B homomorfismo de anéis e M A-mddulo. Note que B € um A-
B-moédulo, com a-b = f(a)b. Entao B®4 M € um B-mddulo, chamado extensdo de
escalares em M de A para B.

Formula 9. (M ®4 B)®g (M’ ®4 B) = (M®4 M')®4 B

Uma A-dlgebra B € um anel B junto com um homomorfismo de anéis f: A — B.
Seja C com g : A — C, uma outra A-dgebra. Dizemos que AB — C € um homomorfismo
de A-dlgebras se for um homomorfismo de anéis e satisfaz g = 1o f, ou seja, se A for
A-linear também. Podemos tomar o produto tensorial B®4 C, B e C como A-mddulos,
e ainda temos uma A-dlgebra, com produto

[Zbi(X)c,-)[ij@Cj] = Zbibj®cicja
i J iJ

e 0 homomorfismo de anéis A - B®4 C dado pora — a® 1(= 1®a).

Exemplo A.2.2. Se B ¢ uma A-dlgebra e A[X] € o anel de polindmios sobre A, entdo
B®4 A[X] pode ser identificado com B[X].
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A.3 Anéis regulares

Seja A um anel local Noetheriano com ideal maximal m. Seja k = A/m o corpo re-
sidual de A. Como A € Noetheriano, m € finitamente gerado, digamos por ay,as, ...,a,.
Temos que, as classes ay,as,...,a, geram m/m?2, como k-espaco vetorial, disto temos
que dimg(m/m?) < +co.

Lema A.3.1. dimi(m/m?) é o menor nimero de geradores de m.

Demonstracdo. Seja s = dimi(m/m?). Entio podemos encontrar ap,ay,...,ds € m tais
que ai,an,...,a; formam uma base para m/m2. Vamos mostrar que esses elementos
geram m. Seja I o ideal gerado por ay,as,...,a;. Entdo I +m? =m e m(m/I) =m/].
Dai, por Nakayama, temos que m/I = 0. O

Para qualquer s-tpla (ay,as,...,as) de elementos de m tal que (a;,an,...,as) forma
uma base para m/m?, chamamos um sistema de coordenadas em A.

Considere a filtragio m > m? > m? > m* > ... de A. Entdo podemos formar o anel

graduado GrA = @, ,m”/ m?*!. Afirmamos que GrA é k-dlgebra finitamente gerada,
e portanto, anel graduado Noetheriano, vide Lemal.l de [Dra99]. Mais ainda, o mapa
X; — a; € m/m? c GrA se estende a um epimorfismo de k[ X1, X>, ..., X] em GrA.

Definicao A.3.2. Dizemos que o anel local Noetheriano A € dito regular se GrA e
k[X1,X2,...,X,] sdo isomorfos.

Teorema A.3.3. Seja A um anel local regular. Entdo A é um dominio.

Demonstragcdo. Sejam a,b € A com a # 0, b # 0. Entdo podemos encontrar p,q € Z,
tais que a e m”, a ¢ m’*! ¢ b e m?, b ¢ m?*!'. Entdo suas imagens @ € m”/m’*! e
bemi/ mY*! s3o diferentes de zero, como GrA é inteiro, temos que ab # 0. Portanto,
ab # 0. O

Exemplo A.3.4. Sejam k um corpo, A = k[X1, X3,...,X,;] 0 anel de polindmios em n-
varidveis com coeficientes em k e A = k[[X{, X2, ..., X,,]] 0 anel de séries de poténcias
formais em n-varidveis com coeficientes em k. E facil verificar que A é um anel local
Noetheriano com ideal maximal m gerado por X1, X>,...,X,,. E também, que o mapa
candnico de k[X1,X>, ..., X,] em GrA é claramente um isomorfismo.

Teorema A.3.5 (Serre). Seja A um anel local regular e P um ideal primo, entdo Ap é
regular.

Demonstracdo. Theorem 19.3 de [?]. O

Definicdao A.3.6. Um anel Noetheriano R é dito regular se a localizagdo em cada ideal
primo € regular. E pelo teorema anterior, R é regular se a localizagdo em cada ideal
maximal for regular.
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Exemplo A.3.7. Para cada x € k", denotamos por m, o ideal maximal de A gerado por
X1 —x1,X0 —x2,...,X, — xn; € Ay a localizagdo de A nesse ideal maximal. Temos que,
A, é um anel local Noetheriano com ideal maximal n, = (m,),. O automorfismo de A
definito por X; — X; —x;, 1 <i < n, nos fornece um isomorfismo de Ag em A, para cada
x € k"". por outro lado, 0 homomorfismo natural de A em estende a um monomorfismo
de Ag em A. Esse monomorfismo preserva filtracdes e induz um isomorfismo candnico
de GrAy em GrA. Portanto, os anéis A, x € k", sdo anéis locais regulares, ou seja, A €
anel regular.

Por fim, a importancia de anéis regulares nesta dissertacdo € devido a este resultado
crucial:

Teorema A.3.8 (Kunz). Seja R anel local regular de caracteristica p, entdo R é médulo
plano sobre o anel RP’, para todo s € Z..

Demonstragdo. [?] O



Apéndice B : Operadores diferenciais

B.1 Operadores diferenciais em caracteristica zero

Sejam k um corpo de caracteristica zero € A uma algebra sobre k. Seja Endi(A)
a élgebra dos endomorfismos k-lineares de A. Consideramos o comutador [S,7] =
ST —-TS em Endi(A). Claramente, Endi(A) contém, como uma subdlgebra, o conjunto
End4s(A) dos endomorfismos A-lineares. Identificando cada elemento a € A com o
endomorfismo A-linear b — ab de End4(A), e todo T € Endi(A) com T(1) € A, temos
que A e End4(A) sdo isomorfos e podemos considerar A como subdlgebra de End(A).

Uma k-derivagdo de A é um T € Endi(A) tal que
T (ab) = T(a)b+ aT (b)

para todo a,b € A. Em particular, [T,a](b) = T(ab) —aT (b), isto é, [T,a]l = T(a) € A
para todo a € A. Isso implica que [[7,ap],a;] = 0, para todo ag,a; € A. Esse fato nos
motiva dar a seguinte definicdo. Seja n € Z,. Dizemos que um elemento 7 € Endi(A)
¢ um operador diferencial (k—linear) em A de ordem < n se

[...[[T,a0],a1],....,an] =0

para todo ag,ay,...,a, € A. Denotamos por Diff;(A) o k-espaco dos operadores diferen-
ciais em A.

Teorema B.1.1. Seja T,S dois operadores diferenciais de ordens < n, < m respectiva-
mente. Entdo T'S é um operador diferencial de ordem < n + m.

Demonstracdo. Provamos por inducdo em n+m. Sen=m =0, T,S € End4(A), dai
TS € Ends(A), ou seja, um operador diferencial de ordem 0. Assuma que vale para
n+m— 1. Entao

[TS,al=TS(a)—aTS =TI[S,al+I[T,alS,

e [T,a] e [S,a] sdo operadores diferenciais de ordem <n—1 e < m— 1 respectivamente.
Por indugdo, [T'S,a] € um operador diferencial de ordem < n+m — 1. Portanto, T'S é
de ordem < n+m. O

51



B.1. OPERADORES DIFERENCIAIS EM CARACTERISTICA ZERO 52

Disto temos que Diffy(A) € uma subdlgebra de End;(A), chamamos dlgebra dos
operadores diferenciais k-lineares de A. Facamos F,Diffy(A) = {0} paran<0e

E,Diff(A) = (T € Diffy(A); ordem(T) < n}

para n > 0. Claramente, vemos que os F,Diff;(A) formam uma filtracdo crescente
exaustiva ({,ez F,Diffr(A) = Diff;(A)) de Diffx(A) por espacos vetoriais sobre k. Essa
filtragdo € compativel com a estrutura de anel de Diff;(A), ou seja, ela satisfaz

F,Dift(A) o F,,,Diffy(A) C F,1,,,Diffx(A)
para todo n,m € Z.
Lema B.1.2. (i) FoDiffy(A) =A;
(ii) FiDiff;(A) = Dery(A)®A;

(iii) [F,Diffx(A),F,,Diffy(A)] C Fp4m-1Diffr(A), para todon,m € Z..

Demonstragdo. (i) € claro. (ii) Como vimos antes, Deri(A) C F1Dift(A). Paratodo T €
Dery(A), temos T(1)=T(1-1)=2T(1),dai T(1) = 0. Isso implica que Dery(A)NA ={0}.
Seja § e F1Diffy(A)e T =S —S(1). Entdo, T(a) = [T,al(1), e

T (ab)

[T,ab](1)

([T, alb)(1) + (a[T, b])(1)
(b[T,a))(1) + (alT, b](1)
T(a)b+aT(b),

ou seja, T € Derg(A).

(iii) Sejam 7,S de ordem < n,< m respectivamente. Vamos mostrar que [7,S] é
de ordem < n+m— 1. Provamos por indu¢do em n+m. Se n = m = 0, ndo hd nada a
provar. Em geral, pela identidade de Jacobi, temos

(UT,S]),al =[IT,al,S1+I[T,[S,all

onde [7,a] e [S,a] sdo de ordem <n—1 e <m— 1 respectivamente. Dai, por indugao,
[[T,5S],al édeordem <n+m—-2¢e[T,S]deordem <n+m—1. O

Seja A = k[X1, X2, ..., X,]. Entdo denotamos D(n) = Diffy(A). Dizemos que D(n) é a
algebra dos operadores diferenciais em k"*. Sejam 01,0», ...,0, as derivagdes parciais
de A. Para I,J € Z'} facamos

XI — X111X122 .. X’l{z

o' =al'ol .ol
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Entio X/8’ € D(n), e tem ordem < |J| = ji + jo+---+ j,. Mais ainda, se T é um operador
diferencial dado por

T = Z Pi(X1, X, ., X)),
<p

onde P; € A, temos que T € de ordem < p.

Lema B.1.3. Asderivagoesd,03,...,0, formam uma base para o A-mddulo livre Dery(A).

Demonstracdo. Seja T € Deri(A). Tome P; = T(X;), para 1 <i < n, e defina § =
| Pi0;. Claramente,

S(X)) = Pioj(X;)=P;=T(X;)

n
J=1

para todo 1 <i < n. Visto que X1, X,...,X, geram A como uma k-algebra, segue que
T = S. Portanto, 01,0>,...,0, geram o A-mddulo Deri(A). Suponha que Z;’Zl Q;0;=0
para certos Q; € A. Entdo 0 = (Z;le Q,-aj) (Xi) = Q;, para todo 1 <i < n. Isso implica
que 01,02, ...,0, sdo geradores livres de Derg(A). O

Por fim, temos uma caracterizagdo de D(n) que é frequentemente usada, cuja de-
monstracdo serd omitida.

Teorema B.1.4. A k-dlgebra D(n) é a k-algebra gerada por X1, X>,...,X, € 01,02, ...,0p,
satifazendo as seguintes relacoes

(X, X;1=0, [0,0;1=0 e [0;,X;] =0;j
paratodo1 <i<n.

Demonstracdo. [Mil99]. O

B.2 Demonstracao do Teorema 1.1.4

Neste apéndice damos uma demonstracdo do Teorema 1.1.4, baseada no texto [?].

Seja Ig o nicleo do mapa R®; R — R, x®y +— xy, onde k € um anel comutativo e
R uma k-algebra comutativa. Defina 737{ e R®y R/II’%“. Considere SDZ /x COMO uma
R-dlgebra viar —» r®1, e tome d"(r) := 1 ®r. d" define uma estrutura de R-médulo a

direita em P;le/k’ ou seja, a-r := ad"(r), para todo a ESD;/k ereR.

Proposi¢io B.2.1. Sejam k um anel comutativo, R uma k-dlgebra comutativa e Diff / (R
0 R-mddulo dos operadores diferenciais k-lineares de ordem < n de R. Entao,



B.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1.4 54

Demonstragdo. Considere o mapa ¢ : Homg(¥p /k,R) — Diff} R/ «(R), dado por ¢(T') =
T od". O objetivo € mostrar que ¢ € isomorfismo de R-mddulos, e que seu inverso é
/N Diff”/k(R) — HomR(P;’e/k,R), dado por ¥(6) = 6%, com 6*(x®y) := x6(y).

Seja T € Hompg( R/k,R), entao

TS Tod s (Tody,

onde (T od")*(x®y)=xT(d"(y))=T(x®y), logoyop = idHomR(sD;;/k,R)' Sejad e Diﬁc}z/k(R),
entdo
515 5545 5 0 d",

onde 6" od"(r)=6*"(1Q®r) =5(r), logo poy = l‘dDiff;?e/k(R). Basta verificar a boa-defini¢cao
de ¢ e .

Primeiro temos que mostrar que 7 od" € um operador diferencial k-linear de ordem
< nde R, para todo 7" € Hompg( Z R). Visto que T € R-linear e que [T od",F] =T o
[d", 7], € suficiente mostrar que d" € DlﬂcR/k(R,SDﬁ/k), ou seja, [...[[d", 7], 1], ....7n] = O,
para todo ry,...,r, € R.

Observacao B.2.2. Diff”, /k(R /k) ¢ definido de maneira anédloga a Diff /k(R) onde

7 € a multiplicag@o a esquerda por r, ora em R, ora em $ e veja a secao 1.4 de [?].

Seja x € R.

[..[[d", PO, 1], e ] (%)

dn[ . .. n([l_[ VJ]X]+ +( 1)n+1[ rl),dn(x)
i=0 i=0 JEi i=0
1® rj]x+...+(—1) 1[ rlJ®x

J# i=

= 1®[ I’,‘)—[ ri]®[nrj]+...+(—1)”+l[[ I’,')@l}
| \i=0 i=0 Ji i=0

= (1®r,-—rl~®1)]d”(x)
i=0
= (),

:|=
=
L
|
g
=
8

N

I
I =
S
i~
<
|
—_
i
L 3
=3
N’
®
—_

d"(x)

N

na dltima igualdade temos que [ ,(1®r;—r;®1) € 11’5“.

Por ¢ ser k-linear, temos que 6* € k-linear pela definicdo de produto tensorial, e

6" (r- (x®y)) = 6" ((rx) ®y) = (r0)d(y) = r(x6(y)) = ré* (x®Yy),
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ou seja, 0" € R-linear. Agora seja [, x;i®y; € Il’g“,onde x;yi = 0 para cada i. Entdo

n
o X;i ®y;
i=0
n n
= 4§ r xi]® l_[y,-)
i=0 i=0
n n
= { Xi 5[ Vi
i=0 i=0
n n n
= []_ il | vl Joi|= D vwis| [ ] wef+ -+ Joom
i=0 i=0 j#i ij k#ik#j i=0

= 0,

na terceira igualdade usamos o fato de ¢ ser operador diferencial k-linear de ordem
<nde R, [...[[6,y0],y1];--,yu](1) = 0 em R, e na quarta igualdade o fato que cada
XiVi = 0. O

Lema B.2.3. Seja k anel comutativo e R uma k-dlgebra comutativa gerada por ry,...,1].

Entao Ig é gerado por {1®r;—r;® l}fzl como R-médulo.

Demonstracdo. Como R € finitamente gerado por ri,...,7; como k-dlgebra, temos o
isomorfismo de k-algebras R R = k[r;®1,...rn®1,1Q9r(,...,1 ®r;]. Assim o mapa
R®; R — R dado por x®y +— xy, pode ser visto da seguinte forma,

klrel,..,.nel,18r,....10r] — kl[ri,...,r],
ri®l e

1®ri 1.

R ® R tem estrutura de R-dlgebra via r — r® 1. Portanto, R®; R = R[1®ry,...,1 ®r]
como R-dlgebra. Disto, segue que o mapa acima fica

R[1®ry,....,1®r] > R

1®ri 1.
Logo Ig =ker(R® R — R) = (R[1®T11,...,1 ®r;]] = R) é gerado como R-mddulo por
{1®r;— ri}le, sendo r; visto em R®; R, ou seja, {1®r;—r;® 1}521. O

Seja agora R um anel comutativo contendo um corpo k de caracteristica p > 0.
Temos

Lema B.2.4. Seja R um k[R”]-modulo finito com geradores ry,...,r;. Entdo R é gerado
por ri,...,r; COMo k[RPS]-éIgebra, para todo s > 0.
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Demonstracdo. Inducdo em s. Como R € k[R”]-mddulo finito, R = k[RP][ry,...,r7]. Su-
ponha R = k[RP'1[r1,.... 1], para s > 1, queremos mostrar que R = k[Rl’m][rl,...,rl].
Basta ver que RV’ C k[RpM][rl, ...77]. Se x € R, entdo x = p(ry,...,r;), onde p(ry,...,r;)
¢ um polindmio nas varidveis ry,...,7; sobre k[RP'], pois R = k[RP' [y, ... 7] pela hi-
potese de indugao. Portanto, Xl = p(rl,...,rl)pS ¢ um polindbmio em p(ry,...,r;) com
coeficientes em k[RPHl], devido a caracteristica de k ser p > 0. O

Demonstracdo. E facil ver que o mapa
¢ : Endy pps1(R) > HOMR(R @ gps; R, R),
dado por ¢(T)(x®y) = xT'(y) estd bem definido, e tem como inverso o mapa
¥ Homg(R ® s R, R) — Endk[R,,s](R),
dado por ¥(7)(r) = (1 ®r), que também estd bem definido. O

Teorema B.2.6. Se R € k[R”]-modulo finito, entao

N

Demonstragcdo. Digamos que R é gerado por ry, ..., 7; como k[RP]-mddulo. Entdo esses
elementos também geram R como k[R']-dlgebra, para todo s > 0. Para s > 0 faca
t:=Ilp*-1),eB:= k[RP’]. Oideal J := ker(R®pR — R) é gerado por {1®r;—r;®1}
como R-mddulo. Visto que

l
i=1

(1®ri—r®1)’ = 1®rf‘v—rfs®1 =0,

temos que J'*! = 0. E portanto P;Q/B =R®pRe
= HomR(P;/B,R)
= Diffy(R)
C Diff(R),

Portanto,
S

Por outro lado,
Dgie € Dg C UEndRps (R).
S

Logo Dr € U sEndk[Rps](R), pois os elementos de Dgy so k-lineares. O



