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RESUMO

Neste trabalho apresentamos as propriedades bésicas dos ideais fortemente irre-
dutiveis sobre anéis comutativos com unidade. Apresentamos também a relagado entre
ideais irredutiveis, ideais fortemente irredutiveis e ideais primarios. Estudamos anéis
aritméticos e a relacdo de ordem que os ideais destes anéis devem satisfazer ao serem
estendidos em localiza¢des no anel de fra¢des para ideais primos. Caracterizaremos os
ideais fortemente irredutiveis em anéis aritméticos, dominios fatoriais e anéis noethe-
rianos, sendo este tltimo caso para ideais ndo primos. Demonstramos a importancia
das hipéteses para cada tipo de anel e/ou ideal por meio de contraexemplos, deste
modo explorando vérios tipos de particularidades que podem surgir das defini¢des
abordadas. Destaque especial para o resultado que garante que, em um anel aritmético,
todo ideal fortemente irredutivel possui radical primo, e para nossa constru¢do de um
ideal fortemente irredutivel cujo radical ndo é primo (feita em um anel ndo-aritmético),
onde fazemos uso da ferramenta de idealizacdo de médulos abordada nas nogdes iniciais

desta dissertacéao.

Palavras-chave: Ideais fortemente irredutiveis. Ideais irredutiveis. Anéis aritméticos.

Anéis noetherianos.



ABSTRACT

In this work we present the basic properties of strongly irreducible ideals in
commutative rings with unity. We also exhibit the relationship between irreducible,
strongly irreducible and primary ideals. We study arithmetical rings and the order
relation that the ideals of such rings must satisfy after extension at localization at
prime ideals. We characterize strongly irreducible ideals in arithmetical rings, UFDs and
Noetherian rings, the latter case being that of nonprime ideals. We show the importance of
the hypotheses for each kind of ring and / or ideal through counterexamples, exploring in
this way the various types of particularities that can raise from the definitions considered.
Special mention for the result that guarantees that, in an arithmetical ring, every strongly
irreducible ideal has prime radical, and for our construction of a strongly irreducible
ideal whose radical is nonprime (in a nonarithmetical ring), where we use the machinery
of idealization of modules, which is treated on the preliminaries of this dissertation.

Keywords: Strongly irreducible ideals. Irreducible ideals. Arithmetical rings. Noetherian
rings.
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1 NOCOES PRELIMINARES

1.1 Introducao

Um ideal de um anel é dito irredutivel quando ndo puder ser escrito como
intersecdo de dois ideais que o contenham propriamente. Ideais irredutiveis aparecem
naturalmente no estudo da decomposi¢do primdria em anéis noetherianos, pois a
decomposigao primadria neste tipo de anéis se reduz a expressar um ideal como intersecao
finita de ideais irredutiveis (vide Teorema 1.17 e Corolario 1.16). Nesta dissertacdo vamos
estudar a seguinte nogdo: um ideal I de um anel A é dito fortemente irredutivel quando
dados dois ideais J, K no anel tem-se ] N K C I somente quando se verifica ] C I ouK C I.
Demonstraremos, como é esperado, que todo ideal fortemente irredutivel é irredutivel, e
que todo ideal primo é fortemente irredutivel. Também estudaremos os ideais fortemente
irredutiveis em anéis aritméticos. Um anel é dito aritmético se dados quaisquer ideais
I, ], K, entdo eles satisfazem a relacdo (I + J) N K = (I N K) + (J N K). Veremos que nesse
tipo de anel as definigdes de irredutivel e fortemente irredutivel sdo equivalentes. Além
das nog¢des j4 mencionadas vamos estudar os ideais fortemente irredutiveis de um
dominio fatorial e como se relacionam os ideais fortemente irredutiveis de um anel e os

fortemente irredutiveis de sua localizagao.

O Capitulo 1 consiste em preliminares e pode ser omitido pelos leitores familia-
rizados com as nogdes bésicas de Algebra Comutativa. Consideramos neste capitulo
duas se¢des que podem ser consideradas de nivel intermedidrio, a saber: As Se¢ées 1.3
e 1.4. Na primeira destas se¢des trabalhamos com as chamadas familias de Oka, que
consiste numa simples defini¢do que generaliza as demonstragdes de que dado um ideal
cumprindo uma determinada propriedade e maximal a esse respeito seja primo. Na
outra apresentamos as defini¢des de idealizacdo de um moédulo e a caracterizagdo dos
ideais primos, maximais e do radical dessa estrutura, assim como a defini¢do de médulo

injetivo e extensdo essencial.

O capitulo 2 esta baseado nos artigos (HEINZER; RATLIFF JR.; RUSH, 2002)
e (JENSEN, 1966) que trabalham, respectivamente, com as defini¢des e propriedades
dos ideais fortemente irredutiveis e anéis aritméticos. Inicialmente vamos verificar as
relagdes entre ideais fortemente irredutiveis e ideais irredutiveis, bem como as relagdes
entre os ideais fortemente irredutiveis de A e ideais fortemente irredutiveis na localizagao
em um conjunto multiplicativo, mais especificamente provaremos que, sendo S um
conjunto multiplicativo, se Is é fortemente irredutivel, entdo a sua saturagdo também o
serd e se I for fortemente irredutivel e primario de maneira que o radical de I ndo tem

intersecdo com S, entdo Is sera fortemente irredutivel.
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Demonstraremos que em um anel aritmético, as no¢oes de ideal irredutivel e
redutivel coincidem e o conjunto dos divisores de zero do A-médulo A/I formam
um ideal primo, além disso caracterizaremos os anéis aritméticos provando que A é
aritmético se, e somente se, para todo ideal primo de A, os ideais da localiza¢do no
complementar do ideal sdo comparaveis pela relacdo de inclusdo. Também daremos a
caracterizagdo completa dos ideais fortemente irredutiveis em um dominio de fatorial.
Neste tipo de anel veremos que um ideal I serd fortemente irredutivel se, e somente se, o
fato dele conter um produto de fatores irredutiveis, implica que algum dos fatores nele
ja esta e por meio desta caracterizagdo que exibiremos um exemplo de ideal irredutivel

que ndo é fortemente irredutivel (vide o Exemplo 2.17).

Exibiremos uma série de implica¢des e demonstraremos que suas reciprocas ndo
se verificam, a saber: Em um anel noetheriano todo irredutivel é primério; em um anel
aritmético todo primdrio é irredutivel; em um anel aritmético todo ideal fortemente
irredutivel vai possuir radical primo. Destaque para a construcdo do contra-exemplo
de ideal fortemente irredutivel que ndo possui radical primo mesmo se o anel for

noetheriano (vide Exemplo 2.21).

A ultima secdo do Capitulo 2 consiste na caracteriza¢do dos ideais fortemente

irredutiveis de um anel noetheriano que ndo sdo primos.

Neste trabalho todos os anéis sio comutativos com

unidade

1.2 Definicoes basicas

Notagoes:

Os ideais serdo denotados por [, ], K, . . .. Spec(A) denotara a familia dos ideais
primos de A, os que por sua vez serdo denotados por p,q,.... Os ideais maximais
serdo denotados por m, 1, ..., e o conjunto de tais ideais serd denotado por m-Spec(A).
Para o leitor que ndo estd familiarizado com alguma das nog¢des acima, recomendamos
consultar os livros (BORGES; TENGAN, 2015), (EISENBUD, 1995) e/ou (ALTMAN;
KLEIMAN, 2013).

Se M é um A-médulo, denotamos o fato de N ser um A-submédulo de M por
N < M. O submédulo gerado por um subconjunto 8 de um A-médulo M serd denotado
por (8B). O quociente entre dois submédulos N, P de um A-médulo M (ou seja, o
conjunto {a € A : aP C N}) serd denotado por (N : P). Se N = (n), escrevemos (N : P)
como (n : P), e similarmente se P é ciclico. O anulador (0 : N) de um submédulo N de

M sera as vezes denotado por Ann(N), e por Ann(m) quando N = (m). O radical de
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um ideal I em um anel A (ou seja, os elementos a € A tais que a™ € I para algum m > 0)
serd denotado por Rad(I).

Definicao 1.1. Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Um elemento a € A é dito divisor
de zero (em M), se existir m € M \ 0 tal que am = 0. Caso contrario (isto €, se am # 0
para todo m € M \ 0) é dito M-regular. Quando M = A, falamos simplesmente de
divisor de zero ou de elemento regular.

Denotaremos o conjunto dos divisores de zero em M por Zs(M);se M = A, o
denotaremos simplesmente por Z(A). Certamente Z(A) N A* = 0 (onde A* denota o
conjunto dos elementos invertiveis do anel A), pois se a € A* e c € A satisfazem ac =0,
entdo teremos 0 = a~! -0 = a~(ac) = (a'a)c = 1- ¢ = c. Em particular Z(A) € A.

Defini¢dao 1.2. Um ideal I de um anel A é dito regular se I possui algum elemento
regular.

Para o leitor que desejar saber mais propriedades dos ideais regulares, recomen-
damos consultar (GILMER, 1992).

Defini¢ao 1.3. Seja A um anel. Um subconjunto S C A é dito:

* Multiplicativo fechado (ou simplesmente multiplicativo) quando 1 € S e se
s,t € S,entdo st € S.

¢ Saturado quando st € S, implica s, t € S.

Exemplo 1.4.

i) Os conjuntos {0, 1} e {1} sao multiplicativos, mas em geral ndo sdo saturados, pois
podemos ter divisores de zero e/ou elementos invertiveis.

ii) Dadoa € A, o conjunto S, = {1, 4, az, .. .} é multiplicativo, porém ndo necessaria-

mente saturado, pelos mesmos motivo do item anterior.

iii) Se I é um ideal, entdo 1+ I é multiplicativo (ndo necessariamente saturado). Ainda,

o conjunto A \ I é saturado, e serd multiplicativo precisamente quando I for primo.
iv) O conjunto A* dos elementos invertiveis do anel A é multiplicativo e saturado.

v) Se A é um dominio, o conjunto S = {upi--pm : u € A ,m > 0,

z

cada p; é primo} é multiplicativo (trivial), e também é saturado. De fato, se
st € S, digamos st = upq---pm, entdo oubem m =0, isto é, st € A*,logo s, t € A”,
oubem m > 1. Usando que cada p; é primo (ou seja, se p; divide ab, entdo p; divide
a ou p; divide b) concluimos que (reetiquetando se necessario) vale s = s’p1---pr e
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Vi)

vii)

viii)

1.3

t = t'pis1 - - pm. Substituindo na igualdade original e cancelando obtemos s’t" = u,

logo s’,t" € A*, como desejado.

Um subconjunto S é multiplicativo saturado se, e somente se, A \ S
for unido de ideais primos. Este resultado pode ser usado para caracterizar
dominios fatoriais, a saber: um dominio D é fatorial se todo ideal primo nao nulo
de D contém um elemento primo (o reciproco é trivial). Com efeito: Na notagdo
do item anterior queremos provar que S = D \ 0. Ora, temos A \ S = Upes P para
alguma familia ¥ de ideais primos; mas se Q é primo ndonuloentio Q NS # 0

pela hipétese, logo Q ¢ F.

Dado um polindémio f = }.7, fiX' € A[X], definimos o contetido de f como
o ideal c(f) = (fo,..., fm); tal f serd chamado de primitivo se c(f) = A. Se
S ={f € A[X] : f é primitivo}, entdo S é multiplicativo saturado. Com efeito, pela
definicdo de multiplicagdo de polindmios teremos c(fg) € c(f)c(g) € c(f) Nc(g),
logo fg € S implica f, g € S; reciprocamente, se f ¢ ndo é primitivo entdo existe
um ideal maximal m contendo c(f g).Se 0 : A[X] — (A/m)[X] é o homomorfismo
natural (X — X;a € A a+m e A/m), entdo 6(fg) = 6(f)0(g); como (A/m)[X]
€ um dominio, segue que 6(f) =0ou 0(g) =0, isto é, c(f) S mouc(g) € m.

O conjunto S = A\ Z(A) dos elementos regulares em A é multiplicativo saturado.
De fatol € A* C S,eses,t € S, entdo para qualquer ¢ # 0 temos tc # 0 (pois
t é regular), logo (st)c = s(tc) # 0 (pois s é regular), o que mostra que S é
multiplicativo. Por outro lado, se st € Se b # 0 entdo sb, tb # 0, pois do contrario

stb = 0, contradicdo, e assim S é também saturado.

Anéis e modulos noetherianos

Um conjunto parcialmente ordenado (X, <) satisfaz a condi¢do de cadeia ascen-

dente, abreviada pela sigla c.c.a., se toda cadeia de elementos sy < sy < --- <5 < -

em X estaciona, ou mais formalmente, existe um indice n implicando que s; = s, para

todoicomi > n.

Proposicdo 1.5. As sequintes condigoes em um A-médulo M sio equivalentes:

a)
b)

c)

A familia dos submédulos de M, ordenada por inclusdo, satisfaz c.c.a..

Toda familia ndo-vazia de submédulos de M possui um elemento maximal (respeito da

inclusio).

Todo conjunto C de geradores de um submédulo N possui um subconjunto finito Co que
ainda gera N.
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d) Todo submédulo N de M ¢é finitamente gerado.
Demonstragao.

a) = b) Se existe alguma familia ndo vazia de submédulos de M sem elemento maximal,
dado um submédulo N na familia sempre existird outro submédulo P em tal
familia satisfazendo N ¢ P. Dessa forma existeS uma cadeia de submédulos
NiCNa G-~ SN C--e.

b) = ¢) Seja C um conjunto de geradores de um submoédulo N, e considere a familia
¥ dos submédulos (D), onde D é um subconjunto finito de C. Temos ¥ # 0,
porque 0 = (@) € F, logo pela hipétese existirda P maximal em ¥, digamos
P = (Cyp), onde Cp é um subconjunto finito de C. Entdo N = P, pois se m € C,
entdo P + (m) = (CO U {m}> 2 P, sendo que Cyp U {m} é um subconjunto finito de
C, logo pela maximalidade de P teremos P + (m) = P, e assim m € P.

c¢) = d) Tome C = N.

d) = a) Considere uma cadeia Ny € N C ---Nj C --- de submédulos. E fécil ver que
P = szl N; é um submédulo, e devido a hipétese teremos P = (m1, ma, ..., m;).
Deduz-se que existe um indice ¢ tal que m; € N, para cada j, o que mostra que

vale P = Ny, e a cadeia estaciona neste indice. O

Definicdo 1.6. Um A-mdédulo M satisfazendo alguma (portanto todas) das condi¢des da
Proposicdo anterior é dito A-médulo noetheriano. Se M = A, dizemos que A é um anel
noetheriano, e podemos trocar “submdédulo” pelo seu equivalente, a saber, “ideal”, no

enunciado da Proposicao.

Proposicdo 1.7 (Teorema da base de Hilbert). Se A é um anel noetheriano, entido A[X] é
também anel noetheriano.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢do, que exista um ideal I € A[X] que ndo seja
finitamente gerado. Claramente, por estas hipéteses, I # 0, portanto existe f; € I de grau
minimo, cujo coeficiente lider sera denotado por a;. Considere agora fo € I\ (f1) # 0
(pois I ndo é finitamente gerado), de maneira que f, tenha grau minimo, e seja a, seu

coeficiente lider. Prosseguindo t teremos polinémios fi, f2,..., fu, ... cumprindo:

° fi € I\<f1/f2/-~-,fi_1>.

e Denotando o grau de um polinémio g por dg, vamos ter df; < dfi11 para cada i.

§ Usando o chamado axioma da escolha dependente, que afirma o seguinte: Dada uma relagdo R em
um conjunto A, tal que Dom(R) = A (ou seja, para cada a € A existe pelo menos um elemento b € A
com aRb), existe uma sequéncia (a,),>1 de elementos de A tal que a,Ra,+1 para todo n.

De novo, pelo axioma da escolha dependente.
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Considere a cadeia {(a1) C {(ay,a) C ---{ay,ay,--- ,a,) C --- deideaisem A. A
hipétese garante a existéncia de k € N de maneira que a j € (a1,...,ax) paratodo j, o
que em particular nos dé ax; = Zle bja; para alguns by, ..., by € A. Considere agora o

polindmio

h =

k
biXfen=0fi £,

i=1

Segue que o coeficiente do termo de grau d fi41 de h é XX, bia; = a4, e evidentemente
dh < dfks1,logo h e fry1 tém 0 mesmo grau e o mesmo coeficiente lider, e portanto
I(fr+1 — h) < 9 fik41. Pela minimalidade de d fx11 segue que fiy1 —h € (f1, f2, .-, fx);
mas h € (f1, f2,..., fx) por construgdo e, portanto, fr+1 € {f1, f2, ..., fx), contradicdo.
Logo I é finitamente gerado. O

Corolério 1.8. Se A ¢é noetheriano, entido A[X1, X3, ..., X, ] é noetheriano.

Lema 1.9. Seja M um A-médulo, e sejam N um submoédulo e m € M. Seja {n; + a;m}icr um
conjunto de geradores de N + (m) (onde a; € A para cada i € I), e seja {b;}jej um conjunto de
geradores do ideal (N : m). Entdo {n;}ic; U {bjm}cj é um conjunto de geradores de N. Em

particular, se N + (m) e (N : m) sdo finitamente gerados, entido N o seri.

Demonstracido. Claramente ({ni}iel U {bjm}je]> C N.Sen € N C N + (m) entdo existem
ci € A tais que n = Y ci(ni + aym), logo ( Yierciai)m = n — Y cini € N, isto é,
Yier €ii € (N : m). Portanto existem d; € A tais que X;er ¢ili = 2ljej djbj, 0 que implica
n= Zie[ cin; + Zje] dj(bjm) € <{Tli}1’€1 U {bjm}]'€]>. O

Pelo teorema de correspondéncia, se f : A — B é um homomorfismo sobrejetivo
de anéis e A é noetheriano, entdo B também o sera. Similarmente, se M é um A-mddulo
noetheriano (independentemente de A ser ou ndo anel noetheriano)e g : M — N é
uma aplicagdo A-linear sobrejetiva, entdo N também serd um A-moédulo noetheriano.

Isto, junto com o Lema anterior, serd usado no resultado a seguir.

Proposicdo 1.10. Se A é um anel noetheriano e M é um A-médulo finitamente gerado, entdo

M é um A-modulo noetheriano.

Demonstragdo. Por indugdo no nimero n de geradores. Se n = 1 entdo M é imagem
sobrejetiva do A-médulo A, o qual é (anel) noetheriano pela hipétese, logo o resultado
segue. Suponhamos entdo que qualquer A-médulo gerado por menos de 1 elementos
(sendo n > 1 fixo) é noetheriano, e seja M = (my, ..., m,_1,m). Seja P = M [{m), e
considere a projecdo 7w : M — P. Note que vale P = <n(m1), cer, n(mn_1)>, logo P sera
A-mdédulo noetheriano pela hipétese de inducao.

Se N é um submoédulo de M entdo 1(N) o serd de P, logo m(N) sera finitamente

gerado. Ora, pelo teorema de correspondéncia, 1(N) corresponde ao submoédulo
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N + Ker(nr) = N + (m) de M, logo N + (m) sera finitamente gerado. Como (N : m) é
um ideal finitamente gerado (pois A é noetheriano), concluimos do Lema 1.9 que N é

finitamente gerado. O

Definicdao 1.11. Um ideal I # A é dito primadrio se dados x,y € A com xy € I entdo
oubem x € I ou bem existe n > 1 tal que y" € I. Um ideal I é dito p-primdrio se I é
primério e Rad(I) = p. Convém notar que se I é primadrio, entdao Rad(I) é primo.

Presente na defini¢do anterior estd a generalizacdo de aspectos relativos ao anel
dos inteiros Z. Em Z se p é primo e vale p" | rs, entdo p" | r ou p" | s* para algum
k € IN. Este resultado nada mais é do que um corolario do teorema fundamental da
aritmética. O caso n = 1 nos da p primo em Z e ideal primo para anéis em geral. Logo
todo ideal primo é primdrio, mas nao vice-versa. Ademais é na ideia de decomposicao

em fatores primos que baseia-se a ideia de decomposicdo primaria que veremos a seguir.

Lema 1.12. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetivo. Ainda, sejam I um
ideal de B e | um ideal em A tal que ¢(J) = 1. Entdo:

a) ¢~H(I) = J + Ker(¢).

A B

b) J + Ker(¢) T

c) 1 é primdrio se, e somente se, | + Ker(¢) é primdrio.

Demonstragio. Dado x € ¢~(I) temos que existe y € | tal que ¢(x) = ¢(y), logo
x —y € Ker(¢), implicando x € | + Ker(¢). A inclusdo oposta é 6bvia, obtendo a).

¢
Ora, o ntcleo do homomorfismo composto A — B 5 B/, que € sobrejetivo, é
justamente ¢~(I), logo b) segue do teorema do isomorfismo junto com a).

Finalmente, um ideal K em um anel R é primario se, e somente se, R/K # 0 e
Z(R/K) € Rad(0g/k). Ou seja, a condi¢do de K ser primario equivale a uma condicdo
do anel quociente R/K; como tal condicdo evidentemente é preservada por isomorfismo,

o resultado do item c) segue (aplicado aos anéis quociente do item b)). O

Defini¢do 1.13. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I admite uma

decomposic¢ao primadria se existem ideais primérios Py, ..., P, taisque I = ﬂ?zl P;.

Defini¢ao 1.14. Dado I € A um ideal, I é dito irredutivel se ndo puder ser escrito como

intersecdo de dois ideais o contendo propriamente.

Proposicao 1.15. Seja I C A um ideal irredutivel. Entdo 1 é primdrio se, e somente se, para
todoa € Aacadeial C(I:a)C(I:a?)C---C(I:a") C--- éestaciondria.
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Demonstragdo. Seja Rad(I) = p. Se I é primadrio, entdao p é primo. Tomemos a € A,
portantoa € poua € A \ p. No primeiro caso a" € I para algum n € N, ocasionando
(I:a") =(I:a™") = A para todo inteiro positivo i. Se a ¢ p, entdo para cada k € N vale
ak ¢ I, portantose b € (I : a"), entdo ba" € I, logo b € I pois I é primdrio. Isto prova a
inclusdo (I : a”) C I para todo n. Como a outra incluséo é trivial, concluimos que vale
(I :a™) =1 para cada n.

Reciprocamente, sejam a,b € Acom b ¢ I e a ¢ p. Queremos provar que ab ¢ I.
Pela hipétese (do reciproco) a cadeia

IQ(I:a)Q(I:aZ)g---g(I:ak)g.-.

é estacionaria, e assim existe n de maneira que (I : a”) = (I : a"*!). Os ideais I + (b) e
I + {(a") contém propriamente o ideal I, logo pela irredutibilidade de I ndo podemos
ter [ = (I + (b)) N (I + (a")), portanto existe r € [(I + (b)) N (I + (a"))] \ I, ou seja,
r=~£f1+sb=C+ta" ¢ com{y,l €les,t € A. Sefosse ab € I entdo aly + ta"*! =
ar = aly + sab € I, e como at, € I, entdo ta™! € I,isto é,t € (I : a™1) = (I : a"),
ocasionando r = {> + ta" € I, contradi¢do. Segue que ab ¢ I, o que mostra que e I é

primario. O
Coroldrio 1.16. Em um anel noetheriano todo ideal irredutivel é primdrio.

Teorema 1.17. Se A é um anel noetheriano, entio todo ideal de A admite decomposigio primdria.

Demonstragdo. Considere a familia # de todos os ideais que ndo podem ser expressos
como intersecgdo finita ideais irredutiveis. Se F # 0, entdo existe um elemento M que
é maximal nesta familia; tal M é em particular redutivel, logo M = ] N K, onde | e K
sdo ideais e |, K contendo estritamente M. Pela maximalidade de M, segue que |, K
ndo estdo em F e isso nos dd que | = ([, P e K = ﬂ?:l Qj, sendo cada P; e Q;
irredutiveis. Reindexando os termos se necessario, encontramos M = ﬂ,rc:l Py, com cada
P} irredutivel, uma contradi¢do. Assim ¥ = 0, e j& que todo irredutivel em um anel

noetheriano é primario o resultado segue. O

Defini¢ao 1.18. Uma familia de ideais # de um anel A é dita familia de Okase A € ¥
e para quaisquer a € A e qualquer ideal I em A temos que (I : a), I + {(a) € ¥ implica
le¥F.

O estudo das familias de Oka permite generalizar muitas demonstra¢des impor-

tantes da Algebra que envolvem ideais primos. Para saber mais consulte (LAM; REYES,
2009)

Dada uma familia ¥ de ideais em A, denotamos por ¢ a familia complementar,
ou seja, a familia de ideais em A que ndo estdo em ¥ . Com esta notacdo temos o seguinte

resultado:
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Proposicdo 1.19. Seja ¥ uma familia de Oka em um anel A. Se | é um ideal maximal em F ¢
(com respeito a inclusdo), entdo | é primo.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradicdo, que | € F © ndo seja primo. Ja temos | € A
pois A € ¥ . Pela definigdo de ideal primo, temos, por negacado, que existem a, b € A tais
quea,b ¢ ] masab € |. Notemosque | C |+ (a) poisa ¢ [,e ] C (] : a) poisab € ],
logo b € (] : a), e por hipdtese b ¢ |. Pela maximalidade de | segue necessariamente
J+<{a),(J : a) € ¥, mas isso implicaria | € ¥, absurdo. Portanto o ideal | é primo. O

Defini¢do 1.20. Seja M um A-médulo. Umideal I de A é dito M-anuladorse I = Ann(m)
para algum m € M \ 0. Quando M = A, falamos simplesmente de ideal anulador. Um
primo associado de M é um ideal primo que é M-anulador; o conjunto dos primos
associados de M sera denotado por Ass(M).

Proposicdo 1.21. Em cada um dos seguintes casos, os ideais correspondentes formam exemplos
de familias de Oka:

a) Os ideais ndo disjuntos de um conjunto multiplicativo fixado S.
b) Os finitamente gerados.
c) Os principais.

d) Os ndo M-anuladores de um A-médulo M fixado.

Além disso, os complementares das familias dos itens a), b) e ¢) (ordenados por inclusdo), quando
ndo vazios, satisfazem a hipétese do lema de Zorn.

Demonstragio.

a) Sejam S um conjunto multiplicativo que ndo contenha o zero e ¥s a familia dos
ideais | € A ndo disjuntos de S. Tomemosa € Ael C Ataisque (I :a),[+{a) € Fs.
Entdoexistems € ([ :a)NSet €l +{(a),ousejasa€clet=x+bacomxele
b € A. Como S é multiplicativo temos que st € S, todavia st = sx + bsa € I, pois
x€lesael logostelnSele ¥s.

Se 5 # 0 e A é¢ uma subfamilia totalmente ordenada em ¥, é simples provar que
U A € um ideal, e evidentemente | J A € disjunto do conjunto S, logo U A € 7.

b) Seja ¥ afamilia dos ideais finitamente gerados. Como A = (1), entdo é finitamente
geradoe A € ¥.Se ] é umideal e a € A sdo tais que (I : a) e I + (a) sdo finitamente
gerados, entdo I é finitamente gerado pelo Lema 1.9.

Se F¢ # (, considere uma subfamilia A totalmente ordenada em ¥ ¢. Afirmamos

que |J A ndo é finitamente gerado: De fato, se [ J A fosse finitamente gerado,
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d)

digamos |JA = (x1,...,x,), entdo existiriam ideais I, ..., I, em A tais que
x; € I; para todo i. Pela ordenagdo total segue (reetiquetando se necessario)
xi€lielh,I,..., 1,1 C I, implicando | JA C (x1,...,x,) € I, € JA, isto é,
finitamente gerado.

Seja ¥ a familia dos ideais principais. Temos A = (1) € ¥.Sejam [ C Aea € A
tais que I + (a), (I : a) € ¥, digamos [ + (a) = (x +ra) e ([ : a) = (b), com x € .
Para quaisquer I e a vale (I + {a)) (I : a) € I, o que neste caso se traduz em
<(x + ru)b> C I. Afirmamos que vale a inclusdo oposta, do qual decorrera que I é
principal.

Ora, da prova do item anterior obtemos I = (x, ba), logo basta provar que valem
x,ba € <(x + ra)b). Como x,a € [ + {(a) = (x + ra) entdo existem s,t € A de

maneira que

x =s(x+ra);

a=tx+ra).

Da segunda igualdade obtemos ba = t(x +ra)b € <(x + m)b), ecomo x = s(x+ra),
entdo basta demonstrarmos que s € (b) = (I : a), isto é, sa € I. Ora, temos

sra = (1-s)xetx = (1—-rt)a. Estas igualdades podem se expressar matricialmente

-

Denotando a matriz quadrada acima por B e multiplicando por cof(B)" * vem que:

0
0 7

e em particular det(B)a = 0; por outro lado det(B) =1 —s —rt, logo

por
s—1 sr
t rt—1

cof(B)'B = det(B) | *
a

sa:[l—rt—(l—s—rt)]a
= [1 —rt— det(B)]a
=(1-rt)a
=tx €l (poisx €l).
Finalmente, se ¥ ¢ # () e A é uma familia totalmente ordenada em A, entao | J A

nao é principal, pois se existisse a € A tal que | JA = (a), entdo a € | para algum

] € A, o que implicaria | J A = (a), contradigdo.

Seja F a familia dos ideais que ndo sdo M-anuladores. Certamente A € ¥, pois
1 € A. Agora raciocinamos pela contrapositiva: tomemos I ¢ ¥, ousejal = Ann(m)

* Usamos a identidade cof(B)!B = det(B)I, sendo I a matriz identidade.
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para algum m € M \ 0. Se I + (a) é M-anulador, nada temos a fazer; caso contrério
I = Ann(m) ¢ I + (a) e consequentemente a ¢ I. Portanto am # 0, e ja que
Ann(am) ={y € A:yam =0} ={y € A: ya € Ann(m)} = (I : a), concluimos
que (I : a) é M-anulador, isto é, (I :a) ¢ ¥. O

A seguir daremos uma prova alternativa (e mais fécil) do item c¢) da Proposicao

anterior 1.

Lema 1.22. Sejam a,b € A. Entdo {a) N (b) = a(b : a); ainda, se um ideal I C A cumpre
I C{a),entiol =a(l:a).

Demonstracdo. Evidentemente a(b : a) C {(a) N (b).Se x € {a) N (b) entdo x = ar = bs,
com r,s € A. Portanto r{(a) C (b) eassimr € (b :a),logox =ar € a(b : a).

Por outro lado, se I C (a), entdo para cada x € [ vale x = aw, com w € A, e
portanto w € (x :a) € (I : a). Assim x = aw € a(l : a). A inclusdo a(l : a) C I é evidente.
O

Coroldrio 1.23 (Demonstracao alternativa). A familia dos ideais principais é de Oka.

Demonstragdo. Sejam a,b,c € A e I um ideal tais que I + {(a) = (b) e (I : a) = (c). Note
que (I : b) = (I : I+<a)) = (I:a). Como I C (b), entdo pelo Lema anterior temos
I =b(:b)=(bc), como desejado. O

Ainda como consequéncia da Proposicdo 1.21 temos os seguintes resultados:

Coroldrio 1.24 (Cohen). Um anel A é noetheriano se, e somente se, todo ideal primo é finitamente
gerado.

Demonstragdo. Se A e noetheriano o resultado segue pela condicdo d) da Proposicdo 1.5.
Reciprocamente, se A ndo é noetheriano, entdo com as notag¢des do item c¢) da Proposigdo
1.21 teremos ¥ ¢ # 0, logo pelo mesmo item as hipéteses do lema de Zorn sdo satisfeitas,
e desse modo ¥ ¢ possui um elemento maximal, o qual serd primo pela Proposicdo 1.19;

em outras palavras, haverd um ideal primo que nao sera finitamente gerado. O

Lema 1.25. Sejam A um anel, | um ideal fixado e J = {I : I ideal,] 2 ]J}. Se ¥ é uma familia
de Oka, entido G = F U J também o serd. Ainda, se G # 0 e ¥ ¢ satisfaz a hipétese do lema de
Zorn, entdo G° também o fard. Finalmente, todo elemento maximal em G° é maximal em F °.

Demonstragdo. Sejam I idealem Aea € A taisquel + (a)e (I :a)estdoem G.Se I + (a)
e (I : a) estdo em F acabou; caso contrdrio [ + (a) € Jou (I : a) € J,logo I 2 J, pois
I CI+{a),(I:a).Em cadaum doscasosI € G.

1 Aideia do argumento j4 apresentado, usando “algebra linear matricial”, foi dada pelo Prof. Nicolés.
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Por outro lado, se G¢ # 0 e toda cadeia em ¥ ¢ admite cota superior em ¥ ¢, entdo
toda cadeia C em G° possuird uma cota superior em ¥ ¢ (pois G¢ C ¥ °), digamos I; se
K é algum elemento de C entdo K 2 J,logo I 2 K 2 J eassim I € G°. Finalmente, se p é
maximalem G el € F° satisfazI 2 p,entdo I 2 | (poisp 2 J),logol € G edail =p

pela maximalidade de p, o que mostra que p é maximalem F°¢. O

Observacao 1.26. Se | é um ideal em A disjunto de um conjunto multiplicativo S entéo,
com a notagdo da prova do item a) da Proposigdo 1.21, teremos ¢ # 0, logo pelo Lema
anterior (e com sua notagdo) G° possuird, pelo lema de Zorn, um membro maximal, o

qual serd um ideal primo (pela Proposigdo 1.19) disjunto de S contendo J.

Como caso particular, se S = {1} entdo ¥, é justamente o conjunto dos ideais que
ndo possuem o elemento 1, isto é, os ideais préprios do anel A. Ainda, seus membros
maximais sdo justamente os ideais maximais no sentido classico da definigdo, e estes

serdo primos *.

Proposicao 1.27. O radical de um ideal | é a intersegio dos primos contendo J.

Demonstragdo. Se a € Rad(]) entdo a” € | para algum n > 0, logo para qualquer primo
p contendo | teremos a” € p, e assim a € p. Reciprocamente, se a ¢ Rad(J) entdo o
conjunto multiplicativo S, = {a" : n > 0} (vide o Exemplo 1.4, ii)) satisfaz S, N ] = 0,
logo pela Observacdo 1.26 existe um ideal primo p disjunto de S, com p 2 |, e em

particulara ¢ p. O

No capitulo seguinte sera discutida a situagdo em que Rad(I) é um ideal primo,

logo nosso objetivo agora é caracterizar esta situagao.

De maneira geral, seja A um conjunto e seja ¥ uma familia de subconjuntos de
A. Denotamos a intersecdo Njer I por NF (0 que certamente resolve a redundancia da
notagdo original). Gostariamos de expressar N'# usando menos elementos de ¥, ou seja,
queremos achar G C ¥ “interessante” tal que NF = NG. Ora, se I € ¥ ndo é minimal
com respeito da inclusdo, entdo existe | € F tal que | < I, e neste caso podemos tomar

G = F \ {I}. Em outras palavras, podemos omitir o elemento ndo minimal I da familia

7.

Isto sugere que podemos “retirar” todos os elementos ndo minimais de ¥ . Seja
entdo M a subfamilia de elementos minimais de ¥ (com respeito da inclusao, é claro).
Pela observagdo anterior parece ser verdade a igualdade NF = NM. Mas isto é falso:
por exemplo se A é um conjunto infinito e # é a familia dos subconjuntos cofinitos de A
(ou seja, os subconjuntos I de A tais que A \ I é finito), entdo nenhum elemento de ¥ é
minimal, e portanto neste caso teremos NF = 0, enquanto "M = N0 = A Il.

* Lembramos que o argumento usual para demonstrar que um ideal maximal m é primo é o seguinte:
m é maximal & A/m é corpo = A/m é dominio & m é primo.
I Convidamos o leitor a aplicar as defini¢des basicas da teoria dos conjuntos para provar estas igualdades.
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Qual é entdo o problema no nosso raciocinio? Se I € ¥ nao é minimal, digamos
J] @ Icom | € ¥, o que pode ocorrer é que ao retirarmos simultaneamente todos os
elementos minimais também retiremos o elemento J. Uma tentativa de solucao entado é
exigir que exista algum | que ndo seja “retirado”, ou seja, impor a hipétese de que cada

I € ¥ contenha um elemento minimal de #. Com este ajuste a redugdo pode ser feita:

Proposi¢ao 1.28. Dado um conjunto A, sejam F uma familia de subconjuntos de A, e denotemos
a subfamilia dos elementos minimais de ¥ (com respeito a inclusio) por M. Se cada I € F
contém um elemento | € M, entdo vale N\F = NM. Ainda, N\ € F se, e somente se, F possui
um unico elemento minimal, a saber, NF .

Demonstragdo. Obviamente NF € NM. Se a € "M, seja I € ¥ qualquer. Entdo existe
J € Mtal que | C I, logo teremos a € | C I, e assim a € I, 0 que mostra a inclusao

contraria.

Se ¥ possui um tnico elemento minimal, digamos M = {J}, entioNF =] € ¥.
Reciprocamente, se NF = | € F, entdo | C I para cada I € M, logo pela minimalidade
de I teremos | = I, o que mostra que M = {J}. O

Defini¢ao 1.29. Seja I um ideal em um anel A. Um ideal primo p é dito minimal sobre I
se ele for minimal na familia {q € Spec(A) : q 2 I}. Quando I = 0, falamos simplesmente

de primo minimal.

Proposicao 1.30. Seja I um ideal de um anel A. Cada primo q contendo I contém um primo
minimal sobre I. Em particular Rad(I) é a intersegio dos primos minimais sobre I, e Rad(I) é
primo precisamente quando existir exatamente um primo minimal sobre I, em cujo caso serd
justamente Rad(I).

Demonstragdo. Seja H = {p € Spec(A) : q 2 p 2 I}. Temos q € H, e se C é uma cadeia
(ndo vazia) em H, entdo certamente NC é um ideal préprio contendo I. Ainda, se
a,b € A\ NC, entdo existem py, P2 € C tais que a ¢ p1,b ¢ pp. Como C é uma cadeia
entdo temos, digamos p; C py, logo a,b ¢ p1, o que implica ab ¢ p;. Isto mostra que
ab ¢ NC. Portanto H satisfaz as hipéteses do lema de Zorn, e o primeiro resultado segue.

As outras afirmagdes decorrem entdo da primeira junto com a Proposigdo 1.28. O

Proposic¢ao 1.31. Sejam A um anel noetheriano e M um A-médulo ndo nulo. Entdo M possui
ao menos um primo associado. De fato, todo ideal M-anulador estd contido em algum primo
associado maximal de M.

Demonstragdo. Seja | = Ann(m) com m € M \ 0, e seja ¥ a familia dos ideais nédo
M-anuladores. Se J = {I : [ ideal, I 2 |}, entdo pela Proposi¢do 1.21,d) e o Lema 1.25
temos que G = ¥ U J é uma familia de Oka. Ainda, G° # 0 pois | € G°, logo G vai
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possuir pelo menos um elemento maximal (por A ser noetheriano) e pela Proposicao

1.19 tal elemento serd primo, portanto primo associado maximal de M contendo |. O

Proposicao 1.32. Se A é um anel noetheriano e M # 0 é um A-médulo finitamente gerado,
entdo Za(M) é uma unido finita de primos associados maximais de M. Isto vale em particular
para M = A.

Demonstragio. A segunda afirmacdo decorre da primeira pelo fato de A ser finitamente
gerado como A-mddulo. Ora, seja M um A-moédulo finitamente gerado. Sejam ¥ a
familia dos ideais ndo M-anuladores em A e H a familia dos ideais maximais em ¥ ¢
(isto é, dos primos associados maximais de M). Cada p € H é da forma Ann(m,), com
my € M\ 0. Considere o submédulo N = (m, : p € H). Como M é noetheriano (pela
Proposicao 1.10), entdo pela condicdo c) da Proposi¢do 1.5 existem p; ..., px € H tais
que N = (my,, ..., my.).Sep € H entdo

p = Ann(my)
2 Ann(N) (poism, € N)

= Ann((mpl, sy mpk>)

logo p 2 p; para algum j (pois p é primo); como p € ¥ e p; ¢ maximal em F ¢, segue que
p = p;. Isto prova que H = {py, ..., pr}. Finalmente, cada ideal M-anulador est4 contido

em algum membro de H pela Proposi¢ao anterior, logo teremos |J Ann(m)= |J »
meM\0 peH

k
(esta igualdade é o analogo para unides da Proposicao 1.28), isto é, Za(M) = (U p;. O
i=1

Coroldrio 1.33. Seja A um anel noetheriano.

a) Um ideal I em A é regular se, e somente se, (0 : I) = 0. Em particular, se | e I sdo ideais
em A tais que I C [, entdo I = (I : J) & oideal | /I possui um elemento reqular.

b) Se I for um ideal primoem Ael C Jentdol = (I :]).

c) Sel, ] sdo ideais em A tais que I é ideal proprioe | € Za(A/I), entdol € (I : ]). Em
particular vale I € (I : Rad(I)).

Demonstragao.
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a) A segunda equivaléncia segue da primeira por conta da igualdade (I : J)/I =
(O /1 ) Se I é regular, entdo existe um elemento x € I regular, logo para todo
a € A\0temos ax # 0, portanto al # 0 e assim (0 : I) = 0 (note que ndo usamos a
hipétese de A ser noetheriano). Por outro lado, se A é noetheriano e I ndo é regular,
entdol C Z(A) = Uile p;, com p; € Ass(A), pela Proposicdo anterior. Por evasao
de primos (ALTMAN; KLEIMAN, 2013, Lemma 3.19) teremos I C p; para algum
j; porém p; = Ann(y) para algum y € A\ 0, portanto y € (0: ) \ 0.

b) Neste caso A/I é um dominio, logo qualquer elemento ndo nulo de J/I serd regular.
Agora aplicamos o item anterior.

c) Neste caso todo elemento de /I é divisor de zero no anel A/I, logo |/I ndo serad
ideal regular. Ainda, lembramos que Rad(I) € Za(A/I). O

Proposicdo 1.34. Sejam A um anel noetheriano, I um idealde Ae | = \J (0:1"). Dada uma

nelN
n

decomposicio primdria 0 = () q;, com cada g; sendo p;-primdrio, seja G = {i : p; 2 I}. Entdo

i=1
J=1N a
ieG

Demonstragdo. Seja x € ], digamos xI" = 0. Dado i € G, seja z € I\ p; fixado (o
qual existe pela hipétese sobre 7). Entdo z"x = 0 (pois z"* € I"), logo z"x € q;. Como
z" ¢ p; = Rad(q;) e g; é primdrio, concluimos que vale x € g;.

Reciprocamente, dado x € (1) g;, certamente teremos xI"™ C g; paracadai € G e

ieG

para qualquer m € IN (pois x € g;); por outro lado, se j ¢ G entdo I C p; = Rad(q;), logo
existe kj > 1tal que I* C q; ™, e consequentemente xI*/ € q;. Tomando k como 0 maximo

n
dos kj teremos xI* € g; para todo j (esteja ou ndo tal j em G), e assim xI* € ﬂl g =0,
i=
provandoque x € (0: IF)c J. O

1.4 Idealizac6es de modulos e envelopes injetivos

Nesta secdo serdo apresentadas certas nogdes, as quais serdo utilizadas na
construcdo de um contraexemplo no préximo capitulo (vide o Exemplo 2.21). A principal
nogdo aqui apresentada serd a de idealizacdo que tem muitas propriedades analisadas
em (ANDERSON; WINDERS, 2009).

Defini¢do 1.35. Sejam A um anel e M um A-médulo. Considere o conjunto A(+)M =
A @& M com soma e produto dados por (ai,my) + (a2, ma) = (a1 + az, my + my) e

" De fato, seja D um conjunto finito de geradores de I; existe entdo um inteiro positivo k tal que d* € q;
para todo d € D (pois I C Rad(q;)). E facil ver que I" é gerado pelos produtos de m elementos (ndo
necessariamente distintos) de D. Se m = |D|(k —1) + 1 entdo em cada um destes produtos deve aparecer,
forcosamente, um fator d¢ com ¢ > k, e assim tal produto estd em q; .
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(a1, mq) - (a2, mp) = (araz, a1my + azmy). Com estas operagdes A(+)M vira um anel
comutativo com unidade (a unidade sendo o elemento (1,0)), o qual é chamado de
idealizacdao de M.

Proposicdo 1.36. Sejam I um ideal de A e N um submédulo de M. Entdo I(+)N é um ideal
de A(+)M se e somente se vale IM C N; notando que esta condigio implica que M /N é um
A/I-médulo, com a multiplicagdo escalar dada por (a + I)(m + N) = am + N. Sob esta hipétese,

AM e A (+) M sdo anéis isomorfos
I(+)N " 1 N '

as idealizagoes

Demonstragido. Se I(+)N é um ideal de A(+)M, entdo I(+)N = [I(+)N] . [A(+)M] =
I(+)(IM + N), logo IM + N = N e assim IM C N. Reciprocamente, se IM C N
entdo (como mencionado no enunciado da Proposi¢do) M/N é um A/I-médulo via
(a+1I)(m+ N)=am+ N. Seja

A, M
¢:A+M —— T(+)W
(a,m) —> (a+1, m+N).
Entao

¢l(ar, my) + (a2, ma)| = P(ay + a, my + my)
= ((a1 +a2) +I,(m1 +m2) +N)
=(a1+I,m +N)+(ap+1,my+ N)

=¢(a1, my) + ¢(az, my);

¢ [(ar1, m1) - (a2, ma)| = Pp(araz, aymy + azmy)
= (a1a2 + 1, (aymy + azmy) + N)
=(a1+1,my +N)-(ay+1I,my + N)
= ¢ar, m1) - Pplaz, my);
¢(1a,0m)=(1+1,0+N)
=141, Om/N) -

Isto prova que ¢ € um homomorfismo de anéis. Ora, ¢ é sobrejetivo e ¢(a, m) = (0,0)

se, e somente se,a € [ e m € N, logo I(+)N = Ker(¢) é um ideal em A(+)M. Finalmente,

AHDM A M
~—(+)—. O

I(+)N I 'N

pelo teorema do isomorfismo teremos

Note que o resultado anterior ndo descreve todos os ideais de A(+)M, mas
apenas aqueles que sdo produto cartesiano de um ideal e de um submédulo; contudo,

provaremos a seguir que certos ideais sdo necessariamente desta forma:
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Lema 1.37. Os ideais de A(+)M contendo 0(+)M sdo da forma I(+)M para algum ideal I C A,

A+M A
i ((+))M =T Em particular 1(+)M é primo se e somente se I o for.

e vale

Demonstragio. A projegdo 1 : A(+)M — A é um homomorfismo sobrejetivo de anéis, e
(a,m) € Ker(n) & a =0, logo Ker(n) = 0(+)M. Pelo teorema de correspondéncia, os
ideais em A(+)M contendo 0(+)M serdo precisamente os da forma 7~1(I), para algum

ideal I em A. Como n~!(I) = I(+)M, o primeiro resultado segue.

A A
Note que 7 é isomorfismo se M = 0, ou seja A(+)0 =~ A, e portanto T (+)0 ~
A(+)M
I(+)M

Proposicao 1.38. Os ideais primos de A(+)M sdo precisamente os da forma p(+)M, com

pela Proposigdo anterior. A tltima afirmacdo é evidente. O

p € Spec(A). Ainda, p(+)M serd primo minimal se, e somente se, p for primo minimal em A.
Em particular Rad(0a(+)m) € Spec(A(+)M) < Rad(04) € Spec(A).

Demonstragdo. Seja q € A(+)M um ideal primo. Observamos que (0, m)(0, n) = 0 para
todos m,n € M, portanto (0(+)M)2 =0 C q e assim O(+)M C q. Pelo Lema anterior
existe um ideal primo p C A tal que q = p(+)M. O reciproco decorre do mesmo Lema,
e a afirmacdo sobre primos minimais segue da equivaléncia I(+)M 2 [(+)M & 12 ].
Finalmente, a equivaléncia da primalidade de radicais segue da afirmacado anterior junto

com a Proposicao 1.30. 0O

Definic¢do 1.39. Um A-moédulo Q é dito injetivo se, dado um homomorfismo injetivo

f : N = M e qualquer homomorfismo ¢ : N — Q, entdo existe um homomorfismo
p:M—>Qtalquedp =g@of.
©
Nl

Defini¢ao 1.40. Sejam E um A-médulo e M € E um submoédulo. Dizemos que E é
extensdo essencial de M se todo submédulo ndo-nulo N € E cumpre NNM # 0. Se E

é ademais um A-moédulo injetivo, dizemos que E é um envelope injetivo de M.

Teorema 1.41. Todo A-médulo M admite um envelope injetivo.

Demonstragdo. Vide (EISENBUD, 1995, Proposition-Definition A3.10).

1.5 Anéis e médulos de fracoes

Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativo de A. Definimos em A X S a

relagdo (a,s) ~ (b, r) se, e somente se, existe t € S de maneira que t(ar — bs) = 0. Esta
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relagdo é de equivaléncia e representaremos suas classes de maneira candnica, ou seja,

[(a,s)] = a/s. Definimos a soma e multiplicagdo destas classes por

st

£+B:at+bs_ z_k_ab
st st st

E um exercicio simples verificar que as operacdes estdo bem definidas. O conjunto
dessas classes forma, com estas operag¢des, um anel que é chamado de anel de fracoes
(ou localizacao) de A em relagdo a S, o qual denotaremos por As. Em termos simples a
ideia é construir um anel onde os elementos de S sejam invertiveis. Quando S = A \ p,

com p € Spec(A) (vide o Exemplo 1.4, iii) ), denotaremos o conjunto As por A,.

De maneira similar ao que foi feito para se construir o anel de fragdes, podemos
construir, a partir de um A-médulo M, o médulo de fragdes Mg, que serd conjunto das
fragoes m /s taisque m € M es € S C A, e a igualdade de fracdes sendo definida de
maneira analoga ao caso anterior. Segue que Ms é um As-mdédulo com as operacdes de
soma e de multiplo por escalar naturalmente definidas.

A aplicagdo ¢s : M — Mg dada por ¢s(m) = m/1 é A-linear, onde Ms é
considerado A-mdédulo por restricdo de escalares. Se M = A, entdo a aplicagdo é de fato

um homomorfismo de anéis.

Dado outro A-médulo N e uma aplicagdo A-linear f : M — N, entdo fs :
Ms — Ng dada por fs(m/s) = f(m)/s, é bem definida, e serd uma aplicacdo As-
linear. Ainda, se P é outro A-médulo e g : N — P é A-linear, entdo claramente vale
(g0 f)s=gso fs: Mg — Ps.

Definicao 1.42. Seja X C M. A S-extensdo de X é o As-submoédulo em Mg gerado por
$s(X), a qual serd denotada por Xs. A S-saturacdo de X é o conjunto X° = qbgl(Xs).
Note que sempre vale X € X°. Quando ocorrer X = X° dizemos que X é S-saturado.

Observacdo 1.43. Se X é um A-submoédulo de M, entdo a notagdo Xs é ambigua, uma
vez que Xs também denotard o As-moédulo de fragdes de X; esta ambiguidade serd
resolvida na Proposicdo 1.48, e por isto ndo introduziremos uma notacdo adicional para
diferenciar as duas situa¢des. Também observamos que as operacdes de extensdo e
saturagdo sdo claramente monétonas, ou seja, se X C Y € M, entdo valem X5 C Ys e
X5 Cvs.

Lema 1.44. Sejam N um A-submédulo de M e P um Ag-submédulo de Ms.
a) Se L = qbgl(P), entdo para todos m € M es € Swvale m/s € P & m € L, e
P={m/s:me€L,s €S} =Ls;ainda, L é S-saturado.

b) Para todos m € Mes € S vale m/s € Ns & m € N¥; ainda, N° é S-saturado,
Ns={m/s:m e N%,s €S} e (N°)s = Ns.
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c) Para todos m € M es € S vale m/s € Ns & um € N para algum u € S; em
particular N° = {m € M : um € N paraalgum u € S}. Ainda, vale a igualdade
Ng={n/s:n e N,s € S}.

Demonstragio.

a) Paratodosm € Mes € Svale ! € P & T € P (pois § € A}), o que prova a
primeira equivaléncia e a igualdade P = {m/s : m € L,s € S}. Como ¢s(L) C P
entdo Ls = (¢gs(L)) C P; reciprocamente, se 22 € P entdo m € L, logo Z =
Ls(m) € (¢s(L)) = Ls. Assim P = Lg,logo L® = ¢p5'(Ls) = ¢ (P) = L, isto é, L
é S-saturado.

b) Segue do item anterior tomando P = N, pois neste caso L = ¢3! (Ns) = N°.

c) Se L € Ng = (¢s(N)) entdo Z = Zle‘;—:%, coma; € A, t; € Sen; € N para
cada i. Se t = ]_[i-‘=1 tientio t € Set = b;jt; com b; € S, logo I = ¥,

n = Zlle a;bin; € N. Portanto existe w € S tal que wtm = wsn € N, e assim

sendo

um € N com u = wt € S. Reciprocamente, se um € N para algum u € S, entdo
2= Lps(um) € (ps(N)) = Ns.

Disto junto com o item anterior obtemos que para todo m € M vale m € N° <
m/l € Ns & um € N paraalgum u € S, provando a primeira igualdade de
conjuntos. Como N C N*° entdo {n/s : n € N,s € S} C N pelo item anterior;

reciprocamente, se I € Ns entdo m € N 5,logoum =n € N paraalgumu € S, e

n

m _
portanto T = -,

o que prova a segunda igualdade de conjuntos. O

Proposicao 1.45. Sejam A um anel, S um subconjunto multiplicativo de A, e M um A-médulo.

a) Existe uma bijecdo entre a familia dos As-submodulos de Mg e a familia dos A-submoédulos
S-saturados de M, dada por N — Ng; P +— qbgl(P) (para N < M, P < Ms). Ainda,
estas correspondéncias preservam inclusoes.

b) Se I éum ideal primdrio em A com Rad(I) NS = 0, entdo I é S-saturado.

c) O conjunto Spec(As) estd em bijecdo com o conjunto dos ideais primos em A disjuntos de
S, via a correspondéncia do item a).

d) Dado p € Spec(A), o conjunto Spec(Ay) estd em bijegdo com o conjunto {q € Spec(A) :
q C p}, via a correspondéncia do item a).

Demonstragio.
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1) Se N é A-submédulo de M entdo N° = qbgl(Ns) por definicdo, logo se N é S-
saturado teremos N = qbgl (Ns). Também, se P é As-submddulo de Mg, entdo pelo
item a) do Lema anterior temos P = (q’ng(P)) ¢, com qb;l(P) sendo S-saturado.
Como estas correspondéncias sdo dadas por imagens inversas e submédulos

gerados por imagens diretas, segue que elas respeitam inclusdes.

b) Jatemos I C I°, esea € IS, entdo existe s € S tal que as € [;ja que I é primdrio e
s ¢ Rad(I) (pois Rad(I) N S = 0), concluimos que vale a € I.

c) Se q € Spec(As) entao qbgl (q) = p € Spec(A) (pois ¢s é homomorfismo de anéis),
e p é S-saturado pelo item a). Como 1 ¢ p = p5, entdo para todo s € S vale
s=s5-1¢p logopNS = 0. Reciprocamente, se p € Spec(A) satisfazpnN S = 0,
entdo p é S-saturado pelo item anterior; como1 € Sentdo 1l ¢ p = S, logo % ¢ pg
pelo item b) do Lema anterior. Similarmente, se a,b € A e s,t € S satisfazem
a b

ST = % € ps, entdo pelo mesmo item temos ab € pS =, logoa epoubep,e

assim ¢ € ps ou % € ps, 0 que mostra que ps € Spec(As).

d) Imediato a partir do item anterior, tomando S = A\ p. O

Exemplo 1.46. A hipétese de I ser primdrio do item b) da Proposi¢do anterior ndo pode
ser removida. Considere A um dominio fatorial e p, g primos distintos, logo {(p) e ()
sdo comaximais. E simples notar que I = (pg) ndo é primario, além disso Rad(I) = I e
S =1+ (q) cumpre S NI = (), entretanto g € I° \ I, pois como (p) + () = A existem r, s
tais que pr + qs = 1,logo pr =1 —¢gs eassim gpr = g(1 — gs) € L.

Proposicao 1.47. Se a sequéncia de A-médulos N i> M S5 P éexataem M, entio a sequéncia

de Ag-modulos Ng ZS—> Mg 2, Ps é exata em Msg.

Demonstragdo. Como Im(f) = Ker(g) entdo go f = 0,logo gso fs =(go f)s =0, e
assim Im(fs) € Ker(gs). Reciprocamente, se %+ € Ker(gs) entdo @ = Y, e portanto
existe t € S cumprindo tg(m) = 0, o que nos déa tm € Ker(g) = Im(f), e por isto existe
n € N de maneira que tm = f(n), logo 2 = % = fs(Z) € Im(fs), provando a inclusdo

contraria. 0O

Proposicao 1.48. Sejam M um A-médulo, S um subconjunto multiplicativo de A, e | um ideal

em A. Entdo para quaisquer A-submédulos (N;)ier, N, P tem-se:

a) (Xier Ni)g = Zici (Ni)s.
b) NsNPs=(NNP)s; NSNPS=(NNP).

c¢) Rad(])® = Rad(J°); em particular para quaisquer a € A,s € Swvale a/s € Rad(])s &
a € Rad(J®), e Rad(Js) = Rad(])s.
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d)

O As-médulo Ng é isomorfo ao Ag-submoédulo {n/s € Ms :n € N,s € S} de Ms, o
qual também é denotado por N (vide a Observagio 1.43). Ainda, vale Ms/Ns =~ (M/N)s

como Ag-moédulos.

Demonstragio.

a)

b)

d)

Para cada ¢ € I temos Ny C »;c; Ni, o que implica (N¢)s € (Ziel Ni)5/ e assim
Yiei(Ni)s € (Xier Ni)g. Reciprocamente, se z € (X, Ni)s entdo z = 2, com
m € Yic; Ni (pelo Lema 1.44, ¢)), digamos m = Zle n, paraalgunsiy,...,ix €I

kﬂe

com 1, € Nj,, logo %= € (Nj,)s (de novo pelo Lema 1.44, ¢)). Portanto z = }};_; =

2ier(Ni)s.

Como imagem inversa de fung¢do (neste caso a fungao ¢s) preserva intersecoes

arbitrarias, a segunda igualdade decorre da primeira. Se x € Ng N Ps entdo
p

x="%=%comné€N,pePet,s €S . Logoexistev € Stal quevun = vtp € NNP

e desse modo x = 37 € (N N P)s, pelo Lema 1.44, c). A outra inclusao é obvia pois

NNPCN,P,logo(NNP)s € NsNPs.
Afirmamos que para todoa € A etodon > 1, vale
(Fu € S)[ua" € J] & (3s € S)[(sa)" € ]].

Com efeito, a implicacdo direta vale tomando s = u, enquanto a reciproca vale

tomando u = s”. Consequentemente temos Rad(J%) = Rad(])°.

Sea € Mes € S, entdo pelo anterior junto com o Lema 1.44, b) vale £ € Rad(])s
a € Rad(J)° = Rad(J®), e se L = ¢z (Rad(Js)) entdo pelo Lema 1.4, a) teremos
Rad(Js) = Ls; ja que imagem inversa de homomorfismo de anel comuta com
radical entdo L = Rad((j)gl(]s)) = Rad(J®) = Rad(J)®, logo

Rad(Js) = Ls = (Rad(])®) = Rad())s ,
pelo Lema 1.44, b).

A sequéncia 0 — N SMS5M /N — 0 é exata, sendo 7 a inclusdo e 7 a projegao
canodnicas. Pela Proposigdo anterior a sequéncia 0 — N = Ms =M /N =0
também serd exata. Ainda, i5(Ns) serd justamente o conjunto <(p s(N )> da Defini¢ao
1.42, o qual também foi denotado por Ns (vide a Observagao 1.43). Fazendo esta
identificagdo e usando a exatiddo da nova sequéncia obtemos (M/N)s ~ Ms/Ns.
O

Proposicao 1.49. Sejam M um A-médulo finitamente gerado, S € A um conjunto multiplica-
tivo. Entdo Ann(M)s = Ann(Ms).
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Demonstragdo. Se a propriedade vale para dois submdédulos N, P de M, entdo vale para
N + P, pois

[Ann(N + P)|, = [Ann(N) N Ann(P)]
= Ann(N)s N Ann(P)s

Proposicdo 1.48, b)
= Ann(Ns) N Ann(Ps)

Hipotese
= Ann(Ns + Ps)
= Ann((N + P)g) .

Proposigdo 1.48, a)

Assim, 0 caso M = (my, ma, ..., mg) = (my) + (my) + - - - (my) segue por indugdo, o caso
base sendo M = (m), em cujo caso M ~ A/Ann(M) (pelo teorema do isomorfismo,
considerando a aplicagdo a € A — am € M); Ms =~ (A/Ann(M)) s ~ As/Ann(M)s pela
Proposicado 1.48,d), e assim Ann(Ms) = Ann(M)s. O

Coroldrio 1.50. Sejam N, P submédulos de um A-médulo. Se P é finitamente gerado, entdo
(N : P)s = (Ns : Ps).

Demonstragdo. Temos (N : P) = Ann(N+P) N+P . _P

N | € TN = pan este tltimo sendo finitamente
gerado pois P o é. Portanto

(N :P)s = Ann(N +P)
S
N +P
= Ann ( N ) (pela Proposicdo anterior)
S
Ngs + P
= Ann SN S) (Proposicao 1.48,a), d))
S
= (Ns : Ps). O

Defini¢ao 1.51. Sejam A um anel e M # 0 um A-médulo. Um ideal primo p em A é dito
fracamente associado de M se for minimal sobre um ideal M-anulador. O conjunto
destes ideais serd denotado por WeakAss(M).

Obviamente temos Ass(M) € WeakAss(M). Foi provado na Proposigdo 1.32 que
se A é noetheriano e M é A-moédulo finitamente gerado, entdo Z4(M) é unido finita

de primos, a saber, primos associados maximais. A demonstragdo usou fortemente as



Capitulo 1. Nogoes preliminares 30

hipéteses do anel de escalares ser noetheriano, junto com os resultados de familias de
Oka. No caso geral ndo serd possivel repetir este raciocinio; contudo, vale um resultado

semelhante:

Proposig¢do 1.52. Se M # 0 entio Za(M) = | WeakAss(M).

Demonstragido. Se 1 é um ideal M-anulador entdo I é um ideal préprio, logo pela
Proposic¢do 1.30 existe um primo minimal sobre I, o0 qual serd primo associado fraco.
Reciprocamente, seja m € M\ 0 e seja p um primo minimal sobre I = Ann(m). Afirmamos
que, em Ay, o ideal p, é o tinico primo contendo I,. De fato, seja S = A \ p. Todo ideal
primo em A, é da forma q,, onde q € Spec(A) satisfaz q C p, pela Proposi¢do 1.45, d). A
mesma também garante que p e q sdo S-saturados, e portanto (aplicando ¢§1) tem-se
I° € q € p. Como I C I°, segue pela minimalidade de p sobre I que q = p.

Assim, pela Proposi¢do 1.27 teremos Rad(l,) = py, logo se a € p, segue da
Proposicdo 1.48,¢) que a € Rad(I°). Seja n > 1 minimo tal que a” € I°. Entdo ua" € I
para algum u € S, e sa"! ¢ [ para cada s € S. Como I = Ann(m), isto significa
n-1

em particular que vale a € Ann(s), sendo 1 = ua
a€ZsaM). O

m € M\ 0. Isto mostra que

Corolario 1.53. Se I é um ideal em um anel A, entdo todo primo minimal sobre I estd contido
em Za(A/I).

Demonstragdo. Decorre da Proposi¢do anterior tomando M = A/I, e levando em conta
que ] = Ann(m),ondem =1+1eM\0. O

Observacdo 1.54. Com as notagdes da prova da Proposicdo anterior, note que se a € p
entdo I + (a) C Jo = Ann(s1) (pois I = Ann(m) C Ann(ua™ 'm)). Afirmamos que vale
Jo € p. De fato, se t € A\ p = S, entdo pela definicdo de n temos tua""! ¢ I (pois tu € S),
isto é, tua"tm # 0, logo t ¢ Ann(r1). Portanto p é minimal sobre um ideal M-anulador
contendo I + (a). Em particular, se p é finitamente gerado, digamos p = (a1, ..., ax),
entdo aplicando reiteradamente o raciocinio anterior, concluimos que existe um ideal
M-anulador | tal que I +{a1,...,ax) S ] S p,eassimp = | € Ass(M).

Definic¢do 1.55. Uma propriedade P de A-mddulos € dita local se as condigdes a seguir

sdo equivalentes, para qualquer A-médulo M:

1. M satisfaz PP.
2. O Ap-moédulo M, satisfaz IP para todo p € Spec(A).

3. M, satisfaz IP para todo m € m-Spec(A).
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Exemplo 1.56. A propriedade de ser o médulo nulo é local; mais especificamente, dado

m € M, temos as seguintes condi¢des equivalentes:

1. m=0.
2. m/1=0em M,, para cada p € Spec(A).
3. m/1 =0em My, para cada m € m-Spec(A).
As implicagoes (1) = (2) = (3) sdo Obvias, e assim basta demonstrarmos

(3) = (1).Sem € M\0entdo Ann(m) € A,logo Ann(m) C n para algum n € m-Spec(A),
e assim para cada s € A \ n teremos sm # 0, 0 que mostra que vale m/1 # 0 em A,.

Proposic¢do 1.57. Sejam N, P submédulos de um A-médulo M, entdo:
N =P.
Ny = Py, para todo p € Spec(A).

Ny, = Py para todo m € m-Spec(A).

Demonstragido. De maneira andloga ao Exemplo anterior vamos demonstrar apenas
que (3) = (1). Suponhamos que se tenha N,, = P,, para cada m € m-Spec(A), e seja
L =N + P.Entdo Liy/Nmw = (Nm + Pn)/Nm = (N + Nip)/Ny = 0, mas pelo item d) da
Proposicdo 1.48 vale Ly, /Ny = (L/N ). Portanto (L/N),, = 0 para cada m € m-Spec(A),
logo pelo Exemplo anterior temos L/N = 0 e, portanto L = N. De maneira anédloga

prova-seque L = Peassim N =P. O

Definicdo 1.58. A dimensio de Krull de um anel A, denotada por dim(A), é o maior

ndmero natural n para o qual se pode formar uma cadeia

onde cada p; é um ideal primo de A. Caso ndo exista esse ntimero 7, entdo é porque
podemos formar cadeias de comprimento arbitrario, e neste caso definimos dim(A) = co.

Defini¢do 1.59. Definimos a altura de um ideal primo p € Spec(A) (denotada por ht(p)
) por ht(p) = dim(A,). Pela Proposicdo 1.45, d) teremos que ht(p) serd o maior natural n

para o qual existe uma cadeia de ideais primos em A da forma

Po&PL- &P =P,

quando tal n exista; caso contrdrio definimos ht(p) = co. Ainda, para um ideal préprio I

de A, definimos sua altura como sendo
ht(I) = min{ht(p) : p € Spec(A),p 2 I}.

Obviamente temos ht(I) = min{ht(p) : p é primo minimal sobre I }
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Enunciamos a seguir o teorema da altura de Krull, cuja demonstragdo pode ser
encontrada em (BORGES; TENGAN, 2015, Exercicio 7.9)

Teorema 1.60. Sejam A um anel noetheriano e I = (a1, ay, ..., a,) um ideal préprio. Entdo:

1. I C p paraalgum p € Spec(A) com ht(p) < n; em particular ht(I) < n.

2. Se A é dominio, entdo para quaisquer a € A\ 0 e q € Spec(A) minimal sobre {a) vale
ht(q) < 1.

1.6 Dominios de valorizacao discreta

Defini¢ao 1.61. Seja K um corpo. Uma valoriza¢do discreta de K é uma fungdo sobre-

jetiva v : K* — Z satisfazendo, para quaisquer a,b € K*:

* v(ab) = v(a) + v(b); ou seja, v € um homomorfismo do grupo (K, -) no grupo
(Z, +).

* v(a+b) > min{v(a),v(b)}, desde que a + b # 0.

Em particular v(1) = v(1%) = 20(1) e assim v(1) = 0. Analogamente v(-1) = 0,
pois 0 = v(1) = U((—l)z) = 2v(-1). Isto, junto com o fato de v ser homomorfismo de
grupos, implica para todos a,b € K* as igualdades v(a) = v(-a),v(a™!) = —v(a) e
v(ab™') = v(a) — v(b).

O conjunto A, = {a € K : v(a) > 0} U {0} é chamado de anel associado a
valorizagdo v. Afirmamos que A, é realmente um anel, e de fato serd um anel local. Com
efeito, ja temos 0 € A,,esea, b € A, \0, entdo v(a), v(b) > 0,eassimoubema+b = 0ou
bem v(a+b) > min{v(a),v(b)} > 0,etambém v(—a) = v(a) = 0ev(ab) = v(a)+v(b) =0,

o que mostra que a + b, ab, —a € Ay, isto é, A, é subanel de K.

A localidade de A, é garantida, pois se ¢ € A, ndo é invertivel entdo clgA,,
logo v(c™!) < 0; reciprocamente, se ¢ € K* satisfaz v(c) > 0, entdo para todo b € A, \ 0
vale v(cb) = v(c) + v(b) > 0, logo cb # 1 (pois v(1) = 0). Assim, o conjunto das ndo
unidades em A, é precisamente {0} U {c € K" : v(c) > 0}, o qual é um ideal em A, (A

prova é idéntica a prova acima de A, ser subanel de K*).

Finalmente afirmamos que K é o corpo de fra¢des de A,: como v é sobrejetiva,
entdo existe x € K tal que v(x) = 1; em particular x € A,, e para todo y € K\ A, teremos
v(y) = —n, com n > 0, logo v(yx") = 0 e assim ¢ = yx" € Aj}. Portanto y = c/x", com
c,x"e Ay ex™ #0.

Defini¢ao 1.62. Um dominio de valoriza¢ao discreta ¢ um dominio A tal que A = A,

para alguma valorizac¢do discreta do seu corpo de fragdes.
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A seguir apresentamos uma caracterizacdo dos dominios de valorizagdo discreta:

Proposicdo 1.63. Seja (A, m) um dominio local com corpo de frages K. As seguintes condigdes

sdo equivalentes:

a) A = A, para alguma valorizagdo discreta v : K* — Z.
b) A éum dominio de ideais principais que ndo é corpo.
c) A é um anel noetheriano e m é gerado por um elemento nio nulo.
d) A éum dominio fatorial com um tinico elemento irredutivel a menos de associados.
Demonstragio.
a) = b) Uma vez que v é sobrejetiva, entdo, em particular, v(x) = 1 para algum x € A \ 0,

b) = ¢)

c)=d)

d) = a)

eassimx € m = {a € K: v(a) > 0}, logo m como um ideal ndo-trivial de A, e
por isto ndo é corpo. Se I # 0 é um ideal em A, seja b € I com v(b) € N sendo o
minimo possivel. Claramente (b) C I, e se y € I entdo v(y) > v(b) pela escolha
de b, logo v(yb~!) = v(x) — v(b) > 0,logo xb™! = a € A, e x = ba, provando a
inclusao I C (b).

Obviamente A é noetheriano, e ainda m = (x) para algum elemento x € A \ 0 (pois
A ndo é corpo, logo m # 0).

Seja m = (x), com x # 0. Afirmamos que vale (),_1(x") = 0. De fato, dado
a € (,21{x"), a cadeia de ideais (a) C (a:x) C(a:x?)--- C(a:x")--- estaciona

(condigdo a) da Proposicdo 1.5), digamos (a : x™) = (a : x™*1). Ora, a € (x™*1),

M+l comc € A, eassim ¢ € (a : x™*1) = (a : x™), logo cx™ = ra

digamos a = cx
para algum r € A. Substituindo obtemos a = (cx™)x = arx, o que implicaa = 0,
pois caso contrario terfamos 1 = rx, isto é, x € A*, absurdo.

m+1>

7

Consequentemente, para cada b € A \ 0 existe m > 0 tal que b € (x™) \ (x
e portanto b = ux™ com u ¢ (x) = m, isto é, u € A*. Agora afirmamos que x
é um elemento primo. Certamente x ¢ {0} U A*. Sejam a,b € A \ 0, digamos
a=ux",b=wx",comm,n>0eu,we A, esuponha x | ab. Entdo ab ¢ A*

pois x ¢ A*. Como ab = uwx™*"

entdo necessariamente m +n > 1,logom > 1 ou
n>1,eassimx | a oux | b.Isto prova que A admite fatoragdo em primos, isto €,

A é fatorial. Ainda, a prova mostra que x é o tinico primo a menos de associados.

Seja x o tinico elemento irredutivel do dominio fatorial A (a menos de associados).
Todo elemento a € K* é da formaa = b/c com b,c € A\ O, e teremos b = ux"
ec = wx™, commn>0euwe A*. Assima = tx* comt € A*ek € Z.

Definimos v : K* — Z por v(a) = k. Se tx* = ux/,com t,u € A* e k < j, entdo
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xJ7F = tu=! € A*, logo necessariamente j — k = 0 (pois x é irredutivel, logo ndo

invertivel). Isto mostra que v fica bem definida, e claramente A = A,.

Resta provar que v é uma valorizagdo discreta de Ke A, = A. Se a1 = txk e
Ay = thx*2, com ki < ko e tq,tr € A*, entdo v(a1a2) = v(titax¥1*R2) = ky + kp =
v(a1) + v(az). Também, a; + ap = bxk1, sendo b = t; + trpx*2 1 € A.Sea; +a, #0
entdo b # 0,1ogo v(b) > 0, 0 que implica v(a; + az) = v(b) + v(xf) > v(xF1) = ky =

min{v(al), v(az)}. O

Coroldrio 1.64. Em um dominio de valorizagdo discreta D o conjunto dos ideais é totalmente
ordenado.

Demonstragdo. Pela Proposigdo anterior existe um elemento x € D tal que todo ideal em
D é da forma (x™), com m € N, e obviamente vale (x™) C (x") ©®m >n. O

Exemplo 1.65. Dado um anel A, seja A((X)) o conjunto das fung¢des f : Z — A para as
quais existe N = N(f) € Z tal que f(n) = 0 para n < N. Para outra func¢ao g € A((X)),
digamos g(n) = 0 para n < M, definimos a soma e o produto f + g, fg : Z — A por

(f +8)(m) = f(n) + g(n); (f)m) = > f(R)3(j).

k,jeZ

k+j=n
Note que se n < min{N, M} entdo f(n) = g(n) = 0, logo (f + g)(n) = 0, e assim
f + g € A((X)). Por outro lado, dado 7, o conjunto dos pares de inteiros (k, j) com
k+j=ne f(k)g(j) #0,é finito: com efeito, para tais pares teremos necessariamente
k>Nej=n-k>M,logoN <k < n— M. Isto mostra que a soma que define
(fg)(n) é finita, logo (f g)(n) é de fato um elemento de A; ainda, se n < M + N entdo
a desigualdade N < k < n — M é impossivel, logo nenhum par (k,j) comk +j =n
satisfard f(k)g(j) # 0, o que mostra que vale (fg)(n) = 0, e portanto f g € A((X)).

E facil ver que, com estas operagdes, o conjunto A((X)) vira um anel, o qual é
chamado de anel das séries formais de Laurent sobre A. Seus elementos f : Z — A
se denotam por f = 37\ fuX", onde f, = f(n) e N é tal que f(n) = 0 paran < N.
Esta notagdo é conveniente pois permite fazer as operagdes usando as leis formais dos
expoentes com o “simbolo” X * , junto com a propriedade distributiva formal (para

somar os coeficientes em A da mesma poténcia de X).

O anel A((X)) contém, de maneira natural, ao anel das séries formais de poténcias
A[[X]] como subanel, a saber A[[X]] = {f € A((X)) : fn = 0 para todo n < 0}, o qual

* Osimbolo X pode de fato ser interpretado como um elemento de A((X)), asaber, X(1) = 14 e X(n) = 04
para todo n # 1. A tinica precaugdo a ser tomada é continuar interpretando a notacdo de soma infinita
de maneira apenas formal, e manipulando X como elemento apenas quando somas e produtos finitos
sejam envolvidos.
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por sua vez contém como subanel ao anel A[X] dos polindmios com coeficientes em A.
Finalmente, A[ X] contém A como subanel.

Dado f € A((X))\ 0, seja v(f) =min{n € Z: f, # 0}. Ou seja, f = Zflozv(f) fuX",
com fy(s) # 0. Para qualquer outro ¢ # 0, e denotando v(f) = N, v(g) = M, teremos
F+8 = Sucminiuny (fu+gn)X" e £§ = Doy, pp huX". Assimo(f +g) > min{o(f), v(g)}
se f+g #0,ecomohnim = fngmentdo v(fg) > v(f)+v(g)se fg # 0.Se A é dominio
entdo hn+m # 0,logo fg #0ev(fg) = v(f)+ v(g); em particular A((X)) serd também

um dominio.

Por outro lado, f € invertivel em A((X)) se, e somente se, fy for invertivel em
A. Com efeito, se existe g € A((X)) com f g =1 entdo com as notagdes acima teremos
M = -Ne fngm = 1, logo fn € A"; reciprocamente, se fy € A*, entdo f = fNXNh,
onde h € A[[X]] tem termo constante igual a 1. Definindo recursivamente g, por go =1
e gn = — X2y Skhn—k para n > 0, obtemos g = Y0 ¢, X" € A[[X]] tal que gh =1, e
portanto f(f,'XNg) =1, com fi'XNg € A((X)).

Todo o anterior mostra que se A é um corpo entdo K = A((X)) também serd um
corpo, e ainda, a fung¢do v : K* — Z sera uma valorizagdo discreta de K. Note que A,
é precisamente A[[X]], o que mostra que o anel de séries formais de poténcias com

coeficientes em um corpo forma um dominio de valorizagdo discreta.
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2 IDEAIS FORTEMENTE IRREDUTIVEIS

2.1 Propriedades basicas e exemplos

Definicdo 2.1. Um ideal proprio I é dito fortemente irredutivel se dados dois ideais
J, K satisfazendo [N K CI,entdo ] CIou K C I.

Definic¢do 2.2. Um anel A € dito aritmético se para quaisquer trés ideais ideais I, | e K
vale a identidade (I + ) N K = (I N K) + (J N K).

Exemplo 2.3. Todo dominio de ideais principais D é aritmético, pois dados ideais I, | e
K de D temos que existem a,b, ¢ € D tais que [ = (a), ] = (b) e K = {c). Segue que

I+])NK = ({a) + (b)) N {c)
= <mdc(a, b)> N{c)
= (mmc(mdc(a, b), ¢))
= (mdc(mmc(a, c), mmc(b, c)) )$
= (mmc(a, c)) + (mmc(b, c))
= ((@) N () + (<b) N (©))
=(INn])+(JNK).

Lema 2.4. Um anel A éaritmético se, e somente se, para quaisquer ideais I, | e K vale a identidade
IN])+K=(I+K)n(J+K).

Demonstragdo. Suponhamos que A seja aritmético. Entdo vale
I+K)N(J+K) =(In(J+K))+(Kn(J+K))
=((J+K)nI)+K

=(INn])+(INK)+K
=(In])+K.

§ Usamos a identidade mmc(a, mdc(b, ¢)) = mdc(mmc(a, b), mmc(a, ¢)); ou seja, mmc distribui com
respeito de mdc.
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Reciprocamente se para quaisquer ideais I, [ e K temos (I N ]) + K = (I + K) N (J + K),
entao

INK)+(JNK)=(I+(JNK)) N (K+(JNK))
=(I+(JNK))NnK
=(I+])n(I+K)nNnK
=(I+])nK. O

Observacgdo 2.5. Em qualquer anel A sempre vale a inclusdo (I +])NK 2 (INK)+(J NK).
Portanto para um anel ser aritmético, basta valer (I + /)N K € (INK)+ (] N K). A respeito
da outra equivaléncia sempre vale (I N J) + K € (I + K) N (] + K), logo um anel A é
aritmético se, e somente se, (I + J) N K € (I N K) + (] N K) para todos os ideais I, ] e K
em A (ou, alternativamente, (I + K) N (J + K) € (I N K) + K para todos os ideais).

Dentre as propriedades bésicas que demonstraremos no texto estd a de que,
como era de se esperar, todo ideal fortemente irredutivel é irredutivel; mas a reciproca
ndo vale (vide o Exemplo 2.17). A intersecdo de dois ideais fortemente irredutiveis pode
nao ser fortemente irredutivel: por exemplo (2), (3) C Z sdo fortemente irredutiveis
(vide Exemplo 2.3 e o item d) do Lema 2.10); porém (2) N (3) = (6) ndo € fortemente
irredutivel.

Entretanto se I1, I, sdo fortemente irredutiveis, entdo I1 N I cumpre o seguinte:
dados trés ideais J,K,L € A taisque JNKNL C 1N, entdo N K C I; NI, ou
KNLchnhou]NL CIjNI. Com efeito, temos | N KN L C I, > o que nos da pela
irredutibilidade forte de I; e I; que cada um deles contém algum dos trés ideais, logo
I1 N I, conteréd a intersecdo de dois deles (se I; e I, contém o mesmo ideal entdo I1 N I,
conterd duas das interse¢des duplas).

Entre outras propriedades dos ideais fortemente irredutiveis que serdo demons-
tradas no Lema 2.10 estd a de que basta verificar a irredutibilidade forte para ideais
principais, ou seja, I é fortemente irredutivel, se e somente se, para cada a, b € A tais
que {a) N(b) CItem-sea € loub €.

Lema 2.6. Em um anel A as segquintes condigdes sio equivalentes:

¢ Todo ideal de A ¢ fortemente irredutivel.

* Quaisquer dois ideais sdo compardveis.

Demonstragdo. Se todo ideal é fortemente irredutivel, e I, | sdo ideais, entdo I N | é
fortemente irredutivel, logo INJ C INJnosddalI CINJ C Jou]J CInNnjJ Cl
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Reciprocamente se quaisquer dois ideais de A sdo comparéveis, entdo dados I, ], K
ideais arbitrarios satisfazendo | N K C I, sem perda de generalidade podemos supor
JCK,portanto JNK=]CI. 0O

Observacao 2.7. Se os ideais de um anel A sdo linearmente ordenados pela incluséo,
entdo o anel A é aritmético: dados I, ], K C A ideais arbitrarios, afirmamos que vale a
igualdade (I + )N K = (I N K) + (] N K). Como esta igualdade é simétrica em I e ], basta

provéa-la nos trés casos seguintes.

SelCJ]CKentio(I+])NK=]=(INK)+(JNK).Sel C K C | temos
I+]))NnK=]JNK=K=1+K =({INK)+ (] NK). Finalmente se K C I C | entdo
(I+])NnK=K=K+K=(INK)+ (] NK).Os casos restantes decorrem da simetria em
Ie].

A reciproca é falsa, por exemplo Z € aritmético, mas seus ideais ndo sao linear-
mente ordenados; entretanto se A for local e aritmético, entdao todos os seus ideais sao
linearmente ordenados. A caracterizagdo de ideais aritméticos e aritméticos locais do
lema a seguir é devida a (JENSEN, 1966).

Lema 2.8. Seja A um anel. Entio tem-se:

a) Os ideais em A estdo totalmente ordenados por inclusdo se, e somente se, os ideais principais
0 estdo.

b) A é local e aritmético se, e somente se, todos os seus ideais estio linearmente ordenados.

c) A é aritmético se, e somente se, para cada p € Spec(A), os ideais em Ay sdo totalmente
ordenados pela inclusdo.

Demonstragao.

a) A implicagdo direta é clara. Reciprocamente, suponha que para quaisquer a,b € A
valea | boub | a. Se houvessem ideais I, | taisque I € [ e | € I, entdo existiriam
a€l\Jebe|]\Lmasa|boub|a ousea, bec (a) Clouaec(b)C],

contradicéo.

b) Pela Observagao anterior a ordenagao linear de ideais em um anel implica que ele é
aritmético; ainda, ndo podera ter mais de um ideal maximal, pois ideais maximais
diferentes ndo sdo comparaveis. Agora provaremos que se A é local e aritmético,
entdo para quaisquer dois elementos a,b € A tem-sea | b ou b | a, logo pelo item

anterior todos os ideais estardo linearmente ordenados.

Note que {a) C (b) + (a — b), logo por aritmeticidade (a) = ((b) + (a — b)) N (a) =
((ayn(b)) +((ayn{a—Db)).Portantoa = d+(a—b)c = d+ac—bc,onded € {(a)N(b)
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eac —bc € {(a) N (a—b), implicando bc € (a).Se c € A" entao b € (a);sec ¢ A",
entdo1—c € A" (pois A élocal),ecomo a(l—c) =a—ac = d—bc € (b), concluimos
que vale a € (b).

¢) Vimos na Proposigdo 1.48 que localizagdes comutam com soma e interse¢ao de
um nutmero finito de ideais. Consequentemente, se A é aritmético, entdo A, é
aritmético (na verdade qualquer Ag sera aritmético). O reciproco também vale
pois pela Proposigdo 1.57 temos a garantia de que a igualdade entre ideais é uma
propriedade que pode ser checada localmente, logo se A, é aritmético para todo
p € Spec(A), entdo A oserd. O

Observacdo 2.9. O Lema anterior continua valido se trocarmos “p € Spec(A)” por
“m € m-Spec(A)” (pela Proposicao 1.57).

Lema 2.10. Sejam A um anel e I um ideal em A. Entido:
a) Todo ideal fortemente irredutivel é irredutivel. Além disso se A é noetheriano, entdo I é
primario.
b) Todo ideal primo é fortemente irredutivel.

c) Seja S C A um conjunto multiplicativo. Is fortemente irredutivel implica I° fortemente

irredutivel.

d) Se A é aritmético, entdo I é irredutivel se, e somente se, I é fortemente irredutivel e se, e

somente se, Za(A/I) for um ideal primo de A.

e) Sel é fortemente irredutivel e H C I é um ideal, entdo I1/H é fortemente irredutivel em
R/H.

f) Uma condigdo suficiente para que um ideal I seja fortemente irredutivel é que dados
a,beA, (a)n{b) CIimplique quea € Ioub € 1.

g) Se I é fortemente irredutivel e primdrio e S for um conjunto multiplicativo tal que
Rad(I) N'S = 0, entdo Is é fortemente irredutivel em As.

h) Se I é p-primdrio, entdo I, fortemente irredutivel em A, implica I fortemente irredutivel

em A.

Demonstragao.

a) Seja I um ideal fortemente irredutivel e J, K ideais tais que I = | N K. Entdo ja
valem as inclusdes I C ] e I C K. Por hipétese temos que I é fortemente irredutivel,
logo ] € IouK CI.Sem perda de generalidade assumamos | C I e assim I = .

Ademais se A é noetheriano, entdo I é primaério pelo Corolario 1.16.
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b)

c)

d)

f)

g)

Sejam p um ideal primo e J, K ideais cumprindo | N K € p. Logo » 2 JK e pela
definicdo de ideal primo, p 2 Joup 2 K.

Suponha que Is = {a/s :a € I,s € S} é fortemente irredutivel em Ag. Sendo J, K
ideais em A tais que ] N K C I° vem que (JNK)s € (I)s = Is, mas (JNK)s = JsNKs,
portanto Js C Is ou Ks C Is o que nos da (contraindo) | C JSCI°ouK CKS CI°.

Ja demonstramos que todo ideal fortemente irredutivel é irredutivel; demonstrare-
mos, sob as hipéteses apresentadas, a reciproca. Suponhamos que I é irredutivel e
JNK c I. Com isto obtemos (J N K) +I = I, mas pela hipétese de que A é aritmético,
entdiol = (JNK)+I = (] +I)N(K+1I);sendo I irredutivel, segue que I = | + I ou
I =1+ K o quenos d4, respectivamente, ] € I ou K C I.

Suponhamos agora que I é fortemente irredutivel e seja Z = Za(A/I) o conjunto
dos divisores de zero de A/I (como A-médulo). Nosso objetivo é provar que Z é
um ideal primo. Ora, foi visto que Z é préprio e absorve produtos, portanto basta
demonstrar que Z é fechado para somas.

Considere a,b € Z. Existem entdo ¢,d € A\ I de maneira que ac,bd € I.
Afirmamos que (c) N (d) € I, pois caso contrario, pela hipdtese sobre I, teriamos
c € {c) CToud € (d) C I, contradi¢do. Portanto existem k1, k> € A tais que
e =cky =dky e {(c)n{(d)\Ieassim (a+b)e =ae+be =acky + bdky € I, o que
mostra que valea + b € Z.

Reciprocamente se temos Z = p € Spec(A), entdo definindo S = A \ p temos I = I°
pela Proposicdo 1.45, b). Pelo Lema 2.8 segue que os ideais de A, sdo totalmente
ordenados pela relacdo de inclusdo, logo todo ideal em A, é fortemente irredutivel

pelo Lema 2.6. Assim pelo item anterior teremos I° = I fortemente irredutivel.

Dados J*, K* € A/H tais que J*"NK* C I/H sabemos pelo teorema da correspondén-
cia que existem ideais J, K em A contendo H de maneira que [* = J/H, K* = K/H.
Com as consideragdes feitas até aqui vamos ter ] N K C I. Pela irredutibilidade
forte de I segue que ] C I ou K C I, o que nos da, respectivamente, |* C I/H ou
K*CI/H.

Sejam |, K ideais satisfazendo | N K € I. Caso I 2 ], considere a € | \ I fixado.
Entdo para todo b € Kvale (a) N (b) C JNK CIeassimb € I, pois a ¢ I. Portanto
K C I o que mostra que I é fortemente irredutivel.

Suponha que I é fortemente irredutivel e primario e seja S multiplicativo com
Rad(I) N S = 0. Sejam J*, K* ideais em As tais que J* N K* C Is. Entdo existem
ideais J,K em A tais que | = JS,K =K% eJ =Js,K =Kg, 0 que implica
J* N K* = (] N K)s pela Proposicdo 1.48,b), e assim (J N K)s € Is. Contraindo
obtemos (J N K)° = J° N K® (Proposicdo 1.48,b)) = N K C I°, enquanto I° = |
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pela Proposicao 1.45,b). Como I é fortemente irredutivel entdo | C I ou K C I,
implicando em Js = J* C Is ou Ks = K* C Is. Isto mostra que Is é fortemente
irredutivel.

h) Se I é p-primdrio e I, é fortemente irredutivel, entdo pelo item c) segue que I°
é fortemente irredutivel, onde S = A \ p; porém I S=1 pela Proposicdo 1.45, b),
portanto I é fortemente irredutivel. O

Proposicao 2.11. Seja A = BX C com B, C anéis. Se | é um ideal proprio fortemente irredutivel,
entdo existem ideais 11, I, fortemente irredutiveis, respectivamente, em B, C tais que | = I X I5.

Demonstragdo. Seja | € A. Vamos demonstrar que | se escreve como produto direto
de ideais de B e C. Claramente | C mg(J) X mc(J) com mg(J) e mc(J) as projecoes em
B e C. Por outro lado se (x, y) € np(J) X mc(J) entdo existem b € B, c € C tais que
(x,¢),(b,y) €], 1logo(x,y) =(1,0)(x,c)+(0,1)(b, y) € ]. Sejam I, I, tais que ] = I1 X L.
Se I1 ndo fosse fortemente irredutivel, entdo existiriam a, b € B\ I; tais que (a) N (b) C I;;
contudo ((a) x C) N ((b) x0) = ({a) N (b)) x 0 C ], mas nenhum esté contido em J,
contradi¢do. Assim, provamos que [; é fortemente irredutivel, e a demonstragdo de que

I, é fortemente irredutivel é andloga. O

Coroldrio 2.12. Seja A = A1 X --- X A,. Se | é um ideal fortemente irredutivel em A, entdo
existem Iy, . . ., I, fortemente irredutiveis com I; C A; tais que | = I1 X - -+ X I,.

Proposicao 2.13. Seja A um dominio fatorial e I # A um ideal. Entdo as sequintes condigoes
sdo equivalentes:

a) I é fortemente irredutivel.
b) Paratodoa,b € A, mmc(a,b) € I implicaa € [oub € I.

c) Dado um elemento a = H;‘:l p;' €1, onde os p; siio elementos irredutiveis nio associados
~ . "’ ~ n; .
de A e nj sdo inteiros positivos, entio vale p].] € I para algum j.

Além disso se I é principal, entdo I é fortemente irredutivel, se e somente se, seu gerador é poténcia
de algum elemento irredutivel.

Demonstragao.

a) & b) Decorre da igualdade <mmc(a, b)> = (a) N (b) junto com o item f) do Lema 2.10.

n; ~ ~ . X
b) = c¢) Como os p].] sdo ndo associados temos que Hle p;t = mmc(p}', py?, ... ,pZ") e

por aplicagdes sucessivas do item a) o resultado segue.
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c) = a) Tomemos a,b € A tais que mmc(a, b) € I e consideremos suas fatoragoes, ou seja:

_ o mim g mi m
a_pl pzpk ql ...qr"
e
_ ti te J1 Ji
b_plpzna.pkrl ..-rl ,
logo mmc(a, b) = p;* - -pl‘fkqlml ‘oo q’f’r{l e rl]l onde a; = méax{n;, t;} para todo i.

Pela hipétese temos que alguma das trés seguintes situagdes ocorre:

e Paraalgum i, p}" € I.
e Paraalgumi,q;" € I.

e Paraalgumi,r; € I.

Caso pf"' elea;=n;,entdoa € I e se a; = t; nOs teriamos b € I. Por outro lado
se ;" € I, entdo é evidente que a € I e, analogamente, ocorrendo rfi € I, implica
b € I. Pela equivaléncia entre a) e b) o resultado segue.

Para provar a afirmacgdo final, suponhamos I = (a) ea = ]_[f=1 p;', logo, pelo item c),
para algum j € N temos que p?j € I, consequentemente (p;lj ) €1 = (a). Afirmamos
quel = (p?f), pois a = [1%, pli = p]r.lj Hi.;]. p;" implica (a) C (p?j) provando a inclusdo
oposta. Reciprocamente tomemos I = (p"). Suponhamos que ]_[i-c:l p;" € I, logo
p" | ]_[5(=1 p;" e, consequentemente, p" | p;ﬂj para algum j € N e dessemodop ~p; e

mj < n. Assim p;nj € I e por c) I é fortemente irredutivel. O

Corolario 2.14. Seja A um dominio fatorial. Entdo:

a) Todo ideal principal ndo-nulo é fortemente irredutivel se, e somente se, é primdrio.

b) Todo ideal fortemente irredutivel ndo-nulo pode ser gerado por um conjunto de poténcias
de elementos irredutiveis.

Demonstragio.

a) Sejama,b € A\ 0 tais que ab € I. Como A é fatorial podemos assumir que vale

— 112 1k my my _ b tr 1 Ji
a_pl pz pk ql qr eb_plpz...pk...rl...rl,portanto

ni+ty  no+ty

ab =p; Py

Ni+tx

..pk

my my j1 Ji
..ql ...qr"rl...rl EI

Deduzimos pelo item c) da Proposigdo anterior que para algum i vale p?i”i €l

ouq;” €Iou rfi € I. No primeiro caso basta tomarmos n € N tal que nt; > n;,

pois (1 + 1)t; > n; + t; nos fornece p}'"*" | plh

(n+Dti | pn+l
; , notemos que p; | b, logo
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nj+t; n+1
| b

P;
bel

, ou seja, b"*! e I. Nos outros casos temos, respectivamente, a € I ou

ny_,nz

Reciprocamente, consideremos I = (a) ndo priméario, com a = p;'p, --pzk .

. . . . 2. « ge_ s . . mmn;
Afirmamos que o inteiro k = 1, pois do contrario existiriam m e j tais que P lel,

" admitiria duas decomposi¢des

. ~ 2 ) . mn
mas isso ndo é possivel, pois desse modo p;
distintas, logok =1ea = p;nj el = (p;.nj ). Pelo resultado da Proposicdo anterior

para I principal, segue que I é fortemente irredutivel.

b) Sejam X C A um conjunto de geradores para I # 0 e x € X \ 0. Entdo x =
PPyt ... pZ" e pelo item c) da Proposigdo anterior segue p;ﬂj € I paraalgum j € NN,

portanto (x) C (p;nj ) € 1. Como x € X é arbitrério o resultado segue. O

No caso em que o anel em questdo é noetheriano as propriedades g) e ) do
Lema 2.10 sdo vélidas para ideais irredutiveis, uma vez que todo irredutivel é primario
em tais anéis; porém podemos ter um ideal primario que nédo é irredutivel, como o

seguinte exemplo mostra:

Exemplo 2.15 (Ideal primdrio em anel noetheriano, que nao é irredutivel). Sejap € Z

primo e considere A = Z,»[X]/ (X%). O homomorfismo i : Z,» — A é injetivo, pois

P
Z, N (X3) = 0. A fim de simplificar as notagdes vamos denotar, para a € Z, o elemento

i(@) € A poraeX := n. Convém observar que A é noetheriano, e A = Z,2[n] (logo todo
a € A édaforma f(n)com f € Z,2[X]). Considere o ideal I = (p7).

Afirmacao.
a) Seja o € Zy». Entdop | @ & pa =0 & a € Z(Z,2). Como consequéncia, para
todo f € Z»[X] tem-se pf = 0, se e somente se, p | f.

b) Tem-sel = (p) N{n)yel C(p), ().

c) Oideal I é primério.
Demonstragio.

a) A tripla equivaléncia decorre da igualdade Z(Z,:) = {0, p}, e a afirmagéo sobre
os polindmios é obtida aplicando o primeiro resultado a cada coeficiente.

b) Ainclusdol C (p)N(n) é 6bvia. Para demonstrarmos a segunda inclusdo, considere
z € (p) N (), isto & 2 = pf(n) = ng(n). Logo temos pf(X) - Xg(X) = X*h(X)
e como X | X3h(X) e X | Xg(X), entdo X | pf(X), digamos pf(X) = Xg(X).
Multiplicando por p e lembrando que p?> = 0 vem pXg(X) = 0, porém X é
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elemento regular e portanto pg(X) = 0. Pelo item anterior temos g(X) = pr(X),
logoz = pf(n)=mnq(n) =pnr(n € (pn).

Por outro lado se p=p1n f(n), seguiria p — pX f(X) = X>h(X), o que é absurdo, pois
X3h(X) possui termo constante nulo e p — pX f(X) possui termo constante p. Do

mesmo modo se supomos 1 = png(n), multiplicando por p temos pn = 0, logo
pX = X3h(X), o que implica p = X?h(X), absurdo.

¢) Observando que I = t({pX)) e tomando | = (pX) + (X3) = (pX, X®), é suficiente,
pelo Lema 1.12, provar que | é primério. Note que temos | = {palX +par X? +
X3h(X): a1, a5 € Zy, h(X)€Zy [X]} Se denotamos o coeficiente de grau i de um
polinémio & por h;, concluimos entdo que & € | se, e somente se, hgp = 0ep | hy, ha.

Sejam f, ¢ tais que fg¢ € J. Entdo fygo = 0. Se fy = 0 entdo f° € (X>), implicando
f € Rad(J), e similarmente gp = 0 implica ¢ € Rad(]J). Portanto vamos supor
fo, 80 # 0, o que obriga a termos fo = go = p (pois Z(Z,2) = {0,p}), logo
(fg)2=pg2+pfo+ fig1 = pas, e assim p | f1g1. Portanto, pelo item a) teremos
f1i51 € Z(Z,2), logo f1 € Z(Z,2) ou g1 € Z(Z,2). De novo pelo mesmo item
teremos p | fioup | g1.Se p | f1 entdo f = p(1 +aX) + X?h, logo f3 =
3(1 +aX)h?pX* + h*X® € |, e similarmente p | g1 implica ¢ € Rad(]). O

Em contrapartida, nos anéis aritméticos vale a reciproca, ou seja, I € A ser
primdrio, implica I irredutivel. De fato se I é primario e I = J N K, entdo tomando
p = Rad(I) temos I, = J, N K,. Nesta situacdo o Lema 2.8 nos d4 I, = ], ou I, = K, (pois
Jo € Ky ou Ky C Jp). Sem perda de generalidade vamos assumir I, = J,, logo I5=4\ = |
pela Proposicdo 1.45,b). Assim [ = [° = [ ecomo | C J° segue que | C I. Claramente o
fatodeI = JNKnosddque ] 2 IeassimI =].

Por outro lado (em mais uma “virada” de eventos) mesmo o anel sendo aritmético,

nem sempre é verdade que todo ideal irredutivel seja primario:

Exemplo 2.16 (Anel aritmético com ideal irredutivel que ndo é primadrio). Sejam
A =7+ xQ[X] e m = 2Z + xQ[X]. Note que m é maximal, pois m = Ker(¢), onde
¢ : A — Zy é o homomorfismo de avaliagdo em 0, seguido da projecdo em Z./27.

Afirmacdo. Todo elemento de A, é associado a algum elemento da forma 2iXJ /1, com
i > 0quando j = 0.

Demonstragdo. Note que Ay, € Q(X), e a igualdade de fra¢des é a usual. Seja z € My,
a+ Xp(X)

r+ Xq(X)’
uma igualdade da forma

digamos z = comr,a € Z,r impar, e p(X), g(X) € Q[X]. Desejamos obter

a+Xp(X) 2'XI s+ X{(X)
r+Xg(X) 1 t+Xu(X)’
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para alguns i, j, alguns s, t inteiros impares, e alguns £(X), u(X) € Q[X]. Se a # 0 entdo
a =2"b para algum n > 0 e algum b impar, logo a igualdade desejada serd

2"(b+ X(p(X)/2")) 21X s + XE(X)
r+ Xq(X) 1 t+Xu(X)’

a qual vale tomandoi =n,j =0,s =b,t = r,{(X) = p(X)/2", u(X) = q(X). Note que
neste caso i > 0. Por outro lado, se a = 0 entdo

X7 (20(c/d) + XF(X)
r+ Xg(X) ’

para algum m > 0, alguns n, c,d € Z com c, d impares, e algum f(X) € Q[X]. Agoraa
igualdade desejada sera

2" XM (e + X(df(X)/2") _ 21X) s + X€(X)
dr + Xdq(X) 1 t+XuX)

a qual vale tomando i =n,j=m,s =c,t =dr,{(X) =df(X)/2" e u(X) =dgq(X). O

Afirmacao. O anel A, é aritmético.

Demonstragdo. Demonstraremos que os ideais principais de A, sdo totalmente ordenados
por incluséo, e o resultado segue do Lema 2.8. Pela Afirmacao anterior os ideais principais
sdo justamente os gerados pelos elementos 2/ X/ /1, com i,j € Z e com i > 0 quando
j=0.

. 24\ . . 21XJ
Seja Tp = T :1 >0, eparaj > 1sejaZ; = 11 € Z;. Cada
2iXJ
subfamilia T; é totalmente ordenada por inclusao, a saber, < 7 > c < > sek <1i.
. , . 21Xt X+
Se]ZOez,keZ,comkzOse]:0,entéovale< >§< >p01s 1 =
2kXT 217FX
1 1

Afirmacdo. Oideal I = (2X/1) é fortemente irredutivel, mas nédo é primario.

Demonstragdo. A irredutibilidade forte de I decorre da ordenacdo demonstrada na
Afirmagdo anterior. Note que (2/1)(X/1) € I, mas 2/1 ¢ I e (X/1) ¢ Rad(I). Com efeito,
se fosse 2/1 = 2Xp(X)/q(X), entdo retirando denominadores e avaliando em X = 0
seguiria q(0) = 0, absurdo, pois q(X) tem termo independente impar. Também, se
fosse X" /1 = 2Xp(X)/q(X) para algum n > 1, entdo X"q(X) = 2Xp(X), logo todos os
coeficientes de X" g(X) seriam pares, e isto é absurdo pelo mesmo motivo que o caso

anterior. 0O
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Vamos dar agora um exemplo de ideal irredutivel que ndo é fortemente irredutivel.
Certamente nosso candidato serd um anel nao aritmético pelo que foi obtido no item ¢)
do Lema 2.10.

Exemplo 2.17 (Ideal irredutivel que nao é fortemente irredutivel). Considere o domi-
nio fatorial A = K[X, Y] com K um corpoel = (X2, Y).

Afirmacdo. Oideal I = (X?,Y) éirredutivel em A.

Demonstragdo. Tomemos |, K ideais em A tais que ] N K = I. Se I fosse redutivel, entdao
existiriam f(X,Y), g(X,Y) taisque f € J\ I, g € K\ I. Reduzindo médulo I podemos
tomar f(X,Y)=a+bXeg(X,Y)=c+dX.Casob =0, entdoa € [NA", 0 que implicaria
J = AeassimI = K, contradicdo, logo b # 0, e analogamente temos d # 0. Multiplicando

por constantes convenientes podemos considerar f(X,Y)=a+ Xe g(X,Y)=c+ X.

Ora,ac+(a+c)X = f(X,Y)g(X,Y)-X? € J[K+(X?) C I, portantoac+(a+c)X € ;
entretanto, se e + fX € I, entdo e = f = 0. Com efeito, se e + fX = p(X, Y)X?* +q(X, Y)Y,
entdo fazendo Y = 0 tem-se ¢ + fX = p(X,0)X? e assim e = f = 0. Portanto ac = 0 e
a+c=0,logoa=c=0,eistoimplicaria f = ¢ =X € JNK =1, absurdo. O

Por outro lado (X + Y)X € (X2,Y) com X + Y,Y irredutiveis em K[X,Y].
Pelo item b) da Proposicdo 2.13 se I = (X?,Y) fosse fortemente irredutivel, entdo
X+YelouY el Masse X = f(X,Y)X? + ¢(X, Y)Y, entdo fazendo Y = 0 tem-se
X = f(X,0)X?, absurdo. Por outro lado, caso X + Y = (X, Y)X? + g(X, Y)Y implica
X(1-f(X,V)X) =Y(g(X,Y)-1),logo X(1 - f(X,0)X) = 0, absurdo.

Exemplo 2.18. Em um ideal A tal que o ideal 0 é irredutivel tem-se que 0 é fortemente
irredutivel, pois sejam J, K cumprindo | N K € 0, entdo | N K = 0 e, consequentemente,
J =0ouK =0, logo 0 é fortemente irredutivel.

Exemplo 2.19. Se D é um dominio de valorizagdo discreta ou a imagem via um homo-
morfismo de um dominio de valoriza¢do discreta (pois o teorema da correspondéncia
preserva inclusao), entdo todo ideal de A é fortemente irredutivel. Como caso particular,
se k € um corpo entdo o anel k[[X]] de séries formais de poténcias com coeficientes em
K é um dominio de valorizagdo discreta (vide o Exemplo 1.65). Segue que todo ideal de
k[[X]] é fortemente irredutivel e, para todo n > 1, todo ideal de k[[X]]/{X") também

serd fortemente irredutivel.

Se I é fortemente irredutivel em um anel noetheriano A, entdo é irredutivel, logo
serd primario pelo Coroldrio 1.16, e assim Rad(I) é primo. Afirmamos que esta tltima

conclusdo vale também no caso em que A é aritmético.

Proposic¢do 2.20. Em um anel aritmético todo ideal fortemente irredutivel possui radical primo.
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Demonstragdo. Seja I um ideal fortemente irredutivel em um anel aritmético A. Pelo item
d) do Lema 2.10 temos que Za(A/I) = p é primo. Pelo Lema 2.8 temos que Spec(A,) é
totalmente ordenado por incluséo, logo pela Proposicao 1.45,d) o mesmo acontece com
a familia ¥ dos ideais primos em A contidos em p.

Por outro lado, se M é a familia dos primos minimais sobre I entdo temos
Rad(I) = NM pela Proposigdo 1.30; mas pelo Corolario 1.53 temos q € Za(A/I) para
cada g € M, logo M C ¥, e assim M também serd uma cadeia de ideais; ja que M
consiste de ideais minimais, entdo necessariamente M s6 contém um membro, logo

pela Proposigdo 1.30 obtemos que Rad(I) é primo. O

Exemplo 2.21 (Ideal fortemente irredutivel cujo radical ndo é primo). Seja (A, m) um
anel local com mais de um primo minimal, o que implica que Rad(04) ndo é primo, pela
Proposicao 1.30. Sejam E = E(A/m) o envelope injetivo do A-médulo A/m e R=A(+)E
a idealiza¢do do A-médulo E. Note que A/m C E e A/m é um A-médulo simples (isto
é, para qualquer elemento ndo-nulo x € A/m temos Ax = A/m), portanto o fato de E
ser uma extensdo essencial nos permite concluir que dado um submédulo F # 0 de E
temos FNA/m # 0eassim A/m C F.

Afirmagao. O anulador da extensdo E é trivial.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢do, que exista x € Ann(E) com x # 0. Defina-
mos ¢ : (x) — E dada por ¢p(ax) =a - 1 =17 € A/m. Devemos verificar que a aplicacdo
¢ estd bem definida, ou seja, se ax = bx, entdo a = E; mas se (@ — b)x = 0, segue que
a — b ndo é invertivel em A e portanto a — b € m. Evidentemente ¢ é A-linear, e portanto
pela injetividade de E temos que ¢ pode ser estendido a um homomorfismo ¢ : A — E,
mas seguiria entdo @(x) = ¢(1-x) = 1-1 =1, mas também ¢(x) = p(x - 1) = xp(1) = 0,
pois ¢(1) € E e x € Ann(E), contradi¢do. Logo Ann(E) =0. O

Afirmacio. Todo ideal ndo-nulo de R contém (0, 1).

Demonstragio. E suficiente demonstrar o resultado para ideais principais gerados por
um elemento ndo-nulo. Tomemos 0 # (2,¢) € R.Sea = 0, entdo e # 0,logo Ae # 0 e

assim A/m C Ae, portanto podemos escrever 1 = ye com y € A, logo

(y,0)(a,e) = (y,0)(0,¢) = (0, ye) = (0,1).

Se a # 0, entdo pela Afirmacao anterior aE # 0 e, consequentemente, A/m C aE. Sendo

1 =4z com z € E temos:

(0,2)(a,e) =(0,za) =(0,1). O
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Como consequéncia da dltima Afirmacdo deduzimos que o ideal Or é irredutivel,
logo fortemente irredutivel pelo Exemplo 2.18. Por outro lado, da Proposicdo 1.38
concluimos que Rad(0g) nédo é primo, pois Rad(04) ndo o é.

Para concluir o exemplo vamos apresentar um anel A satisfazendo as hipéteses,
ou seja, A local com mais de um primo minimal. Considere B = Z[X] e os ideais
p1 = (2), P2 = (X). Como 2 e X sdo primos em B segue que p; e pp sdo ideais primos.
Convém observar que eles ndo sdo comaximais, pois 1 ¢ p; + p, uma vez que 1 é um
polinémio (constante) com termo independente impar. Seja | = p1 N pp. Se p € Spec(B) e
p 2 J,entdo p 2 p; ou p 2 Py, ademais se ocorresse p C Py, entdo p ndo poderia conter py,
pois p1, P2 ndo estdo contidos um no outro, logo p = p;; analogamente, se p C p, entdo
p = p2. Concluimos entdo (pelo teorema da correspondéncia) que 1 = p1/J e qx = p2/J
sdo primos minimais e ndo comaximais em B/]. Tomando-se m € Spec(B/]) tal que

q1 + g2 € m tem-se (q1)m € (q2)m primos minimais distintos no anel local A = (B/])u.

2.2 Ideais fortemente irredutiveis em anéis noetherianos

Teorema 2.22. Seja (A, m) um anel local, e seja I um ideal fortemente irredutivel, satisfazendo
I ¢ (I : m). Entdo:

a) (I : m)éum ideal principal gerado por qualquer elemento de (I : m) \ L.
b) I =(I:m)m.

c) Para quaisquer ideal ] C Avale ] CTou (I :m)C J.
Demonstragdo. Seja x € (I : m) \ I qualquer.

a) Provaremos no préximo pardgrafo que vale (I : m) = (x) U [; ja que a unido de
dois ideais é um ideal se, e somente, se, um deles est4 contido no outro, segue que

(I:m)=(x)ou(l:m)=1I, logo devemos ter (I : m) = (x) pelas hipédteses.

Seja y € (I : m)\ (x). Pelo Lema 1.22 vale (x) N (y) = y (x : y); contudo y & (x)
implica (x : y) # A e portanto (x : y) € m,logo{(x)N(y) =y(x:y) S I :m)m C L.
Pela hipétese que I é fortemente irredutivel segue que (x) € I ou (y) C I, logo

necessariamente y € I pois x ¢ I.

b) Pelo fato de que I € (I : m) = (x), segue do Lema 1.22 que I = x (I : x). Temos
m C (I :x), uma vez que m(x) = m(I : m) C [. Assim ([ : x) =mou(l:x)=A
(pois A é local com ideal maximal m); entretanto x -1 =x ¢ [, assim (I : x) # A, 0
que implica m = (I : x) e, consequentemente, [ = x (I : x) = xm = (I : m)m.
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c) Seja ] umideal tal que (I : m) = (x) € J. Entao para qualquer z € J vale (z : x) # A,
e assim vamos ter (pelo Lema 1.22) (x) N (z) = x(z : x) € (x)m = I. Assim (z) C I,
pois x ¢ I e I é fortemente irredutivel, o que prova ainclusdo ] C1. O

Uma aplicagdo do resultado anterior é o seguinte: Um ideal I C A é dito abrigado
se existe um elemento minimo no conjunto dos submédulos nao-nulos do A-médulo
A/l, ou, equivalentemente, no conjunto dos ideais contendo estritamente o ideal I.
Portanto, sob a hipétese de A = (A, m) ser local e I um ideal fortemente irredutivel com
I ¢ (I : m), temos que I é abrigado. De fato, o ideal (I : m) serd o minimo entre os ideais
contendo estritamente I pelo item c) do Teorema anterior.

Corolario 2.23. Sejam (A, m) um anel local noetheriano e I # wt um ideal fortemente irredutivel
e m-primdrio. Entio valem

I=U {K:Kéideale K ¢ (I:m)};
(I:m)=n{J:]éideale]l CJ}.

Consequentemente, os ideais I e (I : m) sdo compardveis com qualquer ideal de A.

Demonstragdo. Temos I C (I : m) por c) do Corolério 1.33, e assim por c) do Teorema 2.22
segue que para todo ideal L em A vale L C I ou (I : m) C L; no primeiro caso, também
valerd L C (I : m) pois I C (I : m), e similarmente no segundo caso teremos L 2 I, o que
demonstra a tltima afirmagdo do enunciado.

Pela hipétese I é um ideal K satisfazendo K < (I : m); reciprocamente, se
K ¢ (I:m)entdo (I : m) ¢ K, implicando K C I, o que mostra a primeira igualdade.
Para a segunda igualdade, se um ideal | satisfaz I € J, entdo | € I, logo (I : m) C J;
assim, (I : m) € N {] : Jéideale ] C ]}. Como I € (I : m), entdo a inclusdo oposta se

verifica e o resultado segue. O
Coroldrio 2.24. Seja I um ideal fortemente irredutivel em um anel noetheriano A, com
Rad(I) = p, e tal que I # p. Considerando o conjunto multiplicativo S = A \ p, entdo:
a) (I:p)s éum ideal principal e ht(I) < 1.
b) Is = ((L: p)p)s.
c) Para todo ideal | C A seque que | € I ou (I :p)s C Js.
Demonstragdo. Sendo I fortemente irredutivel segue que I é irredutivel, e como A é

noetheriano, entdo I é primadrio, ou seja, [ serd p-primario. Pelo item g) do Lema 2.10 o

ideal I5 sera fortemente irredutivel.
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Por outro lado, valem (I : p)s = (Is : ps) (Corolario 1.50) e ((I : p)p)g = (Is : Ps)Ps T,
Portanto, exceto pela a afirmacdo “ht(I) < 1”7, todos os outros resultados enunciados
decorrerdao do Teorema 2.22, desde que a hipétese Is < (Is : ps) seja satisfeita (Note: se
(I:p)s € Js, entdo teremos Js € Is, logo | C JScI® =1, pela Proposicao 1.45, b)). Mas
isto é verdade, pois ps = Rad(Is) pela Proposigdo 1.48, c), logo podemos aplicar o item
c) do Corolario 1.33.

Finalmente, pelo teorema da altura de Krull (Teorema 1.60), existe um ideal primo
gem A comgq C ptal que (I : p)s C qs e tal que ht(qs) < 1. Portanto I € I° C (I : p)° C q,e
vale htq = ht(qs) (pois A, é isomorfo, como anel, a (As)y), 0 que provaqueht(l) <1. O

Observacgao 2.25.

(1) Seja I um ideal fortemente irredutivel e ndo primo em um anel noetheriano A. Se

p = Rad(I), entdo o ideal I, em A, satisfaz:

* (I, : pp) é principal.
o Iy =pply: pp).

* Iy e (Ip : pp) sdo compardveis com qualquer ideal de A,.

Com efeito, note que I é primario, logo p é primo, e assim I # p pela hipétese. As
afirmagdes decorrem entao do Corolario 2.24.

(2) Seja I um ideal fortemente irredutivel e ndo primo em um anel local noetheriano
(A, m). Se I é m-primdrio, entdo I é comparavel com qualquer ideal de A. Com
efeito, como m = Rad(I), segue do Corolario 1.33,c) que I ¢ (I : m), e assim o
resultado segue do Teorema 2.22, c). O reciproco ndo é verdadeiro: o ideal nulo é

compardvel com qualquer ideal de um anel, e pode nem ser irredutivel.

Proposicao 2.26. Seja A um anel noetheriano. Um ideal I de A é ndo primo e fortemente
irredutivel se, e somente se, existem ideais L e p tais que I & L C p, e satisfazendo:

(1) p éprimo.
(2) I ép-primdrio.

(3) Para qualquer ideal ] C A temos | C 1 ou Ly C Jp.

Em tal caso vale L, = (I : py).

t Sely,..., I, sdoideais de um anel A, entdo (I - - - I,)s = (I1)s - - - (In)s. A prova é inteiramente similar
a prova do item a) da Proposigao 1.48.
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Demonstragdo. Se 1 é ndo primo e fortemente irredutivel, definimos p = Rad(l) e
L =(I:p). Entdo I ¢ L pelo Corolério 1.33,c). Se fosse L = Aentdom C I, logol = A
oul = m, o que é impossivel (no primeiro caso, pela definicdo de ideal fortemente
irredutivel; no segundo caso, pela hipétese de I ser ndo primo). Isto mostra que vale
L € p. A condicdo de comparabilidade decorre do Corolario 2.24, c).

Reciprocamente, sejam L um ideal, p um ideal primo, e seja I cumprindo as
condigoes (1)-(3) do enunciado. Como I € L C p = Rad(I), entdo I ndo é primo. Ora,
pelo item ¢) do Lema 2.10, se demonstrarmos que I,, é fortemente irredutivel, entdo I° o

serd,onde S = A\ p. Como I° =] pela Proposigdo 1.45, b), nosso trabalho estara feito.

Se I, ndo fosse fortemente irredutivel, entdo existiriam ideais |, K em A tais que
JoNK, €Iy, mas J, £ I, e Ky € I,. Entdo |, K € I, logo necessariamente L, C J,, K, , ou
seja Ly C J, N Ky C I, e contraindo obterfamos L € L° C I° = I, absurdo. Finalmente,
nesta situacdo o ideal L = (I : p) também satisfara, para cada ideal |, a dicotomia | C I
ou ﬁp C Ju, pelo Corolario 2.24,c). Como L ¢ I entao ﬁp Cc L,, e como L ¢ I, entdo

L, C Ly, 0 que mostra a igualdade L, = L, = (I, : pp). O

Corolario 2.27. Seja I um ideal irredutivel em um anel local noetheriano (A, m), e suponha que
I é m-primdrio. Entdo I é fortemente irredutivel se, e somente se, I é compardvel com qualquer

ideal em A.

Demonstragdo. Se I é primo, entdo I = Rad(I) = m, e o resultado segue trivialmente, logo
podemos supor que I ndo é primo. Neste caso, a implicagdo direta segue do item (2)
da Observagdo 2.25. Para o reciproco, suponha que I é comparavel com qualquer ideal
em A. Mostraremos entdo que as condig¢des (1)-(3) da Proposigdo 2.26 valem tomando
L=(I:m)ep=m Asinclusdes I & L C p se provam como no primeiro paragrafo
da prova da Proposigdo 2.26, e claramente (1) e (2) sdo satisfeitas. Finalmente, seja |
um ideal em A. Se | C I, estamos prontos; caso contrario, existe z € | com (z) € I,
logo I ¢ (z) pela hipotese de comparabilidade do ideal I. Seja x € (I : m). Se x € I,
entdo x € (z); caso contrdrio, teremos (x) € I,logo I ¢ (x). Como I é irredutivel, entdo
I ¢ (x) N(z), digamos ax = bz ¢ I. Ja que xm C I, entdo necessariamente vale a ¢ m,

isto 6, a € A*, 0 que implica x = a~'bz € (z). Isto prova que vale ([ : m) C(z) C J. O.

Proposicao 2.28. Seja A um anel noetheriano e I um ideal fortemente irredutivel. Suponhamos
que Rad(I) = p # I e ht(p) > 0. Entdo I, é um ideal regular.

Demonstragdo. Seja | = I,. Pelo item a) da Proposicdao 1.33 é necessdrio e suficiente
provarmos que vale, na localizagdo A,, a igualdade (0 : J) = 0. Ora, temos que I é
primario pelo Lema 2.10, a), logo por g) do mesmo segue que | = I, é fortemente
irredutivel. Se m = p,, entdo também temos

e ht(m) = ht(p) > 0, pela Proposigdo 1.45, b).
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e Rad(J) = Rad(I), = m, pela Proposicado 1.48, c).
* | C(J:m), por c)do Corolario 1.33.

* Tomando S = A \ p temos que I e p sdo S-saturados, por b) da Proposigdo 1.45.
Como I ¢ p, segue do item a) da mesma Proposi¢do que Is € ps, isto é, | & m.
Consequentemente teremos (] : m) C m.

Seja K = [J{(0:J"): n € N}. Entdo (] : m) € K ou K C ] pelo Teorema 2.22, c).
Se fosse (] : m) C K, entdo pelo fato do ideal (J : m) ser finitamente gerado (pois A, é
anel noetheriano) e pelo fato da unido dos ideais (0 : J") ser crescente, concluiriamos
que para algum k vale (J : m) € (0 : J¥), e assim J&*1 ¢ J¥(I : m) € J¥(O : J5) = 0.
Consequentemente Rad(0) = Rad(J¥*!) = Rad(J)* = m, logo m seria o tinico primo

minimal de A, (pela Proposigdo 1.30), e assim ht(m) = 0, o que é absurdo.

Assim, temos K C J. Consideremos, no anel A,, uma decomposicdo primdria
do ideal nulo, digamos 0 = (g, e seja G = {q : Rad(q) 2 J}. Pela Proposigdo 1.34
vale K = (,¢g a. Por outro lado, o Teorema 2.22 nos da (J : m) = (x) para algum
x €(J:m)Cm,eportanto0 C K C ] C (J:m)=(x).Seq € G entdo | £ Rad(q),
implicando x ¢ Rad(q). Consequentemente, para qualquer y tal que yx € q teremos
y € q (pois q é primdrio e x ¢ Rad(q)). Assim, (q : x) = q, logo

Finalmente, pelo Lema 1.22 temos K = x(K : x) = xK; como A élocal e x € m, o lema de
Nakayama implica (0: [) CK=0. O

Lema 2.29. Seja A um anel local e I um ideal. Se alguma poténcia do ideal I é principal, entdo
ou bem I serd principal, ou bem I consistird de divisores de zero. Equivalentemente, se I é reqular
entdo I serd principal.

Demonstragdo. Consulte (SALLY, 1975, Proposition 1). O

Teorema 2.30. Seja A um anel noetheriano, e seja I um ideal ndo primo de A com ht(I) > 0.
Entdo I é fortemente irredutivel se e somente se valem:

* Usamos a identidade Rad(ly) - - - Rad(I,;) = Rad(I1) N - -- N Rad(I,).
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p = Rad(I) é primo;
I é (p-)primdrio;
A localizagdo Ay é um dominio de valorizagdo discreta;

I =p" paraalgum n > 1.

Demonstragio.

(=)

=)

Como A, é um dominio de valorizacdo discreta, entdo os ideais de A, sdo totalmente
ordenados por inclusdo (pelo Corolario 1.64), e portanto I, é fortemente irredutivel
pelo Lema 2.6. Ainda, I serd p-primdrio por a) do Lema 2.10, logo I serd fortemente

irredutivel pelo item /) do mesmo Lema.

Sejam | = [, e m = pp,. Como [ ndo é primo, entdo I # p = Rad(I), e como
p 2 I, entdo ht(p) > ht(I) > 0. Isto mostra que valem as hipéteses da Proposicao
2.28. Argumentando como na primeira parte da prova deste resultado, obtemos
entdo que | é fortemente irredutivel em A, (logo m-primério), Rad(J) = m e
J € (J : m) € m. Ainda, temos ht(]) = ht(q,) para algum ideal primo q em A
contido em p. Tomando S = A \ p e contraindo na inclusdo | = I, € g, obtemos
IS Cq ecomol =15¢q = ¢° por b) da Proposicao 1.45, segue que I C q.
Consequentemente temos ht(J) = ht(qp) = ht(q) > ht(I) > 0.

Ora, pelo item a) do Coroldrio 2.24 vale ht(]) < 1,logo ht(J) = 1, eainda J é regular
pela Proposicao 2.28. Como | ¢ (] : m), entdo pelos itens a) e b) da Proposicao 2.22
valem (] : m) = (x) e ] = xm, para algum x € A, \ . Pelo teorema da intersegao
de Krull temos ;,_; m" = 0 (vide (EISENBUD, 1995, Corollary 5.4)), logo existe

k > 1 tal que x € mk\ mk*1, e assim I = xm C mk+1.
q

Se mf ndo fosse principal, entdo existiria y € m* \ m**! de modo que x ¢ (y) e

ke mknao é principal, entdo existe z € mk\ (x).Se

y ¢ (x). Com efeito: como x € m* em
z ¢ mk*1 definimos y = z; caso contrario, definimos y = z + x, e vemos facilmente
que em qualquer dos dois casos vale y € mF \ (m**1 U (x}). Finalmente, se valesse
x € (y), digamos x = by, entdo ndo poderiamos ter b € A}, pois isto implicaria

k+

y € (x). Assim b € m, logo y € xm C m**!, o0 que é absurdo.

1 entdo y & ], e por construgdo x ¢ J; por outro lado, vale

Como | € m
(x) N (y) = x(y : x) Pelo Lema 1.22, e como x € (J : m) e (x : y) € m (pois y & (x),
logo (x : y) # Ay), segue que (x) N (y) € (J : m)m C ], o que contradiz o fato do

ideal | ser fortemente irredutivel.

O anterior mostra que mk é principal, e como m 2 | e ] é um ideal regular (pela

Proposicdo 2.28), segue que m também ¢é regular. Aplicando o Lema anterior
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concluimos que m é principal, logo A, é um dominio de valorizagao discretal, e
em particular teremos | = m” para algum n > 1 (lembremos que vale | # m). Se
w € p é tal que o elemento w/1 gera o ideal m, isto é, m = (w)s, entdo contraindo
obtemos p = m® = (w)°,logo [ = J° = (w"/1)° = (w")> =p". O

1 Nao é possivel aplicar a Proposigdo 1.63, pois ela assume que o anel em questio ja ¢ um dominio.
Para remediar isto, apelamos a um resultado mais forte, que afirma o seguinte: se um anel local é
noetheriano, e seu ideal maximal é gerado por um elemento nédo nilpotente, entdo o anel serd um
dominio de valorizagdo discreta. Em nossa situacdo o gerador do ideal m nao pode ser nilpotente, pois
em tal caso terfamos m/ = 0 para algum j > 1, logo Rad(0) = Rad(m)/ = m, o que é absurdo. A prova
do fato mencionado encontra-se em (SERRE, 1968, Chapitre I, Proposition 2).
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