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RESUMO

Vamos generalizar um Principio do Méximo no Infinito no caso parabdlico dado por Ro-
naldo F. de Lima em seu trabalho A Maximum Principles at Infinity for surfaces with Constant
Mean Curvature in Euclidean Space e por Ronaldo F. de Lima e William Meeks no artigo
Maximum Principles at Infinity for surfaces of Bounded Mean Curvature in IR? and H? onde
agora teremos hipersuperficies M, e M, do R"*!, disjuntas com bordos (possivelmete vazios)
dM, e dM,, de curvatura média limitada com um Contato Ideal no Infinito, porém agora sem
restri¢ao sobre a curvatura Gaussiana de qualquer hipersuperficie. Como aplicagdo geométrica
apresentaremos alguns resultados que estendem para hipersuperficies mergulhadas M| e M,
do R"*! com bordos vazios, uma generaliza¢io do Principio do Maximo de Hopf para hiper-
superficies disjuntas que se aproximam assintoticamente. Uma vez obtidos esses resultados,
introduzimos uma estrutura de variedade Riemanniana ponderada em R"*! e obtemos algu-
mas generalizagdes dos resultados antes obtidos sob hipéteses dos objetos agora existentes, tais
como f-curvatura média, f-Laplaciano, variedades ponderadas f-parabdlicas, para as hipersu-
perficies M, e M, do IR;’CH.

Palavras-chave: Variedades parabdlicas. Lado convexo. Variedades ponderadas.



ABSTRACT

We will generalize a Maximum Principle at Infinity in the parabolic case given in paper A
Maximum Principles at Infinity for surfaces with Constant Mean Curvature in Euclidean Space
by Ronald F. de Lima and Ronaldo F. de Lima and William Meeks in paper Maximum Prin-
ciples at Infinity for surfaces of Bounded Mean Curvature in IR? and IH? where we will now
have hypersurfaces M; and M, of R"*! disjoints, with boundary (possibly empty) dM; e IM,
of the bounded mean curvature and with Ideal Contact et Infinity, but now without restricti-
ons on the Gaussian Curvature of any hypersurface. As geometric application we will present
some results that extend for embedded hypersurfaces M; and M, in R"*! with empty boun-
daries a generalization of Hopf’s Maximum Principle for disjoint hypersurfaces that get close
asymptotically. Once obtained these results, we inserted a structure of a weighted Riemannian
Manifold in IR"*! and obtained some generalizations of the results previously achieved under
some hypothesis of the objects now found, such as f-mean curvature, f-Laplacian, f-parabolic

weighted manifold, in the hypersurfaces M and M, from IR;’CH.

Keywords: Parabolic manifold. Convex side. Weighted manifold.
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1 INTRODUCAO

Um dos grandes resultados do estudo da geometria diferencial de hipersuperficies do IR**!
€ o principio do méximo de Hopf, que garante que, sob certas condi¢des de curvatura média, se
duas hipersuperficies M| e M, sdo tangentes em um ponto interior p € M| N M, e neste ponto
elas tem um contato ideal, o qual € chamado de contato ideal em p (ver Defini¢cdo 3.2), entdo
elas tem que coincidir em uma vizinhanca de p (Teorema 3.1).

Pensando neste tipo de contato entre duas hipersuperfices, contato ideal em p, os autores
de (1) e (2) estabeleceram um contato ideal entre duas superficies disjuntas M| e M, do R3,
o qual generaliza o contato ideal em p, para superficies disjuntas que se aproximam com um
comportamento assintotico uma da outra. A essa aproximacao deram o nome de contato ideal
no infinito (ver Definicdo 3.3).

Supondo um contato ideal no infinito entre as superficies M; e M, do IR?, o autor de (1)
demonstra o seguinte Principio do Maximo no Infinito para superficies de curvatura Gaussiana

limitada e curvatura média constante H # O:

Teorema 1.1. Sejam M| e M, duas H-superficies disjuntas, completas, propriamente mergu-
lhadas em R3, com curvatura Gaussiana limitada e bordos ndo vazio OM; e OM,. Se My e M,

tem um contato ideal no infinito e M| ou M, é parabdlica, entdo

min{disl‘(Ml,aMz),diSl‘(Mz, aMl)} =0.

Em 2004 Ronaldo F. de Lima, autor de (1), junto com William Meeks conseguiram provar
em (2) a seguinte versdo ndo parabolica, de curvaturas Gaussiana e média limitadas do Teorema
1.1.

Teorema 1.2. Seja My uma superficie com bordo dM, e curvatura Gaussiana limitada, que
¢ propriamente mergulhada em R> e cuja funcdo curvatura média satisfaz by < Hy, < by,
bo,b1 > 0. Assuma que M, é uma superficie com bordo dM,, que é propriamente imersa em

R3 e tal que |Hy,| < bo. Entdo, se My tem um contato ideal no infinito com My, temos que
min{dist(My,0M,),dist(M>,dM;)} = 0.

Como aplicacdo do Teorema 1.2 os autores obtiveram também em (2) o teorema a seguir,
o qual generaliza para superficies do IR? o Principio do Méaximo de Hopf para superficies com

um contato ideal no infinito e curvaturas Gaussiana e média limitadas:

Teorema 1.3. Suponha M uma superficie propriamente mergulhada em R3, sem bordo, com
curvatura Gaussiana limitada. Entdo se a fungdo curvatura média de My satisfaz by < Hy, <
b1, bo,by > 0, a superficie sem bordo My, que é propriamente imersa em R3 e cuja funcao

curvatura média satisfaz |Hy,| < bo, ndo pode estar no lado convexo de M.
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Em (1) Ronaldo F. de Lima obteve a versdao parabdlica do Teorema 1.3 supondo M| e M,
H-superficies, H # 0.

Nosso objetivo neste trabalho é estender para hipersuperficies do R"*! os Teoremas 1.1 e
1.2. Isto sera feito no Teorema 3.2 onde provamos um Principio do Maximo no Infinito para
hipersuperficies M; e M> do R"*! disjuntas, propriamente mergulhadas no R"*! e com bordos
ndo vazios. Para isso supomos que M, seja completa e que sup,,, |Hyp,| < infyy, Hyy,, onde
Hy, € a curvatura média de M; e Hy, o vetor curvatura média de M. Também € pedido que
M, tenha um contato ideal no infinito com M| e que M; seja parabdlica. Aqui no entanto, nao
atribuimos hipotese alguma sobre a curvatura Gaussiana de qualquer hipersuperficie. Para tanto
precisaremos de dois lemas que sdao provados na se¢ao 3.3, a saber os Lemas 3.2 e 3.3.

Como aplicagdo do Teorema 3.2 provaremos o Teorema 3.6, que é uma generalizacido do
Principio do Maximo de Hopf para hipersuperficies com um contato ideal no infinito, o qual
estende o Teorema 1.3. Tal teorema garante que, sob condi¢cdes andlogas as do Teorema 3.2, se
M, tem bordo vazio entdao nao pode estar no lado convexo de M. E no Teorema 3.7 estendemos
o Teorema 3.6 para o caso em que M; C R"T* é uma hipersuperficie e M, C R"** uma n-
subvariedade parabdlica, o qual generaliza o Teorema 4 de (3) para hipersuperficies assintoticas.

No Teorema 3.8, assim com em seu coroldrio, usamos o Principio do Maximo de Omori-
Yau e provamos um resultado andlogo ao do Teorema 3.6 sem a hipétese de M> C R"*! ser uma
hipersuperficie parabdlica. Obtendo assim uma outra generaliza¢ao do Principio do Médximo de
Hopf para hipersuperficies assintéticas do R"**!.

Dada uma variedade Riemanniana (M", (,)) chamamos de variedade Riemanniana ponde-
rada a terna My = (M", (,),dvoly), onde f € C*(M), dvoly = e/ dvol e dvol é o elemento de
volume Riemanniano de M. A essa estrutra estd associada a f-divergéncia dada por div /X =
e/div (e7/X), X € X(M), o que por sua vez nos dd o f-Laplaciano Asu = Au— (Vu,Vf), onde
u € uma funcdo suave. Com essa no¢do do f-Laplaciano podemos dar de forma natural a nogao
de variedade Riemanniana f-parabdlica. Também € bem sabido que sob hip6teses apropriadas
sobre M vale o principo do méximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano, ver por exemplo (26)
e (27). No capitulo 4 deste trabalho, vamos introduzir uma estrutura de variedade Riemanniana
ponderada no R"*! e estudar sob quais condi¢des sobre as hipersuperficies M; e M> do 1R;£+1
podemos generalizar, nesta estrutura, os resultados ja obtidos no capitulo 3. Como alguns dos
resultados obtidos, extenderemos o principio do maximo no infinito, Teorema 4.3, e no Teorema
4.4 obtemos um principio de barreira para hipersuperficies tangentes do ]R;’DLI , 0 qual generaliza
0 Teorema 4 em (3). Finalmente terminamos com algumas aplica¢des do principio do méximo

de Omori-Yau para o f-Laplaciano.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos relembrar os conceitos e proriedades de alguns objetos em uma vari-

edade Riemanniana e de hipersuperficies que iremos utilizar no decorrer deste trabalho.

2.1 Curvaturas

Definicao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura R de M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplica¢do R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(Y,X)Z=VyVxZ—-VxVyZ+Vixy)Z, Z € X(M),

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

2 9
8x,~’ 8xj

Jd d d d
R(&x,-’&xj) oxy ( f?va%z Vaa)‘z'Va())fj) dxi

Logo se M = R”+1, temos que seu tensor curvatura R = 0.

Se {x;} é uma sistema de coordenadas em torno de p € M, de =0, temos que

Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional P C T,M, chamamos de curvatura

seccional de M em p com relacdo ao plano P o nimero dado por

(R(x,y)x,y)
lx Ay|?

I

K(x,y) =

onde {x,y} é uma base de P e [x Ay| = /|x|2[y|> — (x,y)2. Pode-se provar, ver por exemplo
(23), que o nimero K(x,y) ndo depende da escolha da base de P. Observe que assim definida,
temos que a curvatura seccional do R**! é K = 0.

Seja {vi,---,v,} uma base ortonormal de 7,M. Fixado v; = v, definimos também a curva-

tura de Ricci e a curvatura escalar (normalizada) de M, respectivamente, por

Ric(v) = 1) ;(R(v,v,-)v,v,->, i=1, ], .n

1 ) 1 :
R = r—l;Rlc(vj) = rl(n——l)lzj'<R<vi’vj>vi’vj>’ j=1,---,n.

2.2 A segunda forma fundamental

. —n+k . - . . ., . . .
Seja f: M" — M " uma imersao da variedade diferencidvel M na variedade Riemanniana

M. A imersdo f induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M dada por (u,v), =
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(dfp(u),dfp(v))#(p)» onde u,v € T,M. Sendo assim M € também munida de uma conexio
Riemanniana, denotemos por V e V as conexdes Riemannianas de M e M, respectivamente.
E facil ver que VxY = (?YY)T, onde X e Y sdo as extensdes de X e Y, respctivamente, é a
conexao Riemanniana de M em relagdo a métrica induzida por f.

SejampeMen € TpML, a aplicagdo Hy : T,M x T,M — IR dada por

Hn(%)’):w(%)’);m; x7y€TpM7

onde B(X,Y) = (VxY)* e X e Y sdo extensdes locais de x e y respectivamente, é uma forma

bilinear simétrica.

Defini¢ao 2.2. A forma quadrdtica Il definida em T,M por
Iy (x) = Hy (x,x)
é chamada de segunda forma fundametal de f em p em relagdo a normal 1.

A aplicagio bilinear Hy, esta associada uma aplicagdo linear auto-adjunta Ay : T,M — T,M
por
(Ap(x),y) = Hy(x,y).
Pode-se provar sem dificuldades, ver por exmeplo (23), que se N € uma extensdo local de n

normal a M, entdao
An(x) = —(V,N)T. (2.1)

Definicao 2.3. Sejam f: M" — M uma imersao e n',---,n* uma base ortonormal de TM~.

Definimos o vetor curvatura média da imersdo por

1 k
==Y (trA,) (2.2)
n,.=
onde A, = Aqr.
O vetor curvatura média acima definido nio depende da escolha da base n!,---,n* esco-
lhida.

2.3 Curvaturas de Hipersuperficies em R"+!

Seja M C R*™*! uma hipersuperficie orientada, 1 sua normal unitdria e p € M. Como
dim (T,M )+ =1, entdo a orient¢io de M deixa 1 unicamente determinado, e neste caso a
aplicacdo Ay = A, : T,M — T,M ¢é definida por A,(v) = —?m, onde V é a conexdo Rieman-
niana do R"*!, é chamada de operador de forma de M em p. A aplicacdo linear A p € simétrica
com respeito a primeira forma fundamental /,,, definida como a restri¢ao do produto interno eu-

clidiano ao espago tangente 7,,M, de modo que existe uma base ortonormal de 7),M consistindo
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de autovetores {ey,--- ,e, } de A, associado aos autovalores A (p), - - -, A,(p). Estes autovalores
sdo chamados de curvaturas principais de M em p, ver por exemplo (23).

A forma quadritica associada a A, € chamada de segunda forma fundamental de M em p, e
¢ denotada por 71,,. Assim temos que I1,(v) =1,(v,A,(v)), v € T,M.

A partir daqui, e quando ndo causar confusao, omitiremos o ponto p na notacao, escrevendo
A=A, I=1,ell=1I,.

Fixada uma base de T,M, a matriz de A em p € dada por

[A] = (17111,

onde [I] e [II] sdo as matrizes das primeira e segunda formas fundamentais em relagdo a base
fixada.

Chamamos de curvatura média e de curvatura de Gauss- Kronecker de M na orientacao dada

. 1 : :
por 1, respectivamente, —trago e o determinante de A na base {ey,---,e,}. Ou seja, na base de

n
autovetores a curvatura média de M € dada por
1 1
H=-trlAl = -(A1 4+ + A),
n n
e a curvatura de Gauss-Kronecker de M € dada por

det[/A] = A1 -+ Ay

Na base de autovetores {ej,-- ,e,}, temos pela equagido de Gauss que a curvatura seccional
da hipersuperficie M C R"*! ¢ dada por K (ei,ej) = AiAj, o que por sua vez nos da que a
curvatura de Ricci e a curvatura escalar de M sdao dadas, respectivamente, por

Ric(ej) = Z?L?L] i = ,,;n

1 .
:m;)ql], J—l, 7n.

Na base de autovetores que diagonaliza o operador de forma, temos que o quadrado de

Al = Zl

norma A é dada por

0 que nos da a seguinte relacdo

:(m) = Y47+ L asks = A + (= DR

i#]

2.4 O gradiente, divergente e o Laplaciano

Nesta secdo iremos relembrar as defini¢cdes e algumas propriedades do gradiente, divergente
e Laplaciano de uma fung¢do f: M" — IR suave onde M € uma variedade Riemanniana, visto

que esses sdo objetos que serdo usados no decorrer deste trabalho.
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2.4.1 O Gradiente

Definicao 2.4. Seja f : M" — R uma funcdo suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave
V£ definido sobre M por

(Vf.X) =X(f)
para todo X € X(M).

Se ey, ,e, € um referencial ortonormal em M entdo podemos escrever V f = Zaiei, onde

1
a; € C*(M). Assim a; = (Vf,e;). Mas por defini¢do (Vf,e;) = e;(f), o que nos dd que numa

base ortonormal o gradiente de f se escreve como
Vf = Zei(f)ei.
i

Para o gradiente temos a seguinte proposicao:

Proposi¢io 2.1. Seja f: M" — R uma fungdo suave. Dados p e M ev € T,M, sejay: (—¢€,€) —
M uma curva suave tal que y(0) = p e ¥ (0) = v. Entdo

(1) = (N o

Em particular, se p é ponto de mdximo ou minimo local de f, entdo V f(p) = 0.

Corolario 2.1. Sejam f: M" — R e ¢ : R — R funcdes suaves. Entdo

V(pof)=(¢'of)Vf.

Prova. Sejamp e M,veT,Mey:(—€,€) — M uma curva suave tal que y(0) =pe Y (0) =v.
Entdo da proposi¢do anterior

(Vlgof)wly = S(0fon®) o
= WU 5 (Fon() o
= (@ o)V )p.
E sendo v € T,M qualquer, o resultado segue. O

2.4.2 O divergente

Definicao 2.5. Dado um compo de vetores X € X(M) definimos o divergente de X em p € M
como a aplicagdo div X : T,M — R dada por

divX =tr{v— V,X},

onde V é a conexdo Riemanniana de M.
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Desta forma se ey, - - - , e, € um referencial ortonormal em M", entao

divX =) (V.X,ei).

n
i=1

Assim quando f: M" — A_/I'Hk € uma imersao, temos de (2.1) e (2.2) que podemos escrever o

vetor curvatura média de M como

1 k 1 k no_ 1 k )
H=-) (ra)n"=——3 | Y (Ven',ei) | n"=——) (divn")n’,
n.= Ly ) | .=
onde n!,---,n* é uma base ortonormal de TM*, A, = Apre V é a conexdo Riemanniana de M.

2.4.3 O Laplaciano

Definicao 2.6. Seja f: M" — R uma fungdo suave. O Laplaciano de f é a fungdo Af : M" — R
dada por
Af =div (V).

Da defini¢do de Laplaciano, das propriedades do divergente e do Corolério 2.1 segue facil-

mente a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.2. Sejam f: M" — R e ¢ : R — R fungoes suaves. Entdo

A(@of)= (9" o )V + (¢ o f)AS.
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3 UM PRINCIPIO DO MAXIMO E
APLICACOES GEOMETRICAS

3.1 Introducao

Sejam M; e M, hipersuperficies do IR"*! disjuntas e com bordo nio vazios. Seguindo a

nomenclatura de (2) diremos que M| e M, satisfazem o Principio do Mdximo no Infinito se
diSl‘(M] ,Mz) = min{dist(M1,8M2),dist(M2, aM1)}

Para superficies do IR3, Ronaldo F. de Lima, autor de (1), e Ronaldo F. de Lima e W. Meeks,
autores de (2), definiram uma aproximacdo ideal a qual chamaram de Contato ideal no Infinito
(Definicao 3.3). Supondo esta aproximagao Ronaldo F. de Lima provou em (1) a seguinte versao

do Principio do Maximo no Infinito

Teorema. Sejam M| e M, duas H-superficies disjuntas, completas, propriamente mergulhadas
em R3, com curvatura Gaussiana limitada e bordos ndo vazio OMy e dM,. Se My e My tem um

contato ideal no infinito e M| ou M, é parabdlica, entdo

min{disl‘(Ml,aMz),diSt(Mz, 8M1)} =0.

Onde por H-superficies nos referimos a superficies de curvatura média constante H # 0. Pos-
teriormente em (2) Ronaldo F. de Lima junto com W. Meeks provam a seguinte versdao deste

principio

Teorema. Seja M| uma superficie com bordo dM, e curvatura Gaussiana limitada, que é pro-
priamente mergulhada em R? e cuja funcdo curvatura média satisfaz bg < Hy, < by, by,by >0.
Assuma que M, é uma superficie com bordo dM,, que é propriamente imersa em R> e tal que

|Hu, | < bo. Entdo, se My tem um contato ideal no infinito com My, temos que
min{dist(Ml,8M2),dist(M2,8M1)} =0.

Onde agora ndo mais se supde M| ou M, parabdlica nem que sejam H-superficies. Observe que
estes Teoremas necessitam da limitagao da curvatura gaussiana de M| e M.

Neste capitulo, no Teorema 3.2, daremos uma generalizacdo dos Teoremas acima, para hi-
persuperficies parabélicas do R"*! com um contato ideal no infinito porém, nio necessitamos
de hipdtese sobre a curvatura Gaussiana de nenhuma hipersuperficie, provamos o seguinte teo-

rema:
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Teorema. Sejam M, e M, duas hipersuperficies do R"! disjuntas, propriamente mergulhadas

no R"*1 e com bordos ndo vazios IMy e dM,. Suponha que M, seja completa e que

sup |Hy, | < bo <infHyy,, by > 0.
M, M,

Se M, tem um contato ideal no infinito com M e é parabdlica entdo
min{dist(Ml,aMz),diSt<M2, (9M1)} =0

Como aplicacdo geométrica, os autores provam em (2) uma versao para superficies disjuntas

do R? o Principio do Méaximo de Hopf com o seguinte Teorema

Teorema. Suponha M, uma superficie propriamente mergulhada em R3, sem bordo, com cur-
vatura Gaussiana limitada. Entdo se a fung¢do curvatura média de M, satisfaz by < Hy, < by,
bo,b1 > 0, a superficie sem bordo M, que é propriamente imersa em R> e cuja funcdo curva-

tura média satisfaz |Hy,| < by, ndo pode estar no lado convexo de M.

Com uma versdo parabdlica, para H-superficies, antes provada por Ronaldo F. de Lima em (1),

Corolario 1. Resultados estes generalizados neste capitulo com os seguintes teoremas

Teorema. Seja M| uma hipersuperficie sem bordo, propriamente mergulhada em R*** com
curvatura escalar limitada e cuja curvatura média satisfaz by < Hy, < by, bo,by > 0. Seja
também M» uma subvariedade n-dimensional, sem bordo, propriamente mergulhada em R,
disjunta de M\ e suponha que existe uma funcdo ndo negativa y € C>(M>) satisfazendo as
condigbes C1), C2) e C3) do Teorema 3.9. Se

sup |Hy, | < infA,
M, M,
entdo My ndo pode estar do lado convexo de M.

E no caso parabdlico temos o seguinte teorema:

Teorema. Sejam M| e M duas hipersuperficies do R"! disjuntas, propriamente mergulhadas

no R"*! e com bordos vazios. Suponha que My seja completa e que

sup |Hys, | < bo < infHyy,, bo > 0.
M, M,

Se M, é parabdlica, entdo ndo pode estar no lado convexo de M.

3.2 Preliminares

Dada uma hipersuperficie suave e orientada M C R"*!, iremos denotar a fungdo curvatura
média e o vetor curvatura média de M, respectivamente, por Hy; € Hy,. Também denotaremos

por VM e AM seu gradiente e Laplaciano, respectivamente.
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3.2.1 Variedades Riamannianas Parabdlicas

Seja M" uma variedade Riemanniana n-dimensional com bordo suave, possivelmente vazio,
dM e Q C M um conjunto aberto em M. Uma fungio h € C*(Q) é chamada harmdnica se
AMph = 0. Dizemos que & é subharmdnica se

AMp > 0.

Func¢des subharmonicas irdo desempenhar um papel importante nesta secdo em que iremos
abordar uma classe de variedades Riemannianas que sdo caracterizadas por estas funcgdes.

Quando uma variedade Riemanniana M tem bordo dM vazio diremos que M é parabdlica
se nao admite fun¢c@o subharmonica, nao constante, limitada por cima. Isto €, M € parabdlica se
AMp >0 e supy, h < oo tivermos h constante. Como exemplo de tais variedades Riemannianas
Cheng e Yau provaram em (22) que M = IR? é uma variedade parabdlica.

No caso em que dM é ndo vazio iremos utilizar a seguinte defini¢do de variedade parabdlica

dada por Ronaldo F. de Lima em (1).

Definicao 3.1. Uma variedade Riemanniana n-dimensional M", completa, com bordo suave
ndo vazio dM é chamada parabdlica se, para qualquer fungédo subharménica h em M, limitada
por cima tivermos

suph = suph.
M oM

Ou seja, estamos assumindo como variedades Riemannianas parabdlicas com bordo nao
vazio, aquelas cujas fun¢des subharmonicas limitadas por cima atingem seu supremo no bordo
de M. O Préximo resultado, cuja demosntracao pode ser encontrado em (1), dd uma condicao

suficiente para que uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio seja parabdlica.

Proposicao 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa com bordo suave ndo vazio

dM. Se existe uma fungdo propria, harmonica e positiva definida em M, entdo M é parabdlica.

Exemplo 3.1. Seja C o cilindro em R? dado por C = {(x,y,2) x4y =1,z> 1}. Considere a
parametrizagdo de C dada por X (0,r) = (cos0,sin0,r), 0< 0 <2m, r > 1. A fun¢do h(0,r) =

r definida em C é positiva, propria e harmonica, logo pela Prposicdo 3.1 C é parabdlica.

Mais geralmente, podemos considerar em C" = [1,4o0) x $"~! a métrica ds*> = dr* +
7(r)2d6?, onde dr* e d6? sio as métricas candnicas em [1,-+oo) e $"~!, respectivamente, e 7 é
uma fungio positiva e diferencidvel em [1, +o0). Dessa forma, o Laplaciano em C? = (C", ds?)
¢ dado por, ver (21)

2
- or2

onde Ag denota o Laplaciano em $"~!.

,.L./

d
A nEZ A
‘ +n )‘L'8r+1'2 o
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1 2
Exemplo 3.2. Seja t(r) = —, e considere em C2 a fungdo h dada por h(8,r) = % entdo
r

0%h 7oh 1 1
Ah=—— —1)— =4+ ZAgh=1—=-r=0.
t 8r2+(n )18r+72 6 rr

Como h é positiva e propria, pela Proposicdo 3.1, C% é parabdlico.

Iremos agora enunciar uma proposi¢dao de fundamental importincia na de-monstragdo do
nosso resultado principal, cuja demonstragdo pode ser encontrada em (1). No que segue M" é
uma variedade Riemanniana n-dimensional, completa, com bordo suave, possivelmente vazio,
dM e M’ C M uma subvariedade Riemanniana n-dimensional de M completa, mergulhada com

bordo suave ndo vazio dM’.

Proposi¢ao 3.2 (Proposicdo 3 de (1)). Sejam M e M’ como acima. Entdo M’ é parabdlica se M

¢ parabolica.
Também faremos uso do seguinte Lema, encontrado em (5).

Lema 3.1 (Lema 2.3 de (5)). Seja A uma forma quadrdtica em um espaco vetorial euclidiano
n-dimensional V com autovalores A} < --- < Ay < --- < A,. Entdo para qualquer subespaco

k-dimensional W C V temos que
trA lw> A+ 4 Ay

Para fazer um paralelo com o principio do méximo no infinito, vamos definir a seguir o con-
tato ideal em um ponto (Defini¢ao3.2) e apresentar o Principio do Méaximo de Hopf (Teorema
3.1) que, segundo o autor de (1) foi o que o inspirou a pensar em um contato ideal no infinito

(ver defini¢do 3.3) para hipersuperficies.

Definiciio 3.2 (Contato ideal em p). Sejam M; e M» duas hipersuperficies orientadas do R 1.
Se M| e M, sdo tangentes em um ponto interior p e tem, em p a mesma normal unitdria Mo,
dizemos que elas tem um contato ideal em p. Vamos dizer também que M, estd acima de M,
proximo a p com respeito a Mo, se quando expressarmos M| e M> como grdficos de fungoes @

e ¢ sobre o hiperplano tangente em p tivermos ¢ > ¢ em uma vizinhanga de p.

Teorema 3.1 (Principio do Maximo de Hopf). Sejam M| e M, hipersuperficies orientadas do
R"™! que tem um contato ideal em p. Sejam Hy, e Hy, suas fungdes curvaturas médias,
respectivamente. Se Hy;, < Hy, em p entdo My ndo pode estar acima de M>, a menos que

coincidam numa vizinhanga de p.

3.3 O Principio do Maximo no Infinito para Hipersuperficies
do ]Rn—i—l

Introduziremos agora, e a usaremos no decorrer deste trabalho, a definicao de Contato Ideal

no Infinito utilizada em (2) e que tem uma versao anterior dada pelo autor de (1).
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Definicao 3.3 (Contato ideal no Infinito). Seja M| uma hipersuperficie propriamente mer-
gulhada em R cuja funcdo curvatura média é positiva. Dizemos que a subvariedade n-
dimensional My C R"* tem um Contato Ideal no Infinito com My, se M| e M, sdo disjuntas e

existem sequéncias de pontos interior y; € My, de pontos interior x; € My e A; > 0, i € N, com
yi—xi| =0 e xi—yi=AHuy (i)

sempre que i — oo,

Figura 1 — Contato Ideal no Infinito

Aqui, como em (2), vamos dizer que as hipersuperficies disjuntas M; e M,, com bordos
ndo vazios dM; e dM, e propriamente imersas no IR"*! satisfazem o Principio do Mdximo no
Infinito se

dist(My,M,) = min{dist(M,dM,),dist(Mp,dM;)},

onde dist é a distancia em R"*!,
Enunciaremos a seguir o principal resultado desta se¢io. Aqui estamos supondo M; C R"+!

uma hipersuperficie suave, orientada com fung¢ao curvatura média Hy, positiva.

Teorema 3.2 (Principio do Maximo no Infinito). Sejam M e M> duas hipersuperficies do R"*!
disjuntas, propriamente mergulhadas no R"*' e com bordos ndo vazios dM, e dM,. Suponha

que M, seja completa e que

sup |Hyy, | < by < i;[llfHM], bg > 0. (3.1)

M,

Se M, tem um contato ideal no infinito com M e é parabdlica entdo

min{disl‘(Ml,aMz),disl‘(Mz,aMl)} =0 (3.2)
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Tal teorema € uma generalizagdo dos Teoremas 1.1 e 1.2, que além de ser, por si s6, um
resultado notdvel, sua demonstracdo nos leva ao Teorema 3.6 que é uma generalizacdo do
principio do méximo de Hopf no IR**! para hipersuperficies que tem um contato ideal no
infinito (ver definicdo 3.3) no sentido que sdao hipersuperficies disjuntas e se aproximam as-
sintoticamente uma da outra. O exemplo 3.3 a seguir mostra que o Teorema 3.2 pode nao ser

verdade sem a hipétese do Contato Ideal no Infinito.

1
Exemplo 3.3. Seja M a superficie de revolucdo obtida girando a curva a(t) = (t,0, l—tz),
0<ty<t<1,emtornodo eixo z e My o cilindro My = {(x,y,z) : x> +y* =1, 2> 79 > 0}. Pelo
Exemplo 3.1 M; é parabdlica e temos que supy,, |Hpm, | = > Também temos que infy, Hy, = >
mas

0 =dist(M,M,) < min{dist(M,,dM,),dist(M,,0M;)}.

Isto se dd pois ndo existem'y € My, x € My e A > 0 tal que x —y = AHyy, (), ou seja, M néo

tem um contato ideal no infinito com My, Figura 2.

X

Figura 2 — Sem Contato Ideal no Infinito

3.3.1 Resultados Preliminares

Na demonstracao do Teorema 3.2 faremos uso dos Lemas 3.2 e 3.3 abaixo, os quais neces-
sitam das seguintes consideracdes: Seja M; C IR"* uma hipersuperficie, pelo menos C2, com

curvatura média Hy, com respeito a normal unitéria 7). Denotaremos por

1
Ani= = (et )

a “n-ésima curvatura média”’com respeito a 1, onde A; < A;--- < A,.x_1 sd0 as curvaturas
principais de M; com respeito a 1. Observe que A, x| = Hy,. Seja também M, C R"*, uma

C? subvariedade n-dimensional, n > 1, com vetor curvatura média
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1 k
——Z; divn")n

onde ', ---,n¥ sdo campos de vetores ortonormais normal a M.
Seja agora d a funcio distincia d(x) := dist(x,M;). Tal fungio é de classe C> em uma

vizinhanca de M, € Lipschitz com constante 1 e é orientada pela escolha de 1, isto €, temos

N(y) = Dd(x),onde y € M étal que |[x—y| =d(x) e D = ( J o

dx!l’ 7 gxntk
Rk (ver (3) ou (6)). Desta forma o ponto x é tal que x = y +d(x)n(y).

) € o gradiente de

Para cada x préximo a M; consideremos a hipersuperficie paralela

Mgy = {p e R"*:d(p) =d(x)} =d "' (d(x)).
Tais hipersuperficies sdo de classe C? e tem curvaturas principais em xg dadas por (ver (3) ou

(6))
Mo) A o Ao

1—2A1(yo)d(x0) — 1—=22(yo)d(x0) = = 1= Apqi—1(y0)d(x0)
onde y, € M; é tal que |xo —yo| = d(x0) e A1 (yo) < Aa(yo) < -+ < Auik—1()o), s30 as curvaturas

principais de M; em yy, se |d| < 1. Observe que isso nos dd que

1 )Ll (y()) ln(yo) 1
(T TRy ) 2 MO0+ -+ o)

para qualquer hipersuperficie M;;. Em outras palavras, a n-curvatura média A, (xp) de M, em

xo ndo é menor que a n-curvatura média A, (yo) de M; em yy.

No que segue seja eq, ez, - - ,e, uma base ortonormal de 7,M, e denote por

[i=ei—(ein)n (3.3)

e

a projeacao ortogonal de e; sobre o espaco tangente T,Mi,;. Seja também Y}MZT 0 espaco
projecao ortogonal de TyM, sobre T,M,,. Finalmente, sejam II; e A; a segunda forma fun-
damental e o operador de forma de M 4, respectivamente, com respeito a normal 1.

O lema a seguir é uma adaptacdo do Lema 1 em (3), com demonstracao adaptada ao contato

ideal no infinito.

Lema 3.2. Sejam My e M, como acima e d a fun¢do d(x) = dist(x,M}). Suponha que M, tem

um contato ideal no infinito com M. Entdo temos

AM2q — ZO‘,JIId e, ]) <HM27Dd>+trAd|TMT_0
ij

VerdVerd

M, . .
—— ¢ V,.? éaderivada na direcdo de e;.
1= [VMag2 © 'e d ’

onde 0;; =
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Prova. Seja x € M, tal que d(x) < 1, tal ponto existe pois M, tem um contato ideal no infinito
com M;. Entdosen',---,n* é uma base ortonormal de TXMzL e Dd = n é o gradiente euclidiano

de d, temos de

V"4 = pd—(Dd,n")n' —---— (Dd,n")n*

que
k
A™2g = divw™d =divDd - ) (Dd,n")divn"
r=1

= divDd +n{Hyy,,Dd"*)

(3.4)

onde Dd*+ = (Dd,n"\n' +--- 4 (Dd,n*)n* é a componente normal de ) = Dd relativo a M, e
Hy;, = —— Y*_,(divn")n” é o vetor curvatura média de M,.
n —_—
Denote por V,, a derivada direcional euclidiana na dire¢ao de ¢;. Entdo como
ei=ef +{e,mn, e =1

temos de (3.4) que

A — (€;,Ven) +n(Hy,,Dd ")

-

~
[y

< ¢ V) +n(Hy,, Dd")

I
H'M:

— led el) +n(Hy,,Dd"b)
e como Dd = VM2d + Dd, temos que

n
AM2d — n(Hy,,Dd) + led(e,-T,e,.T)
i=1

I
e

(3.5)

Como d(x) < 1, pois M, tem um contato ideal no infinito com M, temos que |[V*2d| < 1.

Ou seja, |VM2d|(x) < 1 se dist(x,M;) é suficientemente pequena. Sendo assim defina

8ij = <eT e;) <i_<€ian>naej_<ejan>n>

= 5ij_<ei777><ej>n>
e como |VM2d| < 1, temos que o inverso g/, de g;; é dado por

<€z777><€pn>
1— :l 1<61777>

gij:&'j-l- =: 5ij+0'ij.

E assim o traco de A; em T.M,T é dado por
trAg ‘TxMzT = Zgljlld e , j

= lede ZG,]IId el el).
i=1
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Donde de (3.5) teremos

n
A2d —n(Hyy,, Dd) +1rAq |7 00,0 — Y 0ijlla(e] €] ) = 0. (3.6)
iJ
E o lema segue observando que

(eism) = (e, Dd) = (e, V2d) + (e, Dd*) = (e;, V2d) = V¥2d

n
VMg — Z (ngzd)e,-
i=1
€ assim VMZdVMZd
0 = <ei’n><ej7n> _ e; ej
VTS (enm)? T 1 [VIRdP

O

Lema 3.3. Sejam M| e My como no Lema 3.2 e d(x) = dist(x,M;). Suponha que M, tem um

contato ideal no infinito com My e que

1
sup [Hy, | <inf—(A; +---+A4,) =infA,.
M, My n M

Entdo temos que

AM2 g — )| VM24)? <0, (3.7)
para alguma constante positiva Cy.
Prova. Primeiro provaremos que
—n(Hp,,Dd) +1trA, |TXM272 0. (3.8)
Pelo Lema 3.1 temos que
1 A A A
el > (o o )

> —(M)+-+Aa(y))

n
onde y € M; é tal que |x —y| =d(x) < 1 e A(y), -+ ,A(y) sdo as n primeiras curvaturas

principais de M;. Como supomos que

sup |Hy, | <infA,
M, My

1 .
concluimos que —1rA; | M= |Hyy, | e pela desigualdade de Schwarz, temos que
n X

(Hag,, Dd) < [Hypy, ||Dd| = [Hyy, |
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pois Dd = 1, e (3.8) segue.

Por simplicidade de notacdo fagcamos VZIZd =d,. Seja 0;j dado no Lema 3.2, entdo

n n [y(el el)did;
T T\ _ i€ )44
Y oijllaei ej) = ZW
i,] L]
1 IId(dl'elT,djezj>
- z} 1 — |VM2g|2
,((V*2a)", (V*2d)T)
1 — VM2
< Co|(VM2a)T |? - Co|V™2d|?
T 1= |VMg2 T 1| VM2

(3.9

< Co|VM2d|?

para alguma constante positiva Cy, onde a terceira desigualdade segue de |VM2d| < 1, pois M,

tem um contato ideal no infinito com M;. Usando agora (3.6), (3.8) e (3.9) o lema segue.

3.3.2 Demonstragao do Resultado Principal

A demonstracdo do Teorema 3.2 é baseada na demonstracao do caso de H-superficies pa-
rabélicas do IR? dada no Teorema 1 em (1). Nela utilizaremos os Lemas 3.2 e 3.3 acima, cujos
equivalentes em (1) sd@o os Lemas 3 e 4, respectivamente. Estes nos permitird montar, especi-
ficamente o Lema 3.3, em um conjunto conveniente uma func¢do subharmoénica, e supondo por
absurdo que (3.2) ndo vale chegaremos a uma contradi¢do com a parabolicidade de M;. Vamos

entdo a ela.

Demonstragdo do Teorema 3.2. Suponha que (3.2) seja falso, isto &,
mo = min{dist(M;,0M,),dist(M>,0M;)} > 0.
Para € > 0 suficientemente pequeno, seja
M, (€)= {x € M, : dist(x,M;) < €}.
Para cada x € M;(¢€), considere o conjunto
Sy={yeM :|y—x|=dist(x,M) e x—y=AHy, (y), A >0}
e finalmente defina o conjunto M (&) C My () por
M} (€) = {x € Mp(g) : Sy # 0}.

Note que M) (&) tem interior ndo vazio pois M| e M, sdo propriamente mergulhadas em Rle
tem um contato ideal no infinito. Seja C;(€) C M} (€) uma componente conexa de M) (€). Tome

agora € > 0 tal que m, > €. Desta ultima suposi¢ido temos que dM, NCy(€) = 0. De fato, caso
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contrério se x € Co(€) C M) (¢€) terfamos dist(x,M;) < € e x € IM, terfamos dist(x,M;) > &,
pois dist(My,0M,) > €, 0 que nos dd

dCy(€) ={x € Cy(¢) : dist(x,M,) = €} C intMj.
Considere agora a fun¢do distancia d(x) = dist(x,M ). Temos pelo Lema 3.3 que
AM2d — Cy|VM24)? < 0 (3.10)

para alguma constante positiva Cyp. Observe que d | 9Cy(e)= €. Também temos que C>(¢€) é ndo
compacto, caso contrario existiria x' no interior de C;(¢€) tal que d(x’) seria um minimo, e nesse
caso VM24d(x') = 0 e por (3.10) terfamos AM2d(x’) < 0, contradizendo o fato de x’ ser um ponto
de minimo interior. Sendo assim C;(€) € nao compacto e SUPc, (¢ d = €.

Considere agora a fung¢do ¢ em C,(¢&) dada por

0(x) = 0.

Calculando AM2¢ teremos, por (3.10), que
AM2p = —Coe~ ! (AM2d — Cy|VM2d|?) > 0

o0 que nos diz que ¢ é subharmonica em C,(€). Como estamos assumindo que M, é parabdlica,

temos pela Proposi¢do 3.2 que C,(€) é parabdlico. Entdo devemos ter

sup ¢ = sup ¢ =e C0F

Ca(e) dCy(€)
0 que € um absurdo pois supc,) ¢ =1 > e~ ot — SUpPyc,(e) ¢ Como esta contradigao deri-
vou da suposi¢do my = min{dist(My,dM;),dist(M,,dM;)} > 0, temos entdo que ny =0 e o

teorema fica demonstrado. O

Em (14) Impera-Pigola-Setti, utilizam a seguinte definicdo de variedade Riemanniana pa-
rabdlica quando dM # @ (ver também (15)).

Definicao 3.4. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo dM # O e normal

unitdria exterior v. M é dita ser N -parabdlica se as tinicas solucoes do problema

AMp >0 em M

oh

— <0 em oM (3.11)
v

supy h < oo

sdo as fungdes constantes h = sup,, h.

E obtém a seguinte proposicao(Apéndice A em (14)):
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Proposicao 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana A -parabdlica com bordo oM # 0 e h

uma solugdo do problema

{AMhzo em M

supy h < +oo
Entdao
suph = suph.
M oM

Provando assim que a Defini¢do 3.4 implica na definicdo dada por Ronaldo F. de Lima em
(1), e utlizada neste trabalho (Definicdo 3.1) . Isto é, funcdes subharmonicas limitadas por
cima definidas em variedades Riemannianas parabdlicas no sentido classico (Defini¢dao 3.4),
com bordo ndo vazio atingem seu supremo no bordo de M. Certamente quando o bordo de M é
vazio a ./ -parabolicidade equivale a parabolicidade.

Alguns pesquisadores conseguiram dar condicdes suficientes para que uma variedade Rie-

manniana seja .4 -parabdlica. Em (20) e (21) Grigor’yan provou o seguinte teorema

Teorema 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com bordo dM # 0. Se para

algum ponto de referéncia o € M, ou

- 1 oo
VolBY (o) L (+e)

ou
1

Area(d,B¥ (0)) # L (+)

entdo M é N -parabdlica.

Que tem como coroldrio o seguinte resultado provada por Cheng e Yau em (22), que nos

garante que o IR? é uma variedade Riemanniana .4 -parabélica.

Corolario 3.1 (Cheng-Yau). Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se para algum

ponto o € M e para alguma sequéncia Ry — oo
VOZB%< (o) < cte.R,%,
entdo M é N -parabdlica.

Onde, seguindo a notagdo de (14) e (15), temos o € intM e para R > 0,
B¥(0) = {x € M : dy(x,0) <R},

IBY (0) = {x € M : dys(x,0) = R},

sendo dy(x,0) a distncia intrisseca de M. E para um conjunto aberto D C M, ndo necessaria-
mente conexo, definimos
doD = dDNimtM
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D = dMND.

O que nos da que
9oBY (0) = B¥ (o) NintM.

O Teorema 3.3 e o Coroldrio 3.1 nos dao entdo, uma condi¢do geométrica, a partir do volume
ou da drea das bolas em M, para que uma variedade Riemanniana completa seja ./#"-parabdlica.

Portanto em notagdo de (14) temos que dyC>(€) = dC,(€) NintM,, onde C;(¢€) é dado na
demonstracdo do Teorema 3.2. Nessas condicdes, como estamos supondo por absurdo que
dist(dM,M,) > € na demonstracdo do Teorema 3.2 , temos que dyC>(€) = dC,(€), pois se
dC;(€) ¢ intM, entdo existiria x € dCy(€) N IM,, e dai teriamos dist(x,M;) > €. Sendo assim
o Principio do Médximo de Ahlfors, Teorema 7 em (14) (ver também (15)), nos diz que se M;
€ ./ -parabdlica no Teorema 3.2, isto é, ndo admite fungdo nio constante satisfazendo (3.11),
entdo a funcio ¢ (x) = e~ 04 que satisfaz AM2¢ > 0 em dyCs (&) = C5(€), 6 tal que

sup ¢ = sup @.
Ca(e) Iy (€)
Nos permitindo, também, chegar a mesma contradi¢do da demonstracao do Teorema 3.2. Ou
seja, o Teorema 3.2 continua valido se supormos M, C IR"*! uma hipersuperficie .4 -parabélica
com bordo dM, # 0.
Em (16), ver também Apéndice A de (14), os autores extendem a no¢do de variedade Rie-

manniana .4 -parabdlica utlizando a seguinte defini¢do

Definicao 3.5. Vamos dizer que uma variedade Riemanniana M com bordo dM ndo vazio é
D-parabdélica se toda fungdo limitada h € C*(int M) N C°(M) satisfazendo

AMh=0 em imtM
h=0 em OM,

se anula identicamente.

Observe que da Proposi¢do 3.3 temos que toda variedade Riemanniana .4 -parabdlica é
9-parabdlica, a reciproca em geral ndo é verdade, ver Exemplo 3 de (16).

Quando M € uma variedade Riemanniana &-parabdlica temos a seguinte proposi¢ao.

Proposiciao 3.4 (Proposi¢do 9 de (16)). Seja M uma variedade Riemanniana com bordo oM

ndo vazio. Entdo sdo equivalentes:
1. M é P-parabdlica;

2. Para qualquer dominio Q contido em M e qualquer funcdo limitada satisfazendo AMh >0
em int L temos

suph = suph;
Q 219
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3. Para toda funcdo limitada h tal que AMh > 0 em int M temos

suph = suph.
M oM

Onde aqui seguindo a not¢do de (14) e (16), entende-se por dominio um aberto contido em M.

Agora com o auxilio da Proposidao 3.4, podemos supor no Teorema 3.2 M, uma hiper-
superficie Z-parabdlica e ainda garantir a validade do mesmo. De fato, seguindo como na

demonstracdo do Teorema 3.2, temos do Lema 3.3 que

A9 = —Cop(AM2d — Co|V*d[?) > 0, (3.12)
para ¢(x) = e~ %) onde d(x) = dist(x,M;) e C, > 0. Tomemos agora C,(¢) dado na de-
monstra¢do do Teorema 3.2. Sendo M, Z-parabdlica a Proposi¢ao 3.4 acima garante que

l1=sup = sup ¢p =e 0°
G(e)  IG(e)

para ¢ fixado suficientemente pequeno, nos levando a mesma contradi¢ao da demonstracao do

Teorema 3.2. Em resumo, temos agora o seguinte teorema

Teorema 3.4. Sejam M, e M, duas hipersuperficies do R"*! disjuntas, propriamente mergu-

lhadas no R**! e com bordos ndo vazios OM, e dM,. Suponha que My seja completa e que

sup |Hp, | < bo <infHy,, bo > 0. (3.13)
M, M,
Se M, tem um contato ideal no infinito com My e é N -parabdlica (ou P-parabdlica) entdo
mil’l{dist(Ml,aMz),dist(Mz, 8M1)} =0 (3.14)
Para variedades Riemannianas Z-parabdlicas temos o seguinte coroldrio do Teorema 3.4.

Corolario 3.2. Sejam M| e M como no Teorema 3.2. Assuma que M, seja completa e que

sup |HM2| <bo <infHyp,, bo>0.
M, M

Suponha que existem conjuntos relativamente compactos 21 C My e Qy C M tais que M1\
é isométrico a My\Q,. Se My tem um contato ideal no infinito com My e My ou My é -
parabdlica entdo

min{dist(My,0M,),dist(M,dM;)} = 0.

Prova. Pelo Corolério 12 de (16) temos que se M1\ € isométrico a M>\£2;, sendo Q| e
Q, conjuntos relativamente compactos, entdao M; é Z-parabdlica se, e somente se, M, é I-
parabdlica. Portanto, se M, é &-parabdlica, vale o teorema. Se M| é Z-parabdlica, entdo M; o

é, e novamente vale o teorema. O
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Observacao 3.1. Em virtude da Proposigdo 3.2 e do Principio do Mdximo de Ahlfors, no caso
da N -parabolicidade, serem vdlidos quando dM, = 0, temos que o Teorema 3.2 bem como o

Teorema 3.4 continuam vdlidos se IM, = 0, e neste caso temos dist(M,,dM;) = 0.

Observacao 3.2. Se supormos M, uma hipersuperficie compacta, podemos retirar sua hipotese
de parabolicidade no Teorema 3.2 e enunciar o Teorema 3.5 abaixo, usando agora o Teorema

da divergéncia em sua demonstragdo.

Teorema 3.5. Sejam M, e M, duas hipersuperficies do R"T! disjuntas, propriamente mergu-
lhadas no R e com bordos ndo vazios IM\ e IM,. Assuma que M5 seja compacta e suponha
que
sup |Hy, | < infHy, . (3.15)
M, M,

Se My tem um contato ideal no infinito com M, entdo
min{dist(M,0M,),dist(My,dM;)} =0 (3.16)
Prova. De fato, assumindo (3.15) a demonstra¢do do Lema 3.3 nos da que
AM2d — Co|VM™24)? < 0, (3.17)

para alguma constante positiva Cy, onde d(x) = dist(x,M}). Suponha agora que o teorema seja
falso, isto €, que
min{disl‘(Ml,aMz),diSt(Mz,aM])} > 0.

Sejam C (&) e ¢ (x) = e~ 04 ) como na demonstragio do Teorema 3.2. Teremos entio de (3.17)
que
AM2 ¢ = —Cop (AM2d — Cy|VM2d|?) > 0,

e calculando V*2¢ encontramos
VM = —Cpe VMg = —Cop V™.

Pelo Teorema da divergéncia, temos que se vV é a normal unitéria exterior ao longo de dC>(¢€),

entao
0</ AM2¢:/ (VM2¢,V):—C0/ (VM4 vy =0 (3.18)
Cy(¢) dCy () dC, ()
pois d é constante ao longo de dC;(€). E com a contradi¢do obtida em (3.18) o teorema segue.
O

3.4 Aplicagcoes Geométricas

Seja M C R"*! uma hipersuperficie completa, propriamente mergulhada e com bordo vazio.
Dizemos que M é convexa com respeito a normal unitdria 1 se sua fun¢do curvatura média for
positiva. Observe que M divide o R"*! em duas componentes conexas. Chamaremos entio de

lado convexo de M a componente do IR"*! para a qual o vetor curvatura média de M aponta.
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3.4.1 Aplicacdes do Principio do Maximo no infinito

Como consequéncia da demonstracao do Teorema 3.2 temos o teorema a seguir que estende
ao R, sem hipdteses sobre a curvatura Gaussiana, o Corolario 1 em (1) e o Teorema 3.4 em

(2). Estende também, no caso parabdlico, o Teorema 1 em (9).

Teorema 3.6. Sejam M, e M> duas hipersuperficies do R"*! disjuntas, propriamente mergu-

lhadas no R"! e com bordos vazios. Suponha que M, seja completa e que

sup ‘HM2| < by <infHyp,, bo>0.
M, M,

Se M, é parabdlica, entdo ndo pode estar no lado convexo de M.

Prova. Suponha que M, estd contida no lado convexo de M;. Se tivermos dist(M;,M,) = 0,
entdo M, tem um contato ideal no infinito com M. Dessa forma podemos prosseguir como na

demonstragao do Teorema 3.2 definindo, para € > 0 suficientemente pequeno, 0s conjuntos

My(e) ={x € M, : dist(x,M;) < €}.

Para cada x € M;(¢), considere os conjuntos
Sy={yeM :|y—x|=dist(x,M,) e x—y=AHy,(y), A >0}

e M}(€) C M,(€) dado por
M5 (g) = {x € Mp(g) : Sy # 0}.

Se Cy(€) C M)(€) é uma componente conexa de M}(€), teremos, pois estamos supondo que
dM, =0, que
dCy(g) = {x € Cy(€) : dist(x,M) = €} C intM,.

E finalmente definindo em C,(€) a fungio ¢ (x) = e~0?()_ onde d(x) = dist (x, M, ), chegaremos
a mesma contradi¢do do Teorema 3.2, pois estamos supondo que M; € parabdlica. Logo M, nao
pode estar no lado convexo de M| se dist(M;, M) = 0.

Se dist(M1,M,) > 0, existem sequéncias y, € M| e x,, € M, tal que a sequéncia y, — x, tem
uma subsequéncia que converge para um vetor v € R"*! com |v| = dist(My,M,). Seja entio
M, = M, +v. Dessa forma temos que dist(M;,M) =0 e que M{ "M # 0. Seja p € M N\ M>,
como |v| = dist(My,M;) € M, esta contida no lado convexo de Mj, temos que M; € M, tem
um contato ideal em p. Pelo Principio do méximo de Hopf, M; e M, coincidem em uma
vizinhanca de p. Isto significa que M, difere de M, por uma translagio em R"*! de compri-
mento |v| = dist(M;,M;). Donde temos que, nesta vizinhanga de p, M| e M, sdo hiperplanos
paralelos, contradizendo a hipétese de que a fungdo curvatura média de M € positiva. Logo, se

dist(My,M,) > 0, M, ndo pode estar no lado convexo de Mj, o que demonstra o teorema.
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Novamente aqui no Teorema 3.6, assim como no Teorema 3.2, podemos supor, devido ao
Teorema 7 em (14) (ver também (15)), M, uma hipersuperficie .4 -parabdlica e ainda teremos

a validade do Teorema 3.6.

Observacio 3.3. De modo geral, uma hipersuperficie M; C R*** com curvaturas principais
A< <Ay <o <Ak comrespeito a normal unitdria 1 é chamada de n-meio convexo(n-
convex mean) com respeito a normal 1 se A+ ---+ A, > 0. Sendo assim a demonstracdo
do Teorema 3.6 acima na verdade nos dd o seguinte teorema abaixo, cuja demonstragcdo é

totalmente andloga.

Teorema 3.7. Sejam My uma hipersuperficie do R"* cuja funcdo curvatura média é positiva
e M uma subvariedade n-dimensional do R""*. Sejam ainda M e M, disjuntas, propriamente

mergulhadas no R"** e com bordos vazios. Suponha que M5 seja completa e que

sup |Hpy, | <infA,.
M, M,

Se M; é parabdlica, entdo ndo pode estar no lado convexo de M.

O teorema acima € a versao, com o contato ideal no infinito, do Teorema 4 em (3) no caso
em que M, € parabdlica, e é 14 denominado como “Um principio de barreira para subvarie-
dades de codimensdo arbitrdria e curvatura média limitada”, ver também em (5) o caso para

subvariedades minimas.

3.4.2 Aplicagdes do Principio de Maximo do Omori-Yau

Ao acrescentarmos uma hipétese adequada sobre a curvatura de Ricci da hipersuperficie
M,, podemos retirar sua condi¢do de parabolicidade no Teorema 3.6, e usando o Principio do
Miximo de Omori-Yau, ver (11) e (12), obteremos um resultado andlogo dado no Teorema 3.8
abaixo. Precisaremos, porém, acrescentar uma hipétese sobre o operador de forma da hipersu-

perficie M7, o que nos permitird o uso do lema abaixo.

Lema 3.4. Sejam M C R"™ uma hipersuperficie propriamente mergulhada e A seu operador
de forma. Denotemos por dj = d(x;) = dist(x;,M), onde x; € R™* ¢ uma sequéncia de pontos
tal que limj_,.d; = 0, e por A o operador de forma de M em y; € M, tal que |x; —y;| = d,.
Suponha que

limsup [|A]| < .
jroe

Se 11y, é a segunda forma fundamental da hipersuperficie paralela Mgy, = d “d ;) em T ;My;,
entdo

lim [|11;.|| < eo.
jreo
Prova. Se Ag4; € o operador de forma de M,; entdo temos a equagdo de Riccati, ver (17),

VpaAd, +Af,j +R(-,Dd)Dd =0 (3.19)
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onde V e R sdo a conexdo Riemanniana e o tensor curvatura do IR"*, respectivamente. Para
Xj € R+ tal que d i < 1 considere a geodésica minimizante normalizada 8 : [0,d;] — R+
com B(0) =y; € M e B(d;) = xj € My, Como 8 € um segmento de reta ligando y; a x; e
dj <1, entdo B'(d) = Dd se d € [0,d}]. Sejaentdo v € T,;My, e V seu transporte paralelo ao

longo de 8 com V(0) = v € T;,,M. Se denotarmos por " a derivada ao longo de 8 teremos
(Aa(V),V)' = (VpAa(V),V) = (VDaha(V),V).

Logo por (3.19)
<Ad(V),V>/ = _<A§(V)7V> - <§(V7Dd)Dd7V>'

Portanto em d = O teremos
(Aa(V), V) lao= —(A3(v0),v0) — (R(vo, 1)1, v0)

Assim a expansdo em série de Taylor de 11;,(v) = (Ag;(v),v) em torno da segunda forma fun-

damental /1; = I1; | 4~ de M é dada por

(Aq;(v),v) = (A;(vo),v0) — [(A7(v0), v0) + (R(v0., M), v0)]d + O(d?) (3.20)

Sendo a curvatura seccional do IR”*¥ nula, temos de (3.20) que

[114,(0)| < 14l vol* + 14,1 [vo[*d + O(a?). (3.21)

Logo de (3.21)
1724, < lAj]l + [14]*d + O(d?). (3.22)
Fazendo agora j — oo em (3.22) temos o desejado. O

Estamos em condi¢des agora de enunciar o seguinte teorema

Teorema 3.8. Sejam M| e M, duas hipersuperficies disjuntas, sem bordo e propriamente mer-

gulhada em R"'. Assuma que M seja completa com curvatura de Ricci satisfazendo
Ricy, > —(n—1)Ro, Rp > 0.
Seja d(x) = dist(x,My) e Aj como no Lema 3.4 e suponha que

limsup||A]| < oo (3.23)

J—reo

para toda sequéncia x; € M, tal que lim;_,.d(x;) = infy, dist(x,M). Se

sup |Hys, | < infHyy, (3.24)
M, M

entdo My ndo pode estar no lado convexo de M.
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Prova. Pelo Principio do Maximo de Omori-Yau, com a versdo para o minimo, existe uma

sequéncia x; € M, tal que lim .. d(x;) = infy, dist(x,M}) e tem-se que
1 1
VMd|(x)) <~ e  AMd(x;))>-—-, VjeN. (3.25)
J J

Suponha que M, esteja no lado convexo de M| e que dist(M;,M;) = 0. Entdo M, tem um
contado ideal no infinito com M;. Sendo assim, para j € IN suficientemente grande, a equacao
(3.6) na demonstracido do Lema 3.2 nos da que

g, (V)T (V¥*a)T)
B 1 —|VM2(|2

AM2d(x ;) — n[Hyy, | +Z/1,-(dj) (x;) <0 (3.26)

onde A;(d;) sao as curvaturas principais da hipersuperficie paralela d ~(d ;) na orientagdo dada

1
por N e d; = d(x;). Como temos que AM2d(x;) > —~ entdo (3.26) nos d4 que
J

1 n 1y, (VM™a)T, (Vd)T)
> —n|Hyy, | +Zi:ki(dj) — Ty (3.27)
y 1
E de |V*2d|(xj) < - temos que
J
[, (V*2d)T, (V*2d)T)) S i o
T <l dj||m <l d_,-||].2—_1-
Entao de (3.27)
1 n
||Ildj||j2_ 1T Y Ai(d;) — n|Ha,|
, (3.28)

n
Z Z;{’ —I’l|HM2|.
i
Fazendo agora j — o0 em (3.28), teremos, pelo Lema 3.4,
nHy,| > A1+ 44,

contradizendo (3.24). Logo M» ndo pode estar do lado convexo de M se dist(M;,M,) = 0.

Se dist(M1,M>) > 0, existem sequéncias y, € M| e x,, € M, tal que a sequéncia y, — x, tem
uma subsequéncia que converge para um vetor v € R"! com |v| = dist(M{,M,). Seja entio
My = M, +v. Dessa forma temos que dist(M;,M>) = 0. Se My "M, = 0, entdo M, tem um
contao ideal no infinito com M|, o que ndo pode acontecer pelo que foi visto no paragrafo
anterior. Caso M; N M> # 0 entdo py € My N M> seria um ponto de minimo da fun¢io d, e
assim VM2d(py) = 0 e do Lema 3.3 teremos AM2d(pg) < 0 contradizendo o fato de py ser
ponto de minimo. Se M e M, coincidem numa vizinhanga entdo d é constante, € novamente o
Lema 3.3 diz que isso ndo pode acontecer. Logo M, ndo pode estar do lado convexo de M, se
dist(My,M;) > 0. O

O Teorema 3.8 continua vélido se M; C IR"™* ¢ uma hipersuperficie com curvatura média

positiva e M, C R"T* uma n-subvariedade mergulhada.
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Observacao 3.4. Seja M" uma hipersuperficie orientada imersa isometricamente no espaco
forma Riemanniano IM’(}H. Se Ry é a curvatura escalar normalizada de M e A seu operador

de forma, entdo da equagdo de Gauss temos a seguinte relagdo, ver por exemplo (18),
1A|[* = n*Hjz —n(n—1)(Ry —c).

Portanto, se Ry > ¢ temos que ||A||> < n’H3, donde ||A|| < nHy, se Hy > 0. Logo, se a

curvatura média de M for limitada, teremos
sup ||A]| < nsupHy < .
M M

Com a Observacdo 3.4, o Teorema 3.8 nos da o seguinte Corolério.

Corolario 3.3. Sejam M, e M, como no Teorema 3.8. Assuma que M, seja completa com
curvatura de Ricci limitada inferiormente. Seja Ry, a curvatura escalar (normalizada) de M,

e suponha que Ry, > 0. Suponha também Hy, seja limitada e que

sup |Hp, | < infHy, .
M, M,

Entdo M; ndo pode estar do lado convexo de M.

Prova. Suponha M, no lado convexo de M, e que dist(M;,M;) = 0. Seja 114, a segunda forma
fundamental da hipersuperficie paralela d~!(d;), onde d; = d(x;) = dist(x;,M}) e x; € M, é
uma sequéncia dada por Omori-Yau, isto €, com d; — 0 satisfazendo (3.25). Entdo de acordo
com a Observagdo 3.4 e pelo Lema 3.4, temos lim; e [|[/14;|| < o°. Seguindo agora como na

demonstracdo do Teorema 3.8 temos o desejado. O

Note que da Observagdo 3.4, se supormos Ry, limitada no Corolério 3.3, podemos retirar a
hipétese Ry, > 0 e conseguir 0 mesmo resultado.

Observe que na demonstracao do Teorema 3.8 as hipdteses sobre M, sdo essencialmente
para que possamos usar o Principio do Méaximo de Omori-Yau na fungdo d(x) = dist(x,M).
Dessa forma, podemos supor outras hipéteses em M, que nos permita usar este principio. Isto
pode ser feito utilizando o teorema de Pigola-Rigoli-Setti, ver (19), que estende a classe de
variedades Riemanniana a qual vale o Principio do Médximo de Omori-Yau. Antes, porém,

daremos a seguinte definicao dada por Pigola-Rigoli-Setti também em (19).

Definicao 3.6. Diremos que a variedade Riemanniana M satisfaz o Principio do Mdximo de
Omori-Yau se, para qualquer fungdo u € C? (M) com supy u = u* < oo, existe uma sequéncia
de pontos xj € M, dependendo de M e de u, tal que

1

1
lim u(x;) =u®, [VMu|(x;) <=, AMu(x;) < =.
tim ) = [9l() < 5, AMulag) <
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Teorema 3.9 (Pigola-Rigoli-Setti). Seja M uma variedade Riemanniana e assuma que existe

uma fungdo ndo negativa y satisfazendo:
Cl) y(x) — oo quando x — oo;
C2) 3B > 0 tal que |VMy| < B \/¥ fora de um compacto;

C3) 3C > 0 tal que AMy < C \/YG(\/Y) fora de um compacto, onde
G : [0,+00) — [0,+0) é uma fungdo suave satisfazendo

e ds , tG(/1)
G(0) >0, G'(0)>0, / = 4o, limsu
©) (0) 0 G(s) t—>+°°p G(1)

< oo,

Entdo M satisfaz o Principio do Mdximo de Omori-Yau.

Devido ao Teorema de Pigola-Rigoli-Setti, Teorema 3.9 acima, o Corolério 3.3 pode ser
estendido a uma classe mais ampla de variedades Riemanniana que satisfazem o Principio do

Maximo de Omori-Yau. Temos entdao o

Teorema 3.10. Seja M; uma hipersuperficie sem bordo, propriamente mergulhada em R"*
com curvatura escalar limitada e cuja curvatura média satisfaz by < Hy, < by, bg,b; > 0.
Seja também M, uma subvariedade n-dimensional, sem bordo, propriamente mergulhada em
R"™, disjunta de My e suponha que existe uma fungdo ndo negativa 'y € C*(M>) satisfazendo
as condigcoes C1), C2) e C3) do Teorema 3.9. Se

sup |Hy, | < infA,
M, M,

entdo My ndo pode estar do lado convexo de M.

Com demonstracao andloga ao do Teorema 3.8, que extende no caso do contato ideal no
infinito, para subvariedades n-dimensionais M> C R"** que satisfazem o principio do maximo
de Omori-Yau para o Laplacaino, o Teorema 4 em (3). Extende também no caso em que a
subvariedade M, tem codimensao arbitraria o Teorema 3.4 em (2), o Teorema 1 em (9), e o

Corolario 1 em (1).
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4 UM PRINCIPIO DO MAXIMO PARA
HIPERSUPERFICIES PONDERA-
DAS DO R} E APLICAGOES
GEOMETRICAS

4.1 Introducao

Ao introduzirmos um peso no elemento de volume dvol de uma variedade Riemanniana
(M, {,)), passamos a ter uma variedade Riemanniana ponderada (M, (,),e~/dvol), onde f €
C*(M). Surgem entdo, de forma natural, alguns objetos relacionados a variedade Riemanniana
ponderada (M, (,),e~/dvol) tais como a f-divergénca, que por sua vez nos dd o f-Laplaciano,
a Bakry-Emery curvatura de Ricci, a f-curvatura média, no caso das hipersuperficies de uma
variedade Riemanniana ponderada, entre outros, ver por exemplo (25), (27) e (36).

Em trabalhos como (25), (26), (27), (31), (36) e (37) entre outros, temos varias contribui¢cdes
que garantem a validade de resultados cldssicos da geometria no contexto das variedades Ri-
emannianas ponderadas, como por exemplo o Principio do Méximo de Omori-Yau para o
f-Laplacinano. Seguindo esta linha, iremos demonstrar neste capitulo a validade, no con-
texto ponderado, dos resultados obtidos no capitulo anterior deste trabalho e dar mais algumas
contribui¢des a resultados ja conhecidos no contexto ndo ponderado. No Teorema 4.3 daremos
a versao ponderada do Principio do Maximo no Infinito, Teoremas 1 e 3.2 de (1) e (2), respec-
tivamente, que foram generalizados no capitulo anterior deste trabalho com o teorema abaixo

para hipersuperficies do R"*! sem restricdes sobre a curvatura gaussiana

Teorema. Sejam M, e M duas hipersuperficies do R""! disjuntas, propriamente mergulhadas

no R"*1 e com bordos ndo vazios IMy e dM,. Suponha que M, seja completa e que

sup ‘HM2| < by <infHyp,, bo > 0.
M, M,

Se M, tem um contato ideal no infinito com M e é parabolica entdo
mil’l{dist(Ml,aMz),diSt(Mz, 8M1)} =0

Que tem como aplicacao geométrica o Corolério 4.1.
No Teorema 4.4 damos a versao ponderada do Principio de barreira para subvariedades de

codimensao arbitraria e curvatura média limitada, Teorema 4 de (3)

Teorema. Sejam M, C R"* uma subvariedade n-dimensional e My C R"* uma C?-hipersu-

perficie propriamente mergulhada em R" ™. Assuma que M, estd no lado convexo de M e que
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M, toca em My no ponto py € My N\ M. Suponha que U(py) C R"* seja uma vizinhanca de
po em R"* tal que

sup |Hpy,| < inf A,
UNM, UnmM;

Entdo préoximo a po, M; estd contida em My, ou seja, M, "U C M NU.

Que nos da o Corolario 4.2 para hipersuperficies f-minimas.

Como Aplicacdo do Principio do Maximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano, estendemos
para o contexto ponderado, Teorema 4.6 e Corolério 4.3, o Teorema 3.10 do capitulo anterior
deste trabalho.

4.2 Preliminares

Seja (M",(,)) uma variedade Riamanniana. Chamaremos de n-variedade ponderada a terna
Mf = (Mn, <,),dvolf)

onde f: M — R € uma fungdo suave escolhida, dvol é a medida de volume Riemanniano
em (M",(,)) e finalmente dvol; = e /dvol é a medida de volume ponderado. A variedade

ponderada (M", (,),dvoly) estd associada a f-divergéncia, ver por exemplo (27),
div X := e/div(e /X), X € X(M),
0 que nos da o operador f-Laplaciano dado por
AYu= el div(e  VMu) = AMu— (VM £, VMy

)
onde u € C*(M) e AM e VM s3o o Laplaciano e gradiente em (M", {,)), respectivamente.

A Bakry-Emery curvatura de Ricci da variedade ponderada (M", (,),dvoly) é o 2-tensor
Ricy = Ric+Hess(f),
onde Ric é o tensor de Ricci de M. Quando
Ricy = o),

para alguma constante ¢ € IR, entdo a variedade ponderada (M", (,),dvols) é chamada soliton
de Ricci.

Observacao 4.1. Uma variedade Riemanniana (M",(,)) é chamada soliton de Ricci se existe
um campo suave de vetores X satisfazendo a equagdo do soliton
1
Ric+§Lx<,>:a(,),a€1R. 4.1)
onde Ly é a derivada de Lie na direcdo de X. No caso especial em que X = VM f, para alguma
fungdo f € C*(M), dizemos que (M, {,), VY f) é um soliton de Ricci gradiente e a equagdo
(4.1) fica, ver por exemplo (25),

Ric+ Hess(f) = a(,).
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Observe que se (M, (,), VM f) é um soliton de Ricci gradiente, entdo a variedade ponderada
(M,{,),dvols) é um soliton de Ricci. O soliton de Ricci gradiente (M, (,), VM f) € dito ser
contraido(shrinking), estavel (steady) ou expansivel (expanding) de acordo com o > 0, a =0
ou o < 0, respectivamente.

Se B,(p) e dB,(p) sdo, respectivamente, a bola geodésicas de raio r > 0 centrada em p e
seu bordo em (M", (,)), definimos entdo o volume ponderado em (M", (,),dvoly) por

vol¢(B,(p)) = /Br(p)e_fdvol e volp(dB,(p)) = /z93,.(p) e dvol,_,

onde dvol,_| representa a (n — 1)-medida de Hausdorff.

4.2.1 A f-Curvatura Média das hipersuperficies ponderadas

. . L. . . . . —n—+1
Seja M" uma hipersuperficie imersa na variedade Riemanniana ponderada M, e denote-

mos por V o gradiente de M""". Entdo temos que a f-curvatura média de M é dada por
nH{, = nHy + (N, V f),

onde Hy; € a curvatura média de M com relagdo a normal unitaria N. Dessa forma o f-vetor

curvatura média de M é dado por

1, = L, ..
H, = H/ N = Hy + —(N.VfN =~ (divyN)N,
1
onde Hy; = ——(divN)N € o vetor curvatura média de M na orientacdo dada por N.
n

Dizemos que a hipersuperficie M € f-minima se H. 1{; = 0. Quando f é constante as hipersu-

L . L. - . . L . L. —n+1
perficies f-minimas sdo precisamente as hipersuperficies minimas de M .

4.3 O Principio do Maximo no Infinito para Hipersuperfi-
cies ponderadas do R’}

Vamos a partir daqui estudar sob quais hipéteses em uma variedade ponderada continuam
validos os resultados anteriormente obtidos.

Seguindo a not¢do de (15) extenderemos a seguir a no¢ao de variedade Riemanniana Neu-
man parabdlica, ou simplesmete ./ -parabdlica no contexto das variedades Riemannianas pon-

deradas.

Definicdo 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo dM #+ O e normal
unitdria exterior v. A variedade Riemanniana ponderada (M, (,),dvoly) é dita ser N -f-

parabdlica se as tinicas solugoes do problema

AZ}/Ih >0 em intM

oh

— <0 em oM 4.2)
ov

supy h < +oo
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sdo as fungoes constantes h = sup,, h.

Certamente se dM = (), podemos considerar a condi¢do de bordo em (4.2) trivialmente
satisfeita, e neste caso diremos que (M, (,),dvoly) é .4 -f-parabélica se ndo admite fungdes
f-subharmonicas nao constantes limitadas por cima. Onde, de forma natural, diremos que
h € C*(M) ¢ f-subhaménica se AY'h > 0.

A classificagdo de variedades Riemannianas ponderadas .4 - f-parabdlicas € objeto de es-
tudo de alguns pesquisadores como S. Pigola e A. Setti. Em (25) (Teorema 22) estes junto, com

M. Rimoldi obtém o seguinte teorema

Teorema 4.1. Um soliton de Ricci gradiente contraido (M, {,), V™ f) completo é N - f-parabd-

lico.

Pode-se provar também que uma condicdo suficiente para que a variedade Riemanniana

ponderada (M, (,),dvoly) seja 4 - f-parabdlica é que M seja geodesicamente completa e que
vol;(9B,) ! ¢ L' (+e0).

No Teorema 4.3 iremos demonstrar para hipersuperficies ponderadas .4 - f-parabdlicas do
IR;’C“, a validade do Principio do Méximo no Infinito dado por Ronaldo F. de Lima em (1)
para superficies parabélicas do IR? com curvatura média constante e generalizada no capitulo
anterior deste trabalho para hipersuperficies parabélicas do R”*! com curvatura média limitada,
Teorema 3.2. Antes porém, precisaremos de alguns resultados para hipersuperficies ponderadas
que nos auxiliardo no decorrer deste capitulo.

Em (36), Stefano Pigola, J.H. de Lira, D. Impera e A.G. Setti generalizaram o principio
do maximo de Alhfors para variedades Riemannianas ponderadas .4 - f-parabdlica com uma
bela demonstracao, mas que segundo os autores o resultado pode ser facilmente obtido, com as
devidas adaptagdes, seguindo a mesma linha de reciocinio da demonstragao do Teorema 0.9 em

(15). Mais precisamente tem-se o seguite Teorema

Teorema 4.2 (Principio do Maximo de Ahlfors). Uma variedade Riemanniana ponderada
(M, (,),dvoly) é N -f-parabdlica se, e somente se, para todo dominio D C M com dyD # 0
e toda fungdo h € C*(D) satisfazendo

A?/I h>0 em intD
dh
v <0 em 01D
supph < +o0
tivermos
suph = suph.
D 3D

Onde doD = dDNint M e ;D = dM N D.
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E no caso em que dM # 0, temos também a seguinte extensdo para o contexto ponderado
da Proposic¢ao 3.3, Proposi¢do 3.2 de (15), ver também (36).

Proposicao 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo dM # 0. Se (M, (,),dvoly) é

uma variedade Riemanniana ponderada N -f-parabdlica e h é uma solucdo do problema

Aj}’[ h>0 em M
supy, h < oo
entdao
suph = suph.
M oM

Podemos também sem dificuldades, extender a no¢ao de variedade Riemanniana Dirichlet
parabdlica, ou simplesmente Z-parabdlica, ver (16), para o contexto das variedades Riemanni-

anas ponderadas com a seguinte definicao:

Definicao 4.2. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio. Vamos dizer que uma
variedade Riemanniana ponderada (M, (,),dvoly) é Dirichlet f-parabdlica, ou simplesmente

9-f-parabdlica, se toda funcdo limitada h satisfazendo

A?’Ih:O em intM
h=0 em JdM,

se anula identicamente.

E na mesma linha de raciocineo obter o Principio do Maximo de Ahlfors, Proposicao 3.4
(Proposi¢ao 9 de (16)), para variedades Reiamnnianas &-f-parabdlicas, ver (36). Observe
que da Proposi¢do 4.1 temos que toda variedade Riemanniana ponderada com oM # 0 AV -f-
parabdlica € Z- f-parabdlica.

Demonstraremos a seguir a versdo ponderada dos Lemas 3.2 e 3.3 do capitulo anterior deste
trabalho.

No que segue M| C lR?fk € uma hipersuperficie suave, orientada com curvaturas principais
M <o <A <--- < Ak com relagdo a normal unitaria 1. Denotaremos por H{,Iz o f-vetor

curvatura média da subvariedade n-dimensional M, C lR;’fk e por D o gradiente euclidiano do
R,

Lema 4.1. Sejam M, C ]R;Jrk uma hipersuperficie e My C lR;lﬂLk uma subvariedade n-dimensio-
nal. Assuma que M| e M, sejam disjuntas e propriamente mergulhadas. Se M, tem um contato

ideal no infinito com My entdo a fung¢do d(x) = dist(x,M,) satisfaz

AY2d —n(H},,,Dd) +trAy |7 pr +(Df,Dd) Zc,,nd el ef) =0, (4.3)

VerdVerd
1 — VMg |2’
paralela d='(d(x)) e ¢! é dado em (3.3).

onde 0;j = I1;(+) = (A4(+),-) € a segunda forma fundamental da hipersuperficie
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Prova. Do Lema 3.2 temos que

AM2d — n(Hy,,Dd) +trAy s — ZO‘,JIId el el )=0. (4.4)

Logo se N!,--- N* sdo campos de vetores ortonormais normais a M, e D é o gradiente euclidi-

ano do R™** temos que o f-vetor curvatura média de M, é dado por

1 k r r
Hj, =Hy, + - Y (N",Df)N
r=1

(. .
onde Hy, = —— Y (divN")N" é o vetor curvatura média de M, . Portanto
n

=1

r

1 k
(Hyy,,Dd) = (Hj, ,Dd) — - Y (Df,N")(Dd,N"). (4.5)

n =

—_

k k
Esendo VM2 f = Df — Z (Df,N"\N" e VM2d = Dd — Z (Dd,N")N" temos que

r=1 r=1

k
(VM2 f v™2d) = (Df,Dd) — Y (Df,N")(Dd,N"). (4.6)

r=1

Agora de (4.4), (4.5) e (4.6) temos

AY2d —n(H), ,Dd)+1rAg |y, wi +(Df,Dd) Zo, illy(el Ty =0. 4.7)
como queriamos. O

Denotemos por
1
Al = At 2)+ (DAY, [=1, ntk—

a [-ésima f-curvatura média da hipersuperficie M| C lR;’fk com relacdo a normal unitéria 1,
onde Ay,---,A; sdo as [ primeiras curvaturas principais de M| C ]R;J’k na orientacdo dada por
n. Observe que se [ =n+k — 1 entdo /\{ = Hﬂj;l.

Seguindo agora temos a versdao ponderada do Lema 3.3.

Lema 4.2. Sejam M| e M como no Lema 4.1 e d(x) = dist(x,My). Suponha que M, tem um

contato ideal no infinito com My e que
sup |H1{,12| <infAJ.
M, M,
Entdo temos que

A2 — Co|V™2d|* 0.

para alguma constante positiva Cy.
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Prova. Basta prosseguir, a partir da equagao (4.3), como na demonstracao do Lema 3.3. Ob-

servando que Pelo Lema 3.1 temos que

1 1
—trAg |pyyr > = (A(d)+ -+ A(d))
n 2 (4.8)
> (),
onde A;(d),---,A,(d) sdo a n-primeiras curvaturas principais da hipersuperficie paralela a M|

d~'(d(x)) na orientagdo dada por 7. Portanto

M, <AL= {2+ DF)
< Y@+ @)+ (DF))
<

{trAd |y +(DF. M)}

O que nos diz que
—n|Hy}, | +1rAq |77 +(Df,Dd) > 0.

E sendo (H{/Iz,Dd> < \H]{,Izl, pois Dd = 1, temos de (4.3)
M n
Af2d — Z O'ijIId<€IT, e]T) <0.
i,j
Seguindo agora de modo analogo ao segundo paragrafo da demonstragdo do Lema 3.3 con-

cluimos o Lema 4.2.
O

Seguindo agora, com o auxilio dos Lemas 4.1 e 4.2, temos a versao ponderada do Teorema

3.2 dada no teorema abaixo.

Teorema 4.3 (Principio do Maximo no Infinito). Seja M| C lR;’PLI uma hipersuperficie propria-
mente mergulhada, com bordo néo vazio dM, e fungdo curvatura média positiva. Seja também
M, C ]R’}Jrl uma hipersuperficie completa, propriamente mergulhada, com bordo ndo vazio

M, e d.isjunta de M. Suponha que a f-curvatura média de M satisfaz

S : S
sup |Hy, | <infH 4.9
Mf’| M2| e e (4.9)

e que M tem um contato ideal no infinito com My. Se (Ma,(,),dvoly) é uma variedade Rie-

manniana ponderada N - f-parabdlica (ou 9-f-parabdlica) entdo
min{dist(M1 , aMz),diSt(Mz, 8M1)} =0.
Prova. Suponha que o teorema seja falso, isto é, que

my = min{dist(M1 , 8M2),diSl‘(M2,aM1)} > 0.
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Escolha € > 0 suficientemente pequeno tal que mg > € e defina
My(€) = {x € M, : dist(x,M) < €}.
Tomemos C>(€) C M>(€) uma componente conexa, se necessdrio. Observe que
dCy(€) = {x € My : dist(x,M,) = €} C intMj.

De fato, se existisse X' € dC»(€) N dM, entdo, como estamos supondo por absurdo que mg > &,
terfamos dist(x', M) > €. Logo dC,(€) C intM, e portanto

&QCQ(S) = 8C2(8) NintM, = 8C2(8).

Defina em C»(¢€) a fungdo ¢ (x) = e~ 04 onde Cy é uma cosntante positiva dada pelo Lema

4.2 . Calculando o f-Laplaciano de ¢ em M, temos, pelo Lema 4.2 que
AfPo = AMg— (VM f VM)
= —Cod(AM2d — Cy|VM2d|?) + Co (VM2 £, VM2q) (4.10)
= —Co(A}2d — Co|V*2d[?) > 0,
nos dizendo que ¢ € f-subharmonica. Mas pelo Principio do méximo de Ahlfors, Teorema 4.2

l=supp= sup ¢ = sup ¢ =e 0¢
Gy (e) A C>(€) dCa(¢)

para € > 0 fixado, o que € um absurdo. Como essa contradi¢do veio de supormos mgy > 0, 0

teorema segue. O

Observe que o Teorema 3.2 € um caso particular do Teorema 4.3 no caso que a fungdo f €
constante.
Note também que, de acordo com o Lema 4.2, podemos ter M, C IR;*" uma n-subvariedade

no Teorema 4.3 desde que tenhamos

f : f
sup |H;, | <infA/.
Mf| M2| — M] n

4.4 Aplicagcoes Geométricas

4.4.1 Uma aplicacao do Principio do Maximo no Infinito

Quando M| e M, sao hipersuperficies do ]R;’DLI com bordo vazio, temos como aplicacao do

Principio do Maximo no infinito, Teorema 4.3, o seguinte corolario

Corolario 4.1. Seja M; C lR;i“ uma hipersuperficie propriamente mergulhada e com bordo
vazio. Seja também M, C ]R’}Jrl uma hipersuperficie completa, propriamente mergulhada, com
bordo vazio e disjunta de M. Suponha que My e M, sejam f-minimas. Se (M, (,),dvoly) é

uma variedade Riemanniana ponderada N - f-parabdlica, entdo

dist(My,M,) > 0.
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Prova. Se M, ¢ disjunta de M| entdo M, estd contida no lado de M| para o qual a normal
unitdria 1 aponta ou no lado para o qual —7n aponta. Suponha entdo que dist(M,M,) = 0.
Se M; esta do lado para o qual 1 aponta, entdo podemos seguir com 0 mesmo raciocinio da

demonstracdo do Teorema 4.3, tomando para € > 0 suficientemente pequeno
My (e) = {x € M, : dist(x,M;) < €}
e C2(€) C M,(€) uma componente conexa. Como estamos supondo que dM, = 0 temos que
dC,(€) = {x € My (&) : dist(x,M;) = €} C intM,.

Definindo agora em C, (&) a funcio ¢ (x) = e~ %40, onde d(x) = dist(x,M;) e Cy é uma cons-
tante positiva dada pelo Lema 4.2, chegaremos a mesma contradi¢do do Teorema 4.3. Se M,
estd no lado para o qual —n aponta, inverta a orientagdo de M;. Ainda teremos M| f-minima e

prossigamos como acima. O

4.4.2 Um Principio de Tangéncia para Subvariedades n-dimensionais
ponderadas do R’

Observe que o Lema 4.1 € a versao ponderada com um contato ideal no infinito do Lema 1
de (3). Sendo o f-Laplacino um operador eliptico, ver por exemplo (35), podemos, a partir do
Lema 4.2, dar uma versdo ponderada do Principio de barreira para subvariedades de codimensao

arbitraria do R"*X, Teorema 4 em (3). Mais precisamente temos o seguinte teorema

Teorema 4.4. Sejam M, C lR;lﬁ'k uma subvariedade n-dimensional e M; C ]R?Lk uma C?-
hipersuperficie propriamente mergulhada em ]R?Lk. Assuma que My estd no lado convexo
de My e que M, toca em My no ponto py € M| N My. Suponha que U(pgy) C IR;’fk seja uma
vizinhanga de po em lR;‘ﬁ'k tal que

S : f
sup |H%, | < inf AZ.
UmI/)12| wl < unmy "

Entdo proximo a po, My estd contida em My, ou seja, M, "U C MiNU.

Prova. Pelo Lema 4.2 acima temos que a fungéo d(x) = dist(x, M, ) satisfaz
A%d—co\v%dyz <0, 4.11)

para alguma constante positiva Cy. De fato, a condi¢do de M; ter um contato ideal no infi-
nito com M| no Lema 4.2 pode ser facilmente substituida pela tangéncia uma vez que ambas
as situacdes garante que M, esteja suficientemente proxima de M; e o lema vale para uma
vizinhanga U (pg) suficientemente proxima de M;. Sendo py € M| N M, entdo pg é ponto de
minimo de d e, préximo a pg, d satisfaz (4.11), entdo pelo Principio do Méximo de Hopf,

Teorema 3.5 de (6), temos que, préximo a pg, d € constante e o teorema segue. |
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O Teorema 4.4 acima estende entdo, para hipersuperficies do lR;’fk que se relacionam a

partir do suas f-curvaturas médias, o Principio do Maximo de Hopf.

Corolario 4.2. Sejam M| e M, duas hipersuperficies f-minimas, propriamente mergulhadas
em ]R;Jrl e tangentes em pg. Se My permanece do mesmo lado de My, entdo, proximo a po, M,

coincide com M.

Prova. Se M, esta do lado de M; para o qual a normal aponta, segue imediatamente do Teorma
4.4. Se ndo, inverta a orientagdo de M;. Ainda vamos ter HA]:A = 0 e apliquemos o Teorema
4.4. O

Observacao 4.2. Observe que o Teorema 4.4 e o Coroldrio 4.2 sao resultados locais, e neste
sentido ndo é necessario que a subvariedade M, esteja contida no lado de My para o qual a
normal unitdria 1 aponta, no caso em que oM, = 0, bastando apenas que M, permaneca no

lado para o qual N aponta préoximo a py.

4.4.3 Aplicagdes do Principio do Maximo de Omori-Yau

Nesta secao, iremos usar algumas versdes do Principio do Maximo de Omori-Yau para o
f-Laplaciano, ver por exemplo (26) e (27), e generalizar o Principio do Mdximo do Hopf para

duas hipersuperficies M| e M, disjuntas do ]R;-“.

Definicao 4.3. Vamos dizer que a variedade Riemanniana ponderada
(M, (,),dvoly)

satisfaz o Principio do Mdximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano se, para qualquer fungdo
ucC? (M) com supy,u = u* < oo, existe uma sequéncia de pontos xj € M, dependendo de M e

de u, tal que
1

1
limu(x;) =u®, |[VMu|(x;) <=, AMu(x;) < =.
tim () =, (V) < < Afu() < -

Em artigos como (26), (27), (29), (30), (31), (32), (33) e (34) temos algumas versdes (ou
contribui¢des) de resultados que garantem a validade deste principio para variedades Rieman-

nianas ponderada. Em resumo temos o seguinte teorema

Teorema 4.5 (Borbély, Bessa, Mari, Mastrolia, Pigola, Rigoli, Rimoldi, Setti). Considere a
variedade Riemanniana ponderada completa (M, (,),dvoly) e assuma que existe uma fungdo
ndo negativa y € C2(M) satisfazendo:

C1) y(x) — oo quando x — oo;

C2) 3B > 0 tal que |VMy| < B fora de um compacto,
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C3) 3C > 0 tal que A}d Y < CG(Yy) fora de um compacto, onde
G : [0,4+00) — [0,+0) é uma fungdo suave satisfazendo

G(0)>0, G'(t) >0 em [0,+e), G(t)"' ¢ L'([0,4)).

Entdo dado uma funcdo u € C*(M) com u* = sup,,u < o, existe uma sequéncia x i €M com

1 1
lim u(x;) =u®, [VMu|(x;)) <=, AYu(x;) <=,
lim ) = (Pal(ay) < = &) < -
isto é, (M, (,),dvoly) satisfaz o Principio do Mdximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano.

Como nosso primeiro resultado desta sec¢do, temos o Teorema 4.6 para hipersuperficies
ponderada do IR?H. Como de costume M| C ]R’}Jrl ¢ uma hipersuperficie orientada, A; < --- <
A, s30 suas curvaturas principais em relagdo a normal unitdria 1 e denotaremos por A o operador
de forma de M;.

Teorema 4.6. Sejam M| e M, duas hipersuperficies disjuntas, sem bordo e propriamente mer-

gulhadas em ]R;H. Assuma que a f-curvatura média de M satisfaca

sup [HJ, | < iAI/IlfH]{;l (4.12)
M, 1

e que supy, [|A|| < oo. Suponha que (M, (,),dvoly) é uma variedade ponderada completa e que
existe uma fungdo ndo negativa em My satisfazendo as condig¢oes C1), C2) e C3) do Teorema

4.5. Se M, estd no lado de M| para o qual N aponta, entdo
dist(My,M;) > 0.

Prova. Seja d(x) = dist(x,M;). Pelo Principio do Méximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano,
ver (26) e (27), existe uma sequéncia x; € M, tal que lim .. d(x;) = infyy, dist(x,M;) e tem-se
que

IVM24|(x;) < % e APd(x)) > —%, VjeN. (4.13)
Suponha que M, esteja no lado de M| para o qual 1) aponta e que tenhamos dist(M;,M,) = 0.
Entdo para j € IN suficientemente grande, o Lema 4.1 junto com (4.8), lembrando que Dd = 1,

nos da que

g, ((V*2d)T, (V¥2a)T)

AY2d(xj) = nH), |+ nHy — [ |Vid]? (x;) <0, (4.14)
onde dj = d(x;). Como Ayzd(xj) > —% e
My \T (yM2g)\T
e Ny < ity 1 o < 5
Temos de (4.14) que
nHl{;l —H|H1{/12‘ < ”deHjZl— 1 +§ o
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Fazendo agora j — o0 em (4.15), teremos, pelo Lema 3.4,
M| > HY,

contradizendo (4.12).
O

Lembremos, da Observacao 3.4, que se as curvaturas média e escalar de M forem limitadas

temos que sup,,, ||A]| < eo. Entdo o Teorema 4.6 nos dé o seguinte coroldrio:

Corolario 4.3. Sejam M| e M como no Teorema 4.6. Seja f uma fungdo tal que seu gradiente
em R™ 1 Df, é constante. Assuma que as curvaturas média e escalar de My sejam limitadas e
que
f - f
sup|H;, | <infHj;, . (4.16)
M, 2 M, 1

Suponha que (M, (,),dvoly) é uma variedade ponderada completa cujo tensor de Ricci satisfaz
Ricy > —(n—1)(,).
Entdo M; ndo pode estar no lado de M| para o qual a normal unitdria aponta.

Prova. Suponha que M, esteja no lado de M para o qual n aponta. Se dist(M,M;) = 0,
basta prosseguir como na demonstracao do Teorema 4.6, observando que sendo as curvaturas
média e escalar de M limitadas, a Observacao 3.4 nos da que a norma do operador de forma
A de M, ¢ limitada, isto €, temos que supy, [|A|| < e, e portanto, o Lema 3.4 nos dd que
lim;e [|[I14;|| < oo. E sendo a Bakry-Emery curvatura de Ricci de M, Ricy, limitada por baixo
temos que, ver (26), (Ma,(,),dvoly) satisfaz o principio do maximo de Omori-Yau para o f-
Laplaciano. Chegaremos entdo a mesma contradicao com 4.16, nos dizendo que se M, estd no
lado de M, para o qual 1 aponta entdo a distancia entre M e M, ndo pode ser zero.

Se dist(M;,M,) > 0 prossigamos com o mesmo raciocinio do segundo paragrafo da de-
monstragdo do Teorema 3.8, observando que existem sequéncias y, € M| e x, € M, tal que
a sequéncia y, — x, tem uma subsequéncia que converge para um vetor v € R"*! com |v| =
dist(My,M,). Seja entdo M = M, +v. Dessa forma temos que dist(M;,M;) =0. Se M| NM, =
0, entdo M, tem um contao ideal no infinito com M, o que ndo pode acontecer pelo que foi visto
no pardgrafo anterior, uma vez que sendo Df constante, entdo supy;z, |H%2| = SUpyy, ]HIJ‘C,I2 |. Caso
MiNM, # 0 entio py € M N M, seria um ponto de minimo da fungio d, e assim VM2d(pg) =0
e do Lema 4.2 teremos A?z (po) < 0 contradizendo o fato de pg ser ponto de minimo.

O

Devido a validade do Principio do Maximo de Omori-Yau para o f-Laplaciano quando
(M>, {,), V™2 £) é um soliton de Ricci gradiente contraido (ver Corolario 4.2 em (26)), temos

também o seguinte corolério.
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Corolario 4.4. Sejam M, e M, como no Teorema 4.6. Assuma que as curvaturas média e

escalar de My sejam limitadas. Suponha que
H/ | <infH/, .
su2p| | 1{}1 M,

Se (My,{(,),VM2 ) é um soliton de Ricci gradiente contraido e My estd no lado de My para o

qual 1 aponta, entdo
diSl(Ml,Mz) > 0.

Prova. Anéloga a demonstracao do Teorema 4.6. O
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