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de quatro anos de doutoramento.

Aos meus grandes amigos de longa data e parceiros de jornada Leon Denis, Filipe Mendon-
ça e Tiago Veras pela amizade que perdura até hoje.
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RESUMO

Vamos generalizar um Princı́pio do Máximo no Infinito no caso parabólico dado por Ro-
naldo F. de Lima em seu trabalho A Maximum Principles at Infinity for surfaces with Constant
Mean Curvature in Euclidean Space e por Ronaldo F. de Lima e William Meeks no artigo
Maximum Principles at Infinity for surfaces of Bounded Mean Curvature in R3 and H3 onde
agora teremos hipersuperfı́cies M1 e M2 do Rn+1, disjuntas com bordos (possivelmete vazios)
∂M1 e ∂M2, de curvatura média limitada com um Contato Ideal no Infinito, porém agora sem
restrição sobre a curvatura Gaussiana de qualquer hipersuperfı́cie. Como aplicação geométrica
apresentaremos alguns resultados que estendem para hipersuperfı́cies mergulhadas M1 e M2

do Rn+1 com bordos vazios, uma generalização do Princı́pio do Máximo de Hopf para hiper-
superfı́cies disjuntas que se aproximam assintoticamente. Uma vez obtidos esses resultados,
introduzimos uma estrutura de variedade Riemanniana ponderada em Rn+1 e obtemos algu-
mas generalizações dos resultados antes obtidos sob hipóteses dos objetos agora existentes, tais
como f -curvatura média, f -Laplaciano, variedades ponderadas f -parabólicas, para as hipersu-
perfı́cies M1 e M2 do Rn+1

f .

Palavras-chave: Variedades parabólicas. Lado convexo. Variedades ponderadas.



ABSTRACT

We will generalize a Maximum Principle at Infinity in the parabolic case given in paper A
Maximum Principles at Infinity for surfaces with Constant Mean Curvature in Euclidean Space
by Ronald F. de Lima and Ronaldo F. de Lima and William Meeks in paper Maximum Prin-
ciples at Infinity for surfaces of Bounded Mean Curvature in R3 and H3 where we will now
have hypersurfaces M1 and M2 of Rn+1 disjoints, with boundary (possibly empty) ∂M1 e ∂M2

of the bounded mean curvature and with Ideal Contact et Infinity, but now without restricti-
ons on the Gaussian Curvature of any hypersurface. As geometric application we will present
some results that extend for embedded hypersurfaces M1 and M2 in Rn+1 with empty boun-
daries a generalization of Hopf’s Maximum Principle for disjoint hypersurfaces that get close
asymptotically. Once obtained these results, we inserted a structure of a weighted Riemannian
Manifold in Rn+1 and obtained some generalizations of the results previously achieved under
some hypothesis of the objects now found, such as f -mean curvature, f -Laplacian, f -parabolic
weighted manifold, in the hypersurfaces M1 and M2 from Rn+1

f .

Keywords: Parabolic manifold. Convex side. Weighted manifold.
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1 INTRODUÇÃO

Um dos grandes resultados do estudo da geometria diferencial de hipersuperfı́cies do Rn+1

é o princı́pio do máximo de Hopf, que garante que, sob certas condições de curvatura média, se
duas hipersuperfı́cies M1 e M2 são tangentes em um ponto interior p ∈M1∩M2 e neste ponto
elas tem um contato ideal, o qual é chamado de contato ideal em p (ver Definição 3.2), então
elas tem que coincidir em uma vizinhança de p (Teorema 3.1).

Pensando neste tipo de contato entre duas hipersuperfı́ces, contato ideal em p, os autores
de (1) e (2) estabeleceram um contato ideal entre duas superfı́cies disjuntas M1 e M2 do R3,
o qual generaliza o contato ideal em p, para superfı́cies disjuntas que se aproximam com um
comportamento assintótico uma da outra. A essa aproximação deram o nome de contato ideal

no infinito (ver Definição 3.3).
Supondo um contato ideal no infinito entre as superfı́cies M1 e M2 do R3, o autor de (1)

demonstra o seguinte Princı́pio do Máximo no Infinito para superfı́cies de curvatura Gaussiana
limitada e curvatura média constante H , 0:

Teorema 1.1. Sejam M1 e M2 duas H-superfı́cies disjuntas, completas, propriamente mergu-

lhadas em R3, com curvatura Gaussiana limitada e bordos não vazio ∂M1 e ∂M2. Se M1 e M2

tem um contato ideal no infinito e M1 ou M2 é parabólica, então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Em 2004 Ronaldo F. de Lima, autor de (1), junto com William Meeks conseguiram provar
em (2) a seguinte versão não parabólica, de curvaturas Gaussiana e média limitadas do Teorema
1.1.

Teorema 1.2. Seja M1 uma superfı́cie com bordo ∂M1 e curvatura Gaussiana limitada, que

é propriamente mergulhada em R3 e cuja função curvatura média satisfaz b0 ≤ HM1 ≤ b1,

b0,b1 > 0. Assuma que M2 é uma superfı́cie com bordo ∂M2, que é propriamente imersa em

R3 e tal que |HM2| ≤ b0. Então, se M2 tem um contato ideal no infinito com M1, temos que

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Como aplicação do Teorema 1.2 os autores obtiveram também em (2) o teorema a seguir,
o qual generaliza para superfı́cies do R3 o Princı́pio do Máximo de Hopf para superfı́cies com
um contato ideal no infinito e curvaturas Gaussiana e média limitadas:

Teorema 1.3. Suponha M1 uma superfı́cie propriamente mergulhada em R3, sem bordo, com

curvatura Gaussiana limitada. Então se a função curvatura média de M1 satisfaz b0 ≤ HM1 ≤
b1, b0,b1 > 0, a superfı́cie sem bordo M2, que é propriamente imersa em R3 e cuja função

curvatura média satisfaz |HM2| ≤ b0, não pode estar no lado convexo de M1.
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Em (1) Ronaldo F. de Lima obteve a versão parabólica do Teorema 1.3 supondo M1 e M2

H-superfı́cies, H , 0.
Nosso objetivo neste trabalho é estender para hipersuperfı́cies do Rn+1 os Teoremas 1.1 e

1.2. Isto será feito no Teorema 3.2 onde provamos um Princı́pio do Máximo no Infinito para
hipersuperfı́cies M1 e M2 do Rn+1 disjuntas, propriamente mergulhadas no Rn+1 e com bordos
não vazios. Para isso supomos que M2 seja completa e que supM2

|HM2| ≤ infM1 HM1 , onde
HM1 é a curvatura média de M1 e HM2 o vetor curvatura média de M2. Também é pedido que
M2 tenha um contato ideal no infinito com M1 e que M2 seja parabólica. Aqui no entanto, não
atribuı́mos hipótese alguma sobre a curvatura Gaussiana de qualquer hipersuperfı́cie. Para tanto
precisaremos de dois lemas que são provados na seção 3.3, a saber os Lemas 3.2 e 3.3.

Como aplicação do Teorema 3.2 provaremos o Teorema 3.6, que é uma generalização do
Princı́pio do Máximo de Hopf para hipersuperfı́cies com um contato ideal no infinito, o qual
estende o Teorema 1.3. Tal teorema garante que, sob condições análogas as do Teorema 3.2, se
M2 tem bordo vazio então não pode estar no lado convexo de M1. E no Teorema 3.7 estendemos
o Teorema 3.6 para o caso em que M1 ⊂ Rn+k é uma hipersuperfı́cie e M2 ⊂ Rn+k uma n-
subvariedade parabólica, o qual generaliza o Teorema 4 de (3) para hipersuperfı́cies assintóticas.

No Teorema 3.8, assim com em seu corolário, usamos o Princı́pio do Máximo de Omori-
Yau e provamos um resultado análogo ao do Teorema 3.6 sem a hipótese de M2⊂Rn+1 ser uma
hipersuperfı́cie parabólica. Obtendo assim uma outra generalização do Princı́pio do Máximo de
Hopf para hipersuperfı́cies assintóticas do Rn+1.

Dada uma variedade Riemanniana (Mn,〈,〉) chamamos de variedade Riemanniana ponde-
rada a terna M f = (Mn,〈,〉,dvol f ), onde f ∈C∞(M), dvol f = e− f dvol e dvol é o elemento de
volume Riemanniano de M. A essa estrutra está associada a f -divergência dada por div f X =

e f div (e− f X), X ∈ X(M), o que por sua vez nos dá o f -Laplaciano ∆ f u = ∆u−〈∇u,∇ f 〉, onde
u é uma função suave. Com essa noção do f -Laplaciano podemos dar de forma natural a noção
de variedade Riemanniana f -parabólica. Também é bem sabido que sob hipóteses apropriadas
sobre M vale o princı́po do máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano, ver por exemplo (26)
e (27). No capı́tulo 4 deste trabalho, vamos introduzir uma estrutura de variedade Riemanniana
ponderada no Rn+1 e estudar sob quais condições sobre as hipersuperfı́cies M1 e M2 do Rn+1

f

podemos generalizar, nesta estrutura, os resultados já obtidos no capı́tulo 3. Como alguns dos
resultados obtidos, extenderemos o princı́pio do máximo no infinito, Teorema 4.3, e no Teorema
4.4 obtemos um princı́pio de barreira para hipersuperfı́cies tangentes doRn+1

f , o qual generaliza
o Teorema 4 em (3). Finalmente terminamos com algumas aplicações do princı́pio do máximo
de Omori-Yau para o f -Laplaciano.
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2 PRELIMINARES

Neste capı́tulo vamos relembrar os conceitos e proriedades de alguns objetos em uma vari-
edade Riemanniana e de hipersuperfı́cies que iremos utilizar no decorrer deste trabalho.

2.1 Curvaturas

Definição 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura R de M é uma corres-

pondência que associa a cada par X ,Y ∈ X(M) uma aplicação R(X ,Y ) : X(M)→ X(M) dada

por

R(Y,X)Z = ∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Se {xi} é uma sistema de coordenadas em torno de p ∈M, de [
∂

∂xi
,

∂

∂x j
] = 0, temos que

R
(

∂

∂xi
,

∂

∂x j

)
∂

∂xk
=

(
∇ ∂

∂x j
∇ ∂

∂xi
−∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂x j

)
∂

∂xk
.

Logo se M =Rn+1, temos que seu tensor curvatura R≡ 0.
Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional P ⊂ TpM, chamamos de curvatura

seccional de M em p com relação ao plano P o número dado por

K(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉
|x∧ y|2

,

onde {x,y} é uma base de P e |x∧ y| =
√
|x|2|y|2−〈x,y〉2. Pode-se provar, ver por exemplo

(23), que o número K(x,y) não depende da escolha da base de P. Observe que assim definida,
temos que a curvatura seccional do Rn+1 é K ≡ 0.

Seja {v1, · · · ,vn} uma base ortonormal de TpM. Fixado v j = v, definimos também a curva-
tura de Ricci e a curvatura escalar (normalizada) de M, respectivamente, por

Ric(v) =
1

(n−1)∑
i
〈R(v,vi)v,vi〉, i = 1, · · · , ĵ, · · · ,n

e
R =

1
n ∑

j
Ric(v j) =

1
n(n−1)∑

i j
〈R(vi,v j)vi,v j〉, j = 1, · · · ,n.

2.2 A segunda forma fundamental

Seja f : Mn→Mn+k uma imersão da variedade diferenciável M na variedade Riemanniana
M. A imersão f induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M dada por 〈u,v〉p =
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〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p), onde u,v ∈ TpM. Sendo assim M é também munida de uma conexão
Riemanniana, denotemos por ∇ e ∇ as conexões Riemannianas de M e M, respectivamente.
É fácil ver que ∇XY = (∇XY )T , onde X e Y são as extensões de X e Y , respctivamente, é a
conexão Riemanniana de M em relação a métrica induzida por f .

Sejam p ∈M e η ∈ TpM⊥, a aplicação Hη : TpM×TpM→R dada por

Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉, x,y ∈ TpM,

onde B(X ,Y ) = (∇XY )⊥ e X e Y são extensões locais de x e y respectivamente, é uma forma
bilinear simétrica.

Definição 2.2. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x,x)

é chamada de segunda forma fundametal de f em p em relação a normal η .

À aplicação bilinear Hη está associada uma aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM→ TpM

por
〈Aη(x),y〉= Hη(x,y).

Pode-se provar sem dificuldades, ver por exmeplo (23), que se N é uma extensão local de η

normal a M, então
Aη(x) =−(∇xN)T . (2.1)

Definição 2.3. Sejam f : Mn→Mn+k uma imersão e η1, · · · ,ηk uma base ortonormal de T M⊥.

Definimos o vetor curvatura média da imersão por

H =
1
n

k

∑
r=1

(tr Ar)η
r, (2.2)

onde Ar = Aηr .

O vetor curvatura média acima definido não depende da escolha da base η1, · · · ,ηk esco-
lhida.

2.3 Curvaturas de Hipersuperfı́cies em Rn+1

Seja M ⊂ Rn+1 uma hipersuperfı́cie orientada, η sua normal unitária e p ∈ M. Como
dim (TpM)⊥ = 1, então a orientção de M deixa η unicamente determinado, e neste caso a
aplicação Aη = Ap : TpM→ TpM é definida por Ap(v) = −∇vη , onde ∇ é a conexão Rieman-
niana do Rn+1, é chamada de operador de forma de M em p. A aplicação linear Ap é simétrica
com respeito a primeira forma fundamental Ip, definida como a restrição do produto interno eu-
clidiano ao espaço tangente TpM, de modo que existe uma base ortonormal de TpM consistindo
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de autovetores {e1, · · · ,en} de Ap associado aos autovalores λ1(p), · · · ,λn(p). Estes autovalores
são chamados de curvaturas principais de M em p, ver por exemplo (23).

A forma quadrática associada a Ap é chamada de segunda forma fundamental de M em p, e
é denotada por IIp. Assim temos que IIp(v) = Ip(v,Ap(v)), v ∈ TpM.

A partir daqui, e quando não causar confusão, omitiremos o ponto p na notação, escrevendo
A = Ap, I = Ip e II = IIp.

Fixada uma base de TpM, a matriz de A em p é dada por

[A] = [I]−1[II],

onde [I] e [II] são as matrizes das primeira e segunda formas fundamentais em relação a base
fixada.

Chamamos de curvatura média e de curvatura de Gauss- Kronecker de M na orientação dada

por η , respectivamente,
1
n

traço e o determinante de A na base {e1, · · · ,en}. Ou seja, na base de
autovetores a curvatura média de M é dada por

H =
1
n

tr[A] =
1
n
(λ1 + · · ·+λn),

e a curvatura de Gauss-Kronecker de M é dada por

det[A] = λ1 · · ·λn.

Na base de autovetores {e1, · · · ,en}, temos pela equação de Gauss que a curvatura seccional
da hipersuperfı́cie M ⊂ Rn+1 é dada por K(ei,e j) = λiλ j, o que por sua vez nos da que a
curvatura de Ricci e a curvatura escalar de M são dadas, respectivamente, por

Ric(e j) =
1

(n−1)∑
i

λiλ j i = 1, · · · , ĵ, · · ·n

e
R =

1
n(n−1)∑

i j
λiλ j, j = 1, · · · ,n.

Na base de autovetores que diagonaliza o operador de forma, temos que o quadrado de
norma A é dada por

‖A‖2 = ∑
i

λ
2
i ,

o que nos dá a seguinte relação

n2H2 =

(
∑

i
λi

)2

= ∑
i

λ
2
i +∑

i, j
λiλ j = ‖A‖2 +n(n−1)R.

2.4 O gradiente, divergente e o Laplaciano

Nesta seção iremos relembrar as definições e algumas propriedades do gradiente, divergente
e Laplaciano de uma função f : Mn → R suave onde M é uma variedade Riemanniana, visto
que esses são objetos que serão usados no decorrer deste trabalho.
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2.4.1 O Gradiente

Definição 2.4. Seja f : Mn→R uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave

∇ f definido sobre M por

〈∇ f ,X〉= X( f )

para todo X ∈ X(M).

Se e1, · · · ,en é um referencial ortonormal em M então podemos escrever ∇ f =∑
i

aiei, onde

ai ∈C∞(M). Assim ai = 〈∇ f ,ei〉. Mas por definição 〈∇ f ,ei〉 = ei( f ), o que nos dá que numa
base ortonormal o gradiente de f se escreve como

∇ f = ∑
i

ei( f )ei.

Para o gradiente temos a seguinte proposição:

Proposição 2.1. Seja f : Mn→R uma função suave. Dados p∈M e v∈TpM, seja γ : (−ε,ε)→
M uma curva suave tal que γ(0) = p e γ ′(0) = v. Então

〈∇ f ,v〉p =
d
dt
( f ◦ γ)(t) |t=0 .

Em particular, se p é ponto de máximo ou mı́nimo local de f , então ∇ f (p) = 0.

Corolário 2.1. Sejam f : Mn→R e ϕ :R→R funções suaves. Então

∇(ϕ ◦ f ) = (ϕ ′ ◦ f )∇ f .

Prova. Sejam p ∈M, v ∈ TpM e γ : (−ε,ε)→M uma curva suave tal que γ(0) = p e γ ′(0) = v.
Então da proposição anterior

〈∇(ϕ ◦ f ),v〉p =
d
dt
(ϕ ◦ f ◦ γ)(t) |t=0

= ϕ ′( f (p))
d
dt
( f ◦ γ)(t) |t=0

= (ϕ ′ ◦ f )〈∇ f ,v〉p.

E sendo v ∈ TpM qualquer, o resultado segue. �

2.4.2 O divergente

Definição 2.5. Dado um compo de vetores X ∈ X(M) definimos o divergente de X em p ∈ M

como a aplicação div X : TpM→R dada por

div X = tr {v−→ ∇vX},

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.
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Desta forma se e1, · · · ,en é um referencial ortonormal em Mn, então

div X =
n

∑
i=1
〈∇eiX ,ei〉.

Assim quando f : Mn→Mn+k é uma imersão, temos de (2.1) e (2.2) que podemos escrever o
vetor curvatura média de M como

H =
1
n

k

∑
r=1

(tr Ar)η
r =−1

n

k

∑
r=1

(
n

∑
i=1
〈∇eiη

r,ei〉

)
η

r =−1
n

k

∑
r=1

(div η
r)ηr,

onde η1, · · · ,ηk é uma base ortonormal de T M⊥, Ar = Aηr e ∇ é a conexão Riemanniana de M.

2.4.3 O Laplaciano

Definição 2.6. Seja f : Mn→R uma função suave. O Laplaciano de f é a função ∆ f : Mn→R

dada por

∆ f = div (∇ f ).

Da definição de Laplaciano, das propriedades do divergente e do Corolário 2.1 segue facil-
mente a seguinte proposição

Proposição 2.2. Sejam f : Mn→R e ϕ :R→R funções suaves. Então

∆(ϕ ◦ f ) = (ϕ ′′ ◦ f )|∇ f |2 +(ϕ ′ ◦ f )∆ f .
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3 UM PRINCÍPIO DO MÁXIMO E
APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS

3.1 Introdução

Sejam M1 e M2 hipersuperfı́cies do Rn+1 disjuntas e com bordo não vazios. Seguindo a
nomenclatura de (2) diremos que M1 e M2 satisfazem o Princı́pio do Máximo no Infinito se

dist(M1,M2) = min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}.

Para superfı́cies do R3, Ronaldo F. de Lima, autor de (1), e Ronaldo F. de Lima e W. Meeks,
autores de (2), definiram uma aproximação ideal a qual chamaram de Contato ideal no Infinito
(Definição 3.3). Supondo esta aproximação Ronaldo F. de Lima provou em (1) a seguinte versão
do Princı́pio do Máximo no Infinito

Teorema. Sejam M1 e M2 duas H-superfı́cies disjuntas, completas, propriamente mergulhadas

em R3, com curvatura Gaussiana limitada e bordos não vazio ∂M1 e ∂M2. Se M1 e M2 tem um

contato ideal no infinito e M1 ou M2 é parabólica, então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Onde por H-superfı́cies nos referimos a superfı́cies de curvatura média constante H , 0. Pos-
teriormente em (2) Ronaldo F. de Lima junto com W. Meeks provam a seguinte versão deste
princı́pio

Teorema. Seja M1 uma superfı́cie com bordo ∂M1 e curvatura Gaussiana limitada, que é pro-

priamente mergulhada emR3 e cuja função curvatura média satisfaz b0≤HM1 ≤ b1, b0,b1 > 0.

Assuma que M2 é uma superfı́cie com bordo ∂M2, que é propriamente imersa em R3 e tal que

|HM2| ≤ b0. Então, se M2 tem um contato ideal no infinito com M1, temos que

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Onde agora não mais se supõe M1 ou M2 parabólica nem que sejam H-superfı́cies. Observe que
estes Teoremas necessitam da limitação da curvatura gaussiana de M1 e M2.

Neste capı́tulo, no Teorema 3.2, daremos uma generalização dos Teoremas acima, para hi-
persuperfı́cies parabólicas do Rn+1 com um contato ideal no infinito porém, não necessitamos
de hipótese sobre a curvatura Gaussiana de nenhuma hipersuperfı́cie, provamos o seguinte teo-
rema:
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Teorema. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies doRn+1 disjuntas, propriamente mergulhadas

no Rn+1 e com bordos não vazios ∂M1 e ∂M2. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0.

Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 e é parabólica então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0

Como aplicação geométrica, os autores provam em (2) uma versão para superfı́cies disjuntas
do R3 o Princı́pio do Máximo de Hopf com o seguinte Teorema

Teorema. Suponha M1 uma superfı́cie propriamente mergulhada em R3, sem bordo, com cur-

vatura Gaussiana limitada. Então se a função curvatura média de M1 satisfaz b0 ≤ HM1 ≤ b1,

b0,b1 > 0, a superfı́cie sem bordo M2, que é propriamente imersa em R3 e cuja função curva-

tura média satisfaz |HM2| ≤ b0, não pode estar no lado convexo de M1.

Com uma versão parabólica, para H-superfı́cies, antes provada por Ronaldo F. de Lima em (1),
Corolário 1. Resultados estes generalizados neste capı́tulo com os seguintes teoremas

Teorema. Seja M1 uma hipersuperfı́cie sem bordo, propriamente mergulhada em Rn+k com

curvatura escalar limitada e cuja curvatura média satisfaz b0 ≤ HM1 ≤ b1, b0,b1 > 0. Seja

também M2 uma subvariedade n-dimensional, sem bordo, propriamente mergulhada em Rn+k,

disjunta de M1 e suponha que existe uma função não negativa γ ∈ C2(M2) satisfazendo as

condições C1), C2) e C3) do Teorema 3.9. Se

sup
M2

|HM2|< inf
M1

Λn

então M2 não pode estar do lado convexo de M1.

E no caso parabólico temos o seguinte teorema:

Teorema. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies doRn+1 disjuntas, propriamente mergulhadas

no Rn+1 e com bordos vazios. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0.

Se M2 é parabólica, então não pode estar no lado convexo de M1.

3.2 Preliminares

Dada uma hipersuperfı́cie suave e orientada M ⊂ Rn+1, iremos denotar a função curvatura
média e o vetor curvatura média de M, respectivamente, por HM e HM. Também denotaremos
por ∇M e ∆M seu gradiente e Laplaciano, respectivamente.
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3.2.1 Variedades Riamannianas Parabólicas

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional com bordo suave, possivelmente vazio,
∂M e Ω ⊂ M um conjunto aberto em M. Uma função h ∈ C2(Ω) é chamada harmônica se
∆Mh = 0. Dizemos que h é subharmônica se

∆
Mh≥ 0.

Funções subharmônicas irão desempenhar um papel importante nesta seção em que iremos
abordar uma classe de variedades Riemannianas que são caracterizadas por estas funções.

Quando uma variedade Riemanniana M tem bordo ∂M vazio diremos que M é parabólica
se não admite função subharmônica, não constante, limitada por cima. Isto é, M é parabólica se
∆Mh≥ 0 e supM h <+∞ tivermos h constante. Como exemplo de tais variedades Riemannianas
Cheng e Yau provaram em (22) que M =R2 é uma variedade parabólica.

No caso em que ∂M é não vazio iremos utilizar a seguinte definição de variedade parabólica
dada por Ronaldo F. de Lima em (1).

Definição 3.1. Uma variedade Riemanniana n-dimensional Mn, completa, com bordo suave

não vazio ∂M é chamada parabólica se, para qualquer função subharmônica h em M, limitada

por cima tivermos

sup
M

h = sup
∂M

h.

Ou seja, estamos assumindo como variedades Riemannianas parabólicas com bordo não
vazio, aquelas cujas funções subharmônicas limitadas por cima atingem seu supremo no bordo
de M. O Próximo resultado, cuja demosntração pode ser encontrado em (1), dá uma condição
suficiente para que uma variedade Riemanniana com bordo não vazio seja parabólica.

Proposição 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa com bordo suave não vazio

∂M. Se existe uma função própria, harmônica e positiva definida em M, então M é parabólica.

Exemplo 3.1. Seja C o cilindro emR3 dado por C = {(x,y,z) : x2+y2 = 1,z≥ 1}. Considere a

parametrização de C dada por X(θ ,r) = (cosθ ,sinθ ,r), 0≤ θ < 2π , r≥ 1. A função h(θ ,r) =

r definida em C é positiva, própria e harmônica, logo pela Prposição 3.1 C é parabólica.

Mais geralmente, podemos considerar em Cn = [1,+∞)× Sn−1 a métrica ds2 = dr2 +

τ(r)2dθ 2, onde dr2 e dθ 2 são as métricas canônicas em [1,+∞) e Sn−1, respectivamente, e τ é
uma função positiva e diferenciável em [1,+∞). Dessa forma, o Laplaciano em Cn

τ = (Cn,ds2)

é dado por, ver (21)

∆τ =
∂ 2

∂ r2 +(n−1)
τ ′

τ

∂

∂ r
+

1
τ2 ∆θ ,

onde ∆θ denota o Laplaciano em Sn−1.
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Exemplo 3.2. Seja τ(r) =
1
r

, e considere em C2
τ a função h dada por h(θ ,r) =

r2

2
, então

∆τh =
∂ 2h
∂ r2 +(n−1)

τ ′

τ

∂h
∂ r

+
1
τ2 ∆θ h = 1− 1

r
r = 0.

Como h é positiva e própria, pela Proposição 3.1, C2
τ é parabólico.

Iremos agora enunciar uma proposição de fundamental importância na de-monstração do
nosso resultado principal, cuja demonstração pode ser encontrada em (1). No que segue Mn é
uma variedade Riemanniana n-dimensional, completa, com bordo suave, possivelmente vazio,
∂M e M′ ⊂M uma subvariedade Riemanniana n-dimensional de M completa, mergulhada com
bordo suave não vazio ∂M′.

Proposição 3.2 (Proposição 3 de (1)). Sejam M e M′ como acima. Então M′ é parabólica se M

é parabólica.

Também faremos uso do seguinte Lema, encontrado em (5).

Lema 3.1 (Lema 2.3 de (5)). Seja A uma forma quadrática em um espaço vetorial euclidiano

n-dimensional V com autovalores λ1 ≤ ·· · ≤ λk ≤ ·· · ≤ λn. Então para qualquer subespaço

k-dimensional W ⊂V temos que

trA |W≥ λ1 + · · ·+λk.

Para fazer um paralelo com o princı́pio do máximo no infinito, vamos definir a seguir o con-
tato ideal em um ponto (Definição3.2) e apresentar o Principio do Máximo de Hopf (Teorema
3.1) que, segundo o autor de (1) foi o que o inspirou a pensar em um contato ideal no infinito
(ver definição 3.3) para hipersuperfı́cies.

Definição 3.2 (Contato ideal em p). Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies orientadas do Rn+1.

Se M1 e M2 são tangentes em um ponto interior p e tem, em p a mesma normal unitária η0,

dizemos que elas tem um contato ideal em p. Vamos dizer também que M1 está acima de M2

próximo a p com respeito a η0, se quando expressarmos M1 e M2 como gráficos de funções φ1

e φ2 sobre o hiperplano tangente em p tivermos φ1 ≥ φ2 em uma vizinhança de p.

Teorema 3.1 (Princı́pio do Máximo de Hopf). Sejam M1 e M2 hipersuperfı́cies orientadas do

Rn+1 que tem um contato ideal em p. Sejam HM1 e HM2 suas funções curvaturas médias,

respectivamente. Se HM1 ≤ HM2 em p então M1 não pode estar acima de M2, a menos que

coincidam numa vizinhança de p.

3.3 O Princı́pio do Máximo no Infinito para Hipersuperfı́cies

do Rn+1

Introduziremos agora, e a usaremos no decorrer deste trabalho, a definição de Contato Ideal
no Infinito utilizada em (2) e que tem uma versão anterior dada pelo autor de (1).
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Definição 3.3 (Contato ideal no Infinito). Seja M1 uma hipersuperfı́cie propriamente mer-

gulhada em Rn+k cuja função curvatura média é positiva. Dizemos que a subvariedade n-

dimensional M2 ⊂Rn+k tem um Contato Ideal no Infinito com M1, se M1 e M2 são disjuntas e

existem sequências de pontos interior yi ∈M1, de pontos interior xi ∈M2 e λi > 0, i ∈N, com

|yi− xi| → 0 e xi− yi = λiHM1(yi)

sempre que i→ ∞.

Figura 1 – Contato Ideal no Infinito

Aqui, como em (2), vamos dizer que as hipersuperfı́cies disjuntas M1 e M2, com bordos
não vazios ∂M1 e ∂M2 e propriamente imersas no Rn+1 satisfazem o Princı́pio do Máximo no

Infinito se
dist(M1,M2) = min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)},

onde dist é a distância em Rn+1.
Enunciaremos a seguir o principal resultado desta seção. Aqui estamos supondo M1⊂Rn+1

uma hipersuperfı́cie suave, orientada com função curvatura média HM1 positiva.

Teorema 3.2 (Princı́pio do Máximo no Infinito). Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies doRn+1

disjuntas, propriamente mergulhadas no Rn+1 e com bordos não vazios ∂M1 e ∂M2. Suponha

que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2 | ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0. (3.1)

Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 e é parabólica então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0 (3.2)
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Tal teorema é uma generalização dos Teoremas 1.1 e 1.2, que além de ser, por si só, um
resultado notável, sua demonstração nos leva ao Teorema 3.6 que é uma generalização do
princı́pio do máximo de Hopf no Rn+1 para hipersuperfı́cies que tem um contato ideal no
infinito (ver definição 3.3) no sentido que são hipersuperfı́cies disjuntas e se aproximam as-
sintoticamente uma da outra. O exemplo 3.3 a seguir mostra que o Teorema 3.2 pode não ser
verdade sem a hipótese do Contato Ideal no Infinito.

Exemplo 3.3. Seja M1 a superfı́cie de revolução obtida girando a curva α(t) = (t,0,
1

1− t2 ),

0 < t0 < t < 1, em torno do eixo z e M2 o cilindro M2 = {(x,y,z) : x2+y2 = 1, z > z0 > 0}. Pelo

Exemplo 3.1 M2 é parabólica e temos que supM2
|HM2|=

1
2

. Também temos que infM1 HM1 =
1
2

,

mas

0 = dist(M1,M1)< min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}.

Isto se dá pois não existem y ∈M1, x ∈M2 e λ > 0 tal que x− y = λHM1(y), ou seja, M2 não

tem um contato ideal no infinito com M1, Figura 2.

Figura 2 – Sem Contato Ideal no Infinito

3.3.1 Resultados Preliminares

Na demonstração do Teorema 3.2 faremos uso dos Lemas 3.2 e 3.3 abaixo, os quais neces-
sitam das seguintes considerações: Seja M1 ⊂ Rn+k uma hipersuperfı́cie, pelo menos C2, com
curvatura média HM1 com respeito à normal unitária η . Denotaremos por

Λn :=
1
n
(λ1 + · · ·+λn)

a ”n-ésima curvatura média”com respeito a η , onde λ1 ≤ λ2 · · · ≤ λn+k−1 são as curvaturas
principais de M1 com respeito a η . Observe que Λn+k−1 = HM1 . Seja também M2 ⊂Rn+k, uma
C2 subvariedade n-dimensional, n≥ 1, com vetor curvatura média
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HM2 =−
1
n

k

∑
r=1

(divη
r)ηr

onde η1, · · · ,ηk são campos de vetores ortonormais normal a M2.
Seja agora d a função distância d(x) := dist(x,M1). Tal função é de classe C2 em uma

vizinhança de M1, é Lipschitz com constante 1 e é orientada pela escolha de η , isto é, temos

η(y) = Dd(x), onde y ∈M1 é tal que |x− y|= d(x) e D =

(
∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xn+k

)
é o gradiente de

Rn+k (ver (3) ou (6)). Desta forma o ponto x é tal que x = y+d(x)η(y).
Para cada x próximo a M1 consideremos a hipersuperfı́cie paralela

M1d(x) = {p ∈Rn+k : d(p) = d(x)}= d−1(d(x)).

Tais hipersuperfı́cies são de classe C2 e tem curvaturas principais em x0 dadas por (ver (3) ou
(6))

λ1(y0)

1−λ1(y0)d(x0)
≤ λ2(y0)

1−λ2(y0)d(x0)
≤ ·· · ≤ λn+k−1(y0)

1−λn+k−1(y0)d(x0)

onde yo ∈M1 é tal que |x0−y0|= d(x0) e λ1(y0)≤ λ2(y0)≤ ·· · ≤ λn+k−1(y0), são as curvaturas
principais de M1 em y0, se |d| � 1. Observe que isso nos dá que

1
n

(
λ1(y0)

1−λ1(y0)d(x0)
+ · · ·+ λn(y0)

1−λn(y0)d(x0)

)
≥ 1

n
(λ1(y0)+ · · ·+λn(y0))

para qualquer hipersuperfı́cie M1d . Em outras palavras, a n-curvatura média Λn(x0) de M1d em
x0 não é menor que a n-curvatura média Λn(y0) de M1 em y0.

No que segue seja e1,e2, · · · ,en uma base ortonormal de TxM2 e denote por

eT
i := ei−〈ei,η〉η (3.3)

a projeação ortogonal de ei sobre o espaço tangente TxM1d . Seja também TxMT
2 o espaço

projeção ortogonal de TxM2 sobre TxM1d . Finalmente, sejam IId e Ad a segunda forma fun-
damental e o operador de forma de M1d , respectivamente, com respeito a normal η .

O lema a seguir é uma adaptação do Lema 1 em (3), com demonstração adaptada ao contato
ideal no infinito.

Lema 3.2. Sejam M1 e M2 como acima e d a função d(x) = dist(x,M1). Suponha que M2 tem

um contato ideal no infinito com M1. Então temos

∆
M2d−

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j )−n〈HM2,Dd〉+ trAd |TxMT

2
= 0,

onde σi j =
∇

M2
ei d∇

M2
e j d

1−|∇M2d|2
e ∇

M2
ei é a derivada na direção de ei.
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Prova. Seja x ∈M2 tal que d(x)� 1, tal ponto existe pois M2 tem um contato ideal no infinito
com M1. Então se η1, · · · ,ηk é uma base ortonormal de TxM⊥2 e Dd =η é o gradiente euclidiano
de d, temos de

∇
M2d = Dd−〈Dd,η1〉η1−·· ·−〈Dd,ηk〉ηk

que

∆M2d = div∇M2d = divDd−
k

∑
r=1
〈Dd,ηr〉divη

r

= divDd +n〈HM2,Dd⊥〉
(3.4)

onde Dd⊥ = 〈Dd,η1〉η1 + · · ·+ 〈Dd,ηk〉ηk é a componente normal de η = Dd relativo a M2 e

HM2 =−
1
n

∑
k
r=1(divηr)ηr é o vetor curvatura média de M2.

Denote por ∇ei a derivada direcional euclidiana na direção de ei. Então como

ei = eT
i + 〈ei,η〉η , e |η |2 = 1

temos de (3.4) que

∆M2d =
n

∑
i=1
〈ei,∇eiη〉+n〈HM2,Dd⊥〉

=
n

∑
i=1
〈eT

i ,∇eT
i
η〉+n〈HM2,Dd⊥〉

= −
n

∑
i=1

IId(eT
i ,e

T
i )+n〈HM2 ,Dd⊥〉

e como Dd = ∇M2d +Dd⊥, temos que

∆
M2d−n〈HM2,Dd〉+

n

∑
i=1

IId(eT
i ,e

T
i ) = 0. (3.5)

Como d(x)� 1, pois M2 tem um contato ideal no infinito com M1, temos que |∇M2d|< 1.
Ou seja, |∇M2d|(x)< 1 se dist(x,M1) é suficientemente pequena. Sendo assim defina

gi j := 〈eT
i ,e

T
j 〉= 〈ei−〈ei,η〉η ,e j−〈e j,η〉η〉

= δi j−〈ei,η〉〈e j,η〉

e como |∇M2d|< 1, temos que o inverso gi j, de gi j é dado por

gi j = δi j +
〈ei,η〉〈e j,η〉

1−∑
n
i=1〈ei,η〉2

=: δi j +σi j.

E assim o traço de Ad em TxM2
T é dado por

trAd |TxM2
T =

n

∑
i, j

gi jIId(eT
i ,e

T
j )

=
n

∑
i=1

IId(eT
i ,e

T
i )+

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ).
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Donde de (3.5) teremos

∆
M2d−n〈HM2,Dd〉+ trAd |TxM2

T −
n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ) = 0. (3.6)

E o lema segue observando que

〈ei,η〉= 〈ei,Dd〉= 〈ei,∇
M2d〉+ 〈ei,Dd⊥〉= 〈ei,∇

M2d〉= ∇
M2
ei

d

e

∇
M2d =

n

∑
i=1

(∇M2
ei

d)ei

e assim

σi j =
〈ei,η〉〈e j,η〉

1−∑
n
i=1〈ei,η〉2

=
∇

M2
ei d∇

M2
e j d

1−|∇M2d|2
.

�

Lema 3.3. Sejam M1 e M2 como no Lema 3.2 e d(x) = dist(x,M1). Suponha que M2 tem um

contato ideal no infinito com M1 e que

sup
M2

|HM2| ≤ inf
M1

1
n
(λ1 + · · ·+λn) = inf

M1
Λn.

Então temos que

∆
M2d−C0|∇M2d|2 ≤ 0, (3.7)

para alguma constante positiva C0.

Prova. Primeiro provaremos que

−n〈HM2,Dd〉+ trAd |TxMT
2
≥ 0. (3.8)

Pelo Lema 3.1 temos que

1
n

trAd |TxMT
2
≥ 1

n

(
λ1(y)

1−λ1(y)d(x)
+

λ2(y)
1−λ2(y)d(x)

+ · · ·+ λn(y)
1−λn(y)d(x)

)
≥ 1

n
(λ1(y)+ · · ·+λn(y))

onde y ∈ M1 é tal que |x− y| = d(x) � 1 e λ1(y), · · · ,λn(y) são as n primeiras curvaturas
principais de M1. Como supomos que

sup
M2

|HM2| ≤ inf
M1

Λn

concluı́mos que
1
n

trAd |TxMT
2
≥ |HM2| e pela desigualdade de Schwarz, temos que

〈HM2 ,Dd〉 ≤ |HM2||Dd|= |HM2|
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pois Dd = η , e (3.8) segue.
Por simplicidade de notação façamos ∇

M2
ei d = di. Seja σi j dado no Lema 3.2, então

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ) =

n

∑
i, j

IId(eT
i ,e

T
j )did j

1−|∇M2d|2

=
n

∑
i, j

IId(dieT
i ,d jeT

j )

1−|∇M2d|2

=
IId((∇

M2d)T ,(∇M2d)T )

1−|∇M2d|2

≤ C0|(∇M2d)T |2

1−|∇M2d|2
≤ C0|∇M2d|2

1−|∇M2d|2
≤C0|∇M2d|2

(3.9)

para alguma constante positiva C0, onde a terceira desigualdade segue de |∇M2d| � 1, pois M2

tem um contato ideal no infinito com M1. Usando agora (3.6), (3.8) e (3.9) o lema segue.
�

3.3.2 Demonstração do Resultado Principal

A demonstração do Teorema 3.2 é baseada na demonstração do caso de H-superfı́cies pa-
rabólicas do R3 dada no Teorema 1 em (1). Nela utilizaremos os Lemas 3.2 e 3.3 acima, cujos
equivalentes em (1) são os Lemas 3 e 4, respectivamente. Estes nos permitirá montar, especi-
ficamente o Lema 3.3, em um conjunto conveniente uma função subharmônica, e supondo por
absurdo que (3.2) não vale chegaremos a uma contradição com a parabolicidade de M2. Vamos
então a ela.

Demonstração do Teorema 3.2. Suponha que (3.2) seja falso, isto é,

m0 = min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}> 0.

Para ε > 0 suficientemente pequeno, seja

M2(ε) = {x ∈M2 : dist(x,M1)≤ ε}.

Para cada x ∈M2(ε), considere o conjunto

Sx = {y ∈M1 : |y− x|= dist(x,M1) e x− y = λHM1(y), λ > 0}

e finalmente defina o conjunto M′2(ε)⊂M2(ε) por

M′2(ε) = {x ∈M2(ε) : Sx , /0}.

Note que M′2(ε) tem interior não vazio pois M1 e M2 são propriamente mergulhadas em Rn+1 e
tem um contato ideal no infinito. Seja C2(ε)⊂M′2(ε) uma componente conexa de M′2(ε). Tome
agora ε > 0 tal que mo > ε . Desta última suposição temos que ∂M2∩C2(ε) = /0. De fato, caso
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contrário se x ∈C2(ε) ⊂M′2(ε) terı́amos dist(x,M1) ≤ ε e x ∈ ∂M2 terı́amos dist(x,M1) > ε ,
pois dist(M1,∂M2)> ε , o que nos dá

∂C2(ε) = {x ∈C2(ε) : dist(x,M1) = ε} ⊂ intM2.

Considere agora a função distância d(x) = dist(x,M1). Temos pelo Lema 3.3 que

∆
M2d−C0|∇M2d|2 ≤ 0 (3.10)

para alguma constante positiva C0. Observe que d |∂C2(ε)≡ ε . Também temos que C2(ε) é não
compacto, caso contrário existiria x′ no interior de C2(ε) tal que d(x′) seria um mı́nimo, e nesse
caso ∇M2d(x′) = 0 e por (3.10) terı́amos ∆M2d(x′)≤ 0, contradizendo o fato de x′ ser um ponto
de mı́nimo interior. Sendo assim C2(ε) é não compacto e supC2(ε)

d = ε .
Considere agora a função φ em C2(ε) dada por

φ(x) = e−C0d(x).

Calculando ∆M2φ teremos, por (3.10), que

∆
M2φ =−C0e−C0d(∆M2d−C0|∇M2d|2)≥ 0

o que nos diz que φ é subharmônica em C2(ε). Como estamos assumindo que M2 é parabólica,
temos pela Proposição 3.2 que C2(ε) é parabólico. Então devemos ter

sup
C2(ε)

φ = sup
∂C2(ε)

φ = e−C0ε

o que é um absurdo pois supC2(ε)
φ = 1 > e−C0ε = sup∂C2(ε)

φ . Como esta contradição deri-
vou da suposição m0 = min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)} > 0, temos então que m0 = 0 e o
teorema fica demonstrado. �

Em (14) Impera-Pigola-Setti, utilizam a seguinte definição de variedade Riemanniana pa-
rabólica quando ∂M , /0 (ver também (15)).

Definição 3.4. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo ∂M , /0 e normal

unitária exterior ν . M é dita ser N -parabólica se as únicas soluções do problema
∆Mh≥ 0 em M
∂h
∂ν
≤ 0 em ∂M

supM h <+∞

(3.11)

são as funções constantes h≡ supM h.

E obtêm a seguinte proposição(Apêndice A em (14)):
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Proposição 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana N -parabólica com bordo ∂M , /0 e h

uma solução do problema {
∆Mh≥ 0 em M

supM h <+∞

Então

sup
M

h = sup
∂M

h.

Provando assim que a Definição 3.4 implica na definição dada por Ronaldo F. de Lima em
(1), e utlizada neste trabalho (Definição 3.1) . Isto é, funções subharmônicas limitadas por
cima definidas em variedades Riemannianas parabólicas no sentido clássico (Definição 3.4),
com bordo não vazio atingem seu supremo no bordo de M. Certamente quando o bordo de M é
vazio a N -parabolicidade equivale a parabolicidade.

Alguns pesquisadores conseguiram dar condições suficientes para que uma variedade Rie-
manniana seja N -parabólica. Em (20) e (21) Grigor’yan provou o seguinte teorema

Teorema 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com bordo ∂M , /0. Se para

algum ponto de referência o ∈M, ou

R
VolBM

R (o)
< L1(+∞)

ou
1

Area(∂oBM
R (o))

< L1(+∞)

então M é N -parabólica.

Que tem como corolário o seguinte resultado provada por Cheng e Yau em (22), que nos
garante que o R2 é uma variedade Riemanniana N -parabólica.

Corolário 3.1 (Cheng-Yau). Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se para algum

ponto o ∈M e para alguma sequência Rk→+∞

VolBM
Rk
(o)≤ cte.R2

k ,

então M é N -parabólica.

Onde, seguindo a notação de (14) e (15), temos o ∈ intM e para R > 0,

BM
R (o) = {x ∈M : dM(x,o)< R},

∂BM
R (o) = {x ∈M : dM(x,o) = R},

sendo dM(x,o) a distância intrı́sseca de M. E para um conjunto aberto D⊆M, não necessaria-
mente conexo, definimos

∂0D = ∂D∩ intM
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e
∂1D = ∂M∩D.

O que nos dá que
∂oBM

R (o) = ∂BM
R (o)∩ intM.

O Teorema 3.3 e o Corolário 3.1 nos dão então, uma condição geométrica, a partir do volume
ou da área das bolas em M, para que uma variedade Riemanniana completa seja N -parabólica.

Portanto em notação de (14) temos que ∂0C2(ε) = ∂C2(ε)∩ intM2, onde C2(ε) é dado na
demonstração do Teorema 3.2. Nessas condições, como estamos supondo por absurdo que
dist(∂M2,M1) > ε na demonstração do Teorema 3.2 , temos que ∂0C2(ε) = ∂C2(ε), pois se
∂C2(ε) 1 intM2 então existiria x ∈ ∂C2(ε)∩∂M2, e daı́ terı́amos dist(x,M1)> ε . Sendo assim
o Princı́pio do Máximo de Ahlfors, Teorema 7 em (14) (ver também (15)), nos diz que se M2

é N -parabólica no Teorema 3.2, isto é, não admite função não constante satisfazendo (3.11),
então a função φ(x) = e−C0d(x) que satisfaz ∆M2φ ≥ 0 em ∂0C2(ε) = ∂C2(ε), é tal que

sup
C2(ε)

φ = sup
∂C2(ε)

φ .

Nos permitindo, também, chegar a mesma contradição da demonstração do Teorema 3.2. Ou
seja, o Teorema 3.2 continua válido se supormos M2⊂Rn+1 uma hipersuperfı́cie N -parabólica
com bordo ∂M2 , /0.

Em (16), ver também Apêndice A de (14), os autores extendem a noção de variedade Rie-
manniana N -parabólica utlizando a seguinte definição

Definição 3.5. Vamos dizer que uma variedade Riemanniana M com bordo ∂M não vazio é

D-parabólica se toda função limitada h ∈C∞(int M)∩C0(M) satisfazendo{
∆Mh = 0 em int M

h = 0 em ∂M,

se anula identicamente.

Observe que da Proposição 3.3 temos que toda variedade Riemanniana N -parabólica é
D-parabólica, a recı́proca em geral não é verdade, ver Exemplo 3 de (16).

Quando M é uma variedade Riemanniana D-parabólica temos a seguinte proposição.

Proposição 3.4 (Proposição 9 de (16)). Seja M uma variedade Riemanniana com bordo ∂M

não vazio. Então são equivalentes:

1. M é D-parabólica;

2. Para qualquer domı́nio Ω contido em M e qualquer função limitada satisfazendo ∆Mh≥ 0
em int Ω temos

sup
Ω

h = sup
∂Ω

h;
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3. Para toda função limitada h tal que ∆Mh≥ 0 em int M temos

sup
M

h = sup
∂M

h.

Onde aqui seguindo a notção de (14) e (16), entende-se por domı́nio um aberto contido em M.

Agora com o auxı́lio da Proposião 3.4, podemos supor no Teorema 3.2 M2 uma hiper-
superfı́cie D-parabólica e ainda garantir a validade do mesmo. De fato, seguindo como na
demonstração do Teorema 3.2, temos do Lema 3.3 que

∆
M2φ =−C0φ(∆M2d−C0|∇M2d|2)≥ 0, (3.12)

para φ(x) = e−C0d(x), onde d(x) = dist(x,M1) e Co > 0. Tomemos agora C2(ε) dado na de-
monstração do Teorema 3.2. Sendo M2 D-parabólica a Proposição 3.4 acima garante que

1 = sup
C2(ε)

φ = sup
∂C2(ε)

φ = e−C0ε

para ε fixado suficientemente pequeno, nos levando a mesma contradição da demonstração do
Teorema 3.2. Em resumo, temos agora o seguinte teorema

Teorema 3.4. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies do Rn+1 disjuntas, propriamente mergu-

lhadas no Rn+1 e com bordos não vazios ∂M1 e ∂M2. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0. (3.13)

Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 e é N -parabólica (ou D-parabólica) então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0 (3.14)

Para variedades Riemannianas D-parabólicas temos o seguinte corolário do Teorema 3.4.

Corolário 3.2. Sejam M1 e M2 como no Teorema 3.2. Assuma que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0.

Suponha que existem conjuntos relativamente compactos Ω1 ⊂M1 e Ω2 ⊂M2 tais que M1�Ω1

é isométrico a M2�Ω2. Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 e M1 ou M2 é D-

parabólica então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Prova. Pelo Corolário 12 de (16) temos que se M1�Ω1 é isométrico a M2�Ω2, sendo Ω1 e
Ω2 conjuntos relativamente compactos, então M1 é D-parabólica se, e somente se, M2 é D-
parabólica. Portanto, se M2 é D-parabólica, vale o teorema. Se M1 é D-parabólica, então M2 o
é, e novamente vale o teorema. �
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Observação 3.1. Em virtude da Proposição 3.2 e do Princı́pio do Máximo de Ahlfors, no caso

da N -parabolicidade, serem válidos quando ∂M2 = /0, temos que o Teorema 3.2 bem como o

Teorema 3.4 continuam válidos se ∂M2 = /0, e neste caso temos dist(M2,∂M1) = 0.

Observação 3.2. Se supormos M2 uma hipersuperfı́cie compacta, podemos retirar sua hipótese

de parabolicidade no Teorema 3.2 e enunciar o Teorema 3.5 abaixo, usando agora o Teorema

da divergência em sua demonstração.

Teorema 3.5. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies do Rn+1 disjuntas, propriamente mergu-

lhadas noRn+1 e com bordos não vazios ∂M1 e ∂M2. Assuma que M2 seja compacta e suponha

que

sup
M2

|HM2|< inf
M1

HM1. (3.15)

Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0 (3.16)

Prova. De fato, assumindo (3.15) a demonstração do Lema 3.3 nos dá que

∆
M2d−C0|∇M2d|2 < 0, (3.17)

para alguma constante positiva C0, onde d(x) = dist(x,M1). Suponha agora que o teorema seja
falso, isto é, que

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}> 0.

Sejam C2(ε) e φ(x) = e−C0d(x) como na demonstração do Teorema 3.2. Teremos então de (3.17)
que

∆
M2φ =−C0φ(∆M2d−C0|∇M2d|2)> 0,

e calculando ∇M2φ encontramos

∇
M2φ =−C0e−C0d

∇
M2d =−C0φ∇

M2d.

Pelo Teorema da divergência, temos que se ν é a normal unitária exterior ao longo de ∂C2(ε),
então

0 <
∫

C2(ε)
∆

M2φ =
∫

∂C2(ε)
〈∇M2φ ,ν〉=−C0

∫
∂C2(ε)

φ〈∇M2d,ν〉= 0 (3.18)

pois d é constante ao longo de ∂C2(ε). E com a contradição obtida em (3.18) o teorema segue.
�

3.4 Aplicações Geométricas

Seja M⊂Rn+1 uma hipersuperfı́cie completa, propriamente mergulhada e com bordo vazio.
Dizemos que M é convexa com respeito a normal unitária η se sua função curvatura média for
positiva. Observe que M divide o Rn+1 em duas componentes conexas. Chamaremos então de
lado convexo de M a componente do Rn+1 para a qual o vetor curvatura média de M aponta.
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3.4.1 Aplicações do Princı́pio do Máximo no infinito

Como consequência da demonstração do Teorema 3.2 temos o teorema a seguir que estende
ao Rn+1, sem hipóteses sobre a curvatura Gaussiana, o Corolário 1 em (1) e o Teorema 3.4 em
(2). Estende também, no caso parabólico, o Teorema 1 em (9).

Teorema 3.6. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies do Rn+1 disjuntas, propriamente mergu-

lhadas no Rn+1 e com bordos vazios. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2 | ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0.

Se M2 é parabólica, então não pode estar no lado convexo de M1.

Prova. Suponha que M2 está contida no lado convexo de M1. Se tivermos dist(M1,M2) = 0,
então M2 tem um contato ideal no infinito com M1. Dessa forma podemos prosseguir como na
demonstração do Teorema 3.2 definindo, para ε > 0 suficientemente pequeno, os conjuntos

M2(ε) = {x ∈M2 : dist(x,M1)≤ ε}.

Para cada x ∈M2(ε), considere os conjuntos

Sx = {y ∈M1 : |y− x|= dist(x,M1) e x− y = λHM1(y), λ > 0}

e M′2(ε)⊂M2(ε) dado por
M′2(ε) = {x ∈M2(ε) : Sx , /0}.

Se C2(ε) ⊂ M′2(ε) é uma componente conexa de M′2(ε), teremos, pois estamos supondo que
∂M2 = /0, que

∂C2(ε) = {x ∈C2(ε) : dist(x,M1) = ε} ⊂ intM2.

E finalmente definindo em C2(ε) a função φ(x)= e−C0d(x), onde d(x)= dist(x,M1), chegaremos
a mesma contradição do Teorema 3.2, pois estamos supondo que M2 é parabólica. Logo M2 não
pode estar no lado convexo de M1 se dist(M1,M2) = 0.

Se dist(M1,M2)> 0, existem sequências yn ∈M1 e xn ∈M2 tal que a sequência yn− xn tem
uma subsequência que converge para um vetor v ∈ Rn+1 com |v| = dist(M1,M2). Seja então
M2 = M2 + v. Dessa forma temos que dist(M1,M2) = 0 e que M1∩M2 , /0. Seja p ∈M1∩M2,
como |v| = dist(M1,M2) e M2 está contida no lado convexo de M1, temos que M1 e M2 tem
um contato ideal em p. Pelo Princı́pio do máximo de Hopf, M1 e M2 coincidem em uma
vizinhança de p. Isto significa que M1 difere de M2 por uma translação em Rn+1 de compri-
mento |v| = dist(M1,M2). Donde temos que, nesta vizinhança de p, M1 e M2 são hiperplanos
paralelos, contradizendo a hipótese de que a função curvatura média de M1 é positiva. Logo, se
dist(M1,M2)> 0, M2 não pode estar no lado convexo de M1, o que demonstra o teorema.

�
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Novamente aqui no Teorema 3.6, assim como no Teorema 3.2, podemos supor, devido ao
Teorema 7 em (14) (ver também (15)), M2 uma hipersuperfı́cie N -parabólica e ainda teremos
a validade do Teorema 3.6.

Observação 3.3. De modo geral, uma hipersuperfı́cie M1 ⊂ Rn+k com curvaturas principais

λ1≤ ·· · ≤ λn≤ ·· · ≤ λn+k−1 com respeito a normal unitária η é chamada de n-meio convexo(n-

convex mean) com respeito a normal η se λ1 + · · ·+ λn ≥ 0. Sendo assim a demonstração

do Teorema 3.6 acima na verdade nos dá o seguinte teorema abaixo, cuja demonstração é

totalmente análoga.

Teorema 3.7. Sejam M1 uma hipersuperfı́cie do Rn+k cuja função curvatura média é positiva

e M2 uma subvariedade n-dimensional do Rn+k. Sejam ainda M1 e M2 disjuntas, propriamente

mergulhadas no Rn+k e com bordos vazios. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ inf
M1

Λn.

Se M2 é parabólica, então não pode estar no lado convexo de M1.

O teorema acima é a versão, com o contato ideal no infinito, do Teorema 4 em (3) no caso
em que M2 é parabólica, e é lá denominado como ”Um princı́pio de barreira para subvarie-
dades de codimensão arbitrária e curvatura média limitada”, ver também em (5) o caso para
subvariedades mı́nimas.

3.4.2 Aplicações do Princı́pio de Máximo do Omori-Yau

Ao acrescentarmos uma hipótese adequada sobre a curvatura de Ricci da hipersuperfı́cie
M2, podemos retirar sua condição de parabolicidade no Teorema 3.6, e usando o Princı́pio do
Máximo de Omori-Yau, ver (11) e (12), obteremos um resultado análogo dado no Teorema 3.8
abaixo. Precisaremos, porém, acrescentar uma hipótese sobre o operador de forma da hipersu-
perfı́cie M1, o que nos permitirá o uso do lema abaixo.

Lema 3.4. Sejam M ⊂ Rn+k uma hipersuperfı́cie propriamente mergulhada e A seu operador

de forma. Denotemos por d j = d(x j) = dist(x j,M), onde x j ∈Rn+k é uma sequência de pontos

tal que lim j→∞ d j = 0, e por A j o operador de forma de M em y j ∈M, tal que |x j− y j| = d j.

Suponha que

limsup
j→∞

‖A j‖< ∞.

Se IId j é a segunda forma fundamental da hipersuperfı́cie paralela Md j = d−1(d j) em Tx jMd j ,

então

lim
j→∞
‖IId j‖< ∞.

Prova. Se Ad j é o operador de forma de Md j então temos a equação de Riccati, ver (17),

∇DdAd j +A2
d j
+R(· ,Dd)Dd = 0 (3.19)
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onde ∇ e R são a conexão Riemanniana e o tensor curvatura do Rn+k, respectivamente. Para
x j ∈ Rn+k tal que d j � 1 considere a geodésica minimizante normalizada β : [0,d j]→ Rn+k

com β (0) = y j ∈ M e β (d j) = x j ∈ Md j . Como β é um segmento de reta ligando y j a x j e
d j � 1, então β ′(d) = Dd se d ∈ [0,d j]. Seja então v ∈ Tx jMd j e V seu transporte paralelo ao
longo de β com V (0) = v0 ∈ Ty jM. Se denotarmos por ′ a derivada ao longo de β teremos

〈Ad(V ),V 〉′ = 〈∇β ′Ad(V ),V 〉= 〈∇DdAd(V ),V 〉.

Logo por (3.19)
〈Ad(V ),V 〉′ =−〈A2

d(V ),V 〉−〈R(V,Dd)Dd,V 〉.

Portanto em d = 0 teremos

〈Ad(V ),V 〉′ |d=0=−〈A2
j(v0),v0〉−〈R(v0,η)η ,v0〉

Assim a expansão em série de Taylor de IId j(v) = 〈Ad j(v),v〉 em torno da segunda forma fun-
damental II j = IId |d=0 de M é dada por

〈Ad j(v),v〉= 〈A j(v0),v0〉− [〈A2
j(v0),v0〉+ 〈R(v0,η)η ,v0〉]d +O(d2) (3.20)

Sendo a curvatura seccional do Rn+k nula, temos de (3.20) que

|IId j(v)| ≤ ‖A j‖|v0|2 +‖A j‖2|v0|2d +O(d2). (3.21)

Logo de (3.21)
‖IId j‖ ≤ ‖A j‖+‖A j‖2d +O(d2). (3.22)

Fazendo agora j→ ∞ em (3.22) temos o desejado. �

Estamos em condições agora de enunciar o seguinte teorema

Teorema 3.8. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies disjuntas, sem bordo e propriamente mer-

gulhada em Rn+1. Assuma que M2 seja completa com curvatura de Ricci satisfazendo

RicM2 ≥−(n−1)R0, R0 > 0.

Seja d(x) = dist(x,M1) e A j como no Lema 3.4 e suponha que

limsup
j→∞

‖A j‖< ∞ (3.23)

para toda sequência x j ∈M2 tal que lim j→∞ d(x j) = infM2 dist(x,M1). Se

sup
M2

|HM2|< inf
M1

HM1 (3.24)

então M2 não pode estar no lado convexo de M1.
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Prova. Pelo Princı́pio do Máximo de Omori-Yau, com a versão para o mı́nimo, existe uma
sequência x j ∈M2 tal que lim j→∞ d(x j) = infM2 dist(x,M1) e tem-se que

|∇M2d|(x j)<
1
j

e ∆
M2d(x j)>−

1
j
, ∀ j ∈N. (3.25)

Suponha que M2 esteja no lado convexo de M1 e que dist(M1,M2) = 0. Então M2 tem um
contado ideal no infinito com M1. Sendo assim, para j ∈N suficientemente grande, a equação
(3.6) na demonstração do Lema 3.2 nos dá que

∆
M2d(x j)−n|HM2|+

n

∑
i

λi(d j)−
IId j((∇

M2d)T ,(∇M2d)T )

1−|∇M2d|2
(x j)≤ 0 (3.26)

onde λi(d j) são as curvaturas principais da hipersuperfı́cie paralela d−1(d j) na orientação dada

por η e d j = d(x j). Como temos que ∆M2d(x j)>−
1
j

então (3.26) nos dá que

1
j
>−n|HM2|+

n

∑
i

λi(d j)−
IId j((∇

M2d)T ,(∇M2d)T )

1−|∇M2d|2
. (3.27)

E de |∇M2d|(x j)<
1
j

temos que

|IId j((∇
M2d)T ,(∇M2d)T )|

1−|∇M2d|2
≤ ‖IId j‖

|∇M2d|2

1−|∇M2d|2
< ‖IId j‖

1
j2−1

.

Então de (3.27)

‖IId j‖
1

j2−1
+

1
j

>
n

∑
i

λi(d j)−n|HM2|

≥
n

∑
i

λi−n|HM2|.
(3.28)

Fazendo agora j→ ∞ em (3.28), teremos, pelo Lema 3.4,

n|HM2| ≥ λ1 + · · ·+λn

contradizendo (3.24). Logo M2 não pode estar do lado convexo de M1 se dist(M1,M2) = 0.
Se dist(M1,M2)> 0, existem sequências yn ∈M1 e xn ∈M2 tal que a sequência yn− xn tem

uma subsequência que converge para um vetor v ∈ Rn+1 com |v| = dist(M1,M2). Seja então
M2 = M2 + v. Dessa forma temos que dist(M1,M2) = 0. Se M1 ∩M2 = /0, então M2 tem um
contao ideal no infinito com M1, o que não pode acontecer pelo que foi visto no parágrafo
anterior. Caso M1 ∩M2 , /0 então p0 ∈ M1 ∩M2 seria um ponto de mı́nimo da função d, e
assim ∇M2d(p0) = 0 e do Lema 3.3 teremos ∆M2d(p0) < 0 contradizendo o fato de p0 ser
ponto de mı́nimo. Se M1 e M2 coincidem numa vizinhança então d é constante, e novamente o
Lema 3.3 diz que isso não pode acontecer. Logo M2 não pode estar do lado convexo de M1 se
dist(M1,M2)> 0. �

O Teorema 3.8 continua válido se M1 ⊂ Rn+k é uma hipersuperfı́cie com curvatura média
positiva e M2 ⊂Rn+k uma n-subvariedade mergulhada.
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Observação 3.4. Seja Mn uma hipersuperfı́cie orientada imersa isometricamente no espaço

forma Riemanniano Mn+1
c . Se RM é a curvatura escalar normalizada de M e A seu operador

de forma, então da equação de Gauss temos a seguinte relação, ver por exemplo (18),

‖A‖2 = n2H2
M−n(n−1)(RM− c).

Portanto, se RM ≥ c temos que ‖A‖2 ≤ n2H2
M, donde ‖A‖ ≤ nHM, se HM > 0. Logo, se a

curvatura média de M for limitada, teremos

sup
M
‖A‖ ≤ nsup

M
HM < ∞.

Com a Observação 3.4, o Teorema 3.8 nos dá o seguinte Corolário.

Corolário 3.3. Sejam M1 e M2 como no Teorema 3.8. Assuma que M2 seja completa com

curvatura de Ricci limitada inferiormente. Seja RM1 a curvatura escalar (normalizada) de M1

e suponha que RM1 ≥ 0. Suponha também HM1 seja limitada e que

sup
M2

|HM2|< inf
M1

HM1.

Então M2 não pode estar do lado convexo de M1.

Prova. Suponha M2 no lado convexo de M1 e que dist(M1,M2) = 0. Seja IId j a segunda forma
fundamental da hipersuperfı́cie paralela d−1(d j), onde d j = d(x j) = dist(x j,M1) e x j ∈ M2 é
uma sequência dada por Omori-Yau, isto é, com d j → 0 satisfazendo (3.25). Então de acordo
com a Observação 3.4 e pelo Lema 3.4, temos lim j→∞ ‖IId j‖ < ∞. Seguindo agora como na
demonstração do Teorema 3.8 temos o desejado. �

Note que da Observação 3.4, se supormos RM1 limitada no Corolário 3.3, podemos retirar a
hipótese RM1 ≥ 0 e conseguir o mesmo resultado.

Observe que na demonstração do Teorema 3.8 as hipóteses sobre M2 são essencialmente
para que possamos usar o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau na função d(x) = dist(x,M1).
Dessa forma, podemos supor outras hipóteses em M2 que nos permita usar este princı́pio. Isto
pode ser feito utilizando o teorema de Pigola-Rigoli-Setti, ver (19), que estende a classe de
variedades Riemanniana à qual vale o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau. Antes, porém,
daremos a seguinte definição dada por Pigola-Rigoli-Setti também em (19).

Definição 3.6. Diremos que a variedade Riemanniana M satisfaz o Princı́pio do Máximo de

Omori-Yau se, para qualquer função u ∈ C2(M) com supM u = u∗ < ∞, existe uma sequência

de pontos x j ∈M, dependendo de M e de u, tal que

lim
j→∞

u(x j) = u∗, |∇Mu|(x j)<
1
j
, ∆

Mu(x j)<
1
j
.
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Teorema 3.9 (Pigola-Rigoli-Setti). Seja M uma variedade Riemanniana e assuma que existe

uma função não negativa γ satisfazendo:

C1) γ(x)→ ∞ quando x→ ∞;

C2) ∃B > 0 tal que |∇Mγ| ≤ B
√

γ fora de um compacto;

C3) ∃C > 0 tal que ∆Mγ ≤C
√

γG(
√

γ) fora de um compacto, onde

G : [0,+∞)→ [0,+∞) é uma função suave satisfazendo

G(0)> 0, G′(0)≥ 0,
∫ +∞

0

ds√
G(s)

= +∞, limsup
t→+∞

tG(
√

t)
G(t)

<+∞.

Então M satisfaz o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau.

Devido ao Teorema de Pigola-Rigoli-Setti, Teorema 3.9 acima, o Corolário 3.3 pode ser
estendido a uma classe mais ampla de variedades Riemanniana que satisfazem o Princı́pio do
Máximo de Omori-Yau. Temos então o

Teorema 3.10. Seja M1 uma hipersuperfı́cie sem bordo, propriamente mergulhada em Rn+k

com curvatura escalar limitada e cuja curvatura média satisfaz b0 ≤ HM1 ≤ b1, b0,b1 > 0.

Seja também M2 uma subvariedade n-dimensional, sem bordo, propriamente mergulhada em

Rn+k, disjunta de M1 e suponha que existe uma função não negativa γ ∈C2(M2) satisfazendo

as condições C1), C2) e C3) do Teorema 3.9. Se

sup
M2

|HM2|< inf
M1

Λn

então M2 não pode estar do lado convexo de M1.

Com demonstração análoga ao do Teorema 3.8, que extende no caso do contato ideal no
infinito, para subvariedades n-dimensionais M2 ⊂Rn+k que satisfazem o princı́pio do máximo
de Omori-Yau para o Laplacaino, o Teorema 4 em (3). Extende também no caso em que a
subvariedade M2 tem codimensão arbitrária o Teorema 3.4 em (2), o Teorema 1 em (9), e o
Corolário 1 em (1).
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4 UM PRINCÍPIO DO MÁXIMO PARA
HIPERSUPERFÍCIES PONDERA-
DAS DO Rn+1

f E APLICAÇÕES
GEOMÉTRICAS

4.1 Introdução

Ao introduzirmos um peso no elemento de volume dvol de uma variedade Riemanniana
(M,〈,〉), passamos a ter uma variedade Riemanniana ponderada (M,〈,〉,e− f dvol), onde f ∈
C∞(M). Surgem então, de forma natural, alguns objetos relacionados a variedade Riemanniana
ponderada (M,〈,〉,e− f dvol) tais como a f -divergênca, que por sua vez nos dá o f -Laplaciano,
a Bakry-Emery curvatura de Ricci, a f -curvatura média, no caso das hipersuperfı́cies de uma
variedade Riemanniana ponderada, entre outros, ver por exemplo (25), (27) e (36).

Em trabalhos como (25), (26), (27), (31), (36) e (37) entre outros, temos várias contribuições
que garantem a validade de resultados clássicos da geometria no contexto das variedades Ri-
emannianas ponderadas, como por exemplo o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o
f -Laplacinano. Seguindo esta linha, iremos demonstrar neste capı́tulo a validade, no con-
texto ponderado, dos resultados obtidos no capı́tulo anterior deste trabalho e dar mais algumas
contribuições a resultados já conhecidos no contexto não ponderado. No Teorema 4.3 daremos
a versão ponderada do Princı́pio do Máximo no Infinito, Teoremas 1 e 3.2 de (1) e (2), respec-
tivamente, que foram generalizados no capı́tulo anterior deste trabalho com o teorema abaixo
para hipersuperfı́cies do Rn+1 sem restrições sobre a curvatura gaussiana

Teorema. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies doRn+1 disjuntas, propriamente mergulhadas

no Rn+1 e com bordos não vazios ∂M1 e ∂M2. Suponha que M2 seja completa e que

sup
M2

|HM2| ≤ b0 ≤ inf
M1

HM1, b0 > 0.

Se M2 tem um contato ideal no infinito com M1 e é parabólica então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0

Que tem como aplicaçao geométrica o Corolário 4.1.
No Teorema 4.4 damos a versão ponderada do Princı́pio de barreira para subvariedades de

codimensão arbitrária e curvatura média limitada, Teorema 4 de (3)

Teorema. Sejam M2 ⊂Rn+k uma subvariedade n-dimensional e M1 ⊂Rn+k uma C2-hipersu-

perfı́cie propriamente mergulhada em Rn+k. Assuma que M2 está no lado convexo de M1 e que
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M2 toca em M1 no ponto p0 ∈M1∩M2. Suponha que U(p0) ⊂ Rn+k seja uma vizinhança de

p0 em Rn+k tal que

sup
U∩M2

|HM2| ≤ inf
U∩M1

Λn.

Então próximo a p0, M2 está contida em M1, ou seja, M2∩U ⊂M1∩U.

Que nos dá o Corolário 4.2 para hipersuperfı́cies f -mı́nimas.
Como Aplicação do Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano, estendemos

para o contexto ponderado, Teorema 4.6 e Corolário 4.3, o Teorema 3.10 do capı́tulo anterior
deste trabalho.

4.2 Preliminares

Seja (Mn,〈,〉) uma variedade Riamanniana. Chamaremos de n-variedade ponderada a terna

M f = (Mn,〈,〉,dvol f )

onde f : M → R é uma função suave escolhida, dvol é a medida de volume Riemanniano
em (Mn,〈,〉) e finalmente dvol f = e− f dvol é a medida de volume ponderado. À variedade
ponderada (Mn,〈,〉,dvol f ) está associada a f -divergência, ver por exemplo (27),

div f X := e f div(e− f X), X ∈ X(M),

o que nos dá o operador f -Laplaciano dado por

∆
M
f u = e f div(e− f

∇
Mu) = ∆

Mu−〈∇M f ,∇Mu〉

onde u ∈C2(M) e ∆M e ∇M são o Laplaciano e gradiente em (Mn,〈,〉), respectivamente.
A Bakry-Emery curvatura de Ricci da variedade ponderada (Mn,〈,〉,dvol f ) é o 2-tensor

Ric f = Ric+Hess( f ),

onde Ric é o tensor de Ricci de M. Quando

Ric f = α〈,〉,

para alguma constante α ∈R, então a variedade ponderada (Mn,〈,〉,dvol f ) é chamada soliton
de Ricci.

Observação 4.1. Uma variedade Riemanniana (Mn,〈,〉) é chamada soliton de Ricci se existe

um campo suave de vetores X satisfazendo a equação do soliton

Ric+
1
2

LX〈,〉= α〈,〉,α ∈R. (4.1)

onde LX é a derivada de Lie na direção de X. No caso especial em que X = ∇M f , para alguma

função f ∈ C∞(M), dizemos que (M,〈,〉,∇M f ) é um soliton de Ricci gradiente e a equação

(4.1) fica, ver por exemplo (25),

Ric+Hess( f ) = α〈,〉.
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Observe que se (M,〈,〉,∇M f ) é um soliton de Ricci gradiente, então a variedade ponderada
(M,〈,〉,dvol f ) é um soliton de Ricci. O soliton de Ricci gradiente (M,〈,〉,∇M f ) é dito ser
contraı́do(shrinking), estável (steady) ou expansı́vel (expanding) de acordo com α > 0, α = 0
ou α < 0, respectivamente.

Se Br(p) e ∂Br(p) são, respectivamente, a bola geodésicas de raio r > 0 centrada em p e
seu bordo em (Mn,〈,〉), definimos então o volume ponderado em (Mn,〈,〉,dvol f ) por

vol f (Br(p)) =
∫

Br(p)
e− f dvol e vol f (∂Br(p)) =

∫
∂Br(p)

e− f dvoln−1

onde dvoln−1 representa a (n−1)-medida de Hausdorff.

4.2.1 A f -Curvatura Média das hipersuperfı́cies ponderadas

Seja Mn uma hipersuperfı́cie imersa na variedade Riemanniana ponderada Mn+1
f e denote-

mos por ∇ o gradiente de Mn+1. Então temos que a f -curvatura média de M é dada por

nH f
M = nHM + 〈N,∇ f 〉,

onde HM é a curvatura média de M com relação a normal unitária N. Dessa forma o f -vetor
curvatura média de M é dado por

H f
M = H f

MN = HM +
1
n
〈N,∇ f 〉N =−1

n
(div f N)N,

onde HM =−1
n
(divN)N é o vetor curvatura média de M na orientação dada por N.

Dizemos que a hipersuperfı́cie M é f -mı́nima se H f
M = 0. Quando f é constante as hipersu-

perfı́cies f -mı́nimas são precisamente as hipersuperfı́cies mı́nimas de Mn+1.

4.3 O Princı́pio do Máximo no Infinito para Hipersuperfı́-

cies ponderadas do Rn+1
f

Vamos a partir daqui estudar sob quais hipóteses em uma variedade ponderada continuam
válidos os resultados anteriormente obtidos.

Seguindo a notção de (15) extenderemos a seguir a noção de variedade Riemanniana Neu-
man parabólica, ou simplesmete N -parabólica no contexto das variedades Riemannianas pon-
deradas.

Definição 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com bordo ∂M , /0 e normal

unitária exterior ν . A variedade Riemanniana ponderada (M,〈,〉,dvol f ) é dita ser N - f -

parabólica se as únicas soluções do problema
∆M

f h≥ 0 em intM
∂h
∂ν
≤ 0 em ∂M

supM h <+∞

(4.2)
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são as funções constantes h≡ supM h.

Certamente se ∂M = /0, podemos considerar a condição de bordo em (4.2) trivialmente
satisfeita, e neste caso diremos que (M,〈,〉,dvol f ) é N - f -parabólica se não admite funções
f -subharmônicas não constantes limitadas por cima. Onde, de forma natural, diremos que
h ∈C2(M) é f -subhamônica se ∆M

f h≥ 0.
A classificação de variedades Riemannianas ponderadas N - f -parabólicas é objeto de es-

tudo de alguns pesquisadores como S. Pigola e A. Setti. Em (25) (Teorema 22) estes junto, com
M. Rimoldi obtêm o seguinte teorema

Teorema 4.1. Um soliton de Ricci gradiente contraı́do (M,〈,〉,∇M f ) completo é N - f -parabó-

lico.

Pode-se provar também que uma condição suficiente para que a variedade Riemanniana
ponderada (M,〈,〉,dvol f ) seja N - f -parabólica é que M seja geodesicamente completa e que

vol f (∂Br)
−1 < L1(+∞).

No Teorema 4.3 iremos demonstrar para hipersuperfı́cies ponderadas N - f -parabólicas do
Rn+1

f , a validade do Princı́pio do Máximo no Infinito dado por Ronaldo F. de Lima em (1)
para superfı́cies parabólicas do R3 com curvatura média constante e generalizada no capı́tulo
anterior deste trabalho para hipersuperfı́cies parabólicas doRn+1 com curvatura média limitada,
Teorema 3.2. Antes porém, precisaremos de alguns resultados para hipersuperfı́cies ponderadas
que nos auxiliarão no decorrer deste capı́tulo.

Em (36), Stefano Pigola, J.H. de Lira, D. Impera e A.G. Setti generalizaram o princı́pio
do máximo de Alhfors para variedades Riemannianas ponderadas N - f -parabólica com uma
bela demonstração, mas que segundo os autores o resultado pode ser facilmente obtido, com as
devidas adaptações, seguindo a mesma linha de reciocı́nio da demonstração do Teorema 0.9 em
(15). Mais precisamente tem-se o seguite Teorema

Teorema 4.2 (Princı́pio do Máximo de Ahlfors). Uma variedade Riemanniana ponderada

(M,〈,〉,dvol f ) é N - f -parabólica se, e somente se, para todo domı́nio D ⊆ M com ∂0D , /0
e toda função h ∈C2(D) satisfazendo

∆M
f h≥ 0 em int D

∂h
∂ν
≤ 0 em ∂1D

supD h <+∞

tivermos

sup
D

h = sup
∂0D

h.

Onde ∂0D = ∂D∩ int M e ∂1D = ∂M∩D.
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E no caso em que ∂M , /0, temos também a seguinte extensão para o contexto ponderado
da Proposição 3.3, Proposição 3.2 de (15), ver também (36).

Proposição 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo ∂M , /0. Se (M,〈,〉,dvol f ) é

uma variedade Riemanniana ponderada N - f -parabólica e h é uma solução do problema{
∆M

f h≥ 0 em M

supM h <+∞

então

sup
M

h = sup
∂M

h.

Podemos também sem dificuldades, extender a noção de variedade Riemanniana Dirichlet
parabólica, ou simplesmente D-parabólica, ver (16), para o contexto das variedades Riemanni-
anas ponderadas com a seguinte definição:

Definição 4.2. Seja M uma variedade Riemanniana com bordo não vazio. Vamos dizer que uma

variedade Riemanniana ponderada (M,〈,〉,dvol f ) é Dirichlet f -parabólica, ou simplesmente

D- f -parabólica, se toda função limitada h satisfazendo{
∆M

f h = 0 em int M

h = 0 em ∂M,

se anula identicamente.

E na mesma linha de raciocı́neo obter o Princı́pio do Máximo de Ahlfors, Proposição 3.4
(Proposição 9 de (16)), para variedades Reiamnnianas D- f -parabólicas, ver (36). Observe
que da Proposição 4.1 temos que toda variedade Riemanniana ponderada com ∂M , /0 N - f -
parabólica é D- f -parabólica.

Demonstraremos a seguir a versão ponderada dos Lemas 3.2 e 3.3 do capı́tulo anterior deste
trabalho.

No que segue M1 ⊂Rn+k
f é uma hipersuperfı́cie suave, orientada com curvaturas principais

λ1 ≤ ·· · ≤ λn ≤ ·· · ≤ λn+k−1 com relação a normal unitária η . Denotaremos por H f
M2

o f -vetor
curvatura média da subvariedade n-dimensional M2 ⊂ Rn+k

f e por D o gradiente euclidiano do
Rn+k.

Lema 4.1. Sejam M1 ⊂Rn+k
f uma hipersuperfı́cie e M2 ⊂Rn+k

f uma subvariedade n-dimensio-

nal. Assuma que M1 e M2 sejam disjuntas e propriamente mergulhadas. Se M2 tem um contato

ideal no infinito com M1 então a função d(x) = dist(x,M1) satisfaz

∆
M2
f d−n〈H f

M2
,Dd〉+ trAd |TxMT

2
+〈D f ,Dd〉−

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ) = 0, (4.3)

onde σi j =
∇

M2
ei d∇

M2
e j d

1−|∇M2d|2
, IId(·) = 〈Ad(·), ·〉 é a segunda forma fundamental da hipersuperfı́cie

paralela d−1(d(x)) e eT
i é dado em (3.3).
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Prova. Do Lema 3.2 temos que

∆
M2d−n〈HM2,Dd〉+ trAd |TxMT

2
−

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ) = 0. (4.4)

Logo se N1, · · · ,Nk são campos de vetores ortonormais normais a M2 e D é o gradiente euclidi-
ano do Rn+k temos que o f -vetor curvatura média de M2 é dado por

H f
M2

= HM2 +
1
n

k

∑
r=1
〈Nr,D f 〉Nr,

onde HM2 =−
1
n

k

∑
r=1

(divNr)Nr é o vetor curvatura média de M2 . Portanto

〈HM2 ,Dd〉= 〈H f
M2
,Dd〉− 1

n

k

∑
r=1
〈D f ,Nr〉〈Dd,Nr〉. (4.5)

E sendo ∇M2 f = D f −
k

∑
r=1
〈D f ,Nr〉Nr e ∇M2d = Dd−

k

∑
r=1
〈Dd,Nr〉Nr temos que

〈∇M2 f ,∇M2d〉= 〈D f ,Dd〉−
k

∑
r=1
〈D f ,Nr〉〈Dd,Nr〉. (4.6)

Agora de (4.4), (4.5) e (4.6) temos

∆
M2
f d−n〈H f

M2
,Dd〉+ trAd |TxMT

2
+〈D f ,Dd〉−

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j ) = 0. (4.7)

como querı́amos. �

Denotemos por

Λ
f
l :=

1
l
{(λ1 + · · ·+λl)+ 〈D f ,η〉}, l = 1, · · · ,n+ k−1

a l-ésima f -curvatura média da hipersuperfı́cie M1 ⊂ Rn+k
f com relação a normal unitária η ,

onde λ1, · · · ,λl são as l primeiras curvaturas principais de M1 ⊂ Rn+k
f na orientação dada por

η . Observe que se l = n+ k−1 então Λ
f
l = H f

M1
.

Seguindo agora temos a versão ponderada do Lema 3.3.

Lema 4.2. Sejam M1 e M2 como no Lema 4.1 e d(x) = dist(x,M1). Suponha que M2 tem um

contato ideal no infinito com M1 e que

sup
M2

|H f
M2
| ≤ inf

M1
Λ f

n .

Então temos que

∆
M2
f d−C0|∇M2d|2 ≤ 0.

para alguma constante positiva C0.
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Prova. Basta prosseguir, a partir da equação (4.3), como na demonstração do Lema 3.3. Ob-
servando que Pelo Lema 3.1 temos que

1
n

trAd |TxMT
2
≥ 1

n
(λ1(d)+ · · ·+λn(d))

≥ 1
n
(λ1 + · · ·+λn),

(4.8)

onde λ1(d), · · · ,λn(d) são a n-primeiras curvaturas principais da hipersuperfı́cie paralela a M1

d−1(d(x)) na orientação dada por η . Portanto

|H f
M2
| ≤ Λ

f
n =

1
n
{(λ1 + · · ·+λn)+ 〈D f ,η〉}

≤ 1
n
{(λ1(d)+ · · ·+λn(d))+ 〈D f ,η〉}

≤ 1
n
{trAd |TxMT

2
+〈D f ,η〉}.

O que nos diz que
−n|H f

M2
|+ trAd |TxMT

2
+〈D f ,Dd〉 ≥ 0.

E sendo 〈H f
M2
,Dd〉 ≤ |H f

M2
|, pois Dd = η , temos de (4.3)

∆
M2
f d−

n

∑
i, j

σi jIId(eT
i ,e

T
j )≤ 0.

Seguindo agora de modo análogo ao segundo parágrafo da demonstração do Lema 3.3 con-
cluı́mos o Lema 4.2.

�

Seguindo agora, com o auxı́lio dos Lemas 4.1 e 4.2, temos a versão ponderada do Teorema
3.2 dada no teorema abaixo.

Teorema 4.3 (Princı́pio do Máximo no Infinito). Seja M1 ⊂Rn+1
f uma hipersuperfı́cie propria-

mente mergulhada, com bordo não vazio ∂M1 e função curvatura média positiva. Seja também

M2 ⊂ Rn+1
f uma hipersuperfı́cie completa, propriamente mergulhada, com bordo não vazio

∂M2 e disjunta de M1. Suponha que a f -curvatura média de M1 satisfaz

sup
M2

|H f
M2
| ≤ inf

M1
H f

M1
(4.9)

e que M2 tem um contato ideal no infinito com M1. Se (M2,〈,〉,dvol f ) é uma variedade Rie-

manniana ponderada N - f -parabólica (ou D- f -parabólica) então

min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}= 0.

Prova. Suponha que o teorema seja falso, isto é, que

m0 = min{dist(M1,∂M2),dist(M2,∂M1)}> 0.
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Escolha ε > 0 suficientemente pequeno tal que m0 > ε e defina

M2(ε) = {x ∈M2 : dist(x,M1)< ε}.

Tomemos C2(ε)⊂M2(ε) uma componente conexa, se necessário. Observe que

∂C2(ε) = {x ∈M2 : dist(x,M1) = ε} ⊂ intM2.

De fato, se existisse x′ ∈ ∂C2(ε)∩∂M2 então, como estamos supondo por absurdo que m0 > ε ,
terı́amos dist(x′,M1)> ε . Logo ∂C2(ε)⊂ intM2 e portanto

∂0C2(ε) = ∂C2(ε)∩ intM2 = ∂C2(ε).

Defina em C2(ε) a função φ(x) = e−C0d(x), onde C0 é uma cosntante positiva dada pelo Lema
4.2 . Calculando o f -Laplaciano de φ em M2 temos, pelo Lema 4.2 que

∆
M2
f φ = ∆M2φ −〈∇M2 f ,∇M2φ〉

= −C0φ(∆M2d−C0|∇M2d|2)+C0φ〈∇M2 f ,∇M2d〉
= −C0φ(∆M2

f d−C0|∇M2d|2)≥ 0,

(4.10)

nos dizendo que φ é f -subharmônica. Mas pelo Princı́pio do máximo de Ahlfors, Teorema 4.2

1 = sup
C2(ε)

φ = sup
∂0C2(ε)

φ = sup
∂C2(ε)

φ = e−C0ε

para ε > 0 fixado, o que é um absurdo. Como essa contradição veio de supormos m0 > 0, o
teorema segue. �

Observe que o Teorema 3.2 é um caso particular do Teorema 4.3 no caso que a função f é
constante.

Note também que, de acordo com o Lema 4.2, podemos ter M2 ⊂Rn+k
f uma n-subvariedade

no Teorema 4.3 desde que tenhamos

sup
M2

|H f
M2
| ≤ inf

M1
Λ f

n .

4.4 Aplicações Geométricas

4.4.1 Uma aplicação do Princı́pio do Máximo no Infinito

Quando M1 e M2 são hipersuperfı́cies do Rn+1
f com bordo vazio, temos como aplicação do

Princı́pio do Máximo no infinito, Teorema 4.3, o seguinte corolário

Corolário 4.1. Seja M1 ⊂ Rn+1
f uma hipersuperfı́cie propriamente mergulhada e com bordo

vazio. Seja também M2 ⊂Rn+1
f uma hipersuperfı́cie completa, propriamente mergulhada, com

bordo vazio e disjunta de M1. Suponha que M1 e M2 sejam f -mı́nimas. Se (M2,〈,〉,dvol f ) é

uma variedade Riemanniana ponderada N - f -parabólica, então

dist(M1,M2)> 0.
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Prova. Se M2 é disjunta de M1 então M2 está contida no lado de M1 para o qual a normal
unitária η aponta ou no lado para o qual −η aponta. Suponha então que dist(M1,M2) = 0.
Se M2 está do lado para o qual η aponta, então podemos seguir com o mesmo raciocı́nio da
demonstração do Teorema 4.3, tomando para ε > 0 suficientemente pequeno

M2(ε) = {x ∈M2 : dist(x,M1)< ε}

e C2(ε)⊂M2(ε) uma componente conexa. Como estamos supondo que ∂M2 = /0 temos que

∂C2(ε) = {x ∈M2(ε) : dist(x,M1) = ε} ⊂ intM2.

Definindo agora em C2(ε) a função φ(x) = e−C0d(x), onde d(x) = dist(x,M1) e C0 é uma cons-
tante positiva dada pelo Lema 4.2, chegaremos a mesma contradição do Teorema 4.3. Se M2

está no lado para o qual −η aponta, inverta a orientação de M1. Ainda teremos M1 f -mı́nima e
prossigamos como acima. �

4.4.2 Um Princı́pio de Tangência para Subvariedades n-dimensionais

ponderadas do Rn+k
f

Observe que o Lema 4.1 é a versão ponderada com um contato ideal no infinito do Lema 1
de (3). Sendo o f -Laplacino um operador eliptico, ver por exemplo (35), podemos, a partir do
Lema 4.2, dar uma versão ponderada do Princı́pio de barreira para subvariedades de codimensão
arbitrária do Rn+k, Teorema 4 em (3). Mais precisamente temos o seguinte teorema

Teorema 4.4. Sejam M2 ⊂ Rn+k
f uma subvariedade n-dimensional e M1 ⊂ Rn+k

f uma C2-

hipersuperfı́cie propriamente mergulhada em Rn+k
f . Assuma que M2 está no lado convexo

de M1 e que M2 toca em M1 no ponto p0 ∈ M1 ∩M2. Suponha que U(p0) ⊂ Rn+k
f seja uma

vizinhança de p0 em Rn+k
f tal que

sup
U∩M2

|H f
M2
| ≤ inf

U∩M1
Λ f

n .

Então próximo a p0, M2 está contida em M1, ou seja, M2∩U ⊂M1∩U.

Prova. Pelo Lema 4.2 acima temos que a função d(x) = dist(x,M1) satisfaz

∆
M2
f d−C0|∇M2d|2 ≤ 0, (4.11)

para alguma constante positiva C0. De fato, a condição de M2 ter um contato ideal no infi-
nito com M1 no Lema 4.2 pode ser facilmente substituı́da pela tangência uma vez que ambas
as situações garante que M2 esteja suficientemente próxima de M1 e o lema vale para uma
vizinhança U(p0) suficientemente próxima de M1. Sendo p0 ∈ M1 ∩M2, então p0 é ponto de
mı́nimo de d e, próximo a p0, d satisfaz (4.11), então pelo Princı́pio do Máximo de Hopf,
Teorema 3.5 de (6), temos que, próximo a p0, d é constante e o teorema segue. �
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O Teorema 4.4 acima estende então, para hipersuperfı́cies do Rn+k
f que se relacionam a

partir do suas f -curvaturas médias, o Princı́pio do Máximo de Hopf.

Corolário 4.2. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies f -mı́nimas, propriamente mergulhadas

em Rn+1
f e tangentes em p0. Se M2 permanece do mesmo lado de M1, então, próximo a p0, M2

coincide com M1.

Prova. Se M2 está do lado de M1 para o qual a normal aponta, segue imediatamente do Teorma
4.4. Se não, inverta a orientação de M1. Ainda vamos ter H f

M1
= 0 e apliquemos o Teorema

4.4. �

Observação 4.2. Observe que o Teorema 4.4 e o Corolário 4.2 são resultados locais, e neste

sentido não é necessario que a subvariedade M2 esteja contida no lado de M1 para o qual a

normal unitária η aponta, no caso em que ∂M1 = /0, bastando apenas que M2 permaneça no

lado para o qual η aponta próximo a p0.

4.4.3 Aplicações do Princı́pio do Máximo de Omori-Yau

Nesta seção, iremos usar algumas versões do Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o
f -Laplaciano, ver por exemplo (26) e (27), e generalizar o Princı́pio do Máximo do Hopf para
duas hipersuperfı́cies M1 e M2 disjuntas do Rn+1

f .

Definição 4.3. Vamos dizer que a variedade Riemanniana ponderada

(M,〈,〉,dvol f )

satisfaz o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano se, para qualquer função

u ∈C2(M) com supM u = u∗ < ∞, existe uma sequência de pontos x j ∈M, dependendo de M e

de u, tal que

lim
j→∞

u(x j) = u∗, |∇Mu|(x j)<
1
j
, ∆

M
f u(x j)<

1
j
.

Em artigos como (26), (27), (29), (30), (31), (32), (33) e (34) temos algumas versões (ou
contribuições) de resultados que garantem a validade deste princı́pio para variedades Rieman-
nianas ponderada. Em resumo temos o seguinte teorema

Teorema 4.5 (Borbély, Bessa, Mari, Mastrolia, Pigola, Rigoli, Rimoldi, Setti). Considere a

variedade Riemanniana ponderada completa (M,〈,〉,dvol f ) e assuma que existe uma função

não negativa γ ∈C2(M) satisfazendo:

C1) γ(x)→ ∞ quando x→ ∞;

C2) ∃B > 0 tal que |∇Mγ| ≤ B fora de um compacto;
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C3) ∃C > 0 tal que ∆M
f γ ≤CG(γ) fora de um compacto, onde

G : [0,+∞)→ [0,+∞) é uma função suave satisfazendo

G(0)> 0, G′(t)≥ 0 em [0,+∞), G(t)−1 < L1([0,+∞)).

Então dado uma função u ∈C2(M) com u∗ = supM u < ∞, existe uma sequência x j ∈M com

lim
j→∞

u(x j) = u∗, |∇Mu|(x j)<
1
j
, ∆

M
f u(x j)<

1
j
,

isto é, (M,〈,〉,dvol f ) satisfaz o Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano.

Como nosso primeiro resultado desta seção, temos o Teorema 4.6 para hipersuperfı́cies
ponderada do Rn+1

f . Como de costume M1 ⊂Rn+1
f é uma hipersuperfı́cie orientada, λ1 ≤ ·· · ≤

λn são suas curvaturas principais em relação a normal unitária η e denotaremos por A o operador
de forma de M1.

Teorema 4.6. Sejam M1 e M2 duas hipersuperfı́cies disjuntas, sem bordo e propriamente mer-

gulhadas em Rn+1
f . Assuma que a f -curvatura média de M1 satisfaça

sup
M2

|H f
M2
|< inf

M1
H f

M1
(4.12)

e que supM1
‖A‖< ∞. Suponha que (M2,〈,〉,dvol f ) é uma variedade ponderada completa e que

existe uma função não negativa em M2 satisfazendo as condições C1), C2) e C3) do Teorema

4.5. Se M2 está no lado de M1 para o qual η aponta, então

dist(M1,M2)> 0.

Prova. Seja d(x) = dist(x,M1). Pelo Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano,
ver (26) e (27), existe uma sequência x j ∈M2 tal que lim j→∞ d(x j) = infM2 dist(x,M1) e tem-se
que

|∇M2d|(x j)<
1
j

e ∆
M2
f d(x j)>−

1
j
, ∀ j ∈N. (4.13)

Suponha que M2 esteja no lado de M1 para o qual η aponta e que tenhamos dist(M1,M2) = 0.
Então para j ∈N suficientemente grande, o Lema 4.1 junto com (4.8), lembrando que Dd = η ,
nos dá que

∆
M2
f d(x j)−n|H f

M2
|+nH f

M1
−

IId j((∇
M2d)T ,(∇M2d)T )

1−|∇M2d|2
(x j)≤ 0, (4.14)

onde d j = d(x j). Como ∆
M2
f d(x j)>−

1
j

e

|IId j((∇
M2d)T ,(∇M2d)T )|

1−|∇M2d|2
(x j)≤ ‖IId j‖

|∇M2d|2

1−|∇M2d|2
(x j)< ‖IId j‖

1
j2−1

.

Temos de (4.14) que

nH f
M1
−n|H f

M2
|< ‖IId j‖

1
j2−1

+
1
j

(4.15)
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Fazendo agora j→ ∞ em (4.15), teremos, pelo Lema 3.4,

|H f
M2
| ≥ H f

M1

contradizendo (4.12).
�

Lembremos, da Observação 3.4, que se as curvaturas média e escalar de M1 forem limitadas
temos que supM1

‖A‖< ∞. Então o Teorema 4.6 nos dá o seguinte corolário:

Corolário 4.3. Sejam M1 e M2 como no Teorema 4.6. Seja f uma função tal que seu gradiente

em Rn+1, D f , é constante. Assuma que as curvaturas média e escalar de M1 sejam limitadas e

que

sup
M2

|H f
M2
|< inf

M1
H f

M1
. (4.16)

Suponha que (M2,〈,〉,dvol f ) é uma variedade ponderada completa cujo tensor de Ricci satisfaz

Ric f ≥−(n−1)〈,〉.

Então M2 não pode estar no lado de M1 para o qual a normal unitária aponta.

Prova. Suponha que M2 esteja no lado de M1 para o qual η aponta. Se dist(M1,M2) = 0,
basta prosseguir como na demonstração do Teorema 4.6, observando que sendo as curvaturas
média e escalar de M1 limitadas, a Observação 3.4 nos dá que a norma do operador de forma
A de M1 é limitada, isto é, temos que supM1

‖A‖ < ∞, e portanto, o Lema 3.4 nos dá que
lim j→∞ ‖IId j‖< ∞. E sendo a Bakry-Emery curvatura de Ricci de M2, Ric f , limitada por baixo
temos que, ver (26), (M2,〈,〉,dvol f ) satisfaz o princı́pio do máximo de Omori-Yau para o f -
Laplaciano. Chegaremos então a mesma contradição com 4.16, nos dizendo que se M2 está no
lado de M1 para o qual η aponta então a distância entre M1 e M2 não pode ser zero.

Se dist(M1,M2) > 0 prossigamos com o mesmo raciocı́nio do segundo parágrafo da de-
monstração do Teorema 3.8, observando que existem sequências yn ∈ M1 e xn ∈ M2 tal que
a sequência yn− xn tem uma subsequência que converge para um vetor v ∈ Rn+1 com |v| =
dist(M1,M2). Seja então M2 =M2+v. Dessa forma temos que dist(M1,M2) = 0. Se M1∩M2 =

/0, então M2 tem um contao ideal no infinito com M1, o que não pode acontecer pelo que foi visto
no parágrafo anterior, uma vez que sendo D f constante, então supM2

|H f
M2
|= supM2

|H f
M2
|. Caso

M1∩M2 , /0 então p0 ∈M1∩M2 seria um ponto de mı́nimo da função d, e assim ∇M2d(p0) = 0
e do Lema 4.2 teremos ∆

M2
f (p0)< 0 contradizendo o fato de p0 ser ponto de mı́nimo.

�

Devido a validade do Princı́pio do Máximo de Omori-Yau para o f -Laplaciano quando
(M2,〈,〉,∇M2 f ) é um soliton de Ricci gradiente contraı́do (ver Corolário 4.2 em (26)), temos
também o seguinte corolário.
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Corolário 4.4. Sejam M1 e M2 como no Teorema 4.6. Assuma que as curvaturas média e

escalar de M1 sejam limitadas. Suponha que

sup
M2

|H f
M2
|< inf

M1
H f

M1
.

Se (M2,〈,〉,∇M2 f ) é um soliton de Ricci gradiente contraı́do e M2 está no lado de M1 para o

qual η aponta, então

dist(M1,M2)> 0.

Prova. Análoga a demonstração do Teorema 4.6. �
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