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Resumo

Apresentaremos aqui uma demonstragcdo topoldgica da existéncia de certas Orbitas periddicas
simétricas no problema isésceles planar de trés corpos, chamadas 6rbitas de Broucke. Esta
prova € baseada na constru¢do de um conjunto de Wazewski no espaco de fase. Encontra-
mos essa familia de dOrbitas periddicas por um ‘“‘shooting argument”, escolhendo um conjunto
de condig¢des iniciais no conjunto de Wazewski o qual fazemos fluir pelo fluxo do problema
isésceles no espaco de fase, obtendo as condi¢des de saida desejadas.

Palavras-chave: Mecénica Celeste. Orbitas periédicas. Problema isésceles. Conjunto de
Wazewski. Orbita de Broucke.



Abstract

We will present a topological proof for the existence of certain symmetrical periodic orbits of
the planar isosceles three-body problem, called Broucke’s orbits. This proof is based on the
construction of a Wazewski set in phase space. We find this family of periodic orbits by a
shooting argument, choosing one set of initial conditions in the Wazewski’s set, and letting it
flow in the phase space, obtaining the desired exit condition.

Keywords: Celestial Mechanics. Periodic orbits. Isosceles problem. Wazewski’s set. Broucke’s
orbits.



Prefacio

Inicialmente tentamos generalizar a 6rbita de Schubart, no problema colinear dos 3-corpos,
para a partir dai fazer uma demonstracio topoldgica da existéncia dessas Orbitas generalizadas.
A orbita de Schubart é dada por trés massas inicialmente alinhadas, com as particulas das
extremidades de mesma massa, digamos m; = mjy, € m3 > 0 qualquer. Escolhe-se velocidades
para my, mpy € m3z de modo que mj e m3 se aproximem enquanto m; se afasta de m3 (ver figura
1). E possivel fazer uma escolha das velocidades e distancias entre as massas de modo que o
movimento € periddico. Além disso, tem-se que m; desacelera até parar exatamente no instante
em que my e m3 colidem. Isto representa o primeiro quarto da orbita de Schubart. O restante
da 6rbita é dado por reflexdo e translacio deste primeiro quarto. Veja a figura 1. Este resultado
estd descrito no Teorema 2.2 na pégina 43.
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Figura 1: Orbita de Schubart.

No intuito de generalizar essa Orbita, consideramos o problema isdsceles planar de trés
corpos, que € um subproblema do problema de trés corpos sob a agdo da forca gravitacional
Newtoniana, onde os trés corpos estdo sempre nos vértices de um tridngulo isésceles e as ve-
locidades respeitam a simetria da configuracio isdsceles. Conjecturamos a existéncia de uma
orbita dada pelas trés particulas inicialmente alinhadas, onde as duas da extremidade teriam
mesma massa, m; = mp, € a terceira estaria no ponto médio do segmento que une as outras
duas. Escolhendo adequadamente as velocidades dessas trés particulas, poderiamos fazer mj3
subir pela mediatriz do segmento que une m; e my, se afastando do bindrio {m,my}, e my,m;
desceriam e se aproximariam uma da outra. Um ponto importante a se provar era que, quando
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m colidisse com mj, a massa m3 pararia, e todas reverteriam suas velocidades; assim m3 des-
ceria e mp, my se afastariam e subiriam, e quando mj3 voltasse a passar pelo ponto médio do
segmento que liga m; a massa my, m| € my parariam e reverteriam suas velocidades. Isto repre-
sentaria a primeira metade da 6rbita. Vimos que esta Orbita era andloga a 6rbita de Schubart, a
diferenca sendo que o corpo do meio subiria ao invés de ficar confinado a linha dos outros dois
corpos. Nao sabifamos ainda da existéncia dessa 6rbita, nem tdo pouco das dificuldades a mais
que teriamos quando considerdssemos o problema isésceles. Apds alguns meses de estudos,
descobrimos que a familia de drbitas que estivamos estudando existia e j4 tinha sido verifi-
cada numericamente por Broucke em [2], ver figura 2 b.. Isso fortaleceu ainda mais a nossa
pesquisa! A partir daquele momento estdvamos trabalhando com algo concreto, que ja tinha
sido verificado, numericamente, para certos valores de massas. Este resultado estd descrito no
Teorema 3.1 na pédgina 56.

O estudo de 6rbitas periddicas tem um papel importante nao s na mecanica celeste, mas
também na astronomia (dinamica estelar). Em particular, as érbitas periddicas estdveis podem
ser cercadas por conjuntos de oOrbitas aproximadamente-periddicas, cuja trajetoria fica numa
vizinhanca de orbitas periddicas por um tempo finito (ou ndo). Estas drbitas formam varieda-
des “tipo-tubo”, as quais “atraem” 6rbitas no sistema dindmico ver [12] e [13]. Para problemas
de trés corpos planar com massas iguais, temos trés Orbitas periddicas conhecidas: Schubart
(no problema colinear, citada acima), Broucke (no problema isésceles, citada acima), figura-
oito. Veja figura 2. Foi verificado, numericamente, a estabilidade dessas trés érbitas, ver [9]
e [10] para 6rbitas de Schubart, [11] para 6rbitas de Broucke, [25] para 6rbitas coreogrificas
figura-oito. Martynova, Orlov e Rubinov, em [12] e [13], e Kotiranta em [8], fazem um estudo
interessante da dindmica dentro dessa variedade “tipo-tubo”. Assim, nosso estudo das Orbitas
de Broucke tornou-se ainda mais interessante, pois estdvamos agora tratando de érbitas conhe-
cidas da literatura e estudadas recentemente por astronomos. No nosso trabalho consideramos,
de maneira mais geral, o caso de massas distintas. Quanto a estabilidade linear dessas Orbitas,
encontramos as referéncias Doukui Yan [27] para as Orbitas de Broucke; Roberts [21] para a
figura-oito e ”duplo-schubart” [1] (Roberts et. al). Curiosamente ndo encontramos na literatura
referéncias sobre a estabilidade linear das 6rbitas de Schubart.

b.

s O Ty
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Figura 2: Orbitas periédicas em problemas de trés corpos planares de massas iguais: a. érbita
de Schubart; b. 6rbita de Broucke; c. 6rbita figura-oito.

O problema isésceles planar de trés corpos foi estudado por varios autores, dentre os quais:
Broucke [2], Devaney [7], Moeckel [16] e Montgomery, Moeckel e Venturelli [18], nossas prin-
cipais referéncias. Embora a 6rbita de Broucke ndo contenha colisdes triplas, j4 que quando
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ocorre a colisd@o dupla do bindrio o terceiro corpo estd no ponto mais afastado do centro de
massa do bindrio, serd importante o estudo desta dindmica. Em [7] foi feito um estudo da dina-
mica na variedade de colisdo tripla. Esse estudo foi complementado por Moeckel em [16], que
além de trabalhar com a dindmica na variedade de colisdo tripla, analisou a dindmica préximo
a esta variedade. Este estudo € fundamental para o uso do método topoldgico (“shooting argu-
ment”) de Moeckel [15]. Como parte do método para estudar a dindmica préxima de colisdes
triplas, obtem-se a regularizacao das colisdes duplas, que fazem parte da nossa 6rbita.

Para demonstrar a existéncia das Orbitas de Broucke, utilizaremos o método topologico
introduzido por Moeckel em [15] que se baseia em construir um conjunto de Wazewski, W, no
espaco de fase do sistema regularizado. O método topoldgico utiliza de maneira fundamental o
fluxo de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, ja que fluxos e equacdes diferenciais
estdo conectadas pelos teoremas de existéncia, unicidade e dependéncia continua das condi¢des
iniciais. Os conjuntos de Wazewski generalizam os blocos isolantes do Conley [4], j4 que um
conjunto de Wazewski ndo precisa ser necessariamente compacto (nem tao pouco fechado!).
Um ponto importante a se observar € que existe um retrato de deformag¢do do conjunto de saida
de W no conjunto de saida imediato de W. Este fato é conhecido como principio de Wazewski.
A parte principal da demonstragcdo consiste em verificar que o tempo de saida é uma fungdo
continua das condi¢des iniciais. Note que se o fluxo ndo for um retrato de W no seu conjunto
de saida imediato, segue que W possui conjunto invariante, solu¢do que permanece em W para
todo tempo positivo. Para mais detalhes ver a defini¢do de conjunto de Wazewski: defini¢do
2.1 na pagina 37.

As observagdes sobre conjuntos de Wazewski feitas acima seguem imediatamente da defi-
nicao de fluxo. A construcdo destes conjuntos depende fortemente de um estudo detalhado do
fluxo do sistema. Como o estudo do fluxo nada mais € que o estudo do sistema de E.D.O.’s,
vemos que este método tem uma variedade de aplicacdes naturais, ja que os sistemas de equa-
¢oes diferenciais estdo intimamente ligados a aplicacdes. O “argumento final”, ou “shooting
argument”, € uma aplicac@o do principio de Wazewski. A ideia topoldgica bésica é o estudo
das imagens por fun¢des continuas de espacos topoldgicos conexos.

A nossa demonstragdo da existéncia das 6rbitas de Broucke ndo € a tnica. Foi apresen-
tada por Shibayama [23] em 2011 uma demonstracao variacional, que serd discutida com mais
detalhes no tltimo capitulo dessa tese. Além desta referéncia, Yan [27] em 2012, afirma ter
provado a existéncia das orbitas de Broucke com uma demonstragdo, aparentemente, simples.
[27] também contém um estudo da estabilidade linear dessas 6rbitas utilizando o método do
Roberts [21]. Mas a nossa demonstragdo topoldgica das orbitas de Broucke € ainda inédita.
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CAPITULO 1

O PROBLEMA ISOSCELES E AS ORBITAS DE
BROUCKE

1.1 Introducao

O problema is6sceles planar consiste em descrever a dindmica de 3 massas pontuais, mj, my €
m3, movendo-se num plano de modo que a configuraciao € sempre um tridngulo isdsceles. A
orbita de Broucke € uma solu¢do do problema isésceles planar. Descreveremos essa solugdo a
seguir.

As orbitas de Broucke foram encontradas numericamente pelo proprio Broucke em 1979,
ver [2]. Neste trabalho vemos a existéncia de dois tipos de 6rbitas:

(1) 6rbitas com ponto de velocidade zero (chamaremos de drbitas brake): passam pelo re-
pouso;

(2) orbitas periddicas ordindrias (chamaremos de orbitas ndo-brake): nao passam pelo re-
pouso.

O primeiro caso foi estudado por Moeckel, Montgomery e Venturelli [18], onde, para demons-
trar a existéncia desse tipo de drbita, foram usados métodos topoldgicos e variacionais. Volta-
remos a discutir esse caso no capitulo 4 da tese.

Nesta tese estudaremos as Orbitas ndo-brake de Broucke. Essas drbitas serdo descritas a se-
guir. Inicialmente temos as trés particulas alinhadas, onde as duas da extremidade t€m mesma
massa, m; = my, € a terceira estd no ponto médio do segmento que une as outras duas. Es-
colhendo adequadamente as velocidades dessas trés particulas, podemos fazer ms3 subir pela
mediatriz do segmento que une m| e my, se afastando do bindrio {my,m,}, e m;,m; descendo e
se aproximando uma da outra. Um ponto importante a se observar € que, quando m; colide com
my, a massa ms3 pdra, e todas revertem suas velocidades; assim m3 desce e m e my se afastam
e sobem, e quando m3 volta a passar pelo ponto médio do segmento que liga m; a myp, m; e my
param e revertem suas velocidades. Isto representard a primeira metade da 6rbita de Broucke.
A segunda metade da orbita é dada pela reflexdo da primeira metade. Observe a figura 1.1.

14
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Figura 1.1: Orbita de Broucke.

Apresentaremos uma demonstragcdo da existéncia desse tipo de drbita utilizando o método to-
poldgico introduzido por Moeckel [15] para demonstrar a existéncia das érbitas de Schubart
no problema colinear dos 3 corpos. Neste primeiro momento, observamos que as colisdes du-
plas fazem parte da nossa Orbita. Assim, precisamos estudar o sistema nas colisdes duplas.
Além disso, temos que ser cuidadosos com a colisdo tripla, que podemos interpretar como uma
variedade, a variedade de colisdo tripla, pois em nosso estudo teremos Orbitas que passam
suficientemente proximas desta variedade. A fim de sanar esses problemas, introduziremos as
coordenadas famanho-forma, utilizadas por Montgomery [20], bem como reescalas convenien-
tes do tempo. Tais coordenadas, além de regularizar as colisdes duplas, fazem o blow-up da
colisdo tripla (enviando a colisdo tripla para t = +o0). E assim, nosso sistema dindmico fica
sem singularidades. Essas coordenadas serdo introduzidas na secdo seguinte. A regularizacao
das colisdes duplas é similar a regularizacdo de Levi-Civita, detalhada por Devaney em [7].

1.2 Equacoes do Movimento e Regularizacao

Sem perda de generalidade, podemos normalizar as massas m; = my = 1 e m3 livre. Dai o
Lagrangeano do problema planar de trés corpos L =T + U se escreve como:

T= 3(vi +v +m33)
U = 1 +B +ﬂ ’

r2 3 3

ondev; =g, e rij = ’q,‘ —qj\.

Seja gi = ((¢i)x, (gi)y). As coordenadas de Jacobi sdo dadas pela posi¢do relativa do bindrio
{41,492}, denotada por &}, e pela posi¢do de mj3 relativa ao centro de massa do bindrio, denotada
por &, que podem ser escritas como:

{ &1 = (92)x — (q1)x,
&= (g3)y—3((q1)y+ (q2)y)-
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Note que, no problema isésceles, (g1)y = (g2)y € (¢3)x = 0.

A partir de agora nos restringiremos ao problema isésceles planar.

Também podemos assumir, sem perda de generalidade, que o centro de massa do sistema
estd na origem e o momento total é nulo:

gi+qp+mg3=0 e vi+vy+mv3=0
Escrevendo ¢;* = (q;)7 + ()7 e observando que:
(1) (q1)y=(q2)y paratodotempo = (q1)y = (q2)y;
(2) (q3)x=0 paratodootempo — (g3)x=0;

(3) momento total =0 :

((ql)x + (42)x +m3 (‘73)X7 (Cil )y + (qZ)y +m3 (%)y) = (070)7

ou seja:
(g1)x = —(g2)x € 2(q1)y = —m3(q3)y-
Temos: ) ) ) ) ) )
G1”+ 2" +mags” =2(q1)x +2(41)y +m3(q3);
. m3 . .
=2(q1)i + 2(—7(43)y)2 +m3(q3);
Assim:

2
m
g1+ 2" +magy” =2(41); + (5 +m3)(g3);-

Note que, das observagdes (1)-(3) acima e da defini¢do de &;, &, podemos escrever

: . : 24+m3, .
&1 ==2(d1)x e &= ——5—(d3)y-
Denote por 1 = 22+m723 a massa reduzida do sistema. Assim,
: 2
§i  Mg2
T="—+=C.
L

Quanto ao potencial, U = % + 12+ 722, note que rip = |§1] e ri3 = ro3 = 1/ (81/2)? +&2,j4

que a configuracdo do sistema € sempre um tridngulo isésceles. Assim U se reescreve como :

1 2
U= — 418 (1.1)

GIRNEa

Introduziremos, agora, novas varidveis ao sistema chamadas ‘tamanho-forma’ (size-shape)
para o problema isdsceles seguindo [18]. Defina:

1
r2 = 5512+U€227
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e note que r mede o tamanho da configuracao.

17

Escrevendo 72 nas coordenadas (g1,¢2,¢3), analogamente ao que fizemos com a energia

cinética e utilizando que o centro de massa do sistema esta na origem, temos:

3
P =28+ 18 = (@3 + (@) + (@) + @2+ m((@9) + () = Y millal

2

Assim, r= € o momento de inércia do sistema.

A fim de descrever a “forma” de um tridngulo isésceles, introduziremos a coordenada 6

que pode ser vista como a inversa de uma proje¢do estereogréfica; ver figura 1.2.

(51)52)

v

Figura 1.2: Coordenada 6.

Dado um ponto (0, sen ) no eixo y do plano cartesiano, sabemos que este ponto corresponde,
pela inversa da projecdo estereogrifica, a um ponto (s1,s7) na circunferéncia unitéria, dado por

1 —sen?0 . 2sen B
1+ sen20 27 T sen20

Defina (£, &) nas novas coordenadas percorrendo a elipse:

S1

con?

& = Vars N & = V2risens
€2 — LSZ g __r__2send
v 2 VI 1+senZ6

Observe que 0 da a forma da configuragao:
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| f
LY 2 o .o _
6=0 -00- 0=—
2
¢ "o
! ¢ ;
o @ L
0=m
00
A @ l
o »
3 .
. 0= 0 =2n

Figura 1.3: Orbita de Broucke.

Note que 0 € R, e as ‘formas’ da configuracio se repetem periodicamente (com periodo
27). O angulo 0 € uma aplicagdo de recobrimento infinita das ‘formas isdsceles’; localmente é
um recobrimento duplo ramificado préximo as formas de colisdo bindria.

As coordenadas tamanho-forma (r, ) irdo possibilitar a regulariza¢do das colisdes duplas
e o blow-up da colisao tripla.

Vejamos como fica a energia potencial U (ver equagéo (1.1)) nessas novas coordenadas.
Note que

&t

_ 2:
4+§2

r? (1 —sen®8)? N r? 4sen’0

2 (14sen?0)?  u (1+sen?6)?
r? (1+sen’6)? N 4sen”6

(1+sen20)? ’

2 m3

dai o potencial fica:

1 2v/2m;

1
U(r,60) = —(1+sen’0) + (2
r v2¢co0s20 \/(1+sen29)2+m%sen29
Definimos V (6) por :
1
U(r,0) = ;V(G). (1-3)

) 162 1 ¢£2
O cdlculo para escrever a energia cinética, T = 7§, + 71", nas novas varidveis é um
pouco mais trabalhoso. Ele € dado pelo lema abaixo:
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Lema 1.1. A energia cinética do problema isésceles planar de trés corpos nas coordenadas
tamanho-forma é dada por

4cos’0 .,

(1+sen?0)2 "~ -~ 14

1, 1,
T=_-ir"+4+<r
2 2
Demonstragdo. Vamos inicialmente introduzir a seguinte notagao:

f(8) =1+sen6.

. 2 . .. .
Assim s1 = % esy = %. Lembre-se que (s1,52) € L, i.e., 5343 = 1, daf 5151 + 5252 = 0.

Derivando &; e &, na definigdo, temos:
. 1 .
El = ——(is1+7rs1) e & = V2(Fsy+rs2),
\/ﬁ( ) ( )

portanto:
l.2 | . .
Eﬁl = rzs% + 2risys) 4 12812,
2 22 o 2.2
1™ =i"s5+2risysy +rosh”,

o que implica que 2T = 72 + (51> + 55°). Basta calcular 572 + s> para escrevermos T'. Temos
que:

. 2cosesen6f(9)—|—coszef(9)e. . cost(G)—sent(G)e.

T £(6)? T £(6)? |
Dai: 4

(s'12+s'22)f(9) = 4(cos’0£(0)> —2cosOsen 0 f(0)f(0) +sen’6 £(6)?)

62
+cos20(4sen’0 f(0)> +4cosOsen O £(0) f(0) +cos>0 £(0)?).
Utilizando que 4sen?6 +cos* 8 = £(0)2, cos>0 —2 = —f(0) e que f(8) = 2senHcosH, te-
mos: A
f(6)
62
Substituindo o valor de f, e fazendo uso de identidades trigonométricas, vemos que:

(512 +52°) = f2(4cos’ 0 f —4cosOsenBf(0)+ f(0)).

4cos’O .
: 2 s 2 2
STk = (1+sen?6)2 " °

Fica demonstrado o resultado. ]

A partir das equacoes do movimento e da introduc¢ao de duas novas varidveis para descrever
as variacoes de r e 0, deduziremos um sistema de EDOs de primeira ordem e estudaremos o
seu fluxo.
Defina:
V=r2F, (1.5)
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4cos” 6
r=3/2(1+ sen26)?
Para regularizar as colisdes duplas e enviar a colisao tripla para ocorrer apds um tempo
“infinito” fazemos uma reescala de tempo:

w (1.6)

/

— r3cos?6 . (1.7)
Isto significa que f'(¢(7)) = L f.

Lema 1.2. As equagdes do problema isésceles planar de trés corpos nas variaveis (r,v,0,w)
sdo: ) 5
¥ = rvcos 0,

1 1
V = Evzcosze + sz(l +sen’0)> —W(0),

1
0 = Zw(l + sen’0)?,

1 1
w =Wy (0) — ivwcosze + sen @ cos 0(2r 4+v* — sz(l + sen*0)),
\
onde W(8) = cos? OV (0) é o potencial regularizado.

Demonstragcdo. Observe que:

1 1
p= 22 + rii = Er_% (r_%v)2 + rI.
Vamos reescrever # usando as equacdes de Euler-Lagrange:
dL dJdL
— ————=0, (1.8)
dx dtdx

comx =r.
O Lagrangeano, L = T 4 U, do sistema nas coordenadas tamanho-forma fica:

1, r» 4cos?’8 ., 1
L=-P2+ 1 27 g2 Ty
2" T3 (1+sen?6)? T (8)

Substituindo na equagdo (1.8), obtemos:

4cos’0 . 1
f=r——— 02— —V(0
" r(l—i—senze)z r? (8),

e v pode ser escrito como:

1 3, 1 4cos?® ., 1
= —r 2 26— 5V (0) ).
VS v (r(1+sen29)2 r? ( ))

Como:
) l"_3 1

2 204
= — 1 0
cos*0 16w (I+sen”6)",
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a equacdo de v fica:

Analogamente a v, podemos escrever a equacdo de w. Basta usar as equacdes de Euler-
Lagrange com x = 0, e assim obter 6. Fazendo isso, temos a quarta equacao do nosso sistema
de EDOs de primeira ordem:

3

_3 1 1
W= % (We(e) - EVWCOSZG + sen@cos (2r 4 v* — sz(l + senZG))) .

Ap6s a reescala no tempo (1.7), obtém-se o sistema () do enunciado.

[]
A equagido da energia h = T — U se escreve nas coordenadas (r,v, 0,w) como:
1 1
EVZCOSZG + ng(l +sen’6)? —W(8) = rhcos>#.
Como a nossa prova € de existéncia, fixaremos a energia em —1, i.e. h = —1. O resultado pode

ainda ser verificado para outros valores de energia negativo, devido a escala de simetria, ver
[19].

1 1
Evzcosze—f—§w2(1—|—sen29)2—W(9) — —rcos’6. (1.9

A equag@o acima se reescreve como:

1 1
cos’0(V(0) —r) = Evzcosze + ng(l +sen®6)? > 0.

As regides onde a equagdo da energia faz sentido, r < V(60) sdo chamadas regides de Hill. No
problema em questdo, hd apenas uma reegido de Hill. Vejamos a fronteira desta regido:

1 2v/2m;
V2cos2 8 \/(1+sen29)2+ 8 sen26

m3

r=V(0)=(1+sen’0)

Note que V(8) é m-periédica e par. Assim, basta construir o gréifico de V(0) com 6 € [0, %] =
{0} U{3}u(0,%).
Definicao 1.1. A variedade de colisio tripla € dada por
{r=0}={(n,v,0,w)/r=0¢e(1.9) vale }
Para esbogar o grifico de V(8) usaremos a proposicao:

Proposicao 1.1. Os equilibrios do sistema (*) na variedade de colisdo tripla, {r = 0}, corres-
pondem aos pontos criticos de V (0).
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Demonstracdo. De fato, num equilibrio do sistema Py = (rg = 0,vg, 6y, wp) temos:
(1) 6'|p, = 0= Lw(1 +sen?0)? =0 = wy = 0;
(2) V|p, = 0= 3v3cosy + w3(1+sen?8p)> — W (8y) = 0 =3 =2V (6y);

(3) Wlp, =0= Wy (6p) — %vowo cos? By + sen By cos (2r0 —|—v(2) — %w(z)(l + sen290)), que
Se reescreve como:

W (60) + 2 sen 6y cos BV (8p) = cos>8yVy (68p) = 0.
Supondo 6 # %, temos w'|p, =0 < Vy(6)) = 0.
O

A fim de usar os resultados obtidos por Devaney [7], mostraremos que as nossas coorde-
nadas (famanho-forma) sdo equivalentes as coordenadas usadas em [7]. Devaney definiu suas
coordenadas semelhantes as coordenadas polares, e verificou que s6 existem trés equilibrios
(configuragdes centrais), para o problema isdsceles: dois triangulos equilateros, de Lagrange, e
um colinear, de Euler, com 6 € (-7, %) e v < 0. Para verificar essa equivaléncia, vamos cons-
truir um difeomorfismo entre as coordenadas tamanho-forma as coordenadas do trabalho do
Devaney, que sdo as coordenadas de McGehee para o problema is6sceles planar de trés corpos.

Vejamos como sdo as coordenadas introduzidas por Devaney. Seja x; a posicao relativa do
bindrio, € x, a posi¢do da terceira massa e o centro de massa do bindrio. Note que x; = &; e
xy = &. Considere:

x=(x1,x) e A= % 0 =(2 0)
| b e )= (o))
Defina
F=(YAX)? e fZ;X.

Note que X'Ax = %x% + ,ux% € como em nossas coordenadas. Além disso, observe que:
d A darale
SAS=1, e §A2A25=1.

T 1 1 . 1 . . cose .
Como A é diagonal temos (A2)" = A2, dai (A25) estd no circulo unitério, e pode ser escrito
1 ~ 5 ~
como A2§ = (cos 6, sen0). Temos entdo:

—_

§=(A"")2(cosH, senh).
Faremos agora um breve resumo da constru¢do das coordenadas tamanho-forma, com ob-
servagdes que as aproximem das coordenadas do Devaney. Note que x se escreve, também,
1 . . .~
como x = (§1,&) e r = (X¥Ax)2. Defina por s pelo cdlculo da inversa de uma projegio estere-

. T NI
ogrifica de @ = sen @ com relago ao “pélo oeste”, seguido de uma multiplicagio por (A~ !)2,
ie.:

Bl —

s=(A"

1—sen?0 2sen®
14cos20’1+sen?8 /)’

(£1(0),62(8)) = (A1)} (
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Substituindo & = sen 8 e A na equagdo acima, temos:

V2 0 (1—a2 2oc)
s: . —’— .
0 \/Lﬁ l1+o?’ 1+0?

Seja € = (A_l)%S ! \ O a elipse que estamos estudando, retirando o p6lo oeste, que corres-
ponde a 6 = 7. Definiremos o difeormorfismo

p: E\NO —E\O
s — s

por

3 ~ T [(1—0% 2o -3
s~£>(cos€,sen9)i> —_— us,
1+a?’ 1+ a?

o . j L TS B
onde 7, indica projetar o = % em S'. Como as aplicacdes A2,A™2 sdo difeomorfismos,

basta provar que a mudanca: 3
< sen6 )
6 =arcsen | —
1+4cos@

do 2

~ b

(14cos6)2y/1— (ﬂy
1+cos 6

¢é difeomorfismo. De fato,

nunca se anula e estd bem definido em 6 # 7. Concluimos, assim, a equivaléncia entre as
coordenadas que estamos usando e as coordenadas do Devaney.

Para termos mais precisdo na localizagdo dos equilibrios, vamos calcular o potencial do
nosso sistema escrito nas coordenadas do Devaney e seus pontos criticos. E ficil ver que o
potencial, (1.10), fica:

~ . 1 4m
V(6) = _ 4 = _.
V2c0s60 \/200s29 + %senze
Note que V(6) tem 3 pontos criticos: = 0 e 8 = Farctg 21'",;3.

Para voltar as nossas coordenadas, basta efetuar a mudanga 6 < 0 definida acima. Deno-
taremos os pontos criticos com 8 # 0 por —0*, 8*. Concluimos que V tem 3 pontos criticos, e

7z

consequentemente 0 nosso sistema tem 3 equilibrios. O esbogo de r =V () é:
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V(6)
10 ] [ : o] f

Figura 1.4: Gréficos do potencial com massas iguais. Os graficos com massas distintas t€m
forma semelhante.

w (o)
10

Figura 1.5: Gréficos do potencial regularizado com massas iguais. Os graficos com massas
distintas tém forma semelhante.

Vimos que a regido de Hill do nosso problema é dada pela regiéo abaixo da curva r =V (0).
Pela simetria da orbita de Broucke, vemos que basta construir o primeiro quarto da orbita pe-
riddica, o restante da drbita sai por reflexdo e translacdo no tempo. Assim, queremos construir
uma curva na regido r < V(0) que parte de 8 = 0 e chega em 6 = %. Para podermos refletir
o primeiro quarto sem problemas de continuidade ou diferencibilidade da o6rbita, é necessario
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que a orbita parta de 6 = 0 ortogonalmente e atinja @ = 5 ortogonalmente. Interpretando esse
esse primeiro quarto como um arco de fungdo r(0), vemos que 6 = 0,7 sdo pontos criticos
desta funcdo. Veja figura 1.6. No plano v isto significa que queremos construir uma curva
iniciando em 8 = v = ( e terminando em 6 = %, v =0. E € este arco que construiremos usando

conjuntos de Wazewski e o Argumento Shooting no capitulo 3 da tese.
r r=V(0)

(e

(o]

Figura 1.6: Primeiro Quarto da orbita periédica na Regido de Hill.

1.3 Estudo das Variedades Invariantes

Estudaremos o fluxo do sistema (*) na variedade de energia, que é dada por:
F= {(r,v,0,w) C R4/r >0, (1.9) vale}.
Salvo meng¢do, vemos a variedade de energia como recobrimento duplo singular da variedade:
F={(r,v,0) CR*/r >0, (1.9) vale}.

Este recobrimento, 70 : F — F é dado pela identificacdo de pontos com mesmo r,v, 0 e |w| que
satisfazem a equacdo da energia.

Apresentaremos um estudo das variedades invariantes dos equilibrios no problema isdsce-
les de trés corpos no plano. Neste estudo utilizaremos os trabalhos de Moeckel, [16], e Devaney,
[7]. Primeiramente, estudaremos o fluxo na variedade de coliséo tripla.

A variedade de colisdo tripla foi definida anteriormente, veja defini¢do 1.1. No espago
(6,v,w), é ilustrada pela figura:
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Figura 1.7: Variedade de Colisdo Tripla.

Esta variedade € topologicamente uma esfera com quatro pontos removidos.

Pela proposi¢do 1.1 vemos que cada ponto critico de V(0) corresponde a dois equilibrios,
um com vg < 0 e outro com vy > 0. Sabemos que V tem 3 pontos criticos, com —% <6< %,
ou seja, temos 6 equilibrios para esse intervalo de 6. Denotaremos por E', L' L' , respecti-
vamente, os equilibrios de Euler, Lagrange em 6 = —0* e Lagrange em 6 = 8" com vy > 0,
e E,L_,L,, respectivamente, os equilibrios de Euler, Lagrange em 6 = —60* e Lagrange em
6 =06" comyy < 0.

Note que, da equagdo da energia com r = 0 e da segunda equacdo do sistema (), temos:

1 1
V = §v2c0520 + sz(l +sen’0)> —W(0)
1 1
= sz(l +sen’0)? — ng(l +sen?6)?

1
= sz(l +sen’6)?,

portanto:

dv 1 2 2n\2
- = > .
; = —-Ww (1+Sen 9) 0

Dai, v € ndo-decrescente, e vale 0 apenas quando w = 0. Mas nesses pontos temos:
/ _ 2
W lw—0 = cos” 0 Vy # 0,

fora dos equilibrios. Aqui combinamos a quarta equagdo de (*) com a equagdo da energia,
usando w = 0. Assim v, de fato, cresce ao longo de qualquer érbita ndo-estaciondria do sistema.
Fica provada a proposicao abaixo:
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Proposicao 1.2. A coordenada v cresce ao longo de todas as orbitas que nao passam por equi-
librios do sistema na variedade de colisdo tripla. Por isso, o fluxo nesta variedade € tipo-
gradiente.

Vamos fazer um estudo das variedades invariantes dos equilibrios E,L_, L, . Para isso, li-
nearizaremos o sistema () na variedade de energia. Lembre-se que nesses equilibrios temos
ro=0,vg=—+/2V(6y), 6p = 0,—0%,6" e wy = 0, de acordo com a proposi¢ao 1.1. O sis-
tema (*) ndo estd escrito nas coordenadas locais da variedade de energia. Ao invés de usar
coordenadas locais, reproduziremos o que é feito na literatura [7], [16]. Assim escreveremos o
sistema restrito a variedade de energia apenas com a modificagdo na segunda equacdo de (x),
substituindo ‘l‘wz(l + sen?6)? pelo que é dado na equagio da energia, (1.9). O sistema a ser
considerado é:

(¥ = rvcos?
1
Vv = —Evzcosze —2rcos’ 6+ W(0)

(+')

1
0 = Zw(l +sen?6)?

1 1
w =Wy (0) — vacosze + sen 6 cos 6 (2r 41> — sz(l +sen’6))
\

O sistema linearizado nos equilibrios € dado pela matriz:

vcos? 0 0 0 0
A —2cos% 6 —vcos? 0 —v2cosOsen — Wy 0
- 0 0 0 T(1+ sen?6)?
2sen@cos® 2senBcosOy Wyg + (cos? O — sen?0)r? —%vcosze

Os autovalores sdo as raizes da equagdo det(A — AI) = 0, ou seja:

—vcos?0 —A —v2cosBsenO — Wy 0
vcos?O —A)- 0 —A 114 sen?6)? | =0
4
2sen@cosOv  Wog + (cos® @ — sen?0)v> —Ivcos?6— A

Fica determinado um autovalor, A; = vocos? 6.
Observe que para o equilibrio E, temos 6y = 0, dai:

det(A — AI) = (vcos>0 —A) - (vcos? @ + 1) {—l(%vcosz 0+A1)
—(Wyg + (cos? 6 — sen26)v2)i(1 + senze)z)] —0.

Concluimos que o equilibrio de Euler tem dois autovalores reais A} = vy <0, A, = —vp >0¢e
dois autovalores complexos, ndo-reais, dados pelas raizes de:

1 1
A%+ Evol + Z(Weg +13) =0,
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que tem parte real —%vo positiva. Ou seja, concluimos que o equilibrio de Euler E tem varie-
dade estavel de dimensao 1 e instdvel de dimenséo 3.
Vamos escrever det(A — AI) = (vcos? 0 — A)p(A). Para os equilibrios de Lagrange, L_, L,
ie,0=10"cv=yvy=—4/2V(0*%), iremos verificar que o polindmio:
1
p(A) = |—(vcos®O —HL)?L(Evcosz 0+A)
1
— (v*cosBsen — ZWQ(Q))(I + sen’6)?2vsen 6 cos O
1
+(vcos? 0+ 2)(Weg(0) + Z(COSZ 6 — sen’0)v?)(1+sen?6)?)| =0,

tém trés raizes reais, duas positivas e uma negativa. Dai, os equilibrios de Lagrange t€m varie-
dades instaveis e estdveis de dimensao 2. Para isso reescreva o polindmio acima como:

p(A) =aA? +bA% +cd +-d,
onde:
1
b=— {Evcos2 6 +vcos® 0
1 1
c= [—Evz cos* 0 + (Wyg + (cos® 6 — sen29)v2)4—1(1 + sen?6)? (1.11)

1
d :4_1(1 + sen26)2 [VCOS2 0 (Wgg + (0052 06— Senze)vz)

—(v*cos Bsen O -+ Wg)2sen 6 cos 6|

\
Para determinar os sinais dos autovalores, utilizaremos A Regra dos Sinais de Descartes. Para
isso precisaremos dos sinais dos coeficientes de p(A). Seguem imediatamente de (1.11) os
sinaisdeaebem L_,L;,a<0eb>0,jaquev=vy=—4/2V(6y) < 0. Para os sinais de c e
d faremos uma andlise mais detalhada.

(1) Sinal de d: observando a dltima equacdo de (1.11), vemos que:

(1.1) ;(1+ sen?6)% > 0;
(1.2) lembrando que W(8) = cos? 0V (6) e que L_, L. sdo pontos criticos de V, na ex-
pressdo (Wgg + (cos? @ — sen?0)v?, temos:
(Wog(£60%) 4 (cos® 0* — sen?0*)v3 =
— —2(cos? 0% — sen’0*)V (£6%)
+cos? 0% Vg (£60*) + (cos? 0* — sen?6*)2V (£6%)
=cos? 0" Vg (£6%) > 0;

(1.3) v2cosOsen@ + Wy =2V (0*)cos 0*sen (+0*) —2cos 8* sen (£0*)V(8*) = 0.
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Assim, d < 0.

(2) Utilizando o estudo do item (1), vemos que ¢ = —V (6*) cos* 8* + % c0s? 0* Vo (£0%)(1+
sen”0*)2. Note que o sinal de ¢ depende do valor de 8%, i.e., depende da escolha da massa
ms.

Faremos entdo um estudo das raizes de p(A) com o sinal de ¢ livre. Segundo a regra dos
sinais de Descartes, se os termos de um polindmio com coeficientes reais sao colocados em
ordem decrescente de grau, entdo o nimero de raizes positivas (contadas com multipliciadade)
do polindmio € ou igual ao nimero de permutagdes de sinal ou menor por uma diferenca par
(pois podemos ter raizes complexas, que aparecem aos pares). Para nosso polindmio temos
duas opcoes de sinais:

coeficiente: a b ¢ d
sinal 1 - 4+ - —.
sinal 2 -+ + -

Portanto p(A) possui 2 ou 0 raizes positivas e consequentemente 1 negativa. Afirmamos
que ele possui 2 raizes positivas. De fato, considere p’(1) = 3aA? +2bA + ¢ tem ou duas raizes
positivas (isto significa que p(A) tem dois pontos criticos positivos) ou 1 raiz positiva (neste
caso p(A) tem uma raiz positiva). Assim, p(A) tem pelo menos um ponto critico positivo.
Observando o comportamento do polindmio, vemos que pelo fato de d ser negativo, segue que
o gréfico de p(A) cruza o eixo das ordenadas abaixo de (0,0). Como a é negativo, quando A4
tende a o temos que p(A) tende a —oo. Isto obriga a existéncia das duas raizes positivas para
p(A).

Note que os trés equilibrios sdo selas, e que quando restringimos a variedade de colisdao
tripla, vemos que os equilibrios de Lagrange, 8 = +60%, sdo selas para quaisquer valores da
massa m3. Os equilibrios de Euler 8 = 0, para vo < 0, € uma fonte, e para vop > 0 € um pogo.
A préxima figura ilustra os equilibrios e suas variedades invariantes na variedade de colisdo
tripla:
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Figura 1.8: Algumas variedades invariantes das selas em {r = 0}.

Os resultados do nosso estudo sobre as variedades invariantes dos equilibrios concordam
com as conclusdes de Devaney [7] e Moeckel [16].



CAPITULO 2

O METODO TOPOLOGICO E UMA
APLICACAO A EXISTENCIA DAS ORBITAS
DE SCHUBART NO PROBLEMA COLINEAR

DE TRES CORPOS

2.1 Introducao

Apresentaremos aqui um método topoldgico para demontragdo da existéncia de orbitas perid-
dicas em problemas simétricos de trés corpos. Nosso exemplo para introducao do método sera
a existéncia das Orbitas de Schubart no problema colinear de trés corpos. Este resultado foi
publicado por Moeckel em 2006 numa versdo preliminar, em seguida publicado em [15] no ano
de 2008. Esta apresentacdo do artigo do Moeckel serd dada acrescentando detalhes ausentes
no trabalho e reorganizando-o. Este método foi utilizado por Moeckel [17] para demonstrar a
existéncia da 6rbita coreogréfica “figura-oito”, encontrada por Chenciner e Montgomery [3].
No capitulo 3 desta tese, mostraremos a existéncia das orbitas de Broucke no problema isdsce-
les de trés corpos no plano. A fim de aplicar o método, € necessdrio construir um conjunto de
Wazewski, W, no espaco de fase. Um conjunto de Wazewski é uma generalizacdo da nogdo de
blocos isolantes devido a Conley [4].

No caso da figura-oito temos trés massas iguais, m; = mp = m3. Moeckel constréi o pri-
meiro doze avos da drbita periddica que é dado inicialmente pelas massas numa configuragdo
de Euler, i.e., alinhadas com a massa do meio, digamos m3, equidistante das outras duas (si-
tuacao vermelha na figura 2.1). Passado o primeiro doze avos, as massas se encontram numa
configuracdo de tridngulo is6sceles com m1 no eixo de simetria (situa¢do azul na figura 2.1). O
restante da 6rbita sai por translacdo e reflexdo no tempo, com os corpos permanecendo numa
mesma curva com a forma de “oito”.

31
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Figura 2.1: Orbita Figura 8.

Para o problema das orbitas de Schubart, comecamos com trés massas alinhadas, as duas
das extremidades com mesmo valor, como no problema isdsceles descrito no capitulo anterior.
Escolha velocidades para mj, my e m3 de modo que m; € m3 se aproximam enquanto m| se
afasta de ms (ver figura 2.1). Queremos demonstrar que € possivel fazer uma escolha das
velocidades e distancias entre as massas de modo que o movimento é periddico. Além disso,
para que a 6rbita seja de Schubart, precisamos mostrar que m| desacelera até parar exatamente
no instante em que my e m3 colidem. Isto representa o primeiro quarto da Orbita periddica. O
restante da orbita € dado por reflexdo e translag@o deste primeiro quarto.

my ms my; =My
v ‘ L
o v A
W/ M
v ‘v
- M
o/ = v
v > o
v b L
v v A 4
\ & o
\J v
\ 4 ~ L 4
L4 e W

Figura 2.2: Orbita de Schubart.



2.1 INTRODUCAO 33

Aqui também podemos normalizar as massas m; = my = 1. Considerando g; € R a posi¢ao
da massa m; e v; = ¢;, o Lagrangeano L = T 4 U se escreve como:

r= %(V% —H’% —|—m3v%),
U = 1 _|_@ _}_ﬂ

2 3 3’

onde }’,’j = |q,~ —qj\.
Também podemos assumir aqui, sem perda de generalidade, que o centro de massa do
sistema estd na origem e o momento total é nulo:

q1+q+m3q3=0 € vi+vy+m3v3 =0

Introduza as coordenadas de Jacobi:

1= —q
1
& =q3 — 5(611 +q2).

Note que & > 0. As equagdes do movimento sdo dadas nessas coordenadas por:

T = ‘:1 IJfg’27
U: 1 + m3§1

& g ’

2

Para introduzir as coordenadas tamanho-forma (r, 6) no problema colinear, defina r,w;, w;
via: ’
2 2
= —51 + :u€27

w—lé Sug

wy = \/75152

Defina w = (wy,ws). E facil verificar que:

1 1
2., .2 2 4
wi+ws;=—-I"=—r

1 2 4 4 Y
onde [ representa 0 momento de inércia do sistema. Assim como no problema isdsceles, r
mede o tamanho da configuragdo. Observe que o vetor s = 2w/ 2 é unitdrio, dai podemos
escolher 6 de modo que s = (cos6,senf). O angulo 6 descreve a forma da configuragao.
Note que basta considerar valores de 6 para os quais m3 estd entre m; e my. Isto significa que

—0Omax < 0 < Op4x, onde
Omax = arctg/m3(2+m3).

Note que quando m3 varia de 0 a oo, temos 6,5« variando de 0 a %
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O Lagrangeano nas novas variaveis é L =T 4 U, onde:

1, 1

T = Er + gi"zéz,
1
U=-w(),
r
com W(0) = l% + I% + %, pij = r’Tf Utilizando os r;; escritos como fungdo de &§;,&, a

defini¢do de r,w,w; e algumas identidades trigonométricas, encontramos:

p122 =1+cos6,

1+ m3 1
P123 = Sen2(§(9+9méx))»
14+mj 1
2 2 (n _ )
P23 = s sen (2(9 Omiix) )-
As equacgoOes de Euler-Lagrange,
JL dJL
dx dtdx

do problema colinear sado:

1 1.
= ——2W+Zr92
4r 2.1
(rzé)' = —Wg.
r

A colisdo tripla, {r =0}, é uma singularidade do sistema (2.1). Procedendo como McGehee
[14], através da reescala no tempo ' = r2 ", fazemos um blow-up da singularidade da colisdao

tripla. Introduzindo duas novas variaveis v = r7/ e T = 0’. Utilizando as equacdes de Euler-
Lagrange, obtemos o seguinte sistema de E.D.O.’s de primeira ordem:

(¥ =vr,
1 1
v’:§v2+ZT2—W(9),
/ 2.2)
0 =,

1
/— _——
\ T =4Wy ZVT’

com a equacgdo da energia:

1 1
Evz + g’cz —W(0)=rh.

Observe que {r = 0} é conjunto invariante pelo o fluxo do sistema (2.2). Além disso, vemos
que as colisoes duplas, 6 = +6,,4«, ainda sdo singularidades do sistema. Para regularizar essas
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colisdes, fazemos uma nova reescala no tempo, que atuard como a multiplicacio do campo
vetorial por O« cos?u. Além disso, introduzimos as novas varidveis u,z, dadas por:

0 = O senu,
= TCosu.

Assim —6Opx < 0 < Oy significa —F <u < J. O sistema de EDOs fica:

[\

(7 =Bpaxvrcosu,

1 1
V =0max (=v? cos® u+ —z2 — G(u)),
2 4 2.3)

I _
u =z,

1
\ 7 =4G, — 5 Omix vz s> 1+ 4 senucos u(v2 +2r).

onde
G(u) = cos® uW (u)

€ o potencial regularizado. A figura 2.3 contém gréficos das fungdes W e G.

WA GAL

<V

N

N

L
b

Figura 2.3: Potencial e potencial regularizado.

Observe a semelhanga do sistema(2.3) com o sistema de EDOs introduzido no capitulo
anterior (), pagina 20. Lembre-se que as varidveis r,v sdo as mesmas e u <> 0, z <> w estdo
intimamente ligadas.

A equagdo da energia para h = —1 fica:
1 1,
2\/2 cos®u+ 8Z — G(u) = —rcos’u. (2.4)

Observe que, sem perda de generalidade, podemos supor 7 = —1.
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Observacao 2.1. Facamos agora um breve estudo da fung¢io potencial, W e do potencial regula-
rizado, G. Essas informagcdes serdo titeis mais adiante. E ficil ver que W (u) tem singularidades
nas colisoes duplas: u = +%. Além disso, pode-se observar que: W s6 tem um ponto critico
localizadoemu =0,W,, >0emu € (O, %) eW, >0em (—%, %) Jd o potencial regularizado,
G(u) estende W a uma fung¢do analitica em u = +1/2, periédica (de periodo T), com pontos
criticosemu = —m/2,0,7/2.

2.2 Conjunto de Wazewski

A fim de demonstrar a existéncia das Orbitas de Schubart para o problema colinear dos 3 cor-
pos, nesta secdo encontraremos um conjunto de Wazewski no espacgo de fase para o problema
colinear dos trés corpos. A demonstracdo da existéncia das orbitas de Schubart serd dada na
secdo seguinte.

Pela simetria do problema, basta construirmos o primeiro quarto da drbita, o restante sai
por rotagdo e translacio no tempo. Para isso, precisamos provar que existe uma configuracio
inicial tal que a drbita deixa ortogonalmente o eixo u = 0 e atinge ortogonalmente o eixo
u = %. No plano u,v, isto significa que conseguimos construir a 6rbita iniciando em u =v =0
e terminando em u = 7,v = 0. Observe a figura:

A
1%

Figura 2.4: Primeiro quarto e 6rbita completa.
Estudaremos agora o fluxo na variedade de energia:
F={(r,v,u,z)/r >0, (2.4) vale}.
Quando necessario veremos variedade de energia como recobrimento duplo singular de
F={(r,vu)/r >0, (2.4) vale}.

Este recobrimento, 7 : F —s F é dado pela identificagdo de pontos com mesmo r,v,u e |z| que
satisfazem a equacdo da energia.

Na discussdo a seguir usaremos a notacdo x -t para indicar a imagem de x pelo fluxo apés
um tempo . Esta notagdo foi introduzida por Conley [4] e enfatiza a ideia do fluxo como uma
acao de grupo.
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Definicao 2.1. Sejam I" um espaco topolégico e W C I'. ' W € conjunto de Wazewski se:
a) x€W,x-[0,t] CW=x-[0,¢] C'W,;
b) O conjunto de saida imediato:
W™ ={xeW/x-[0,t] ¢ W, Vr >0}
€ fechado no conjunto de saida:

WO = {x e W/x-t ¢ W para algum ¢ > 0}.

Figura 2.5: Tlustracdo de um conjunto de Wazewski.
Observe que na figura acima x € W%, mas x ¢ W—, jay € WONnW-.
Lema 2.1. O tempo de saida:
T: WO — R, , t(x) = sup{t >0/x-[0,r) C W},
é uma fungao continua.

Demonstragdo. Para mostrar a continuidade dados x e € > 0, precisamos construir uma Vvizi-
nhanga 4 de x tal que Vu € 4 temos |7(u) — 7(x)| < €, ou seja:

(i) t(u) <t(x)+e,e

(ii) T(u) > t(x) —e&.
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Para (i), observe que da condi¢do a) da definicdo de conjunto de Wazewski, temos para
qualquer € > 0:

x-[T(x),T(x)+ el ¢gW = x-[t(x),7(x)+ €] ¢ W.

Assim, existe t' € [7(x), T(x) + €] tal que x-¢' ¢ W. Tome V, vizinhanca de x-¢' tal que VN'W =
(0. Note que podemos escolher U, vizinhanca de x onde U-#' C V. Dai, Vu € U, temos u-t' ¢ W.
Conclufmos que dado x € WY existe uma vizinhanga U de x tal que u € W para todo u € U, i.e.,
U C 'W. Ou seja, vimos que WY é aberto em W. Além disso, construimos uma vizinhanca de x
com T(u) < T(x)+ € para todo u nessa vizinhanga. Portanto a condi¢@o (i) é verificada para U.

Vejamos (ii). Dado € > 0 e x € WY, sabemos que x - [0,7(x) —&] € W°. Como W~ é
fechado em WP, temos:

x-10,7(x) —€]NW™ =0.

Cada x-s com s € [0, T(x) — €] admite uma vizinhanga A; disjunta de W™. € = {As}c(0,7(x)—¢]
¢ uma cobertura do compacto x - [0, 7(x) — €]. Seja A uma subcobertura finita deste compacto
contida em C. Defina B=ANU. B € um aberto que contém x onde:

B-[0,7(x)—¢]CA e Vd'eB = u-[0,7(x)—€]nW =0.

Dai 7(u') > 7(x) — €.
Assim, basta definir a { do inicio como B. [l

O conjunto de Wazewski para o problema colinear € dado pela proposi¢do abaixo.

Proposicdo 2.1. W= {(r,v,u,z)/ 24)vale 0<u <%, v<0, r>0, z>0}.

A
r
—
u
- WD)
P D

Figura 2.6: Conjunto de Wazewski.
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Enxergaremos W na variedade de energia projetada no espaco rvu, que estamos denotando
por JF, a superficie na figura acima corresponde a z = 0, e o interior corresponde ao z positivo
que soluciona a equagdo da energia para dados r, v, u.

Note que o item a) da definicao de conjunto de Wazewski segue imediatamente do fato de
W ser fechado. Para verificarmos o item b) precisamos identificar os conjuntos de saida, e
verificar que o conjunto de saida imediato € fechado no conjunto de saida.

Em [14] vemos que o tinico equilibrio em W é o equilibrio de Euler, correspondente a confi-
guracgdo u = 0. Denotaremos por P esse equilibrio. Note que P = (r,v,u,z) = (0,—+/2G(0),0,0).
Ainda no trabalho de McGehee, foi demonstrado que P é um equilibrio hiperbdlico, com vari-
edade estavel, W*(P), de dimensdo 2 e instdvel, W*(P), de dimensdo 1. A drbita homotética
Euleriana é um conjunto invariante que conecta os equilibrios de Euler P e P’ que estdo na
variedade de colisdo tripla, o primeiro com v < 0 e o segundo com v > (. Note que a 6rbita
homotética Euleriana deve estar contida na variedade de energia com z = 0, caso contrdrio z > 0
(lembrando que z = i) e a 6rbita ndo seria invariante. Assim H = {(r,v,u,z) € F/u=z7=0}
¢ a Orbita homotética Euleriana. Note que HN'W = W*(P)N'W.

Lema 2.2, W0 =W\ 7.

Demonstragdo. Suponha que xo = (rg,vo,uo,20) € W\ H. Note que, se uyp = 0 entdo u'|,, =
zo0 > 0 (caso contrario, xo € H), dai u cresce e a 6rbita de x( entra em W com u > 0. Assim,
sem perda de generalidade, podemos supor que nosso ponto inicial xp tem g > 0.

Seja xo = (ro,vo, o, z0) fixo com ug > 0, defina W,, = {x € W/u > up}. Note que, como
u' = z > 0 em todo instante, temos que u(t) é nao-decrescente ao longo de 6rbitas em W.

Afirmagdo: Existem constantes cg,dy > 0 tais que Vx € W ou z > ¢g ou 7’ > d.

Devemos considerar dois casos:
(1) Seu= % a equacdo da energia, (2.4), fica:
7 =8G(m/2).

Se escolhermos cp tal que c(z) < 8G(m/2) e dy qualquer, a afirmagdo € satisfeita, ja que
Z(n/2) =4G,(n/2) =0.

(2) Se up < u < m/2, vamos escrever a quarta equacdo do sistema (2.2):

1
7 =4G, — 5 OnaxVZ COS° 1 + 4 senucos u(v2 +2r) (2.5)

de uma maneira mais conveniente. Usando a equacio da energia temos:

4senucosu(v? +2r) = 4senucosu- oS (v? +2r) = tg u(8G(u) — %),
cosu

e (2.5) fica:
1
7 =4G, — EGméxvzcoszu +tg u(8G(u) — 2%).
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Como BOgxvzcos?u < 0, temos 7' > 4G, (u) +tg u(8G(u) — z2). Note que:
4G, (u) +tg u(8G(u) — 2%) = tg u(4cotg uG,(u) +8G(u) — 22).

Além disso,

4 3
4cotg uGy (1) +8G(u) = ggsub‘wy(m >0,

em [up,7/2]. Daf (2.5) fica:

COS3 u

"> 4G, —te u(8G(u) — %) = tg uld w, — 7%
7 > 4G, —tgu(8G(u) —z°) = tg ul oy bl

Tome k 0 minimo que %Wu(u) = 4cotg uG,(u) + 8G(u) atinge em [ug, w/2]. Assim

7 > tg ulk — 2] > tg upk — 2%,

Basta tomar ¢ = min{/%,1/8G(%/2)} e dy = 5tg uo.

Assim fica demonstrada a afirmacao.

Da afirmag@o segue que Vx € W, ouz > ¢ ou 7 > d,. Escreva:

Wi = Wy UW,

up?

onde W, = {xeW,,/0<z<cp}e W,jo = {x €Wy, /z > co}. Concluimos que 0 < z < ¢
e 7 >dyem W,,» dai um segmento de 6rbita permanece em W, (z < ¢¢) no mdximo por
um tempo cp/dp, a partir daf ele sai de W ou entra em Wjo. Para uma 6rbita em W:{O temos
0<u<m/2eu =z>cp>0,assim para tempos maiores que Z—’Cro a Orbita deixa W:[O. Como

u' =z >0 em todo W, temos que W,jo ¢ positivamente invariante em W portanto esta orbita
ndo pode voltar para WM_O i.e., ela deixa 'W. ]

Para a construcao do conjunto de saida imediato defina:

Bi={xe W' /u= g} e Br={xeW'/v=0,2rcos’u < G(u)}.

O conjunto de saida imediato € a unido de B; e B;.

Lema 2.3. W~ = B{UBs.

Demonstracdo. Vejamos primeiramente que By UB, C W™

SexeBjentiou=m/2eu =z=+/8G(m/2) > 0, dai x sai imediatamente.
Se x € B, com 0 < u < 1/2, temos que v = 0. Utilizando este fato e a segunda equagio do

sistema (2.2) segue:

1
V' = Onax (G(u) — Evcoszu —2rcos?u) = Opgx (G (u) —2rcos*u) > 0.
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Assim, caso G(u) — 2rcos?u>0,temosv=0eVv >0, 0 ponto deixa W imediatamente. No

caso em que G(u) —2rcos

24 =0, temos v = = 0. Estudaremos o sinal de v":

V' y2/=0 = Omax (Gu(u) +4rcosusenu)z.

Note que Vv'|,__g > 0, exceto em u = 0, onde v =1 ="' = (0, mas:
v=v'=0

V”/|v:v’:v”:0 = eméx(Guu(O) +2G(0)) = Gméquu(()) > 0.

Dai BijUuB, C W™
Para verificar que W C B U B;, basta observarmos a fronteira de W, pois para um ponto
deixar um conjunto imediatamente ele deve estar na fronteira do mesmo.

(1

2)

3)

4)

Fronteira de r: {r = 0}.

Sabemos que esta € a variedade de colisdo tripla, que ¢ um conjunto invariante pelo fluxo
[14]. Para sair de W deverfamos ter rp = 0 e /|5, < 0, mas /|, = (rvcos?8)|y, = 0, que
€ uma contradig¢do.

Fronteira de v: {v =0}.
Observe que no plano v = 0, pontos acima da curva 2rcos®u = G(u) tem V' < 0, logo nio
saem imediatamente. Pontos sobre e abaixo de 2rcos®u = G(u) estio em Bj.

Fronteira de u: {u =0} e {u=7}.
Se u =0, temos z > 0, e se z > 0 e u = 0 entdo o ponto entra em W, e portanto ndo sai
imediatamente. Por outro lado, se u = 7 entdo o ponto estd em By, veja figura 2.9.

Fonteira de z: {z =0}.
Para o ponto deixar W imediatamente pela fronteira de z, devemos ter z=0e 7/ < 0. Mas
pela afirmagdo do lema anterior, temos que z =0 =z < ¢ = 7' > d > 0.

Isto conclui a demonstracao do lema 2.3. 0

2.3 Argumento Final

Para construir o primeiro quarto da 6rbita de Schubart mostraremos que existe uma condi¢do
inicial com u = v = 0 que flui ao longo de W com estado de saida u = 7,v = 0.

VA

SIS
N

Figura 2.7: Primeiro quarto da 6rbita de Schubart.
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Definicao 2.2. Defina os conjuntos:
8o ={(rvu,z) eW/u=v=0,0<r<G(0)},

T={(nvuz) e W/u= g ,v=_0},

e a funcao:
f: & — W~
x +— x-7(x)

Y

onde 7(x) denota o tempo de saida de x.

42

De acordo com o lema 2.1, 7 e o fluxo do sistema sdo funcdes continuas, logo f € uma
funcao continua que leva pontos de §g no conjunto de saida imediato de W. Observe ainda que
podemos escolher x| € B, N 8y, e naturalmente tem-se f(x;) = x;. Tome xp € §¢ suficiente-
mente proximo de (G(0),0,0,/8G(0)), entdo x, depois segue acompanhando a 6rbita homo-
tética Euleriana, descendo por W até chegar proximo de P, seguindo préximo a sua varidade
instavel, W*(P). Determinaremos por onde W*(P) deixa W, para entender o comportamenro

da linha de fluxo que passa por x,.

W*(P) é uma variedade unidimensional inteiramente contida na variedade de colisdo tripla:
{r =0}. Apenas um dos dois ramos de W*(P) estd contido em W, mais precisamente em WY,

dai ele flui para W™.

Lema 2.4. O ramo W"(P) em W deixa W por um ponto da forma (0,v,%,z), comv < 0.

Usando esse lema, vemos que x, deixa W por % comv < 0.

A
r
e
5~ v/ -
W'(P)> H -
r SO G(I/t)—ZrC U= 0
BZ
Bl
"""""""""""""""""""""""""""""" u
e S W)
P 2

Figura 2.8: Conjunto de Wazewski.
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Em resumo temos que:
* x1 deixa W por By \ By, i.e, f(x1) € By \ B}
* xp deixa W por By \ By, i.e, f(x2) € By \ Bs.

Como § é conexo e f € continua, temos que existe um ponto em Sy que sai por B; N By, ou
seja, construimos o nosso primeiro quarto de érbita! Fica assim provado o Teorema:

Teorema 2.2. Dadas trés massas positivas com m| = m, € m3, € uma energia negativa h, existe
um solugdo periddica simétrica do problema colinear de trés corpos com energia h e colisdes
duplas regularizadas. Durante o primeiro quarto, as massas se movem da configuracdo central
Euleriana com m3 no ponto médio do segmento que liga m; a my para uma colisdo dupla entre
my e m3. No momento da colisdo dupla a velocidade de m é zero. O segundo quarto da orbita
é dado pela reversdo no tempo do primeiro e a segunda metade da orbita é uma reflexdo da
primeira metade, trocando my por my.

Faremos a seguir a demonstrag¢do do lema 2.4.
Demonstracdo. Observe que a segunda e terceira equacgdes do sistema (2.3), restritas a varie-
dade de colisao tripla, reescrevem-se como:

V' = Omax (G(u) — 3v*cos® u),

/
u ==z,

onde z* = 8(G(u) — %vz cos® ). Reparametrizando o ramo pela varidvel u, temos:

d Oms O3
é: TX \/ZG(u)—vzcoszug TX 2G(u).

Como G(u) é decrescente em 0 < u < /2, temos que G(u) < G(0), assim:

du 4
como 0 <u < 7m/2e Oy < /2, temos que:

Ay < OninT /G(O) \/2G
= 8

Isso garante que W*(P) sai de W com v < 0. O



2.3 ARGUMENTO FINAL

— o

Figura 2.9: Fluxo na variedade de colisdo tripla.
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CAPITULO 3

O METODO TOPOLOGICO PARA O
PROBLEMA ISOSCELES PLANAR

3.1 Um Conjunto de Wazewski para o Problema Isosceles de Trés
Corpos

Sabemos que as equacdes do movimento desse problema se escrevem como:

( —rvcos?,

v :%vzcosze + %wz(l +sen’0)2 —W(0),

6’ :%w(l +sen6)?,

\ w =Wy (0) — %vwcosze +senBcosO (2r 41> — %WZ(I +sen9)).

Este é um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem, onde:
W(0) = cos>0V ()
€ o potencial regularizado, e

. 2 2m3
v2c0s26 \/(1+sen20)2+ 8 sen26

m3

V(6) = (1 +sen’0) =rU(r,0).

Em nossa regido de interesse (U > T'), que a menos de reescalaem r, ¢ h =T — U com
h = —1, a equacgdo da energia é:

%vzcoszﬂ—i—%wz(l—ksenz@)z—W(G) = —rcos”0. 3.1)

Lembremos que nosso objetivo final é construir as drbitas periddicas de Broucke. Sabe-
mos que, pela simetria do problema isésceles, basta construirmos o primeiro quarto da érbita
periddica. Para isso, precisamos provar que existe uma configuracio inicial tal que a orbita
deixa ortogonalmente a sizigia 6 = 0 e atinge a sizigia 6 = 7 ortogonalmente. No plano v6,
isto significa que conseguimos construir a 6rbita iniciando em 6 = 0,v = 0 e terminando em
0=7%v=0.

45
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Estudaremos agora o fluxo na variedade de energia:
F={(r,v,0,w)/r>0, (3.1) vale}.
Salvo meng¢do, vemos a variedade de energia como recobrimento duplo singular sobre:
F={(r,v,0)/r >0, (3.1) vale}.

Este recobrimento, 7 : F — J é dado pela identificacio de pontos com mesmo 7,v, 0 e |w| que
satisfazem a equacdo da energia.
Por conveniéncia, repetimos a definicdo de conjunto de Wazewski vista no capitulo anterior.

Defini¢ao 3.1. Sejam I' um espaco topolégico e W C I'. W € conjunto de Wazewski se:

a) x€W,x-[0,t] CW=x-[0,¢] C'W;
b) O conjunto de saida imediato:
W™ ={xeW/x-[0,t] ¢ W, Vr >0}
€ fechado no conjunto de saida:

WO = {x € W/x-t ¢ W para algum ¢ > 0}.

Vimos no capitulo anterior que o tempo de saida:
T WY — R, t(x) = sup{t >0/x-[0,1) C W},

¢ uma fung¢ao continua.
O conjunto de Wazewski para o nosso problema serd dado pela proposi¢ao abaixo.

Proposicio 3.1. W= {(r,v,0,w)/ (1) vale ,—0* <6 < T,v<0,r >0}\7y,ondey=yUpU

Y5, €
n={(rv,0,w)/v=v=0,0¢c(-6%0],w<0},

v ={(r,v,0,w)/v=V=0,0¢€[0,0%),w>0},
B ={(rv,0,w)/v=V=0,0¢ (9*,%),w<0}.

Estamos olhando W em &F. Apds projetarmos W no espaco Ovr, usaremos cores para
identificar pontos com w > 0 e w < 0. A legenda das figuras € a seguinte:

¢ vermelho indica w > 0;
e verde indica w < 0.

Para excluir curvas do conjunto, iremos traceja-las. Com estas convengdes, o esbogo para o
conjunto de Wazewski é dado pela figura 3.1. Note que cada ponto no interior do conjunto tem
duas cores, e a superficie, que corresponde a w = 0, € vermelha.
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Grafico de r =V(0)
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Figura 3.1: Conjunto de Wazewski.
Lema 3.1. ‘W satisfaz a) na definicdo de conjunto de Wazewski.

Demonstragdo. A tnica fronteira de W que ndo estd em W € y. Basta mostrar que ndo existe
nenhuma linha de fluxo passando por Y inteiramente em W.
Usando a equagdo da energia, podemos escrever V' do sistema como:

1
Vi =W(0)— (2r+ 3 $)cos?6.

A superficie v/ = 0 em W é dada pela supeficie azul na figura 3.2. Sobre a curvav =1 =0
temos:
V' = (cos’8 Vg) 6.

Assim, Y\ {6 = —6*,0,0*} tem v/ < 0. Dai pontos em v\ {6 = —6*,0,0*} entram em W.
Para {6 = —0*,0,0%} temosv=1V =1v"=0¢

" — cos?OVye (9')2,

logo para os pontos que estdo em 7y, v é negativo, ja que Vgglg—o < 0, veja a figura 3.1.
Concluimos que pontos sobre y entram em 'W.
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Figura3.2: vV =0em W.

Além disso, sabemos que ' = rvcos?6, dai ¥ <0, i.e., r é ndo-crescente! Desta observacao,
vemos que a Unica maneira de uma linha de fluxo atingir um ponto de Y seria descendo pela
regido acima de v/ = 0, ou seja, com v < 0. Contudo, v/ < 0 obriga v a diminuir, se afastando
do plano (no espaco rv0) v = 0, e, consequentemente, de y. Isto termina a demonstracido do
lema. O

Precisamos identificar os conjuntos de saida de W, e verificar que o conjunto de saida
imediato € fechado no conjunto de saida.

Lema 3.2. W) = W\ (H, UHgUH,, UW’(L; _)), onde W*(L; _) denota as variedades
estaveis dos equilibrios de Lagrange.

Demonstracdo. Separe W em trés regides:
Ry =Wn{(r,v,0,w)/6 € [-6%,0)},
R, =Wn{(r,v,0,w)/0 €[0,6%)},

Ry =W {(rv,0,w)/0 [e*,g)}.

Seja xg € WO, xp = (ro,vo, 60, wo). Faremos agora uma série de observagdes, em especial
para regido w ~ 0.
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(i) Considere a regido WYNR;. Caso 6y = —6*, temos wy # 0, caso contrario teriamos
xo € Hp_. Assim ou wy > 0, dai xg entra no conjunto, ou wo < 0, significando que xq sai
imediatamente. Logo, sem perda de generalidade, podemos supor 6y > —6*.

Note que na casca {w = 0} NR; temos w'|,,—o = cos>6V, > 0, e seus pontos entram
em W pela regido w > 0. Por continuidade existe uma vizinhanga compacta, Vi, de
{w=0}NR; com —0* < 6y < 6 < —¢e <0, onde w > d;(€) > 0. Esta condi¢do indica
que w é crescente em V. Dai, para uma linha de fluxo tocar em V; N {w = 0}, ela deve
vir pela regido w < 0, tocé-la e descer pela regido w > 0. Ou seja, em V| temos:

w >di(€) >0e |w| < ci(€) = as linhas de fluxo saem de V.
onde ¢ (€) > 0 dada pelo méximo de |w| no compacto V.

(ii) Analogamente a Vi, construimos V, em {w = 0} N R,. Nesta regido temos w'|,,—¢ =
cos? 8 Vy < 0, por continuidade existe vizinhanca compacta V> de {w = 0} N R, com
€ <0 <0*—¢,onde w < —ds(€) < 0. Portanto, em V, temos:

w < —dy(€) < 0e |w| < cy(€) = as linhas de fluxo saem de V5.

(iii) Analogamente, na regido {w = 0} NR3 temos w'|,,—o = cosZ 0 Ve > 0, e podemos tomar
6 em 0% +¢ < 6 < 7. Concluimos que uma linha de fluxo nessa regido tem:

w' > d3(€) > 0e |w| < c3(€) = as linhas de fluxo saem de V3.

(iv) Estudaremos agora as regides proximas as orbitas homotéticas, —€ < 0 < €e 8* —¢e <
6 < 6" +¢. Nessaregidow=0e L‘/ ~ 0, podemos escolher € > 0 suficientemente
pequeno tal que existam vizinhancas V| e V; tais que:

W|~0,lw~0 em V|, com —£<8<e;

W|~0,lw~0 em Vi, comb* —e<6<6O" +e.

Isto significa que Orbitas proximas das homotéticas se comportam como as homotéticas,
i.e., as acompanham, descendo em dire¢do a variedade de colisdo tripla, {r =0}, e assim
saindo de W.

Concluimos que existe uma vizinhanga compacta de {w = 0}:
V=ViUViUVUVKhUV;

na qual o comportamento de linhas de fluxo que comeg¢am (ou entram) em V é conhecido.
Essas linhas ou saem de V entrando na regido |w| > ¢o = min{c;(€),c2(€),c3(€)} ou saem de
W acompanhando a variedade de colisdo tripla.

Seja xg € WP, pela observacio (i), podemos considerar 6y > —8*. Defina (z) a érbita que
passa por xo em t = fy. Se xg € V ou a(t) acompanha uma solugido homotética, saindo de W,
ouelasaideV, ie., |w| > co. Quando a(r) entra na regido WO \ 'V, ela pode se comportar de
duas maneiras:
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(1) nunca retornar a V, i.e. caso w(t*) > co para algum r*, entdo w(t) > co Vit >t*. Assim
6’(t) > %’ > 0, mas 0 ¢ limitado pois —0 < 0 < %, e por isso o deixa W. Caso contrdrio,
w(t*) < —co, teremos analogamente 6’(r) < —2 <0 Vr >1*, o que indica que o deixa
W.

(2) retornar a V, e neste caso recorremos ao estudo (i) — (iv), ou seja, ou o acompanha uma
homotética ou o sai de V. Este processo (entrar e sair de V) pode se repetir indefinida-
mente. Observe que ' = rvcos®0 e fora da variedade de colisio tripla ou do plano v = 0,
temos 7’ < 0, ou seja r é decrescente. Entdo ou o(¢) deixa W para ¢ suficientemente
grande ou se aproxima da variedade de colisao tripla, saindo de W.

Concluimos que dado xg € WO, xo deixa W.
O

A fim de mostrar que W € conjunto de Wazewski, vamos identificar o conjunto de saida
imediato.
Defina:
B ={xeW°/y=0,W(8)—2rcos’6 >0};
By ={xe W/ =—6",w<0};
T

B3:{x€WO/9:5,w>O}.

Lema 3.3. W~ = B; UB, UBj € o conjunto de saida imediato para'W.

Demonstragcdo. Primeiramente vejamos que B UB, UB3 C W™

Se xp = (ro,vo, 60, wo) € Ba, entdo wy < 0 (6’|, <0) e 6 = —6*, assim x( deixa W imedi-
atamente. Analogamente, quando x( € B3, temos wy > 0 (6’| x>0)ef= %, xo também deixa
W imediatamente.

Vejamos agora quando xo € B;. Note que podemos reescrever a segunda equacdo do nosso
sistema de EDOs com v = 0 como v/ = W (6) — 2rcos>6. Pontos de B; com W () —2rcos’0 >
Ottmv=0¢eV >0, ie., deixam W imediatamente. Pontos de B; sobre v/ = 0 tém

V' \—y—o = cos20VgH'.

Vimos acima que V'|,—,,—_g > 0 em {v =V =0} \ 7, exceto em 8 = —6*,0*; nestes casos
V"' =0, mas V" = cos?>0Vye(6')? > 0. Concluimos que {v =1+ =0} \ ydeixa W imediatamente.

Agora vejamos que W~ C B; UBy UB3. Para pontos de W safrem imediatamente, eles
devem estar na fronteira de W. Seja xo = (ro, vo, 60, wo)-

(1) Fronteira de r: {r =0}.
Sabemos que esta € a variedade de colisdo tripla, que € um conjunto invariante pelo fluxo
[7]. Assim, para sair de W deveriamos ter ry =0 e 7’|, < 0, mas ’|,, = (rvcos?0)|y, =0,
que € uma contradi¢ao.

(2) Fronteira de v: {v=0}.



3.2 ARGUMENTO FINAL (“SHOOTING ARGUMENT”) 51

Figura 3.3: Plano v = 0.

Ja vimos que, no plano v = 0, pontos acima de y tém V' < 0, e por isso ndo saem imedia-
tamente. Pontos sobre ¥ tem v =1/ = 0, mas v/ < 0, exceto quando 6 = 0, e neste caso
temos v =1 =1v" =0e V" <0, ou seja pontos sobre y ndo deixam W imediatamente.
S6 sobram os pontos que estdo sobre By, assim, estes sdo os Unicos pontos de v = 0 que
saem imediatamente.

(3) Fronteirade 6: {6 = -6} e {6 =7 }.
Se 6p = —0* e w # 0, se wy > 0, entdo x¢ ndo sai imediatamente. Caso contrario, wy < 0,
Xo € By. Dai, pontos de 8 = —0* s6 saem imediatamente se estiverem em B;. Analo-

gamente, pontos na fronteira & = 7 saem imediatamente apenas quando estiverem em
Bs.

Isto conclui a demonstracio do lema. [

3.2 Argumento Final (‘Shooting Argument”)

Faremos aqui um breve resumo do estudo das variedades invariantes dos equilibrios do nosso
sistema, L_, E, L, feito no capitulo 1.

Denotamos por W¥(X) a variedade instdvel do equilibrio X e W*(X) a variedade estdvel
do mesmo equilibrio. Como vimos no capitulo 1, as dimensdes das variedades na regido que
estamos estudando W sdo:
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Além disso, Moeckel em [16] abre uma discussdo sobre as ‘Orbitas de conex@o’ entre 0s
equilibrios. Essas Orbitas estdo na intersecdo das variedades invariantes. [16] garante a exis-
téncia das orbitas conectoras: E — L_ , E — E,E' — E, L. — L' L' — L_,
Ly — L', L' — L. A notagdo X' significa o outro equilibrio do nosso sistema de EDOs
(%) da pagina 20, com v > 0.

Vimos também que as dimensdes das variedades invariantes na variedade de colisdo tripla
sdo:

Para “completar” as dimensdes restritas a variedade de colis@o tripla para em todo o espago,
basta observar as orbitas de conexdo: E — E'E' — E,L_ — L L' — L L, — L',
L, — L.

Uma andlise detalhada sobre W*(L.; ) foi feita por Moeckel em [18] e Simé [24] . O primeiro
provou que para mz =~ 1, W* (L) na variedade de colisdo tripla deixa W com v < 0. O segundo
verificou numericamente que este resultado ainda vale para 0 < m3 < 2,66 . Esta observagdo
serd util adiante. Na demonstragéo de [18] vemos uma semelhanca com a demontragio do lema
2.4 na pagina 42, que fala da variedade estdvel do equilibrio de Euler no problema colinear,
orbitas de Schubart. Mas a generalizacdo para o problema isésceles ndo é simples, tendo em
vista o ‘acréscimo’ dos equilibrios de Lagrange e o comportamento ‘espiralado’ das variedades
instdveis do equilibrio de Euler. Conseguimos ainda um resultado analitico deste fato para a
regidao mz > 0,7, que pode ser resumido no lema:

Lema 3.4. W*(L, ) sai de' W com v < 0 paramsz > 0,7.

Demonstragdo. Iremos verificar que as Orbitas na variedade de colisdo tripla que se iniciam
préximos do equilibrio de Lagrange Ly = (r=0,v=—v*,0 = 6*,w=0), onde v* = /2V (6*)
saem pelo plano 6 = Z com v < 0. Essas érbitas tém uma variagdo em 6 de A@ = 7 — 6*. Se
provarmos que Ay < V¥, entdo temos que Vipa < 0.

Reparametrizando curvas na variedade de colisdo tripla, {r = 0}, e utilizando:

1 1
v :§w2(1 + sen20)> =W(6) — Evzcos2 0,

1
0’ :Zw(l + sen 20)2,
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temos: q . .
%
O =\ 2W(8) —2cos26
do 2" 1+sen29\/ (6) —v*cos
1
< —— 1 /2W (0
~— 14 sen?20 (6)

Lembre-se que W (0) é uma fun¢do decrescente, veja a figura abaixo:

w(o)
10

8

]

Figura 3.4: Gréfico de W(0).

Além disso L 5 também € decrescente. Assim:

> 1+4sen

d 1 0
L W(0) = ——T 2V (6Y).

d6 ~ 1+ sen26* " 1+ sen26*
Dai
Ay < cos0* A6
< ————y*.
~ 1+ sen?6*
Defina 0* A
cos
)= 7 29
f(67) 1 + senZ6*

Observe que f(6*) é uma fungdo de 6* que por sua vez é fungio de ms. E facil verificar que f
€ uma funcgao decrescente e 6* € uma funcgao (de m3) crescente. Assim

Av < f(67(0,7))v" paramsz > 0,7,

como f(0%(0,7)) ~ 0,94 < 1, obtemos o resultado esperado. O



3.2 ARGUMENTO FINAL (“SHOOTING ARGUMENT”) 54

Figura 3.5

Para o argumento final, sabemos que a fungio tempo de saida, t(x), é uma fungio continua,
e que o fluxo do sistema também o €. Considere a funcao:

F: S — W~
x — x-7(x),

que leva os pontos de S no conjunto de saida imediato de W. Ela também € continua.

S é uma linha contida em w > 0 e, quase inteiramente, contida no eixo r, 0 < r < V(0). Ela
s6 sai do eixo r numa vizinhanca do ponto P, onde permanece no plano 8 = 0 e acompanha a
fronteira de uma pequena vizinhancga de P se curvando (ver figura 3.6).
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Figura 3.6

Note que pontos de S abaixo de {v = 0,v' = 0} no eixo r estdo em By, portanto deixam W
imediatamente, ou seja dado um ponto x| nessa regido, temos que F(x;) = x;, dai F(x;) € By \
Bj3. Ja pontos de S proximos de (r,v,0,w) = (V(0),0,0,0) acompanham a 6rbita homotética
Euleriana, Hg. Vejamos que este ‘acompanhamento’ se d4 com w > 0 sempre. De fato, em Hg
temos w = w' = 0, portanto préximo a érbita homotética temos |w| ~ 0 e |w'| &~ 0. Vejamos o
sinal de w"’ nessa regido:

1 1
w =W(0)— vacosze + sen @ cos 0(2r+1* — sz(l + sen®));

W |ewi—o = W 6’ + cos? 9(2r—|—v2) — sen26(2r+v2) + sen B cos O (2r +2w');

emw=w =0e 0 =0 temos:
w' =2r+v* > k>0.

Dai w cresce em Hg, consequentemente cresce em x ~ Hg. Isto mostra que dado um x; € §
préximo de (r,v,0,w) = (V(0),0,0,0), a érbita por este ponto acompanha Hg, descendo com
w > 0, chegando préximo de {r =0} com w > 0, i.e., acompanhando a W*(L..), seguindo até
proximo do equilibrio L., depois seguindo a variedade instdvel desse equilibrio, saindo por
{6 =2} com v < 0. Concluimos que x, deixa W por B3 \ By, ou seja F(x3) € B3 \ By.

Como S é um conjunto conexo, existe um ponto x* em S que sai por B; N B3. Podemos
supor que este ponto x* ndo estd na ‘curva’ de S. E assim temos a condi¢@o inicial do primeiro
quarto da nossa Orbita periédica de Broucke.
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Vejamos que é possivel supor que x* ndo pertence a ‘curva do S’. O ponto P s6 pode
sair de W por Bj,B; ou B3. Caso P saia por By N B3, construimos o0 nosso primeiro quarto
da 6rbita periddica, e a demonstragio fica concluida. Suponha que P sai por B; \ B N B3, por
continuidade, existe uma vizinhanga de P que sai por B; \ B; N B3, basta escolher a ‘curva’ de S
no interior dessa vizinhanga.

Assim, fica demonstrada a existéncia da orbita de Broucke, que pode ser resumida no teo-
rema:

Teorema 3.1. Dadas trés massas positivas com m| = myp e mz > 0,7 -m| e uma energia nega-
tiva h, existe um solucao periddica simétrica do problema isosceles planar de trés corpos com
energia h e colisdes duplas regularizadas. Durante o primeiro quarto, as massas se movem da
configuracao central Euleriana com m3 no ponto médio do segmento que liga m; a my para
uma colisdo dupla entre m| e my, e my,my, m3 passando por uma configuracao de um tridngulo
equildtero. No momento da colisdo dupla a velocidade de mz € zero. O segundo quarto da
orbita é dado pela reversao no tempo do primeiro e a segunda metade da Orbita é uma reflexao
da primeira metade.

Utilizando os resultados numéricos de [24], discutidos na pagina 52, vemos que este teo-
rema se generaliza para m3 qualquer.



CAPITULO 4

OUTROS METODOS E PROJETOS FUTUROS

4.1 O Método Variacional

O método variacional aplicado ao problema Newtoniano de n-corpos permite demonstrar a
existéncia de orbitas periddicas, em muitos casos contendo algum tipo de simetria. Foi reto-
mado pela escola italiana na década de 90 [5], [6], [22] e utilizado por Chenciner e Montgomery
em [3] no ano de 2000, quando descobriram a existéncia da 6rbita coreogrifica da figura 8,
introduzida no capitulo 2. Este método também foi usado por Venturelli [26] para demonstrar
a existéncia das orbitas de Schubart para o problema colinear dos trés corpos, resultado que
foi publicado no mesmo nimero da revista que o trabalho de Moeckel [15], apresentado no
capitulo 2.

Uma referéncia sobre o método variacional bastante interessante € o trabalho do Shibayama
[23]. Ele demonstra um teorema importante. Este teorema nos diz que sob certas condi¢des
para o gradiente do potencial de um subproblema do problema Newtoniano de n corpos, te-
remos solucdes periddicas para este subproblema. Deste teorema seguem como consequéncia
varios exemplos de solucdes periddicas para subproblemas do problema Newtoniano de n cor-
pos com simetria e dois graus de liberdade, dentre as quais estdo as Orbitas de Schubart e
Broucke. Faremos aqui uma breve exposi¢do do método variacional usando como referéncia o
Shibayama.

No problema Newtoniano de n corpos, existem varios subproblemas com dois graus de
liberdade, como por exemplo o problema colinear de trés corpos e o problema is6sceles de trés
corpos planar. Apds determinar o Lagrangeano desses subproblemas, prova-se a existéncia de
solugdes periddicas com colisOes regularizadas. O ponto principal neste artigo € verificar a
existéncia de Orbitas periddicas com duas colisdes parciais que sao regularizadas via mudanca
de coordenadas. O método variacional consiste em minimizar o funcional agdo:

_ /OTL(oc(t),Oc(t))dt, @.1)

supondo que o centro de massa estd na origem e que A estd restrito a um determinado espago
de curvas, de modo que os pontos criticos da restri¢do sdo ainda pontos criticos de A. L acima
€ o Lagrangeano do sistema:

l\)l'—*

n
zmkuqkn +ZH’"”’”
: l

i<j QJ“

Prova-se, por meio de passagem a uma curva vizinha, que um minimizante nao tem colisdao
total. Além disso, mostra-se que as colisdes dos minimizantes sao isoladas.

57
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Alguns exemplos da aplica¢io do teorema do Shibayama sao:

1. Problema colinear (6rbita de Schubart), discutido no capitulo 2, ver figura 2.2;

2. Problema isésceles no plano (6rbita de Broucke), discutido ao longo dessa tese, ver por
exemplo a figura 1.1;

4. Problema dos 4-corpos sempre em configuracao “losangular”, chamaremos essa orbita
de “dupla-Broucke”;

<>

Figura 4.1: Orbita “dupla-Broucke”.

5. Problema piramidal de 4-corpos (6rbita piramidal de 4-corpos);

Figura 4.2: 6rbita piramidal de 4-corpos.
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6. Problema de 8-corpos “bi-tetraedral complementar”;

Figura 4.3: Orbita do problema de 8-corpos “bi-tetraedral complementar”.

4.2 Do Brake a Sizigia

Acreditamos na importancia do método variacional e que de alguma maneira ele complementa
o método topoldgico. Essa complementariedade se evidencia no trabalho de Moeckel, Montgo-
mery e Venturelli [18]. Eles demonstram a existéncia das Orbitas brake de Broucke (incluindo
o caso das trés massas iguais), usando uma mistura do método variacional e topolégico, bem
como argumentos geométricos . Em [18], vemos que néo foi possivel fazer uma demonstra-
cdo da existéncia dessas Orbitas utilizando apenas o método topoldgico. Faremos uma breve
exposi¢do desta referéncia.

Este trabalho consiste num estudo da interag@o entre Orbitas brake e sizigias no problema
Newtoniano planar de trés corpos. Uma orbita brake € uma solug@o, ndo necessariamente pe-
riddica, na qual as velocidades de todos os trés corpos sdo zero em um certo instante, chamado
‘instante brake’. Além disso, uma Orbita brake tem momento angular zero e energia negativa.
Quando os trés corpos ficam colineares, chamamos essa configuracdo de sizigia, mas excluimos
a colisdo tripla. Segundo teoremas devidos a Montgomery [20], a Gnica solu¢gdo com momento
angular zero e energia negativa que nao contém uma sizigia € a solu¢cdo homotética de Lagrange
(configuragao de tridngulo equilédtero estudada anteriormente). Em particular, todas as orbitas
brake, exceto pela solucdo homotética de Lagrange, passam por uma sizigia. Assim, temos
uma funcio que mapeia condigdes iniciais brake para suas primeiras sizigias. Chamaremos
este mapa de funcdo sizigia. O teorema abaixo detalha propriedades desta funcao.

Teorema 4.1. A funcao sizigia é continua. Sua imagem contém uma vizinhanga punturada
das configuragdes que apresentam colisoes bindrias. Para um conjunto aberto de parimetros
(massas) grande, incluindo massas iguais, a fun¢do se estende continuamente as singularidades
(colisdes duplas), levando o tridngulo equildtero de Lagrange a colisdo tripla.
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A prova deste teorema contém uma mistura dos métodos variacional e topoldgico e argu-
mentos geométricos.

[18] estabelece a existéncia de 6rbitas brake periddicas no problema planar de trés corpos,
olhando para 6rbitas brake que intersectam o conjunto das sizigias ortogonalmente. Refletindo
esse arco, obtemos uma Orbita periddica. Assuma massas m; = my e m3 > 0, e considere o
subproblema is6sceles planar de trés corpos, estudado anteriormente. Vale o seguinte teorema:

Teorema 4.2. Para m3 num conjunto aberto de parimetros, incluindo mz = 1, existe um orbita
brake isdsceles periddica que cruza o conjunto das sizigias ortogonalmente, na sua segunda
intersecao.

Uma pergunta natural é: serd que existem Orbitas brake que intersectam ortogonalmente o
conjunto das sizigias na primeira intersecao? Eles conjecturam que ndo; pois acreditam que o
momento de inércia é decrescente (sem ponto critico) no primeiro pedaco da 6rbita, incluindo a
primeira intersecdo com o conjunto das sizigias. Porém para curva cruzar ortogonalmente este
conjunto, devemos ter um ponto critico do momento de inércia no instante do cruzamento, ja
que I = r2. Veja figura 4.4.
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Figura 4.4: Regido de Hill e a 6rbita-brake.

Daremos aqui uma ideia da prova do teorema 4.2, utilizando a mesma notacdo com que
estamos tratando o problema isdésceles planar na tese.

Seja p uma condicao inicial brake, i.e., condi¢do que parte da curva de velocidade zero, no
caso r =V(0). p deve ser uma condicdo inicial diferente da 6rbita homotética Lagrangeana,
digamos que po seja a interse¢ao desta homotética com a curva de velocidade zero. ver figura
4.4. Com resultados que seguem do teorema 4.1, € possivel provar que a linha de fluxo que
passa por p, digamos «(t), flui para encontrar o conjunto das sizigias na forma colinear para
uma dada energia negativa fixa & = —1, digamos que ela a atinja apds um tempo 7. A 6rbita
completa fica descrita na figura 4.4:
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Figura 4.5: Variedade de energia, F, e a 6rbita-brake.

Se o/(t) ndo encontra ortogonalmente a subvariedade das configuragdes colineares da va-
riedade de energia, e se a(T) ndo estd na variedade estdvel do equilibrio de Lagrange, entdo
ela pode fluir para a segunda sizigia. Se essa intersecao é dada ortogonalmente, construimos o
nosso primeiro quarto da orbita.

Para demonstrar a existéncia da 6rbita brake, dividimos a variedade de energia, J, com
0*—n <0 <0ew>0,em trés regides:

R;com 6 € [0* — 7, —Z];

Ry com 6 € [-5,—60%];
Ry com 6 € [—6%,0].

Seja Z a parte da curva de velocidade zero em Ry, note que p € Z\ po. A prova do teorema
4.2 consiste em verificar que € possivel escolher uma condi¢d@o incial p cuja linha de fluxo
que passa por ela flui pelas trés regides atingindo a parede direita de Ry (plano 6 = 0) com
v = 0. Para encontrar p, consideraremos a imagem da curva Z no plano (sizigia) 8 = 0 pela
funcdo sizigia (fluxo). Seja Z; a imagem de Z no plano 6 = —7%. Esta curva parte do ponto
de instersecdo do ramo da variedade instdvel na variedade de colisdo tripla do equilibrio de
Lagrange 6 = 7w — 0" com o eixo § = — 7. Ou seja Z; parte do ponto (r,v,0) = (0,v;,—7) com
v1 < 0, e tende ao infinito (figura 4.6).
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Figura 4.6: Z; na variedade de energia.

Note que, ndo se pode garantir que Z; cruza o plano v = 0. Da regido Ry para Rjj, a curva Zj terd
como imagem na parede direita de R;; a curva Zj;, que € um arco no plano 8 = —6* abaixo da
6rbita homotética de Lagrange. Z;; tem uma extremidade em (r,v,0) = (0,v,, —60*) com v, <0,
eoutraem (r,v,0) = (0,v*,—6%), onde v* = —/2V(6*) e v* < v». Dando continuidade, temos
Z7 aimagem de Zj; na parede direita de Ryy;. Zjyr € uma curva no plano 6 = 0 abaixo da 6rbita
homotética de Euler, que tem como extremidades (r,v,0) = (0,v31,0) e (r,v,0) = (0,v3,0)
com vz >0 e v3p <0, daf Zj; é um arco que cruza o plano v = 0, digamos num ponto p'.
Basta escolher o p € Z do inicio como a imagem inversa de p’ pelo fluxo.

...
.
A

Figura 4.7: Zj; e Zjj; na variedade de energia.
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4.3 Projetos Futuros

Pretendemos analisar com mais detalhes as 6rbitas periddicas descritas no trabalho do Shi-
bayama [23], discutido na primeira secdo deste capitulo. Nosso objetivo é tentar dar uma
demonstracdo topoldgica da existéncia de algumas dessas Orbitas periddicas, em particular o
estudo da orbita “dupla-Broucke” no problema dos 4-corpos, que se assemelha bastante ao
problema isdsceles planar. Esta seria uma extensdo natural do problema que tratamos nesta
tese.

Estudaremos o método variacional com vista a entender melhor [23] e concretizar uma co-
laboragdo com o professor Andrea Ventturelli na Franga. Esta colaboracao tem como principal
objetivo tentar unir os dois métodos, variacional e topoldgico, talvez na linha ‘brake’ feita por
Montgomery, Moeckel e Ventturelli em [18], descrita na se¢@o anterior.

Ainda como perspectiva futura, gostariamos de demonstrar topologicamente a existéncia de
outras coreografias além da figura-oito. Coreografias tem sido descritas numericamente, sendo
topico de forte interesse no cendrio atual. Uma coreografia ¢ uma solug¢do do problema de
n-corpos que aprisiona os corpos em uma mesma curva fechada. Na figura 4.8, vemos em 1)
a Orbita coreografica da figura-oito, e em 2) e 3) 6rbitas semelhantes a figura-oito descobertas
por Sim6 [25], com 4 e 5 corpos, repectivamente, de massas iguais.
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Figura 4.8: Cadeias com 3, 4 ¢ 5 corpos.
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A titulo de ilustracdo, apresentamos algumas coreografias mais elaboradas na figura 4.11,
ver referéncia [25].
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Figura 4.9: Coreografias de 5 corpos, os pontos destacados representam as condicoes iniciais.

Pretendemos ainda fazer um estudo da estabilidade linear, usando por exemplo o método
de Roberts [21], destas solu¢des, como um projeto natural de continuagio do nosso estudo.
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