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Resumo

Em mecénica cléssica, o caos é caracterizado por uma forte dependéncia das traje-
térias no espago de fases com suas condig¢des iniciais. Esta dependéncia é comumente
quantificada por um expoente de Lyapunov positivo. Mais geralmente, a teoria ergédica
dos sistemas dinamicos os classifica nos conjuntos simplesmente ergédico (E), mixing
(M), Kolmogorov (K) e Bernoulli (B). Apenas os sistemas K e B sdo caéticos. Protétipos
simples nessa teoria sdo os bilhares, cavidades planas onde uma particula move-se
livremente entre colisdes eldsticas com a fronteira. Esta dindmica conservativa pode
variar de regular a cadtica, dependendo apenas da geometria da borda. Em mecanica
quantica, o principio da incerteza inviabiliza uma caracteriza¢do do caos baseada em
trajetérias. Assim, os resultados apresentados nesta tese procuram contribuir para este
tema desafiador e que tem sido de grande interesse nas tltimas décadas: a quantiza¢do
de sistemas classicamente cadticos. Aqui, apresentamos resultados numéricos sobre
propriedades cldssicas e quanticas de uma familia de Bilhares em Tridngulos Irracionais
(BTIs) e de Bilhares em Estddios Elipticos (BEEs). A motivagdo para o estudo dos BTIs
é que classicamente poligonos nunca sao cadticos, mas uma conjectura proposta por
Casati e Prosen (CP) sugere que BTIs sdo fortemente mixing. Para os BEEs, a conjectura
de Markarian e colaboradores (Mc) remete a uma possivel linha de transi¢cdo entre
um espaco de fases misto e outro completamente caético. Aqui, a dindmica classica
foi caracterizada através da medida relativa, de fun¢des de correlagdo e pela entropia
de Shannon. Nos BTIs, verificamos que a irracionalidade dos angulos ndo é condicdo
suficiente para que eles sejam fortemente mixing, restringindo a conjectura de CP. Nos
BEEs, encontramos evidéncias numéricas para uma transicdo tipo A com os mesmos
expoentes criticos observados no hélio liquido, resultados que ddo interessante suporte
a conjectura de Mc. No ambito da quantizagdo, utilizamos um método de scaling para
obter 150 000 autovalores de energia para cada bilhar. Investigamos a distribuicao de
espagamento entre primeiros vizinhos p(s), a rigidez espectral A3(L), e a presenca de
ruido 1/ f* na estatistica é,. Nos BTIs, mostramos que p(s) e A3(L) se aproximam dos
resultados previstos para o Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE) das matrizes aleat6-
rias quando a geometria corresponde a uma dindmica cldssica fortemente mixing. Este
resultado nos faz acreditar que a propriedade ergddica necessaria para espectros tipo
GOE no limite quantico é a de mixing forte, ndo caos, como frequentemente considerado
na literatura. Nos BEEs, mostramos que na regido onde o espaco de fases é misto, p(s) é
bem descrita pela distribuigdo de Brody ou pela distribuicdo de Berry-Robnik-Brody.
Embora ajustes proximos aos do GOE sejam satisfatérios na regido caética, ndo foi possi-
vel verificar uma linha de transic¢do clara entre os dois regimes a partir das propriedades

quanticas investigadas.



Palavras-chaves: Bilhares. Mixing. Caos. Quantizagao.



Abstract

In classical mechanics, chaos is characterized by a strong dependence of the trajacto-
ries in phase space on their initial conditions. This dependence is usually quantified by
a positive Lyapunov exponent. More generally, the ergodic theory sorts the dynamical
systems into four sets, namely, sheer ergodic (E), mixing (M), Kolmogorov (K) and
Bernoulli. Only systems K and B are chaotic. Billiards, i.e., flat cavities where a particle is
free to move between elastic collisions with the boundary, are simple prototype systems
in that theory. The conservative dynamics of a billiard may vary from regular to chaotic,
depending only on the geometry of the border. In quantum mechanics, the uncertainty
principle prevents a characterization of chaos based on well defined trajectories. The
results reported on this thesis seek to shed light on this challenging subject, which has
been of great interest in the past three decades, namely, the quantization of classically
chaotic systems. Here, we present numerical results on some classical and quantum
properties in a one-parameter family of Irrational Triangular Billiards (ITBs) and a
biparametric family of Elliptical Stadium Billiards (ESBs). The motivation for studying
the ITBs is that billiards in polygons are never chaotic, but a conjecture by Casati and
Prosen (CP) suggests that ITBs are strongly mixing. On the other hand, the conjec-
ture by Markarian and co-workers (Mc) refers to a possible transition line between a
mixed phase space and another fully chaotic region in the ESB dynamics. Here, we
characterize the classical dynamics through the relative measure, correlation functions
and the Shannon entropy. In the ITBs, our results indicate that the irrationality of the
angles is not a sufficient condition for the strong mixing property, thus limiting the CP
conjecture. In the ESBs, we found numerical evidences of a A transition with the same
critical exponents observed in liquid helium, results that support the Mc conjecture. As
far as quantization is concerned, we used a scaling method to obtain 150,000 energy
eigenvalues in each billiard. We investigated the nearest neighbor spacing distribution
p(s), the spectral rigidity Az(L), and the presence of 1/ f* noise in the J, statistic. In
the ITBs, we show that the calculated p(s) and A3(L) are close to the results of the
Gaussian Ortogonal Ensemble (GOE) of random matrices when the geometry corre-
sponds to a strongly mixing classical dynamics. This result suggests that the ergodic
property required for the observation of GOE spectral correlations in the quantum limit
is strongly mixing, not chaos, as usually considered in the literature. In the ESBs, we
show that in the mixed region of the phase space, p(s) is well described either by the
Brody or Berry-Robnik-Brody distributions. As expected, GOE statistics are observed in
the chaotic region. However, differently from the classical dynamics, no clear evidence
of a critical line was observed from the quantum properties here investigated.

Keywords: Billiards. Mixing. Chaos. Quantization.
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1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos superficialmente alguns conceitos da sofisticada
Teoria Ergédica de Sistemas Dindmicos, procurando posicionar nosso trabalho em um
contexto histérico. Em seguida faremos uma pequena introdugdo ao caos quantico apre-
sentando as principais ferramentas que utilizaremos em nossas anélises. Indicaremos

oportunamente uma literatura mais especializada para um leitor mais interessado nos
detalhes.

A ideia de que moléculas podem estar por trds da Termodinamica (fundamentada
pela Mecanica Estatistica) foi um dos grandes avancos cientificos do Século XIX. A
essas particulas, constituintes de gases em particular, estd associado o conceito de
ergodicidade do entdo chamado "caos molecular”. A palavra ergddico vem do grego
ergon ("trabalho") e odos ("trajetéria") e foi utilizada por Boltzmann para representar
a hipotética visita a todos os pontos do espago de fases por uma particula desse géas
com comportamento dindmico microscépico aleatério. A introducdo do ingrediente
probabilistico na teoria que veio a se chamar Mecanica Estatistica de Equilibrio passou
por um longo regime probatério, com resultados mais convincentes ocorrendo apenas
nas primeiras décadas do Século XX. A chamada Hipoétese Ergddica s6 ganhou o rigor
de um teorema com o trabalho do matematico russo Yakov Sinai nos anos 60-70, para um

gds ideal de apenas duas particulas. E com esta hip6tese que iniciamos nossa revisao.

1.1 A hipdtese ergddica de Boltzmann

A hipotese ergoddica de Boltzmann fornece as bases para o estabelecimento do
postulado fundamental da fisica estatistica (1), onde todos os estados (pontos no espago
de fases) de um sistema dindmico D tém probabilidades iguais a priori de serem acessados.
Considere uma grandeza mensurével f. Suponha que em uma situacdo de equilibrio as
flutuagdes de f ocorrem em uma escala de tempo muito mais rdpida do que o intervalo
tipico de uma medigdo. O que é medido, entdo, é uma média temporal de f, tipicamente
expressa como

- %E}c}o T Z 6 (1.1)
No caso continuo, teriamos
_ 1 (T
f=1lim = [ f(t)dt. (1.2)



Capitulo 1. Introdugdo 13

Por outro lado, se p(X) é a densidade de pontos no espaco de fases de D, a média no
ensemble de f é definida por

(f) = ff(f);(f)df (1.3)

[p(x)dx

A hipétese ergédica de Boltzmann consiste em supor que, no equilibrio f = (f).

Dessa forma, estd sendo feita a suposi¢do de que os pontos do ensemble sdo cépias
fiéis do sistema e que no decorrer do tempo, a trajetéria no espago de fases deve visitar

todos os pontos do ensemble.

A Hipotese Ergodica de Boltzmann néao foi aceita de imediato pela comunidade
cientifica. Idéias probabilisticas também foram questionadas em sua abordagem para
problemas fora do equilibrio, notavelmente em relagdo ao "Teorema H". Este teorema
pressupde a existéncia de uma funcdo H(t), definida em termos da fungao distribui¢do
de probabilidade. H(t) é decrescente para um sistema dindmico fechado e igual ao
negativo da entropia termodinamica dividida pela constante de Boltzmann quando
calculada com a distribui¢do do equilibrio. Uma obje¢do, conhecida como "Paradoxo
de Loschmidt", faz referéncia a simetria de reversao temporal das equac¢des de movi-
mento de Newton. Neste caso, se existe uma situagdo que leva ao decaimento de H(t),
deve existir, mesmo sendo menos provavel, outro movimento do sistema que leva ao
crescimento de H(t). Outra obje¢do famosa, conhecida como "Paradoxo de Zermelo",
faz referéncia ao Teorema da Recorréncia de Poincaré, que demonstra que todo sistema
mecanico fechado recorre, i.e., retorna ao seu estado inicial em um tempo arbitraria-
mente longo. O fato de que este tempo pode ser infinitamente longo na situacdo de
"caos molecular"estd na esséncia da introdugdo do ingrediente ndo mecanico, ou seja,

probabilistico na teoria (2).

1.2 Hierarquia ergodica

Na teoria de sistemas dinamicos, sistemas erg6dicos sdo classificados de acordo

com seu grau de aleatoriedade (3), tipicamente como:

Puramente Ergédicos (E) - Mixing (M) - Kolmogorov (K) - Bernoulli (B).
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Em notagdo de conjuntos, dizemos que

EDMDKDB. (1.4)

1.2.1 Sistemas puramente ergddicos

Por definigdo, sdo sistemas que apresentam igualdade entre as equagdes (1.2)
e (1.3). Neles, todas as condig¢des iniciais (a menos de um conjunto de medida nula)
levam a trajetdrias que visitam todo o espaco de fases ao longo do tempo. Ergodicidade
é a forma mais fraca de aleatoriedade. Sistemas quase peridédicos, por exemplo, fazem

parte desta classe mas ndo das seguintes.

1.2.2 Sistemas mixing

Esta classe terd destaque nesta tese. Dado que M define a dindmica do sistema,

entao se

li = 1.5
VB a®) (1)

é vélida, entdo o sistema é dito mixing. Aqui y(C) é a medida probabilistica do conjunto
C, A e B sdo subconjuntos de X (onde X representa o espago de fases acessivel), como

esquematizado na Figura 1. Sendo j(X) = 1, podemos escrever o limite como

lim [M'(A) (1 B] = ju(A)u(B), (16)

t—o0

Em outras palavras, escolhendo qualquer subconjunto A de X e aplicando o mapa ¢
vezes, geramos o subconjunto M!(A). Escolhendo qualquer outro subconjunto B de X,
a medida do subconjunto [M(A)] N B quando o mapa é aplicado infinitas vezes, tende
a medida de A multiplicada pela medida de B.

Figura 1 — Esquema de uma transformacao do tipo mixing.
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Para caracterizar esses sistemas, usaremos a chamada funcdo de correlacdo (4)

171
Crel(t) —Tlgﬂ T . Zfert gi= 11m ;)fm-gi—fg, (1.7)

onde f e g sdo quaisquer fung¢des de quadrado integravel das varidveis dindmicas,
fi=fi— f = M[f(%})] — f, %) é condigdo inicial e f é a média temporal

T-1
f=lim =) M[f(x)] (1.8)
i=0

De posse da fungao de correlagdo, um sistema é dito mixing se e somente se

lim Cr,(t) — 0. (1.9)

t—o0

A equacao (1.9) é satisfeita quando ha o decaimento assintético de Cg,. Contudo o
decaimento pode ser lento ou rdpido. Para decaimentos tipo lei de poténcia C(f) ~ 7%,
podemos caracterizd-lo como rapido quando o expoente a ~ 1 (ver (5), por exemplo).
Com isso podemos dividir os sistemas mixing em duas subclasses (4). Um répido decai-
mento da funcdo de correlacdo corresponde a um sistema fortemente mixing, enquanto
que um decaimento lento com 0 < a < 1 (ver (6), por exemplo) corresponde a um
sistema fracamente mixing. Podemos definir a propriedade fracamente mixing de maneira

mais genérica, em termos da funcado de correlacdo, através de

1T1

lim — Z [Cre(t)]*=0. (1.10)

Isso significa que |Cy,(t)| pode ter valores arbitrariamente grandes para ¢ longo, desde
que esses eventos sejam raros, enquanto (1.9) implica que a fungdo de correlagdo deve
ser 0 para todos os tempos longos. O mapa do padeiro conservativo (3)é um exemplo

ndo s6 dessa classe mas também da seguinte.

1.2.3 Sistemas K

Mais uma classe que serd relevante nesta tese, em um sistema K, duas trajetérias
vizinhas no espaco de fases separam-se exponencialmente. Se 6 é a distancia no espaco
de fases entre tais trajetérias, escrevemos §(t) = 6(0)ef. O parametro ; é chamado
expoente de Lyapunov. Na realidade, /1; representa o maior dos expoentes de Lyapunov.
Portanto um sistema K é caracterizado pela existéncia de pelo menos um expoente de

Lyapunov positivo. Uma alternativa é caracterizar um sistema K a partir da chamda
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Entropia de Kolmogorov-Sinai, K. Para defini-la, considere o seguinte: divida o espago
de fases d-dimensional em caixas de volume L%. O estado do sistema é medido em
intervalos de tempo 7. Seja P, ;, a probabilidade conjunta de que o sistema esteja na
caixaipemt=0,emi;emt=T7,.,ei,emt=nt. A informacdo média associada a um

o sistema encontrado numa sequéncia particular é

Kn - Z PiO/m/in logPio,...,in' (111)

0,---sin
A entropia de Kolmogorov-Sinai é definida como a taxa média de perda de informagéo:

T-1
K = lim lim lim — Y (Kus1 — Ky). (1.12)

T=0L—0T—e0 TT =

Para sistemas conservativos, podemos relacionar essa entropia com os expoentes de

Lyapunov (h;) positivos via a férmula de Pesin (3):

K=Y h, (1.13)
h;>0

Portanto, sistemas K, possuem K > 0. Esta também é a defini¢do moderna para sistemas
caoticos.

1.2.4 Sistemas Bernoulli

Sdo sistemas representados por uma dindmica simbdlica sem uma medida
invariante natural. Exemplos desses sistemas sdo o mapa da ferradura de Smale e do
padeiro conservativo (3). Detalhes desses sistemas estdo fora do escopo desta tese.

1.3 Bilhares

1.3.1 Aspectos gerais

Bilhares descrevem o movimento livre de uma particula puntiforme em um
dominio fechado () com reflexdes eldsticas na fronteira 0(2 do dominio. A natureza da
dindmica desse sistema depende exclusivamente da forma da fronteria (2, podendo
variar de completamente regular a completamente cadtica.

Sem perda de generalidade, dizemos que a particula tem massa m = 1 e velocidade
de médulo |7] = 1. Temos, portanto, um espaco de fases de dimensdo d =4, (q,p) =
(x,4,0x,0y). A conservagao de |7] implica que o angulo que a velocidade de incidéncia
faz com a normal a fronteira é igual ao angulo de saida. Como a dindmica dentro de

() é simplesmente retilinea, podemos considerar apenas as componentes de 7 em 0Q).
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Q)

Figura 2 — Geometria genérica de um bilhar plano.

Uma varidvel adequada para o problema é o préprio angulo de reflexdo ¢, que é funcdo
de U. Por exemplo, na Figura 3, temos uma colisdo numa borda retilinea paralela ao

eixo-x. Neste caso, temos que vy = sen¢, logo

¢ = arcsen vy. (1.14)

Como v2 + 05 =1, definindo-se vy, vy fica definido. Entdo, a variavel ¢ guarda toda a
informagéo das varidveis (vy,vy), inclusive o sinal de vy, que indica se a particula segue
da esquerda para a direita (¢ > 0) ou da direita para a esquerda (¢ < 0). O sinal de v,
muda no exemplo dado, sendo negativo na chegada e positivo na saida.

Vx Vx

A 4

<l
<
=
\<<l

normal

Figura 3 — Colisdo com um lado retilineo paralelo ao eixo-x.

Para as varidveis (x,y), como no interior de () temos uma trajetéria retilinea, conhe-
cendo 7 ap6s uma colisdo, conhecemos todas as posi¢oes até a proxima colisdo. Dessa

forma o ponto em 02 onde ha uma colisdo nos dé toda a informacédo das varidveis
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(x,y) entre colisdes consecutivas. Entdo definimos como ¢ a fragdo do perimetro oQ) se
percorrendo-o de uma origem escolhida, ao ponto de colisdo no sentido anti-horario,

como indica a Figura 4.

ANY

. 6 .

Figura 4 — Fracdes do perimetro em duas colisdes consecutivas.

Portanto, podemos escrever as quatro varidveis dinamicas, (x,y,vx,vy), em termos
de duas, (¢,¢). Essas sdo as varidveis usadas amplamente na literatura de dindmica
classica em bilhares. Obviamente, em casos particulares pode ser mais vantajoso utilizar
o par (x,v) em vez de (£,¢), mas as relagdes entre os conjuntos de varidveis é o mesmo

e temos 2 graus de liberdade efetivos qualquer que seja o conjunto escolhido.

Note que na digressdo anterior para a reducgdo do espaco de fases, os tinicos instantes
relevantes da dindmica eram os instantes das colisdes. Assim, ndo hé a necessidade de
observarmos a trajetéria durante todo o tempo continuo das trajetérias retilineas no
interior. S6 nos interessam os instantes de tempo em que ocorrem as colisdes. Assim,
(£,¢) evoluem via a atuagdo de um mapa. As variaveis em um dado instante de tempo
discreto t 4 1, dependem das varidveis no instante anterior t, onde t indicard a quan-
tidade de colisdes. Aqui t ndo deve ser entendido como um intervalo de tempo entre

colisdes, ja que esse pode varia entre colisdes consecutivas. Temos entdo
(Crrr, 1) = (f (Lepr) (e pi))- (1.15)

E possivel demonstrar (ver (7) pagina 35, por exemplo) que a medida invariante sob a

acdo do mapa de um bilhar é dada por

du = (2|T|) " cospdpdl, (1.16)

onde [T’

é o perimetro do bilhar.
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Hoje em dia esses modelos matematicos sdo classificados em 4 subconjuntos, a
saber, os regulares (circulo, elipse e regido anular concéntrica), os neutros (poligonos), os
dispersivos (Sinai) e os desfocalizadores (Estddio de Bunimovich). Os dois primeiros tém
K = 0, enquanto os dois seguintes sdo cadticos. Em anos recentes tem sido estudadas
geometrias distintas das anteriores, como no cogumelo de Bunimovich (8), que exibem
um espago de fases dividido com partes regulares e partes cadtica. Seguem elementos
dos dois bilhares cadticos mais famosos.

) =

Bilhar Circular - Regular Bilhar de Sinai - Dispersivo
Bilhar Poligonal - Neutro Estadio de Bunimovich - Desfocalizador

Figura 5 — Exemplos de bilhares em suas classes.

Foi mencionado no resumo que o bilhar de Sinai corresponde ao movimento de
uma particula na superficie de um toro com reflexdes especulares em um "disco"com a
topologia do toro (Figura 5). No plano, ele tem duas versdes isomérficas com a do toro.
Uma delas consiste em uma regido quadrada com um disco espalhador concéntrico.
Diferentemente dos tratados anteriormente, esta versdo do bilhar de Sinai tem condi¢des
de contorno periddicas na fronteira do quadrado, enquanto as colisdes com o centro

espalhador sdo elasticas (Figura 6).

:. .' ':.' .... .:.

Figura 6 — Bilhar de Sinai no quadrado.

A origem do caos nessa classe pode ser entendida intuitivamente. A curvatura do
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centro espalhador tende a dispersar trajetérias tipicas vizinhas, fazendo com que elas
se separem exponencialmente em poucas colisdes. Existem 6rbitas peridédicas como
por exemplo, uma trajetéria que colide colinearmente com um didmetro do centro
espalhador, mas esse tipo de 6rbita ndo é tipica. O bilhar de Sinai pode ser interpretado
também como uma particula transitando em uma rede infinita de osbtaculos circulares,

como esquematizado na Figura 7.

4 @ |€
) @ ¢
) C
) @ ¢

h a4 A& A 4

Figura 7 — Bilhar de Sinai como uma rede infinita de obstaculos circulares.

Outro exemplo que merece ser citado aqui é o estddio de Bunimovich. Esse bilhar
também tem pode apresentar K > 0 e é extremamente relevante para esta tese devido
ao Bilhar Estadio Eliptico ser uma perturbagdo sua. Sua geometria consiste em duas
semicircunferéncias unidas por dois segmentos de tamanho finito 2¢ (Figura 8), for-
mando um estddio. Diferentemente do bilhar de Sinai, o estddio ndo possui caracteristica
dispersiva, mas ainda assim é caético para qualquer t > 0. Leonid Bunimovich foi aluno
de Sinai e foi quem demonstrou a propriedade caética deste bilhar. Num bilhar circular,
as colisdes mantém o momento angular em ralacdo ao seu centro (foco) constante. O
estddio de Bunimovich ndo apresenta essa propriedade em sua dindmica, por isso é

conhecido como desfocalizador.

Figura 8 — Estadio de Bunimovich.
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1.3.2 Medida relativa e entropia de Shannon

Em nossas andlises a dindmica cléssica serd caracterizada através da medida
relativa, pela entropia de Shannon além da fungédo de correlagdo ja citada. Para construir
a medida relativa e a entropia de Shannon o espaco de fases é dividido em N¢ células.
Para uma dada 6rbita, n(t) é o namero de células diferentes visitadas em t passos
da dindmica. A medida relativa é definida como r(t) = %, que nos d4 a fracdo de
células diferentes que foram visitadas em média num numéro de passos t. Para uma
distribui¢do uniforme de visita das N células, r(t) obedece o Modelo Aleatorio (MA)

(do inglés Random Model (RM)) (9):

TMA(t) =1- exp(—t/NC). (1.17)

Vérias defini¢des de entropia estdo disponiveis na literatura da teoria ergédica de
sistemas dindmicos, onde bilhares sdo modelos. Devido a simplicidade tanto do ponto
vista tedrico quanto pratico a entropia de informacgdo de Shannon pode ser aplicada
a bilhares. Comecemos com uma condigao inicial tipica no espago de fases reduzido
(¥0,v40). Podemos computar a probabilidade p;(yo,v,0) de encontrar a particula na
célula i contando o namero de vezes que ela é visitada ao longo do tempo. A entropia
de Shannon resultante é dada por

N,
s(yo,0y0) = — Y Pi(yo,0y0) Inpi(yo,040)- (1.18)
i

1.4 Caos quantico

A mecanica quantica é conhecida como uma das teorias fisicas mais bem testadas
desde seu surgimento. A teoria faz excelentes previsdes ndo somente para o atomo de
hidrogénio, que é classicamente integravel, como para o 4tomo de hélio, classicamente
ndo integravel. Nada mais natural como a questdo se ha algum efeito analogo ao caos
no ambito da mecanica quantica. A equacdo de Schrodinger é linear no tempo, retirando
um dos principais ingredientes dos sistemas classicamente caéticos, a ndo linearidade
dos sistemas dinamicos. Por outro lado, o principio da correspondéncia diz que no
limite semicldssico, onde as escalas espaciais sdo muito maiores que o comprimento de
onda de de Broglie por exemplo, a mecéanica quantica revela continuamente a mecanica
classica (10). Por esses e outros motivos houve muito debate sobre o uso do termo "caos
quantico". Um dos problemas da defini¢do do termo é com o conceito de trajetéria, que

perde sua significancia em mecénica quantica devido ao principio da incerteza

AxAp > h/2. (1.19)
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O termo caologia quantica chegou a ser introduzido mas ndo houve a mesma aceitagdao
por parte da comunidade cientifica como caos quantico. Hoje, o termo é geralmente
entendido como o estudo do comportamento quantico de sistemas classicamente caé-
ticos (10). Um dos meios comumente utilizados para o estudo desses sistemas é fazer
uma caracterizagdo estatistica de propriedades espectrais em regime semiclassico e
compard-las com resultados da teoria de matrizes aleatérias. Para mais aspectos do
caos quantico consultar a bibliografia citada aqui em especial (11). Todos os resultados
contidos nesta tese seguirdo essa linha. Apresentaremos na préxima segdo aspectos
bésicos das ferramentas que foram utilizadas nas obteng¢des dos resultados e anélises.
Em bilhares a obtenc¢do do espectro de energia é um passo importante para a andlise. O
problema consiste em resolver a equagdo de Schrodinger independente do tempo com

potencial nulo em uma regiao planar () com condic¢des de Dirichlet na fronteira 0()
Vapg(F) = —Ko(7), (1.20)

onde k? = 2mE /h? e E é o autovalor de energia. A obtencdo das autofuncdes e autova-
lores da equacgdo de Helmholtz ja é por si s6 um desafio. Em duas dimensées poucos
casos sdo integrdveis. Apenas retangulos, elipses, regides anulares concéntricas e os
tridngulos equilétero, retdngulo isdsceles e o com angulos (30°,60°,90°) sdo integraveis.
Aqui utilizaremos um método de scaling proposto por Vergini e Saraceno (12). Esse
método permite obter eficientemente autovalores e autofungdes de niveis altamente
excitados da equagdo de Helmholtz. Detalhes sobre este método sdo apresentados no

apéndice B.

1.4.1 Desdobramento de espectros de energia

Em geral diferentes sistemas possuem espectros de energia com diferentes
escalas. Queremos comparar as estatisticas espectrais entre sistemas diferentes e com
a expectativa de observar alguma universalidade. Para colocar espectros de sistemas
distintos em pé de igualdade, eles devem passar pelo processo de desdobramento (do
inglés, unfolding), descrito a seguir. Da lista de autovalores obtidos podemos ordena-los

crescentemente, ou seja

Ei1<Ey<E3;<..<Epn.. (1.21)

Com esse conjunto forma-se a chamada Fungdo Espectral

Fs(E) = % §(E — Ey). (1.22)

n=1
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Da funcao espectral obtemos a fung¢éo espectral cumulativa, integrando Fs(E) da se-

guinte forma

E N

E N
7(E) = /OOFS(E’)dE’ - ;/0 J(E'—E)dE' = Y O(E—E,).  (123)

n=1

Uma fungdo espectral cumulativa tipica pode ser vista na Figura 9. Ela conta quantos
niveis de energia existem com energia menor ou igual a E no espectro. Devido a
forma tipica mostrada ela também é comumente chamada de func¢do escada. Num
intervalo com um grande ntimero de niveis bem acima do estado fundamental surge
um comportamento global de cardter linear, previsto também pela famosa férmula de
Weyl. Aqui utilizaremos sempre os primeiros 145 000 niveis acima dos primeiros 5 000.
Podemos fazer um ajuste linear do tipo #(E) = AE + B. Finalmente trocamos o espectro
original {E,} por {#(E,)}. Este procedimento garante, universalmente, que o novo
espectro possui um espagamento entre niveis vizinhos com média unitaria. No que
segue, por simplicidade faremos #(E,) — E,, ou seja, estaremos considerando E, como

o autovalor ja desdobrado.

n(E)> —
3 -
2 JE—

1 —

Figura 9 — Esboco de uma fungdo espectral cumulativa ou fungdo escada.

1.4.2 Distribuicdo de espacamento entre primeiros vizinhos, p(s)

Seja {s,} o conjuto de espacamentos entre niveis vizinhos mais préximos. Entdo,
dado o espectro desdobrado {E, },

Sn — En+1 — En. (1.24)

De acordo com (10) possivelmente ndo ha estatistica espectral mais intensamente es-

tudada do que p(s), a densidade de probabilidade de se encontrar dois niveis mais
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proximos separados pela distancia s. Para sistemas com simetria de reversao tempo-
ral duas conjecturas bem conhecidas na literatura sdo: (i) se o sistema estudado for

classicamente regular, p(s) deve obedecer a distribui¢do de Poisson (10) (13) (14)

p(s)=e"°. (1.25)

(ii) Se o sistema for classicamente caético, p(s) deve seguir o resultado previsto pelo
Ensemble Gaussiano Ortogonal das matrizes aleatdrias proposto por Wigner (10) (13),

dado por

p(s) = =se™ 1% (1.26)

As duas curvas podem ser vistas na Figura 10. Apesar da conjectura ser bem clara
quanto ao que se esperar de p(s) caso classicamente o sistema seja cadtico ou integravel,
para sistemas onde o espaco de fases é misto o resultado permanece em aberto na
literatura. Algumas propostas ja foram feitas e aqui citaremos as que serdo relevantes
para nosso trabalho. Todas resultam em férmulas intermedidrias entre Poisson e GOE
através da variacdo de parametros. Primeiramente, citaremos a abordagem puramente
fenomenolégica de Brody (10) (15) onde um expoente é variado gradualmente para se
obter uma suave mudanga entre o caso integravel e o ndo integravel. Partindo disso,

temos a formula

0 1 2 3 4
1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
T —— GOE i
] —— Poisson |
0.8 — 0.8
0.6 — — 0.6
~ J i
& ] -
Y 4 L
0.4 — — 0.4
0.2 — 0.2
0 T T T T | T T T T | T T T T | I I I I O
0 1 2 3 4
S

Figura 10 — Representacdo de p(s) para os casos Poisson e GOE.
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p(s) = As' exp(—Bs/), (1.27)

onde a funcdo f(v) deve satisfazer os vinculos para que os casos extremos sejam Poisson
e GOE:

flv=0)=1 e flv=1)=2. (1.28)

Feito isso Brody propds a mais simples das fun¢des para completar a sua distribuicdo

fenomeldgica, uma fungdo linear. Respeitando os vinculos acima, temos que

f)=1+v. (1.29)

Com isso a distribuigdo de Brody fica

p(s) = As'exp(—Bs"™). (1.30)

Restando agora a normalizagéo [, p(s)ds =1e [; sp(s)ds = 1. Finalmente ficamos
com a férmula de Brody

p(s) = ay(v+1)s"exp(—a,s'™), (1.31)

1
onde a, = [T (z—ﬁ)}w e I'(x) é a fungdo Gamma. Além de ser puramente fenome-
nolégica outra caracteristica destacavel da distribuicdo de Brody é sempre apresentar

p(s =0) =0, a chamada, repulsado de niveis para v # 0.

A segunda distribui¢do que citaremos aqui é a distribui¢do de Berry-Robnik
(BR), uma proposta que leva em consideragdo as fra¢des regular e caética do espago de
tases classico (10) (16), que chamaremos aqui de p; e p., tal que p, 4 p. = 1. Utilizando
essas quantidades como parametros de interpolacdo entre a distribui¢do de Poisson e a

distribuicdo para o GOE, eles encontraram que

_ _ 2 VT T 3 T 22
p(s) = exp(—pys) [prerfC< > pcS) + <2prpc+ ZPCS) e><p( 105 )] (1.32)

onde erfc(x) é a funcdo erro complementar. Nos casos limites (p;,0.) = (1,0) e (pr,pc) =
(0,1) as distribuicdes de Poisson e GOE sao recuperadas respectivamente. Em geral as
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distribui¢des econtradas ndo apresentam exatamente os valores de p; e p. advindos do
espaco de fases classico, o acordo é tipicamente qualitativo via um ajuste. A destacar
também dessa distribuicdo é a ausencia da repulsdo de niveis, nesse caso p(s =0) =
1 — p2. Note que a repulsdo ocorre apenas no caso totalmente caético, quando p. = 1. Por
altimo, citaremos aqui a distribuicdo de Berry-Robnik-Brody (BRB), uma interpolacdo

das duas citadas anteriormente (17). A expressdo resultante fica

= 'O% 1 +1
P =eRlorm) | i (i >Q[ﬁ+1 aploes)P] +

+ (2000 + (B + 1)agpl s lexpl—ap(pes)P 1] |, (1.33)

onde novamente p;, e p. sdo as fracdes do espago de fases classico regular e caético

respectivamente. Assim como na distribuigdo de Brody ag = [F (%) ] o eQ(x)éa
funcdo Gamma incompleta. Essa distribuicdo é capaz de percorrer todas as distribui-
¢Oes antes citadas variando-se os parametros livres p. e B. Para f = 0 recupera-se a
distribuicdo de Poisson e para p = 1 a de Berry-Robnik. Se p. = 0 também ¢é recuperada
a distribuicdo de Poisson, enquanto para p. = 1 a distribuicdo de Brody é encontrada.
Essa distribuigdo tem o seu ingrediente fenomenolégico ja que se utiliza da expressao
de Brody em sua interpolagdo, mas ganha ao conter ingredientes fisicos advindos da
dinamica cléssica, as fra¢des do espago de fases.

1.4.3 Rigidez espectral, Az(L)

Outra estatistica frequentemente usada na anélise de espectros é a rigidez espectral,
que por razdes historicas é chamada de A3(L) (10). Seja 77(E) a fungdo escada de um
espectro desdobrado e AE + B um ajuste a essa fung¢do escada no intervalo (E,E + L).

A média em intervalos de tamanho L entdo gera a seguinte expressao:

E-|—L
8(L) = {min 7 / _ AE — B2dE), (1.34)

Seguindo a mesma conjectura para p(s), temos que a rigidez espectral de um espectro
advindo da quantizagdo de um sistema classicamente regular deve seguir o resultado
de Poisson, Az(L) = L/15. Para sistemas classicamente ca6ticos temos que a rigidez

espectral deve ser

L1 L
Mo(L) = 72 - 15?/0 dr(L — r)*(2L2 — 9Lr — 3P\ Ya(r), (1.35)
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onde Y,(r) é a fungdo de correlagdo de dois pontos:

senrstr 2 T , COSTtr  sensnr
Yo (r) = ( - ) + [Esgn(r) —81(7'[1’)] [ — (nr)zl (1.36)
Em 1.36, sgn(r) é fungédo sinal e Si(r) é a funcdo Seno Integral:
"'senx
i(r) = . 1.37
Si(r) /0 " dx (1.37)

Ambeas as fung¢des podem ser vistas na Figura 11.

0 2 4 6 8 10 12 14
1 L P I B P P P P | 1
1 — GOE L
0 — Poisson Cos
— 0.6 0.6
’J 4 L
N -
fon) - |-
< 0.4 - 0.4
0.2 ~ 0.2
0 \ \ \ T \ \ \ 0
0 2 4 6 8 10 12 14
L

Figura 11 — Representacdes tipicas de A3(L) para os casos Poisson e GOE.

1.4.4 Estatistica J, e sua transformada S(k)

Uma lei do tipo 1/ f* no espectro de poténcia de uma série temporal caracteriza
as flutuagdes observadas em muitos sistemas complexos (18). Considerando os niveis
de energia {E,} de um sistema quantico como uma série temporal discreta onde a
ordem n faz o papel do tempo, as flutuagdes nos niveis podem ser caracterizadas
pelo espectro de poténcia. Foi conjecturado em (19) que o "espectro de energia de um
sistema cadtico quantico é caracterizados por um ruido do tipo 1/ f". A ideia original
era que flutuagdes nos niveis de energia podiam ser estudadas através de métodos
tradicionais de anélise de séries temporais, como o espectro de poténcia. Quando a ideia
foi aplicada a sistemas tipicamente cadticos o espectro apresentou um ruido do tipo
1/ f. Foi mostrado também que para sistemas que classicamente apresentavam espago
de fases misto o expoente a sempre estava no intervalo (1,2), sendo & = 2 no limite
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esperado para sistemas classicamente regulares. O estudo das flutuagdes espectrais é
feito a partir da estatistica 6, definida como

on=73 (si—(s)) =Eny1—E1—n, (1.38)
i=1

onde E; faz parte do conjunto do espectro de energia desdobrado, s; = E;;1 — E; e
(s) =1 por definicdo. Assim, &, representa a flutuagdo do n-ésimo estado excitado.
Formalmente J,, é similar a uma série temporal onde a ordem do nivel indexado por
n faz o papel do tempo discreto. Em (18) os autores estudaram o bilhar de Robnik,
bilhar cujo contorno é descrito pela equagdo polar r = 1 4+ 2A cos(6). Classicamente
ele apresenta uma dindmica regular para A = 0 e completamente cadtica para A = 0.5
passando por uma regido de espaco de fases misto para 0 < A < 0.5. A estatistica J,
para alguns valores de A é mostrada da Figura 12.

T A=0.00 —— T A=0.15 ——
f‘ 4 10 } J
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\ hV~. 'V“I.'. /}‘.VA
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Figura 12 — Gréficos da estatistica 6, para um conjunto de 256 niveis de energia conse-
cutivos no bilhar de Robnik para alguns valores de A, retirado de (18).

O comportamento das flutuagdes nessa série temporal pode ser estudado via o
espectro de poténcia

2
) (1.39)

1 M ( 27tk )

Sk)=|—=) dpexp| —i—n
onde M é o tamanho da série e %k taz o papel de frequéncia fundamental. A Figura 13
mostra S(k) para alguns valores de A. Ela também mostra no encarte de cada grafico

o contorno do bilhar de Robnik. Foram calculadas médias de S(k) para reduzir as
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flutuagdes estatisticas. Em (18) foram utilizadas médias para obtengdo de (S(k)) em
apenas 25 conjuntos de 256 autovalores de estados altamente excitados consecutivos.
Ajustes foram feitos de acordo com lei de poténcia do tipo

1
(S(k)) @ (1.40)
35 3
3 /"- 1 25 /7 - -"‘\ -
25 / - 2 N
= 2 1 = ‘
* 15 ] % 18 ¢ .."'
5 1 '\_._ . @B 1r ___/ 7
2 05 [3=000 1 8 9%5ru=01s i
0 |a=1.908 4 0 Fa=1.74 .
05+ 4 05+ J
-1 1 -1 .
0 05 15 25 0o 05 1 15 2 25
log(k) log(k)
1.5 T T T .-l
2 77N\ -
1 \ { \...
= ~ 05 :: "‘
RS RS | ',‘
& & oFr T
:g :g V5L, a0 . i
-1 Fa=1.03 .
-15 1 1 1 1
0 05 15 25 0o 05 1 15 2 25
log(k) log(k)

Figura 13 - Em azul, grafico log-log de (S(k)) para alguns valores de A. Em vermelho,
ajuste com uma lei de potencia (S(k)) ~ 1/k*. Nos encartes, a forma do
bilhar de Robnik correspondente a cada valor de A. Retirado de (18).

A analogia entre espectros quanticos de energia e séries temporais trouxe uma
nova tentativa de se caracterizar a quantiza¢do de sistemas classicamente cadticos. A
estatistica J,, e seu espectro de poténcia S(k) podem ser interpretados como mais uma
caracteristica intrinseca de sistemas quanticos. Observe que o comportamento tipo lei de
poténcia para (S(k)) ja é encontrado em uma grande variedade de sistemas complexos.
Sobre a transigdo ordem-caos, o expoente & pareceu mostrar uma suave transigdo entre

« = 2, no caso regular, e « = 1, no caso caético.
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2 Dinamica classica em bilhares trian-

gulares irracionais

E sabido que bilhares em poligonos quaisquer jamais podem ser caéticos (20).
Contudo, existem evidéncias numéricas de que tridngulos retangulos cujos angulos ndo
retos sdo irracionais com 7 podiam apresentar comportamento fracamente mixing (6).
Além disso, Casati e Prosen (CP) (5) apresentaram um resultado que ficou marcado na
literatura: tridangulos irracionais (todos os dngulos irracionais com 77) podem apresentar
comportamento fortemente mixing. CP, entdo, conjecturaram que qualquer bilhar trian-
gular irracional possuiria a propriedade de ser fortemente mixing. Para tal conclusao,
CP simplificaram o espago de fases considerando colisdes apenas no lado horizontal
do tridngulo. As variaveis utilizadas sdo (x,vy), e este plano de fases foi discretizado
em Nc células. Para um tridngulo com « = M ep= @ (ver Figura 14), CP
obervaram que a medida relativa (MR) desse tridngulo obedece ao modelo aleatério.

Assim, concluiram que bilhares em tridngulos irracionais (BTIs) genéricos sdo ergodicos.

Figura 14 — Tridngulo no plano e todos seus possiveis parametros. Na verdade, devido
a «+ B+ v = m e utilizando lei dos senos apenas dois pardmetros sdo
independentes « e 8 (para um contorno normalizado com L; = 1).

Garantida a ergodicidade, o préximo passo foi averiguar a propriedade mixing. Ao
calcular a funcdo de correlacdo de posicdo e velocidade, CP obervaram um rdpido
decaimento nessas fun¢des de um tridngulo de mesmo & anterior e g = 1. O rapido
decaimento foi caracterizado como uma lei de poténcia com expoente 0.94. Com base
nessas observagoes, CP conjecturaram que bilhares triangulares irracionais genéricos
sdo ergddicos e fortemente mixing, com uma funcdo de correlagdo decaindo via uma
lei de poténcia do tipo C(t) ~ t~1. Esta conjectura ficou em aberto na literatura e com a
limitagdo de ter sido um estudo em apenas dois tridngulos. Isto foi uma motivagdo para
a investigacdo da dinamica classica (e posteriormente uma caracterizacdo quantica) de
um niimero maior de tridngulos irracionais que serd mostrada mais adiante.

Com o objetivo de investigar sistematicamente as propriedades ergédicas nesses

sistemas, foi introduzida na literatura (21) uma familia de tridngulos irracionais com
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Figura 15 — Medida relativa em tridngulos calculadas por CP (5). As linhas cheias re-
presentam uma discretizagdo com N¢ = 106 células, sendo a superior para
um tridngulo irracional e a inferior para outro racional. A linha superior
coincide com o modelo aleatério. No encarte, 0 mesmo em escala monolog.
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Figura 16 — Fungdes de correlagdo de velocidade e posi¢do em um triangulo irracional,
calculadas numericamente por CP (5).

um unico parametro discreto N. Essa familia consiste em tridngulos com lados dados
por inteiros consecutivos (N,N + 1,N + 2) para 3 < N < co. Note que o limite inferior
é o tridngulo retangulo de lados (3,4,5) e o limite superior é um tridangulo equilétero.
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Para mais detalhes sobre a irracionalidade desses tridngulos ver (22), (21) e (23). Como a
dindmica no bilhar depende apenas da forma, pode-se normalizar os lados do tridngulo

tal que tenhamos lados valendo NLH, %—i; el.

NS TNl NI(N+2) (N+1)/(N+2)
a B

N+2 1

Figura 17 — Tridngulo irracional da familia de tinico pardmetro N e sua versao normali-
zada.

2.1 Medida relativa e ergodicidade

Seguimos CP considerando colisdes apenas com a parte horizontal de um dado
bilhar com parametro N. O espaco de fases reduzido é um retangulo onde uma reescala
na posigdo é feita para que —1 < x < 1. Naturalmente —1 < v, < 1. Na Figura 18 esta
mostrado o calculo numérico da MR r(t), como definida na se¢do 1.3.2 para tridngulos
representativos na familia N. Em todos os casos, foram utilizadas N¢ = 10° células
com média sobre 200 condigdes iniciais escolhidas aleatoriamente. Oberva-se que para
4 < N < 110, todos os tridngulos estdo concentrados numa regido muito préxima ao
modelo aleatdrio. Denominamos esse subconjunto de Tridngulos Ergédicos Rapidos
(TERs), triangulos para os quais o desvio médio entre a medida relativa e o resultado do
modelo aleatdrio, definido por %ZtT:_Ol |r(t) — rmal, onde utilizamos sempre T = 12N,
é menor que 0.001. O tridngulo N = 4 (linha vermelha no meio da Figura 18) alcanca
99% de sua ergodicidade (r = 1) muito depois dos TERs, em t ~ 50N¢. Para N > 110,
um suave desvio do MA até o limite do tridngulo equilatero (linha vermelha horizontal
na Figura 18, com r = 0.003) é observado. Enfatizamos que r(f — o) — 1 mesmo para
altos valores de N (Figura 18 a direita), mas essa taxa de crescimento até a ergodicidade

completa ndo é a mesma para todos os tridngulos.

2.2 Funcoes de correlacdao e mixing

Outro passo da andlise foi o estudo das func¢des de correlagdo como discutido na
secdo 1.2.2. Foi calculada sistematicamente a fungdo de autocorrelagdo da posigdo Cy(t)
na familia de tridsngulos irracionais N, sempre em longas séries de tamanho T = 10°,
com média em 10 condig¢des iniciais escolhidas aleatoriamente. Os resultados estao
na Figura 19. E possivel observar que para o TER N = 7 Cy(t) decai com expoente
perto de -1, valor esperado para uma dindmica fortemente mixing. Contudo, oberva-se

um expoente mais lento, -0.6, para N = 4. De fato, apenas os tridngulos N = 67, 7
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Figura 18 — Esquerda: cdlculo numérico de r(t) para vérios tridngulos na familia N. O
modelo aleatério é dificilmente distinguido da medida relativa no tridngulo
N =7 (linha azul). Direita: r(t) para N = 50000 mostrando que apesar de
estar proximo do equilétero, o espaco de fases continua sendo preenchido
com o passar do tempo.

e 8 pareceram ter expoente préximo de -1. Um lento decaimento é ainda obsevado
para valores de N altos. Assim a correlagdo da posicdo manifesta uma dependencia
na geometria do bilhar (aumento de N) muito mais suave do que a medida relativa.
Intrigantemente, uma sensibilidade com a geometria para valores baixos de N também

é observado nas correlagdes quanticas, que serdo mostradas na segdo seguinte.
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Figura 19 — As linhas sélidas sado os valores absolutos de C,(t) para alguns membros
da familia de tridngulos irracionais N. As linhas tracejadas sdo paralelas a
ajustes lineares com a respectiva inclinagdo indicada (22).
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3 Propriedades quanticas de bilhares

triangulares irracionais

3.1 Correlacao de curto alcance

O alvo aqui é tentar elucidar a seguinte questdo: sistemas classicamente ndo
cadticos, mas com aleatoriedade do ponto de vista da hierarquia ergddica, mostram em
sua versdo quantizada flutuac¢des espectrais universais? A familia de tridngulos irracio-
nais N pode dar pistas a essa indagacdo. Primeiramente, consideremos o espagamento
entre niveis vizinhos. O espectro de energia foi calculado como o método descrito em
(12). Conjuntos de autovalores desdobrados foram calculados para vérios tridngulos na
tamilia. Os histogramas de alta qualidade da Figura 20 representam as disitrbui¢des
de espagamento entre niveis vizinhos p(s) para valores de N representativos. A linha
tracejada é o resultado de Wigner para 0 GOE, p(s) = Zsexp (—Zs?).

As linhas soélidas na Figura 20 sdo ajustes com uma férmula genérica que inclui a

soma de uma funcédo tipo GOE, uma exponencial e uma gaussiana:

p(s) = Aqs exp (—A35A4) + Asexp (—Ags) + Azexp (—Agsz), (3.1)

sujeita aos vinculos
/ p(s)ds =1 ; / sp(s)ds = 1. (3.2)
0 0

O comportamento ndo usual encontrado aqui ndo consegue ser descrito por algumas
das férmulas mais conhecidas na literatura, como as distribui¢des de Brody ou de Berry-
Robnik. Apesar de bastante suaves, os histogramas ndo parecem ter uma clara relagéo
com a dindmica classica descrita anteriormente. Por exemplo, para N = 4 observa-se
repulsdo de niveis, p(s = 0) = 0, mas a distribui¢do claramente se desvia da GOE. O
TER N =7 possui uma p(s) muito préxima da GOE. O TER N = 50 se desvia do GOE
mas, diferentemente do N = 4, ndo apresenta repulsdo de niveis. Ainda mais dramdtico
é o caso de N = 100, ele ja mostra um maximo local largo na origem e uma cauda
longa, antecipando o caso altamente degenerado do tridngulo equilatero (limite esse s6

alcancado quando N — o).



Capitulo 3. Propriedades quanticas de bilhares triangulares irracionais 36

p(s)

Trrr [ rrryrpyrrrrrrrr e oo

—_ AT — ]
= 05 F N=T h
. j
0.0 BRI - - ]
L0 1y i
-~ ; N 1
2 05k N
. ]
0.0 ]
l.Oklllllllllllllllllll'llllllllllllll.
= o5 (R N=70
2 -!’ ‘\ ]
/ .
0,0 ELALL .
1.0

N=100

p(s)

0.0 1 "“i'il“!l.’!'l'uu- .........
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

A

Figura 20 — Os histogramas sdo as p(s) calculadas numericamente. A linha tracejada é
a curva do GOE. As linhas sélidas sdo ajustes com a equagao (3.1), com os

parametros descritos em (22), cuja cpia pode ser encontrada no apéndice
C.

3.2 Correlacao de longo alcance

A rigidez espectral de Dyson-Mehta foi descrita na se¢do 1.4.3. Os limites de
Poisson e GOE estao representados como linhas tracejadas na Figura 21, na qual as linhas
solidas representam resultados calculados para membros da familia N. A rigidez para
N =7 é muito préxima a curva do GOE, como esperado. Uma rigidez intermedidria
para N = 4 ndo chega a ser surpreendente, devido aos resultados exibidos em sua
dinamica cldssica e pela correspondente p(s). A figura 21 também mostra a rigidez

calculada de N = 21,50 e 70. Classicamente, esses tridangulos foram classificados como
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TERs, mas suas correla¢gdes ndo decaem com expoente préoximo de —1. Entdo, estatisticas
espectrais intermedidrias ja eram esperadas. Uma conclusao desse resultado é que as

correlagdes quanticas sdo mais sensiveis a geometria do que as quantidades classicas.

1.0 T T

08 [ Poisson ——»," -
0.6 | . N=704
A3 ’ 50
04 - 4
[ . 21
02 [ T 7]
GOE
0.0 L L
0.0 5.0 10.0 15.0
L

Figura 21 — As linhas tracejadas correspondem a rigidez espectral para processos pois-
sonianos e GOE. As linhas cheias sdo A3(L) calculadas numericamente para
N =4,7,21,50 e 70.

O resultado central mostrado até aqui foi a variagdo de propriedades classicas e
quanticas com a geometria numa familia de bilhares triangulares irracionais de um
unico parametro N. Esses sistemas sdo conhecidos por ndo possuirem uma dinamica
classica cadtica. A taxa da ergodicidade classica foi quantificada pela medida relativa, e
membros da familia N apresentaram resultados muito préximos do modelo aleatério
para 4 < N < 110. Nesse intervalo definimos os TERs. Foi mostrado que mesmo para os
TERs a dindmica poderia ser fracamente mixing, diferentemente da conjectura anterior
de CP. A investigagdo numérica das estatisticas de niveis quanticos mostraram p(s)
e Az bem definidos entre os limites de Poisson e de Wigner, uma boa concordancia
qualitativa com os resultados cldssicos. Em adicdo exploramos ainda uma terceira

estatistica quantica para caracterizagdo da familia como discutido na secdo seguinte.

3.3 Ruido 1/ f* nas flutuagoes espectrais

Vimos na secdo 1.4.4 que

On = Z(Si - <S>) = En+1 —E1—n, (3.3)
i=1

onde 1 faz o papel de tempo discreto E; é o i-ésimo nivel de energia desdobrado e s; =
E;y1 — E; é o espacamento entre primeiros vizinhos. Flutuagdes tipicas sdo mostradas na

Figura 22 para os tridngulos N =7 e 8. Elas apresentam uma forma similar a uma série
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temporal discreta, cujo comportamento estatistico das flutua¢des pode ser expresso
através do espectro de poténcia

, (34)

1 M 27tk
S(k)=|—= ) onexp (—i—n)
oo (-

onde M é o tamanho da série. Em geral, para reduzir flutuacdes estatisticas, faz-se uma
média em vérias séries resultando num espectro de poténcia médio (S(k)). Nossos
célculos foram feitos com 400 séries todas com M = 256 autovalores consecutivos. Uma

lei de escala

(S()) ~ 5 35

é esperada para cada tridngulo N. Os resultados para N = 7 e 8 sdo mostrados na Figura
23 juntamente com as correspondentes estatisticas p(s) e Az(L). As linhas s6lidas sdo
ajustes, ambos com expoente « ~ 1.12. H4 poucos resultados na literatura que podem ser
comparados com esse valor. Destacamos aqui o resultado em (18), onde o caso cadtico
da familia de bilhares de Robnik possui & ~ 1.14, valor muito préximo do mostrado

aqui, lembrando que nossos bilhares sdo rigorosamente ndo caéticos.

00 ————7——— 7T

—6.0-‘""“""“"““"“‘
0 50 100 150 200 250

Figura 22 — Séries definidas como na equagéo (3.3) para os tridngulos com N =7 e 8.
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Figura 23 — Esquerda: p(s) e Az para os tridngulos N =7 e 8. As linhas so6lidas sdo
as curvas do GOE. Direita: graficos log-log de (S(k)) como definidos na
equagdo (3.4) para os triangulos N = 7 e 8. Em ambos os casos o expoente
a~1.12.

Em adicdo, investigamos a presenga do ruido 1/ f* em mais membros da familia
irracional. Os graficos de (S(k)) estdo no fim deste capitulo na Figuras 26 e 27. O
comportamento de a(N) estd na Figura 24. Ele é similar ao do expoente da func¢éo de
correlagdo cldssica (22). Ha uma abrupta queda quando N cresce de 4 até 8, seguida por
um aparente suave crescimento em dire¢do ao limite integravel, que aqui é o tridngulo
equildtero quando N — oo, cujo resultado obtido foi de a« ~ 1.8. Importante lembrar que
o tridangulo equildtero, assim como o oscilador harmonico, ndo possui uma distribuigdo
de niveis tipo Poisson (22). Possuem, respectivamente p(s) = d(s) e p(s) = (s — 1),
onde J(x) é a fun¢do delta de Dirac. Sendo assim, um valor de « diferente de 2 para
esse caso ndo chega a ser supreendente.

Como um teste final, consideramos um tridngulo irracional genérico, cuja dinamica
classica foi estudada originalmente por CP (5) e ja foi discutida no inicio deste capitulo.
Chamaremos aqui de triangulo A. Ele possui angulos dados por 4 = (‘/22—_1) =0.207...,

[%A = 51— 0309... e e % = 0.483.... Os resultados para esse triangulo

=
correspondentes a p(s), Az e S(k) estdo na Figura 25. Todos os resultados da Figura 25
indicam que o tridangulo A pode ndo ser fortemente mixing como os membros da familia
N =7 e 8, dada a distancia de p(s) e A3 aos resultados previstos para o GOE, lembrando

bastante os resultados para o caso N = 4. Os angulos normalizados por 7t dos tridngu-
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los N = 4,7 e 8 sdo respectivamente (0.230...,0.309...,0.460), (0.267...,0.324...,0.407...) e
(0.274...,0.326...,0.398...). Assim, do ponto de vista geométrico, o tridngulo Aeo N =4

ndo sdo apenas similares entre si mas também muito préximos do tridngulo retangulo

(34,5).
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Figura 25 — Superior: p(s), As. As linhas sélidas sdo as curvas do GOE. Inferior: (S(k))

para o tridngulo A, estudado classicamente por CP em (5).

Aqui, investigamos a presenca do ruido 1/ f* no espectro de energia de uma familia

de bilhares irracionais quantizados. Em suas versdes clédssicas esses bilhares ndo sao
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cadticos mas apresentam as propriedades de mixing fraco e forte. Nossos resultados
mostraram um comportamento onde o expoente x variou suavemente no intervalo
I<a<2
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Figura 26 — (S(k)) para vérios membros da familia irracional.
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Figura 27 — (S(k)) para véarios membros da familia irracional e para o tridngulo equila-
tero no canto inferior direito.
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4 Bilhar estadio eliptico e a transicao A

Neste capitulo descreveremos como foi feita uma analogia entre a transigdo
ordem-caos na dindmica do Bilhar Estddio Eliptico (BEE) e a chamada transi¢do A
observada no *He onde duas porcdes, uma superfluida e outra normal, podem coexistir
(24). Na Figura 28 mostramos 1/4 de um BEE, o qual consiste em duas semielipses de
semieixo maior 4 e semieixo menor b = 1 separadas por um regido retangular de altura
2 e comprimento 2¢. De inicio apresentaremos resultados iniciais da literatura sobre a
dinamica do BEE em funcédo de seus parametros geométricos a e t. Depois mostraremos
como a analogia é feita através da visualiza¢do do espago de fases, passando pelas
definigdes de um pardmetro de ordem () e da capacidade do bilhar ¢(t), a partir da
entropia de Shannon.

Ay

~N——— e ——— -

(0,0) t+a ;

Figura 28 — Bilhar Estadio Eliptico.

4.1 O desafio de Donnay

Caso t = 0, independente do valor do pardmetro a temos um bilhar eliptico,
completamente regular. Se a = 1, para qualquer valor de t > 0, teremos o estddio de
Bunimovich, sempre caético. Em 1991, V. J. Donnay (25) provou quese 1 < a < v/2 e t
for muito grande o mapa discreto que descreve a dinamica do bilhar possui expoente de
Lyapunov positivo para quase todas as condigdes iniciais no espaco de fases. Mostrou
ainda que se 2 — /2 um comportamento caético s6 poderia ser observado se t — 0.
A possibilidade de se encontrar limites para o caos nesse intervalo de a o préprio
Donnay deixou como desafio para a comunidade cientifica. Passados 5 anos Markarian
e colaboradores (Mc) (26) mostraram quese 1 <a < /4 — v/8~1.082 caos s6 é garantido
para t > 2a%v/a2 — 1. Os préprios autores afirmam que a curva tye(a) = 2a%v/a2 — 1,
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mostrada na Figura 29, ndo é o melhor limite inferior para o caos pois haviam observado
numericamente caos na dindmica para valores menores que fpue(a). Além disso, a ~
1.082 esta muito préximo de 1, resultando apenas numa pequena perturbacdo do
estddio de Bunimovich e, portanto, ainda longe do desafio inicial proposto por Donnay,

encontrar limites para o caos no intervalo 1 < a < v/2.

1.0

‘ 7 7
tb,m,-2a va—1

| CAOS

04

0.2

Figura 29 — Primeiro limite para o caos no estadio eliptico encontrado por Markarian e
colaboradores (26).

4.2 Conjectura sobre o limite inferior para o caos no estadio eliptico

Em 1998, Mc publicaram uma maior realizagdo (27) , obtendo uma curva t = H(a)
como possivel limite inferior para o caos no intervalo 1 < a < v/2. A curva H(a) é
o limite superior de uma familia de curvas t;(a) com i = 0,1,2,... e, além do mais,
como Donnay ja havia demontrado, tem a propriedade H(a — v/2) — 0. Para ilustrar,
tred(a) = to(a) = v/a2 — 1 é mostrada na Figura 30. E importante destacar o significado
das curvas nessa figura. Uma dindmica com os pardmetros acima da curva azul garante
0 caos. Ja parametros abaixo da curva vermelha garantem um espago de fases misto. O
que prevalece na regido entre as duas curvas ndo se conhece.

Aqui, descreveremos resumidamente como a curva H(a) foi obtida em (27). Esse
trabalho considera a estabilidade de 6rbtitas peridédicas de periodo 4 + 2i, nas quais
ocorrem 4 colisdes nas partes curvas e i colisbes em uma das partes retas do estadio.
Essas orbitas sdo chamadas de pantogréficas e alguns casos estdo ilustrados na Figura
31

Nas curvas t;(a) citadas na se¢do anterior o indice i representa a ordem da 6brbita
pantografica. Cada curva representa o limite entre a tal 6rbita pantografica ser eliptica,

t < t;(a) ou hiperbdlica, t > t;(a). Na Figura 32 vemos as primeiras curvas ;(a), obtidas
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Figura 30 — Curva f(a) = t,eq nos mesmos limites da primeira curva encontrada por
Markarian e colaboradores.

i=0 i=1 i=2
Figura 31 - Orbitas pantograficas de ordem 0, 1 e 2.
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a partir das seguintes considera¢des. Dado 4; = Mc demonstraram que:

(i) Parai >0, se a; < a < /2 existe uma tinica curva t;(a) tal que se t < t;(a), a 6rbita

pantografica é eliptica e se t > t;(a) a 6rbita é hiperbdlica.
(ii) Parai > 0, se 1 < a < a;, entdo a 6rbita pantogréfica é hiperbdlica ¢ > 0.

(iii) As curvas t;(a) sdo dadas por

ay1-y; .
ti(a) = (@+1)y? —1 [1+ 2iy; — (4 — 1)]/12]/ (4.1)

onde y; é a solugdo real positiva da equagédo ctbica

i i
y?+@(a2—1)y?—y———=0- (4.2)

Foi demontrado que para cada valor de i, a equagdo acima possui apenas uma tnica
raiz real no intervalo (0,1) para a; < a < /2 que pode ser encontrada analiticamente.
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Figura 32 — Curvas de transicdo entre o comportamento eliptico e hiperbélico das 6rbitas
pantogréficas de ordem 0 a 5.

E facil ver que yo = %, o que resulta em ty(a) = v/a2 — 1, curva ja apresentada na
secdo anterior. Interessante notar também que f;(a;) = 0 sempre. Em suma, 6rbitas
pantograficas existem para qualquer valor de a € (1,4/2). Para i > 0 todas as 6rbitas
pantograficas sdo hiperbolicas no intervalo 1 < a < g; para todo t > 0, exceto o conjuto
de orbitas de ordem j < i. Essas Orbitas se tornam hiperbodlicas apenas se t > t;(a).
De modo que todas as 6rbitas pantograficas sdo hiperbdlicas quando t > H(a), onde
H(a) = max;[t;(a)]. Essa envoltéria pode ser vista na Figura 33, retirada diretamente de
(27).

De posse desses resultados os autores clamaram que a curva H(a) poderia ser o
limite inferior para o caos no BEE. Abaixo dessa curva, ha pelo menos uma 6rbita
pantogréfica que € eliptica e, portanto, ndo teriamos caos. Importante observar que
esse resultado absorve o resultado anterior de Donnay que requeria t — oo quando
a — /2. Essa estratégia foi adotada pois ja havia indicios numéricos de que essa familia
de 6rbitas era a dltima a se tornar hiperbdlicas. Ndo ha uma prova rigorasa sobre isso,
mas Orbitas tipo bouncing ball e tipo losango ja ndo sdo mais elipticas perto das curvas
ti(a). Esse resultado permaneceu na literatura como resultado analitico mais préximo
de estabelecer uma resposta ao desafio de Donnay. Nosso objetivo a seguir é demonstrar
uma analogia entre BEEs e o “He e através dela buscar algum suporte para a conjectura
de Mc.

4.3 Analogia com a transicao A

As propriedades dindmicas do BEE serdo estudadas numa secdo de Poincaré em
x = 0, ou seja, serdo analisadas apenas colisdes na parece vertical na Figura 28. Essa

fracdo assimétrica do BEE foi escolhida pois reduz consideravelmente o niimero de
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Figura 33 — Curvas t;(a) gerando a envoltéria H(a) (27). (No trabalho original a sepa-
racdo retangular do estddio é chamada de 1, que chamamos de ¢t desde o
inicio).

Orbitas periddicas assim como degenerescéncias em sua posterior quantizacdo. Nesse
cendrio, o espago de fases reduzido é um retangulo definido pela posi¢do y onde a
colisdo ocorre e a componente vertical da velocidade v,, que ndo se altera na colisdo.
Aqui, 0 <y <1le—1<uv, <1 Deinicio vamos considerar alguns espacos de fases para
a = 1.24 e alguns valores de t (Figura 34). Note pela Figura 32 ou 33 que t = 0.1 < t;(a)
para i = 0,1 e 2 de modo que podemos ver ilhas de estabilidade, representadas pelas
trajetorias vermelha, verde e azul. Para t = 0.45 ainda estamos abaixo das mesmas
curvas e as ilhas apesar de ainda presentes, ja aparecem em quantidades menores.
Possivelmente nessa regido de parametros, apenas as pantograficas i = 0,1 e 2 sdo
elipticas, enquanto no caso t = 0.1 ainda havia outros tipos de trajetérias periédicas com
dindmica eliptica. No caso t = 0.75 vemos uma tnica ilha de estabilidade. Nessa regido
estamos abaixo apenas da curva de estabilidade da pantogréfica i = 1, enquanto para
t =1.05 ja foram ultrapassadas todas as curvas e vemos um espago de fases ergédico.
Para facilitar essa visualizagdo os valores de t;(a = 1.24) sdo t; ~ 0.7332, to ~ 1.0236
e tp ~ 0.677, tal que t, < tp < t; = H(1.24). Com essa indicagdo de que H(a) é uma
forte candidata a ser uma linha de transi¢do de fato para o caos, focamos na regiao
1<a<a = \/E ~ 1.1547, onde apenas pantograficas de ordem 0 podem ser elipticas.
Neste caso, observamos a seguinte analogia com o *He para o qual T, a temperatura
absoluta e P, a pressdo sdo anélogos a t e a no bilhar. O diagrama de fases do “He
estd mostrada na Figura 37. Para pressoes relativamente baixas e T = 0 o *He é 100%
superfluido e ndo entrépico, assim como o BEE em t = 0. Para T > 0 a componente
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superfluida diminui e a componente normal do fluido aumenta. No bilhar, a fragdo
regular do espago de fases misto diminui e a caética aumenta em ¢t > 0. Quando T — T)
a fragdo superfluida tende a zero e o fluido é inteiramente normal, portanto, entrépico
para T > T). Nossa expectativa é de poder observar uma transi¢do andloga em t = ty(a)
no bilhar devido a essa analogia entre a coexisténcia de fases no “He e o espaco de fases
misto no BEE.

a=124-t=0.1 a=124-t=045

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
TR L

Y Y
a=124-t=075 a=124-¢t=105

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y y

Figura 34 — Espagos de fases reduzidos no BEE. Cada figura possui cerca de 10° pontos.

4.3.1 Parametro de ordem e o expoente 3

Os resultados apresentados aqui sdo para a = 1.04. Resultados semelhantes foram
observados para a = 1.03,1.05,1.06 e 1.07. O que faremos é cruzar ty(a = 1.04), variando

o valor do parametro t. Por conveniencia definimos o parametro adimensional

t t
f=1———~=1——. 43
@) & (4.3)

Na Figura 35 vemos o espaco de fases reduzido para 6 = 0.5 e 8 = 0.05. Vale salientar
que quando 0 — 0 temos t — t.. Claramente observamos caracteristicas de um espago de
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fases misto como observado nos exemplos anteriores. Quando 6 diminui o subconjunto

do espago de fase cadtico aumenta.

10F s

0.5

05F @ %

Figura 35 — Espacos de Fases Reduzidos para 6§ = 0.5 e 6 = 0.05.

Para caracterizar estatisticamente a dindmica do bilhar o plano de fases é partici-
onado em N, pequenas células disjuntas. Como em trabalhos anteriores (5),(22), aqui
usamos N, = 10°. A Figura 36 mostra resultados numéricos para r(n) no BEE com
a = 1.04 e alguns valores de 0, assim como rgy(1). Média em 5.10* condigdes inici-
ais aleatdrias foram usadas. Quando 6 — 0, podemos ver que r(n) — rrym(n), uma
evidéncia ainda mais forte de que a ergodicidade plena ¢é atingida no BEE quando
t =to(a) = va®? — 1 = 0.2856.... Nos calculos numéricos descartamos trajetérias ndo
tipicas. Na prética a maioria delas sao trajetorias que passam muito tempo colindindo
apenas com a parte retangular do bilhar quase que verticalmente. Com esses resultados
em mente, N0sso proximo passo para caracterizar a transicdo na dinamica é buscar um
parametro de ordem.

Aqui a analogia com a transi¢do A ja nos d4 uma pista do parametro de ordem que
precisamos definir. No *He, ele é proporcional a raiz quadrada da concentragdo da
componente superfluida ps, que é ndo entrépica. Por outro lado a componente normal
do fluido possui entropia ndo nula. Dessa forma nossa analogia com o espaco de fases
misto se faz considerando que a componente cadtica do espago de fases estd para a
concentragdo do fluido normal assim como a componente regular estd para a porgdo

superfluida (ver Figura 37). Definimos, entdo nosso parametro de ordem como

p=vi-rae (4.4)

onde 7o, = r(n — 00). Em nossos célculos numéricos usamos 7o =~ r(n = 20 x 10°).
Na Figura 38 temos §> como fungéo de 0 na vizinhanca de ¢, mais uma vez para
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Figura 36 — Na escala aberta, todas as curvas parecem coalescer em rry (7). O encarte
mostra detalhes do comportamento assintético de r(n) para diferentes valo-
res de 6.
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Figura 37 — Esquerda: diagrama de fases para o *He no diagrama PV. Direita: concentra-
¢des do hélio normal e superfluido em fung¢do da temperatura (24)(28).

a = 1.04. O ajuste foi feito com a seguinte equagao:

> = P(1+ P,0)0%P (1 + P;6°). (4.5)

Essa equacdo é baseada na férmula assintética de Sigsaas and Ahlers (24), proposta
para a transi¢do A. Devido a grande quantidade de parametros simplificamos o ajuste
seguindo (24). Fixamos P, = —1.8,2B = 0.68, P3 = 0.4 e A = 0.5, deixando livre para
o ajuste apenas P;. O resultado é a linha sélida na figura com P; = 0.1294 £ 0.0013.
Em particular, o valor 2 = 0.68 é muito préximo do valor medido no hélio liquido
2Bexp = 0.677 £ 0.020 (29), que por sua vez, concorda com o resultado predito teorica-

mente via grupo de renormalizagdo Bieor = 0.3454 £ 0.0015 (28). Motivados por essas
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Figura 38 — Simbolos: (> = 1 — r« em funcio de 6 calculado numericamente. Linhas:
Ajuste com a equacdo (4.5) com expoente 23 = 0.68 e A = 0.5, identicos ao
do *He.

concordéncias, fomos em busca de um analogo da capacidade térmica da termodina-

mica para o bilhar.

4.3.2 Capacidade do bilhar e o expoente «

A divergéncia no calor especifico no *He é determinado na maioria das vezes pela
presenca de flutuagdes no parametro de ordem. Pequenas mudancas na temperatura
absoluta T em torno de T, levam a grandes varia¢des da entropia termodinamica S. As
relagdes que definem a capacidade térmica do sistema nos levam a propor a defini¢do
da capacidade do bilhar a partir da entropia de Shannon s(t,a):

0s
c=t (5) (4.6)

Utilizamos séries de tamanho 1 = 10% e médias em 100 pares de condigdes iniciais para
computar as probabilidades {p;} 1N:C1- A Figura 39 mostra s(t) calculada numericamente
para a = 1.04 na regido 0.275 < t < 0.295. Nesse intervalo, hd uma clara evidéncia que
s(t) cresce suavemente se t < t, = 0.2856... e possui um valor positivo e constante para
t>f.

A correspondente capacidade do bilhar ¢(t) é numericamente calculada pela equagao
(4.6) utilizando os dados da Figura 39. O resultado é mostrado na Figura 40, onde é
possivel observar a forma A, caracteristica da transicao.

O proximo passo é estimar o correspondente expoente critico « para a transi¢do
no bilhar. Em experimentos com hélio liquido, o calor especifico é finamente medido

em vérias ordens de grandeza em torno de T;. Em experimentos sem gravidade, por
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Figura 39 — Entropia de Shannon em fungédo de t no BEE para a = 1.04. Aqui f, = fo(a) =
0.2856.... A linha é apenas um guia para os olhos.
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Figura 40 — Capacidade do bilhar em fung¢do de t. A linha é apenas um guia para os
olhos.

exemplo, a resolugdo chega a |0| ~ 10~'? em condicdes ideais. Nossos dados nao séo
tdo ricos e, de fato, torna-se muito ruidoso quando ¢ estd muito préximo de .. Muito
devido & acurdcia limitada da derivada numérica de s(t), que é um conjunto de dados
discretos. Dito isso, temos a Figura 41 mostrando o comportamento de c¢(6). Realizamos
o ajuste dos dados com uma expressdo resultante da teoria de grupo de renormalizagao
(28):

c(0) = Ps + P6§(1 — PV0). 4.7)

Aqui os parametros Ps, P e P; foram mantidos livres enquanto o expoente critico foi

mantido fixo préximo ao valor experimental « = —0.0127. Note que o valor experimen-
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Figura 41 — Simbolos: gréfico log-log de c(6) para t muito proximo de f.. Linha: ajuste
com a equacao (4.7) com expoente critico a = —0.0127.

tal no *He € aexp = —0.01270 + 0.00030 (30), que por sua vez possui um excelente acordo
com o valor predito pela teoria quantica de campos, ateor = —0.01294 £ 0.00060 (31). Os
valores resultantes do ajuste sdo P5 = 37.7 £ 4.6, P, = 0.518 &= 0.066 e P; = 0.267 £ 0.080.

Em suma, foi tracado um paralelo entre a transi¢do A no *He liquido e a mudanca
de um espago de fases misto para um completamente caético quando a linha ty(a)
é cruzada no espaco de parametros do BEE com a € (1,4/4/3). Para quantificar a
transi¢do no espago de fases reduzido, primeiro voltamos a atengdo para o parametro
de ordem do sistema. Em geral, na descri¢do estatistica de sistemas de muito corpos
interagentes escolher o parametro de ordem ndo é uma tarefa muito simples. Felizmente,
no hélio liquido interagente, a parte real do parametro de ordem 1 é proporcional a raiz
quadrada da densidade do superfluido, razdo do sucesso do modelo de dois fluidos.
Nossa analogia no BEE aqui proposta é que essa porgdo superfluida corresponde a fragdo
regular do espago de fases. Aproximando-se de T em baixas temperaturas absolutas,
¥ se anula criticamente com expoente Bexp =~ 0.34, estando em excelente acordo com o
valor predito pela teoria de grupo de renormalizacdo. Por outro lado, o calor especifico
diverge logariticamente quando T ~ T, com o expoente critico sendo um desafio
tanto para experimentais quanto para tedricos. O mais recente valor experimental
em microgravidade data de 2003 e vale aexp >~ —0.0127. Esse valor estd em 6timo
acordo com a teoria 4)4 de Kleinert, aeor ~ —0.01294. Existem varias outras estimativas
tedricas na literatura, mas esse resultado parece ser o melhor comparado ao valor
experimental. Propomos uma analogia na qual tomamos emprestada a definicdo de
capacidade térmica da termodindmica para definir a capacidade do bilhar via a Entropia

de Shannon. Uma parte central da teoria de fendmenos criticos é o conceito de classe de
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a universalidade, caracterizada por um conjunto de expoentes criticos. Prevista pela
teoria de grupo de renormalizagdo, universalidade é determinada apenas por uma
pequena quantidade de caracteristicas como dimensionalidade e graus de liberdade do
parametro de ordem, deixando de lado propriedades microscépicas do sistema. Hélio
liquido possui dimensionalidade 3 e seu parametro de ordem complexo tem 2 graus de
liberdade (valor absoluto e fase da funcio de onda). Assim, o *He é um fluido quantico
que pertence a classe de universalidade tridimensional XY. Por outro lado, o BEE é um
sistema composto por uma particula cldssica confinada no espago cuja complexidade
do espaco de fases é ditada pelos parametros geométricos. Note que existem outros
bilhares com espaco de fases misto (8), mas o BEE nos parece ser tinico. A caracteristica
em comum que motivou esse trabalho é que tanto o *He quanto o BEE possuem uma
linha de transicdo separando duas diferentes fases, uma mista e outra completamente
entrépica. No caso do hélio a linha A estd associada com uma transi¢do de fase de
segunda ordem, enquanto que ty(a) é uma forte candidata para ser o limite inferior
para o caos no BEE se (1 < a < v/4/3). De fato o que foi rigorosamente calculado em
(27) foi o inicio da hiperbolicidade das 6rbitas pantograficas a partir da curva H(a) para
1 < a < v/2no espaco de parametros (t,a). A caracteristica totalmente hiperbélica dessas
Orbitas pode estar associada a presenca de caos em todo o espago de fases, desde que se
possa provar que esse tipo de Orbita seja realmente a tltima a deixar de ser eliptica. Até
onde sabemos, s6 hé evidencias numéricas. Entdo, através da analogia com a transi¢do
de fase real, n6s fornecemos evidéncias numeéricas adicionais de que a linha ty(a) é de
fato um limite critico separando os estadios completamente caéticos dos de espaco de
fases misto. Ajustes satisfatérios foram obtidos no bilhar para os expoentes « e 8, bem
préximos dos valores experimentais no *He dando suporte quantitativo para a analogia.
Certamente existem diferencas entre as duas transi¢des. Por exemplo, o BEE exibe uma
distribui¢do uniforme de ocupacgdo do espaco de fases para t > t., levando a um valor
constante da entropia de Shannon (aqui In N, = In10° = 13.8155...). Isso faz com que a
capacidade do bilhar seja nula para t > t., diferentemente do hélio liquido para T > T).
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5 Quantizacio do bilhar estiadio elip-

tico

5.1 Funcoes de onda cicatrizadas

Bilhares quantizados podem exibir densidade de probabilidade com uma concen-
tracdo extra na vizinhanga de drbitas periddicas classicas desde que a borda as permita.
A essa localizagdo da-se o nome de cicatriz. Esse tipo de localizacdo foi descoberta e
batizada por Eric J. Heller (32). Um estudo quantitativo de cicatrizes no estadio de
Bunimovich pode ser visto em (33). Dada a importancia das 6rbitas pantograficas na
caracterizagdo da dinamica classica do BEE n6s buscamos e encontramos autofunc¢oes
que cicatrizam préximas a Orbitas desse tipo. Apresentamos aqui alguns resultados
preliminares ja publicados em (34). A Figura 42 mostra a densidade de probabilidade
|¢(7)|? correspondente a k ~ 37.3591 no BEE com a = 1.04 e t = 1. Aqui k é o nimero de
onda advindo da equagdo de Helmholtz em (1.20). Importante destacar que para esses
parametros a curva de transigdo classica ja foi ultrapassada e as 6rbitas pantograficas de
todas as ordens j& sdo hiperbélicas. As linhas amarelas na figura representam a 6rbita
pantografica com i = 0 exata. Com origem no centro do bilhar, os pontos de colisdo sdo
(£1.2856..., £ 0.9615...). Esses valores sdo obtidos com o método descrito em (27).

Figura 42 — Densidade de probabilidade |¢(7)|? correspondente a k ~ 37.3591 para o
BEE com a = 1.04 e t = 1. As linhas amarelas representam a 6rbita pantogra-
ficacomi =0.

A seguir, mostramos outros dois exemplos de 6rbitas de ordens diferentes no mesmo
bilhar com a = 1.185 e t = 1. Para esse conjunto de pardmetros mais uma vez estamos
num cendrio onde classicamente todas as 6rbitas pantogréficas sao hiperbdlicas. Na
Figura 43 temos uma densidade de probabilidade que cicatrizou préxima a pantogréfica

de ordem i = 0, representada pela linha amarela com pontos de colisdo dados por
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(£1.6357..., £ 0.8438...). Na Figura 44 a cicatriz dessa vez sombreia uma 6rbita panto-
grafica de ordem i = 1, os pontos de colisdo sdo (£1.2905..., £ 0.9694...) e (0, == 1). Esta
altima figura foi escolhida para a secdo Kaleidoscope da pédgina da Physical Review E
na internet (34). Na Figura 45 a cicatriz é em torno 6rbita com i = 2.

Figura 43 — Densidade de probabilidade |¢(7)|?> correspondente ao autovalor k =~
36.7532 para o BEE com a = 1.185 e t = 1. As linhas amarelas represen-
tam a 6rbita pantografica com i = 0.

Figura 44 — Densidade de probabilidade |¢(7)|?> correspondente ao autovalor k =~
36.7532 para o BEE com a4 = 1.185 e t = 1. As linhas amarelas represen-
tam a 6rbita pantogréfica com i = 0.

Esses resultados preliminares mostrados aqui demonstram a interessante possibili-
dade do estudo de cicatrizes nas autofun¢des do BEE em torno das 6rbitas pantogréficas.
Se ha ou ndo uma relagdo quantitativa entre o fendmeno das cicatrizes e as curvas criticas

t;(a) ainda estd em aberto.
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Figura 45 — Densidade de probabilidade |¢(7)|? correspondente ao autovalor k ~
40.6706 para o BEE com a = 1.278 e t = 1. As linhas amarelas represen-
tam a 6rbita pantografica com i = 2.

5.2 Caracterizacao estatistica

5.2.1 Espacamento entre autovalores vizinhos

Para evitar degenerescéncias nossos 150 000 autovalores foram calculados em 1/4
do BEE, o que corresponde a selecionar apenas os estados impares do bilhar completo.
A autofuncdo mostrada na Figura 44 equivale a um desses estados. Inicialmente nossa
caracterizagdo serd feita através da distribuicdo de espacamentos entre autovalres
vizinhos, p(s). Previamente Lopac e colaboradores (35) estudaram a quantizagdo de
BEEs mas com no maximo 3 000 autovalores, levando a resultados bastante pobres,
como pode ser visto na Figura 46.

Sabemos que a dindmica cldssica no BEE apresenta uma transicdo de regular para
completamete cadtico passando por uma regido no espago de parametros onde o espago
de fases é misto. Com a distribui¢do de Berry-Robnik em maos partimos para tentar
ajustar nossas distribui¢des com essa expressdo. Fixamos a = 1.04 e encontramos que
para valores do pardmetro t préximos a t. = Va2 —1 = 0.285657... a expressio ajusta de
maneira 6tima nossos dados, sendo irrelevante o uso do valor p. calculado previamente,
por apresentarem valores jd muito préximos de 1, como pode ser visto na Figura 47.
Mas para valores de t mais préximos do caso regular, a distribui¢do de BR nédo é mais
capaz de ajustar bem nossos dados, os melhores ajustes podem ser vistos na Figura 48.
Esse resultado se mantém seja utilizando o valor calculado do espaco de fases classico
ou utilizando p. como parametro de ajuste. Isso nos levou a descartar essa distribuicdo
de nossa caracterizagdo.

Outra expressao extremamente conhecida na literatura é a distribui¢do fenomenoloé-
gica de Brody (10), (15)

p(s) = a,(v+1)s"exp(—ays'™). (5.1)
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Figura 46 — Distribui¢des de espacamentos entre primeiros vizinhos apresentados por
Lopac e colaboradores em (35). Aqui, J e 7y sdo parametros geométricos.

|a:1.04 H t:0.285|

0 I 1 1 1 ! 1
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5
s

Figura 47 — Os simbolos azuis representam p(s) calculada paraa = 1.04 e t = 0.285. A
linha vermelha é um ajuste com a expressao em (1.32). O valor retirado do
ajuste é p. = 0.9688 £ 0.0030. J& o valor calculado do espago de fases classico
é pc = 0.998329, ambos em excelente acordo com o resultado de p(s).

Nela, através de um tinico pardmetro de ajuste v, se passa pela distribuicdo de Poisson
(v = 0) até chegar ao GOE (v =1). Onde a, = [T (%)}Hl e I'(x) é a fungdo gamma.
Além de ser puramente fenomenolégica outra caracteristica destacavel da distribuicao
de Brody é sempre apresentar p(s = 0) =0, o que chamamos de repulsdo de niveis.
Para a distribuicdo de BR por exemplo, p(s = 0) = 1 — p?, apresentando repulsio de
niveis apenas no caso completamente caético com p. = 1. A utilizacdo da distribuigdo de
Brody para ajustar nossa p(s) mostrou-se extremamente eficiente para todos os valores
de t testados. Mostramos como exemplos na Figura 49 as mesmas distribui¢ées que

mostramos anteriormente para fins de comparacdo. No fim do capitulo colacaremos
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Figura 48 — Os simbolos azuis representam o p(s) calculado. As linhas vermelhas sdo os
melhores ajustes com a distribui¢do de BR, exemplificando sua incapacidade
de representar bem nossos dados.

os resultados para todos os bilhares calculados. Na Figura 50 temos como o parametro
de Brody varia em relacdo ao parametro geométrico t. Para valores de t pequenos,
temos o parametro também pequeno e um crescimento monotdnico e suave segue com
pequenas flutuagdes. Perto da t, o parametro alcanca valores muito préximos de 1,
como esperado.

a=1.04 ; t=0.285 a=1.04 ; t=0.1
T T T T T T T T T T T

p(s)

35 "00 05 1.0 15 20 25 3.0 35
s s

a=104 ; t=0.05 a=1.04 ; t=0.02

p(s)
p(s)

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

s s

Figura 49 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada. As linhas vermelhas sdo
os melhores ajustes com a distribui¢do de Brody. Da esquerda para direita
e de cima para baixo os valores retirados dos ajustes sdo 0.96764-0.0085,
0.8591+0.0076, 0.506340.0058 e 0.201140.0032.

Por dltimo, testamos a distribuigdo de Berry-Robnik-Brody (BRB), uma interpolagao



Capitulo 5. Quantizagdo do bilhar estddio eliptico 60

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

1 Lo v b b v b v by v L 1
1 c§®0080359003%
] L R L
0.8 — »® ~ 0.8
..
0.6 — L4 — 0.6
=) ®
0.4 ® 0.4
L ]

0.2 ° ~ 0.2
] e L
048 a=104|_,
T T LA N B S B B B s B e

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 50 — Parametro de Brody em funcdo de t para a = 1.04.

das duas citadas anteriormente (17). Como mencionado no capitulo 1 a expressao

resultante fica

; 1
p(o) =esp(—pre) I @k o)+

+ 2000 + (B+ )agpl s lexpl—ap(pes)P 1]}, (5:2)

onde novamente p, e p. sdo as fragdes do espaco de fases classico regular e cadtico

. : o p+2\1PH1 )
respectivamente. Assim como na distribuigdo de Brody ag = [F (W)] eQ(x)éa

funcdo gamma incompleta. Os valores previamente calculados de p. estdo na Figura
51 e foram mantidos fixos no ajuste, utilizando apenas  como tinico parametro livre.
Novamente mostramos na Figura 52 os resultados para os mesmos bilhares anteriores e
no fim deste capitulo mostraremos todos eles. Diferentemente da distribuicdo de BR
para todos os bilhares calculados, as p(s) sdo bem ajustadas pela distribui¢do de BRB.
Assim como o parametro v de Brody, o parametro f mostrou um suave crescimento em
fungdo do paradmetro t, como pode ser visto na Figura 53.

Com esses resultados concluimos que a distribuicdo de Berry-Robnik-Brody foi a
melhor em descrever as distribui¢des de espagamentos entre autovalores vizinhos em
sistemas cujo espago de fases classico é misto. Apesar do ingrediente fenomenolégico
da distribui¢do de Brody, ela possui como parametro uma quantidade classica e foi
capaz de ajustar bem todos os nossos resultados. Assim como na dindmica cldssica, esta-
vamos buscando algum comportamento critico em algum quantificador que indicasse a
transi¢do ordem-caos. Os pardmetros de ajuste de Brody e BRB para p(s) mostravam-se

bons candidatos para esse fim mas num intervalo pequeno de t préximo a ¢, ndo é
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Figura 51 — Porgdo caética do espago de fases classico em fungdo de t para a = 1.04.
Note que a = 1.04 é um valor préximo a a = 1 que corresponde ao estadio
de Bunimovich, completamente cadtico para qualquer ¢ > 0.

a=1.04 ; t=0285 a=1.04 ;t=01

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35

s s
a=1.04 ; t=0.05 a=1.04 ; t=0.02

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35

Figura 52 — Os simbolos azuis representam o p(s) calculado. As linhas vermelhas sdo
os melhores ajustes com a distribui¢do de BRBR. Os valores de (t,0.,8)
sdo (0.285, 0.998329, 0.9715+0.0085), (0.1, 0.994202, 0.8707+0.0081), (0.05,
0.971570, 0.5386+0.0072 ) e (0.02, 0.889535, 0.2517+0.0044).

possivel ver uma descontinuidade seja na fun¢do ou em sua derivada, como encontrado

na entropia de Shannon no caso classico.

5.2.2 Rigidez espectral
Seguindo com a analise estatistica dos espectros de autovalores de energia

apresentaremos resultados da rigidez espectral

E+L
ML) = (min T [ [(E) - AE — BPdE), 53)
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Figura 53 — Pardmetro B em funcdo de f para a = 1.04.

onde 7(E) é a func¢do escada dos autovalores desdobrados e AE + B é a melhor reta
que ajusta a fungdo no intervalo (E,E 4 L). Na Figura 54 seguem algumas curvas para
os mesmos bilhares mostrados anteriormente, mostrando como a rigidez espectral se
afasta do resultado % da distribuicdo de Poisson e se aproxima do resultado do GOE.
Na busca de um quantificador que pudesse apresentar um comportamento critico,

testamos

B Aét) (L — 15) . A:())POiSSOH)(L — 15)
p(t) = (GOE) (1 _ (Poisson) /1 __ : (5.4)
ACOD(L = 15) — Al (L =15)

Desse modo, temos que no caso integravel, p(t = 0) = 0 e num caso totalmente GOE,
teriamos p(t > t.) = 1. A escolha do valor da func¢do em L = 15 se deu pelo fato de
que no caso de Poisson é nesse ponto em que a rigidez atinge o valor numérico 1,

simplificando a escrita do pardmetro para

) _ ()
AV =15-1 1-al(15)
P() =800 —1 — (5:5)

0.726198... -

Na Figura 55 temos o comportamento de p(t). Como esperado p(t) apresentou um cres-
cimento partindo de zero até valores préximos de 1. Infelizmente com uma curvatura

que ndo permite a identificacdo de um comportamento critico em fo(a).
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Figura 54 — Rigidez espectral para alguns BEEs. A medida que se afasta de t = 0 se
aproximando de ¢, as curvas se afastam do resultado de Poisson ficando
mais préximas de GOE.
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Figura 55 — Parametro proposto para quantificador. Ele cresce suavemente de 0 até
valores proximos a 1.

5.3 Analise do ruido 1/ f*

Vimos no capitulo 1 que a estatistica J,, ¢ definida por

5= Y (5i— () = Eus1 — Er —n, 5.6)
=1

1

onde E; é 0 i-ésimo nivel de energia desdobrado e s; = E; 1 — E; é 0 espacamento entre
primeiros vizinhos.

Flutuagoes tipicas sdo mostradas na Figura 56 para os estddios com a = 1.04 e
t=0.285t=0.1,t =0.05e t = 0.02. Elas apresentam forma similar a uma série temporal
discreta, cujo comportamento estatistico das flutua¢des pode ser expresso pelo espectro
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Figura 56 — Séries definidas como na equacao (5.6).

de poténcia

2
, (5.7)

1 X 27tk
S(k) = ‘— dnexp (—i—n)
ik M

onde M é o tamanho da série. Em geral, para reduzir flutuacdes estatisticas, faz-se uma
média em vérias séries resultando num espectro de poténcia médio (S(k)). Nossos
célculos foram feitos com 400 séries todas com M = 256 autovalores consecutivos. Uma

lei de escala

1

(S0) ~ = 69

é esperada para cada estadio. Os resultados paraa =1.04 et =0.285,t = 0.1, t = 0.05
e t = 0.02 sdo mostrados na Figura 57. As linhas sélidas sado ajustes lineares. Assim
como em (18), para estadios cujo espago de fases é misto encontramos valores de & no
intervalo (1,2).

Investigamos a presenga do ruido 1/ f* em mais estddios variando-se o parametro t.
Os gréficos de S(k) estdo no fim deste capitulo na Figuras 65, 66 e 67. O comportamento
de «(t) estd na Figura 58. Para f = 0, caso integravel classicamente, o expoente obtido foi
1.779 £ 0.018. Relativamente longe do esperado valor de 2. Para t = 0.285, valor muito
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Figura 57 — Simbolos: graficos log-log de (S(k)) como definidos na equagéo (5.7) para
os estddios coma =1.04et =0.285,t=0.1,t = 0.05 e t = 0.02. O expoente
« é extraido através da reta de ajuste (linha vermelha).

proximo da transigdo cldssica em f. = 0.285657..., 0 expoente obtido foi 1.278 £ 0.014,

valor mais préximo de 1.
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Figura 58 — Expoente « do espectro de poténcia como funcdo do pardmetro geométrico

t paraa = 1.04.

Neste capitulo apresentamos o estudo da quantizagdo do bilhar estadio eliptico.

Mostramos fung¢des de onda cicatrizadas em 6rbitas periddias cldssicas do tipo panto-

gréfica e fizemos uma caracterizacdo estatistica de correla¢des de curto alcance através

do calculo da distribuigdo de espagamento entre primeiros vizinhos, p(s) e de longo
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alcance através da rigidez espectral A3(L). Por fim, investigamos a presenca do ruido
1/ f* no espectro de energia dos bilhares quantizados. Em todas as analises foi fixado
a = 1.04 e obtivemos espectros de energia para varios valores de t. Nenhuma das estatis-
ticas foi capaz de fornecer um parametro que quantificasse a transi¢do como observado
na mecanica cldssica por mais que as quantidades calculadas como p(s) e Deltas(L)
apresentem uma mudanga qualitativa em seus comportamentos quando variamos ¢
entre (0,t.(a)).
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Figura 59 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada. As linhas vermelhas sio os
melhores ajustes com a distribui¢do de Brody.
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Figura 60 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada. As linhas vermelhas sdo os
melhores ajustes com a distribui¢do de Brody.
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Figura 61 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada
melhores ajustes com a distribui¢do de Brody.

. As linhas vermelhas sdo os
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Figura 63 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada. As linhas vermelhas sdo os
melhores ajustes com a distribui¢do de BRB.
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Figura 64 — Os simbolos azuis representam a p(s) calculada. As linhas vermelhas sdo os
melhores ajustes com a distribui¢do de BRB.
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Figura 65 — Os simbolos representam o S(k) calculado. As linhas vermelhas sdo ajustes
lineares.
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6 ConclusoOes e perspectivas

Nesta tese apresentamos resultados numéricos sobre a dinamica cléssica e a
quantiza¢do em duas familias de bilhares. A BTI, composta por bilhares triangulares
irracionais cujos lados sdo inteiros consecutivos N,N 4+ 1,N 42, com 3 < N < co. Neste
caso, é possivel mostrar que todos os dngulos sdo irracionais com 7. A outra familia,
BEE, é biparamétrica e composta por estddios elipticos de semieixo menor unitario,

semieixo maior a e trecho retilineo de comprimento 2t.

Nos BTIs testamos uma antiga conjectura sobre sua dindmica classica devida a Casati
e Prosen (CP). Ela diz que a dindmica nesses bilhares é fortemente mixing, generalizando
o rdpido decaimento das fungdes de correlagdo obervado em apenas 2 tridngulos. Mos-
tramos que essa conjectura ndo foi satisfeita para muitos tridngulos da familia N de BTIs.
As correlacoes decaem com expoentes variados, sempre com 0 < —¢ < 1, indicando
assim, que muitos tridngulos da familia sdo fracamente mixing. Com base nessas obser-
vagOes, podemos inferir que a irracionalidade ndo determina a dindmica, mas sim a
geometria. Com todos os dngulos irracionais com 71, os tridngulos da familia apresentam
comportamentos ergodicos distintos. No ambito da quantizagdo, utilizamos um método
de scaling para obter 150 000 autovalores de energia para cada bilhar. Mostramos que
os tridngulos que sdo fortemente mixing exibem comportamento quéantico préximo ao
do ensemble gaussiano ortogonal (GOE) das matrizes aleatdrias. Os fracamente mixing,
exibem estatisticas intermediarias entre GOE e de uma distribui¢do do tipo 4(s). Além
disso, calculamos a estatistica J,, e seu espectro de poténcia S(k). Mostramos que para
os membros da familia N préximos ao GOE (S(k)) decai com expoente a préximo a
1. Baseado nesses resultados conjecturamos que sistemas quanticos que apresentem
caracteristicas espectrais do tipo GOE devem ter em sua contrapartida cldssica uma
dindmica fortemente mixing e ndo necessariamente cadtica, como sugere a conjectura
frequentemente citada na literatura. Como a motivagdo para esse estudo vem do fato
de que todos os bilhares em poligonos ndo sdo cadticos mas com a possibilidade de ser
mixing, uma possivel exploracdo desse resultado seria expandir a andlise para outros
poligonos.

Para os BEEs tracamos um paralelo entre a transi¢ido A no *He liquido e a mudanga
de um espacgo de fases misto para um completamente caético quando a linha ty(a) é
cruzada no espago de parametros do BEE com 1 < a < v/4/3. Construimos um para-
metro de ordem para o bilhar e obtivemos o expoente critico § =~ 0.34. Definimos uma
capacidade do bilhar em analogia a capacidade térmica da termodinamica. Nossa defi-

ni¢do foi baseada na entropia de Shannon e obtivemos o expoente critico a« >~ —0.0127
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para a divergéncia na capacidade do bilhar. Esses resultados numéricos estdo quantitati-
vamente em acordo com aqueles observados no hélio liquido e calculados via grupo
de renormalizagéo e teoria ¢* também para o hélio liquido. Isto fornece interessante
suporte para a conjectura de Markarian e colaboradores sobre o limite inferior para o
caos no espago de pardmetros (f,a). Nossos célculos foram todos feitos na regido de
(t,a) onde apenas as Orbitas pantograficas de ordem zero podem ser elipticas. Uma ex-
celente extensdo do que fizemos aqui seria analisar o que acontece quando cruzamos as
curvas de instabilidade das outras pantograficas a fim de verificar se hd comportamento
critico ao cruzar cada curva ou apenas ao cruzar a curva limite H(a). Outro adendo
interessante seria cruzar a curva H(a) mantendo-se f fixo e variando-se a. No ambito
da quantizagdo, apresentamos fun¢des de onda cicatrizadas em 6rbitas pantograficas.
Como perspectiva seria interessante uma busca da cicatrizagdo de 6rbitas de ordens
superiores. Investigamos a distribui¢do de espagamento entre primeiros vizinhos p(s),
a rigidez espectral A3(L), e a presenga de ruido 1/ f* na estatistica ¢,. Na regido do
espago de parametros onde o espaco de fases é misto todas as estatisticas apresentaram
resultados intermediarios entre Poisson e GOE. A destacar a ndo efic4cia da distribui-
¢do de Berry-Robnik em descrever todos as p(s) obtidos. No entanto a distribui¢ao
fenomenolégica de Brody e a de Berry-Robnik-Brody, uma composic¢do das anteriores,
descrevem muito bem p(s) para todo o conjunto de parametros testado. Infelizmente
nao conseguimos observar uma linha critica t.(a) a partir das estatisticas quanticas
investigadas em contrapartida ao caso classico. Uma outra geometria que apresentasse
uma transic¢do critica entre um espaco de fases misto e outro caético, ou uma outra
propriedade quéntica que exibisse criticalidade, seriam bem vindas como adig¢oes ao

trabalho aqui apresentado.

Extendendo os estudos feitos até entdo sugerimos o estudo dos bilhares apresentados
como cavidades abertas seguindo (36) (37) (38) (39) (40). A ideia inicial é considerar a
densidade de probabilidade calculada via VS como a intensidade da onda espalhada e

simular numericamente os resultados apresentados nas referéncias citadas.
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APENDICE A - Dinamica Numérica
no Bilhar Estadio Eliptico

Descreveremos aqui como é gerada numericamente a dinamica cldssica no
Bilhar Estadio Eliptico dados os parametros (¢,4) e uma condigdo incial. Primeiramente
precisamos escrever o bilhar num sistema de coordenadas, como indicado na Figura 68.

Nominaremos as partes do contorno com as seguintes regras:

v

A 7 5%

Figura 68 — Bilhar Estddio Eliptico no sistema de coordenadas.

2
[—y=0 ; II—>y:\/1—(x t), (A.1)

a

II—y=1 ; IV—x=0, (A.2)

onde os pontos A,B,C e D sdo

A=(00) ; B=(a+t0) ; C=(t1) ; D=(01). (A.3)

De posse disso, podemos escolher uma condicdo inicial em uma das partes do contorno.
Comecaremos por simplicidade com uma condicdo inicial partindo da parte IV, ou

seja, com x = 0. Sorteamos entdo um nimero aleatério entre (0,1) para yg e outro entre
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(—1,1) para vy, sendo vyg = /1 — 0130/ ou seja, a particula ja estd saindo ap6s a colisdo.

De acordo com a Figura 69 existem 2 angulos criticos dados por

1 = arccos SR ; §p=arccos : (A4)
1+ (ay—ft)2 - (1#>2
Ay
D C
Yo
A i >

X

Figura 69 — Angulos criticos para trajetéria saindo da parte IV.

Com as duas componentes da velocidade conhecidas, podemos determinar o angulo

que da trajetéria, definido aqui como

0
tang = 2. (A.5)
Ux0

Com isso, temos as seguintes condi¢gdes para o destino da trajetdria:

® Se {p < 6 < T — trajetéria segue para a parte III.

e Se 7 < 6 < 1 — trajetdria segue para a parte L.

e Se > ¢1 ou 0 <, — trajetdria segue para a parte II.

Agora precisamos calcular qual serd a nova posigdo da particula, seja para que parte
do contorno ela tenha seguido. Como conhecemos a condigdo inicial, a reta por onde a

trajetoria passa é dada por

Yy =1yo + xtané. (A.6)
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Substituindo (A.6) nas equagdes (A.1) e (A.2), temos:

tanf ’

e Para a parte Ill — (x,y) = (1_y° 1).

e Para a parte | — (x,y) = (—25,0).

tanf”’

e Para a parte I — (x,y) = (X¢,Ye)-

Onde x, é solugdo da equacdo de 2° grau a seguir com xo =0 tal que t < x, <a+te

Ye € 0 correspondente valor na elipse.

x?(14atan?0) — 2x[t 4 a®tan B (xptanb — yo)] + t2 + a*[(xptanf — yp)> — 1] =0. (A.7)

Mais adiante mostraremos como se calcula a nova velocidade dado o ponto no contorno
no qual a particula colide. Seguiremos mostrando dada uma certa trajetoria saindo de
uma das partes, para que parte a particula segue dada a velocidade. Supomos agora
uma trajetoria saindo da parte I, entdo estaremos em um xp tal que 0 < xp <a +t. A

Figura 70 mostra os dois angulos criticos desse caso.

¢1 = arccos | ————— ; ¢p = arccos

£ %o ] . (AS)
1+ (t - XO)Z

A

Figura 70 — Angulos criticos para trajetéria saindo da parte 1.

As condigOes para que parte a trajetéria segue ficam:
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e Se § > {1 — trajetéria segue para a parte IV.

e Se {» < 0 < §1 — trajetéria segue para a parte IIL.

e Se 0 < {p — trajetOria segue para a parte IL

A reta por onde passa a trajetdria saindo da parte I é dada por

y = (x — xp)tané. (A9)

Substituindo (A.9) nas equacgdes (A.1) e (A.2), temos:
e Para a parte IV — (x,y) = (0, — xotan®).
e Para a parte Ill — (x,y) = <x0 + taﬁ,l).
e Para a parte I — (x,y) = (X¢,Ye)-
Onde x. é solucdo de (A.7) com yp = 0 tal que t < x, < a +t e y, é o correspondente

valor na elipse. Agora veremos para uma trajetoria saindo da parte III. Estaremos em

um x tal que 0 < xp < t. A Figura 71 mostra os angulos criticos desse caso.

1 1
;  {p=arccos | —————| . (A.10)

- 1 2 / 1 2
I+ <a+tfx0> 1+ <%>

¢1 = arccos

A I

Figura 71 — Angulos criticos para trajetéria saindo da parte III.
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As condi¢des com os angulos criticos ficam:

e Se 0 > {1 — trajetéria segue para a parte II

® Se p < 0 < {1 — trajetéria segue para a parte L.
® Se 0 < ¢, — trajetOria segue para a parte IV.

A trajet6ria saindo da parte III obedece a reta

y=14 (x — xp) tané. (A.11)

Substituindo (A.11) nas equagdes (A.1) e (A.2), temos:
e Para a parte IV — (x,y) = (0,1 — xptan®).
e Para a parte I — (x,y) = <x0 — ﬁ,O)
e Para a parte I — (x,i) = (x¢,Ye)-

Onde x, é solucdo de (A.7) com yp =1 tal que t < x, < a +t e y, é o correspondente
valor na elipse. Por tiltimo serd mostrado para trajetéria saindo da parte II. Estaremos
em um ponto (xo,o) pertencente a elipse. Na Figura 72 mostramos os angulos criticos.
Nesse caso, temos 4 angulos criticos. Pois essa é tinica situacdo desse bilhar onde a
particula pode ser refletida na mesma parte em que incindiu.

1 1
¢q = arccos | — ;  Cp=arccos | — . (A12)

2
1+ (552) 1+ (52)

1 1
¢3 = arccos | ——— ; (4 =arccos | — . (A.13)

2 2
Y ¥
1+ (%) 1+ ()

De modo que as condigdes para as trajetorias sdo:

® Se ¢» < 0 < 1 — trajetéria segue para a parte III.

e Se 0 > {; ou 0 < {3 — trajetdria segue para a parte IV.
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AY
oI — z
S1
1 &
Y T —— -
1
|
[ (Xo» Yo)
1
|
I -
& S >
A B
X
Figura 72 — Angulos criticos para trajetéria saindo da parte II.
® Se 0 > (3 ou 0 < {4 — trajetoria segue para a parte L.
® Se ¢4 < 8 < » — trajetéria segue para a parte II.
Uma trajet6ria que sai da parte II pertence a reta
vy =yo~+ (x — xp) tané. (A.14)

Substituindo (A.11) nas equagdes (A.1) e (A.2), temos:

e Para a parte Ill — (x,y) = (xo TR )

tanf /

e Para a parte IV — (x,y) = (0,y0 — xptan®).
e Para a parte | — (x,y) = (o — :225,0).

tanf”’

e Para a parte I — (x,i) = (x¢,Ye)-

Onde x, é solugdo de (A.7) tal que t < x, < a+t e y, é o correspondente valor na

elipse. Nesse caso também deve ser observado a dire¢do que a particula seguira. Se

vy >0, x, > xpese vy <0, x, < xg.

Até aqui conhecemos qual o destino da particula dado o ponto e o angulo de

partida em uma das partes da borda. Agora mostraremos como esse angulo de partida

é calculado a partir do angulo de chegada. Serd mostrado como o vetor velocidade

(vx,vy) é transformado numa coliséo. O angulo é obtido via a equacio (A.5). As colisdes

eldsticas nas partes [, Ill e IV s@o triviais. Bastando trocar o sinal de v, para as partes
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I e IIl e de vy para a parte IV. Daqui ja podemos retirar o seguinte, para uma colisdo
elastica basta trocar o sinal da componente da velocidade que é normal a borda. Com
isso, uma colisdo na parte Il ndo é trivial e varia com o ponto da colisdo. Para calcular a
nova velocidade precisamos ir para um referencial rotacionado (como o da Figura 73).
Nesse referencial podemos inverter a componente v, rotacionada e depois voltar ao

referencial original. Em termos de matrizes de rotagdo ficariamos com

(0> Yo)

=V

Figura 73 — Colisdo na parte II.

Mc=U_¢,Ucly,. (A.15)

Onde LAlgn representa a primeira troca de referencial, U a troca de sinal da componente

normal da velocidade e U_, a volta ao referencial original. Explicitamente ficamos com

Mc _ <cos€n —sen(jn) (1 0 ) ( coséy sen§n> . (A16)
send, C€osCy 0 —1 —seng, CosCy
Mo — (cosZ(jn sen2¢, > . (A17)
sen2l, —cos2¢,

O angulo de rotacdo ¢, é obtido através da derivada em relagdo a x da equagdo da elipse

contida em (A.1).
_\/1_(x—f)2¢d_y_ f-x (A.18)
y P X oy — (17 .

f— Xo ] . (A.19)

A seguir, rotina desenvolvida por nés em C. Ela é capaz de gerar uma trajetéria no BEE
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para quaisquer valores dos parametros, inclusive para um semieixo maior diferente de
1.
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
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#define PI 3.141592653589793

//Funcoes.
double mov(int , double , double , double , double );
double Ganma(int , double , double );

//Varidveis Globais.

double a, b, e; //Parametros do bilhar, Eixo maior(horizontal > 1), Eixo menor (Vetical = 1) e
Separacao.
double X, Y, X0, YO, Vx, Vy, XM, Xm, YM, Ym; //Coordenadas final e inicial entre duas colisbes, as

velocidades e auxiliares.
double X3, Y3; //Coordenadas do vértice superior.

double

angl, ang2, ang3, ang4;

int lado; //Variavel que designa o lado no qual a particula estd incidindo.

int main(){

FILE *pontos file;
pontos file=fopen("pontos.txt","w+")

int Tt = 1000000 //Tempo total de cada amostra.

int m, o;

angl = 0;

ang2 = 0;

ang3 = 0;

ang4 = 0;

b=1;

a = 1.04;;

e = 0.28;

X3 = e;

Y3 = b;

//0 lado de incidéncia inicial é o 4.
lado = 4;

X0 = 0.0;

YO = 0.5;

Vy = 0.5;

VX = - sqrt(1l-Vy*Vy);
m=0;

//Este ciclo gera uma trajetéria dada uma condicdo inicial.
for (o =0 ; ; o++) {

if (lado == 4){

if (m%5 == 0) fprintf (pontos file, "%f %f\n", YO, Vy);
m++;

}

//0rdeno a particula a realizar uma nova colisao
mov (lado, X0, Y0, Vx, Vy);

//Redefino as coordenadas iniciais depois da colisao.
X0 = X;

YO =Y;

if (m == Tt) break;
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}

fclose (pontos file);

}

//Ganma tem como entrada o lado de incidéncia e o ponto sobre o qual incide a particula.
//Retorna o angulo critico a partir do qual a particula serd refletida para um lado ou para outro.

double Ganma(int lad, double x0, double y0){

double templ, temp2, temp3;
switch (lad){
case 1:
templ = X3 - x0;
angl = acos(templ/sqrt(templ*templ + Y3*Y3));
ang2 = acos(-x0/sqrt(x0*x0 + Y3*Y3));
break;
case 2:
templ = X3 - x0;
temp2 = Y3 - y0;
temp3 = x0 - X3 - a;
angl = acos(templ/sqrt(temp2*temp2 + templ*templ));
ang2 = acos(-x0/sqrt(temp2*temp2 + x0*x0));
ang3 = acos(x0/sqrt(y0*yd + x0*x0));
ang4 = acos(temp3/sqrt(y0*y0 + temp3*temp3));
break;
case 3:
templ = x0 - a - X3;
angl = acos(x0/sqrt(Y3*Y3 + x0*x0));
ang2 = acos(templ/sqrt(Y3*Y3 + templ*templ));
break;
case 4:
templ = Y3 - y0;
temp2 = X3 + a;
angl = acos(X3/sqrt(templ*templ + X3*X3));
ang2 = acos(-temp2/sqrt(temp2*temp2 + y0*y0));
break;
}
}

//mov tem como entrada o lado de incidéncia, o ponto de incidéncia e a velocidade de incidéncia.
//Ela modifica a velocidade de incidéncia, as coordenadas de incidéncia e a variavel lado.
double mov(int lad, double x0, double y®, double vx0, double vy0 ){

double ang r, tgt, teta, A, B, C;
switch (lad){
case 1:

Ganma(1,x0,y0);
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Vx=vx0;

Vy=-vy0;

tgt=Vy/Vx;

ang_r=atan(tgt);

if (ang r < 0) ang _r += PI;

if (ang_r < angl) {
lado = 2;

A =1 + a*a*tgt*tgt/Y3/Y3;

B = - 2*%(X3 + xO*a*a*tgt*tgt/Y3/Y3);
C = X3*X3 - a*a + x0*x0*a*a*tgt*tgt/Y3/Y3;
XM = ( - B + sqrt(B*B - 4*A*C))/2/A;
Xm = ( - B - sqrt(B*B - 4*A*C))/2/A;
YM = Y3*sqrt(l - (XM - X3)*(XM - X3)/a/a);
Ym = Y3*sqrt(l - (Xm - X3)*(Xm - X3)/a/a);

if (XM > 0 && Xm < 0){

X = XM;
Y = YM;
}

if (Xm > 0 & XM < 0){

X = Xm;
Y = Ym;
}

if (XM > 0 && Xm > 0){

if (XM > X3 & Xm < X3){

X = XM;
Y = YM;
}

if (XM < X3 & Xm > X3){

X = Xm;
Y = Ym;
}

if (XM > X3 && Xm > X3){

if (Vvx > 0){
X = XM;
Y = YM;
}

if (Vx < 0){
X = Xm;
Y = Ym;
}
}

}

if (ang_r > angl && ang r < ang2) {
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0 + Y3/tgt;
3

if (ang_r > ang2){

lado = 4;
X = 0;
Y = - x0*tgt;

}

break;

case 2:

Ganma(2,x0,y0);

teta = atan(Y3*(X3 - x0)/a/sqrt(a*a - (x0 - X3)*(x0 - X3)));
if(teta < 0) teta += PI;

Vx = vx0*cos(2.0*teta) + vyO*sin(2.0*teta);

Vy =

- vy0*cos(2.0*teta) + vx0*sin(2.0*teta);

tgt=Vy/Vx;
ang_r=atan(tgt);

if

if

if

if

if

if

if

(ang_r < 0) ang r += PI;

(ang_r > ang3 && ang_r < PI/2) {

lado = 1;

X = x0 - y0/tgt;
Y = 0.0;

}

(ang_r < ang4 & ang r > PI/2) {

lado = 1;

X = x0 - yo/tgt;
Y =0.0;

}

(ang r < ang3 && ang r < PI/2) {

lado = 4;

X = 0;

Y = y0 - x0*tgt;
}

(ang_r > ang2 && ang_r > PI/2) {

= 4;

1] IIQ_

la
X 0,

Y y0 - xO0*tgt;

}

(ang_r > angl && ang r < ang2) A

3;
+ (Y3 - y0)/tgt;

] IIQ_

la
X
Y

U\JOII

X
Y
}

(ang_r > ang4 && ang r < angl) {
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1 + a*a*tgt*tgt/Y3/Y3;
- 2¥a*a*tgt*(x0*tgt - y0 + Y3*Y3*X3/a/a/tgt)/Y3/Y3;
X3*X3 - a*a + a*a*(y0*yd + x0*x0*tgt*tgt - 2*x0*y0*tgt)/Y3/Y3;

lado = 2;

A =

B =

C =

XM =

Xm =

YM =

Ym =

if (XM > 0 &
X = XM;
Y = YM;
}

if (XM < 0 &&
X = Xm;
Y = Ym;
}

if (XM > 0 &
if (XM
if (XM
if (XM
}

break;

case 3:

Ganma(3,x0,y0);

Vx = vx0;
Vy = -vy0;
tgt=Vy/Vx;

ang r=atan(tgt);

Xm < 0){

Xm > 0){

Xm > 0){

> X3 && Xm < X3){

X = XM;
Y = YM;
}

< X3 && Xm > X3){

X = Xm;
Y = Ym;
}

> X3 && Xm > X3){

if (Vx >

0){

XM;
YM;

0){

= Xm;
Ym;

( - B+ sqrt(B*B - 4*A*C))/2/A;
( - B - sqrt(B*B - 4*A*C))/2/A;
Y3*sqrt(l - (XM - X3)*(XM - X3)/a/a);
Y3*sqrt(l - (Xm - X3)*(Xm - X3)/a/a);
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if (ang_r < 0) ang r += PI;

if (ang_r < angl) {

X = 0;
Y = Y3 - x0*tgt;;

if (ang_r > angl && ang r < ang2) {

lado = 1;
X = x0 - Y3/tgt;
Y = 0.0;

if (ang_r > ang2) {

- 2*%a*a*tgt*( - 1 + (xO*tgt/Y3) + (X3*Y3/a/a/tgt))/Y3;
X3*X3 + a*a*x0*tgt*( - 2 + xO*tgt/Y3)/Y3;

lado = 2;

A = 1 + a*a*tgt*tgt/Y3/Y3;

B =

C =

XM = ( - B + sqrt(B*B - 4*A*(C))/2/A;
Xm = ( - B - sqrt(B*B - 4*%A*C))/2/A;
YM =

Ym = Y3*sqrt(1l -

if(Xm > 0 && Ym > 0) {
if(Xm > X3){

X = Xm;
Y = Ym;
}
}
if(XM > 0 & YM > 0) {
if (XM > X3){
X = XM;
Y = YM;
}
}
}
}
break;

case 4:

Ganma(4,x0,y0);

Vx = -vx0;
Vy = vy0;
tgt=Vy/Vx;

ang r=atan(tgt);
if (ang_ r < 0) ang r += PI;

if(ang r < PI/2 && ang r > angl) {

o

ado = 3;
Y3 - y0)/tgt;
3

’

< X~
o

(
Y

}

if(ang r > PI/2 && ang r < ang2) {

(
(

Y3*sqrt(l - (XM - X3)*(XM - X3)/a/a);
(Xm - X3)*(Xm - X3)/a/a);
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lado = 1;
X = -y0/tgt;
Y =0.0;
}

if(ang r < angl && ang r < PI/2) {

lado = 2;

A =1 + a*a*tgt*tgt/Y3/Y3;

B = - 2*%(X3 - a*a*y0*tgt/Y3/Y3);

C = X3*X3 + a*a*( - 1 + y0*y0/Y3/Y3);

XM = ( - B + sqrt(B*B - 4*A*(C))/2/A;

Xm = ( - B - sqrt(B*B - 4*A*C))/2/A;

YM = Y3*sqrt(l - (XM - X3)*(XM - X3)/a/a);
Ym = Y3*sqrt(l - (Xm - X3)*(Xm - X3)/a/a);

if(Xm > 0 && Ym > 0) {

if(Xm > X3){
Xm;
Ym;

X
Y
}

}

if(XM > 0 & YM > 0) {

if (XM > X3){
XM;
YM;

< X

}
}

if(ang r > ang2 && ang r > PI/2) {

lado = 2;

XM = (Y3*Y3*X3/a/a - yO*tgt + Y3*sqrt(tgt*tgt + Y3*Y3/a/a - yb*y0/a/a -
EX3*X3*tgt*tgt/a/a - 2*y0*X3*tgt/a/a))/(tgt*tgt + Y3*Y3/a/a);

Xm = (Y3*Y3*X3/a/a - y0*tgt - Y3*sqrt(tgt*tgt + Y3*Y3/a/a - yb*y0d/a/a -
EX3*X3*tgt*tgt/a/a - 2*y0*X3*tgt/a/a))/(tgt*tgt + Y3*Y3/a/a);

YM = Y3*sqrt(l - (XM - X3)*(XM - X3)/a/a);

Ym = Y3*sqrt(l - (Xm - X3)*(Xm - X3)/a/a);

if(Xm > 0 && Ym > 0) {

if(Xm > X3){
X = Xm;
Y = Ym;
}

}

if(XM > 0 & YM > 0) {

if (XM > X3){
X = XM;
Y = YM;
}

}

}

break;
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APENDICE B - Método de Scaling de

Vergini e Saraceno

Este apéndice apresentard um resumo do trabalho de E. Vergini e M. Saraceno
(VS) intitulado Calculation by scaling of highly excited states of billiards, publicado na
Physical Review E em 1995 (12). Apresentaremos ao fim uma rotina desenvolvida no
Mathematica para o calculo dos autovalores do estddio eliptico. Nesse trabalho é proposto
um método que fornece diretamente todos os autovalores e autofun¢des de um bilhar
bidimensional em um estreito intervalo de energia via a solugdo de um problema de
autovalor generalizado. Isso é possivel através do uso do scaling que permite escrever
a chamada "Norma do Bilhar"como fun¢do da energia. A dimensao do problema de
autovalor é da ordem do ntimero de comprimentos de onda no perimetro do bilhar. O
namero de estados obtidos é 5% ou 10% dessa dimensao dependendo da precisao. O
método pode ser aplicado a um dominio star-shapped genérico e foi ilustrado em 1/4
do Estddio de Bunimovich, com raio unitdrio 2 = 1 e separacao retangular t = 1. Foram
obtidos estados em torno do 568.000° com precisdo de 10~* do espagcamento médio

entre os niveis.

B.1 O Método

Seja ¢(7) uma fungdo que satisfaz a equacdo de Helmholtz com kg > 0:
VI(F) = —kop (7). (B.1)

Associa-se a ¢ a fungdo de escala ¢(k,7) = ¢(k7/kg). Fungdes desta familia sdo depen-

dentes do parametro de escala k e satisfazem

V2P (k) = —k*¢ (k7). (B.2)

Seja C uma curva fechada que defina um dominio star-shapped D. Define-se entdo
VieC

rn =11, (B.3)

onde 7 é um vetor unitdrio normal C apontando para fora de D como mostrado na

Figura 74. Entdo, diz-se que a fungdo de escala ¢, ¢ uma auntofungéo de escala do bilhar
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=V

Figura 74 — Dominio D.

definido por C, se existe k, tal que ¢, (k,,7) =0, V7 € C, entdo ¢, (k,,7) é uma autofungéo
do bilhar com condi¢oes de contorno de Dirichlet. Define-se entdo a chamada "Norma

do Bilhar"como sendo
0, ndl
fig) (k) = f ¢~ (k,;7)—. (B.4)
C n

O comportamento exato de f depende de ¢, contudo, para autofunc¢des de escala

normalizadas f satisfaz um expansao independente de ¢, até terceira ordem em k.

fig (ky + 0) =267 (1 - %) O(8%). (B.5)

Entédo, calculado f e sua derivada em ko = k;, + J,, até ordem 3 obtem-se

5. d

Como ainda nédo se conhece a autofuncdo ¢, temos que expandi-la em uma base
conhecida. Com isso, constréi-se um problema de autovalor generalizado (B.7) que

fornece as autofungdes e autovalores préximos a ko

A

dF

=7 (k0)I2™) = A (ko) M) (B.7)

F(ko) e 9F (ko) sao as formas quadréticas associadas a f e a % e, = %. No célculo
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numérico essas matrizes sdo escritas em termos de uma base finitas de funcoes de escala

§0(kr7)ili1-

- L. dl
Fy(ko) = §. 9ilkoP)gj(ko ), (B.9)
C T'n
dF;; 1 I B e o dl
P (ko) = ko %C{q)i(ko,r) [r.V(p]-(kO,r)] + qoj(ko,r) [r.V(p,-(ko,r)]}a. (B.9)
As autofuncgdes de escala sdo escritas como
N
Zg M) ok, 7 (B.10)

onde k;, = ko — /\% e éf” ) 6 a i-ésima coordenada do autovetor |&#)). O método torna-se
indeterminado caso kg coincida com um autovalor. No trabalho original, VS aplicaram
o método para o 1/4 do Estddio de Bunimovich, com a =1 e t = 1. Foi usada como base

fung¢des do tipo onda plana simetrizada

@i(k,7) = sen(kx cos6;)sen(kysend;), (B.11)

onde 0; = g ( > (5 - ) com N =~ 0.9kg + 20. O ntimero de fung¢des base pode ser
usado para outra geometria com perimetro préximo ao do estaddio, o que nos motivou
a manter tanto a escolha das fun¢des base como N para a nossa aplicagdo no Estddio
Eliptico. Outros tipos de fungdes base podem ser utilizadas, a citar a base de Bessel-
Fourier em coordenadas polares (r,w), Ji(kr)sen(iw) ou J;(kr)cos (iw) e ondas planas
cos [k(xcosB; + ysenb;)] ou sen[k(xcos6; + ysend;)].

B.2 Estratégia para Diagonalizacao

Para resolver o problema de autovalor generalizado primeiro diagonaliza-se a

matriz simétrica [ , ou seja, resolve-se
EFIf) = fIf)- (B.12)

Feito isso descarta-se o subespago numericamente nulo, bastando selecionar os auto-

vetores |f) cujo autovalor satisfaca a relagdo ’fL‘ > 102 , onde frnsx € 0 maior dos
max

autovalores em moédulo. De modo que

F/ _ |-f]

fj
; = (filf) = | 26 (B.13)
] \/— \/7] /_fzf] ] fz g
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Dessa forma, na base {@} a matriz [ é a matriz identidade [. Mostramos a seguir

que uma mudanca de base ndo altera o autovalor na equagédo (B.7). Seja M uma matriz

mudanga de base tal que MFM~! = [, entdo temos a partir de (B.7) que

el USRI .
|g )y = A MEMINVEWY = A, Mg, (B.14)

Como mudaremos a base precisamos verificar a equagdo anterior na nova base:

MZI;M 'MIg) = A MIgW), (B.15)
df . A

(MdkM >(M|5(”)>)=AV(MIC(”)>), (B.16)
dF
(dk) o 16 g = Aulg ™) ey (B.17)

De modo que uma mudanca de base do tipo (B.13) resultard num problema simples de

autovalor para Z_ll:' bastando fazer

Ty RS 1 pdf
= \/ﬁdk\/?j \/fl\f] "k

B.3 Construcao das Matrizes

(B.18)

Um passo importante a ser dado ao aplicar este método é como serdo construidas
as matrizes F e dk Tome como exemplo o caso onde se quer calcular os autovalores
proximos a ko = 1000, seguindo VS teriamos N = 920 fung¢des base e consequentemente
matrizes dessa ordem para construir e diagonalizar. Portanto o procedimento empre-
gado para a escrita dessas matrizes deve ser bem otimizado. O que serd descrito a
seguir foi extraido da tese de doutarado de Alex Barnett do ano de 2000, Dissipation in

Deforming Chaotic Billiards (41). Todos os elementos de matriz de interesse sao da forma
Ajj = fcgi(s)hi(s)ds. (B.19)
Para calcular numericamente esses elementos, faz-se a seguinte discretizagdo:

FOM 61— o 3 gimhy(om), (5.20)

m=1
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onde P é o perimetro do bilhar e M é o ntimero de pontos que representam o contorno
discretizado. Desta forma, precisa-se do célculo de O(N?M) quantidades, os N2 ele-
mentos de matriz mais os M pedagos do contorno. Contudo usando matrizes auxiliares
retangulares com elementos de matriz definidos a seguir, apenas O(NM) quantidades
sdo requeridas.

Gmi = gi(sm) ; H,,; = hi(sm)/ (B.21)

De modo que para obter A basta fazer

L

A= MGTH. (B.22)

Vale destacar que para avaliar a expressdo acima é requerido N?>M operacdes, mas
sdo apenas somas e multiplica¢des, executados de maneira eficiente seja em C ou no
Mathematica.

B.4 Aplicando no Bilhar Estadio Eliptico

Ay

C(IIT) X
1 n
|
L=
Cav) v F
v | Can
|
| CcI)
5 —» T

X
Figura 75 — Bilhar Estddio Eliptico.

Aqui apresentaremos o desenvolvimento do método para a geometria de 1/4
do Bilhar Estadio Eliptico (BEE). Como mostrado na Figura 75, para a costrugdo dos
elementos de matriz das equagdes (B.8) e (B.9) iremos dividir o contorno C em quatro
pedagos de modo que C = C(I) + C(II) + C(III) + C(IV). As integrais serdo escritas

entao como

ﬁumzé&quaﬁquémpm+ﬂw¢wa (B.23)
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Utilizando as fungdes base (B.11) temos que se as arestas do bilhar pertecem totalmente
a um dos eixos as contribui¢des para a equagao anterior sdo nulas. No BEE temos os
pedagos C(I) e C(IV) pertencendo totalmente aos eixos x e y respectivamente e ficamos

com todas as integrais de contorno do problema escritas como

f{: [..)ds = /C o /C 1 (B.24)

Para escrever as integrais discretizadas como em (B.20) precisamos do perimetro do
BEE:

P=td+a+tly+t+1=1+2t+a+L, (B.25)

onde L, é o comprimento de 1/4 da elipse de semi-eixo maior a e semi-eixo menor 1.
Para calcular L, escolhemos a parametriza¢do

—

7= (t +acosz,senz) = d—; = (—asenz,cosz), (B.26)

dr
dz

= a’sen’z + cos’>z = 1 + (a® — 1)sen’z. (B.27)

Calculando a integral de comprimento com essa parametrizagdo temos

L= / dr—/

Lo= / V1 + (a2 — D)sen?zdz = E(1 - a?), (B.29)

dz = / \/ 1+ (a2 — 1)sen?zdz, (B.28)

Onde E(x) é a integral eliptica completa. Escolhemos M = 3000 e as fragdes de M de

cada pedago do contorno ficam

t 1
P Mz—M— ; M3:M— ; M4:Mﬁ (830)

_ a-+t . L,
Ml_M( ) , . !

Agora precisamos escrever a quantidade r,,, definida na equagdo (B.3), para os pedagos

IT e III do contorno, por simplicidade comecemos pelo III:

=(x1) ; A=01)=>r,=1. (B.31)
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Para o pedaco Il podemos aproveitar a parametrizacdo (B.26) para escrever 7, ja o versor

normal a II ndo é tdo simples quanto o caso anterior. Considere a equagdo da parte

eliptica do bilhar:
(x;t)2+y2:1. (B.32)
Derivando em relagdo a x temos
2(xa_2t)+2yg—zzo;sg—z:§(t;x) :_at:nz' (B.33)

A expressdo anterior representa ja na parametrizacdo (B.26) o coeficiente angular de
retas tangentes a elipse. Pode ser verificado avaliando os casos extremos z =0 = 7 = e
z = 5 = 0. Para extrair o coeficiente angular de retas normais a elipse pode-se utilizar
a relacdo tanwj tanw; = —1, onde retas que possuam coeficientes angulares tanw; e
tanw, sdo ortogonais. Chamando o coeficiente angular de uma reta normal a elipse de
tan w,, ficaremos com

dy

%tanwn = —1= tanw, =atanz. (B.34)

Agora basta construir um vetor normalizado 7 = (n14,11,) que possua inclinagdo wy:

1 1
A= , . (B.35)
V1+a2tan’z \/1 41

a2tan2z

Mais uma vez podemos usar os casos extremosz =0=17 = (1,0)ez= 7 = 1= (0,1).
Com 7 e 71 em maos r,, é calculado tem termos da parametrizac¢do (B.26) como

t+acosz senz
T Vit eant: L
a‘tan-z 1
\/1+a2tanzz

(z) (B.36)

Agora temos todos os ingredientes para construir as matrizes F e g—f. Considere a
discretizagdo (B.20), juntamente com a equagdo (B.24) ficamos com

P M, M;
Aij =37 (mz_lgi(sm)hj(sm) + mz_lgi(sm)hj(sm)) : (B.37)

" P A
A=+ <G2T H,+ G H3> . (B.38)



APENDICE B. Método de Scaling de Vergini e Saraceno 102

Construiremos primeiro a matriz F, por simplicidade comecemos mais uma vez pela
contribui¢do da parte III do bilhar. Para caminharmos discretamente pela reta y =1
saindo de x = t, chegando em x = 0, passando por M3 pontos, basta que para m =
1,2,3,....M3 x3(m) seja

M; ~ m) . (B.39)

xg(m):t(M3_1

Comi=1,2_3,..,N temos que G3 e I:I3 possuem os elementos de matriz a seguir, lem-

brando que r, = 1 como foi mostrado em (B.31):
(G3)mi = @ilko,xs(m) 1] 5 (H3)mi = (G3)mi- (B.40)

Para a contribuicdo da parte II utilizaremos a seguinte parametrizagdo para caminhar
pela elipse passando por M, pontos com m =1,2,3,..., My:

2(m) = g (1\1;112_—11) . (B.41)

Com xp(m) =t +acosz(m) e yo(m) = senz(m), temos que os elementos de matriz de

Gy e Hy sao

(Go)mi = pilkoxa(m)ga(m)] <H3>mi=%. (B.42)

Construidas as matrizes auxiliares, finalmente calculamos £ como sendo
A P AT A AT 15
P=+ (636 +Citn). (B.43)

Agora calcularemos a matriz Z—i, utilizaremos as mesmas parametriza¢gdes que usamos

para F e até mesmo aproveitaremos algumas das matrizes ja utizadas. Observando a
~ . Qi 2 ~

equagdo (B.9) percebe-se que termos do tipo ;* também aparecem. Entdo para a parte

I1I, temos:

(Gaz)mi = (H3)mi = (G3)mis (B.44)

(Ha3)mi = x(m) @ix[ko,x3(m),1] + @iy[ko,x3(m),1], (B.45)
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onde @iy (ko,x,y) = %(ko,x,y) e @iy(ko,xy) = %—?(ko,x,y). Para a parte II teremos os

seguintes elementos de matriz:

(Ga2)mi = (Ha)mi, (B.46)
(Haz)mi = x2(m) @i ko, x2(m),y2(m)] + y2(m) @iy [ko,x2(m) y2(m)]. (B47)
Entdo, finalmente escrevemos
df A+ AT

A= % (64 i+ A Frad) = G = 2 (B.48)

Para utilizar o método agora basta escolher um valor de ky e realizar os procedimen-
tos aqui descritos, o intervalo de confianca é pouco discutido em (12) e basicamente foi
definido através de testes. Uma janela de £0.1 em ko se mostrou adequada e foi seguida
por nds em nossos cdlculos. Resumindo, de todos os k’s encontrados s6 sao considerados
solucdo, ou seja, sdo realmente um k, quando o dado k € (kg — 0.1,kg + 0.1). Feito uma
rodada com um dado ko, ele é incrementado de 0.2 de modo que ndo hd o risco de se
calcular o mesmo autovalor duas vezes. Segue aqui uma rotina desenvolvida por nés
no Mathematica aplicando o Método de VS no Estadio Eliptico para qualquer par (t,a)
escolhidos pelo usudrio. Por fim, seguem as 8 primeiras densidades de probabilidade

para o BEEcoma =1.04 et = 0.286.



(*Limpando a Meméria #)
ClearAll["Global "

(*Critériodo 6 e Variagdo de gx)
ém =0.1;

Am =2/6m ;

qv=2%xém ;

(*Quantidade de autovalores a serem
Q=50000;

(*kO0*)
ki=4;

(*Vetor de numeros de ondax)
k={};

(x*Pardmetros do Bilharx)
a=1.04
t=0.28

(* Perimetro do 1/4 de elipsex)
La=N[EllipticH1l-axa]];

P=1+2xt+a+La;
(» Discretizagac)
M=3000;

M3 =Round[M#*t /P]
M2 = Round [M*La/P]

Norma =P/M;

(*Cuttoffx)
¥=N[10A (-16) /2]

(*Discretizacgdce)

calculadosx)

x3 =ParallelTable[t* (M3-m )/ (M3-1), {m , M3}];

zm =ParallelTable[N[Pix (m -1)/(M2-1)/2], {m , M2}];

Sm =ParallelTable[Sin[zm [[m ]]], {m , M2}];
Cm =ParallelTable[Cos[zm [[m ]]], {m , M2}];

Tm =Para11e1Tab1e[Sin[zm [ [m ]]]/Cos[zm [[m ]]], {m ,MZ}];

x2 = ParallelTable[t+a*Cm [[m ]], {m , M2}];

rn =ParallelTable[x2[[m ]]/Sgrt[l+a*a*Tm [[m ]]*Tm [[m ]]]+
Sm [[m ]]/Sqrt[l+l/a/a/Tm [[m ]]/Tm [[m ]]1], {m , M2}];

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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| ESB_scaling_barnett_kOs_SU_tese.nb

Timing [

L=0;
while[L<Q,

Clear[k0, n, 6, Cs, Ss, ¢, ¢x, ¢y, G3, G3t, G2, G2t, H2,
H2t, F, H3d4, H2d, DF, valsF, vecsF, valsFn, nn, DFz, valsDF];

(+Nimero de onda inicial/ Tamanho das Matrizess)
k0 =ki+ gvxq;
n=Round[0.9+k0+20];

(#Fungbes Basex)

©="ParallelTable[N[(Pi/8/n) x (i-1/2)«(5-i/n)], {1, n}];
Cs=N[Cos[6]]:;

$s =N[sin[e]];

(p[i_, k_,x_, y_] = Sin[k*x*Cs [ [1] ]] *Sin[k*y*Ss [ [1] ] ] ;

(px[i_, k_,x_, y_] := Cs[[i]] *Cos[k*x*Cs[[i] ]] *Sin[k*y*Ss[[i] ] ];
(py[i_, k_,x_, y_] t= SS[[l]] *Sin[k*x*Cs[[i] ]] *Cos [k*y*Ss[[i] ]]

.
I

(#Matrizes G e H de F (iguais nesse caso) para o segmento retox)
G3 = ParallelTable[(p[i, k0, x3[[m 11, 1] , {m , M3}, {i, n}];
G3t =Transpose[G3];

(xMatrizes G e H de F para a parte elipticax)

G2 = ParallelTable[(p[i, k0, x2[[m ]], Sm [[m ]]], {m , M2}, {i, n}];
G2t = Transpose[G2];

H2 = ParallelTable[G2[[m ]] [[i]]/rn[[m 11, {m , M2}, {i, n}];

H2t = Transpose[H2];

(*Matriz Fx)
F=Norma * (G3t.G3+G2t.H2);

(*Matriz H de DF para o segmento retox)
H3d = ParallelTable|
x3[[m ]]*(px[i, k0, x3[[m 11, 1]+(py[i, k0, x3[[m 11, 1], {m , M3}, {i, n}];

(*Matriz H de DF para a parte elipticax)
H2d = ParallelTable[x2[[m ]]*¢x[i, k0, x2[[m 1], Sm [[m 1]]+
sm [[m ]]*ey[i, k0, x2[[m ]]1, 8m [[m ]1], {m , M2}, {i, n}];

(xMatriz dF/dks)

DF =Norma = (G3t.H3d+H2t.H2d);
DF = DF + Transpose [DF] ;

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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ESB_scaling_barnett_kOs_SU_tese.nb |

(#Problema de Autovalor de

F / Autovalores normalizados pelo maior em médulo *)
{valsF, vecsF} =Eigensystem [F];
valsFn = Abs [valsF/Max [Abs [valsF]]];

(#Retirada do Subespago nulox)
nn=0;
For[i: 1,i<n+1, i++, If [nn =0, If [valan[ [1]] <y,nn=i, nn= 0] , nn =nn] ];

If[nn==0,nn=n,nn=nn-1];

(*Reescrevendo dF/dk no subespago ndo-
nulo - Mesma forma das matrizes anterioresx)
(DFz = ConstantArray[0, {nn, nn}];
Do[DFz[[i, 3]] =
DFz [ [j , i] ] = vecsF[ [j ] ] .DF.vecsF [ [1] ] /Conjugate [Sqrt [valsF [ [j ] ] ] ] /
sqrt[valsF[[i]]]. {i 1. nn}, {3, 1, i}]:)

(#Autovalores de dF/dk na nova basex)
valsDF = Table[l, {nn}];
valsDF = Eigenvalues[DFz];

(*Autovaloresx*)
For[i: 1, i<nn, i++, If [Abs [valsDF[[i] ]] >am , AppendTo[k, kO—2/valsDF[ [1] ] ] ] ] H

(*Quantidade de autovalores encontradosx)
1= Length[k] ;
If[1>L,
L=1;
Print[q]
Print[k0]
Print[L]

Length[k]
k = Sort [Re[k]]

Export [“Ks_alp04_t0p28 .txtw, k] ;

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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HEEE A . ||

Figura 76 — Primeiras densidades de probabilidade do BEE para a = 1.04 e t = 0.286.
Ordem crescente da esquerda para a direita e de cima para baixo.
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ANEXO A - Artigos publicados em

periodicos

Neste apéndice apresentamos artigos publicados sobre os temas da tese até o
presente momento. No primeiro entitulado Ergodicity and quantum correlations in irra-
tional triangular billiards, publicado no peridédico Physical Review E em 2013 (? ), estdo

apresentados os resultados da dindmica cldssica e quantiza¢do desses bilhares.

No segundo, Clasical billiards and quantum fluids, publicado no mesmo peridédico em
2015 (34), estdo os resultados sobre a dindmica cldssica dos BEEs e a analogia com a
transicdo A. Alguns resultados preliminares sobre cicatriza¢do das fung¢des de onda

também estdo presentes neste artigo.
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Ergodicity and quantum correlations in irrational triangular billiards

T. Aratjo Lima, S. Rodriguez-Pérez,” and F. M. de Aguiar'
Departamento de Fisica, Universidade Federal de Pernambuco, Recife, PE 50670-901, Brazil
(Received 15 August 2012; revised manuscript received 8 December 2012; published 5 June 2013)

Pseudochaotic properties are systematically investigated in a one-parameter family of irrational triangular
billiards (all angles irrational with 7). The absolute value of the position correlation function C, () decays like
~t~*. Fast (@ =~ 1) and slow (0 < « < 1) decays are observed, thus indicating that the irrational triangles do
not share a unique ergodic dynamics, which, instead, may vary smoothly between the opposite limits of strong
mixing (o = 1) and regular behaviors (¢ = 0). Upgrading previous data, spectral statistical properties of the
quantized counterparts are computed from 150 000 energy eigenvalues numerically calculated for each billiard.
Gaussian orthogonal ensemble spectral fluctuations are observed when o & 1 and intermediate statistics are
found otherwise. Our irrational billiards have zero Kolmogorov-Sinai entropy and essentially infinity genus.
Thus, differently from previous works on rational (pseudointegrable) enclosures, our results provide a missing
classical-quantum correspondence regarding the ergodic hierarchy for a set of nonchaotic systems that might
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enjoy the strong mixing property.

DOI: 10.1103/PhysRevE.87.062902

I. INTRODUCTION

The ergodic theory of Hamiltonian dynamical systems is
quite involved, but its importance for the establishment of
laws of statistical physics by mathematically rigorous tools
is undisputed. Nowadays, ergodic systems are hierarchically
organized as sheer ergodic (E), weakly mixing (WM), strongly
mixing (SM), Kolmogorov (K) and Bernoulli (B). The hi-
erarchy is such that E > WM D SM D K D B. Positive
Kolmogorov-Sinai entropy hks and, thus, the chaotic property,
is assured for the K and B systems only. Lately, there has been
a great deal of interest in dynamical systems with a mixed
(regular and chaotic) phase space. These systems are said to
exhibit weak chaos or weak ergodicity [1]. Pseudochaos is a
particular case of weak chaos when, in addition to the presence
of random behavior, the dynamics has hgs = 0. On the other
hand, billiard models have played a key role in the modern
theory of dynamical systems [2]. In a billiard, one studies the
conservative dynamics of a point particle that moves uniformly
between specular reflections off the border of a bounded
region. Such dynamics may vary from regular to chaotic,
depending on the geometry of the confining domain. Plane
polygonal billiards are of particular interest here. Billiards in
polygons have hgs = 0. Thus, they may be pseudochaotic,
but never K or B systems. Rational polygonal billiards, where
each angle is a rational multiple of 7, are never ergodic. Until
the mid-1990s, many believed that polygons were never SM,
although they could be WM. Numerical evidence for WM
properties in right triangular billiards was first provided by
Artuso, Casati, and Guarneri [3]. Soon after, Casati and Prosen
(CP) [4] reported a remarkable result, namely, numerical
evidences for SM properties in fully irrational triangular
billiards (ITBs), for which all angles are irrational with 7.
CP then suggested that generic ITBs might be SM.

“Current address: Departamento de Fisica, Universidade Federal
Sao Carlos, Sao Carlos, SP 13565-905, Brazil.
tCorresponding author: fma@df.ufpe.br

1539-3755/2013/87(6)/062902(7)

062902-1

PACS number(s): 05.45.Mt, 02.50.Ey, 05.90.+m

We emphasize that much has been said about billiards in
rational polygons, both classical and quantum. Much less
has been reported on irrational polygonal domains. In their
seminal work, Richens and Berry [5] have drawn attention
to the fact that the trajectories in the phase space of rational
polygons are bounded in multiply handled spheres, not on a
torus. These systems were then called pseudointegrable. In
particular, Richens and Berry studied the spectra of the square
torus billiard and other relatively simple geometries such
as the equilateral triangle and the symmetric /3 rhombus.
Soon after, other rational triangles have been investigated
in another influential paper by Berry and Wilkinson [6], in
the context of the geometric phase associated with conical
intersections of energy surfaces. Such accidental degeneracies
in asymmetric domains contrasted with the level repulsion
statistically observed in the semiclassical regime of classically
chaotic billiards, and predicted by the Wigner distribution
for the eigenvalues of 2 x 2 random matrices belonging to
the Gaussian orthogonal ensemble (GOE) as well. A number
of papers on the quantum properties of rational polygons
appeared in the literature in the following decades. We briefly
address two recent ones. Russ [7] analyzed the spectra of
interesting polygonal domains with rough boundaries and
found intermediate statistics between the Poisson and Wigner
distributions, which seemed to depend solely on the genus
number of the billiard geometry, not on details of the boundary.
Moreover, the observed intermediate statistics approached the
Wigner distribution with increasing genus. More recently,
Tuan et al. [8] studied the spectra of the square torus billiard as
a function of the position of the inner scattering element, thus
finding a transition between the Poisson-like and Wigner-like
behaviors for billiards geometrically distinct but with the same
genus. Notice, however, that the authors in [8] were limited
to less than 2000 energy eigenvalues, due to the numerical
method they used. As a result, they obtained histograms
that show a trend for that particular set of energy interval,
which might be still far from the semiclassical regime, where
universal features are expected to occur [9]. This issue is also
present in a previous work by one of the authors [10], who used

©2013 American Physical Society
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Classical billiards and quantum fluids

T. Aratijo Lima“ and F. M. de Aguiar'
Departamento de Fisica, Universidade Federal de Pernambuco, PE 50670-901 Recife, Brazil
(Received 5 February 2014; revised manuscript received 15 October 2014; published 26 January 2015)

The dynamics of a particle confined in the elliptical stadium billiard with rectangular thickness 2¢, major
axis 2a, and minor axis 2b = 2 is numerically investigated in a reduced phase space with discrete time n. Both
relative measure r(n), with asymptotic value r(n — 00) = ro, and Shannon entropy s, are calculated in the
vicinity of a particular line in the @ x t parameter space, namely . = to(a) = +/a? — 1, with a € (1,/4/3). If
t < t., the billiard is known to exhibit a mixed phase space (regular and chaotic regions). As the line . is crossed
upwards by increasing ¢ with fixed a, we observe that the function ¥ (1) = /1 — r(¢) critically vanishes att = t..
In addition, we show that the function c(¢) = #(ds/dt) displays a pronounced peak at ¢ = ¢.. In the vicinity of
t. (t < t.), a chi-square tolerance of 1.0 x 10~ is reached when the numerically calculated functions v (¢) and
c(t) are fitted with renormalization group formulas with fixed parameters « = —0.0127, g = 0.34, and A = 0.5.
The results bear a remarkable resemblance to the famous A transition in liquid “He, where the two-component
(superfluid and normal fluid) phase of He-II is critically separated from the fully entropic normal-fluid phase of
He-I by the so-called X line in the pressure x temperature parameter space. The analogy adds support to a set
of previous results by Markarian and coworkers, which indicate that the line #y(a) is a strong candidate for the
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bound for chaos in the elliptical stadium billiard if a € (1,4/4/3).
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I. INTRODUCTION

“He fluids are among the most fascinating substances in
nature. For pressures below 25 bar, there are two liquid phases,
known as helium I, at higher temperatures, and helium II (He-
II), at lower temperatures. Helium I is a normal (viscous) fluid,
whereas He-II has both normal and superfluid components,
with densities p, and ps, respectively. These concentrations
depend on absolute temperature 7. At T = 0, He-II is fully
nonentropic and superfluid. As T is increased, the superfluid
density decreases and the normal component sets in, carrying
all entropy S. The superfluid density vanishes at a critical
temperature 7;, which depends on pressure P. The so-called
A line, T,(P), slightly shifts the phase transition towards
lower temperatures with increasing pressure. At saturated
vapor pressure, 75 = 2.17 K. Besides the unique ability to
remain liquid down to 7 = 0, He-II amazingly climbs up
and over the wall of a beaker, coating all the outer and
inner surfaces, flows through ultra-thin capillaries with no
shear viscosity, and stands still in a spinning container. A
detailed review on these and other exotic physics of liquid
“He may be found in [1]. Two properties are of particular
interest here, namely the distinct behaviors of the real part
of the order parameter ¥ (T') = ,/p; and that of the heat
capacity at constant volume Cy(T) = T(dS/0T)y, as T, is
approached at saturated vapor pressure. Let ® =1 —T/T,.
While ¢ vanishes when ® — 0,Cy diverges in the same
limit. The experimental values of the corresponding critical
exponents are Beyp, A 0.34 [2] and aeyp A~ —0.0127 [3]. While
the former agrees very well with renormalization group
theory (RGT), the latter has been a long-standing challenge
for theorists [4]. Hitherto it seems that the most successful
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result has been achieved from a seven-loop strong-coupling
quantum field theory with a ¢* interaction [5]. In fact, the
discovery of the unusual and exciting behavior of liquid
helium, visible to the naked eye in several experiments since
the 1930s, was followed by a theoretical development which
has never been completely free of debate [6—8]. The two-fluid
assumption, shared by both phenomenological and quantum
theories of He-II, embodies an intrinsic difficulty, namely
the idea of two interpenetrating distinct fluids of identical
particles.

On the other hand, parallels between phase transitions
and chaotic transitions in dissipative dynamical systems
have been of interest since universality and self-similarity
were found in a number of numerical computations [9] and
observed in a variety of experiments (fluids [10], acous-
tics [11], electronic circuits [12], chemical reactions [13],
lasers [14], and microwave-driven spin waves [15], to name
a few). For instance, a renormalization group approach to
the period-doubling transition to chaos in a one-dimensional
map allows one to derive scaling laws for the Lyapunov
exponent and the correlation function in perfect analogy to
those for the magnetization and the spin-spin correlation near
a magnetic phase transition, as described by the Ginzburg-
Landau functional. The existence of such parallels involving
conservative dynamical systems seems to have been less
explored [16,17]. For conservative systems, volume elements
in phase space do not shrink with increasing time. However,
one such attractor-free phase space may exhibit chaotic regions
densely interweaved with well-behaved ones, i.e., a mixed
phase space, thus allowing the coexistence of regular and
irregular motions and making the analysis more involved.
Billiard gas models are among the most exciting topics in
the modern theory of Hamiltonian systems and have been
used for decades as simple but rigorous testing tools for
the ergodic hypothesis and laws of statistical physics. In
a billiard, one considers the dynamics of a single particle
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