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Resumo

A presente dissertacdo foi desenvolvida no marco da andlise de dados simbdlicos de tipo
intervalo, especificamente, em modelos de regressdo. Os dados simbdlicos sdo extensoes de
tipos de dados cldssicos. Em conjuntos de dados convencionais, os objetos sao individualizados,
enquanto em dados simbolicos estes sdo unificados por relacionamentos. Primeiramente, foi
realizada uma revisao sobre dados desta natureza e das principais metodologias utilizadas para
sua andlise. Um novo modelo de precificac@o de ativos de capital (CAPM pelas siglas em inglés)
foi proposto e testado para dados intervalares. A abordagem levou em conta a variacdo nos
intervalos de precos didrios em ativos de mercado, observando os precos maximos € minimos
ao invés dos precos de abertura ou fechamento que tém sido mais populares em aplicagdes
econométricas com modelos de CAPM. Para os calculos envolvendo intervalos de precos e
retornos de ativos, as operagdes basicas da aritmética intervalar foram utilizadas. O modelo
proposto (iCAPM) € uma das mais recentes aplicagcdes CAPM intervalares, em que a estimativa
do pardmetro § é um intervalo. Nesta ocasido, foi proposta uma nova interpretagio para dito
parametro em conformidade com a interpretagdo tradicional para o risco sistemdtico de ativos na
area das financas. Foram apresentados dois exemplos ilustrativos com os intervalos de pregos
diarios da Microsoft e de Amazon, usando os retornos do mercado derivados do indice S&P500
do 01 de novembro de 2013 ao 15 de janeiro de 2015. Em conformidade com os testes estatisticos
aqui realizados, os resultados da aplicagdo do modelo CAPM intervalar (iCAPM) proposto sdo
consistentes estatisticamente, com uma explica¢do confidvel referente aos retornos dos ativos em
questdo e aos retornos do mercado. Conjuntamente, foi introduzido um modelo de regressao
nao-linear simétrica para dados simbdlicos de tipo intervalo (SNLRM-IVD), o qual ajusta um
unico modelo de regressao nao-linear aos pontos médios (centros) e amplitudes (ranges) dos
intervalos considerando a distribui¢ao de z-Student. O desempenho do modelo foi validado
através do critério estatistico da magnitude média do erro relativo, desenvolvendo experimentos
no ambito de simulagdes de Monte Carlo em relagdo a varios cendrios simbdlicos com outliers.
Além do mais, o modelo proposto foi ajustado a um conjunto real de dados intervalares. A
principal caracteristica deste modelo é que proporciona estimadores ndo sensiveis a presenca de

outliers.

Palavras-chave: SDA. Dados Simbdlicos de Tipo Intervalo. Regressao Linear e Nao-linear.
CAPM. Outliers.



Abstract

The present dissertation was developed within the framework of the symbolic data
analysis of interval-valued type, and it is specially related to regression models. Symbolic data
are extensions of classic data types. In conventional data sets, objects are individualized, while
in symbolic data they are unified by relationships. At first, a deep review about the nature of
this kind of data and the main methodologies used for its analysis were performed. A new
capital asset pricing model (CAPM) has been proposed and tested for interval symbolic data.
The approach considered the daily variation of the price ranges in market assets according to
the maximum and minimum prices rather than the opening or closing prices, which have been
most popular in econometric applications with CAPM models. For calculations involving price
ranges and asset returns, the basic operations concerning the interval arithmetic were used. The
proposed model (iCAPM) is one of the most recent interval CAPM applications, in which the
estimate of the B-parameter is, in fact, an interval. On this occasion, a new interpretation was
proposed for this parameter in accordance with the traditional interpretation for the systematic
risk of the assets in the market. Two figurative examples involving the daily price ranges of
Microsoft and Amazon have been presented, using the market returns from the S&P500 index in
the period from November 1, 2013 to January 15, 2015. In accordance with the statistical tests
performed here, the results of the application of the proposed model (iCAPM) are statistically
consistent with a reliable explanation of the assets returns and the market returns in question.
Secondly, a non-linear regression model for interval-valued data was introduced (SNLRM-IVD),
which sets a single regression model to the midpoints (centers) and ranges of the intervals at once,
considering the 7-Student distribution. The performance of the model was validated through
the statistical criterion of the average magnitude of the relative error, undergoing experiments
in the scope of Monte Carlo simulations in relation to several symbolic scenarios with outliers.
Finally, the proposed model was fitted to a real set of interval data. The main feature of this

SNLRM-IVD is that it provides estimators that are not sensitive to the presence of outliers.

Keywords: SDA. Symbolic Interval-valued Data. Linear and Non-linear Regression. CAPM.

Outliers.
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Introducao

1.1 Contexto e Motivacao

Nas ultimas décadas, muitas operagdes e processos tém sido digitalizados e, a cada nova
transacdo, tais como compras com cartdes de crédito, operagdes bancdrias, ligagcdes telefonicas,
operagdes na bolsa de valores, entre outras, novos registros com a informagado correspondente
sao armazenados. Estima-se que, a cada 20 meses, as empresas dobrem o volume de dados
acumulados em seus computadores e dispositivos de armazenamento.

Associado a esse ritmo elevado e crescimento nas bases de dados, impera a necessidade
de gerenciar e extrair informagdes das mesmas de forma eficiente (BOCK; DIDAY, 2012). Para
fazer isso de maneira significativa, primeiro € necessario considerar o que queremos aprender
com os dados e, independentemente do tamanho do conjunto de dados, pode ser de maior
interesse determinar o que acontece em certas categorias ao invés dos individuos (BILLARD;
DIDAY, 2006).

Para enfrentar os desafios do processamento de grandes conjuntos de dados, surge a
Ciéncia de Dados ou Data Science. Considerada como uma ciéncia por si s0, a Ciéncia de Dados
¢ em termos gerais, a extracao de conhecimento a partir dos dados, usando técnicas e teorias de
muitos campos, como matemadtica, estatistica, dados de engenharia, reconhecimento de padroes
e aprendizagem, computagdo avangada, visualizacdo, incerteza, modelagem, armazenamento de
dados e computacgdo de alto desempenho (DIDAY, 2016).

As técnicas estatisticas podem ser aplicadas para realizar previsdes, descobrir estruturas
ou associacoes, etc. Dentre elas cabe destacar os modelos de regressdo, que ajudam a entender
como determinadas varidveis influenciam outra varidvel, o seja, prevem o valor de uma varidvel
dependente Y a partir das informacdes provenientes de um conjunto de varidveis independentes
X.

Embora os métodos estatisticos tradicionais sejam muito aplicados para analisar conjun-
tos de dados, com o supercrescimento das tecnologias, muitas destas técnicas tém-se tornado
inapropriadas para tratar dados mais complexos. Uma abordagem para atender esse problema é

resumir essas bases de dados de maneira que o resultado seja um conjunto de dados tratavel.
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A fusdo de dados ndo estruturados, amostras nao pareadas, dados de fontes multiplas
(como mistura de dados numéricos, textuais, de imagem, redes sociais) pode ser feita em con-
juntos de classes de entidades individuais, que sdo consideradas unidades de uma populagdo. A
descricao dessas classes pode ser intervalos, distribuicdes de probabilidade, sequéncias ponder-
adas, funcOes e similares, para expressar a variabilidade dentro da classe. Uma das vantagens
desta abordagem € que os dados ndo estruturados e amostras nio pareadas se tornam estruturados
e emparelhados ao nivel das classes de entidades individuais. Dessa forma, obtemos novos tipos
de dados, chamados "simbdlicos".

Nesse sentido, se destaca a andlise de dados simbdlicos (Symbolic Data Analysis
(SDA) (BILLARD; DIDAY, 2006)) um paradigma que abre um vasto dominio de pesquisa
e aplicacdes possibilitando a agregacao de bases de dados cldssicos em estruturas mais com-
plexas, porém menores em tamanho. Além disso, SDA € capaz de generalizar os métodos
tradicionais com dados classicos para métodos com dados simbdlicos através de desenvolvimen-
tos exploratorios, estatisticos e representacoes graficas para esses tipos de dados (BILLARD;
DIDAY, 2006; DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008).

Os dados simbolicos podem surgir em duas situagdes. Em primeiro lugar, os dados
originais podem ser observados e coletados no mundo real, por exemplo, acompanhando a
variacao de uma a¢do na bolsa de valores ao longo do dia, pode-se obter um intervalo de valores
tendo como limites os precos minimos € maximos da ac@o ao invés de todos os precos durante
o dia. Em segundo lugar, os dados originais podem ser processados e transformados em listas,
intervalos ou histogramas (BILLARD, 2006).

Para ilustrar essa situacao poderiamos supor que um banco ndo estaria interessado no
valor monetario na conta corrente de um individuo, mas na variacao desse valor ao longo dos
meses do ano. Neste caso, todos os dados da conta do cliente podem ser agregados produzindo
dados simbdlicos e, em consequéncia, seria extremamente atipico dizer que o valor da conta do
cliente em todo o més de maio, fosse igual a R$ 5750, quando na verdade, oscilou no intervalo
de [R$ 3000; R$ 8500].

Dentre as varidveis simbdlicas, as do tipo intervalo t€m uma ampla gama de aplicagdes
na andlise de dados e tém sido aplicadas em &reas financeiras, em andlises de trafego de rede
e na minera¢do de dados, entre outras. Principalmente pela sua capacidade de reduzir grandes
volumes de informag¢do em um nimero pequeno de grupos de dados sem perda significativa da
mesma, o que facilita a interpretacao dos resultados. Além disso, também sdo relevantes no caso
de aplicacdes com dados confidenciais em que somente permite-se conhecer o intervalo dos
valores. A Tabela 1.1 mostra um exemplo de dados simbdlicos de tipo intervalo com informagdes
sobre a variacdo no pulso, pressao sistdlica e pressao diastdlica de 59 pacientes (GIL et al.,
2007).

Um dos problemas que tem atraido o interesse da comunidade cientifica na drea de SDA,
¢ a previsao de varidveis intervalares. Embora nos tltimos anos tenham sido propostas diversas

extensoes de técnicas e metodologias da estatistica classica para o contexto de dados simbdlicos,
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Tabela 1.1: Exemplo: Base de dados cardidlogica.

Observacdo  Pulso  Pressdo Sistdlica Pressdo Diastolica

| [58; 90] [118; 173] [63; 102]
2 [47; 68] [104; 161] [71; 118]
3 [32; 114] [131; 186] [54; 113]
57 [40; 80] [95; 166] [54; 100]
58 [56; 97] [92; 173] [45; 107]
59 [37; 86] [83; 140] [45; 91]

ainda prevalecem questdes ndo resolvidas e muito para fazer. Algumas destas questdes foram a
principal motivacdo para o desenvolvimento desta dissertacdo, como por exemplo, o fato de que
os modelos de regressdo intervalar tanto linear quanto ndo linear propostos pelos pesquisadores
consideram dois modelos de regressao independentes para o ajuste das varidveis intervalares
apesar de que poderia ser considerado um tnico modelo e melhorar assim a precisao do erro
padrdo das estimativas dos pardmetros. Além disso, os modelos de regressdo ndo-linear para
dados simbdlicos de tipo intervalo tem sido pouco explorados e a regressdo ndo-linear simétrica

nesse tipo de dados até o momento nao foi abordada na drea de SDA

1.2 Objetivos

O objetivo principal desta dissertagdo é desenvolver um conjunto de solugdes tedricas e
aplicadas na area de regressao para dados simbolicos de tipo intervalo, cujos resultados sejam

qualitativamente superiores aos métodos atualmente utilizados. Mais especificamente propomos:

1. Desenvolver um modelo de estimagdo de risco em dados econométricos intervalares
baseado no modelo Capital Asset Pricing Model (CAPM), utilizando como varidveis

0s pre¢os maximos e minimos contidos em bancos de dados financeiros.
2. Propor um novo modelo de regressdo nao-linear simétrica para varidveis intervalares.

3. Realizar estudos de simulagdo para verificar o desempenho do modelo proposto na

predicao de intervalos.

4. Comparar o modelo proposto com os encontrados na literatura através do erro
quadrético médio por meio de experimentos de Monte Carlo utilizando testes estatis-

ticos ¢-Student.

5. Aplicar as solugdes propostas neste trabalho em conjuntos de dados simbdlicos de

tipo intervalo em bases de dados reais para a validacdo experimental das mesmas.
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1.3 Organizacao da Dissertacao

Os préximos capitulos da dissertacdo estdo organizados da seguinte forma:

Capitulo 2 - Fundamentacio Teérica: Regressiao intervalar simbdélica. A finalidade
deste capitulo é fornecer o estado da arte da abordagem simbdlica em andlises de dados, junta-
mente com a apresentacao de alguns conceitos fundamentais que serdo utilizados ao longo da
dissertacdo. Também sdo apresentados os principais resultados de regressao linear e ndo-linear

que existem na literatura de dados simbdlicos de tipo intervalo.

Capitulo 3 - Modelo de precificacao de ativos de capital intervalar. Este capitulo
apresenta o estado da arte do CAPM, juntamente com os principais conceitos da aritmética
intervalar. Além disso, € proposto um novo modelo CAPM para dados simbdlicos de tipo
intervalo usando regressao linear intervalar e sdo mostrados os resultados do modelo proposto

quando aplicado a dados reais.

Capitulo 4 - Modelo de regressao nao-linear simétrica intervalar. Este capitulo
propde um novo modelo de regressao nao-linear simétrica para dados intervalares. Essa solucdo
€ inspirada na metodologia de regressdo ndo-linear simétrica cuja principal caracteristica é
proporcionar estimadores ndo sensiveis a presenga de outliers. Estudos de simulagdes de Monte
Carlo sdo apresentados para avaliar a performance do modelo. Bem como aplicac¢des a dados

reais.

Capitulo 5 - Conclusdes. Este capitulo apresenta os principais resultados e conclusdes
referentes a pesquisa realizada nesta dissertacdo, bem como as contribui¢des na drea de modelos
de regressdo para dados simbdlicos de tipo intervalo. Por fim, sdo apresentadas algumas

perspectivas em aberto para trabalhos futuros.
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Fundamentaciao Teorica: Regressao inter-

valar simbolica

2.1 Introducao

Este capitulo divide-se em quatro partes: inicialmente se descrevem as principais carac-
teristicas de SDA, suas aplicagdes e uma revisao dos trabalhos mais relevantes desenvolvidos
nesta drea, os quais fundamentaram esta dissertacdo. A continuagdo, apresenta-se brevemente
uma revisao da literatura de SDA relativa aos principais modelos de regressao linear para dados
simbolicos de tipo intervalo, seguida de outra se¢do relativa aos modelos ndo-lineares. Por fim,

na ultima se¢@o se descrevem as misturas de regressao.

2.2 Analise de dados simbolicos

SDA surgiu através da influéncia simultanea da Anélise Exploratéria de Dados (BEATON;
TUKEY, 1974; BOCK, 1974; GILBERT, 1990), Inteligéncia Artificial (BEATON; TUKEY,
1974; RUSSELL et al., 2003; LUGER, 2005) e Taxonomia Numérica (SNEATH; SOKAL, 1962).
As primeiras tentativas para obter dados simbolicos a partir de dados classicos foram realizadas
por (BELSON, 1959), seguido por (MORGAN; SONQUIST, 1963) com o método Automatic
Interation Detector (AID). Os primeiros algoritmos, chamados de Conceptual Clustering, foram
apresentados por (DIDAY; SIMON, 1980; MICHALSKI; STEPP; DIDAY, 1981). Trabalhos
pioneiros (DIDAY, 1987, 1989, 1991) apresentam os principios basicos de SDA. Com isso,
varios outros trabalhos foram realizados em diversas direcdes. A partir do final da década dos 80,
SDA deixou de ser restrita a um pequeno grupo de pesquisadores para ser uma drea de pesquisa
bastante relevante marcada por muitas publicagcdes e conferéncias (NOIRHOMME-FRAITURE;
BRITO, 2011). BOCK; DIDAY (2012) apresentam de maneira sélida os conceitos de SDA e os
principais métodos estatisticos desenvolvidos para manipular dados desta natureza.

Contudo, os métodos para o tratamento de dados simbdlicos ainda sdo bastante reduzidos

em ndmero. A seguir serdo comentados alguns métodos cldssicos ja estendidos para o tratamento
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de problemas que envolvem dados simbdlicos.

Na estatistica descritiva por exemplo: DE CARVALHO (1995) introduziu a construgdo de
histogramas para dados simbolicos booleanos; NOIRHOMME-FRAITURE; ROUARD (1997)
apresentaram o ZoomStar, um método grafico para visualizar objetos simbdlicos. No caso
univariado (p = 1), conceitos como a média amostral, a varidncia amostral e a distribuicdo
de frequéncia foram desenvolvidos para varidveis simbolicas (BERTRAND; GOUPIL, 2000).
Posteriormente, esses conceitos foram estendidos para o caso multivariado, o seja, quando
p > 1 (BILLARD; DIDAY, 2006; BILLARD, 2004).

Para a Andlise de Componentes Principais (PCA) simbdlica, CAZES et al. (1997);
DOUZAL-CHOUAKRIA (1998); CHOUAKRIA; DIDAY; CAZES (1998) desenvolveram méto-
dos para reduzir um conjunto de varidveis simbolicas de natureza intervalar p — dimensional
para um conjunto s — dimensional. O objetivo € encontrar um conjunto de s componentes que
juntos expliquem ao maximo a estrutura de variacdo das p varidveis originais. Métodos com
0 mesmo propdsito para dados simbdlicos intervalares também foram propostos por ICHINO;
YAGUCHI (1994) utilizando a métrica de Minskowsky, e por NAGABHUSHAN; GOWDA;
DIDAY (1995) usando principios de séries de Taylor. Pouco depois, LAURO; PALUMBO (2000)
apresentaram técnicas novas de PCA para varidveis intervalares baseadas nos limites inferior e
superior dos intervalos. Os autores asseguram que sua abordagem estd em conformidade com
alguns métodos desenvolvidos focados apenas no centro dos intervalos e que consideram o range
como um erro de mensuracdo ou uma perturbacao aos dados. Uma extensdao mais geral de PCA
para dados simbdlicos intervalares foi apresentada por IRPINO (2006), incluindo a dependéncia
temporal dos dados, por exemplo, considerando os precos de abertura e fechamento de uma acao
negociada no mercado financeiro.

Outra técnica estatistica muito importante desenvolvida para dados simbdlicos € a andlise
de cluster. Neste sentido, cabe destacar os trabalhos de GOWDA; DIDAY (1991a, 1992); GURU;
KIRANAGI; NAGABHUSHAN (2004), os que apresentaram as principais medidas de similari-
dade ou dissimilaridade para mensurar a distancia entre objetos simbdlicos; bem como DA SILVA
(2005); BILLARD; DIDAY (2006), os que propuseram as principais medidas de distancia para
objetos simbdlicos booleanos e modais. Para dados simbdlicos de natureza intervalar, BOCK
(2002) apresentou métodos de particdo e visualizagdo mediante os mapas de Kohone. CAR-
VALHO; SOUZA (2003) desenvolveram novos métodos de cluster utilizando algoritmos do tipo
nuvens dinamicas. SOUZA; DE CARVALHO (2004) introduziram métodos de particdo baseados
na distancia city — block. DE CARVALHO et al. (2006) propuseram um método dindmico de
particdo baseado na distancia de Hausdorff e CARVALHO et al. (2007) propuseram o agru-
pamento de dados simbdlicos intervalares também baseado na distancia Hausdor f f adaptada.
Adicionalmente, outra proposta interessante € apresentada por LIMA NETO; ANJOS (2015),
os autores neste trabalho consideram um modelo de regressao para dados de tipo intervalo com
estrutura de cdpulas obtendo resultados relevantes quando comparado com outros modelos da

literatura.
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No contexto da andlise fatorial para dados simbdlicos a primeira abordagem foi apresen-
tada por CAZES et al. (1997). Eles introduziram um método geométrico de classificagdo ndo su-
pervisionado em que individuos sdo descritos por vetores de intervalos numéricos. MORINEAU
et al. (1994) também apresentaram contribuicdes nesta area. L.ogo, foi proposta uma general-
izagdo da andlise fatorial discriminante para dados simbdlicos LAURO; VERDE; PALUMBO
(2000). Uma extensao da tabela bidimensional foi proposta por GETTLER-SUMMA; PAR-
DOUX (2000), em que os autores abordaram a andlise de dados simbdlicos em tabelas com trés
entradas, sendo o tempo ou espaco a terceira dimensao.

As arvores de decisdao também foram estendidas a dados simbdlicos, exemplo disso
foi a generalizagdo dos conceitos desta técnica ndo-paramétrica por CIAMPI et al. (2000).
Adicionalmente, LLLATAS; M. (2000) estudou o uso de arvores de decisdo considerando que os
objetos simbdlicos fornecem uma amostra estratificada. Segundo eles, isto permite detectar a
influéncia dos estratos nas regras de predicio. MBALLO; DIDAY (2005) propuseram também a
utilizacdo do critério de Kolmogorov — Smirnov como medida em 4rvores de decisdo simbolica.

Os modelos de regressdo também tém sido estendidos a dados simbdlicos, BILLARD;
DIDAY (2000) foram os primeiros a propor um modelo de regressao para dados simbdlicos de
natureza intervalar. A abordagem proposta por eles consiste em minimizar a soma dos quadrados
dos erros para os centros dos intervalos. Dois anos mais tarde, os mesmos autores propdem uma
outra abordagem ajustando dois Modelo de Regressao Linear Classicos (MRLCs) independentes
para os limites inferiores e superiores dos intervalos (BILLARD; DIDAY, 2002). BILLARD;
DIDAY (2006) também incluiram varidveis explicativas, bem como estruturas hierdrquicas das
varidveis no ambito da regressao simbdlica. MAIA; CARVALHO (2008) estenderam o modelo
de regressdo L; para dados simbdlicos intervalares, considerando a soma dos desvios absolutos
como critério de minimizacdo para a estimativa dos parametros. LIMA NETO; CARVALHO
(2008) propuseram um novo modelo para dados intervalares baseado no centro e na amplitude
dos intervalos, representacao que mostrou melhor desempenho do que os métodos apresentados
em BILLARD; DIDAY (2000) e (BILLARD; DIDAY, 2002). LIMA NETO; CARVALHO (2010)
propuseram uma nova abordagem para ajustar o modelo de regressao linear com restricao no
centro e nas amplitudes dos intervalos, a fim de assegurar a coeréncia matematica entre os valores
previstos dos limites inferior e superior do intervalo.

No caso do modelo de regressado intervalar que assume distribuicdes de probabilidade para
os erros, DOMINGUES; SOUZA; CYSNEIROS (2010) propuseram uma metodologia de andlise
de dados intervalares utilizando como base o modelo de regressao linear simétrica. Baseados
na teoria do modelo linear generalizado, LIMA NETO; CORDEIRO; CARVALHO (2011)
introduziram um modelo de regressdo bivariada simbdlica para dados intervalares. SOUZA;
QUEIROZ; CYSNEIROS (2011) propuseram modelos de regressao linear logistica para os
limites inferiores e superiores dos intervalos, em conjunto e separadamente. Adicionalmente,
FAGUNDES; DE SOUZA; CYSNEIROS (2013) introduziram um modelo de regressdo robusta

para a estimativa e a predicdo de intervalos na presenca de outliers.
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As abordagens mencionadas acima estdo relacionadas a modelos de regressdo linear
com dados simbdlicos de tipo intervalo, porém, problemas reais podem envolver aplicagdes
ndo-lineares para intervalos, o que tem sido pouco explorado. Recentemente, LIMA NETO;
CARVALHO (2016) apresentaram um método de regressao nao-linear para dados simbdlicos de
tipo intervalo com distribuicao normal para os erros do modelo.

Por ultimo, no dominio de séries temporais, ARROYO; MATE (2006) fornecem medidas
de precisdo para séries temporais intervalares baseadas em distancias de Ichino — Yaguchi e
Hausdorff. MAIA; CARVALHO; LUDERMIR (2006) apresentaram duas abordagens para
a previsdo de series temporais considerando varidveis simbolicas intervalares. O primeiro
método ajusta dois modelos independentes (Auto-regressivo de Médias Mdéveis (ARMA)) so-
bre os centros e as amplitudes dos intervalos. O segundo método baseia-se em uma abor-
dagem hibrida e combina um modelo ARMA com uma rede neural Perceptron Multi-Camadas
(MLP) MAIA; CARVALHO; LUDERMIR, 2008). ARROYO; MATE (2009), formularam novos
modelos para a previsdo de séries temporais simbdlicas com dados de tipo histograma. Por
fim, GARCIA-ASCANIO; MATE (2010) promovem uma comparacio entre modelos de Vetores
Auto-regressivos (VAR) e MLP para dados de tipo intervalo na previsdo da demanda de energia

eléctrica.

2.2.1 Dados simbdlicos

Os dados simbolicos sdo extensdes de tipos de dados classicos. Em conjuntos de
dados convencionais, os objetos sdo individualizados, enquanto em dados simbdlicos estes sdao
unificados por relacionamentos. Em geral, dados simbdlicos sao mais complexos do que os
dados convencionais nos seguintes aspectos (GOWDA; DIDAY, 1991b; GOWDA; RAVI, 1995):

1. Todos os objetos de um conjunto de dados simbdlicos podem ou ndo ser definidos

pelas mesmas varidveis.
2. Cada varidvel pode ter mais do que um valor ou mesmo um intervalo de valores.

3. Em dados simbdlicos complexos, os valores que as varidveis adquirem podem incluir

um ou mais objetos elementares.

4. A descri¢@o de um dado simbdlico pode depender das relagdes existentes entre outros
dados.

5. Os valores das varidveis simbdlicas podem ser tipicamente frequéncias de ocorréncia

relativa ou indicar semelhancga e nivel de importancia de outros valores.

2.2.2 Tabela de dados simbolicos

A premissa € que o processo de obtencdo de dados simbdlicos deve preservar o maximo

de informacao possivel sobre os dados e a0 mesmo tempo diminuir consideravelmente o tamanho
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inicial da tabela de dados. Como resultado dessa transformacao sdo geradas novas tabelas de
dados, chamadas de tabelas de dados simbodlicos, onde as classes de individuos sdo descritas
por pelo menos uma varidvel simbdlica. Assim, nestas tabelas, as linhas correspondem aos
individuos ou classes de individuos e as colunas sdo as varidveis simbdlicas que descrevem esses
individuos ou classes (DIDAY, 2016).

Considere o seguinte exemplo extraido de DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE (2008):
em uma ilha vivem 600 pdassaros, sendo 400 andorinhas, 100 avestruzes e 100 pinguins. A
Tabela 2.1 consiste de 600 entradas com a informacao referente a espécie, capacidade de voo
e tamanho para cada um dos pdssaros observados na ilha. Entretanto a Tabela 2.2 mostra, em
apenas 3 entradas os dados simbdlicos obtidos pelo processo de SDA agrupando as aves por
espécie, na qual também foi adicionada uma nova informacdo referente a migragcao dos pdssaros

em diferentes periodos do ano.

Tabela 2.1: Descricdo simplificada da base de dados de 600 padssaros com trés varidveis.

Passaro | Espécie  Voadora Tamanho (cm)
1 Pinguim  {NAO} 80
599 Andorinha  {SIM} 70
600 Avestruz  {NAO} 125

Na Tabela 2.2, notamos que as varidveis do conjunto de dados original foram transfor-
madas. A nova varidvel adicionada, que representa a migracdo das aves, expressa que 90% das

andorinhas migram, que todos os pinguins migram e que nenhum avestruz migra.

Tabela 2.2: Descricdo das trés espécies de aves com conceito de migragio.

Espécie | Voadora Tamanho (cm) Migracao

Pinguim {NAO} [70; 95] [100% sim, 0% nao]
Andorinha | {SIM} [60; 85] [90% sim, 10% nao]

Avestruz | {NAO} [85; 160] [0% sim, 100% nao]

Outro exemplo de tabela de dados simbdlicos € apresentado na Tabela 2.3, onde as linhas
sao individuos e as colunas sao trés varidveis simbdlicas: pulso (expresso por um intervalo),
marca de automdvel (expresso por um conjunto de categorias) e se faz academia (expresso por

uma distribui¢do de pesos), também obtidas de uma agregagao pelo processo SDA.

Tabela 2.3: Exemplo de uma tabela de dados simbdlicos.

ID Pulso Marca Automével Faz academia

1 | [58;90] {Ford, Fiat} {(3/4)sim, (1/4)nao}
2 | [47;68] {Ford, Fiat, BMW} {(1/4)sim, (5/3)ndo}
3 | [32;114] {Volkswagen, Chevrolet} {(4/5)sim, (1/2)ndo}
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Por outro lado, a Tabela 2.4 apresenta dados “naturalmente” simbdlicos de tipo intervalo,
que sdo os dados das temperaturas mensais minimas € maximas registradas em 60 estacdes
meteoroldgicas na China (BILLARD; DIDAY, 2006).

Tabela 2.4: Exemplo de uma tabela simbdlica, com dados naturalmente intervalares.

Temperaturas mensais ([min; max]) - Ano 1988

Estacdes | Janeiro | Fevereiro | --- | Novembro | Dezembro
AnQing | [1,8; 7,11 | [2,1;7,2] | --- | [7,8;17,9] | [4,3; 11,8]
Zholing | [2,7;8,4]) | [2,7;8,7] | --- [8,2; 20] | [5,1;13,3]

Assim, podemos resumir que cada célula de uma tabela de dados simbdlicos pode conter
diferentes tipos de dados, em particular (BOCK; DIDAY, 2012):

a) Um tnico valor quantitativo.

b) Um unico valor categorico.

¢) Um conjunto de valores ou categorias.
d) Um intervalo.

e) Um conjunto de valores com pesos associados.

2.2.3 Variaveis simbolicas

Como foi mencionado anteriormente, as varidveis simbdlicas podem assumir, para um
tnico individuo, um conjunto de categorias, intervalos, histogramas, etc. Os tipos de varidveis
simbdlicas mais comuns sdo: varidveis multi-valoradas (ordinais ou nao-ordinais), variaveis de

tipo intervalo e varidveis modais.

» Uma varidvel simbdlica Y é multi-valorada ndo-ordinal se seus valores Y (i) cor-
respondem a subconjuntos finitos do dominio D : |Y(i)| < e para todos os indi-
viduos i € E. Por exemplo, seja E o conjunto de cidades no Brasil e Y a var-
idvel que armazena os bancos que existem nas cidades. Entdo pode-se ter que,
Y (Recife) = {Bradesco,Caixa,Citibank,BB}

s Uma varidvel simbdlica Y é multi-valorada ordinal se D suporta uma relacdo de
ordem =<, tal que, para quaisquer pares de elementos a,b € D, tenhamos a < b ou
b < a. Na pratica, a < b € interpretado como a antecede b ou a € menor que b. Para
quaisquer dois individuos i, j € E, em que a =Y (i) e b = Y (j) sdo os valores obser-
vados para a varidvel Y, € possivel definir qual deles € estritamente “melhor” do que
o outro sem a utilizacdo de qualquer escala numérica: a < b ou b < a. Por exemplo,

Y = {Qualidade do produto} e D = {excelente,bom,razodvel, pobre,insuficiente}.
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s Uma varidvel simbdlica Y é definida como intervalar se ela representa uma real-
izacdo & = [a;b] CR', com a < b e {a,b} € R'. Por exemplo, seja E um grupo de
homens e Y = o tempo semanal de lazer (em horas), para os individuos i, j € E €
possivel ter: Y (i) = [3;5] e Y (j) = [7;9].

» Todas as varidveis definidas anteriormente sdo também conhecidas como varidveis
simbdlicas booleanas. Existem também as varidveis modais. Uma varidvel simbdlica
Y € definida como modal se para cada individuo i € E, essa varidvel além de apresen-
tar um subconjunto de categorias Y (i) C D, apresenta também uma frequéncia, proba-
bilidade ou peso w(l) associado a cada categoria [ € Y (i) que indica o qudo frequente,
tipica ou relevante € a categoria / para o individuo i. Seja Y os cursos superiores com
alunos reprovados na disciplina de estatistica em x universidades. Entdo, para uma

universidade x, Y (x) = Ciéncias da computagdo(0,5), Fisica(0,4), Quimica(0,2).

2.2.4 Vantagens e desvantagens da utilizacao da analise dados simbdlicos

Os principios que caracterizam os métodos de SDA quando comparados com as aborda-

gens estatisticas cldssicas sdo:

= Os objetos simbdlicos sdo capazes de representar dados mais complexos.

= Os algoritmos de SDA permitem a geracao de conceitos a partir das regras e taxono-

mias presentes nos dados.

s Produzem descri¢des graficas que consideram a variagdo interna dos dados simboli-

COS.
As principais vantagens de utilizar dados simbdlicos na descri¢do e andlise de dados sdo:

= Estes apresentam um resumo do conjunto original de dados de uma maneira explica-
tiva através de descri¢des baseadas em propriedades relacionadas as varidveis iniciais

ou outras varidveis significativas.

» Estes podem ser facilmente transformados em uma consulta na base de dados e

podem ser utilizados para propagar os conceitos extraidos entre bases de dados.

= Por serem independentes da tabela de dados inicial, os dados simbdlicos sdo capazes

de identificar qualquer individuo correspondente a qualquer base de dados.

» Para aplicar a andlise de dados exploratdria a diversas bases de dados, uma alternativa
possivel € a construgdo de objetos simbdlicos a partir dos dados e a posterior aplicagdao

dos métodos de SDA no conjunto total de objetos.

Por outro lado, a principal desvantagem envolvida na utilizacdo de dados simbdlicos
€ o fato da agregacao dos dados, que pode acarretar a perda de informacdes relevantes para o

dominio dos dados.
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2.3 Regressao linear para dados intervalares

A andlise de dados através da regressao linear estd dentre as técnicas mais utilizadas para
a constru¢do de modelos para descrever o comportamento de uma varidvel dependente a partir
de um conjunto de outras varidveis independentes. A metodologia de regressdo linear € aplicada
em diversas dreas de pesquisa, como a financeira, a epidemioldgica, a médica, a econdmica, etc.
A maioria desses modelos usam a minimizagdo da soma dos quadrados dos desvios para estimar
os parametros. Este método dos minimos quadrados ordindrios (Ordinary Least Squares (OLS))
tem a vantagem de ser computacionalmente simples e de fornecer os melhores estimadores
lineares ndo-viesados para os parametros do modelo (MONTGOMERY; PECK; VINING, 2015).

Os trés modelos principais de regressdo linear simbdlica, sem a suposicao de distribui¢io
de probabilidades para os erros, sao o método do centro, 0 método dos minimos € maximos € o
método do centro e da amplitude do intervalo. O processo para a estimativa dos parametros da
regressao linear nos trés métodos € baseado na minimizacgdo de critérios predeterminados usando
OLS.

2.3.1 Meétodo do centro

Este método consiste em ajustar um MRLC aos pontos médios (centros) dos intervalos
e em seguida aplicar esse modelo aos limites inferior e superior dos intervalos das varidveis
preditoras para prever, respectivamente, os limites inferior e superior dos intervalos da varidvel
resposta BILLARD; DIDAY (2000). O centro € dado por:

oo (& ")
2
Os limites inferior e superior da varidvel resposta sdo preditos através da aplicacdo do vetor de
pardmetros 3 aos limites inferiores e superiores das varidveis regressoras. O vetor f é 0 mesmo
para os modelos aplicados a ambos os limites inferiores e superiores.

Formalmente dito, o método do centro para varidveis simbolicas de tipo intervalo pode ser
definido como: Seja E = {e}, ez, -+ ,e,} um conjunto de exemplos descritos por p+ 1 varidveis
intervalares Y e X1,X>,---,X,; e seja cada exemplo ¢; € E(i = 1,--- ,n) representado por um
vetor de intervalos z; = (X;,y;), onde X; = (xi1, X2, -+ ,Xij, " ,Xip), com x;; = &;j = [a;j; bij] €
Q={[a;b]:a<be{a,b}cR'}(j=1,--,p)eyi= [yﬁ"f;yfup} € Q, caracterizando os valores
observados de X; e Y. Considere Y como varidvel resposta e X1,X5,---,X,, como varidveis

regressoras relacionadas por:

yﬁ"f =PBo+ Praii +---+ Bpaip + Sl-mf
i'? = Bo+Bibit + -+ Bpbip + &7
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Com a equagdo e a equacao , pode-se desenvolver o critério de minimizacao do método
do centro:
n . f 2 n . j.
in sup - in
(&" +&"")" = Y0 —Bo—Bran—---—Bpaip
=1 =1

+ ¥ — Bo— Bibit — -+ — Bybip)?

~

que representa a soma dos quadrados dos erros dos limites inferior e superior.
Os valores dos pardmetros  que minimizam a equagao sao obtidos através da
diferenciagio dessa equagdo em relagdo a cada elemento de 3, e igualando a zero cada uma das

equagdes obtidas resultando nas equagdes normais seguintes:

nPo+ P Xy Xy + -+ By Xy xi, = Xl i
. . ) A -
Po Xy xfy + Br Xy ()™ + -+ Bp Xy x5 = Xy vixg,

o Xl X, + P X6, o+ Bp Xy (6,)% = K1,

em que x{; = (a;; +bij)/2 e yi = (yﬁ”f + ") /2 sdo os centros dos intervalos x;j, j = 1,2,--+,p
e y;, respectivamente.

Desta forma, a estimativa dos parametros 3 que minimizam a soma dos quadrados dos
erros (equacao ) para este método, € a solucao do sistema de p+ 1 equagdes normais. Em

notacdo matricial, a expressao resulta em:
p=(A)"b
em que A é uma matriz (p+1) X (p+1) e b é um vetor (p+ 1) x 1, dados por:

nooEaf e L,

2
A Zi.ngl Zi(’fﬁ) Zix?pxz?l eh—

(nyv Zylcxl)
: : T
Yixi, Lixaxe oo Yi(xd)?

Ao aplicar o modelo para predizer a varidvel resposta Y, os valores limites para seu intervalo

serdo dados por:
),;\ _ bf)\inf;j)\sup]; )A]inf _ (Xinf)TB eysup _ (XSMP)TB,

na qual, (x"*\T = (1,a;,ay,--- vap), (X" = (1,by,ba,-+- ,by) e B =(Po, P, ,ﬁp)T. Tenha

em conta que este método ndo garante que y!"/ < yI*7.
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2.3.2 Meétodo dos minimos e maximos

O método dos minimos e maximos proposto por BILLARD; DIDAY (2002) ajusta dois
MRLC independentes para os limites inferiores e superiores das varidveis simbolicas e essa €
a sua grande diferenca quando comparado com o método do centro. Considere o conjunto de
varidveis X1,X», -+, X, como varidveis regressoras relacionadas com uma varidvel resposta Y

através do modelo linear:

mf ﬁlnf+Btnfall 4. _|_ﬁmfalp+8mf
VP = B B o B+

A partir da equagio pode-se deduzir a soma dos quadrados dos erros dos limites inferiores

€ superiores:

n ) n .

Z{(gimf)Z Zl( mf Bmf Blnfazl_"'_ﬁglfaip)z

1= 1=

n n

Z (gisup)Z _ Z (y;mp o ﬁgup _ Bimpbil L :B;upbip>2

N
I
—_
I
—_

Note que a soma dos quadrados dos residuos de ambos limites € feita de forma independente,
considerando também independentes os vetores de parametros f3 utilizados para predizer os
limites da varidvel resposta. As equagdes normais do método dos minimos € méximos podem

ser obtidas diferenciando a equacado com respeito aos pardmetros 3 e igualando a zero o

resultado.
n (l)nf+ﬁlmle 1a11+”'+ﬁll7nfzz 14%ip = Lij= 1y§nf
(I)nfz 1“!1‘”31 i:l(ail)2+"‘+ﬁ;7nf):l 1 QipQil = i:lyi'nfail
ﬁmf 1a,p+ﬁ1 i— 1ailaip+"'+ﬁmf i— 1(atp)222?:1y;nfaip
e,
By B b B by = X1
0" Xy bit + By X (b )2+ 4 By Xy bipbin = Xy i b
gup ?:1bip+ﬁlsup ?:1bi1bip+"‘+[31§up ?:1(bip)2— i= lyl pblp

{'nf’ ﬁmf ﬁsup sup

A inf sup ST
Os valores dos pardmetros f3 ,;-++,Bp " que minimizam a

equacgao podem ser escritos em nota¢gdo matricial como:

BT — (BB BT = ()
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¢,
A /\A A u A T _
ﬁsup = (ﬁ(;upv f 17,' o 7ﬁ;up) = (B) 1b

em que A e B sdo matrizes de dimensdo (p+1) x (p+ 1), a e b vetores (p+ 1) x 1, dados por:

n Y.iail e Yiaip
Yian Yi(ai )2 o Xidipail
A= . . . .
2
Yiap Yiainap - Yi(aip)

n o Yibip
. Zi.bil Zibfpbil

Yibitbiy -+ Yuilbip)?

T T
a= (ZY§"f>Zy§nfailv = ,nynfaip> eb= (ny-”p i bin, ,ny””b,-p>
l l l l l l

Os valores preditos para os limites inferior e superior $ = ["/;$“P] da varidvel resposta Y

depois de aplicar o modelo sdo dados por:

yinf _ (Xinf)TBinf e )f)\sup _ (Xsup)TBsup

com
(Xinf)T = (L,a,---,a,) e (XS“P)T = (1,b1,---,by)

B0 = BB ) e B = (B B )

2.3.3 Método do centro e amplitude

Este método foi proposto por LIMA NETO; CARVALHO (2008), e estabelece as somas
dos quadrados dos erros relativos aos centros e amplitudes dos intervalos como critérios de
minimizac¢ao independentes para a estimativa dos parametros, obtendo-se um modelo para o
centro e outro para a amplitude. A expectativa € que com a inclusdo das informagdes contidas nas
amplitudes dos intervalos melhore a predi¢do do modelo. O ajuste dos limites inferior e superior
da varidvel resposta é realizado através da aplicagao do vetor de pardmetros 3 aos centros e
amplitudes das varidveis regressoras.

Sejam, y© e xji (j=1,2,...,p) os vetores de valores relativos aos centros (c) dos intervalos
das varidveis intervalares y e x; (j = 1,2,...,p). Além disso, considere y" e x;- (j=12,...,p)
varidveis quantitativas que assumem como valores a metade das amplitudes (r) dos intervalos

das varidveis intervalares y e x; (j = 1,2,...,p). Considere y° e y" como varidveis resposta e x? e
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x; (j=12,...,p) um conjunto de varidveis regressoras relacionadas por:

=Bo+Bixj +-+Byxi,+e i=1,...,n

y{=ﬁ6+l31rx{1+"'+B1;xirp+£ir t=1,...,n
em que,
o laij+biy) o (bij—ayj)
MT T ST T
O O )
Yi = 2 € Yi= 2

~C ~r . .
Neste método, os vetores de parametros (8 )7 e (B )7 sdo obtidos de forma independente para

os centros e as amplitudes dos intervalos. Portanto, a soma dos quadrados dos erros é dada por:

Zn‘i(eic)z = Zn;( — By — Bixii — ,ffp)z
V(P = V05— By — B — - — By, )

N
I
—_
I
—_

As equagdes normais do método do centro e da amplitude podem ser obtidas diferenciando

a equacdo com respeito aos parimetros 8 e igualando a zero o resultado.

nfBg +51 im1 Xy e By Xl X, = Xl i
2
BTy Xy + BY Ly ()P 4+ B T 1x,p =X VX

BsXi 1x1p+[31 Lixi X, e+ By ?zl(xfp)zz i1 YiXi

c,
"ﬁ0+51 X e By X, = X vy
ﬁo 11X +ﬁ1 Ly i1)2+"'+ﬁ£2?:1xfpr1 = Y1 Vixh
ﬁo Y- lxlp+B1 XX, o+ By ?zl(xirp)z = Y1 iy
Os estimadores de minimos quadrados de [, Bf,---,B; € By, B{, -+, B, que minimizam a

equacao através do sistema de equacgdes normais acima podem ser escritas em notacao

matricial por:
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em que A e B sdo matrizes (p+1) X (p+ 1), a e b vetores (p+ 1) x 1, dados por:

n Yixy oo XX,
2
A Yixg o Xi(xf)T oo Xaxgag
2
Yixg, Yi(xg)xg, o Lixg,)

’/l o .. Zix{p
B Lixp o LiXip¥a

Zi(xgl)x;p Zi(x{p>2

T T
a= (Zy?,zyfxlﬁ e Zﬁ)@%) eb= (Zy?xlﬁ, o ,Zy?x?p>
i i i i i
O valor y = [y"/y“P] é predito a partir dos valores §¢ e $" como mostrado a seguir:
}»;\inf _ )/}c _)/;r e )f;sup _ }»}\c +)f)\r

?nde, ﬁf :A(XC)TBi’ V= (AXr)T/§
ﬁC: (ﬂ67ﬁ1€a 7ﬁ;)T eﬁr: (

2.4 Regressao nao-linear para dados intervalares

Em muitos problemas do mundo real, o estudo da relac@o entre varidveis assume padroes
nao-lineares. Ao contrdrio dos modelos de regressao linear para dados simbdlicos de tipo
intervalo, os modelos que saem da linearidade t€m sido pouco explorados na drea de SDA. A

continuacao serdo descritos os principais estudos encontrados na literatura correspondente.

2.4.1 Modelo de regressao nao-linear para dados intervalares

O Modelo de Regressdo Nao-Linear para Dados de Tipo Intervalo (NLM-IVD) é uma
abordagem nao-linear proposta por LIMA NETO; CARVALHO (2016). Este modelo minimiza
as somas de quadrados dos erros dos centros e das amplitudes dos intervalos de forma inde-
pendente. Suponha um conjunto de i = 1---n observagdes para p + 1 varidveis intervalares
Y e X1,X2,---,X,; em que cada observacdo i € representada pelos vetores w; = (x{,){) e
= (%], 0]). com X = (36,38, -+ 36,) € X = (afy xhy, -1, ). sendo o = (g +byj) /2.0 =
(bij—aij)/2,y¢ = (yﬁ"f +y:"P) )2 e yi = (37 — yf"f )/2. De esta forma, os valores observa-

dos para as varidveis do modelo serdo X7,X7,Y“ e Y'. Além disso, considere que as var-

iaveis respostas Y¢ e Y estdo relacionadas com as varidveis X]? e X ]’ através de Y°,Y" ,X]? e
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X;,j=1,2,---,p, relacionadas por:

¥ = fo(x,0) + €
¥ = £,(,0) + ¢

em que, £° e € sdo os erros aleatorios ndo correlacionados com E (&) =0,E (&) =0,Var(ef) =
o2, Var(e) = o2,Cor(ef, & €j) =0e Cor(gf,€7) = 0 para todo i # j. € e €" s@o os vetores de
parAmetros desconhecidos do centro e da amplitude, ambos de dimensdo (p x 1) e, fo(-)ef(+)
sdo fungdes ndo-lineares diferencidveis.

A soma dos quadrados dos erros para o Modelo de Regressao Nao-Linear para Dados
de Tipo Intervalo NLM-IVD, considerando os modelos de regressdo nio-linear expressos pela

equacao pode ser denotada como:
1 S 2 1 ~ S 2
Y (66 = Y. — fe(xf, 6°)
- 2 v 2
Y (&)= Y [vi — fil(x}, 67)]

Diferenciando a equagao em relacdo a cada elemento dos vetores ¢ e 0" e igualando
a zero, € obtido um conjunto de 2p equacdes normais relacionadas aos modelos nao-lineares

responsdveis pelos centros e as amplitudes dos intervalos, respectivamente:

n a ” CGC

3 - 0] | 20RO o g, 210
& RGN

- L 1 06c=0¢

! E (x7, 0"

Y~ fo(x].0) f((gxgr | ogmrae
i=1 L ] _er:ér

A resolugdo dos sistemas de equacdes expressos na equagao e a equagao pode ser
extremamente dificil, por isso, os autores do modelo usam métodos iterativos para obter as
estimativas dos vetores de pardmetros 8¢ e 8”. Deste modo, os valores preditos § = [§/; 7]

de uma nova observacgdo da varidvel resposta Y serdo obtidos a partir de y¢ e de §" da seguinte

forma:

$ = min(§° =375 +57) e 0 =max(y — 3,5 +5") 2.12
em que 3 = fe(x{,0) e 3" = f,(x], com 87), (x)" = (x{, -+ ,x)), ()T = (a], -+ 1), 0 =
(6f,---,09)7T e 9’ = (8],--,6;)". A equagiio garante a coeréncia matematica para o

NLM-IVD, sendo que y’”f < PP,
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2.5 Misturas de regressao intervalar

Outros estudos interessantes encontrados na literatura de SDA sobre regressdo intervalar
sdo as misturas de regressdo linear e kernel apresentadas por ?). Considerando que uma amostra
intervalar contém duas subpopulagdes, a regressdo misturada ocorre quando uma relacdo de
regressdo € conhecida e a outra € desconhecida. Segundo os autores, a mistura tem maior

flexibilidade do que a andlise de regressio intervalar convencional e garante que y"/ < 5.

2.5.1 Mistura centro linear + amplitude kernel

Este método assume uma forma paramétrica linear para o centro e uma abordagem livre

para a amplitude dos intervalos e a relacdo de mistura pode ser descrita como:
E(Y/X)=[E(Y/X*) —E(Y"/X"),E(Y/X) +E(Y"/X")]

= [ (X) = g (X7),m (X)X

com Y a varidvel resposta intervalar, X = (Xj,- - ,Xp)T o vetor de varidveis preditoras inter-

valares, m" uma funcdo desconhecida e m“ uma funcdo conhecida dada por:

em que B = (B§.Bf, - ,B;)T ¢ um vetor de dimenséo p + 1.

2.5.2 Mistura centro kernel + amplitude linear

Este método assume uma forma ndo-paramétrica para o centro e uma abordagem linear

para a amplitude dos intervalos e a relacdo de mistura pode ser descrita como:
E(Y/X) = [E(Y/X) —EY"/X"),E(Y*/X)+ E(Y"/X")]

= I (X) — S (X7),m(XE) 4 2 (X7)]

com Y a varidvel resposta intervalar, X = (Xj,---,X,)” o vetor de varidveis preditoras inter-

valares, m© uma funcao desconhecida e m" uma funcado conhecida dada por:

emque B = (B}, B[, ,ﬁ;)T ¢ um vetor de dimenséo p + 1.
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Modelo de precificacao de ativos de capital

intervalar

3.1 Introducao

Este capitulo introduz um novo modelo para estimar o risco sistematico no CAPM com
dados simbdlicos do tipo intervalo, utilizando como varidveis 0s precos maximo € minimo
contidos nas bases de dados financeiras para explicar os retornos dos ativos. A abordagem leva
em conta as informagdes contidas nos intervalos didrios dos pregos de ativos, ao invés dos precos
de abertura ou fechamento, que tém sido os mais populares para estimar a equacao de regressao
do modelo e também usa um tnico modelo para ajustar os centros e as amplitudes dos intervalos.
Para os célculos envolvendo esses intervalos, as operacdes bdsicas de aritmética intervalar sdo

utilizadas. Além disso, propomos uma interpretacao para o intervalo dos betas estimados.

3.2 Motivacao

Em quase todos os bancos de dados relacionados com o mercado financeiro estdao
disponiveis os dados didrios de abertura, fechamento, maximo e minimo dos precos de ativos.
Contudo, a andlise e estimativa do risco sistemético das acOes baseiam-se apenas nos precos de
fechamento, existindo diversas razdes que sugerem que os valores didrios maximos e minimos
dos precos também sejam atendidos. Neste sentido, a revisdo da literatura mais competente
na drea revela que as observacdes dos precos maximos € minimos dos ativos fornece mais
informacao estatistica do que a avaliacdo dos precos de fechamento, o que de fato torna os
métodos de estima¢do mais eficientes e robustos.

Por exemplo, as op¢des exoticas de tipo lookback fundamentam a importincia da in-
formacdo contida nos precos mdximos e minimos. Este tipo de instrumento € um dos mais
populares no ambito dos mercados financeiros a nivel mundial e seu cdlculo depende da trajetéria
subjacente e dos precos mdximos € minimos alcangados ao longo da mesma (GOLDMAN;
SOSIN; GATTO, 1979). Em 1980 foi estendido o estimador de PARKINSON (1980) através
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da inclusdo da informacgdo dos precos maximos e minimos, com isto, o erro quadratico médio
diminuiu 30% (GARMAN; KLASS, 1980). Mais recentemente, foi constatado que o Vector
Error Correction Model (VECM) baseado em previsdes dos precos madximo e minimo oferece
certas vantagens sobre a maior parte dos prognoésticos alternativos (CHEUNG; CHEUNG; WAN,
2008). Igualmente, os precos maximos € minimos sdo componentes chaves de algumas técnicas
de negociagdo, como por exemplo, a estratégia do canal de pre¢os, na qual uma compra ou venda
¢ iniciada em acordo com o comportamento recente dos precos, dependendo se o fechamento for
acima ou abaixo do canal superior ou inferior construido a partir dos precos maximos € minimos
didrios (EDWARDS; MAGEE; BASSETTI, 2012).

Os precos maximos e minimos utilizados em todos estes exemplos sao dados naturalmente
simbdlicos de tipo intervalo. Em consequéncia, a estimativa do risco sistemdtico do ativo através
do pardmetro 8 no modelo CAPM, poderia se tornar mais promissora utilizando os precos maxi-
mos e minimos como um dado simbdlico de tipo intervalo. Por exemplo, a primeira tentativa de
utilizar dados intervalares no CAPM para estimar o coeficiente 3 e para medir a sensibilidade do
ativo e os retornos de mercado foi proposta por PFTAMSUWANNAKIT et al. (2015). No entanto,
apesar do modelo proposto ter utilizado agrupagdes de dados semanais, ainda obteve um valor

pontual para o retorno do ativo e, portanto, o tratamento ndo ¢ completamente intervalar.

3.3 Modelo classico de Precificacao de Ativos de Capital

Um dos interesses na drea das finangas é compreender a relacdo entre o retorno € o risco
envolvido na alocagao de recursos (investimentos). Nesse contexto, considerando também a
teoria do equilibrio de mercado em condig¢des de risco, o Modelo de precificagdo de Ativos de
Capital, mais conhecido mundialmente pelas siglas em inglés CAPM, € uma 6tima alternativa.
Distante quatro décadas do seu aparecimento, 0 CAPM foi desenvolvido por SHARPE (1964);
LINTNER (1965); MOSSIN (1966), que se inspiraram nos trabalhos de MARKOWITZ (1952)
sobre o critério da variancia média. O CAPM associa o retorno esperado pelo investidor ao
risco sistemadtico e por isso € amplamente utilizado nas finangas por analistas de mercado em
geral e corretores vinculados a bolsa de valores, em particular, para mensurar o custo do capital
proprio (RUPPERT, 2004). Esta quantidade é frequentemente estimada por um modelo de
regressao que estabelece uma relagdo linear entre y;, o retorno de uma acao no 7-ésimo periodo,

€ e, 0 retorno fornecido pelo mercado medido por algum indice. O CAPM ¢ dado por:

Vi—tpr =0+ Bt —rp)+ &, t=1,...n

em que, 7y, indica a taxa livre de risco durante o 7-ésimo periodo, ¢ e § sdo os pardmetros
desconhecidos do modelo e & sdo erros aleatérios, independentes e identicamente distribuidos
como & ~ N(0,62). A inclusio do intercepto o permite a possibilidade de mal especificagio,

ou seja, a hipétese a = 0 indica que o preco do ativo estd em conformidade com o mercado.
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O parametro B € interpretado como o risco sistemdtico do ativo sob estudo e é fundamental
para o célculo do custo de capital dos fundos préprios, fator basico na avaliacdo de qualquer
projeto ou mesmo na valorizagdo de uma empresa. Quanto menor o valor de beta (), menor o
risco da empresa e menor o retorno esperado dos investidores, e em consequéncia, como dltima
instancia, o custo dos seus capitais proprios (composto por acdes) também serd menor. Pelo
contrdrio, se o beta é superior a 1, o risco da empresa € maior e os investidores exigirdo um
retorno também superior, passando o custo dos capitais proprios a ser maior também. Estes
valores dos betas dependem do intervalo de tempo usado para os cdlculos dos retornos e do
numero de retornos utilizados na andlise de regressdo. Deste modo, a estimativa do valor de beta
a partir de retornos mensais serd diferente da estimativa baseada em retornos anuais, semestrais,
bimestrais, semanais ou diarios (RUPPERT, 2004).

Numerosos testes empiricos tém sido realizados no que se refere a validade do CAPM.
A maior dificuldade para a validagdao empirica do modelo provém da sua formulacdo em termos
de antecipagdes, e ndo de realizagdes. Assim, um retorno esperado nem sempre € realizado. Do
ponto de vista estatistico, isso introduz um erro que deveria ser igual a zero em média, mas ndo
exatamente zero para cada acdo e cada periodo.

Pode-se resumir o quadro histérico do CAPM conforme demonstrado na Tabela 3.1. E
importante mencionar que devem ser respeitados alguns pressupostos para o desenvolvimento de
testes empiricos com o CAPM, quais sejam (COPELAND et al., 1983):

1. O intercepto o ndo pode ser significativamente diferente de zero.

2. O parametro 8 deve ser o tnico fator que explique a taxa de retorno do ativo com o

risco.
3. Arelagdo em f € linear, conforme a prépia formula¢do do modelo.

4. A taxa de retorno da carteira do mercado deve ser maior que o ativo livre de risco

quando a equagao do CAPM ¢€ estimada para um longo periodo de tempo.

Em relacdo as diferentes variantes do CAPM, MERTON (1973) desenvolveu o CAPM
Intertemporal (ICAPM), modelo que ja procurava capturar as variacdes ao longo do tempo
considerando que a riqueza dos investidores era completamente consumida apds um deter-
minado periodo, porém, isso gerava inconsisténcias para sua avaliacdo. J4 o Conditional-
CAPM (C-CAPM) de LEWELLEN; NAGEL (2006) tem apresentado uma performance satis-
fatéria e, portanto, tem sido bastante apreciado. Isto, em parte, porque dito modelo considera as
oscilacdes das variancias e covariancias no horizonte temporal, o que gera a quebra estrutural ou
nao-estacionariedade das séries, e o risco sistemdtico ndo € percebido como sendo estdtico. A
partir de estudos anteriores, ESTRADA (2002) desenvolveu o Downside-CAPM (D-CAPM),
que constitui uma generalizacdo do modelo basico, utilizando a semivaridncia como métrica de
dispersao dos retornos, e tendo como pressuposto o estudo da perda sist€émica. Entretanto, cabe

salientar que independentemente das limitacdes do CAPM, este “permanece como o modelo
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Tabela 3.1: Resumo histérico do CAPM: evidéncias empiricas e limitagdes.

Ano | Autor Conclusao

1952 | Markowitz | Moderna teoria de carteiras. Explora todas as possibilidades da abor-
dagem risco - retorno (MARKOWITZ, 1952)

1963 | Sharpe Desenvolveu o modelo partindo de Markowitz (SHARPE, 1963)

1965 | Lintner Coeficiente residual ndo seria significativamente maior do que zero e
muito menor do que o excesso de prémio de risco (LINTNER, 1965)

1970 | Malkiel e | Niveis de eficiéncia informacional: fraca, semiforte e forte (MALKIEL;
Fama FAMA, 1970)

1972 | Jensen, Carteiras. Encontram um poder explicativo de 90%. Em média, os titulos
Black e | de alto risco proporcionam menor retorno do que o previsto pelo CAPM
Scholes (JENSEN; BLACK; SCHOLES, 1972)

1973 | Famae Mac | Verificou-se que o modelo deve ser linear e que o beta € a inica medida
Beth de risco para o retorno esperado do ativo (FAMA; MACBETH, 1973)

1978 | Friend, Reafirmam a importancia do risco residual na avaliacdo dos ativos
Westerfield, | (FRIEND; WESTERFIELD; GRANITO, 1978)

Granito
1980 | Levy Mercado israelense. No curto prazo nao ha relacdo significativa; porém,
no longo prazo explica 40% das taxas médias de retorno (LEVY, 1980)
1980 | Merton As mudangas na varia¢do dos retornos das acdes podem ser detectadas a
partir das variancias das agdes passadas (MERTON, 1980)
1985 | Dumontier | Mercado francés. Sete fatores comuns. Somente trés possuem um prémio
de risco significativo. Indice de mercado (DUMONTIER, 1985)

1991 | Fama e | Estudaram algumas ineficiéncias e outras varidveis estatisticamente sig-
French nificativas para explicar a rentabilidade média (FAMA, 1991)

1996 | Jagannathan | Encontraram fortes evidéncias a favor do CAPM, quando utilizaram
e Wang como proxy do portfolio de mercado o indice CRSP, obtendo um poder

explanatdrio de 30% da variagdo cross — section do retorno de 100
carteiras JAGANNATHAN; WANG, 1996)

2004 | Ribenboim | O CAPM ¢€ efetivo no mercado em equilibrio, e suas generalizacdes
apresentam melhor desempenho nas economias com menor eficiéncia de
mercado e liquidez dos ativos (RIBENBOIM, 2002)

2008 | Galea, Consideram o CAPM sob Distribui¢des Elipticas (simétricas) (GALEA;
Diaz- DIAZ-GARCIA; VILCA, 2008)

Garcia,
Vilca

2009 | Silva e | O CAPM nas versoes condicionais seria adequado quando as varidveis

Munhoz macroecondmicas fossem instdveis, porquanto as generalizacdes do
modelo poderiam capturar, de forma intertemporal, as variacdes nos
retornos das acdes devido as novas informagdes, o que € conhecido
como time — varying risk (SILVA; MUNHOZ, 2006)

2009 | Maior e | Foi desenvolvida a estimacao do risco sistemdtico em modelos com
Cysneiros erros distribuidos na classe normal assimétrica para explicar o excesso

de retorno esperado de um conjunto de acdes (MAIOR; CYSNEIROS,
2009)
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mais utilizado no mercado de capitais para o cilculo do retorno exigido pelos acionistas de
uma empresa, de maneira a compensa-los pelo risco de seu investimento” (FAMA; BARROS;
SILVEIRA, 2001).

3.4 Aritmética Intervalar

O amadurecimento do desenvolvimento da aritmética intervalar comegou com a tese de
doutorado de MOORE (1962), em que o objetivo era lidar com erros numéricos e descrever
uma aritmética intervalar que estendesse a aritmética real. Desde entdo, milhares de trabalhos
investigaram esse tema. Embora possa ser uma ideia simples, a aritmética intervalar € uma
técnica muito poderosa com indmeras aplicagdes em matematica, ci€éncia da computagdo e
engenharia. Veja algumas aplica¢des e implementacdes da aritmética intervalar em (HICKEY;
JU; VAN EMDEN, 2001; DOU; ZONG; LI, 2016).

Sejam X = [X;X] e Y = [Y;Y] dois intervalos, para os quais (X,X) e (Y,Y) sdo os
limites inferior e superior de X e Y, respectivamente, em termos de andlise de dados simbdlicos,
podemos caracterizar as operacdes matemadticas intervalares sobre essas varidveis da seguinte
maneira (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997; MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009):

X+Y=[X+Y:X+Y]
—X = [-X;-X]

X-Y=X+(-Y)=[X-Y;X-Y]

X xY = [min(XY,XY,XY,XY); max(XY,XY XY XY)]

:{l;l]se 0€X

Y Y

P
I~ >
N———

S

=
N\
<<
=] <
~I| <

[~ >

Jore

3.5 Modelo iCAPM

No modelo de precificagdo de ativos de capital para dados intervalares (iCAPM) in-
troduzido nesta secdo, os valores extremos a e b para representar os intervalos [a;b] serdo,
respectivamente, os pre¢cos minimos € maximos didrios dos ativos. Para todos os calculos en-
volvendo esses intervalos, sao utilizadas as operagdes basicas da aritmética intervalar conforme
foram descritas na secdo 3.3.

Como no caso do CAPM cléassico, nosso primeiro passo foi calcular os intervalos de
retorno. O retorno € um descritor muito importante para economistas porque quantifica em

percentagem a relag@o entre ganho ou perda e o investimento inicial. Em conformidade, o retorno
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padrdao de um dnico ativo no tempo ¢ (vamos chamar r;) é calculado como:

¢ N P_yz c Prmt+Pth
2

e

i =Py Ry & X =P, — P,

Neste trabalho, propomos ajustar um inico modelo de regressdo linear aos centros e as amplitudes

dos intervalos por meio da equacgdo:
Y=XB+¢

em que, X = (X1,X2,X3,X4), X1 = (17,017, x5 = (07 117, x3 = (xI,01)7, x4 = (0T x)7T,
B=(ao" BB, e= (el el e.=(&f,....€)" &, = (g],...,e0)T, xe = (x§,...,x5)T
e = ()Y =y YD) ye =05, )T ye = 01,001, 0, € 1, s0 vetores de
Zeros e uns, respectivamente. As estimativas dos minimos quadrados sdo a solu¢do que minimiza
€’ e dado por:

B=x"x)"'xX"Y

A vantagem da abordagem proposta € a melhora na precisdo do erro padrdo das estimativas dos
parametros do modelo.

Uma das questdes mais importantes no mercado de capitais é a consciéncia do nivel
de risco das empresas, especialmente "o risco sistémico (risco inevitdvel)" que poderia afetar
o retorno das acdes e poderia desempenhar um papel significativo no processo de tomada de
decisdo. Exemplo: a inflagdo reduz o poder de compra da populagdo e, em consequéncia, o
consumo na economia. O coeficiente 8 indica uma medida do risco sistemético e, € o melhor
preditor linear dos retornos de ativos usando os retornos do mercado como varidveis de previsao.
Portanto, uma interpretacdo correta desse parametro ¢ muito necessaria (RUPPERT, 2004).
Assim, para 0 CAPM intervalar (iCAPM) introduzido neste trabalho, propomos que o risco de

um ativo no mercado seja estimado através de um pardmetro 3 intervalar dado por:

~% A~k o~k

B =[B.:Bsl;

A~k ~ ~ A~k ~ ~ ~ ~
emque, B,=pB—1/2B"eB,=P+1/2 ", sendo os valores individuais ¢ e " as estimativas
de beta obtidas conforme foi descrito acima. Em especial, para o0 modelo proposto, sugerimos

que este intervalo de valores seja interpretado da seguinte maneira:

~%
» 3, < 1= "Risco ndo agressivo”.

~

s ,> 1= "Risco agressivo”.

o~k o~

nle [ﬁa;ﬁZ] = "Risco médio”.
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3.6 Aplicacao do i(CAPM a dados reais

Como ilustragdo, sdo considerados os dados histéricos dos pre¢os maximos € minimos
didrios de duas a¢des (Microsoft e Amazon) entre 01 de Novembro de 2013 ao 15 de Janeiro
de 2015, disponiveis na seguinte direcdo eletronica: https://www.quandl.com/data/YAHOO/. A
escolha do periodo amostral visou atender as recomendacdes tedricas de que periodos muito
longos podem ndo ser muito apropriados, uma vez que as caracteristicas da empresa podem
mudar ao longo do tempo (BARTHOLDY; PEARE, 2000). Outras varidveis utilizadas neste
estudo foram: os intervalos dos retornos da carteira de mercado e os intervalos dos retornos do
ativo livre de risco.

A carteira de mercado € a carteira que abrange todos os titulos de um mercado, porém,
segundo ROLL (1977), ela ndo € observavel, sendo, portanto, uma carteira tedrica. Entdo,
utilizou-se o indice S&P500 como proxy da carteira de mercado. Esse indice foi escolhido por
conter a lista das 500 empresas mais grandes que cotizam na The New York Stock Exchange
(NYSE), American Express (AMEX) e National Association of Securities Dealers Automated
Quotations (NASDAQ). A vantagem deste indice estd na sua construcdo, baseada na ponderagao
de a¢des a partir do valor de cada empresa no mercado. Além do mais, o indice S&P500 nao s6
representa a variacao no preco das acdes que o compdem, mas também o impacto da distribui¢io
dos proventos, representando o retorno que, de fato, esses titulos proporcionaram.

O ativo livre de risco é, para NAKAMURA (1998), aquele que possui retornos com
desvio padrao igual a zero. Por essa razao e por ser uma recomendacgdo praticamente unanime
entre os principais autores que tratam este tema na literatura de finangas (RUPPERT, 2004;
MUKHERII, 2011), as taxas do T-bill foram usadas como os retornos livres de risco.

Para a aplicagdo do modelo iCAPM foram construidos 302 intervalos, a partir dos
precos mdximos e minimos dos ativos e do indice S&P500 no periodo considerado. Depois foi
necessario calcular os intervalos dos retornos dos ativos (Microsoft e Amazon) e os intervalos
dos retornos fornecidos pelo mercado (S&P500), este dltimo representativo da relagdo entre a
quantidade de dinheiro ganho ou perdido como resultado de um investimento e a quantidades

de dinheiro investido. Para o cdlculo dos retornos foi usada a subtracdo intervalar da seguinte

R, = P — By 100
Py—1

R;;: intervalo de retornos da acao no tempo ¢;

maneira:

em que:

P;: intervalo de prec¢os da acdo no final do periodo ¢;

P;_1: intervalo de precos da acdo no final do periodo # — 1.

Ap6s o célculo dos intervalos dos retornos, foi calculado o intervalo do prémio pelo risco

da acdo no #-ésimo periodo [Byt;l_oy,], dado pela diferenca entre o intervalo do retorno da a¢do no
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t-ésimo perfodo [y ;] e o intervalo da taxa livre de risco durante o 7-ésimo periodo [r;7f,]. Em
seguida, de forma similar, foi calculado o intervalo do prémio pelo risco do mercado no ¢-ésimo
periodo [P, ,,; Prm:|, obtido pela diferenga entre o intervalo do retorno fornecido pelo mercado no
t-ésimo periodo [r,,; 7] € 0 intervalo da taxa livre de risco durante o t-ésimo periodo [r ;7.

Utilizaram-se os intervalos dos prémios pelo risco da acdo como variavel dependente
e os intervalos dos prémios pelo risco do mercado como varidvel independente. Assim, foram
calculados os valores do centro e da amplitude de cada intervalo para a regressao intervalar
pela equacdo e equacao e foi aplicada a regressdo usando a equacao . Todos os
procedimentos foram realizados com um conjunto de rotinas computacionais desenvolvidas em
linguagem de computador R, ver (www.R-project.org e TEAM (2014)), das quais uma parte
¢ apresentada no Apéndice B e as restantes estdo disponiveis para os usudrios interessados,

mediante solicitacdo aos autores.

3.7 Resultados e discussao

Apo6s o ajuste do modelo de regressao iCAPM usando os ativos escolhidos, foram

2

analisados os coeficientes de determinacio 72 e r*-ajustado. Além disso, os testes de Fisher e

Student foram processados com um nivel de significancia de 5%.

3.7.1 Dados da Microsoft

A Figura 3.1 mostra a relacio das varidveis intervalares calculadas para o ativo (Mi-
crosoft) e o indice do mercado (S&P500).

Retornos da Microsoft

" = 3 5 A ; ¢

Retornos do indice S&P500

Figura 3.1: Gréfico de dispersao dos intervalos dos retornos didrios da Microsoft versus
intervalos dos retornos diarios do indice S&P500.
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A Figura 3.2 mostra a variacdo do prémio de risco associado aos retornos do ativo
(Microsoft) em funcdo do prémio de risco fornecido pelos retornos do mercado, tanto para os
centros quanto para as amplitudes dos intervalos de retornos calculados. Pode-se observar que a
correlacdo linear das varidveis relacionadas na Figura 3.2 parece mais forte para os centros dos
intervalos do que para as amplitudes. Mas os olhos nem sempre sdo um bom juiz da intensidade
de uma relacdo linear, por isso foi calculada uma medida numérica para suplementar o grafico.
Deste modo, o coeficiente de correlag@o linear ou coeficiente de Pearson computado para os

centros € 0,9071 enquanto que para as amplitudes dos intervalos foi de 0,7393.

ye
(a) ;
o
Y
(b)

Figura 3.2: Correlacdo entre o prémio de risco do ativo e o prémio de risco do mercado,
atendendo ao (a) centros e (b) amplitudes dos intervalos de retorno da Microsoft.

A Tabela 3.2 mostra as estimativas e seus respectivos erros padrao do modelo iCAPM
ajustado para os dados da Microsoft. O coeficiente de determinagio do modelo ajustado (1) é de
0,9531. Este valor indica que o modelo iCAPM explicou 95,31% do que poderia ser explicado.
O teste de adequacidade, F, do modelo indicou um p-valor de 2,2e-16, o que indica que ao nivel

de significancia de 5% o modelo foi adequado.

Tabela 3.2: Estimativas e erros dos parametros do modelo de regressao ajustado iCAPM
para os dados da Microsoft.

Pardmetro | Estimativa | Erro padrdao | p-valor
o 0,86395 0,10281 < 0,0001
B¢ 0,98957 0,01023 < 0,0001
Br 1,09377 0,07019 < 0,0001

A hipétese nula ¢ = 0 foi testada, resultando nao rejeitada para o centro dos intervalos
o que sugere uma adequagdo do modelo na explicac@o da rendibilidade esperada. Para o ativo

em andlise (Microsoft), verificamos que a estimativa do pardmetro 3 foi positiva em ambos 0s
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casos, o que confirma a hipétese da literatura sobre a raridade de encontrar valores negativos
para este parametro ao analisar dados econométricos (RUPPERT, 2004).

Além disso, o intervalo estimado para o pardmetro de risco sistémico relacionado com
a Microsoft foi B* = [0,44;1,54]. Por definicdo do iCAPM, o risco do ativo na carteira de
mercado pode ser considerado como "risco médio". Com esses resultados, um investidor pode
acreditar que na medida em que o mercado como um todo sobe, as acdes do ativo em questao
tendem a subir na mesma proporcao, e na medida em que o mercado como um todo cai, as agdes
do ativo também tendem a cair na mesma proporcao.

Finalmente, para verificar a intui¢do de que a proposta considerando um tinico modelo
tem vantagem, foi calculado também o erro padrao das estimativas considerando dois modelos
independentes para o centro e a amplitude dos intervalos. Como pode ser constatado na Tabela 3.3
o erro padrdo dos parametros associados aos modelos independentes € maior do que o erro
padrao dos parametros apresentado na Tabela 3.2 associados ao modelo conjunto, ainda que as

estimativas sejam as mesmas.

Tabela 3.3: Estimativas e erros dos parametros dos modelo de regressdo independentes
ajustados para os centros e as amplitudes dos intervalos da Microsoft.

Parametro | Estimativa | Erro padrao
o 0,86395 0,1254
B¢ 0,98957 0,1724
Br 1,09377 0,4942

3.7.2 Dados de Amazon

A Figura 3.3 mostra a relagdo das varidveis intervalares calculadas para o ativo (Amazon)
e o indice do mercado (S&P500).
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Figura 3.3: Gréfico de dispersdo dos intervalos dos retornos didrios de Amazon versus os
intervalos dos retornos didrios do indice S&P500



3.7. RESULTADOS E DISCUSSAO 44

A Figura 3.4 mostra a variacao do prémio de risco associado aos retornos do ativo
(Amazon) em fun¢do do prémio de risco fornecido pelos retornos do mercado, tanto para os
centros quanto para as amplitudes dos intervalos de retornos calculados. Pode-se observar que
a correlacdo linear das varidveis relacionadas na Figura 3.4 ¢ muito mais forte para os centros
dos intervalos do que para as amplitudes. O coeficiente de Pearson foi calculado para medir a
intensidade dessa relacdo linear, para os centros foi de 0.6612 enquanto que para as amplitudes
dos intervalos foi de 0.2964.
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Figura 3.4: Correlacdo entre o prémio de risco do ativo e o prémio de risco do mercado,
atendendo ao (a) centros e (b) amplitudes dos intervalos dos retornos de Amazon.

A Tabela 3.4 mostra as estimativas e seus respectivos erros padrao do modelo iCAPM
ajustado para os dados de Amazon. O coeficiente de determinagio do modelo ajustado (%) é
de 0,847, indicando que o modelo iCAPM explicou 84,7% do que poderia ser explicado. O
teste de adequacidade, F, do modelo indicou um p-valor de 2,2e-16, o que indica que ao nivel de

significancia de 5% o modelo foi adequado.

Tabela 3.4: Estimativas e erros dos pardmetros do modelo de regressao ajustado iCAPM
para os dados de Amazon.

Parametro | Estimativa | Erro padrdao | p-valor
o 2,20359 0,12038 < 0,0001
B¢ 0,75685 0,02646 < 0,0001
B’ 0,44169 0,08218 0,00182

A hipétese nula a“ = 0 foi testada, resultando ndo rejeitada para o centro dos intervalos o

que sugere uma adequagdo do modelo na explicacdo da rendibilidade esperada. Verificamos que
a estimativa do pardmetro 3 também foi positiva neste caso de estudo. Alids, o intervalo estimado
para 8 foi [0,54; 0,98]. Isto €, o risco do ativo na carteira de mercado pode ser considerado como

"risco ndo agressivo", ou seja, o risco sistematico € menor do que o risco de mercado.
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Como no exemplo anterior, foi calculado também o erro padrdo das estimativas con-
siderando dois modelos independentes para o centro e a amplitude dos intervalos. Como pode ser
constatado na Tabela 3.5 o erro padrao dos parametros associados aos modelos independentes
€ maior do que o erro padrdo dos parametros apresentado na Tabela 3.4 associados ao modelo

conjunto, ainda que as estimativas sejam as mesmas.

Tabela 3.5: Estimativas e erros dos parametros dos modelo de regressao independentes
ajustados para os centros e as amplitudes dos intervalos de Amazon.

Parametro | Estimativa | Erro padrdo
o 2,20359 0,20655
B¢ 0,75685 0,02055
B’ 0,44169 0,14101

3.8 Conclusoes

Nesta secdo, introduzimos um novo modelo CAPM para tratar dados simbolicos de tipo
intervalo. A abordagem proposta considera os intervalos de precos maximos e minimos didrios
de ativos de capital ao longo de um periodo ao invés dos precos de abertura ou fechamento
que tém sido os mais utilizados para estimar a equacdo de regressao dos modelos CAPM.
Também, € usado um tnico modelo de regressdo para ajustar os centros e as amplitudes dos
intervalos, melhorando a precisdo do erro padrao das estimativas dos parametros. Para os cdlculos
envolvendo esses intervalos, as operacdes basicas da aritmética intervalar foram utilizadas. Além
disso, propomos uma interpretacao para a estimativa intervalar do parimetro 8 e apresentamos
dois exemplos ilustrativos com os intervalos de precos didrios da Microsoft, de Amazon e
do indice S&P500 no periodo de 01 de novembro de 2013 ao 15 de janeiro de 2015. Em
conformidade com os testes estatisticos aqui realizados, os resultados da aplicacdo do modelo
iCAPM proposto s@o consistentes estatisticamente, com uma explicacdo confidvel referente aos
retornos dos ativos em questdo e aos retornos do mercado. Esses resultados ajudam a concluir

que o modelo iCAPM ¢€ totalmente aplicavel aos dados simbdlicos de tipo intervalo.
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Modelo de regressao nao-linear simétrica

intervalar

4.1 Introducao

Este capitulo introduz um novo modelo de regressdo ndo-linear para dados simbdlicos de
tipo intervalo sob erros simétricos. O modelo proposto ajusta um tnico modelo de regressao
ndo-linear simétrica sobre os pontos médios (centro) e amplitudes (ranges) dos intervalos. A
classe de distribui¢des simétricas contempla distribuicdes de cauda pesada e de cauda leve, como
exemplo, a distribui¢do #—Student e Logistica-1I (DOMINGUES; SOUZA; CYSNEIROS, 2008).
A principal caracteristica desta distribuicao € que a estimativa dos pardmetros do modelo € menos
sensivel a observagdes outliers (CYSNEIROS, 2004).

4.2 Motivacao

Como foi mencionado anteriormente, os modelos de regressao nao-linear para dados
simbdlicos de tipo intervalo tem sido pouco explorado. De fato, o trabalho mais completo e
recente encontrado na literatura de SDA até agora, foi apresentado por LIMA NETO; CAR-
VALHO (2016), descrito no Capitulo 2. No entanto, a qualidade do ajuste desse modelo pode ser
comprometida quando o conjunto sob investigacdo contém observagdes extremas, comumente
chamadas de outliers.

Em conjuntos de dados cléssicos, outliers podem ser interpretados como dados prove-
nientes de algum erro. Porém, um pequeno nimero destas observacdes poderia ndo ter resultado
de processos errados ou desacertos de medicao. Os outliers podem conter informacao valiosa
sobre o processo que estd sendo analisado e ndo sempre devem ser eliminados. Esta questio
¢ ainda mais importante no caso de dados simbdlicos de tipo intervalo, nos quais uma tnica
realizacdo intervalar representa a agregacao de um extenso conjunto de medidas que, se removido
poderia acarretar perda de informac¢do importante.

Em SDA, o processo de agregacdo de dados é uma das principais fontes de observagdes
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extremas em dados simbdlicos de tipo intervalo. Em sintese, as descri¢des (conceitos) simbodlicas
sao modeladas por processos de generalizacao aplicados a um conjunto de individuos. Pode
ocorrer supergeneralizacao quando esses valores quantitativos sdo atipicos ou quando o conjunto
de individuos se conforma de subconjuntos de diferentes distribui¢cdes, neste caso, podem surgir
outliers (DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008; DOMINGUES et al., 2009).

Deste modo, sdo necessarios modelos resistentes para estimar os parametros de regressao
nado-linear simbdlica que minimizem o efeito de outliers em dados de natureza intervalar. Nessa
dire¢do, podemos considerar os modelos nos quais a distribui¢ao do erro apresenta caudas mais
pesadas do que a normal (tais como #-Student, logistica-II, exponencial e normal contaminada,
entre outras), o que pode reduzir a influéncia de tais observacdes nas estimativas dos pardmetros
do modelo (PAULA; CYSNEIROS, 2009; VANEGAS; CYSNEIROS, 2010).

Virias modelos de regressao tém sido propostos baseado na distribuicdo simétrica para
dados classicos. Uma revisao de diferentes dreas nas quais distribui¢des simétricas sao aplicadas
pode ser encontrada em CHMIELEWSKI (1981). Além disso, uma extensao de métodos de
diagnostico para modelos ndo-lineares tem sido discutida em GALEA; PAULA; CYSNEIROS
(2005), e uma defini¢cdo geral para residuos na classe de modelos simétricos nao-lineares foi
proposta por CYSNEIROS (2004). A seguir, apresenta-se o formalismo do modelo de regressao

nao-linear simétrica como precursor do modelo proposto neste trabalho.

4.3 Modelo classico de regressao nao-linear simétrica

Para definir um modelo de regressdo com erros simétricos, suponha que a varidvel
aleatdria y (independente) tenha uma distribuicdo de probabilidade da classe simétrica, carac-
terizada por um parametro de locacdo u € R e um parametro de escala ¢ > 0. A func¢do de
densidade de probabilidade de y é definida como:

L [y—w)?
fiu,¢) = —g{— , YER
Vo ¢
para alguma fun¢fo g(-) denominada fungdo geradora de densidades, com g(u) > O parau >0e
Jo u="2g(u)du = 1, condi¢io necessaria para f seja uma funcio de distribui¢io de probabili-
dade (CHMIELEWSKI, 1981; ANDERSON; FANG, 1990; FANG; KOTZ; NG, 1990). Assim,

o modelo simétrico ndo-linear pode ser expresso como:

yi = ui(B;x;) + &, i=1,...,n

em que, 1; = W;(B;x;) é uma fungdo ndo-linear continua e diferencidvel de B = (Bi,...,B,)7, tal
que a matriz de derivadas Dg = g—g tenha posto p (p < n) paratodo B, com g = (Uy,..., )" ;y =
(1,---,yn)T é 0 vetor de respostas observadas; x; = (x;1,...,Xi,)! contém os valores de p var-

idveis explanatorias e € ~ S(0,¢). O logaritmo da fun¢@o de verossimilhanga de 8 = (ﬂT, ¢)"
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¢ dado por

L(8) = ~"logo + " log{e(z)
i=1

em que z; = (y;i — W;)/+/9. A fungdo L(0) é assumida ser regular em relagdo a B e ¢ (COX;

HINKLEY, 1979). GALEA; PAULA; CYSNEIROS (2005) desenvolveram um processo iterativo

para obter as estimativas de maxima verossimilhanga de 8 e ¢. Assim, a matriz de informagdes

de Fisher associada para 6 € da classe bloco-diagonal, ou seja, Kgg = diag [Kﬁ ﬁ,K¢¢], onde
4d,

Kgp = Tg(D;TaDB) e Kyp = #(4& —1), sendo dg = E{Wgz(uz)uz} efe= E{Wgz(uz)u4}, com

ur~ S(0,1), We(u) = g'(u)/8(u), g'(u) = (dg(u)/du) e v(u) = 2W,(u).

4.4 Modelo de regressao nao-linear simétrico para dados de

tipo intervalo

A proposta apresentada neste trabalho trata-se da abordagem para dados intervalares
considerando o modelo de regressdo nao-linear simétrico denotado por SNRM-1VD, utilizando
um tnico modelo para o ajuste dos centros e das amplitudes dos intervalos. Pode-se constatar no
Capitulo 3, que foi verificado que usar um tnico modelo diminui o erro padrao das estimativas
quando comparado com o erro padrdo das estimativas utilizando dois modelos independentes
para ajustar os centros e amplitudes dos intervalos, como proposto nos modelos de regressao
introduzidos até o momento na literatura. Por outro lado, as estimativas dos parametros do
modelo Modelo de Regressao Nao-Linear Simétrica para Dados de Tipo Intervalo (SNLRM-IVD)
sao menos sensivel a presenca de outliers do que as estimativas dos parametros do modelo de
regressao nao-linear sob erros normais, pois assume uma distribui¢ao simétrica para os erros do
modelo, por exemplo, -Student. Além disso, essa suposi¢do torna possivel o uso de testes de
hipdteses estatisticos.

Seja Q =1,...,n uma base de dados de n objetos descritos pela varidvel resposta inter-
valar Y/ = (y1,...,yi,...,yn)] € p varidveis explanatérias intervalares Xll, e ,Xﬁ-, e ,Xﬁ, com
X' = (x1j,...,Xij,. -, %aj)T. Cada i de Q € representada como (x/,y!) com x/ = (1)
em que xllj = [x;(i);xuj(i)] € t={[a;b] :a,b € R, a<b}eyl =y (i);yu(i)] € .

Neste modelo, um dado simbélico intervalar (y/,x’) de uma amostra ou populacio
simbodlica Q é considerado um outlier quando o seu centro estd a uma distancia anormal dos
centros dos restantes intervalos do conjunto (DOMINGUES; SOUZA; CYSNEIROS, 2010;
FAGUNDES; DE SOUZA; CYSNEIROS, 2013). Assim, neste espago, cada objeto i de Q €
representado por dois vetores (x¢,y¢)7 e (x/,y)T, onde x¢ = (x4, ...,xfp)T
com x;; = (x;(i) +xv (i) /2,x;; = (xv (i) = x;(0)) /2,57 = L) +yu (i) /2 e yi = (v (i) —
ye(i))/2.

ex; = (xlj, ...,xfp)T,
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4.4.1 Modelo de regressao nao-linear

Em relacdo ao vetor Y e a matriz X, o modelo de regressao ndo-linear SNLRM-IVD

pode ser escrito pela equagdo como segue:
Y=pu(B:X)+e

emque Y = (y{,...,y5, V- ,y")T o vetor de varidveis respostas (dependentes); e considere
X = (X1,X>,X3,X4) a matriz de varidveis preditoras (independentes), com X; = (17,07)7,
X, = (0717, X3 = (xI,00)T e X4 = (07 x)7, em que 0, e 1,, sdo vetores de zeros e uns,

respectivamente, 1 (fB;X) é uma fungdo continua e diferencidvel de

B = (Bg’ﬁlcv"'ﬂﬁlgwﬁ(;?ﬁlrw"?ﬁl:z)T

avaliada a partir dos centros e amplitudes dos intervalos conjuntamente; e € = (&,€")7,
com €° = (&f,...,e)T, € = (¢],...,€,)T. Adicionalmente, € ~ S(0,9,g), p=p1+p2 €

BssBis--- By, By, By, - -, By, sdo estimados pelo método da maxima verossimilhanga.

4.4.2 Regra de predicao

A predicao dos limites inferiores e superiores dos novos intervalos realizada em funcao
dos centros e amplitudes estimados a partir do modelo ajustado. Dado um novo objeto e seu
vetor de varidveis preditoras intervalares X/ = (x/, ...,xf,)T, em que cada x; € um intervalo
x§ = [xj3xu ], sendo x§ = (xj+xu ) /2ex’; = (xy; —x1;) /2 os valores dos centros e amplitudes,
respectivamente, do intervalo x;. Os limites do intervalo § = [§7;Jy] podem ser obtidos como
segue:

JL=3"=3"/2 e Ju=3+3/2
em que,
= B§ + Bia§ + ..+ BxS

= By +Bixi +...+ By,

4.5 Anadlise de desempenho

Experimentos de Monte Carlos foram realizados para verificar o desempenho do mod-
elo SNLRM-IVD sob conjuntos de dados simbdlicos intervalares sintéticos de complexidade
hierarquica em relacdo a quantidade de outliers e também foi aplicado a um conjunto de dados
reais. O objetivo foi comparar o desempenho do nosso modelo e do NLM-IVD introduzido
em (LIMA NETO; CARVALHO, 2016), no que se refere a predicao de dados intervalares na

presenca de outliers representativos. A precisdo dos modelos foi estimada a partir da Magnitude
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Média do Erro Relativo (MMRE) (?) através de simulagdes de Monte Carlo, usando o método
Hold Out para os dados simbdlicos simulados, € 0 método Leave One Out para os dados

simbdlicos reais. O critério da MMRE para dados simbdlicos de tipo intervalo € dado por

}

yui —Yui
Yui

yLi — YLi
YLi

_|_

1 &
MMRE = - lz{ {
Baseado no valor médio e o desvio padrao da MMRE em cada cenério, bem como o
teste estatistico #-Student para amostras pareadas a um nivel de significancia de 5%, o qual
foi utilizado para comparar os resultados entre as abordagens, verificamos o desempenho dos
modelos. Para avaliar a performance, formulamos as seguintes hipétese:
Hy: uyMMRE de NLM-IVD = uMMRE de SNLRM-IVD
Hy: yMMRE de NLM-IVD > uMMRE de SNLRM-1VD

Para a implementacio do modelo foi utilizado o conjunto de rotinas Elliptical, desen-
volvida por CYSNEIROS; PAULA (2005) em sua versdo para R. Elliptical contém sub-rotinas
para a andlise de modelos de regressao simétrica linear e nao-linear com restricdes € sem
restricdes nos parametros. Alguns exemplos dos cdédigos implementados em R podem ser

encontrados no Apéndice B, e o resto pode ser solicitado a autora.

4.5.1 Simulacao de Monte Carlo

Os experimentos consistem em uma sequéncia de algoritmos organizados no método de
simulagdo Monte Carlo (MC) com 1000 repeticdes. Inicialmente, vérias relacdes ndo-lineares
foram consideradas entre as varidveis respostas e explicativas para os valores dos centros e das
amplitudes dos intervalos, as quais sdo apresentadas ao longo da discussao.

Para a primeira configuraciao do conjunto de dados, a equacio foi usada para gerar
os centros dos intervalos, enquanto a equacao foi usada para gerar as amplitudes dos
intervalos. As varidveis x§ e x; foram obtidas de uma distribui¢do uniforme nos intervalos [-6; 6]

e [1; 4], respectivamente.

6‘ o
¢——‘+g? =1.....n 4.3
% 1 +[31C e(*ﬁfxf) v ! 7Y .

y{:ﬁé—l-e(*ﬁ{x’()*‘gir» i=1,...n

Na segunda configurag¢ao do conjunto de dados, os centros e as amplittudes das varidveis
intervalares foram gerados através do modelo Michaelis-Menten como mostra a equacao
e a equacao , respectivamente. Os valores de x{ e x; foram obtidos de uma distribui¢do

uniforme no intervalo [5; 210]. Em ambos casos, os erros & seguem uma distribui¢do simétrica,
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S(0,¢). N6s consideramos uma distribui¢do - Student com v graus de liberdade.

c,.C

c 1% c .
L= — _—|—8~7 :1,...71’1 4.5
yl X§+B6 1 l .
£
T = Lt ¢l i=1,...,n 4.6
yl X{—Fﬁ({ 4 .

Além disso, foram adotados trés cenarios de dados diferentes contendo outliers inter-
valares para avaliar o impacto dos mesmos no resultado do modelo. Estes cendrios foram
contaminados com diferentes percentagens de outliers (1%, 3% e 5%), escolhidos como os
elementos inferiores (I) ou superiores (II) para a configuragdo 1 e aleatoriamente (III) para a
configuracdo 2. A seguir, sdo apresentados os algoritmos utilizados para gerar os conjuntos de

dados intervalares sintéticos para cada configuracao.

4.5.1.1 Configuracao 1

Foram considerados dois algoritmos (1 e 2 nos esquemas passo-a-passo) para gerar 0s
conjuntos de dados intervalares nesta simulacdo MC, nos quais os cendrios I e II foram simulados

com 1%, 3% e 5% de outliers intervalares.

Algorithm 1 Simula¢do Monte Carlo.

Require: MC = 1000.

1: Definir os coeficientes na equacido e equacao sdo obtidos de distribuicdes
uniformes, como segue: B§5 ~ U(1,9;2,1),Bf ~ U(2,9;3,1),85 ~ U(0,9;1,1),B5 ~
U(0,0;0,5)e B{ ~U(0,9;1,1).

2: for jigual 1 < j<MCdo

3: Gerar um conjunto de dados intervalares baseados no Algoritmo 2.

Particionar aleatoriamente o conjunto de intervalos gerado em conjunto de treinamento
(75% dos intervalos) e conjunto de teste (25% dos intervalos).
5: Construir o modelo de regressdo para os centros e amplitudes dos intervalos do conjunto
de treinamento, seguindo os procedimentos descritos na se¢do 4.4.
Aplicar a regra de predi¢@o para o conjunto de teste.
Calcular as MMRE usando a equagdo .
end for
Calcular a média e o desvio padrao de todos os valores MMRE calculados.

A

A Figura 4.1 mostra o conjunto de dados simbdlicos intervalares simulados para a
configuragdo 1, na qual a Figura 4.1(a) e a Figura 4.1(b) mostram a relagdo entre as varidveis
respostas e preditoras (y e x) para os centros e amplitudes dos intervalos de acordo como a
equacdo e a equacao , respectivamente, enquanto a Figura 4.1(c) ilustra o conjunto de
intervalos gerado inicialmente sem outliers.

A Figura 4.2 mostra o conjunto de dados simbdlicos intervalares simulados para a
configuragdo 1, cendrio I, com ny = 3% (outliers intervalares definidos), na qual a Figura 4.2(a)

e Figura 4.2(b) descrevem a relac@o entre as varidveis respostas e preditoras para os centros
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Algorithm 2 Geracao do conjunto de dados intervalar.

Require: n = 300.

1

2:

10:

11:
12:

foriigual 1 <i<ndo
Definir os erros € e € sdo obtidos de uma distribui¢do normal com média 0 e desvio
padrdo 0,05 e 0,01, respectivamente.
Definir os valores x{ e x; sdo obtidos de distribui¢des uniformes nos intervalos [-6; 6] e
[1; 4], respectivamente.
Calcular os valores y{ e y! de acordo com a equagdo e a equacio , respectiva-
mente.
Definir ny como a quantidade de outliers intervalares: 1%, 3% ou 5%
Escolher um dos cendrios (Cendrio I na Figura 4.2 ou Cénario Il na Figura 4.3 para
obter os outliers intervalares como segue:
if Cendrio I then
Selecionar os ng elementos inferiores do conjunto de treinamento e substituir os
valores atuais de y¢ e y" com y° — 36?2 e y" — 3672, respectivamente.
else if Cendrio II then
Selecionar os n( elementos superiores do conjunto de treinamento e substituir os
valores atuais de y¢ e y" com y° + 362 e y" + 3672, respectivamente.
end if
end for
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Figura 4.1: Conjunto de dados simulados para configuracdo 1 sem outliers. Os graficos
mostram a: (a) Valores dos centros dos intervalos obtidos com a equagdo 4.3, (b) Valores
das amplitudes dos intervalos obtidos com a equagao 4.4, (c) Intervalos.

e amplitudes dos intervalos, enquanto a Figura 4.2(c) representa o gréfico para os intervalos

simulados.
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Figura 4.2: Conjunto de dados simulados para configuragdo 1, cenério I, com 3% de
outliers intervalares. Os grificos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 3% de
elementos inferiores como outliers, (b) Amplitudes dos intervalos com 3% de elementos
inferiores como outliers, (c) Intervalos
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Figura 4.3: Conjunto de dados simulados para configuragdo 1, cendrio II, com 3% de
outliers intervalares. Os grificos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 3% de
elementos superiores como outliers, (b) Amplitudes dos intervalos com 3% de elementos
superiores como outliers, (c) Intervalos

A Figura 4.3 mostra o conjunto de dados simbdlicos intervalares simulados para a
configuracdo 1, cendrio II, com ny = 3% (outliers intervalares definidos), na qual a Figura 4.3(a)

e Figura 4.3(b) descrevem a relag@o entre as varidveis respostas e preditoras para os centros
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e amplitudes dos intervalos, respectivamente, enquanto a Figura 4.3(c) representa o grafico
para os intervalos simulados. De maneira a facilitar a leitura do documento, os graficos dos
cendrios I e Il da configuragdo 1 com 1% e 5% de outliers definidos, foram colocados no
Apéndice A. A Tabela 4.1 mostra os valores da média e desvio padrao das MMRE calculadas
em cada experimento, além dos verdadeiros valores dos parametros. Pode-se apreciar que os
valores das médias e desvio padrdao das MMRE associados ao SNLRM-IVD sdo menores que os

respectivos valores associados ao NLM-IVD em cada experimento feito.

Tabela 4.1: Valores das médias e desvio padrio (entre parénteses) das MMRE obtidas
com os métodos NLM-IVD e SNLRM-IVD nos cendrios I e II da configuracéo 1.

Cenario I Cenario II
Outliers (%) NLM-IVD SNLRM-IVD NLM-1VD SNLRM-IVD
1% 2,0709 (1,7733) 2,0154 (1,6249) 1,0338 (0,3109) 0,9826 (0,3129)
3% 2,2765 (2,2439) 11,9860 (1,5596) 1,0883 (0,2995) 0,9835 (0,3133)
5% 2,2687 (2,2627) 1,9504 (1,862) 11,1417 (0,2764) 0,9964 (0,2959)

Bo=1,9 B{=3,1; B5=1,1; B;=0,4; B1 =0,9

Por outro lado, a Tabela 4.2 apresenta os p-valores obtidos das comparagdes das médias
usando o teste de hipoteses 7-Student pareado com um nivel de significincia de 5%. Esses
resultados confirmam a superioridade do SNLRM-IVD sobre o NLM-IVD em ambos cendrios,
pois a hipéteses nula Hy foi rejeitada com 5% de significancia (p < 0,05). Ou seja, de acordo com
esta avaliacdo, a abordagem SNLRM-IVD € menos sensivel do que a NLM-IVD na presenca de
outliers intervalares. Além disso, o desempenho do SNLRM-IVD nao € afetado pelo aumento

na percentagem de outliers.

Tabela 4.2: p-valores do teste t-Student relacionados como os resultados dos métodos
NLM-IVD e SNLRM-IVD nos cendrios I e II.

Outliers (%) Cenariol Cenario Il

1% 0,01766  0,01853
3% 0,03361  0,00784
5% 0,03985  0,00189

4.5.1.2 Configuracao 2

Esta configuracdo foi construida sobre a mesma observagdes anteriores, mas usando a
equacio e a equacio para obter os valores dos centros e amplitudes da varidvel resposta
intervalar. Neste caso, apenas o cendrio III foi simulado com 10% de outliers intervalares
escolhidos aleatoriamente entre os dados. Os algoritmos 3 € 4 nos esquemas passo-a-passo,
foram cosiderados pra gerar esse cendario.

A Figura 4.4 mostra o conjunto de dados simbdlicos intervalares simulados para a con-

figuracdo 2 com 10% de outliers intervalares definidos, na qual a Figura 4.4(a) e Figura 4.4(b)
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Algorithm 3 Simulacdo Monte Carlo.

Require: MC = 1000.

1: Definir os coeficientes na equacio e equacao sdo obtidos de distribuicdes
uniformes, como segue: f§ ~ U(19;21), Bf ~ U(117;123),B5 ~ U(19;21) e B} ~
U(117;123).

2: for jigual 1 < j< MCdo

3: Gerar um conjunto de dados intervalares baseados no Algoritmo 4.

Particionar aleatoriamente o conjunto de intervalos gerado em conjunto de treinamento
(75% dos intervalos) e conjunto de teste (25% dos intervalos).
5: Construir o modelo de regressdo para os centros e amplitudes dos intervalos do conjunto
de treinamento, seguindo os procedimentos descritos na secdo 4.4.
Aplicar a regra de predi¢do para o conjunto de teste.
Calcular as MMRE usando a equacao .
end for
Calcular a média e o desvio padrao de todos os valores MMRE calculados.

R

Algorithm 4 Geragdo do conjunto de dados intervalar.

Require: n =300.

1: foriigual 1 <i<ndo

2: Definir os erros € e g sdo obtidos de uma distribui¢do normal com média 0 e desvio
padrao 5.

: Definir os valores x{ e x; sdo obtidos de distribui¢oes uniformes nos intervalos [5; 210].

4: Calcular os valores y{ e y! de acordo com a equagido e a equacao , respectiva-
mente.

5: Definir ny = 10% como a quantidade de outliers intervalares.

6: Selecionar os n( elementos aleatoriamente a partir do conjunto de treinamento.

7: Substituir metade (5%) dos valores de y selecionados com y — 3672 e a outra metade
dos valores com y+ 362,

8: end for

descrevem a relagc@o entre as varidveis respostas e preditoras (y e x) para os centros e amplitudes
dos intervalos de acordo como a equagao e equagao , respectivamente, enquanto a
Figura 4.3(c) representa o grafico para os intervalos simulados. Os resultados da comparagao
estatistica entre os métodos NLM-IVD e SNLRM-IVD em relag¢do ao conjunto de dados simula-
dos no cendrio I1I usando a equacdo e equagdo para ajustar o modelo, sdo apresentados
na Tabela 4.3 os valores da média e desvio padrao das MMRE calculadas em cada experimento,
além dos verdadeiros valores dos parametros. Neste cendrio III, a média das MMRE obtidas com
o SNLRM-IVD (0,0457) é menor do que a média obtida com o NLM-IVD (0,0714) e o desvio
padrdo também € menor para o modelo proposto (veja a Tabela 4.3). Além disso, o valor p da
comparagio dos resultados através do teste z-Student foi 4,065 x 1077, o que sugere a rejei¢io
da hipétese nula Hy a um nivel de significancia de 5%. Assim, estes resultados indicam mais
uma vez que a abordagem SNLRM-IVD para dados simbdlicos de tipo intervalo contaminados

com dados aberrantes (outliers) € menos sensivel a sua presencga.
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Figura 4.4: Conjunto de dados simulados para a configuracdo 2 com 10% de outliers
intervalares. Os graficos mostram: (a) Valores dos centros dos intervalos, (b) Valores das
amplitudes dos intervalos, (c) Intervalos simulados

Tabela 4.3: Média e desvio padrao (entre parénteses) das MMRE obtidas com os
métodos NLM-IVD e SNLRM-IVD para o cendrio III na configuracio 2.

Cenario III
Outliers (%) NLM-1VD SNLRM-IVD
10% 0,0714 (0,084) 0,0457 (0,030)
[38 =19; ﬁf =122; [36 =19; B{ =117

4.5.2 Aplicacao a dados intervalares reais

Os modelos descritos anteriormente, NLM-IVD e SNLRM-IVD, foram ajustados tam-
bém a uma base real de dados simbdlicos de tipo intervalo. Esses dados envolvem a infor-
macao médica disponivel em BILLARD; DIDAY (2003). O exemplo, consiste em 10000
observacdes cldssicas da consulta com o pessoal médico e informagdes do censo acessiveis em
(http://www.census.gov), agrupadas em 42 grupos de individuos de acordo com a idade, diabetes
e raca dos pacientes (XU, 2010). A Tabela 4.4 apresenta os intervalos do nivel de glicose (Y) e
da renda (X) para esses 42 grupos de individuos.

E importante mencionar que a escolha da fungio nio-linear para o modelo de regressdo
muitas vezes depende do conhecimento prévio que se tenha sobre os dados. Neste caso, vdrias
funcdes nao-lineares foram testadas para ajustar o modelo de regressdo com o conjunto de dados
apresentado na Tabela 4.4. Para isso, consideramos o método de validag¢do cruzada 10 — fold.
Calculamos a MMRE para cada funcdo ndo-linear e escolhemos a fun¢do com o menor erro de

predicdo. Os valores iniciais foram obtidos usando um processo iterativo para a obtencao das
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Tabela 4.4: Tabela intervalar com o nivel de glicose (Y, em mg/dL) e renda (X, em $) de
42 grupos de individuos.

Grupo Y X Grupo Y X
1 [58,5; 134] [7268; 20369] 22 [100; 123,8]  [9180; 27951]
2 [54.,6; 122] [5337; 18897] 23 [100; 137,3]  [18195; 44771]
3 [58,8; 125]  [11400; 13421] 24  [101,1; 137,2] [10392; 32057]
4 [59; 122] [6582; 18200] 25 [101,1; 139,17 [12898; 32607]
5 [67,9; 142.7]  12210; 16009] 26 [100,5;130,7] [8197; 20126]
6 [60,8; 121,6]  [5849; 22945] 27  [100,2; 142,4] 10906; 274542]
7 [45,9; 143,5] [16263;41090] 28  [101,8; 122,9] [7215;21993]
8 [100,9; 133,7]  [8023; 13725] 29  [101,1; 143,11  [9913; 23472]
9 [50,1; 131,6] [17808;44968] 30  [101,5; 144,2] [7327; 18700]
10 [64,8; 123,8]  [8342;21716] 31 [100,1; 151]  [11772; 29155]
11 [58,2; 123,8] [10928; 13000] 32 [100,3; 133,6] [5919; 20898]
12 [70,6; 124,71  [7751; 16711] 33 [100; 157,2]  [12237; 31505]
13 [100,5; 123,4] [10492;27287] 34 [100; 148,7]  [7264;23741]
14 [77,8; 149,3]  [6298; 18958] 35 [100; 154,2] [16368; 39687]
15 [100,4; 123,5] [10946;20064] 36  [101,8; 140,6] [10643;29799]
16  [103,6; 120,9] [8112; 18489] 37 [100; 150,3]  [17991; 44228]
17 [100; 136,7] [11669;29137] 38  [100,3; 135,1] [10136;24325]
18  [100,2; 123,8] [6439; 22523] 39 [100; 152,2]  [12845; 32940]
19 [100; 143,4]  [12436;31370] 40  [102,2;143,6] [9591;22516]
20 [100; 141,6]  [6836; 26498] 41 [100,1; 161,3] [12762; 39817]
21 [100; 148,9] [16186;40863] 42  [102,4; 147,71 [5257;23259]

melhores estimativas apds fornecer um chute inicial obtido por inspiracdo visual. A equagao

e a equacao foram as melhores opc¢des para ajustar os centros e as amplitudes dos intervalos,

respectivamente.
= Bs(1—e Py ef, i=1, 0
ﬁr
V=B + e, =1 n

x;

A Figura 4.5 representa as linhas correspondentes as equacdes escolhidas para os valores
dos centros e amplitudes do conjuto de dados apresentado como exemplo. Nesse grifico, também
€ possivel detectar algumas observacoes atipicas, de tal modo, consideramos a distribuicao
t-Student para os erros do modelo. Um aspecto importante foi a escolha dos v graus de liber-
dade (d.f) para obter uma melhor estimativa do modelo, sendo utilizado o procedimento de
Akaike baseado na minimizagdo da fun¢do AIC = —Ly(0) + p, estreitamente relacionada aos d.f.
O modelo SNLRM-IVD com distribui¢do #-Student para os erros, que apresentou o menor valor
AIC, foi obtido para v = 5, e portanto, estes foram os graus de liberdade escolhidos para o ajuste

deste conjunto de dados reais.

A Tabela 4.5 mostra as estimativas dos parametros, os erros padrdes e os valores de p
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Figura 4.5: (a) Grafico representando a linha ajustada correspondente a equacdo 4.7 para
os valores dos centros do conjunto de dados médicos, (b) Grafico representando a linha
ajustada correspondente a equacao 4.8 para os valores das amplitudes do conjunto de
dados médicos, (c) Grafico intervalar dos dados médicos

para o NLM-IVD e o SNLRM-IVD usando a distribuicao ¢-Student com 5 d.f. Vale ressaltar
que todas as estimativas dos parametros apresentam valores de p menores que 0,05. Neste
caso, a MMRE foi obtida com o método leave-one-out, e o valor para SNLRM-1VD ¢€ de 4,36 é
menor que o valor obtido com o NLM-IVD que € de 6,03, o que sugere que o modelo ajustado
SNLRM-IVD usando a distribui¢io ¢-Student para os erros € menos sensivel a presenca de
outliers. Isto corrobora que o modelo aqui proposto € uma abordagem adequada para analisar

este conjunto de dados.

Tabela 4.5: Parametros estimados de acordo com o NLM-IVD ajustado e SNLRM-IVD
usando ¢-Student com 5 d.f. para os dados médicos.

Modelo Parametro Estimativa Erro padrdo  p-valor
NLM-IVD Bs 121,85 4,8284 < 0,001

Bf 0,16 0,0303 < 0,001

B 0,18 0,0250 < 0,001

Bl 4620 8,3528 < 0,001

() 183,40 28,643 < 0,001

t-Student SNLRM-IVD B§ 125,68 4,8464 < 0,001
By 0,14 0,0231 < 0,001

Bg 0,20 0,0230 < 0,001

Bl 3259 7,6956 < 0,001

1) 116,76 23,0656 < 0,001
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4.6 Conclusoes

Nesta secdo, foi validado o desempenho do modelo proposto através do critério estatistico
da magnitude média dos erros relativos (MMRE). Experimentos no ambito de simulagdes de
Monte Carlo em relac@o a vérios cendrios simbdlicos com outliers, bem como a aplicacio a
um conjunto real de dados simbdlicos de tipo intervalo, demonstram a robustez da abordagem
simétrica com técnicas de regressao ndo-linear, em comparagdo com modelos de regressao nao-
linear baseados em erros normais. O SNLRM-IVD é uma metodologia versatil para investigar a
relacdo entre varidveis simbdlicas de tipo intervalo, e fornece previsdes adequadas de observagdes

intervalares mesmo na presenca de outliers.
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Conclusoes

Nesta dissertagdo apresentam-se novos modelos de regressao linear e ndo-linear a dados
simboélicos de tipo intervalo. As duas abordagens propostas foram: Modelo iCAPM e Modelo
SNLRM-IVD.

A primeira abordagem € um novo modelo de CAPM para dados simbdlicos de tipo
intervalo usando regressao linear intervalar. Esse modelo associa o retorno esperado pelo
investidor ao risco sistematico para mensurar o custo do capital proprio. A abordagem proposta
considera os intervalos de precos maximos e minimos didrios de ativos de capital ao longo de
um periodo ao invés dos precos de abertura ou fechamento que tém sido os mais utilizados para
estimar a equacdo de regressao dos modelos CAPM. Também, propomos um novo conceito para
classificacdo do ativo e apresentamos dois exemplos ilustrativos com os intervalos de pregos
diarios da Microsoft, de Amazon e do indice S&P500 no periodo de 01 de novembro de 2013
ao 15 de janeiro de 2015. De acordo com os testes estatisticos aqui realizados, a aplica¢do do
iCAPM com intervalos de precos, especificamente conformados a partir dos precos maximos e
minimos, é uma alternativa robusta e confidvel. Adicionalmente, a estatistica do modelo sugere
que este seja adequado para o estudo de tendéncias associadas com a variagdo de retornos de
ativos e de mercados, bem como para avaliagdo de prémios de risco baseados em dados histéricos
de tipo intervalo.

A segunda aborda regressao ndo-linear simétrica para tratar dados de natureza intervalar.
As caracteristicas desse modelo permitem que tanto a estimativa dos seus parametros quanto a
predi¢do de dados intervalares a partir do modelo ajustado, sejam menos sensiveis a presenga de
outliers. Também, o modelo SNLRM-IVD ¢ flexivel no que se refere ao tratamento dos erros do
modelo, o que possibilita toda uma variedade de suposi¢cdes probabilisticas e técnicas estatisticas
para a descri¢do dos dados. Foram desenvolvidas simulagdes de Monte Carlo sob distribui¢do
normal e 7-Student considerando varios cendrios com diferentes percentuais de outliers no
conjunto de dados para verificar o comportamento do modelo em condi¢des extremas. Em geral,
as simulagdes realizadas indicam que o modelo proposto oferece uma melhora estatisticamente
significativa na drea de predi¢do de dados simbdlicos de tipo intervalo contaminados com dados
aberrantes, em relacdo ao modelo poposto por LIMA NETO; CARVALHO (2016). Além das
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simulagdes, a aplicacdo a um conjunto de dados reais foi feita sob a suposi¢cao de distribui¢io
normal e #-Student (5 d.f.) para os erros. Nos modelos ajustados, os parametros estimados
apresentaram valores de p menores que 0,05 em todos os casos, mas o valor da MMRE para
SNLRM-IVD foi menor do que para NLM-IVD, o que também sugere que o tratamento dos
erros com a distribui¢c@o #-Student para os erros € mais conveniente na presenga de outliers, no
ambito de bases de dados simbdlicas.

Ambas propostas usam um tinico modelo de regressao para ajustar os centros e amplitudes
dos intervalos, melhorando a precis@o do erro padrdo das estimativas dos parametros e a avaliagao

foi baseada no critério da magnitude média dos erros relativos.

5.1 Contribuicoes
De forma explicita, as principais contribuicdes deste estudo foram:

» Introdu¢@o do modelo de precificacao de ativos de capital para dados simbdlicos de

tipo intervalo.

= Interpretagdo do 3 intervalar no modelo iCAPM para avaliar as possibilidades dos

investidores no mercado de acoes.

= Ajuste dos centros e amplitudes dos intervalos através de um tinico modelo de

regressao.
= Aplicacdo do modelo iCAPM proposto a dados simbdlicos de tipo intervalo reais.

s Introducido do modelo de regressdao nao-linear simétrica para dados simbdlicos de

tipo intervalo.

» Possibilidade de construgdo de intervalos de confianca e teste de hipoteses sobre os

parametros estimados do modelo SNLRM-IVD proposto.

s Aplicagdo do modelo SNLRM-IVD proposto a dados simbdlicos de tipo intervalo

reais.

5.2 Perspectivas para trabalhos futuros

1. Estender as técnicas propostas nesta dissertacdo para outros tipos de dados simbdlicos.

2. Propor modelos de mistura de regressdo simétrica usando fungdes lineares e nao-

lineares para conjuntos de dados simbdlicos de tipo intervalo.
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Apéndice A. Figuras do Capitulo 4

A seguir, sdo apresentados os gréificos dos dados simulados nos experimentos, realzados

para o estudo do capitulo 4, relativo aos cendrios I e Il com 1% e 5% de outliers.
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Figura A.1: Conjunto de dados simulados para a Configuracio 1, cendrio I, com 1% de
outliers intervalares. Os graficos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 1% de
elementos inferiores como outliers, (b) Ranges dos intervalos com 1% de elementos
superiores como outliers, (c) Intervalos.
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Figura A.2: Conjunto de dados simulados para a Configuracio 1, cendrio I, com 5% de
outliers intervalares. Os graficos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 5% de
elementos inferiores como outliers, (b) Ranges dos intervalos com 5% de elementos
inferiores como outliers, (c) Intervalos.
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Figura A.3: Conjunto de dados simulados para a Configuracdo 1, cenario II, com 1% de
outliers intervalares. Os graficos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 1% de
elementos superiores como outliers, (b) Ranges dos intervalos com 1% de elementos
superiores como outliers, (c) Intervalos.
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Figura A.4: Conjunto de dados simulados para a Configuracio 1, cendrio II, com 5% de
outliers intervalares. Os graficos mostram a: (a) Centros dos intervalos com 5% de
elementos superiores como outliers, (b) Ranges dos intervalos com 5% de elementos
superiores como outliers, (c) Intervalos.
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Apéndice B. Implementacao em R

A seguir, sdo apresentadas as principais sub-rotinas implementadas em linguagem R
para os métodos propostos nos Capitulos 3 e 4 desta dissertagdao. Cabe ressaltar que o programa
completo pode ser solicitado aos autores e, além das rotinas, estdo disponiveis os complementos

seguintes:

» A livraria Elliptical.

O segundo exemplo mostrado no Capitulo 3.

A geracdo de todos os cendrios mostrados no Capitulo 4.

A geracdo dos plots intervalares.

= Implementacdo dos testes de hipdteses para amostras emparelhadas.

s Entre outras rotinas.

iCAPM PARA DADOS DA MICROSOFT

library (ISDA.R)
intervalar = read.table ("Microsoft.csv", header = T, sep=";", as.is=T)

View (intervalar)

# calculo dos retornos

yt_inf <- NULL

yt_sup <- NULL

1 <- nrow(intervalar)

while (i>1)

{

yt_inf <- ((intervalar$Low_Microsoft [i] - intervalar$High_Mcrosoft [i-1])/intervalar$High_Mcrosoft
[i-1])*100
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yt_sup <- ((intervalar$High_Mcrosoft [i]- intervalar$Low_Microsoft [i-1])/intervalar$Low_Microsoft
[i-1])*100

intervalar$yt_Inf[i] <- yt_inf

intervalar$yt_Sup [i] <- yt_sup

i=i-1

}

rmt_inf <- NULL

rmt_sup <- NULL

1 <- nrow(intervalar)

while (i>1)

{

rmt_inf <- ((intervalar$Low_S.P.500 [i] - intervalar$High_S.P.500[i-1])/intervalar$High_S.P.500[i-
1D)*100

rmt_sup <- ((intervalar$High_S.P.500 [i]- intervalar$Low_S.P.500 [i-1])/intervalar$Low_S.P.500
[i-1])*100

intervalar$rmt_Inf[i] <- rmt_inf

intervalar$rmt_Sup [i] <- rmt_sup

i=i-1

}

intervalar <- intervalar [-c(1),]

intervalar$rft_Inf <- intervalar$Low_T.Bill*100

intervalar$rft_Sup <- intervalar$High_T.Bill*100

View (intervalar)

# calculo do prémio de risco

Prmt_inf <- NULL

Prmt_sup <- NULL

for (i in 1:nrow(intervalar))

{

Prmt_inf <- intervalar$rmt_Inf[i] - intervalar$rft_Sup[i]
Prmt_sup <- intervalar$rmt_Sup[i] - intervalar$rft_Infi]
intervalar$Prmt_Inf[i] <- Prmt_inf
intervalar$Prmt_Sup[i] <- Prmt_sup

}

Pyt_inf <- NULL

Pyt_sup <- NULL

for (i in 1:nrow(intervalar))

{

Pyt_inf <- intervalar$yt_Inf[i] - intervalar$rft_Sup[i]
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Pyt_sup <- intervalar$yt_Supl[i] - intervalar$rft_Inf[i]

intervalar$Pyt_Inf[i] <- Pyt_inf

intervalar$Pyt_Supl[i] <- Pyt_sup

}

# Regresao centro e range

intervalar$Premio_yt_Centro <- (intervalar$Pyt_Inf + intervalar$Pyt_Sup)/2
intervalar$Premio_rmt_Centro <- (intervalar$Prmt_Inf + intervalar$Prmt_Sup)/2
intervalar$Premio_rmt_range <- (intervalar$Prmt_Sup - intervalar$Prmt_Inf)/2
intervalar$Premio_yt_range <- (intervalar$Pyt_Sup - intervalar$Pyt_Inf)/2

y <- c¢(intervalar$Premio_yt_Centro, intervalar$Premio_yt_range)

nc <- length(intervalar$Premio_yt_Centro)

nr <- length(intervalar$Premio_yt_range)

x1 <- c(rep(1,nc),rep(0,nr))

x2 <- c(rep(0,nc),rep(1,nr))

x3 <- c(intervalar$Premio_rmt_Centro,rep(0,nr))

x4 <- c(rep(0,nc),intervalar$Premio_rmt_range)

X <- cbind(x2, x3, x4)

regresion <- Im (y X-1)

summary (regresion)

CONFIGURACAO 2 e SNLRM

library(Matrix)
library (ISDA.R)

#Matriz de Derivadas

DerSim1 <- function(parm,X)

{

alpha <- parm[1]

beta <- parm[2]

alphal <- parm[3]

betal <- parm[4]

x0 <- X[,1]

x <- X[,2]

x1 <- X[,3]

x2 <- X[, 4]

.grad <- array(0, c(length(x0), 4), list(tNULL, c("alpha","beta","alphal","betal")))
.grad[, "alpha"] <- —(Xl*beta*x)/(alpha+x)ﬁ
.grad[, "beta"] <- (x1*x)/(alpha + x)



.grad[, "alphal"] <- -(x2*betal *x)/(alphal+x)2

.grad[, "betal"] <- (x2*x)/(alphal + x)

.value <- x1*(beta*x)/(x + alpha) + x2*(betal *x)/(x + alphal)
.hess <- array(0, c(4, 4,length(x0)),

list( c("alpha","beta","alphal","betal"), c("alpha","beta","alphal","betal"),NULL))
.hess["alpha","alpha", ]<- (2*x1*beta*x)/(alpha+x)§
.hess["alpha","beta", ] <- -(xl*x)/(alpha+x)§
.hess["alpha","alphal", ]<- rep(0,length(x0))
.hess["alpha","betal", ]<- rep(0,length(x0))
.hess["beta","alpha", | <- .hess["alpha","beta", ]
.hess["beta","beta", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta","alphal", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta","betal", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["alphal”,"alpha", ] <- .hess["alpha","alphal", ]
.hess["alphal”,"beta", ] <- .hess["beta","alphal", ]
.hess["alphal”,"alphal", ] <- (2*x2*beta1*X)/(alphal+x)§
hess["alphal”,"betal", ] <- -(x2*x)/(alphal+x)2
.hess["betal","alpha", ] <- .hess["alpha","betal", ]
.hess["betal","beta", | <- .hess["beta","betal", ]
.hess["betal","alphal", ] <- .hess["alphal","betal", ]
.hess["betal","betal", ] <- rep(0,length(x0))

fit <- list(value=.value,gradient=.grad, hessian=.hess)

fit

}

n <- 300

N<-75

sigmac <- 5

sigmar <- 5

MMREN <- numeric(1000)
MMRET <- numeric(1000)
result <- rep(100000,8)

mc <- 0

for (j in 1:50)

{

if (mc ==0) {

alphaCentro <- runif(1, 19, 21)
betaCentro <- runif(1, 117, 123)
alphaRange <- runif(1, 19, 21)
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betaRange <- runif(1, 117, 123)

}

for (iin 1:1000)

{

erroCentro <- rnorm(n)

erroRange <- rnorm(n)

xCentro <- runif(n, 5, 210)

xRange <- runif(n, 5, 210)

yCentro <- (betaCentro*xCentro)/(xCentro + alphaCentro) + sqrt(sigmac)*erroCentro
yRange <- (betaRange*xRange)/(xRange + alphaRange) + sqrt(sigmac)*erroRange

simulacoes <- data.frame(yCentro,yRange,xCentro,xRange)

# particionamento aleatorio de dados

dim(simulacoes)

#Sample Indexes

Indices = sample(1:nrow(simulacoes), size=0.75*nrow(simulacoes))
# Split data

train <- simulacoes[Indices, ]

test <- simulacoes[-Indices, ]

YcentroN <- train[,1]
YrangeN <- train[,2]
xcentroG <- train[,3]

xrangeG <- train[,4]

# OUTLIERS

IndicesOutliers = sample(1:nrow(train), size=22)

for(k in 1:22)

{

if(k <= 11){

YcentroN[IndicesOutliers[k]] <- YcentroN[IndicesOutliers[k]] + (3 * sd(YcentroN))
YrangeN[IndicesOutliers[k]] <- YrangeN[IndicesOutliers[k]] + (3 * sd(YrangeN))

}

if(k > 11){

YcentroN[IndicesOutliers[k]] <- YcentroN[IndicesOutliers[k]] - (3 * sd(YcentroN))
YrangeN[IndicesOutliers[k]] <- YrangeN[IndicesOutliers[k]] - (3 * sd(YrangeN))

}
}
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ncl <- length(YcentroN)

nrl <- length(YrangeN)

X1 <- c(rep(1,ncl),rep(0,nrl))
X2 <- ¢(rep(0,nc1),rep(1,nrl))
Xn <- c(xcentroG,xrangeG)
XGeral <- cbind(Xn, X1, X2)

#Ajuste do modelo com erro Student

fitT1 <- elliptical(formula=y1_normall XGeral,linear=F, DerB=DerSim1,
parmB=c(alphaCentro, betaCentro, alphaRange, betaRange),
family=Student(4),data=dados1_normall)

#predicao com teste

coefT1 <- fitT1$coefficients

y_predita_CT1 <- (coefT1[2]*test[,3])/(test[,3] + coefT1[1])
y_predita_RT1 <- (coefT1[4]*test[,4])/(test[,4] + coefT1[3])

#intervalos para y teste
Y_inf = test[,1] - test[,2]/2
Y _sup = test[,1] + test[,2]/2

# Intervalos preditos para y teste
YTpredl_infl = y_predita_CT1 - y_predita_RT1/2
YTpredl_supl =y_predita_CT1 + y_predita_RT1/2

#MMRE Student

mmreT <- (1/(2*N))*sum((abs((Y_inf-YTpred1_inf1)/Y_inf) + abs((Y_sup-YTpred1_sup1)/Y_sup)))
MMRET]i] <- mmreT

}

if (mean(MMRET)<result[1]){
result[1] <- mean(MMRET)
result[3] <- sd(MMRET)
result[4] <- alphaCentro
result[5] <- betaCentro
result[6] <- alphaRange
result[7] <- betaRange

}

else

{
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mc <- 0
}
}
result
SNLRM COM DADOS REAIS
library(Matrix)
library (ISDA.R)
# Dados
medical = read.table ("Medical.csv", header = T, sep=";", as.is=T)

y_inf<-medical$y_min
y_sup<-medical$y_max
x_inf<-medical$x_min

x_sup<-medical$x_max

yCentro <- (y_sup + y_inf)/2
yRange <- (y_sup - y_inf)/2
xCentro <- (x_sup + x_inf)/2
xRange <- (x_sup - x_inf)/2

#Matriz de Derivadas

DerSim <- function(parm,XGeral)

{

alpha <- parm[1]

beta <- parm[2]

alphal <- parm[3]

betal <- parm[4]

x0 <- XGeral[,1]

x <- XGeral[,2]

x1 <- XGeral[,3]

x2 <- XGeral[,4]

.grad <- array(0, c(length(x0), 4), list(NULL, c("alpha","beta","alphal","betal")))
.grad[, "alpha"] <- x1*(1 - exp(-beta*x))

.grad[, "beta"] <- x1*alpha*x*exp(-beta*x)

.grad[, "alphal"] <- x2*(x2)

.grad[, "betal"] <- x2/x

.value <- x1*(alpha*(1-exp(-beta*x))) + X2*(alphal*(xﬁ))+(beta/x)



81

.hess <- array(0, c(4, 4,length(x0)),

list( c("alpha","beta","alphal","betal"), c("alpha","beta","alphal","betal"),NULL))

.hess["alpha","alpha", ]<- rep(0,length(x0))
.hess["alpha","beta", | <- x1*x*exp(-beta*x)
.hess["alpha","alphal", ]<- rep(0,length(x0))
.hess["alpha","betal", ]<- rep(0,length(x0))
.hess["beta","alpha", | <- .hess["alpha","beta", ]
.hess["beta","beta", | <- —alpha*(xﬁ)*xl*exp(—beta*x)
.hess["beta","alphal", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta","betal", | <- rep(0,length(x0))
.hess["alphal”,"alpha", ] <- .hess["alpha","alphal", ]
.hess["alphal”,"beta", ] <- .hess["beta","alphal", ]
.hess["alphal”,"alphal”, ] <- rep(0,length(x0))
.hess["alphal”,"betal", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["betal","alpha", ] <- .hess["alpha","betal", ]
.hess["betal","beta", ] <- .hess["beta","betal", ]
.hess["betal","alphal", ] <- .hess["alphal","betal", ]
.hess["betal","betal", ] <- rep(0,length(x0))

fit <- list(value=.value,gradient=.grad, hessian=.hess)
fit

}

#Leave One Out

i<- NULL
y_predita_CN <- NULL
y_predita_CT <- NULL
y_predita_RN <- NULL
y_predita_RT <- NULL
mmreT <- NULL
mmreN <- NULL

for(i in 1:42)

{

# Split data

train <- medical[-i,]

test <- medicalli,]
y_inf<-train$y_min
y_sup<-train$y_max
x_inf<-train$x_min

X_sup<-train$x_max
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yCentro <- (y_sup + y_inf)/2
yRange <- (y_sup - y_inf)/2
xCentro <- (x_sup + x_inf)/2
xRange <- (x_sup - x_inf)/2

xCteste <- (test[,4] + test[,3])/2
xRteste <- (test[,4] - test[,3])/2

Y <- c¢(yCentro, yRange)
nc <- length(yCentro)

nr <- length(yRange)

X1 <- c(rep(1,nc),rep(0,nr))
X2 <- c(rep(0,nc),rep(1,nr))

Xn <- c¢(xCentro,xRange)

XGeral <- cbind(Xn, X1, X2) geral <- data.frame(Y,XGeral)

#Ajuste do modelo com erro Student
fit_T <- elliptical(formula=Y XGeral, linear=F, DerB=DerSim,
parmB=c(121.74379, 0.16317, 0.1840, 49.8575),

family=Student(5),data=geral)
coef T <- fit_TS$coefficients

#predicdo y_predita_CT <- coef_T[1] * (1 - exp(-coef_T[2]*xCteste))
y_predita_RT <- coef_T[3]* (XRteste)Q + (coef_T[4]/(xRteste))
y_pred_inf_T <- y_predita_CT - y_predita_RT/2

y_pred_sup_T <-y_predita_CT + y_predita_RT/2

#MMRE Student

mmreT[i] <- (abs((y_inf[i]-y_pred_inf_T)/y_inf[i])) + (abs((y_sup[i]-y_pred_sup_T)/y_supli]))

}

MMRET <- (1/82)*sum(mmreT[1:41])

summary(fit_T)
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