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Resumo

Consideramos o problema das superficies com angulo constante nos espagos de Bianchi-
Cartan-Vranceanu (espagos BCV). Especificamente, no grupo especial linear SL(2,R),
nas Esferas de Berger e no grupo de Heisenberg tridimensional Nils3. Primeiramente,
apresentamos esta familia de espagos BCV e descrevemos suas geometrias em termos de
um referencial especifico, em seguida damos alguns aspectos gerais sobre o comportamento
local de uma superficie com angulo constante isometricamente imersas nestes espagos.
Em seguida, dividindo o trabalho em duas partes, estudamos aspectos da geometria
tridimensional destes trés espacos. A primeira parte é dedicada a alguns aspectos gerais
dessa geometria: introduzimos um sistema de coordenadas, e nelas calculamos sua métrica,
a conexao Riemanniana nesta base e as suas curvaturas seccionais. Na segunda parte,
mostramos a existéncia de duas curvas com propriedades especiais, pecas fundamentais
para a construcao da superficie, e a partir delas, damos uma nova abordagem para uma
classificacao global completa destas superficies e investigamos propriedades geométricas

tais como completude, extensibilidade e invariancia por subgrupo a um parametro.

Palavras-chave: Superficies com &ngulo constante. Grupo Especial Linear SL(2,R).

Esferas de Berger. Grupo de Heisenberg Tridimensional Nils.



Abstract

We consider the problem of constant angle surfaces in the Bianchi-Cartan-Vranceanu spaces.
Specifically in the linear special group SL(2,R), Berger sphere and three-dimensional
Heisenberg group Nil3. First, we introduce the family of BCV spaces and describe their
geometries in terms of a specific frame, then we give some general aspects about the local
behavior of a surface with constant angle isometrically immersed in these spaces. Then,
we study aspects of the three-dimensional geometry of the three above mentioned: we
introduce a coordinate system, calculate the metric and the Riemannian connection in
coordinates and compute its sectional curvatures. Finally, we show the existence of two
curves with special properties, which will be fundamental pieces for the construction of a
constan angle surface. From this construction we give a new approach to a complete global
classification of these surfaces and investigate geometric properties such as completeness,

extensibility and invariance under a one-parameter subgroup of isometries.

Keywords: Constant angle surfaces. Linear special group SL(2,R). Berger sphere. three-

dimensional Heisenberg group Nils.
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1 INTRODUCAO

Devido a Thurston, entre outros, e o Teorema da Geometrizagao (Thurston, Perel-
man 2002):

Toda variedade tridimensional pode ser cortada ao longo de superficies e decomposta

em variedades de dimensao 3 passiveis de deformacao em uma das geometrias abaizro:
E*, S° H° S®xE, H?xE, SL(2,R), Nils, Sol.

0s espagos homogéneos tridimensionais ganharam interesse entre os geometras. Espacos
homogéneos sao variedades Riemannianas tais que para quaisquer dois pontos existe
uma isometria que leva um ponto no outro, em outras palavras, sao espagos com a
mesma geometria em todos os pontos. Em (1), P. Scott descreve a geometria dos espagos
homogéneos tridimensionais simplesmente conexos de acordo com a dimensao do grupo
de isometria, que podem ser 3, 4 ou 6. No caso da dimensao do grupo de isometria
ser 6, os espacos homogéneos sao as formas espaciais R3, S* e H?, se a dimensao for 3,
temos o espaco soltvel Sols e, se a dimensao for 4, temos as variedades produto S? x R e
H? x R, o recobrimento universal do grupo especial linear éi(Q, R) e o grupo de Heisenberg

tridimensional Nils.

Com excecao do espaco hiperbolico tridimensional H?, os espacos homogéneos
tridimensionais cuja dimensao do grupo de isometria é 4 ou 6, munido de uma métrica
dependendo de dois parametros reais, x e 7 > 0, formam uma familia de espacos. Essa
familia de métricas apareceram nos trabalhos de Cartan (2), que obteve esta familia de
espagos com k # 472, Bianchi (3, 4, 5) e Vranceanu (6). Os espagos com essa familia de
métricas recebem o nome de Fspacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ou espagos BCV. A

classificagao completa dos espagos BCV M?3(k, T) ¢ a seguinte:

e se k=71 =0, entdo M?3(k,7) X E?,

e se k =472 #£ 0, entdao M3(k,7) = S3(k/4) — {o0},

( ?(k) — {OO})
HP(x) x

gy( ) e

ese k>0eT=0,entao M>(k, 1)

esck<0er=0,entdao M3(k, T

(

ese k>0eT#0, entao M3(k, T

eser<0erT#0,entao M3(k, T
(

~— — — ~— ~—

esck=0e7#0, entdo M3(k, T

Ao longo dos anos, muitos mateméticos vém estudando superficies isometricamente
imersas nestes espacos, satisfazendo certas propriedades, tais como superficies minimas,

diferencial de Hopf, superficies de curvatura média constante, superficies invariantes,
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dentre outras. Estes temas podem ser encontrados em varios artigos, por exemplo em
(7, 8,9, 10, 11, 12). Em (13), B. Daniel mostra que o angulo entre o campo vetorial normal
a uma superficie isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana homogénea
tridimensional com grupo de isometria tetradimensional e uma direcao fixada é um
invariante fundamental para a superficie, obtendo, dentre outras coisas, uma expressao
para as equagoes de Gauss-Codazzi, em termos desta fun¢ao angulo. Quando este angulo
é constante, estas superficies sao denominadas superficies com dngulo constante. Essas
superficies generalizam o conceito de hélice, isto ¢, curvas cujas linhas tangentes formam
um angulo constante com um vetor fixo de E3. Por esta razao, as superficies com angulo

constante também sao chamadas de superficies helicoidais.

A invariancia do angulo levou muitos geometras a procura das superficies que fazem
angulo constante com uma dire¢ao fixada nas variedades homogéneas tridimensionais.
Dillen, Fastenakels, Van der Veken e Vranken (14) e Dillen e Munteanu (15) classificaram
as superficies que fazem angulo constante com a direcao R nas variedades produtos S? x R
e H? x R, respectivamente. Em (12), Lopez e Munteanu classificam todas as superficies
com angulo constante em Sols, em (16) M. Munteanu e Ana-Irina Nistor deram uma nova,
abordagem as superficies com angulo constante em E3. Fastenakels, Munteanu e Van der
Veken (17), por meio de resolu¢ao de um sistema de EDO’s, dao uma classificagao local
completa para as superficies que fazem angulo constante em Nil3 (Teorema 1). Montaldo
e Onnis (18) e, Montaldo, Onnis e Passamani (19) dao uma caracterizagdo local completa
das superficies com angulo constante nas Esferas de Berger (Teorema 3.1) e no grupo
especial linear SL(2,R) (Teoremas 4.1, 5.2 e 6.2), respectivamente. Tais superficies sdo
descritas por meio de uma curva adequada e uma familia a um parametro de isometrias

do espago ambiente. No espago SL(2,R), ha uma dependéncia do sinal de uma constante
B = (t?+1)cos*0 — 1.

O objetivo deste trabalho é dar uma classificagao global completa para as superficies
com angulo constante no grupo especial linear SL(2,R), nas Esferas de Berger e no grupo
de Heisenberg tridimensional Nil3. Também investigamos propriedades geométricas tais
como completude, extensibilidade e invariancia por subgrupo a um parametro. Dividimos a
exposigao em trés partes, a primeira é voltada para uma introdugao ao espago SL(2,R) e ao
estudo destas superficies. A parte seguinte trata das Esferas de Berger e destas superficies
neste espago. Por fim, é feito um estudo sobre estas superficies no espago tridimensional
Nils.

Seja F: S — M3(k,7T) uma imersao isométrica de uma superficie orientada em
um espaco BCV M?3(k, 7). Denote por N o campo vetorial normal unitario, 6 € (0,%) o
angulo entre o campo vetorial F5 e N, por T a projecao de F3 sobre o plano tangente a S,
isto é, T = E3 —cosON e JT = N x T. A ideia pro tras do que segue é motivada pelo

seguinte Lema de (17):
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Lema 1.1. Seja S uma superficie com dngulo constante em um espaco BCV. Entao:
(1) O operador de forma com respeito a base {T,JT} é S = <—07' _/\T>
(i) A conexao de Levi-Civita da superficie € determinada por:
VT = —=21cosO@JT, V7T = AcosOJT,

VorJT =21cosOT, VyprJT = —XcosOT

(7i1) A curvatura Gaussiana da superficie é determinada por:

K = (k —471%) cos® 0

(iv) A funcao X\ satisfaz a sequinte EDP:

T()\) + A2 cos + kcosfsin® @ + 47% cos® = 0

De onde observamos que a curva integral do campo vetorial 7' é uma curva de
curvatura —27 cot 6 e torgao 7 constantes. Além disso, a curva integral do campo JT é
uma curva horizontal (Definigao 2.14), e que por meio destas duas curvas se constroi uma
superficie com angulo constante.

Também em (17) é mostrado que quando o angulo é nulo a distribui¢ao gerada
2
cilindro de Hopf (Definigao 2.10). Portanto, a andlise feita a seguir sera para o angulo em

(0,3)-

No Capitulo 1, introduzimos o grupo especial linear SL(2,R) esbogando sua geo-

pelos campos vetoriais E; e Fy nao é integravel, e quando o angulo for Z obtém-se um

metria, e fixamos notagoes, nos restringindo ao estritamente necessario ao prosseguimento
da leitura. Um tratamento mais extenso sobre este espago pode ser encontrado em (20).
Mostraremos explicitamente uma curva de curvatura x = cotf e torcao 7 = —% satis-
fazendo certas propriedades (Proposigao 3.24). Em seguida, mostraremos a existéncia e
unicidade da curva horizontal (Proposigao 3.26). Estas curvas correspondem as curvas

integrais dos campos vetoriais T e JT', respectivamente.

A partir da curva horizontal emana um feixe de curvas satisfazendo as condigoes da
Proposicao 3.24, gerando uma superficie com angulo constante. O estudo desta superficie
ird, depender de uma constante B = cos(26), 6 € (0, ), que pode ser negativo, nulo ou

positivo.
Teorema 1.2. Uma superficie em SL(2,R) que faz angulo constante, 6 € (0,7/2) com a
vertical Es € da forma

a) Se B =0,
F(s,u) = 1(u) + sa(u),



Capitulo 1. Introdugdo 14

onde 11 (u) e y(u) sao vetores em Ry dependendo apenas de u, satisfazendo as condigoes

dadas no Coroldrio 3.23 e a equagao diferencial

, sinC _cosC
vy =5~ 5

J3ih
b) Se B > 0,

F(s,u) = cos(prs)t1(u) + sin(@1s)iha(u) + cos(pas)is(u) + sin(pzs)ia(u),

onde
1

" 2sind 2sin 6
sao constantes, e V;(u), i € {1,2,3,4} sio vetores em R}, dependendo apenas de u,

©1 (B—VBcosh) e ¢y= (B + VB cosb)

satisfazendo as condi¢oes dadas no Coroldrio 3.23 e a equagdo diferencial

sin C' cosC

(1 + 1) = 5 Jo(thr +1b3) — 5

J3(1 + 3)

c) Se B <0,

F(s,u) = cos(gs) [cosh(ds)1r (u)+sinh(ds))s(u)] +sin(gs) [cosh(85)1a(u)+sinh(ds)1)(u)],

onde § = __B;ote eb= L sdo constantes, e ;(u), i € {1,2,3,4} sio vetores em R},

dependendo apenas de u, satisfazendo as condi¢oes dadas no Coroldario 3.23 e a equacdo

diferencial

,  sinC cos C
= J —
U= T - 2

J3i

onde as matrizes Jo € J3 sio dadas por (3.18).

Encerramos com uma analise da curvatura média destas superficies, donde conclui-
mos as que sao nao completas e sobre quais condi¢oes algumas delas sao inextensiveis. E,
dentre as completas, quais sao os subgrupos a um parametro do grupo de isometrias que

as deixam invariantes:

Corolario 1.3. Uma superficie completa em SL(2,R) que faz dngulo constante, 6 €

(0,7/2) com a vertical E3 € invariante pelo sequinte subgrupo a wm pardmetro:

a’) ¢t = CCgt o )\Cgt; se

i) B =0 com C constante satisfazendo a equagao
0 = CQ(]{?% + k’g + k’?z) -+ kfi) + 263(/{52/{73 — k‘lkf4)

— 2[02(]{1/{13 — k2k4) + Cg(k‘lkg — k3k4)] cosC
+ [2co(koks + kiks) + cs(—ki + k3 + k3 — k3)]sinC
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onde co e c3 constantes arbitrdrias;

it) B <0 com C constante satisfazendo a equagao
2(kyky + ksky) cos C + (k3 — k3 + ki — k2)sinC = 0,

e Ca, c3 constantes satisfazendo co(k} + k3 + k3 4+ kF) = 2c3(kika — koks);

b) ¢y = €yt © Cogt © Aent, € B=0, C =7 +2kmw, k €7 e cy,c3 constantes tais que
CQ[(kl + k3)2 + (kQ — k4)2] + 2Cg(k1 + kg)(kg — k4) = O,

e ¢4 uma constante arbitrdria;

¢) ¢r = Ceqt, sS¢ B=0, C constante satisfazendo

- ks (S) 4 - s (S) o

com c3 uma constante arbitrdria.

Os ki, 1 € {1,2,3,4} sao as constantes de integra¢io dadas na Proposi¢cao 3.43 e
A, Gty & sao dados mos Exemplo 3.12, Exemplo 3.1 e Exemplo 3.15, respectivamente.

Nos proximos dois Capitulos sao feitas a analise das superficies com angulo constante
nas Esferas de Berger e em Nils, respectivamente. Comecamos apresentando os espagos e
exibindo a existéncia da curva com curvatura k e tor¢ao 7 constantes (Proposigao 4.11 e

Proposigao 5.9) e da curva horizontal (Proposigao 4.12 e Proposi¢ao 5.10), respectivamente.

A partir destas duas curvas construimos uma superficie, em seguida é mostrado que
esta superficie possui angulo constante e damos uma equacao explicita para ela dependendo

de uma constante estritamente positiva B:

Teorema 1.4. Uma superficie em S? que faz dngulo constante, 6 € (0,7/2), com a vertical

E5 ¢ da forma

F(s,u) = cos(p15)1(u) + sin(p15)1a(u) + cos(pas)hs(u) + sin(pes)hs(u)

onde
1

Tsin6

(B + 7V B cos )

(B—71VBcosl) e @y=

1= Tsind

sao constantes, e V;(u), i € {1,2,3,4} sio vetores em R*, dependendo apenas de u,

satisfazendo as condi¢oes dadas no Coroldrio 4.10 e a equagao diferencial

(¢1 + 77[)3)/ = — SiIl OJg(@Z)l + ¢3) — COS CJ2(¢1 + 77[}3)

com B = 12cos? 0 +sin0 e, Jo e J3 dadas por (4.6).
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Teorema 1.5. Uma superficie em Nily que faz dngulo constante, 6 € (0,7/2) com a

vertical F3 € da forma

F(s,u) = < —tanfsinw + ¢1(u), tan f cosw + po(u),
L “fﬂwwmww+mwnmm+%w0,

onde

v1(u) = —/Sin C(u)du + tan O sin C'(u) + kq,

wa(u) = /COS C(u)du — tan  cos C(u) + ka,

i) = (01 (1) () — 24 (w)pa() — O'(w) tan®6),

cos? 6

com w = —Bs+ C(u), onde B = <.

Com o estudo da curvatura média, encerramos estes capitulos mostrando que tais

superficies sao nao completas e, quando o dominio da curva horizontal for R, elas sao

inextensiveis.
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2 MOTIVACAO

2.1 Curva-com-Triedro

Definicao 2.1. Uma curva-com-triedro € uma curva p.c.a. & munida de um triedro

ortonormal positivo {¢,n,b} ao longo de « tal que t = «'.

Sejam k = k(s) e 7 = 7(s) duas fungoes definidas em um intervalo.

Definigao 2.2. Diremos que a curva-com-triedro («, {t,n,b}) tem curvatura k e torgao T

se
Vit = kn
Vin=—kt —7b (2.1)
Vib=1n

Diremos que « tem curvatura x e tor¢cao T se existe um triedro ao longo de « tal que a

curva-com-triedro (o, {t,n,b}) tem curvatura e k e torcao 7.

Proposigao 2.3. Sejam M? uma variedade Riemanniana completa, k = k(s) e T = 7(s)
funcoes definidas num intervalo. Sejam p € M? dado e {tg,ng, by} um triedro ortonormal
positivo em T,M?. Entao existe uma tunica curva-com-triedro (c,{t,n,b}) com curvatura

K e tor¢ao T satisfazendo as condicoes iniciais (0) = p, t(0) = to, n(0) = ngy € b(0) = by.

Ideia da Demonstragao: Seja (r,y,z) um sistema de coordenadas em M3. Seja
a(s) = (x(s),y(s), 2(s)), s € (a,b), uma curva com triedro {t,n, b}. Conhecendo a conexao
Riemanniana de M3, as equagoes (2.1) juntamente com a equagao o/ = t nos da um

sistema de EDQO’s de primeira ordem:

o =1t
Vit =
= (2.2)
Vin=—kt —71b
th =TNn

Entao {t,n,b,x,y, 2} é solugao desse sistema de EDO’s com as condigbes iniciais dadas.

Pelo Teorema de existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de EDQO’s, temos
solugao tnica para o sistema acima em algum intervalo. Um argumento semelhante ao do

caso de curvas em R?® mostra que o triedro solucao é ortonormal.
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Seja (A, B) o intervalo de defini¢ao das fungoes x e 7, e seja (a,b) o intervalo

maximal de definigao da solugao do sistema (2.2).

Mostremos que b = B. Suponha, por contradicao, que b < B. Considere a aplicacio

do intervalo (@, b) no fibrado dos referenciais ortonormais

s+ (af(s),t(s),b(s),n(s)).

Segue de (2.2), uma vez que x e T sao limitadas em [0, b], que a derivada dessa aplicacio é
limitada. Como M? é completa, essa aplicacdo tem extensdo continua a b. Isto significa
que «a(s) tende a um ponto g € M3, enquanto que {t(s),n(s),b(s)} tende a um triedro
ortonormal tangente em . Aplica-se o resultado de existéncia local com essas novas
condicOes iniciais e estende-se a curva original & B. Analogamente, mostra-se que «

estende-se a A.

Obtido {t,n,b,z,y, 2}, a existéncia da curva « é imediata.

2.2 Os Espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu

Muitos estudos sao feitos nos espacos homogéneos E?, S? x R, H? x R, Nils e
SE(Z,]R). Todos estes espacos pertencem a uma grande familia de espagos chamada

Espagos de Bianchi-Cartan-Vranceanu.

Definicao 2.4. Sejam x e 7 ntimeros reais, com 7 > 0. Os Espacos de Bianchi-Cartan-
Vranceanu (espagos BCV) M?3(k, 7) sdo definidos como o conjunto
K

{(z,y,2) e R*[1 + 1

(z* + %) > 0}

equipado com as métricas

ds® =

dx? + dy? ( ydx — xdy )2
+(dz+ .
A5 +7 7 T )

Foi Cartan (2) quem obteve essa familia de espacos, com k # 472, como resultado
da classificagao das variedades Riemannianas tridimensionais com grupo de isometrias
tetradimensional. Estes espagos também aparecem nos trabalhos de Bianchi (3, 4, 5) e

Vranceanu (6). A classificagdo completa dos espagos BCV é a seguinte:

ese k=71 =0, entdo M3(/£, T) = E3,

e se k = 472 # (), entao M3(/{, 7) = S3(k/4) — {0},
esck>0er=0,entdo M3k, 7) = (S*(k) — {o0}) x R,
esek<0er=0,entdo M3(k,7) = H2(k) x R,
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I

eser>0erT#0,entdo ]/\\/[/3(/1,7')
ese k<0er7+#D0, entao Mg(/’ﬁﬂ')

esek=0erT 7é 0, entao ]/—\\4/3(/1,7—)

SU(2) - {oo},
SL(2,R),
N’ng

I

I

Os grupos de Lie nesta classificacao sao equipados com métrica invariante a esquerda.
Esta classificagao implica que M3(k, T) tem curvatura seccional constante se e somente se

k = 472, A curvatura ¢ entao igual a 1= 2 > 0.

Lema 2.5. Os sequintes campos de vetores formam um referencial ortonormal em M3 (k, T):

€1 = (]_ + g(xQ + yZ))ax — Ty8z7 €y = (1 -+ Z(m2 —+ yQ)) 8y + T{Eaz, €3 — 02

A geometria dos espagcos BC'V pode ser descrita em termos deste referencial:
i) [e1, €] = —5yer + Sxey +27e3,  [ea, €3] = [es, e1] = 0.

i) A conexdo de Levi-Civita V de M3(ﬁ,7) ¢ dada por:

~ K ~ K ~
ve1€1 = §y€2, Ve1€2 = —§y€1 + Tes, Veles = —TeEy,
~ K ~ K ~
V6261 = —51’62 — Te€s, Ve2€2 = 53561, Ve2€3 =Tey,
Ve,€1 = —Teg, V.62 = Tey, Ve,e3 =0.

iii) O tensor curvatura de Riemann R de M®(k,7) € determinado por:

RX,Y)Z = (k=3m)[(Y,Z) X — (X, Z)Y] — (5 — 47)[(Y, e3) (Z,e3) X
— (X,e3)(Z,e3) Y + (X e3) (Y, Z) e3 — (Y, e3) (X, Z) e3],

parap € M3(k,7) e XY, Z € TpMB(K,T).

Definicao 2.6. Uma aplicacao diferenciavel entre duas variedades diferenciaveis f :
M 5 M 6 uma submersio se f é sobrejetiva, e para todo p € M, dfy : Tﬁﬂ — Ty M
tem posto n. Neste caso, Vp € M, a fibra f~!(p) = F(p) ¢ uma subvariedade de M, e
um vetor tangente de M, tangente a algum F(p), p € M, é chamado um vetor vertical
da submersdo. Se, além disso, M e M tém métricas Riemannianas, a submersao f diz-
se Riemanniana se, Vp € M, df, : T,M — Ty M preserva comprimentos de vetores

ortogonais a F(p).

Seja M ?(k) a superficie Riemanniana de curvatura Gaussiana constante igual a
dz? + dy? )
(+56+ M)

M%@z(«nweRm+§uﬂw%>w,

Considere a seguinte aplicagao
T 0 M3k, 7) = M2(k)
(#,y,2) = 7(2,y,2) = (,9)
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Lema 2.7. © € uma submersao Riemanniana e o campo vetorial es € um vetor vertical.

100

, YV e M3 K, T), tem posto
01 0] p (k,T) p

Demonstragao. Note que 7 é sobrejetiva e que dm), = [
2. Logo, m é submersao.

Fixe (2o, yo) € M2(k). A fibra 7 !(2, yo) ¢ unidimensional, dada por
7T_1<I'0, yO) - {(JUO,?JO; Z)|Z S R}

A direcao determinada pela fibra é a direcao vertical 0, = e3. Assim, um vetor
v € T,M?3(k,T) & ortogonal a fibra se (v, e3) = 0. Fixado p = (0, yo, 20) € M?(k,7), seja
v = ad, + b0, + cOz € TZ,MS(R, 7) um vetor ortogonal a fibra. Pelo Lema 2.5, temos que

a b
v = P 61 + P 62
1+ 5 (a8 + u3) 1+ 5(af +u3)
Portanto, |jv]| = m%ﬁ% Por outro lado, dm,(v) = a0, + b0,, dai ||dm,(v)| =
a2 2
e Logo, lu] = ldmy(o)]. 0

Definicao 2.8. Dizemos que a dire¢ao vertical determinada pelo campo vetorial e3 é a

direcao distinguida do espaco M‘g’(/{, T).

Observagao 2.9. a) O campo vetorial e3 ¢ um campo de Killing unitario do espago
M3(/£, T) pois satisfaz a equagao <@X63, X> =0,Vpe M3(/£, T)eVX € TPM?’(R, 7).

b) As fibras sdo geodésicas pois @63@3 = 0.

c¢) Existe uma familia a um parametro de translagoes ao longo das fibras gerada pela
diregdo vertical es. De fato, a curva integral do campo ez é dada por «(t) = (xo, Yo, t + 20)-

Considere a seguinte aplicagao fi(x,y,z) = (x,y,t + z). Logo, f; é a familia desejada.

d) Para as variedades homogéneas com grupo de isometrias tetradimensional, isto
é, k # 4712, a constante 7, denominada curvatura da fibra, é o nimero real que satisfaz
Vxes =7X X e3, p€ M3(k,7) e X € T,M*(k,7).

Definicao 2.10. A aplicagao 7 é chamada Fibragcao de Hopf. A imagem inversa de uma
curva em M (k) por 7 é chamada Cilindro de Hopf e uma folha da fibragao de Hopf é

denotada como a superficie que é ortogonal, em todos os pontos, as fibras de 7.

No caso em que k = 472 # 0, 7 coincide localmente com a classica fibragao de
Hopf 7 : S3(k/4) — S?(k). Pelo Teorema de Frobenius e pelo Lema 2.5 4), as folhas de
7 86 existem se 7 = 0. De fato, as folhas sao as superficies que sao ortogonais as fibras,
ou seja, os planos tangentes as superficies sao ortogonais as fibras, isto ¢, o vetor normal
aos planos tangentes sao paralelos as fibras. Portanto, e; e ey s@o tangentes, sendo e e ey

uma distribui¢ao integravel, entao [e;, es] também é tangente, o que nao ocorre se 7 # 0.
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2.2.1 Superficies com Angulo Constante

A partir de agora o estudo sera voltado para uma anélise local das superficies com

angulo constante isometricamente imersas em algum espago BCV.

Seja F': S — M3(k,T) uma imersao isométrica de uma superficie orientada em

algum espago BCV. Denotamos por N o campo vetorial normal, por S o operador de forma

associado, ¢ € [0, 7] o angulo entre o campo vetorial normal N e a direcao vertical e, e

por T a projecao do campo vetorial ez sobre o plano tangente a S, isto é, T = e3 — cosON.

Podemos supor que, para uma fun¢ao ¢ definida localmente em S, temos

N = —sinf cos ¢e; — sin 0 sin ¢es + cos fes,
T = sin (cos 0 cos pe; + cos 0 sin pes + sin fes), (2.3)
JT = sin §(— sin e + cos ¢pes),

onde JX = N x X é a rotacao de noventa graus no sentido anti-horéario.

Sejam p € M3(k,7) e X,Y € Tp]T/[/?’(/i, 7), as equagoes de compatibilidade sao, ver
(13):

VxSY —VySX — S[X,Y] = (k — 47 cos O{Y, T) X — (X, T) Y], (2
K =det S+ 7+ (k — 477) cos® 0, (2.
VxT =cosf(SX —1JX), (2
X(cosf) =—(SX —7JX,T). (2

Definicao 2.11. Uma superficie com dngulo constante é uma superficie isometricamente
imersa em M?(k, T), orientada, onde o campo vetorial normal forma angulo constante com
uma direcao fixada. A direcao fixada é escolhida em cada caso como a dire¢ao distinguida
do espago M3(k,T).

Para uma superficie com angulo constante, temos:

e § = 0 nao pode ocorrer pois a distribui¢ao gerada por e; e e; nao ¢ integravel.

e Se § = 7 temos que a superficie ¢ parte aberta de um cilindro de Hopf =

m H(z (), y(®)[t € (a,b)} = {(x(t),y(t), 2)|t € (a,b),z € R}.
Lema 2.12. Seja S uma superficie com dngulo constante em algum espaco BCV. Entdo:
0 —
(1) O operador de forma com respeito a base {T,JT} € S = < )\T>
—T
(ii) A conexao de Levi-Civita da superficie € determinada por:

VrT = —=271cosOJT, V7T = AcosOJT,

VT =27cos0T, VyrJT = —XcosOT.
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(1i1) A curvatura Gaussiana da superficie é constante dada por:

K = (k — 47%) cos® 0

(iv) A fungao X\ satisfaz a sequinte EDP:
T()\) + A2 cos @ + kcosfsin® @ + 47% cos® § = 0
Demonstragao. i) Seja ST = fT + gJT. Dai f||T||*> = (ST, T) e g||T||*> = (ST, JT).

Fazendo X =T em (2.7): 0= — (ST —7JT,T) = (ST,T) = f = 0.
Fazendo X = JT em (2.7):

0=—(S(JT) —7J(JT),T) = —(S(JT), T)+7(~T,T) = — (JT,ST)—7||T||* = g = —.

Seja S(JT) = hT + AJT. Dai
WITIE = (S(IT),T) = (JT, ST) = —7||T|* = h = —
_ (S(JT),JT)
A 712

i1) Fazendo X =T em (2.6):

VT =cosO(ST — 7JT) = cos§(—7JT — 7JT) = =27 cos O JT.

Fazendo X = JT em (2.6):

VT = cos0(S(JT) —1J(JT)) = cosO(—1T + NJT + 7T) = Acos6JT.

Seja Vo JT = fT + gJT. Como (JT, JT) = sin?§, entdo
(VypJT,JT) = 0= g = 0.
Como (T, JT) = 0, entao
(VpJT,T) = —(NV7T,JT) = 21 cos 0| T||> = f = 27 cos .

Analogamente se determina V ;7 JT = —Acos0T.
i1i) Segue diretamente de (2.5).

iv) Segue de (2.4) com X =T eY = JT, e usando os itens anteriores. O

Estendendo as conexdes dadas pelo Lema 2.12 item i) para a base {T, JT, N} do

espaco, obtemos:
ViT = —27cos0JT, VT = Acos@JT — 7sin® N,

VoJT =271 cos0T — tsin® ON, VypJT = —AcosOT + Asin® ON.
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T

Tl € p.c.a. com curvatura constante

Proposicao 2.13. A curva integral do campo

—27 cot @ e torcao constante T.

T

Demonstracao. Sejam t = n= eb=1txn=N. Assim,

| HTH
1 —27cosBJT
Vit=——-V7T = ——— = —27cotbn,
172 1|2
2 0T — Tsin®> ON
Vin=—=VJT = 708 75 = 27 cot 0t — 7b

||TH2 17

Vib=Vit xn+txVin=1tx (21 cot 0t — 7b) = Tn.

Ou seja,

Vit = =27 cot On
Vin =27t cot 0t — 7b

Vib=mn
O
Definigao 2.14. Uma curva «(t) é dita horizontal se (/(t),e3) =0, Vt.
Proposicao 2.15. A curva integral do campo ”T” € horizontal, p.c.a., com curvatura ﬁ

e torcao constante —7.

”T” n=||T(— COtellgll +N)eb=txn=T+cosON = e3.

Note que, usando as equagoes (2.3) o referencial {t,n,b} é ortonormal. Assim,

Demonstracao. Sejam t =

—X\cosOT + Asin? N

T
Vit = —=5VyrJT = = AN—cotf——+ N)
t ||T||2 . 1] 177l
T
= —HTH( cot—— + N) = —n,
17| 17l 17l
1] T _cotd
Vin = VJ( COtQ——l—N) ——VyrT + VN
t [ 17l ST !
6 A
= 227 (NcosOJT — 7sin? ON) — (—7T + A\JT) = ——t + 7b
sin? @ 17|
e
Vib = HTHVJT(T—FCOSHN) HTH[)\COSHJT—THTH N —cosO(—71T + \JT)]
0
= —7||T|(N = =5T) = —n.

17
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Ou seja,
A
Vtt = m'l;\ll
th = —mt + Tb
th = —TNn

]

Pergunta: Uma curva horizontal e uma curva com curvatura constante —27 cot ¢

e tor¢ao constante 7 geram uma superficie com angulo constante?

Nos capitulos seguintes respondemos esta pergunta para os espagos SL(2,R), as
Esferas de Berger e Nils, respectivamente, com 6 € (0, %). Também damos condigdes para

uma superficie com angulo constante ser globalmente definida por estas duas curvas.
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3 SUPERFICIES COM ANGULO
CONSTANTE NO GRUPO ESPE-
CIAL LINEAR

Considere o grupo especial linear definido como o grupo das matrizes 2 x 2 com

entradas reais e determinante 1, com a multiplicagao matricial,

SL(2,R) = {m € GL(2,R)|detm = 1}.

SL(2,R) pertence a familia dos Espacos BC'V onde k = —1 e 7 = 1. Como grupo,
SL(2,R) é um grupo de Lie topologicamente conexo, ndo compacto, ndo abeliano e nao
¢é simplesmente conexo pois seu grupo fundamental é isomorfo ao grupo dos inteiros.

Indicamos ao leitor as referéncias (20, 21, 22).

Este capitulo é voltado para a compreensao da geometria Riemanniana de SL(2,R).
O espago SL(2,R) serd abordado por meio do grupo linear projetivo PSL(2,R) =~
SL(2,R)/{x1>}, onde I, é a matriz identidade 2 x 2. PSL(2,R) é isomorfo ao grupo das
transformacoes de Mobius de C em C dadas por

{z»—) az+b|a,b,c,d€R,ad—bc:1}.
cz+d

Também serao usadas as notacoes usuais para o espaco hiperbolico H? e para as

partes real e imaginaria de um numero complexo z = u +iv € C, Re(z) = u e Im(z) = v.

Em seguida daremos uma descri¢ao geométrica global completa para as superficies
que fazem angulo constante com o campo vetorial distinguido Fj3. Esta descricao ira
depender de uma constante B = cos(26), ¢ € (0,75), que pode ser negativa, nula ou
positiva. Finalmente, através de uma anélise sobre a curvatura média, diferenciamos,
em geral, quais destas superficies sao completas e quais nao sao e, dentre as completas,
obtemos sobre quais subgrupos a um parametro elas sao invariantes. Encerramos com uma

analise da inextensibilidade de algumas das superficies nao completas.

3.1 Geometria Riemanniana de SL(2,R)

3.1.1 Introducao & Geometria de SL(2,R)

Considere o espaco hiperbolico H? no modelo do disco

4(dz® + dy?) )

H? = Rz +y° <1}, g= ——
(G e R 447 < 1), = (220
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As isometrias de H? que preservam orientacao sao dadas por

a—z
az—1’

Fop(2) =€ pER, ac{(r,y)eR2z®+y* <1}

Através da identificacdo entre as transformagoes de Mobius e PSL(2,R), dada por:

A B
b a1 € PSL(2,R),
bz +a C D

EOC 60

A B
temos uma identificagao entre as isometrias F, , e a classe da matriz (C’ D> € PSL(2,R),

onde

dada por
az+b —e/2 ; ae'?/?
== , com g =——— e b= ——
bz+a V1= laf? 1—af?
)

Fo(2)

1 (—Re(wl) Re(ws)
V1—=lal2 \ Im(w) —Im(ws)

Topologicamente, temos M = l/DFE(Z]R) = H? x R. Considere o recobrimento

) , com wy = (1+ai)e®? e wy = (a+i)e”.

universal

T : M — PSL(2,R)

(Oé, IO) — Fa,2p

Para que este recobrimento seja um homomorfismo entre grupos de Lie o produto
em M deve satisfazer

(a1, pr)(az, p2) = (o, p),

aj+age?ir2

— _ = ,—21
ajag+e?ir2)? p=p1+ p2+argw, com w = I+ ajage =2,

onde o« =

Pondo o = uy + vy € ag = us + ivq, e através de um longo céalculo temos

w = [14cos(2p2)(urug + v1v2) + sin(2pa) (viug — uyv9)]
+ i[cos(2p2) (viug — uyva) — sin(2ps) (urug + v102)], (3.1)

(w1 + ug cos(2pa) — v 8in(2p2))(cos(2p2) + urug + v107)
(cos(2p2) + uus + v1v2)? + (sin(2p2) + viug — ugvs)?

(v1 + ug sin(2ps) 4 vo cos(2p2)) (sin(2p2) + viug — ugvy)
(cos(2p2) + urus + v109)2 + (Sin(2p2) + vius — uve)?

(3.2)
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(w1 + ug cos(2pa) — vaSin(2p2))(—sin(2ps) — viug + uivs)
(cos(2p2) + urus + v1v2)? + (sin(2p2) + viug — ugvs)?
(v1 + ug sin(2ps) + v cos(2p2))(cos(2p2) + urus + v1v9)
(cos(2p2) + urus + v109)2 + (Sin(2p2) + viuy — ugve)?

Im(a)

(3.3)
argw estd bem definido pois Re(w) > 0. Para que (0,0) seja o elemento neutro, devemos
ter —% <argw < 3.

O recobrimento se fatora através de SL(2,R) por meio da aplicagao:

P : M— SL(2,R)

A B
(a, p) — (C D>, (3.4)

onde A = M) B = L("JQ)’ C = —Im(w) e D = Im(ws) , com w; = (1 + i« e’ e
1—|af? \/1—|al? /1-|al? 1 ( )

wy = (i + a)e”.

Sea=0ep=0,entdo w; =1 e wy =1. Logo, P(0,0) = I.

Outra possibilidade seria: A = %’ B = \I/%%, C = \I/% eD = :/I%—“Tg
com 0s mesmos wy € wy. Assim, P(0,0) = —I e P(0,7) = 1.

Escrevendo a = u + v, temos um sistema de coordenadas globais u, v, p em M. De
(3.4), temos que

(I —v)cosp—usinp ~ —ucosp+ (1 +v)sinp
A= V1i—u2 -2 b= V1—u?—? 7 (3:5)

—ucosp — (1 —w)sinp D_(1+v)cosp+usinp

Y
V1—u?—? 1 —wu?—0?

Usando as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos a derivada da translacao a esquerda

C:

(3.6)

na identidade

1—ud+v:  —2ugu 20
(dL(aoypo))e = AT 1+ Ug — Ug —2ug |
Vo —Up 1

de onde tiramos os campos invariantes a esquerda:
U=(1-u*+v%)9, — 2uvd, +v9,,
V = —2uvd, + (1 +u* — v*)9, — ud,, (3.7)
o = 200, — 2u0, + 0,.

Dai,
U_
Ou = 1—u2v—pv2’
v+
e
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Olhemos a Algebra de Lie em SL(2,R):

1 —u
Para o = u e p = 0, temos a matriz —— < ) ) , cuja derivada em u =0 é

Vi \ _y,
(o0 1
=\_1 o)

1—v 0
Para o = iv e p = 0, temos a matriz ——= , cuja derivada em v = 0
P Vi-e? ( 1+ v> !

0
, -1 0
é L, = .
H 0 1

Para a = 0, temos a matriz <

(50)

Os colchetes S80 [ftu, fbo] = =24y, [fbos 1p) = 2000 € [1ps fu] = 210

cos sin
] P p), cuja derivada em p = 0 é p, =
—sinp cosp

Aplicando a multiplicacao & esquerda, obtemos os campos invariantes a esquerda

em SL(2,B): - ( : i) <_01 —01>= (:ﬁ j)
we0)-(2)
w00

Daf, [M,, M,| = —2M,, [M,, M,] = 2M, ¢ [M,, M,] = 2M,.
Logo, [U,V] = —2p, [V,p] =2U e [p,U] = 2V.

Defina

U V
—Ee E3:

i
5

Logo, [E1, E»] = —E3, [Es, B3] = Ei e [E3, Ey] = Es.

Equipamos M com a métrica invariante a esquerda tal que {E}, Fs, F3} seja um
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referencial ortonormal. Portanto, a métrica nas coordenadas u, v, p é dada por

42u + u(l + u? 4+ v?)]

A + 40 + (1 + u? 4 0?)]

Considere R} o espago pseudo-Euclideano tetradimensional dotado com o produto

interno semidefinido de assinatura (2, 2)

<v,w >= a1b; + agby — asbs — asby.

Podemos olhar o espaco SL(2,R) como um subconjunto de R}
SL(2,R) = {(x,y, z,w) € RYa? +¢y* — 2> —w? = 1} C R}

através da identificagao

A+ D B-C A-D
= 2 s y:

onde A, B,C e D sao dados em (3.5) e (3.6).

T

Portanto,

CoS p
i
—usin p — v cos p

N
—2Yy — TW
.’E2+y2

Donde tiramos, através da regra da cadeia,

Tr =

Oy = —x(zw + y2)0, — y(aw + yz)0y + (—y — z(aw + y2))0, + (—x — w(rw + yz)) Oy,

0y = —x(xz — yw)0y — y(zz — yw)oy, + (—x — 2(xz — yw))0, + (y — w(zrz — yw))y,

B sin p
MV ek
— COS p 4+ vsin p
Vi—e—o
—rz + yw
:132+y2

0p = —Yy0y + 20y + w0, — 20,.
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Substituindo estes campos em (3.7), obtemos
U= —wd, — 20, — y0, — x0,,
V = =20, + w0, — 20, + YOy, (3.8)
O = —y0y + 20y — w0, + 20,.

Lema 3.1. A conexao de Levi-Civita em SL(2,R) € dada por:

E 3
vE1E11 = 07 vE2E11 = 73’ VEsEl = §E2
L 3
VElEQ _737 vE2E2 — 07 VE3E2 e —§E1
E E
Vi, B3 = 727 Vg, B3 = —71, Vg, F3 =0

Demonstracao. Sai por um célculo direto usando a féormula de Koszul

2<VXY7 Z) = <[X7Y]7Z> - <D/7 Z]7X> + <[Z7X]7Y>
O

Observacao 3.2. Seja X = fE; + gF> + hE3. Entao, X X B3 = —fEy+gFE, e VxFE3 =

éEz - %El. Logo, VxFE3 =7X x E3, onde 7 = —%.

3.1.2 Curvatura Seccional de SL(2,R)

Para o calculo da curvatura seccional usaremos a férmula do tensor curvatura dada

por
R(X, Y)Z — V[X7y]Z - VXVYZ —|— VvaZ.

Usaremos a base de campos invariantes a esquerda {F1, Fy, E3}, e o colchete calculado

nesta base.
Lembramos que a curvatura seccional é determinada por

K(x.y) = (BXYIXY)
’ XPIYP = (X, Y)?

onde X, Y formam uma base de um plano tangente em SL(2,R) num ponto dado

Lema 3.3. O tensor curvatura de Riemann € dado por:

R(El, Eg)Eg — R(El, E3)E2 - R(EQ, E3>E1 — 0,

7 7 1

R(E17 E2>E1 = —ZLEQ, R(El, E2)E2 — ZEI’ R<E17 ES)EI — ZE3,
1 1 1

R(Es, B3)Ez = 15 R(E,, E3)E5 = 3B

R(Ela E3)E3 = _ZEla
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Demonstracao. Utilizando a formula do tensor curvatura de Riemann
R(X, Y)Z = V[Xy]Z —VxVyZ +VyVxZ

e o Lema 3.1, temos

7
R(E\, E3)Ey = Vg, gy — Ve, Ve,E1+ Ve, Ve B = _Z_LEz

De modo anélogo obtemos o restante. O

Lema 3.4. (R(X,Y)Z, E3) = —72((X, E3) (Y, Z) — (Y, E3) (X, Z)), onde T = —1.

Demonstragao. Seja Z = hiEy + hoEy + h3Es. Usando que A x (B x C) = B(A,C) —
C (A, B), temos

(R(X,Y)Z,E3) = —hi(R(X,Y)E;s, Er) — ha (R(X,Y)Ej3, Es)
= —In <V[X,Y]E3 — VxVyFE3; + VyVxEs, E1>
— hy <V[X,Y]E3 — VxVyFE3+ VyVxEs, E2>
= —h (7[X,Y] x Es — Vx(7Y X F3) + Vy(7X x E3), F)
— he (7[X,Y] X E3 — Vx(7Y X E3) + Vy(7X X Ej3), Es)
= —hi (=Y x (X x E3) + 7°X x (Y x E3), E)
— ho (=7 x (X x E3) + 7°X x (Y X E3), E»)
= —h (-T’X (Y, E;3) + 7Y (X, E3) . E)
— ho(—T*X (Y, E3) + 7°Y (X, E3) , E»)
= —7*(X, E3) (Y, hi E\ + hyE)
— (Y, E3) (X, E; + hyB,)]
= —7°[(X,E3) (Y, Z) (Y, E3) (X, Z)]

Lema 3.5. Se U ¢ unitdrio e ortogonal a Es3, entao

(R(X,Y)Z,U) % (7, Es) (X x Y, V) + Z (Z VY (X x Y, By)

onde V = FE3 x U.

Demonstrag¢ao. Como {U,V, E3} é base ortonormal, podemos supor X = f1U+ foV + f3E3
eY = qU+ gV +g3E3. Dai, X XY = (fags — f392)U + (f3g1 — f193)V + (f192 — fag1) Es.

Suponha que Z = Ej3. Pelo Lema 3.4, temos
(R(X,Y)E3,U) = 7((X, E3) (Y,U)—(Y, E3) (X,U)) = 7°(fagr— f1g3) = 7> (X x Y, V).
Suponha que Z = U. Logo, (R(X,Y)U,U) = 0.
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Suponha que Z = V.

a) Se X =U eY = E3, (R(U,E;3)V,U) = 0, pelo Lema 3.4. Analogamente se
X=VeY = Ey, (RV,E)V,U) = 0.

b)Se X =UeY =V.Sejam U = RE, + SE; e V = PE; + QE.

(RUVIV.U) = (QR~ PS)(R(E, E))V.U) = 1(PS ~ QR)’

R P O
Como as colunas da matriz | S @ 0| formam um conjunto ortonormal, esta matriz é

0 0 1
ortogonal, logo RQ — PS = +1. Portanto, (R(U, V)V, U) = ;Z.

Seja Z = hlU + hQV + h3E3. AASSiI’Il7

(R(X,Y)Z,U) he (R(X,Y)V,U) + hs (R(X,Y)E3,U)
h?[leQ <R(U7 V)V> U> + f291 <R(V7 U)V> U)]
+ THZ, E3) (X x Y, V)

T {Z, E3) (X x Y, V) + ;1 (Z, V) (X x Y, Es)

]

Corolario 3.6. A curvatura seccional de um plano P cujo vetor normal faz um dngulo 0
com E5 €

K(P) = }l —2cos?
Demonstracao. Suponha que o angulo formado entre E3 e o vetor normal N do plano P
seja 0. A projecao do campo Es em P éT = Ez—cosfN. Donde, ||T||?> =sin®0, (N, E3) =
cosf, (T, Es)=|T|? (JT,E3)=0,onde JT =N xT.

Assim, uma base para o plano P é {T, JT}, logo K(P) = W

Como 2L ¢ unitario e ortogonal a Ej, usando o Lema 3.5, temos

171l
JT 1 JT
R(T,JT)T,—> - —<T,E><T><JT,E ><—>
( )~ athh n
7 JT
— (T, B3 x —— (T T E
£ (T B ) T

1 7
= ZHTH3 (N, Es3 x JT') + Z_LHTH cos (T, E3 x JT)
1 7
= — Tl (s, N x JT) — Z||T|| cos 6 {E5, T x JT)

1 7
= ZHTHB - Z||T||300829
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Portanto,
1 JT
K(P) = <R(T, JT)T, —>
1|3 1]
1 7 1
= Zsin20— 100820 = 1 2 cos’ 0

3.1.3 Isometrias de SL(2,R)

A seguir daremos alguns subgrupos a um parametro de onde tiramos uma base
para os campos de Killing, ou seja, daremos explicitamente as isometrias de SL(2,R).

Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 3.7. Seja ¢ : SL(2,R) — SL(2,R) uma isometria. Entao, ¥p € SL(2,R),

dy,(Es) = £E3, onde o sinal é constante.

Demonstracao. Seja P o plano gerado por F; e Fy em p. A curvatura seccional de P é

K(P)=1—-2= -1 Sendo P = dy,(P), temos K (P) = —I, pois a curvatura seccional ¢

preservada por isometrias. Assim, —g = }l —2cos?0 = cos’0 =1=0=0,m.

Portanto, o vetor normal, N, a P faz angulo 0 ou  com Es, ou seja N = +Es3(p(p)).

Como dp, manda vetor normal a P em vetor normal a Pe, Es3(p) é normal a P,

temos dy,(E5(p)) = £E5(¢(p)).

Como a funcao (dy,(Es(p)), Es3(¢(p))) é continua, o sinal é constante. O

Dada isometria ¢ : SL(2,R) — SL(2,R), temos

do(E3) = +E3, (3.9)
dp(FE1) = cos pEy + sin pEs, (3.10)
dp(Ey) = £(—sin pEy + cos pEy). (3.11)

onde p é uma fungao.

Lema 3.8. Suponha que o sinal na equagao (3.11) seja positivo. Entdo, o sinal na equagio

(3.9) também € positivo. Além disso, p € constante.

Demonstragao. Temos que Vg, dp(Er) = dp(VEg, Ey) = 0. Por outro lado, usando a
equacao (3.10), temos

Vapende(Ey) = Ey[—cos psin pEy(p) — sin® pEy(p)] + Ea[cos® pEy(p) + cos psin pEs(p)]

= cos pE1(p) +sinpFEy(p) =0
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Analogamente, V4, (g,)dp(Ey) = dp(Vg,E) = 0. E, pela equagao (3.11), temos
V() dp(E2) = Ey[cos psin pEi(p) — cos? pEs(p)] + Eafsin® pEy (p) — cos psin pEs(p)]
= sin pEy(p) — cos pEa(p) =0
Portanto,

{ cos pEr(p) +sinpBa(p) =0 { Ei(p) =
sin pE(p) — cos pEs(p) = 0

Vip(m:)dp(E1) = dp(Vg, Er) = dp(22) = £28. B, pelas equagdes (3.10), (3.11), temos

E.
V(e dp(Ey) = :|:73.

Assim, dp(FEs) e dp(F3) tém que ter o mesmo sinal, ambos positivos ou ambos negativos.
Vip(e)do(Er) = do(VE,Er) = dgp(%Ez) = j:%(— sin pEy + cos pEs). E, pelas equagoes
(3.9), (3.10), temos

. 3 3
V() dp(Er) = £{En[=sin pEs(p) — 3 sinp] + By[5 cos p + cos pEs(p)]}

O resultado segue. m

Corolario 3.9. Nao existe isometria de SL(2,R) que reverta orientacao.

Demonstragao. Suponha que ¢ reverta orientacao. Logo, ¢ manda a base positiva { E1, Es, F3}
na base negativa {dp(Ey), dp(Ey), dp(Es)}, isto &, dip(Ey) x dip(Ey) = —dp(Es) = FEs,

Por outro lado,
dp(FE1) X dp(Es) = +(cos pEy + sin pEy) X (—sin pE) + cos pEy) = +Fj3
Absurdo, pois dy(E3) e dp(F>) tém o mesmo sinal. O

Exemplo 3.10. Considere o subgrupo a um parametro T, : M — M, Ti(a,p) =
(ae™ p +t). Verifica-se que

cos(2t) sin(2t) 0 (dT})(a,p)(U) = cos(2t)U — sin(2t)V
(dT})(ap) = | —sin(2t) cos(2t) 0| = (dT})(a,pn (V) = sin(2t)U + cos(2t)V
0 0 1 (dT3) (00 () = 9

Assim, cada T} é uma isometria de M. O gerador infinitesimal do subgrupo é dado por

d _ 1: .
%(Oée 2 t>p + t)'t:O = (—220&, 1) = P
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Observagao 3.11. As trajetorias t — T} (v, p) s@o as curvas integrais de .

De fato, seja 5(t) = (a(t), p(t)) = (u(t),v(t), p(t)) a curva integral do campo .
Assim, ' =40, + v'0, + p'0, = p. Portanto,

u = 2v u = g cos(2t) + vg sin(2t)
v'=2u = <{ v= —upsin(2t) + vy cos(2t)
=1 p=pott

Logo, A(t) = (coe™", po +1)

Exemplo 3.12. Consideramos o subgrupo A, : M — M, \(«, p) = (o, p + t). Temos
(@A) (o) = 1.

Logo, cada A; ¢ uma isometria de M, com gerador infinitesimal d,. Note que \; ¢ a

multiplicagao a esquerda por (0,t) e que \;, comuta com \,, Vi, to.

Exemplo 3.13. Combinando os dois exemplos anteriores, temos A; : M — M, Ay(a, p) =
ae %t p). Note que Ay = A_; o T}.
p

Cada A; é uma isometria de M que fixa a origem e manda E3 em Ej3. Além disso,
podemos escolher ¢ de forma a levar {F;, Fs} em uma base ortonormal previamente
escolhida do plano gerado por E; e Fs, nessa orientagao. O gerador infinitesimal deste

subgrupo ¢ p — 0,.

Exemplo 3.14. Consideramos o subgrupo ¢; = L; tanh+,0), multiplicacao a esquerda por

(itanht,0). Este subgrupo corresponde ao subgrupo de isometrias cuja representagao

matricial em PSL(2,R) ¢é 60 t] . O gerador infinitesimal é
e

K, = #W(—mw cos(2p) + (1 — u? + v?) sin(2p))
1%
+ 1 ME (1 + u® — v?) cos(2p) — 2uv sin(2p))
20 .
+ 1_—‘@‘2(“ cos(2p) — vsin(2p))

Exemplo 3.15. Em PLS(2,R) consideramos o subgrupo a um parametro de isometrias
t
parabolicas de H?, representadas matricialmente por 0 1l Em M temos as translagoes

a esquerda &§ = L(_gin pe—ie ), p(t) = arcsin( ), com s = t/2. O gerador infinitesimal é

1132
1
Ke = m U(—(1 —u* + v?) cos(2p) — 2uvsin(2p) — 2v)

+ V(2uvcos(2p) + (1 + u® — v?)sin(2p) + 2u)

4+ p(2vcos(2p) + 2usin(2p) + 1 4+ u* + vg)}
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Exemplo 3.16. Seja R: M — M, R(«a, p) = (&, —p). R é uma isometria de M que fixa
a origem e manda E5 em —Fj3. Temos ainda dR(U) = U e dR(V) = —V.

Observagao 3.17. (a, p) — (@, —p) ndo é uma isometria.

Proposicao 3.18. Toda isometria de M que preserva E3 pode ser escrita de forma inica
como L, o Ay, onde Ay é como no Exemplo 3.13 e L, é a multiplicagcao a esquerda por p. A

unicidade em t entende-se como mddulo 27, ou seja, vemos t € St.

Demonstragao. Seja T : M — M isometria que preserva Fs3. Suponha que 7'(0,0) =
(0,0).

Escolhendo ¢ apropriadamente, obtemos
dT(0,0) = dA¢,

dai T = At.
Se T'(0,0) = p, entdo L;l oT fixa (0,0) e preserva FEjs, logo Lljl oT = Ay, para

algum ¢.

Para a unicidade, p é determinado por 7'(0,0) e ¢t (mod 27) é determinado por
dT(o). O

A demonstragao do préximo resultado é um exercicio simples.

Proposigao 3.19. O conjunto das isometrias de M é uma variedade tetradimensional com
duas componentes conexas My e My, onde M, € o conjunto das isometrias que preservam
Es e M, € o conjunto das isometrias que revertem o Es. My ¢ difeomorfa a M x S' pelo

difeomorfismo

MxS' — M
(p,t) — Lo Ay

My € difeomorfa a My pelo difeomorfismo

M1 —>M2
T — RoT

onde R ¢ dada no Exemplo 3.16.

Corolario 3.20. O espaco dos campos de Killing € tetradimensional gerado por

©, 0, K¢ (Ezemplo 3.14), K¢ (Ezemplo 3.15)

Nas coordenadas (z,y, z, w) de R}, os campos de Killing se escrevem como:
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Kl =

Ky =2(xz —yw)U + 2(—zw — y2)V + (2% + y* + 22 + w?)p,

K3 =2(zy — 20)U + (22 — y* — 22 + w?)V + 2(—zw + y2)p,

Ki = Yy —w) — (2 — 2700 + (5 — )y — )V + H(w — 2 — (y — w)lp.

3.2 Superficies com Angulo Constante em SL(2,R)

3.2.1 Curva-com-triedro em SL(2,R)

O objetivo desta segao ¢ mostrar a existéncia de duas curvas a(s) e B(u), satisfazendo
certas condigbes especificas (Proposicao 3.24 e Proposigao 3.26), que serao usadas na

construgao de uma superficie (segao 3.2.2).

Em SL(2,R), a Proposigao 2.3 se reescreve como:

Proposicao 3.21. Sejam k = k(s) e 7 = 7(s) fungoes dadas. Sejam p € SL(2,R) dado e
{to, no,bo} um triedro ortonormal positivo em T,SL(2,R). Entdo existe uma unica curva-

com-triedro (o, {t,n,b}) com curvatura k e tor¢ao T satisfazendo as condigdes iniciais

a(0) = p, t(0) = to, n(0) = ng e b(0) = by.

Demonstragcao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
{E\, Ey, E3} em SL(2,R). Seja a(s) = (u(s),v(s), p(s)), s € (a,b), uma curva com triedro
{t,n,b}. Escreva

t= ik + o + [3E3,

n = g1k + g2E2 + g3 E3,

b= hiEy + hoEy + hsEs.

Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

f1 = kg1 +2faf3
fo=rg2 —2f1f3

f3 = kg3
gy = —kfi — Thi + 2 f302 + 93/
gy = —kKfo—Thy — 3fs01 — Lgsfi (3.12)

gy = —Kfs —Ths — %f291 + %flg2
hi =19+ %f3h2 + %h?)fz
Wy =7gs — 3 fshi — % fihs
hy = T1gs — %f2h1 + %flhz
Pelo Teorema de existéncia e unicidade de solucoes de sistemas de EDO’s, temos

solugao tnica para o sistema acima em algum intervalo. Um argumento semelhante ao do

caso de curvas em R? mostra que o triedro solugio é ortonormal.
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Seja (a, 5) o intervalo de defini¢io das funcdes « e 7, e seja (@, b) o intervalo maximal

de defini¢ao da solugao do sistema.

Mostremos que b = b. Suponha, por contradicdo, que b < b. Terfamos uma limitacao
uniforme para as derivadas das funcdes fi, f2, f3, 91, g2, g3, h1, ha, hs em [0,b). Portanto,
essas funcoes se estenderiam continuamente a b. Um argumento padrdo mostra que a

solugao poderia ser continuada para além de b. Analogamente, se mostra que a = a.

Obtido o triedro {t,n,b}, a existéncia e unicidade da curva segue de uma aplicagao
adicional do teorema de existéncia e unicidade de sistemas de EDO’s tomando o como a

solugao da equacao diferencial

da
15 J1EL + foEa + [3Es3.
[
Suponha que sejam dados x = cot #, com ¢ € (0, 5) uma constante fixada, 7 = —% e

um triedro ortonormal, orientado positivamente {¢y,ng, b} em 7,SL(2,R) com (to, E3) =
sin@, <n0, E3> =0e <b0, E3> > 0.
Uma solugdo para o sistema (3.12) satisfazendo as condig¢oes iniciais acima é

{t(s),n(s),b(s)}, dados por

t(s) = cosf coswF; + cosfsinwkEs + sin O F3
n(s) = —sinwk; + coswky (3.13)

b(s) = —sinfcoswFE; —sinfsinwkEy + cos O F3

com w = 2.5+ C, onde B = cos(20), s € I, onde C' é determinado por n(0).

sin 0
Pela Proposigao 3.21, dados k = cotf, com 6 € (0,5) uma constante fixada,
T = —3 e um triedro ortonormal, orientado positivamente {to, 19, by} em 7,5L(2,IR) com
(to, E3) = sin@, (ng, E3) = 0 e (by, E3) > 0, entdo existe uma tnica curva p.c.a. « passando
por p com curvatura constante k = cot 6 e tor¢cao 7 = —% satisfazendo (a/(0), E3) = sin 0,

(o(0),E3) =0¢ <a’(0) X O‘”(O),E3> > 0. A saber, a curva «(s), que satisfaz a seguinte

K

equacgao diferencial:

Proposigao 3.22. A curva integral do campo t, a, em R}, satisfaz a equagio diferencial

a) Se B =0,
d*a
g 14
ds? 0 (3.14)
b) Se B # 0,
da - __ dPa
@‘i‘(b —2@)@4—@&:0, (315)
onde a =—% e b= L= com B = cos(20).
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Demonstracao. Usando as expressoes de Ey, Es e F3 com respeito aos campos coordenados
de R} dados em (3.8)
1
E = 5(—w8x — 20y — Y0, — x0,),

1
B, = 5(—2&5 + w0y, — x0, + y0Oy),

1
Es = 5(—y8x + 20, — w0, + 20,).

temos

t = (—%cos&cosw — 2 cosfsinw — %Sinﬁ)(%
+ (—%cos@cosw—i—%cos&sinw—i—gsinﬁ)ﬁy
+ (—%cos&cosw— gcosﬁsinw— %Sin@)az
+ (—%cos@cosw—l—%cos@sinw—i—gsine)aw
)

Seja a(s) = (z(s),y(s), z(s),w(s)) a curva integral do campo t. Logo,

7' = —% cosfcosw — 5 cosfsinw — §sinf
Yy = —3cosfcosw + § cosfsinw + § sin 0 (3.16)
2/ = —%cosflcosw — 3 cosfsinw — 5 sind '
w' = —F cosflcosw + ¥ cosfsinw + 3 sinf
Derivando (3.16) e usando-o, obtemos
" = ax + by’
y" = ay — bx'
, ) (3.17)
2" =az+ bw
w"” = aw — b’
ondea=—2¢ b= L~ Se B =0, temos (3.14). Derivando (3.17) duas vezes e usando-o,
obtemos
2" — (_62 + 2C~L)£C” — 2r
m__ (_62 + Qd)y” . d2y
Z//// — (_b2 + 2&)2" - ELQZ
w" = (_IN)Q + Qd)w” — 2w
Portanto, temos (3.15). O

Considere as seguintes matrizes

0 -1 0 0 000 1 0 1 0
1 0 0 0 0010 0 0 —

Jy = . = Ly = (3.18)
0 0 0 —1 0100 1 0
0 0 1 0 1000 0 —1 0

Elas serao usadas no intuito de simplificar algumas notagoes.
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Coroléario 3.23. A curva integral do campo t, em R}, é dada por

a) Se B=0,
a(s) =1 + sty

onde 11 e 1y sio vetores em Ry, satisfazendo
<¢17¢1> =1
[J1¢1 — COS( )J2¢1 — Sin(C)ngl].

I

hy =
b) Se B > 0,

a(s) = cos(p1s)ir + sin(p1s)1hs + cos(p2s)ts + sin(p2s)4

onde

01 = ! (B—+VBcosh) e ¢y= ! (B + VB cos0)

2sinf 2sin 6
sao constantes, e vy, i € {1,2,3,4}, sao vetores em R}, dois a dois ortogonais, tais que
VB + cos 6
(1, 901) = (2, 102) = 2\/— > 0,
VB — cosf
(V3,13) = (Ya,91) = ToVB <0,
cost — /B .
Yy = —J1h1, 3 = ——————(cos CJ51); —sin C'Jatdy),
sin 6
sin 6
= ————(cosCotpy +sin CJ. .
(O cosf & \/E( 21 391)
c) Se B <0,

a(s) = cos(gs)[cosh(ds)zpl + sinh(ds)3) + sin(gs)[cosh(és)@bg + sinh(ds)14]

onde
v/ —Bcotf ~ B
— ¢ b=

2 sin 6

sao constantes, e vy, i € {1,2,3,4}, sao vetores em R}, tais que

5:

(V1,91) = (Y2,102) = — (Y3, 903) = — (Y4, 4) = 1,

(1, 02) = (Y1, ¥3) = (tha,%ha) = (¥3,44) = 0

20

(W1 va) = = (o, 9s) = ==,

1
(O 191, 3 Nay:;
onde Jy, Jo, J3 sao dadas em (3.18).

[cos 0J11p1 — sin O(cos C'Jotpy + sin CJshy)], g = —J14s,



Capitulo 3. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NO GRUPO ESPECIAL LINEAR 41

Demonstracao. a) Resolvendo a equagao (3.14), temos

a(s) =y + sy

onde 9 e 1)y sao vetores em Rj. Usando a equagio (3.16), calculado em s = 0, temos
Py = \/Tﬁ[leﬂl — cos(C) Jorhy — sin(C) J3].

Como a(s) C SL(2,R), entao (a(s),a(s)) =1, Vs € R. Em particular, para s = 0,
(V1,91) = 1.

Para mostrar os item b) e ¢), usamos o fato que ||a|| = 1 e as equagoes (3.16) e
(3.17) para obter

(,) =1, ({(d,d)=a, (a,d)=0, (,a")=0, (" a")V=D,
(a, ")y = —a, (o, "y =-=D, (",a")=0, (a,a")=0, (3.19)
<a/// ///> El

onde D = ab?* — 3a? e E = (b* — 2a)D — a.

A equagao (3.15) € uma EDO, em s, com coeficientes constantes cuja solugao é

dada por
b) Se B >0,

a(s) = cos(p15)P1 + sin(p15)Yy + cos(p2s)s + sin(p2s)y

co1m

. \/52—26—\/54—46?)2 \/82—2a+\/134—4a132
1:
2

9 € Y2 =

constantes e os ¢; sdo vetores em Rj, i € {1,2,3,4}.

Substituindo a = —% eb= > 9, obtemos
— L (B—VBcos) — L B+ VBeosh)
pL= 2sinf o8 © 2= 2sin 6 cosb).

Calculando « e suas derivadas em s = 0, temos

a(0) = 1 +13,  a'(0) = 11hs + Parfy,
a"(0) = =iy — paubs,  A(0) = — by — Pty

Substituindo estas equacoes em (3.19), e tomando 1;; = (¢, ¢;), obtemos o seguinte
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sistema:

Y11+ Y33+ 2913 = 1,

Plhos + P3thas + 2010910y = @,

P112 + P21 + 1P + o34 = 0,

—90?1512 - <P190§?/123 - @%@2%4 - 903%4 =0,
Q111 + Potss + 207053 = D,

—pi — Patis — P — Pibss = —a,
1t — P1P50as — Pl Pathas — Yot = —D,
D112 + PTE3P1s + O1 33 + P31ss = 0,
—80?%2 - 90%4 - 90?%3 - 90‘3%034 =0,

V22 + P5thas + 20503004 = E.

Este sistema ¢é linear cuja solugao é:

1/}12 - 7vb14 = ¢23 = 1/}34 = 7vbl?) - ¢24 = 07

vV B+ cost
= =— >0,
Y11 = P2 Wi
v B — cosf
Pgg =Py = ———— <0

2V B

Usando as equagoes (3.16), calculado em s = 0, temos

cosfcosC cosfsinC sin 0
P12 + Pathy = —TJz(% + 1)3) — TJ?)(% +1b3) + 5 J1(1 + 1s3).
As equagoes (3.17), calculado em s = 0, nos da
B B - -
(-t + Z)wl + (—p5 + Z)@DS = —bp1 19y — bpa J194.

Derivando a equagao (3.17) e calculando em s = 0, obtemos

B B ~ -
pr(—¢f + Z)% + a9 + Z)M = bl 11 + b3 Jyibs.
Estas 3 equagoes nos da um sistema de 12 equagoes com 12 varidveis, cuja solugao é

cost — /B

Yy = =11, Y3 = - (cos C'J31py — sin C'Jathy),
sin 6
sin 0
= — CJypr +sin CJ.: )
Yy 050 + \/E(COS 211 + sin 3¢1)
¢) Se B <0,

a(s) = cos(gs)[cosh(és)wl + sinh(ds)3) + sin(gs)[cosh(és)wg + sinh(ds)14)
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onde

5_\/—30089 - B
~ 2sin# ¢ ~ sinf

sao constantes e os 1); sao vetores em R, i € {1,2,3,4}.

Calculando « e suas derivadas em s = 0, temos

?‘(0) =,

o/(0) = ot + b,

72
o/’(()) = (6% — b—)% + 6biby,

a”(0) = (3 O —)?/)2 +(6° - 325)%0&

Substituindo estas equagoes em (3.19), e tomando 1;; = (¢, ¢;), obtemos o seguinte

sistema linear:

¢11 = 17
b2 .
Zwm + Obihog + 6%1h33 = a,

b
5%2 + 013 =0,

bosa 1 b’ .
5( — —Wu + 5 ¢24 + (8% — ZWB +0°bpsy = 0,
b? b2
(6% — —) (S 255( — —)1/114 + 820y =
b2

(0 5 — —)%1 + (5b¢14 =

b b2 b 5
2(352 — Z)¢22 + (55(452 — b2)¢23 + 62(52 - SZ>¢33 =-D
b b? b?
(0% — Z)(3252 - —)¢12 + (6% — Z)((S?’ - 325)1/’13

b 3 8 b2
+5b(3§(52 — §)¢24 + 6b(8% — 3%5)¢34 =0,

b b b2
(3—52 — —)¢12 + (6° — 3—5)¢13 =0,
b b b b3 b2

(3 52——> o +2(3= 52—§)(5 —3— 5)¢23+((5 —3b (5) P33 =F

cuja solucao é dada por:

1/111 = %2 - _1/}33 - _¢44 - 17

V1o = P13 = Yoy = P34 = 0,

20
VY14 = —ho3 = T
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Usando as equagoes (3.16), calculado em s = 0, temos

cosfcosC cosfsin C sin 6
i 5 J3tpy + 5

b
5% + 03 = — J1r.

As equagoes (3.17), calculado em s = 0, nos da

b2 - bsiné
2 _ — = —
(6 1 by + 8ty 1

b -
Y1 — Elez — 0bJ14s.

Derivando a equagao (3.17) e calculando em s = 0, obtemos

b, B B . B sin 6
(356" = 2o + (074300 = —b(8 — 7). — ——y
dbsin 0 ~
- 1 g — 0% J1t)y.

Estas 3 equacoes nos da um sistema de 12 equacoes com 12 varidveis, cuja solucao é

77Z}2 = _lela ¢3 =

[cos 0111 — sin O(cos C'Jothy + sin C'Jsihy)], 1y = —J1)s.

QH

O

Seja 7 outra curva com a mesma curvatura e tor¢ao da curva « passando por um
ponto ¢ € SL(2,R) satisfazendo as mesmas condi¢des iniciais dadas acima, (7(0), E3) =
sind, (n(0), E3) = 0 e (b(0), E5) > 0. Assim, temos o triedro da curva v, {#(s),7(s), b(s)},
dado por

t(s) = cosf coswWE; + cos@sinwFEy + sin 6 F3
n(s) = —sinwk) + coswky
b(s) = —sinf coswWE| — sin @ sinwk, + cos 0B

— B -
com w = Sin93+C’.

Seja r € SL(2,R) tal que ¢ = Aj(r), onde A; é dada no Exemplo 3.13. Considere a
seguinte isometria de SL(2,R): ¢ = Ajo L, o L,-1, com L translagao & esquerda. Assim, ¢
leva p em ¢ e E3 em Es. Tomando f = 0;26, temos que dy,(t(0)) = £(0), dp,(n(0)) = n(0)
e dip,(b(0)) = b(0).

Portanto, as curvas ¢ o a e 7 sao duas curvas com mesma curvatura e torgcao
passando pelo mesmo ponto ¢ com as mesmas condigoes iniciais. Logo, pela unicidade da

curva, poa =1y .

Suponha que v seja outra isometria de SL(2,R) que leva p em ¢ e leva o triedro
{t(0),1(0),b(0)} no triedro {#(0),7(0),b(0)}. Assim v~ op(p) = Id(p) e d(v "L oyp), = Id.
Como SL(2,R) ¢ conexo, entdao 11 o = Id = ¢ = .

Assim, obtemos o seguinte resultado:
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Proposigao 3.24. Dados p € SL(2,R) e v € T,SL(2,R) unitdrio com (v, E3) = siné,
/
v

entao eziste uma unica curva o : R — SL(2,R), p.c.a., com a(0) = p, o/(0) =

)

com curvatura constante k = cot0, tor¢io T = —1%, satisfazendo (a”(0),Es) = 0 e
<a’(0) X @, E3> > 0. A saber, a curva dada no Coroldrio 3.23 com «(0) = p. Além

disso, dadas duas curva o e v com as condi¢oes acima, existe uma unica isometria ¢ de
SL(2,R) tal que v = p o a.

Observacao 3.25. Note que as condi¢oes

K

(v, B5) =sinf, (a"(0),E3) =0 e <o/(0) " a”(0)7E3> .

determinam o triedro ortonormal inicial {¢g, ng, b} em 7,SL(2,R). De fato, tome t; = v.
Por p passa alguma curva a com velocidade o/(0) = t¢, suponha a curva p.c.a. Logo,
o L o Portanto, o”(0) || ng, com ny algum vetor unitario e perpendicular a ty. De
(v, E3) = sinf, temos que o angulo entre ty e E3 ¢ T — 0. Como o’(0) L E3 e § # 7, entdo
ng € paralelo ao vetor ty x E3. Portanto, ha duas possibilidades para o vetor ng, o que
aponta na direcao do vetor ty X F3 ou o que aponta na direcao oposta ao vetor ty X Ej,

como ilustra a Figura 1 a seguir.

Figura 1 — Triedro inicial.

Es

Fonte: Produzido pelo autor.

A condicao <o/ (0) x @, E3> > (0 determina o ng apropriado. Obtidos g e ng, o
vetor by fica determinado por by = tg X nyg.

Proposigao 3.26. Sejam p € SL(2,R), v € T,,SL(2,R) unitdrio e horizontal, e k(u) uma

1

fungao de u. Eviste uma tinica curva horizontal p.c.a B(u) de curvatura r(u) e torgio 5

com triedro {t,n, E3} tal que 5(0) = p, 5'(0) = v.

Demonstracao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
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{E1, By, E3} em SL(2,R). Escreva

t=filh + foF)s,
n =g kE + gobs,
b= Ej.

Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

fi= kg

fs = Kgo

g1 =—kKfi

95 = —kf2
satisfazendo g1 = — f3, g2 = fi. A curva integral do campo t é a curva desejada. Verifica-se
que a curvatura desta curva é k(u) e sua torgao é % O

Proposicao 3.27. Uma curva horizontal p.c.a. 5(u) satisfaz a EDO

cose(u)

JQB - TJ?)B

_ sin e(u)

#lw) =2

onde £'(u) € sua curvatura na orienta¢ao Ey, Ey. Jy € J3 sao dados por (5.18).
Demonstracao. Seja [ uma curva horizontal p.c.a. Podemos supor que existe uma funcao
e(u) tal que ' = —sine(u)Ey + cose(u)Ey. Pelas equagoes (3.8), obtemos

cose(u)
2

B = _sm;(u) (—wdy — 20, — y0, — x0y) +

(=20, + w0, — 20, + yOy).
Por outro lado, seja 8 = (x,y, z, w). Assim,
B =20, +y'0, + 2'0, + w'0,.

O resultado segue igualando estas duas equagbes e usando as matrizes Jo e J3 para

simplificar a notagao.

Como 3 é p.c.a., sua curvatura ¢ ||Vg/3'||. Por um célculo direto temos:

Vel = Va(—sine(u)E) + cose(u)Ey) = —'coseEy — &' sineEs.

Note que a velocidade inicial determina e é determinada por £(0) pela relagao

v = —sine(0)E; + cose(0)Es.
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3.2.2 Superficies com Angulo Constante

A partir de uma curva horizontal emana um feixe de curvas satisfazendo as condigoes
dadas na Proposi¢ao 3.24. De fato, sejam p € SL(2,R), C uma constante e k(u) uma

funcao de u. Considere o seguinte vetor horizontal

w = —sin CEy 4+ cosCEy € T,SL(2,R).

Pela Proposicao 3.26 existe uma tnica curva horizontal 5(u) p.c.a. passando por p
com velocidade w e com curvatura x(u). Pela demonstragao da Proposigao 3.27, existe
uma fungdo e(u) tal que

B'(u) = —sine(u)Ey + cose(u) Ey,
onde a curvatura de 8 é £'(u). Logo, k(u) = €'(u).

Fixe ug tal que B(ug) = p e e(ug) = C. Considere o seguinte vetor unitéario e

ortogonal a w

v =cosfcosCE; + cosOsin CEy +sin0Es € T,SL(2,R).

Pela Proposigao 3.24, existe uma tnica curva a(s) com «(0) = p, o/(0) = v

de curvatura constante k£ = cotf e tor¢io 7 = —3 satisfazendo (”(0), E3) = 0 ¢

<O/(O) X @,E3> > (. Esta curva a(s) tem como triedro os vetores {t,n,b} dados
por (3.13).

Da arbitrariedade de ug, conclui-se que:

i) Para cada ug dado obtemos um valor para a constante C'. Logo, C' depende da

variavel u, C' = C(u).
i) B'(u) = 25(0) = n(0) = e(u) = C(u).

i71) Ao longo de uma curva horizontal p.c.a. passa um feixe de curvas satisfazendo

as condig¢oes da Proposicao 3.24, dando origem a uma superficie.

De agora em diante, as notacoes t,n, b serao usadas para os campos vetoriais dados

em (3.13), que dependem das varidveis s e u, com w = —2-s + C(u), onde B = cos(26),

0 € (0,7/2) uma constante fixada.

A seguir, mostraremos que a superficie resultante forma angulo constante com a

vertical FEj.

Temos que t = 0s. Sejam fi, fo, f3, 91, 92, 93, h1, he € hs fungoes das variaveis s e u
tais que
Oy = fit + fan + f3b,
Vi0y = git + gan + gsb,
Vaun = hlt + h2n + hgb
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Pela simetria da conexdo, ¢; = (t, V;0,) = %(% (05, 05) = 0. Analogamente, hy = 0. Logo,
Vtau = gan -+ g3b (§ Vaun = hlt + hgb

Note que, o vetor normal unitario da superficie é dado por
asxau o be_fiSn

10 x0ull — /f2+ f2

Portanto, o dngulo formado pelo campo vetorial normal unitario e o campo vetorial
Es é

N =

(N, E3) = %COS@.
VIs+ 13
Logo, a superficie faz dngulo constante com a direcao vertical E3 se f3 = 0.

Mostraremos que, de fato, isto é verificado.

Temos V0, = gan + g3b. Por outro lado,

V0, = t(f)t+ fiVit +t(fo)n + foVin +t(f3)b + f3V,b
= t(fui)t + fikn +t(fo)n + fo(—rt —7b) +t(f3)b + fsmn
= (t(f1) = 6fo)t+ (kf1 +t(fo) + Tf3)n+ (=7 f2 + t(f3))b

Portanto,

0=0,(f1) — K/
g2 = Kf1+ 0s(f2) +7f3 (3.20)
g3 = —Tf2+ 0s(f3)

Usando o tensor curvatura de Riemann
R(X, Y)Z = V[X7Y]Z —VxVyZ+VyVxZ,
temos Vy, V.0, = V5, Vs,0s = Vs, V.05 — R(0s, )05, onde

R(0s,0,)0s = R(t, fit + fon + f3b)t = foR(t,n)t + f3R(t,b)t
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R(t,n)t

o+ o+ o+ o+

R(cosf coswE) + cosfsinwEy + sin 0Es, n)t

cos B coswR(Ey,n)t + cos@sinwR(Ey, n)t + sin R(Es, n)t

cos B cosw[cos § coswR(Ey,n)Ey + cosOsinwR(Ey,n)Ey + sin0R(Ey, n) Es]
cos O sinwcos  coswR(Ey, n)Ey + cosOsinwR(Ey,n)Ey + sin 0R(Ey, n) Es]
sin f[cos O coswR(E3,n)E; + cos @ sinwR(FEs3, n)FEy + sin O R(E3, n)Es)

cos 0 cos wlcos O cos® WR(Ey, Ey) By + cosfsinw coswR(Ey, Ey) By

cos 0 sin w[— cos 0 coswsinwR(Ey, E1)Ey — cos 0 sin? wR(Ey, Ey) s

sin @[— cosf coswsinwR(E3, E1)Ey 4 cos O sinw coswR(Es, Ey) Ey
sin@{—sinwR(Es, Ey)E5 + coswR(E3, Ey)Es}]

7 7
cos@cosw[cos&cosQw(—ZEg) + cos 6 sinw cos W(ZEI)]
7 7
cos 6 sin w[— cos 6 cos w sinw(iEg) — cos fsin” w(_ZEl)]
1 1
sin 0 cos 6 cosw sinw(——F3) + sin@cos@coswsinw(—ZEg)

1 1
sin® 0 sinw(ZEl) + sin? 6 cos w(zlEg)
7 1
(_Z cos® ) + 1 sin? 0)[— sinwE) + cos wE]

1
<Z_L —2cos? O)n
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R(t,b)t

nm + +

+ o+ o+ o+

R(cosf coswkE) + cosfsinwEsy + sin 0 Es, b)t

cos O coswR(FE1, b)t 4+ cosOsinwR(FEy, b)t + sin OR(E3, b)t

cos 6 coswlcos @ coswR(E, b)Ey + cos@sinwR(Ey, b)Ey + sin OR(Ey, b) E3)
cos 6 sin w[cos 6 coswR(Esy, b) Ey + cos @ sinwR(Esy, b)Ey + sin 0 R(Es, b) E3)
sin f[cos O coswR(E3,b)Ey + cos @ sinwR(Es, b) By + sin O R(Es, b) Es]

cos 0 cosw{cos O cosw|[—sin @ sinwR(Ey, Ey)Ey + cosOR(E,, Es)E]

cos Osin Osin® wWR(E,, Ey)Ey + cos0sin OR(E,, E3)E3}

cos 0 sin w{— cos f sin 0 cos®> WR(FEs, E1)E;

cos 0 sinw|— sin 0 coswR(Es, E1)Ey + cos OR(Esy, Es)Es] + sinf cos 0R(Esy, E5)Es}
sin @{ — cos 0sin 0 cos? wR(Es, B1)Ey — cos 0 sin 0 sin? WR(Fs, Ey) Ey

sin f[—sin 6 coswR(FEs, Ey)E3 — sin@sinwR(Fs, Ey)Es]}

cos 6 cos w{cos # cos w[— sin @ sinw(—ZEg) + cos H(EE:;)]
cos@sin@sin2w(£E1) + cos 0 sin 0(—%E1)}

cos 6 sinw{— cos@sin&cos2w(£E2)

cos 6 sin w[— sin 6 cos w(—ZEl) + cos 0(%E3)] + sin 6 cos 0(—}1E2)}
sin 0 — cos 0 sin 6 cos® W(—%Eg) — cos 6 sin 6 sin® W(—iEg)

sin O[— sin 0 cos w(iEl) - sin@sinw(}lEg)]}

1 1 1
El[_zl sin 6 cos w| + Eg[—z sin 6 sin w] + Egz cos

1
Zb

Portanto,

R(0s,0,)0s = faR(t,n)t + f3R(t,b)t = f2(}1 —2cos? 0)n + f?&b'

Como Vy,0s = kn, temos Vg, V.05 = Vg, n = k(hit + hsb).

Assim,

Vasvaﬁu = Vauvasas - R(as> au)as
= K(hit + hsb) — fg(i —2cos? O)n — fg}lb

1
= khit — fQ(Z—L —2cos?0)n + (khz — %)b

Por outro lado, como V0, = gan + g3b, temos

Vo, Vo,0u = (—Kg2)t + (t(g2) + Tg3)n + (—7g2 + t(gs))b
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Logo,

—Kgo = Kkhy
0s(go) + 793 = —fg(i — 2cos?0) (3.21)
—7g2 + 0s(g3) = Khz — %

Temos também que

Vas Vaun = Vau Vasn — R(@s, 8u)n,

onde R(0s, 0, )n = R(t, fit + fon + fsb)n = foR(t,n)n + f3R(t,b)n.

R(t,n)n

+ + I+ +

R(cosf coswE) + cosfsinwEsy + sin 0 Es, n)n

cos @ coswR(E1,n)n + cosfsinwR(FEy,n)n + sin O R(E3,n)n
cos 0 cosw|[—sinwR(Fy,n)E, + coswR(Ey, n)Es)

cos O sinw|—sinwR(Fy, n)E; + coswR(Es,n) s
sin[—sinwR(Es3,n)Ey + coswR(Es,n)Es]

cos 6 cos w[—sinw coswR(Ey, Ey) By + cos®> WR(Ey, Ey) E]
cos O sin w[sin® wR(Ey, Ey)E; — sinw coswR(Ey, ) Fs)

sin 0[sin® wR(Es, B1)Ey + cos* wR(Es, Ey) Ey)

7 7
cos  cos w|— sinw cosw(—zlEg) + cos? w<1E1)]
7 7
cosGsinw[sian(ZEg) — sinw cos w(_é_LEl)]
1 1

sin 6 sin® W(—ZEg) + sin 6 cos® W(—ZEg)

7 7 : 1.
El[é_L cos 6 cos w] + EQ[Z cos O sinw| + Eg[—zl sin 0]

1
(—Z 4 2cos? §)t — 2sin cos b
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R(t,b)n R(cosf coswE) + cosfsinwEsy + sin 0 Es, b)n

cos B coswR(E1,b)n + cos @ sinwR(Es, b)n + sin R(Es, b)n

cos B cosw|[—sinwR(Fy,b)Ey + coswR(Ey, b)Es|

cos sin w[—sinwR(Es, b)Ey + cos wR(Es, b) By

sin f[—sinwR(E3, b)Ey + coswR(FEs, b) Es

cos 6 cos w{—sinw|[—sinOsinwR(Ey, E2)Ey + cos OR(Ey, E3) E]

— sinfsinwcoswR(E, Ey)Es}

cos 0 sin w{sinw sin § cos wR(Es, £ ) Ey + cosw|— sin 6 cos wR(Ey, Ey)Ey
cosOR(Esy, Es)Es]}

sin O{sin f sinw coswR(Es, E1)E; — sinf coswsinwR(Es, Fa) Ey}

+ +

+ o+ o+

cos  cos w{— sin w|— sin # sinw(—;LEg) + cos O(ZE;),)]

7
— sinfsinwcosw(—E;)}

4

7 7
+ COSQSinw{StiSiHQCOSW(ZEg)—{-COSW[— sin@cosw(—ZEl)
1
+ COS@(ZEg)]}
1

+ sin@{sinGsinwcosw(—ZEg) — sin@coswsinw(—ZEg)}

= 0.

Portanto,

R(0s,0u)n = foR(t,n)n + f3R(t,b)n = f2[<_}1 + 2cos? 0)t — 2sin 6 cos Ob]

Também temos que

Vo, Von = Vg, (—kt —71b) = —kVy,t — TVs,b0 = —kV 5,0, — TV, (t X n)
= —kVy,0, —T(Vo,t xn+1txVy,n)
= —k(gan + g3b) — T[(gan + g3b) x n+t x (hit + h3b)]
= 7193t + (—Kgo + Ths)n — Kkgsb

Assim,

Va

S

Vaun = VauVaSn - R(as, 8u)n
1
= Tgst + (—Kge + Thg)n — Kgsb — f2[(_1_1 + 2 cos® 0)t — 2sin 6 cos Ob]

1
= [rg3+ fg(Z — 2 cos? Nt + (—rg2 + Ths)n + (—kgs + 2sin 6 cos 0 f)b
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Por outro lado, como Vg, n = hit + hsb, temos

Vo.Va,n = (t(hy))t + (khy + Ths)n + (t(hs))b

Logo,

Os(h1) = Tgs + fo(5 — 2cos®0)
KZhl + Thg = —Kg2 + Thg (322)
Os(hs) = —Kgs + 2sin 6 cos b fo

Juntando (3.20), (3.21) e (3.22), temos

[ 0.(f1) = K

Os(f2) = g2 — Kkf1 — 7f3

Os(f3) =7f2+ 93

—Kgs = khy

0s(g2) = —Tg3 — fg(}l — 2cos?0)
05(g3) = 792 + khz — %

Os(h1) = 7g3 + fo(5 — 2cos?0)
khy + Thy = —Kge + Ths

Os(h3) = —kgs + 2sinf cos 0 f,

que equivale a:

([ 0.(f1) = K/

Os(f2) =ga—Kf1 —7f3

Os(f3) =7f2+ 93

—kgy = Kkhy (3.23)
0s(g2) = —7gs — fa(3 — 2cos? )

0s(g3) = Tgo + Kh3 — %

0s(h3) = —Kg3 + 2sinf cos 0 f,

onde kK =cotf et = —%.

As condigoes iniciais deste sistema sao dadas por: Ao longo da curva horizontal (3,
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ou seja, em s = 0, temos n(0,u) = d,. Logo, fi =0, fo=1e f3=0.

V9,05 = Vyu(cosfcosCE; + cosfsin CEy 4 sin0FE3)
= —cosfsin Cn(C)E; + cos cos®> CV g, By + cos  cos Cn(C)Ey — cos 0 sin? OV g, Ey
+ sinf[—sinCVg, E3 + cos CV g, Es|
= —cosfC'sinCE; + % cos 0 cos®> C'Es + cos 0C" cos C'Ey + % cosfsin? C'Ey

1 1
+ sin 0[—5 sinCEy — 5 cos CE]

coS 6’]
2

= Ey[—cosfC'sinC — % sin 0 cos C] 4+ Es[cos 0C" cos C' — % sin0sin C| + Es|
1

= [cos C(cos Ot — sin Ob) — sin Cn|[— cos OC" sin C' — 5 sin 6 cos C]

+ [sin C(cos Ot — sin 6b) 4 cos C'n][cos HC" cos C' — % sin @ sin C]

+ [sin 6t + cos 0] <57

= cosfC'n + %b

Por outro lado, Vg, 0s = V5,0, = gan + gsb. Logo, go = cos0C" e g3 = %

Vo, 00 = Van=V,(—sinCFE; + cos CE,)
= —(C'cosCFE; —sinCcosCVg,E; — C'sinCEy — sinC cos CVg, Ey
= —(C'cosCE; — % sin C cosCE3 — C'sin CEy + % sin C' cos C'E3
= —C"cosC|cos C(cos Bt — sin Bb) — sin Cn| — C" sin C[sin C'(cos Ot — sin 6b) + cos C'n]
= —(C'cosft + C'sinbb

Por outro lado, Vy,0, = Vg,n = hit + hgb. Logo, hy = —cos0C’ e hy = sin0C".

Portanto, as condicoes iniciais sao:

1
fi=0, fo=1, f3=0, go=cosOC’, 9 =3 hi = —cosOC’, hs =sinfC".

Note que o sistema (3.23) é um sistema linear. Suas solugoes sdo dadas por:



Capitulo 3. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NO GRUPO ESPECIAL LINEAR 55

Se B < 0:
fi= \/+7B {sinh(%s) + %(cosh(%s) - 1)]
fa = cosh(2ds) + % sinh(20s)
f3=0
— 1| sin(20) sinh(20s) + €29 (25in? f cosh(2s) — 1 (3.24)
9= 75 sin(26) sinh(24s) + @(SIH cosh(20s) — 1)
g3 = %fQ
hi = —g2
(3 = _%fl + tan fgs

onde § = —V_BQCO“’ é constante.

Se B > 0:
(
fi= \/LE [Sin(s Bcot ) — %(COS(S Bcot ) — 1)}
fa = cos(sv/B cot ) + 27 sin(sv/B cot 6
VB
J3=0
gy = \/LE [sin(%) sin(sv B cot 6) + %(1 — 25sin? 0 cos(sv/ B cot 8))]
g3 = %fZ
hi = —ga
L h3 = —%fl + tan9g2

Se B=0:

( £ = 8—}—82\/750/
f2: 1—1—3‘/750’
fi=0
g2 :s+(1+§)\/7§(§” (3.25)
g3 = %f?
hy = —go

(| h3 = —%f1+92

Nos pontos onde fy # 0 temos, em todos os casos, 0, = fit + fon. Portanto,

Teorema 3.28. A superficie gerada pelas curvas das Proposicao 3.24 e Proposicao 3.26

tem como vetor normal unitdario

Os X Oy fot xn

N: = :’
H 0s x 0y || H f2tan

que faz dngulo constante 0 com a vertical Es.
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Seja F' : S — SL(2,R) uma imersao isométrica de uma superficie com angulo
constante S em SL(2,R). Denote por NV o campo vetorial normal unitario, ¢ € (0, %) o
angulo entre o campo vetorial F3 e N, por T a projecao de E3 sobre o plano tangente a .S,
isto é, T'= F3 —costN e JT = N x T. Podemos supor que

N = —sinfcos PE; — sinf sin PEy + cos O Es,
onde ® = &(s,u) é uma fungao em S. Dai
T = sinf(cos cos PE + cossin PFEy + sin O E3),
JT =sinf(—sin ®E; + cos PEy).

Logo, a curva integral do campo ZL é uma curva horizontal p.c.a. e a curva

177

integral do campo = é uma curva p.c.a. com curvatura cot 6 e torcao —% satisfazendo

v T H
[T

<HT||>E3> = sind, <Viﬁ,E3> =0e <% X — E3> > (. Portanto, ao longo da

171l
curva horizontal temos um feixe de curvas integrais do campo IITH gerando uma superficie

S com angulo constante contida em S.

Quando S é uma superficie inextensivel (Teorema 3.41, Teorema 3.56 e Teo-

rema 3.62) temos que S = S. Portanto,

Teorema 3.29. Uma superficie em SL(2,R) que faz dngulo constante, 6 € (0,7/2) com
a vertical F3 € da forma
a) Se B =0,
F(s,u) =1 (u) + sa(u),
onde 1 (u) e o(u) sao vetores em Ry dependendo apenas de u, satisfazendo as condigoes

dadas no Coroldrio 3.23 e a equagdo diferencial

, sin C’ cos C’

Uy = Jathy —

J3ihy
b) Se B > 0,

F(s,u) = cos(p15)Y1(u) 4 sin(p15)ha(u) + cos(pes)hs(u) + sin(pas) s (u),

onde

1 1
SOI:QsiHH(B_\/ECOSm ¢ ¢2:28in9(

sao constantes, e V;(u), i € {1,2,3,4} sio vetores em R}, dependendo apenas de u,

B+ VBcosb)

satisfazendo as condi¢oes dadas no Coroldario 3.23 e a equagao diferencial

sin C’ Cos C
Jo(h1 +1p3) —

(V1 +3) = Js (Y1 + 13)
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c) Se B <0,

F(s,u) = cos(gs) [cosh(ds)tr (u)+sinh(ds)t)s(u)] +Sin(§s) [cosh(8s)1o(u)+sinh(ds)1(u)],

onde § = —V_BQCO“’ eb= L sdo constantes, e ;(u), i € {1,2,3,4} sio vetores em R},

dependendo apenas de u, satisfazendo as condigoes dadas no Coroldrio 3.23 e a equag¢do

diferencial

, sinC _cosC
U= g -

S

onde as matrizes Jo e J3 sdo dadas por (3.18).

Demonstracao. Seja F(s,u) = (z(s,u),y(s,u), z(s,u),w(s,u)) a superficie com angulo
constante 6 € (0,7/2). Como 0s = t, analogo a Corolario 3.23, obtemos:
a)
F(s,u) = 1 (u) + sa(u),
onde ¥ (u) e ¥y(u) sdo vetores em R} dependendo apenas de u satisfazendo as equagoes
dadas no Corolario 3.23. Como F(0,u) = S(u), onde (u) é uma curva horizontal. Por
outro lado F(0,u) = ¢4 (u), logo B(u) = 1 (u). Portanto, a equacao diferencial segue

imediatamente da Proposicao 3.27.

b)

F(s,u) = cos(p1s)¢1(u) + sin(p1s)¢(u) + cos(w2s)is(u) + sin(pzs)a(u),

onde ¢ e @y a0 constantes, e 1;(u), i € {1,2,3,4} sao vetores em Rj, dependendo apenas
de u, satisfazendo as condigdes dadas no Corolario 3.23. Anélogo ao caso anterior, temos
F(0,u) = B(u), onde S(u) é uma curva horizontal. Por outro lado F'(0,u) = ¢y (u) +¥s(u),
logo f(u) = 1 (u) + 13(u). A equagao diferencial segue imediatamente da Proposi¢ao 3.27.

¢)

F(s,u) = cos(gs) [cosh(ds)1r (u)+sinh(ds)1)s(u)] +sin(gs) [cosh(d5)1a(u)+sinh(ds)1)(u)],

onde § e b sdo constantes, e ¥;(u), i € {1,2, 3,4} sao vetores em R3, dependendo apenas de
u, satisfazendo as condigoes dadas no Corolario 3.23. De F(0,u) = (u) e F(0,u) = 11 (u),
logo (u) = 11 (u). A equagao diferencial segue imediatamente da Proposigao 3.27. O

3.2.3 Analise da Curvatura Média

Ao longo da superficie os campos coordenados sao determinador por 0 = t e

0, = fit + fon. Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = (0s,05) =1,
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F = (0s,0,) = fi,
G = (0 0u) = (f1)* + (f2)".
De
Vs, 05 = cot On,

1
V,0u = gan + gsb = gan + §f2b7

Vo,0u = Vo, (fit+ fon) = 0u(f1)t + [iVa,t + Ou(fo)n + f2Va,n
= O0u(f1)t + f1Vo,0s + Ou(fo)n + fo(hit + hsb)
= Ouf)+ fulgn+ 3 FoB) + 0u(fo)n + ol —gat + [~ fi + tan gl
= [0u(f1) — fago]t + [f192 + Ou([f2)In + tan b f2gob.

obtemos os coeficientes da segunda forma fundamental,

e =(N,Vy,0s) = (b,cotOn) =0,

1

[ =(N,Vy,0,) = <b, ga2n + %f2b> = §f27

9= (N, Vo,0,) = tanb fogs.

Portanto, a curvatura média ¢ dada por H = %6G72fF+Eg — tanfgp—f1 .

EG—FZ  —  2fs
Se B >0,
" v/ B[—sin(sv/Bcot ) + % cos(sV B cot 0)]
~ 2cos(sv/Bcot 8) + C/S—\/%’g sin(sv B cot 6)]
Se B =0,
!
H=— &
2(V2 + sC")
Se B <0, _
- v/ —Bl[sinh(24s) + % cosh(20s)]
~ 2[cosh(2ds) + % sinh(2ds)]
com
5 v —Bcotd

Estudo da Curvatura Média:
e Suponha que B > 0:

H — 0se

C'sin @ C'sin@

—sin(svV Bcot ) + cos(svV Bcotf) =0 = tan(sv Bcotd) = .
( )+ =52 o ) ( ===
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H — oo se

C'sind —VB
75 sin(sv B cotf) = 0 = tan(svV B cot ) = O snd

cos(sV B cot 0) +

Note que
('sinf y —v/B
VB C’sinf’

Concluimos que os pontos que anulam o numerador, tan #gs — f1, e o denominador,

fa, de H sao distintos. Ou seja, existem pontos onde a curvatura média nao existe, mesmo

se C" = 0. Logo, a superficie nao esté definida nestes pontos.
e Suponha que B = 0:

HEO,seC”EOe,casocontrério,H;éOeH—>oose\/§+sc’:0:>s:—%,§.

Existem pontos onde a curvatura média nao existe. Logo, a superficie nao esta
definida nestes pontos.

e Suponha que B < 0:

H — 0se

C'sin 0 C’'sin 0

sinh(20s) + cosh(20s) = 0 = tanh(20s) = —
(269 + T2 conn(as) (209) = - 20

B
H — oo se
B

C'sin 6 Vo
1h _ h _
N sinh(2s) = 0 = tanh(2ds) O snd’

cosh(20s) +

que sb6 ocorre se

—1 < tanh(20s) < 1= —1 < —

v—b <1:>‘\/$’<1.

C'sin @ C'sin @
Note que
C'sinf 4 v—B
vV—B (C’sinf
exceto se C' = ﬁL Mais, se C" = ]‘S/ifL entao tanh(20s) = —% = +1, que é um
absurdo.

Concluimos que os pontos que anulam o numerador, tan #¢g; — f;, e o denominador,
V=B
C’sinf
existe. Logo, a superficie nao esta definida nestes pontos. Portanto, a curvatura média

v—B
C’sin0| Z L.

fa, de H sao distintos. Ou seja, se | | < 1 ha pontos onde a curvatura média nao

esté definida para todo s se C' =0 e se |

Nos casos onde a curvatura média nao existe temos



Capitulo 3. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NO GRUPO ESPECIAL LINEAR 60

Corolario 3.30. Uma superficie em SL(2,R) que faz angulo constante 0, 6 € (0,7/2),

com a vertical F3 nao € completa nos sequintes casos:
a) B >0,
b) B=0 com C" #£0,

) B
c) B<0 com |C”,sm9| < 1, para algum u.

d) B <0 com \C, | = 1, para algum u.

sin 6

onde B = cos(20) e C" é a curvatura da curva horizontal.

O item d) é verificado na Observacao 3.35 onde damos uma curva divergente com

comprimento finito.
A curvatura média estara definida para todo s nos seguintes casos:
e Se B=0e (' =0. Entao H = 0 e sua primeira forma fundamental ¢ dada por:

E_

=s5"+1

e Se B <0 com:

. _ __ +/—Bsinh(24s)
Z) ' = 0, H = 2 cosh(2§s)

Onde a primeira forma fundamental é dada por:

E=1
sinh(24s)
F = V-8
G = —Sth( %) 4 cosh?(20s)

it) C" # 0, satisfazendo |

o 9| > 1, entao

_ —Bsinh(2ds) + v/ —Bsin 0C’ cosh(20s)
~ 2[V/=B cosh(2ds) + C’ sin @ sinh(20s)]

Onde a primeira forma fundamental é dada por:

E=1

F — sinh(28s) _ sinfC’ [cosh(20s) — 1]
o 2

G = %@M%S) + cosh(20s)| + F?

com
v/ —Bcotf

0= 2

Para mostrar a completude de algumas destas superficies onde a curvatura média

esta definida para todo s serao necessarios alguns resultados preliminares:
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E conhecido da Algebra Linear que toda matriz simétrica pode ser diagonalizada.
Como a matriz, [I], da primeira forma fundamental é uma matriz simétrica, entao pode
ser diagonalizada e possui dois autovalores A, € A\jez- Sejam vy e vy 08 autovetores

associados aos autovalores A, € Anaz, respectivamente. Seja v = avy + bvo, assim

<U; [I]U> = <a’U1 + bv2> a)\minvl + b)\maazv2> = a2)\min + bz)\max
> Apmin(a® +b7).

(B+G)Ey/(B+G)2—4(

G—F2
5 el ). Portanto,

Os autovalores da matriz [/] sdo:

\ _EXG) - (EFGP - AEG-F?) 2(EG — F?)
e 2 C(E+G)+/(E+G)? —4(EG—F?)

Note que, como FG — F? > 0, temos (E + G)? — 4(EG — F?) < (E + G)2.
Portanto, \/(E + G)?2 — 4(EG — F?) < \/(E + G)? = E + G. Logo,

EG — F?
)‘minz .
EF+G

Fixemos L > 0. Consideremos uma curva « na superficie partindo de (0,0) com
comprimento L, < L. Escreva a(t) = (s(t),u(t)), 0 <t < T. Assim,

|2 = E()?+2Fs'u +GW)? = (o, [1]e)) > Anin((s)* + (v/)?)

o2 > EG—F? $')2
e (3.:20)
[/ |* = =5 (u)™.

e Suponha que R? esteja dotado da métrica

FE =
F=s
G=s>+1

Demonstracao. a) Usando os coeficientes da métrica e a equagao (3.26), temos que ||| >

|s’] \3|
—r—- Logo, fo —rdt < L.

Se s > 0,

ds =1n

‘\/2+80+50 é\/2+s(%+so<6L
=

| v
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2
Como sy < 1/2 + 52, temos que 22 < V2Esits <el =5 < \/ieL
0 \/* \/*

Se s < 0,

<L=

0o Vs2+2 \/5 \/2+50+50_

Como s3 < 2+ s, temos que —sg < /2 + 83 = /2 + s3 + 5o > 0. Logo,

280 < \/_ <el = 50> —ﬁeL.

b) Como ||| = E(s')?* + 2Fs'v + G(W)? = (s + su')* + (v')?* > (v/)?, temos que
f0T|u’|dt < L. O resultado segue. O

Segue do Lema 3.31 que

Proposicao 3.32. Uma curva com comprimento menor que ou iqual a L, partindo de

(0,0), estd contida no retangulo [— \[ el ‘[ el x [-L, L.

e Suponha que R? esteja dotado da métrica

E=1
sinh(24s)
==

G = M + cosh?(265s)

Lema 3.33. a) [s(t)| < \/1+25L, 0<t<T,
b) lu(t)| < /1+ 5L, 0<t<T.

Demonstracao. Usando os coeficientes da métrica, temos que Eg;éw = o (11:2})12;121?;)(2 B
Seja z = sinh?(285s). Assim, temos a funcdo f(z) = 2+(11+%B)z Note que, Dom f = [0, c0),
: B(B )
Zlggo f(z) = 5_1°¢ fl(z) = ﬁ < 0. Concluimos que 727 < f(z) < 1.
Portanto, Eg;éﬂ > L. Por (3.26), temos
lo/ll > 525 1s'(1)],
lo/ll > FE5 ' (2)]-
O resultado segue. O

Proposicao 3.34. Uma curva com comprimento menor que ou igual a L, partindo de

(0,0), estd contida no retangulo [—/ 2L, /B2 L] x [— /2L, (/2L
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e Suponha que R? esteja dotado da métrica

E=1
F o= Smh20) _ sinfC[ogh(24s) — 1]
@ B )
G= % sinh(28s) + cosh(2ds)| + F?

/- ! gi . . ~
com § = Y=Beotl o |C \/%9\ < 1. Para simplificar usaremos a notagao

C'sinf C'sin 6
sinh(20s) 4 cosh(20s); = = ;y = sinh(20s).

L sinh(26) + cosh(203); @ = Ly = sinh(255)
Observacao 3.35. Seja x = 1. Entdao V—BF +1 =y + /1 + 32 = A = €%, Considere
a curva a(t) = (—t,—v/—Bt), t € [0,00). Dali,

|| = E(s)?+2Fsu' +GW)* =1+2FV—B+ F?*(-B) + A*(—B)

= (1++—BF)*+ A*—-B) = A%1-B)

A:

Logo,

o Vv1—1B
L, = / V1 — Be %t = < 0.
0 20
Portanto, a métrica nao ¢ completa se x = 1.
Suponha que
C'sin 6
<1, Vu, e que

[ () o L)~ o

Lema 3.36. A > /1 —22>0.

Demonstracao. Usando o célculo diferencial e integral temos: lim A = lim A = oo,
S$—00 S——00

eA'=0% 5 =5n (\/;i;f) Assim, A(sg) = V1 —22 > 0, pois |z| < 1. Portanto,

A>+1—22>0. O

Usando os coeficientes da métrica e o Lema 3.36, obtemos
]2 = E()?+2Fs'u + G)?* = () + 2Fs'u + (F? + A%)(u/)?
—_ (S/ +Fu’)2 4 AZ(U/>2 Z A2(u/>2 2 (1 o x2)(u’)2

2
Lema 3.37. a) fOT \/1 — (%) |u'|dt < L.

b) Existe M = M (L) > 0 tal que |u(t)] < M,0<t<T.

¢) Eziste e = (M) > 0 tal que fOT]u’|dt <L
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Demonstragao. a) Como (1 — z?)(u')? < ||o/||?, entao

T C/sin9)2 T
1— u’dtﬁ/ o||dt < L.
/\/ (C20) Wae< [ )

b) Da equacao (3.27), da definigao de limite, fooo V1 —22du = 0o & dado L > 0,
existe M > 0 tal que fou V1 —22du > L, sempre que u > M, e usando o item a), obtemos:

supondo u' > 0, temos fOT V1= 22 |dt = fO“(T) V1 — 22du < L. Portanto,

u(T) < M.

Analogamente, ffoo V1—2%2du = oo & dado L > 0, existe M > 0 tal que
fq? V1 — 22du > L, sempre que u > M.

Pelo item a), supondo v’ < 0, temos fOT V1= 22 |dt = —fO“(T) V1—22du =
Joizy VI = #%du < L. Portanto, u(T) > —M. Logo, =M < u(T) < M.

u(T
¢) Pelo item b), |u(t)] < M, 0 <t < T, ou seja, u estd definido num intervalo
compacto. Logo, v/1 — 22 possui um minimo, ou seja, existe e = (M) > 0, pois |z| < 1,
tal que ¢ < /1 — 2. Portanto,

T T T
L> / V1 — 22 |dt > / elu|dt = 8/ | |dt.
0 0 0

O]
Lema 3.38. F2 < 22" 4 2
Demonstragio. (v/—BF + )% = y* 4+ 2zy~/1 + 32 + 22(1 + %) < A2,
Logo, |v/—BF + z| < A. Assim,
V=BF|=|V-BF + 2 — x| < |V/-BF + |+ |z| < A+1.

Dai,

(V=BF)> < (A+1)2=A?+2A+1<2A%+2,
pois 2A +1 < A% + 2. H

Portanto, usando os coeficientes da métrica e o Lema 3.38, obtemos

|/ = E(s)*+2 SVG 4 1u + G(u')?

F
VG +1
/ F2 ! ! !
> (S)Q—G—H(S P (G+ W)+ G
A% +1

)
e R G =t R
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Dai,

2 2
1<\ 1+ =5 V@) + o2 <\ 1+ 5 (' + ]
Lema 3.39. fOT\s’|dt <, /1+ iB(é + L)

Demonstracao. Pelo Lema 3.37,
T 5 T T 5 /1,
ldt <41+ — '|dt ldt ) <41+ —(—=+1L
[ty fre 2 [uas [ < e 2 (2 r)

Proposicao 3.40. Uma curva com comprimento menor que ou iqual a L, partindo de

(0,0), estd contida no retangulo [—Z, Z] X [=M, M], onde L=./1+ % (% + L).

O

Teorema 3.41. Uma superficie em SL(2,R) que faz dngulo constante 6, 6 € (0,7/2),

com a vertical E3 € completa se:
a) B=0 com C'=0,
b) B <0 com C' satisfazendo as sequintes condi¢oes

C'sinf

i) <1,Vu,

o [y (G ) humoo,
i [\ (S0 =

onde B = cos(20) e C" é a curvatura da curva horizontal.

Demonstrag¢ao. Mostraremos que uma curva divergente na superficie tem comprimento
infinito. O argumento usado serd por contradi¢gao. Suponha que a curva tenha comprimento

finito, mostraremos que ela esta contida num compacto, isto €, a curva nao é divergente.

Suponha que « seja uma curva, partindo da origem, com comprimento finito,
ou seja, L, < L, L € R7. Pelas Proposigao 3.32, Proposi¢ao 3.34 e Proposigao 3.40,
respectivamente, as curvas estao contidas num compacto, ou seja, o nao é uma curva

divergente. Logo, a métrica ¢ completa. O]

Observagao 3.42. Nao é claro se ha alguma curva divergente com comprimento finito

caso a hipotese i) ou i) falhar.
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Proposigao 3.43. As superficies do Teorema 3.41 com C" =0 sao dadas por:

a)
F(s,u) = t1(u) + sty (u),

onde Y1 e 1y sio vetores em Ry dependendo apenas de u,

b = cosh(g)(kl, o, kg, i) — sinh(g) cos C'(ks, —ka, ko, —ks) + sinh(g) sin Ok, ks, ko, k1),

_ cosh(3) + sinh(3)

2 — 2\/§
com ki, ko, ks, ks constantes satisfazendo k? + k3 — k3 — k3 = 1.

b)

[(kZa _kh k47 _k3) + cos C(k47 k37 k27 kl) + SinC(kg, _k47 kb _k2)]7

F(s,u) = cos(gs) [cosh(ds)1p1 (u)+sinh(ds)s(u)] +sin(gs) [cosh(0s)1)a(u)+sinh(ds)hy(u)],

onde § = —V_BQCOt@ eb= s% sio constantes, e P;(u), i € {1,2,3,4} sao vetores em Rj,

dependendo apenas de u,

Wy = cosh(g)(kl, o, ki, Kea) — sinh(g) cos O(ks, —ka, k1, —kz) + sinh(g) sin O (ka, ks, ko, k1),

¢2 = _lelv

1
Py = = [cos 0.J11p1 — sin O(cos C' Jothy + sin C'J31)1)],

w4 = _J1¢37

com ki, ko, ks, ks constantes satisfazendo k% + k3 — k3 — k3 = 1.

Demonstracao. a) Como C’ = 0, a solugao da equagao diferencial dada no Teorema 3.29,

item a), ¢ dada por

1
wl = §€—u/2[(eu + 1)(k17 k27 k37 k4)
(e“ — 1) COS C(kg, —k4, kl, —k2> + (eu — 1) sin C<k4, kg, kg, kl)],
onde ki, ko, k3 e ks sdo constantes de integragao satisfazendo k? + k3 — k3 — k% = 1, pois
< 11,11 >= 1. Pelo Corolario 3.23, item a), temos

u/2

27

1/)2 = [(ICQ, —kl, k?4, —]{Jg) -+ cos C(/{Z4, 1{53, 1{32, ]{?1) + sin C(kg, —k’4, ]{51, —]{?2)]
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b) Como C”" = 0, a solugdo da equagao diferencial dada no Teorema 3.29, item c), é

dada por

1
wl = 56_U/2[(eu + 1)(k17 k27 k37 k4)
(e“ — 1) COS C(k‘g, —k4, kl, —k2> + (eu — 1) sin C<k4, kg, kg, kl)],

onde ki, ko, k3 e ky sdao constantes de integragao satisfazendo k7 + k3 — k2 — k3 = 1, pois
(11,11) = 1. As fungoes 19, 13 e 14 sdo dadas pelo Corolario 3.23, item c). ]

s
4

ou seja B =0, com C' = 7. Considere a condi¢ao inicial (ky, ks, k3, k) = (1,0,0,0). Assim,

Exemplo 3.44. Daremos um exemplo explicito de superficie com angulo constante 6 =

a superficie é dada por
F hu/2), 252 sinh(u/2), S R 3.28
s,u) = (cosh(u/2), ——=,smh(u/2), —=), s,u € K. .
(5.) = (cosh(u/2), 5 sinh(u/2). 5 2) (3:29)
F(s,u) d& uma imersao explicita de uma superficie com angulo constante em
SL(2,R). Para nao causar confusdo entre o parametro u da superficie e a coordenada u
do espago SL(2,R), fagamos ¢ = u na parametrizagdo de F. Na Figura 2 plotamos alguns
pontos de vista da superficie parametrizada (3.28) nas coordenadas (u,v, p) de SL(2,R)
com s,t € [—3,3].

Figura 2 — F(s,t) = (521;21117 jf:y%w, arcsin < 4 )), s,t € [-3,3].

2 +y2

-0.5

0.5 0.0 -0.5

Fonte: Produzido pelo autor.

E conhecido da teoria das superficies completas que tal superficie é invariante por
um subgrupo a um parametro do grupo de isometrias se a curva integral de um campo
de Killing qualquer esté inteiramente contida na superficie, ou seja, se existir constantes

1,09, 03 € ¢y, e fungoes g = g(s,u) e h = h(s,u) tais que
ClKl -+ CQKQ -+ C3K3 -+ C4K4 = g@s + h@u (329)

onde K1, Ky, K3 e K, sao os campos de Killing em SL(2,R).
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Teorema 3.45. Uma superficie completa em SL(2,R) que faz dngulo constante, 6 €
(0,7/2) com a vertical Es, € invariante por um subgrupo a um pardmetro do grupo de

1sometrias se e somente se
a) B=0 com C" =0 e, uma das condi¢ées abaizo € satisfeita:

i) C=m+2kr, k€Z,c, =0, ca,c3 constantes tais que
CQ[(kl + ]{73)2 + (k?g — ]{?4)2] —|— 203(]{51 —|— kg)(]{fg — ]{?4> = O

e ¢4 constante livre;

it) C € solugao da equagao

- ks (S) + ks (S o

c1 = ¢y =c4 =0 e c3 constante livre;

iti) C' € solugao da equagao

0 = colki+ ks + k5 + ki) + 2c3(koks — kiky)
— 2[02(1{31[{?3 — k?gk?4) + Cg(k?lkfg — k3k34)] COSC
—|— [202(/{32/{33 —f‘ ]ﬁ]{?4) + C3<—/€% + k’; + k’g — ki)] sin C,

c1 =c4 =0 e ¢y, c3 constantes livres.
ki, i€ {1,2,3,4} sao as constantes de integragcao dadas na Proposi¢ao anterior.

b) B<0 com C'"=0 e C sendo uma solu¢ao da equagao
2(kyky + kskq) cos C + (k§ — ki + k3 — k3)sinC = 0,

c1 = ¢ = 0 e cy e cy satisfazendo co(k? + k3 + k3 + k2) = 2c3(k1ky — koks), onde

ki, i€ {1,2,3,4} sao as constantes de integracao dadas na Proposicao anterior.

Demonstracao. Seja F(s,u) = (z(s,u),y(s,u), z(s,u),w(s,u)) dada pelo Teorema 3.29.
Como 0s =t e 0, = fit + fon, conhecendo os campos de Killing em SL(2,R) e usando

(3.13), temos que a equagao (3.29) é equivalente ao sistema

;

A(xz — yw)ey + A(xy — zw)es + [(y — w)? — (2 — 2)?)es =

(g+ hfi)cosfcosw — hfysinw

d(—zw —y2)ea + 2(2* —y? — 22+ w?)ez + 2(x — 2)(y — w)ey =

(g + hfi)cosOsinw + hfycosw

2c1 + 2(2? + y? + 22 + w?)ey + 4(—zw + y2)ez + [(x — 2)? — (y — w)?|ey =
(94 hfi)sind

(3.30)
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onde fi e fy sdo dados em (3.24) e (3.25). Das duas primeiras equagdes temos que as

funcoes g e h sao determinadas por

hfs = coswld(—aw —yz)ey +2(2® — y* — 22 + w?)es + 2(x — 2)(y — w)ey]
— sinwl[d(zz — yw)cy + 4(zy — zw)es + [(y — w)? — (2 — 2)?]c4]

g = CCZSSC; [4(zz — yw)ey + 4(zy — zw)es + [(y — w)* — (z — 2)°]c]

sin w

_|_

p—"7 [A(—zw — yz)ey + 2(2% —y* — 22+ wh)es + 2(x — 2)(y —w)eq] — hfy

Conhecendo a superficie, dada pela Proposicao 3.43 e, substituindo os valores de fi, f2,g e

h na terceira equacao de (3.30), obtemos um sistema cujas solugdes sao:

a)
i) C =n+2km, k€Z, c; =0, ca,c3 constantes tais que ca[(ky + k3)? + (ko —
k4)?] + 2c3(ky + k3) (ke — k4) = 0 e ¢4 constante livre.

i1) C sendo solugao constante da equagao

(k1 — ks3) cos <%> + (k4 — k2) sin <§) =0,
c1 = ¢ = ¢4 = 0 e c3 constante.
i11)C sendo solugao da equagao
0 = Cg(l{?% + k’g + k}g + ki) -+ 203(]{32]{73 — k1k4>
— 2[62(]{?1]{53 — ]{?2]64) + 63(]{31]{52 - k3k4)] cos C
+ [262(/@2]63 + ]{31]{34) + 63(—/{5% + k% + k’g — k’z)] sin O,
c1 = ¢4 = 0 e ¢y, c3 constantes livres.

Onde k;, i € {1,2,3,4} sao as constantes de integracao dadas na Proposi¢ao

anterior.
b) C sendo uma solugao da equagao
2(k1ky + ksky) cos C + (ki — ki + k3 — k3)sinC = 0,
c1 = ¢y = 0 e cy e cy satisfazendo co(k? + k3 + k3 + k3) = 2c3(k1ks — koks), onde
ki, i € {1,2,3,4} s@o as constantes de integragao dadas na Proposigao anterior.

Portanto, existem constantes ¢y, ca, c3 € ¢4, € fungdes g = g(s,u) e h = h(s,u) tais
que (3.29) é verificado. O

Proposicao 3.46. Uma superficie com dngulo constante completa em SL(2,R) satisfa-
zendo B < 0 e C' #£ 0 nao € invariante por um subgrupo a um pardmetro do grupo das

1sometrias.
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Demonstracao. Seja iy (u) = (r1(u), ra(u), rs(u), r4(u)). A terceira equagdo de (3.30) nos
da a equagao

2¢1 + 2¢5(r] + 15 4+ 12 + 1]+ 2(—rirs + rory) cos Ctan 6 + 2(rors + ri7y) sin C' tan 0)
+2¢3(2r9r3 — 21174 + 2(=7179 4+ 7374) cos C'tan  + (—r3 + 75 + 13 — r])sinC'tanf) = 0
que, usando um programa computacional juntamente com a condigao rf +73 —r3 —ri =1
e com a equacao diferencial dada no Teorema 3.29, nao possui solu¢ao. Portanto, uma
superficie com angulo constante completa em SL(2,R) com B < 0 e C’ # 0 nao satisfaz
o sistema (3.30), ou seja, nao existem constantes ci, ¢a, ¢3 € ¢4 tais que a equagao (3.29)

¢é verificada. Logo, esta superficie nao é invariante por um subgrupo a um parametro do

grupo das isometrias. O]

Observacao 3.47. Sejam \;, (; e & as isometrias dos Exemplo 3.12, Exemplo 3.14 e
Exemplo 3.15, respectivamente. Entao, segue por meio de um longo célculo que as isometrias
Cesty Cegt O Acyt € Ecyt © Cogt © Ayt tém como geradores infinitesimais os campos vetoriais c3 K3,

oo + c3K3 e co Ky + c3K3 4 ¢4 Ky, respectivamente.

Corolario 3.48. Uma superficie completa em SL(2,R) que faz angulo constante, 6 €

(0,7/2) com a vertical E3 € invariante pelo sequinte subgrupo a um pardmetro:

a’) (bt = CCgt o )\Czt; se

i) B =0 com C constante satisfazendo a equagao

0 = CQ(k‘% + k’g + k’g -+ k’i) + 263(/{52/{73 — k’lk’4)
— 2[02(161/63 — k2k4) -+ Cg(klkg — k3k4)] COS C
+ [2co(koks + kiks) + cs(—ki + k3 + k3 — k3)]sinC

onde ¢y e c3 constantes arbitrdrias;

i1) B <0 com C constante satisfazendo a equagdo
2(kyky + ksky) cos C + (k§ — ki + k3 — k3)sinC = 0,

e ¢a, c3 constantes satisfazendo co(ki + k3 + k3 + kF) = 2c3(kika — koks);

b) dr = €yt © Cogt © Aeyt, S B=0, C =7 +2km, k €7 e cy,c3 constantes tais que
CQ[(k’l + ]{33)2 + (k’g — ]{34)2] + QCg(kl + k‘g)(k‘z — ]{54) = 0,

e ¢4 uma constante arbitrdria;

¢) ¢r = Ceqt, sS¢ B=0, C constante satisfazendo

(ks — k) cos (%) + (ks — k) sim (%) 0,



Capitulo 3. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NO GRUPO ESPECIAL LINEAR 71

com c3 uma constante arbitrdria.

Os ki, i € {1,2,3,4} sao as constantes de integra¢ao dadas na Proposi¢ao 3.43 e
A, G, & sao dados nos Exemplo 3.12, Exemplo 3.14 e Exemplo 3.15, respectivamente.

Exemplo 3.49. A superficie (3.28) dada no Exemplo 3.44 é um exemplo de superficie
com angulo constante completa e invariante pela isometria ¢, = &, © (¢, onde ¢; € co sao

constantes arbitrérias e (;, & sao dados nos Exemplo 3.14 e Exemplo 3.15, respectivamente.

A seguir, mostraremos a inextensibilidade de algumas das superficies S com angulo
constante nao completas quando o parametro u da curva horizontal esté definido para

todo R. Para tal, serd necessario a introducao de alguns conceitos:

Seja S uma superficie dada pelo dominio D (a ser determinado) com primeira
forma fundamental dada, e imersao isométrica F' : S — SL(2,R). Supomos que S é
extensivel, no sentido de haver um mergulho isométrico i : S — S (S conexa) e uma
imersdo F : S — SL(2,R) tais que F oi=F.

Como i é imersio, i(S) C S é aberto. Se mostrarmos que i(.S) C S ¢ fechado, entdo
i(S) = S, ouseja F : S — SL(2,R) é inextensivel.

Suponha que i(S) —i(S) = 9(i(5)) # @.

Lema 3.50. Ezistem p € 9(i(S)) e geodésica minimizante v : [0,T] — S tais que
(t) €i(D), Yt €[0,T) e x(T) = p

Demonstracao. Seja q¢; € 9(i(S)). Seja B uma bola normal centrada em ¢;. Seja ¢o €
Bni(D). Considere a geodésica minimizante v : [0, 73] — S tal que ¥(0) = ¢ e ¥(T1) = ¢1,
com T = d(q1, ¢2)-

Seja T = sup{7|y(t) € i(D),0 <t < 7}. Entao, p = vy(T) satisfaz as condigoes. [

Consideramos as fungdes f : [0,7) - R e g : [0,7) — R dadas por

Definicao 3.51. Seja h : S — R. Diremos que h possui extensio diferencidvel a S se
exite funciio diferenciavel & : i(S) — R tal que h(i(s,u)) = h(s,u), ¥(s,u) € D.

e Suponha B > 0, e que a curva horizontal 3 esta definida para todo u € R.
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Sejam & = £(u) = arctan (%) ex =& — sV Bcotf. Assim, a primeira forma

fundamental se reescreve como:

E=1,

e siné — sinx
VBcos€

G =F?+A? onde A = cos T

cos&’
e a curvatura média como:

H = TBtanx.
Dai, z = arctan(?/—%) = —7/2 <z < 7/2. O dominio dos parametros ¢ dado por:
D ={(s,u)| —7/2 <z <7/2,u € R} CR
ou seja,
—7m/2 4 &(u) < sVBcotf < /2 +&(u).

Para cada u, temos um intervalo de comprimento —=—.
\/Ecotﬁ

Lema 3.52. As funcgoes v e w = %8 + C(u) possuem extensoes diferencidveis a S, e

—m/2 <% <m/2.

Demonstragio. A curvatura média H e o campo normal N estao definidos em S. Podendo,

assim, serem estendidos a S.
Defina 7 = arctan(f/—%). Assim, Toi=xe —7/2 < T <7/2.
Como sinf cosw = (N, Ey) e sinfsinw = (N, Es), w pode ser estendido. O

Lema 3.53. As fungées [ e g tém extensoes continuas a [0,T].

Demonstracao. Suponha que v é p.c.a. Como 7 é isometria e usando a regra da cadeia

temos

d, _ .
f1(t) = <gmd 5,2 (0 1(7(75)))> < llgrad s|ll|diZ, (' ()l = llgrad s|[[|+'(t)]| = llgrad s||
Analogamente,

g'(t) < llgrad ul|.
Basta mostrar que ||grad s|| e ||grad u|| sao limitados.

Seja grad s = ads + bd,. Por definigao, (grad s,ds) = 0s(s) = 1. Por outro lado,
(grad s,05) = aE +bF = aE +bF = 1.
Analogamente, (grad s, d,) = 0,(s) = 0. Por outro lado,

(grad s,0,) = aF + bG = aF + bG = 0.
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Portanto,

aFE +bF =1 N G ; —F
a:— e —
aF +bG =0 EG — F?’ EG — F?

Assim, usando os coeficientes da métrica, obtemos

(sin& — sinz)?

rad s||> =1+
lgrad s|| Boox
Da mesma forma verifica-se que ||grad ul||* = 22:;5

1
cos? &

Podemos supor que ([0, 7]) esta contida na vizinhanga de p na qual ¢ limitada,

onde T ¢é a extensao de x a S. Assim, as fungoes f e g tém derivadas limitadas, de onde

segue o resultado. O]

Lema 3.54. (f(T),9(T)) € D

Demonstragio. Temos x(i~'(y(t))) = £(g(t)) — f(t)V/Beotd. Como & oi = x, e por
continuidade,
#(i7 (1)) = #(2(1)) = (p) quando ¢ - T.

Também por continuidade,
(i (v (1)) = E(g(t)) — f(t)VBeot 0 — £(g(T)) — f(T)VBcotf quando ¢ — T.

Logo, #(p) = £(g9(T)) — f(T)vV/Bcot 6. Pelo Lema 3.52, —7/2 < Z(p) < 7/2. O resultado
segue. O

Lema 3.55. p =i(f(71),9(T))

Demonstragao. Temos que y(t) = i(f(t), g(t)). Logo, por continuidade, temos

p = lim~y(t) = lim i(f(2), g(t)) = i(f(T), 9(T))-

t—T t—T

Teorema 3.56. S € inextensivel.

Observacgao 3.57. Nao é claro que S é inextensivel se o intervalo de defini¢ao de S nao
for R. O ponto p da fronteira corresponderia a 1y no extremo do intervalo, e poderiamos

ter sop # 0 e { = £7/2, mas ainda assim —7/2 < xo < 7/2.

e Suponha B < 0 com |%| > 1, e que a curva horizontal 3 esta definida para
todo u € R.
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Sejam & = &(u) = coth™ <%) ex =x = £+ 25s. Assim, a primeira forma

fundamental se reescreve como:

E =1,
_coshx — cosh§

vV/—Bsinh¢ '

G =F?+ A% onde A:s%nhx'
sinh &

e a curvatura média como:
v—B

H= coth zx.

Dai, z € R — {0}. O dominio dos parametros é dado por:

D ={(s,u)|lr € R —{0},u € R} C R?,

£(u)

ou seja, para cada u, s # —=5.

Hipotese: Suponha que exista uma constante C' tal que |%| >(C > 1.
Portanto, |¢] < coth™(C).
cos(20)

Lema 3.58. As func¢ioes v e w = =225 + C'(u) possuem extensoes diferencidveis a S, e

sin 6
zeR—{0}.

Demonstragio. A curvatura média H e o campo normal N estdo definidos em S. Podendo,
assim, serem estendidos a S.
Defina 7 = Coth_l(\/QTIiB). Assim, toi=1xeZ € R—{0}.

Como sinf cosw = (N, Ey) e sinfsinw = (N, Es), w pode ser estendido. O

Lema 3.59. As fungdes f e g tém extensoes continuas a [0,T].

Demonstracao. Suponha que v é p.c.a. Como ¢ é isometria e usando a regra da cadeia

temos
d
ft) = <gmd S, a(il(v(t)))> < |lgrad s|ll|diZ, (' ()]l = lgrad s|||lV' (®)| = llgrad s|

Analogamente,
g'(t) < llgrad ul|.
Basta mostrar que ||grad s|| e ||grad u|| sdo limitadas.

Seja grad s = ads + bd,. Por definigao, (grad s,0s) = 0s(s) = 1. Por outro lado,

(grad s,0s) = aE + bF = aFE + bF = 1.
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Analogamente, (grad s, d,) = 0,(s) = 0. Por outro lado,

(grad s,0,) = aF + bG = aF + bG = 0.

Portanto,
aFE +0F =1 G —-F
>0=——"=, b=——=
aF +bG =0 EG — F? EG — F?
Assim, usando os coeficientes da métrica, obtemos
F? (coshz — cosh &)? coth?z  2cothz cosh & cosh? &
rad s||* = 14+ - =1+ =14+ — - + :
lg | A? —Bsinh®*z —-B —Bsinhz —Bsinh®z
Da mesma forma verifica-se que ||grad ul|* = 35 = zigﬁji

Como €| < coth™(C), entdo cosh€ e sinh & sao limitadas. Podemos supor que
1
sinh? &

z a5, ouseja, & - 0, logo coth & - 0o. Assim, as funcdes f e g tém derivadas limitadas,

7([0, T) esté contida na vizinhanga de p na qual é limitada, onde Z é a extensao de

de onde segue o resultado. O

Lema 3.60. (f(T),9(T)) € D

Demonstragao. Temos x(i~(y(t))) = £(g(t)) +20 f(t). Como T oi = x, e por continuidade,
z(i7H(y())) = Z(y(t)) — Z(p) quando ¢ —T.

Também por continuidade,

z(i(y(1))) = E(g(t)) + 20 f(t) = &(9(T)) +20f(T) quando ¢ —T.
Logo, Z(p) = &(g(T)) + 20 f(T'). Pelo Lema 3.58, Z(p) € R — {0}. O resultado segue. [

Lema 3.61. p =i(f(T),9(T))

Demonstracao. Temos que y(t) = i(f(t), g(t)). Logo, por continuidade, temos

p = limy(t) = lim i(f(£), 9(t)) = i(f(T), g(T))-

t—T t—T

Teorema 3.62. S € inextensivel.

Observacao 3.63. Nao é claro que S é inextensivel se o intervalo de defini¢ao de § nao
for R. O ponto p da fronteira corresponderia a ug no extremo do intervalo, e poderiamos
ter sop # 0 e § = 0, mas ainda assim 2, € R — {0}.
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4 SUPERFICIES COM ANGULO
CONSTANTE NAS ESFERAS DE
BERGER

Na geometria Riemanniana, as Esferas de Berger sao espacos Riemannianos difeo-
morfos a esfera S3. Estes espacos foram encontrados por M. Berger em (23) na classificacio
de todas as variedades Riemannianas normais, simplesmente conexas, de curvatura sec-
cional positiva nao constante, e sua métrica é obtida da métrica padrao de S* por uma
deformacao ao longo das fibras da fibracao de Hopf S* — S? por 7 > 0. As Esferas de
Berger sao os espagos BC'V ]/\\/[/3(5, 7) com k =4 e 7 > (0. Mais sobre este espago pode ser
encontrado em (24, 25, 26).

Neste capitulo iremos apresentar a geometria da Esferas de Berger e daremos uma
descricao geométrica global para as superficies que fazem angulo constante com o campo
vetorial distinguido Fj3. Esta construcao dependera de uma constante estritamente positiva
B = 72 cos? §+sin?0, 6 € (0, 7). Em seguida, encerramos com uma anélise de sua curvatura
média, donde conclui-se que tais superficies nao sao completas e sao inextensiveis caso o
parametro u esteja definido para todo R, caso contrario, nao é claro que esta superficie

seja estendivel ou nao.

4.1 Geometria Riemanniana das Esferas de Berger

4.1.1 S? como Grupo de Lie

Identificamos S? e o grupo de Lie SU(2) pelo mapa que envia (z,w) € S* C C? em

—w Z

( : w) € SU(2). O elemento neutro deste grupo é

(1,0) € C* ((1) (1)> € SU(2).

Sejam z = x + iy e w = a + ib, onde (x,y,a,b) € R* tais que 22 + ¢ +a? + b* = 1.

SU(2):{(I+W aHb) /x2+y2+a2+b2:1}.

—a+1ib z—1y

Assim,

O espaco tangente a SU(2) na matriz identidade, que denotamos por e, é descrito

da seguinte forma:
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Portanto,

T(SU@2)) = {( a1 “2““3) Jay, az, as € R}

—ay + iag —ial

{ i 0 0 1 02‘}
= span{e; = ey = ,e3 = )
P o =)\l o) o

Donde obtemos, [e1, es] = 2e3, [e2, €3] = 2e1 e [e3, e1] = 2es.

O grupo SU(2) esta contido no espago vetorial real tetradimensional

V= { (_zm Z) (2, w) € (22}.

Sejam z = x + 1y e w = a + 1b. Pela correspondéncia

-w z

( - w> eV & (z,w) € C* & (z,y,a,b) € RY,

o produto de matrizes em V pode ser expresso em termos das coordenadas (z,w) € C? por
Lzo00) (2, W) = (220 — Wwo, w2y + Zwy),
e nas coordenadas (z,y,a,b) € R* por

Li2.40,00,b0) (Y, @, b) = (x20 — YYo — aag — bby, xyo + yxo — aby + bay,
xag + ybo + axg — byo, xbg — yag + ayo + bxg).

Olhando a translacdo & esquerda como uma aplicacdo de R* em R*, temos:

r —y —a —b
y x —b a
(dL(m,y,a,b) )e =

a b x -y

b —a y «x
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Note que,

0
61 = (é ) € su(2) ~ (i,0) € C* ~ (0,1,0,0) € R,
—1

0 1
ef( 1 0)Esu(Q)N(Oal)ECQN(070>1’O)ER4’

0 i
e3 = < é) € su(2) ~ (0,i) € C* ~ (0,0,0,1) € R™.

7

Para cada e;, definimos o campo invariante a esquerda em S?(~ SU(2)) por
Xi(zaw) = (dL(z,w)>€(ei)' ASSim?

. ) 12 —lw
Xi(z,w) = (dL(Zyw))e(el) = (—y,z,b,—a) ~ (iz, —iw) ~ . ._) ,
—w  —iz

Xs(2,w) = (dL(ay)e(e2) = (=a, =b,,y) ~ (—w,2) ~ | Z_) ,

o w1z
X3(Z,U)) = (dL(z,w))e(e?)) = (_baaa _yax) ~ (ZU},ZZ) ~ > :

1z —iw
Donde tiramos: [X1, Xo] = 2X3, [Xo, X3] = 2X; e [ X3, Xi] = 2X,.
Definindo em V' o produto interno dado por ds* = dz?+dy*+da*+db*, SU(2) possui

uma métrica induzida bi-invariante. Note que, usando as coordenadas (x,vy,a,b) € R
temos

X1 = —y0, + 20y + b0, — a0y

Xy = —a0, — b0y, + 20, + YO,

X3 = —b0, + ady — y0, + x0,

4.1.2 Esferas de Berger

Considere um parametro 7 > 0 e os campos invariantes a esquerda X, X5 e X3 em

SU(2) definidos anteriormente. As Esferas de Berger S2, é a esfera S* dotado com a métrica

2 0 0
invariante & esquerda de tal modo que na base {X;, Xp, X3} temos g7, =1 0 1 0
0 01

Defina
El = Xg, EQ = —X2 e E3 = Tﬁle.

Logo, {Ei, Ey, E5} formam um referencial ortonormal de campos invariantes a

esquerda em S?.

Portanto, [Ey, By] = 27Es, By, B3] = 277 Ey e [Es, E\] = 2771 By,
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Lema 4.1. A conexdio de Levi-Civita em S? € dada por:

Vi B =0, Vi, Br = —TE3, Ve, B =712~ 7°)E,
VEIEZ = TE?)’ VE2E2 = O’ VE3E2 — _,,.-1(2 _ TQ)E]_
Vg B3 = —TkEs, Vg, B3 =T1E, Ve Es=0

Demonstracao. Sai por um célculo direto usando a féormula de Koszul

2<VXY7 Z> = <[X7Y]7Z> - <D/7 Z]7X> + <[Z7X]7Y>

O
Observacao 4.2. Seja X = fE|; + gF> + hE3. Entao, X X B3 = —fEy+gFE, e VxFE3 =
g(TEy) — f(TEs). Logo, VxE3 =7X X Fj3.
Lema 4.3. O tensor curvatura de Riemann € dado por:
R(Ey, Es)Es = R(Ey, E3)Ey = R(Ey, E3)E; =0
R(Ey, E))E, = (4—37%)Es, R(E\, E))Ey = —(4—37%)E), R(E,, E3)E, = 7%F;
R(E,, E3)Ey = —7°F}, R(Ey, E3)Ey = T°F3,  R(Esy, E3)E3 = —7°Ey
Demonstracao. Utilizando a formula do tensor curvatura de Riemann
R(X,Y)Z =Vixy|Z —VxVyZ +VyVxZ
e o Lema 4.1, temos
R(E\,E2)Ey = Vg g B — Ve, VeE + Vi, Ve B = (4 —37°)Ey
De modo analogo obtemos o restante. O]

Lema 4.4. (R(X,Y)Z, Ey) = —m2((X, E3) (Y, Z) — (Y, E3) (X, Z))



Capitulo 4. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NAS ESFERAS DE BERGER 80

Demonstracao. Seja Z = h1Ey + hoFs + h3E5. Usando que A x (B x C') = B(A,C) —
C (A, B), temos
(R(X,Y)Z, Es) = —hi(R(X,Y)E;s, Er) — hy (R(X,Y) Es, Ey)
= —Iy <V[X,Y}E3 — VxVyEs3 + VyVxEs, E1>
— hy <V[X,Y]E3 — VxVyFE3+ VyVxEs, E2>
= —h (7[X,Y] X E3 = Vx(7Y X E3) + Vy(1X X E3), Ey)
— he (7[X,Y] X E3 — Vx(7Y X E3) + Vy(7X X Ej3), Es)
= —hi (=Y x (X x E3) + 7°X x (Y x E3), Ey)
— ho (=7 x (X x E3) + 7°X x (Y X E3), E»)
= —h (-7’ X (Y, E;3) + 7Y (X, E3) , )
— ho (—T’X (Y, E3) + 7Y (X, E3) , E»)
= —7[(X, E3) (Y, h1Ey + hoEy)
— (Y, E3) (X, h1E1 + hoEs)]
= —7°[(X, Es) (Y, Z) (Y, Es) (X, Z)]

Lema 4.5. Se U ¢ unitdrio e ortogonal a Es3, entdo
<R(X7 Y)Zu U> = 7—2 <Z7 E3> <X X Y7 V> - (4 - 37—2) <Zv V) <X X Y7 E3>

ondeV = E3 x U.

Demonstra¢ao. Como {U,V, E3} é base ortonormal, podemos supor X = fiU+ foV + f3E3
eY = qU+ gV +g3E3. Dai, X XY = (fags — f392)U + (f3g1 — f193)V + (f192 — fag1) Es.

Suponha que Z = Ej3. Pelo Lema 4.4, temos

(R(X.Y)Ey U) = 72((X, Es) (Y, U)— (Y, Es) (X, U)) = 72(fas —fags) = 72 (X x Y, V).

Suponha que Z = U. Logo, (R(X,Y)U,U) = 0.

Suponha que Z = V.

a)Se X =UeY = E;, (R(U,E3)V,U) = 0, pelo Lema 4.4. Analogamente se
X=VeY =By, (R(V,E)V,U) = 0.

b)Se X =UeY =V.Sejam U = RE, + SE; e V = PE, + QE.

(RUVIV,U) = (QR— PS)(R(Ey, E,)V,U) = —(4 — 37%)(PS — QR)?

R P 0

Como as colunas da matriz | S @ 0| formam um conjunto ortonormal, esta matriz é

0 0 1
ortogonal, logo RQ — PS = 41.Portanto, (R(U,V)V,U) = —(4 — 372).
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Seja Z = hiU + hyV + hsE3. Assim,
(RIX,Y)Z,U) = ho(R(X,Y)V,U) + hs (R(X,Y)E3,U)
= halfig2 (R(U, V)V, U) + fag1 (R(V,U)V, U)]
+ THZ, E3) (X x Y, V)
= TZ,E3) (X xY,V) = (4 =37°)(Z,V) (X x Y, E3)
O

Corolario 4.6. A curvatura seccional de um plano P cujo vetor normal faz um dngulo 0
com E5 €
K(P)=7"4+4(1—-7%)cos*0

Demonstracao. Suponha que o angulo formado entre E3 e o vetor normal N do plano P
seja 0. A projecao do campo Es em P éT = Ez—cosfN. Donde, ||T||?> = sin®6, (N, Es3) =
cosf, (T,Es)=|T|? (JT,E3)=0,onde JT =N xT.

Assim, uma base para o plano P ¢ {T, JT'}, logo K(P) = %

Como % é unitario e ortogonal a F3, usando o Lema 4.5, temos

JT JT
R(T, JT)T,—> = 72(T, E) <T>< JT, 5 % _>
< 17| ’ ST
JT
Al
= 7T*|T|P(N, By x JT) — (4 — 37%)||T|| cos 0 (T, E3 x JT)
= —7%||T||? (B35, N x JT) + (4 — 37%)||T|| cos 0 (E3, T x JT)

= 7'2||T||5 + (4 — 37’2)||T||300829

— (4-377) <T, Es x > (T x JT, Es3)

Portanto,
1 JT
K(P) = —<R(T,JT)T,—>
7]} 17|

= 7%sin®’0+ (4 — 37%) cos® 0 = 72 + 4(1 — %) cos® f

Exemplo 4.7. Consideramos o subgrupo \; : S3 — S2,
M(z,y,a,b) = (x,y,acost — bsint,asint + bcost).
Verifica-se que

0 0

0 0
cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)

(dXt)p(Ey) = cos(t)Ey + sin(t) Ey

(d\), = = (d\)p(E2) = —sin(t)Ey + cos(t) Esy

o O o =
o O = O

Logo, cada \; é uma isometria de S2, que fixa a origem e manda F3 em Es.
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4.2 Superficies com Angulo Constante nas Esferas de

Berger

4.2.1 Curva-com-triedro nas Esferas de Berger

O objetivo desta segao é mostrar a existéncia de duas curvas a(s) e B(u), satisfazendo
certas condigbes especificas (Proposicao 4.11 e Proposigao 4.12), que serao usadas na

construgao de uma superficie (se¢ao 4.2.2).

Nas Esferas de Berger, a Proposigao 2.3 se reescreve como:

Proposigao 4.8. Sejam k = k(s) e 7 = 7(s) funcgoes dadas. Sejam p € S? dado e
{to, o, bo} um triedro ortonormal positivo em T,S2. Entdo existe uma nica curva-com-

triedro (o, {t,n,b}) com curvatura k e torcao T satisfazendo as condi¢oes iniciais «(0) = p,
t(O) = to, n(O) = MNg € b(O) = bo.

Demonstracao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
{E), By, B3} em S2. Seja a(s) = (z(s),y(s),z(s)),s € (a,b), uma curva com triedro
{t,n,b}. Escreva

t = fil + foFs + f3 B3,
n =gk + g2l + g3 L3,
b= hE, + hoEy + hsEs.

Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

fl=kgr +2fofsm77 (1 —72)
[y =kgo — 2f1 fs771(1 — 72)

fé = Kgs
gy = —Kfi — Th1 — Tfags + f3927 (2 — 77)
gh=—Kfo — Tho + 7f195 — fsgi7 (2 — 77) (4.1)

g5 = —kf3 — Ths + T fagi — T f192
Wy =791 — T fahs + fshat™H (2 — 7%)
Wy =Tgy + 7 fihs — fshit7 (2 — 1)
hy = 793 + 7 fahy — 7 fihy

O resultado segue anédlogo a demonstragao da Proposigao 3.21.

]

Suponha que sejam dadas constantes 7 > 0, k = —27cot ), com ¢ € (0,7) uma

constante fixada e um triedro ortonormal, orientado positivamente {to, ng, bo} em 7,S?
com <t0, E3> = sin&, <n0, E3> =0e <b0, E3> > 0.
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Uma solugdo para o sistema (4.1) satisfazendo as condigbes iniciais acima ¢é
{t(s),n(s),b(s)}, dados por

t(s) = cosfcoswkE; + cosfsinwEy + sin O
n(s) = —sinwk; + coswksy (4.2)

b(s) = —sinf coswk; — sinfsinwFy + cos 0 F;

2B

com w = ——=
7sin 6

s+C,s€l,com B=72cos?+ sin” 6, onde C & determinado por n(0).

s
D)
constante fixada e um triedro ortonormal, orientado positivamente {to, ng,bo} em 7,S?

Pela Proposicao 4.8, dadas constantes 7 > 0, k = —27 cot§, com 6 € (0,%) uma
com (tg, E3) = sinf, (ng, E5) = 0 e (by, E3) > 0, entdo existe uma tnica curva p.c.a. «
passando por p com curvatura Kk = —27 cot 6 e tor¢ao 7 > 0 satisfazendo (o/(0), E3) = sin 6,
(a”(0),E3) =0e <o/(0) X a”(o),E3> > 0. A saber, a curva a(s), que satisfaz a seguinte

K

equacao diferencial:

Proposicao 4.9. A curva integral do campo t, o, em R*, satisfaz a equacdo diferencial

dta - _ o
E + (62 — 2@)@ + CLZOé = 0, (43)

2B

—2B_ tom B = 1%cos?6 + sin? 0.
Tsin 6

ondea=2L eb=

3

Demonstragao. Usando as expressoes de F, Ey e F3 com respeito aos campos coordenados
de R*
El = X3 = —b@x + (Iay — y8a + l'ab,

E2 = —XQ = aax + bay — x@a — y(?b,
B3 =717'X, = 77—y, + 20, + b0, — ady).

temos

~
I

—bcosf cosw + acosfsinw — yrsin 0)0,

—ycosf cosw — xcosfsinw + br'sin )9,

(
+ (acosfcosw + beosBsinw + 27 ' sin )9,
+
+

x cos f cosw — y cos fsinw — ar ' sin )0,

Seja a(s) = (z(s),y(s),a(s),b(s)) a curva integral do campo t. Logo,

1’ = —bcosfcosw + acosfsinw — y7~ ! sin O

y' = acosfcosw + bcosfsinw + x7Lsinf

(4.4)

a' = —ycosfcosw — xcosfhsinw + brLsind

V¥ = xcosfcosw — ycosfsinw — ar tsind
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Derivando (4.4) e usando-o, obtemos
© = ax + by
"n_ = _I; /
oo (4.5)
a" = aa — bt
b’ = b+ b’
onde a =% e b= —-28_ Derivando (4.5) duas vezes e usando-o, obtemos
M = (_62 + 2&)33// — &2r
y//// _ (_62 + 2~)y// o de
a" = (_62 + 2&)0/, — &2a
p = (_62 + 2&)()// — a2b
Portanto, temos (4.3). O
Considere as seguintes matrizes
0 —1 0 00 -1 0 0 0 —1
1 0 00 -1 0 1 0
J1 = ,  Jy= N 4.6
Lo 1 ‘T lio "o -1 0 (46)
0 -1 0 01 1 0 0
Elas serao usadas no intuito de simplificar algumas notagoes.
Corolario 4.10. A cuva integral do campo t, em R*, é dada por
a(s) = cos(p18)Y1 + sin(p15)Ys + cos(p2s5)Ys + sin(p2s)1s
onde . .
01 = (B—7VBcosf) e 3= (B + 7V B cos )

Tsin6 Tsind

sao constantes, e ¥y, i € {1,2,3,4} sao vetores em R*, dois a dois ortogonais, tais que

Tsin0

<@/}1,¢1> = <¢27¢2> = 9B ¥2;5

sin 0
<¢37¢3> = <¢4,¢4> = 7221 ©1,
¢2 = lela
in ¢
¢3 = —M(COS CJQ’(,Dl + sin ngwl),
Py sin 0 (cos C'Js1py — sin C'Jothy ),

B VB + 7 cos 6
onde Jy, Jo, J3 sao dadas em (4.0).
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Demonstracao. A equacdo (4.3) ¢ uma EDO, em s, com coeficientes constantes cuja

solugao é dada por

a(s) = cos(p15)P1 + sin(p18)e + cos(p2s)Ps + sin(pas)iy

com

. \/132—2a— Vbt — 4ab? . . \/62—2a+x/134—4&z32
1= 2 =
2 2

sao constantes e os 1); sao vetores em R*, i € {1,2,3,4}.

Substituindo a = 7_% eb= —Tzfl 5> obtemos
1 1
o1 = ——(B—7VBcosl) e p3=——(B+71VBcosh).
T sin 6 T sin 6
Como ||a|| =1, e usando (4.4) e (4.5), temos
B
(a,a) =1, (o/,a) = 5 {a, 'y =0,
B
(o, 0"y =0, (", "y = D, (a, ")y = et (4.7)

<a/70//l> — _D, <al/, Of”/> — 07 <O{7 a///> — 07

onde D = ab? — 3a? e E = (1> — a)D — .
Calculando « e suas derivadas em s = 0, temos

a(0) = ¥y + 13,

(0) = @1vh2 + iy,
a”"(0) = =T — @i,
a"(0) = =iy — P53y

/
(0%

Substituindo estas equagoes em (4.7), e tomando 1;; = (14, 1;), obtemos o seguinte

sistema:

Y11 + Y33 + 2913 = 1,
9 9 B
P12 + Pous + 20102104 = 5

P112 + P21 + 1P + o34 = 0,

—90?7?12 - @1@3%3 - 90%9027/114 - ¢%¢34 =0,
@111 + Patss + 20705 ns = D,

— i1 — P3h1s — PT1s — Phtbss = —g,

— 122 — PrP3as — Pipathas — Pythas = =D,
P11z + PTE5P1s + O1 33 + ©31ss = 0,
—80?%2 - 90%4 - 90?%3 - 90%"9034 =0,

22 + P5thas + 20503004 = E.
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Este sistema ¢ linear cuja solugao é:

¢12 == 1014 = ?/123 = ¢34 == 07
(D + o) — 2B¢?
) 1/J33 - ) P} 2\2
T (801 - 902)
y 7(E — 2Dg?) + B!
3 44 —
T203(p% — 3)?
2(D(p] + ¢3) — E) — Bpips
T201902(03 — 3)?

by = D+ ¢3) — 2B;
T2(p} — 03)?
by = T*(E — 2Dy}) + By,
7203 (07 — ¥3)?
—7*(D* + p1p3) + B(#} + ¥3) B
T2(p} — ©3)? V=

)

)

Y13 =

que, simplificando, temos

1/}12 - 77014 = ¢23 = 1/}34 = 77D13 - ¢24 = 07

Tsinf
Y11 = P = W%’

Tsind
33 = Yyq = o8 P1-

Usando as equagoes (4.4), calculado em s = 0, temos

0119 + @othy = cos O cos CJ3(1y + 13) — cos O sin C'Jo(Yy + 13) + 7 lsin 0.J1 (11 + 13).

As equagoes (4.5), calculado em s = 0, nos da
B B ~ ~
(=i — ﬁ)% + (=3 — ;)% = —bp1J1¢2 — bpa J114.

Derivando as equagoes (4.5) e calculando em s = 0, obtemos

2

B B
o1(—pf — ﬁ)wz + @2(_903 T2

Yy = 6(10%J17/}1 + Bspgjﬁﬂ:a-

Estas 3 equagoes nos da um sistema de 12 equacoes com 12 variaveis, cuja solucao é

¢2 = lela
sin 6
= ——(cos C'Jytpy + sin C'J31)y),
vs VB + TCOSQ( 291 3v1)
sin 6
= ————(cosCJs1p; —sinCJ. .
Yy \/§+Tcos0< 311 211)

]

Seja ~ outra curva com a mesma curvatura e tor¢ao da curva a passando por um
ponto q € S? satisfazendo as mesmas condigoes iniciais dadas acima, <f(0), E3> = sin @,
(m(0), E5) = 0 e (b(0), E3) > 0. Assim, temos o triedro da curva 3, {t(s),n(s),b(s)}, dado
por

t(s) = cosf coswE; + cos@sinwFy + sin 0 F3
n(s) = —sinwk) + coswky

b(s) = —sinf coswWE) — sin @ sinwk, + cos 0B
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comw=—-—2E 54 (.

7sin 6

Sejar € S? tal que ¢ = \;(r), onde ); é dada no Exemplo 4.7. Considere a seguinte
isometria de S2: ¢ = A\jo L, o L,-1, com L translagdo a esquerda. Assim, ¢ leva p em
q e E3 em F3. Tomando t = C' — C, temos que dy,(t(0)) = #(0), dy,(n(0)) = 1(0) e
dipy(b(0)) = b(0).

Portanto as curvas ¢ o a e 7 sao duas curvas com mesma curvatura e torcao
passando pelo mesmo ponto ¢ com as mesmas condigoes iniciais. Logo, pela unicidade da

curva, poa =3 .

Suponha que 1 seja outra isometria de S? que leva p em ¢ e leva o triedro
{t(0),1(0),b(0)} no triedro {#(0),7(0),b(0)}. Assim v~ op(p) = Id(p) e d(v" L o), = Id.
Como S? é conexo, entdao oy = Id = ¢ = ¢.

Assim, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 4.11. Dadosp € S ev € T,S? unitdrio com (v, E3) = sin 6, entdo existe uma
inica curva o : R — S2, p.c.a., com a(0) = p, /(0) = v, com curvatura constante k =

—27 cot 0, tor¢ao constante T > 0, satisfazendo (a"(0), E3) =0 e <o/(0) X O‘/;(O),E3> > 0.

A saber, a curva dada no Coroldrio 4.10 com «(0) = p. Além disso, dadas duas curva o e

v com as condi¢oes acima, existe uma unica isometria ¢ de S tal que v = p o .

Anélogo a Observagao 3.25, as condigoes

(v, E5) =sinf, (a"(0),E5) =0 e <o/(0) X O//(O),E3> > 0

determinam o triedro ortonormal inicial {tg, ng, by} em T,S3.

3

T2

u. Existe uma unica curva horizontal p.c.a. 5(u) de curvatura k(u) e tor¢ao constante —1
com triedro {t,n, Es} tal que 5(0) = p, 5'(0) = v.

Proposigao 4.12. Sejam p € S2, v € T,S? unitdrio e horizontal, e k(u) uma fungio de

Demonstracao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
{E, By, B3} em S2. Escreva

t = fiEy + foFs,
n =gy + g2 B,
b == Eg.

Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

f{ = Kkg1
fﬁzfigz
9/1 = —Kfi

gé = —Kf
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satisfazendo g1 = — f5, g2 = fi. A curva integral do campo t é a curva desejada. Verifica-se

que a curvatura desta curva é k(u) e sua torgdo é —7. O
Proposicao 4.13. Uma curva horizontal p.c.a. 5(u) satisfaz a EDO
B'(u) = —sine(u)J38 — cose(u) o8

onde €'(u) € sua curvatura na orienta¢ao Ey, FEy. Jo e J3 sao dados por (4.6).

Demonstracao. Seja [ uma curva horizontal p.c.a. Podemos supor que existe uma funcao

e(u) tal que

' = —sine(u)E) + cose(u)Es
= —sine(u)(—b0, + ady — y0, + x0s)
+ cose(u)(ad, + b0, — x0, — yOh)

Por outro lado, seja f = (x,y, z,w). Assim,
B =2'0, +y'0y + 20, + w0,

O resultado segue igualando estas duas equagoes e usando as matrizes J, e J3 para

simplificar a notacao.

Como f é p.c.a., sua curvatura é |V '||. Por um célculo direto temos:

Vel = Va(—sine(u)E) + cose(u)Ey) = —'coseEy — &' sineEs.

Note que a velocidade inicial determina e é determinada por £(0) pela rela¢ao

v = —sine(0)E; + cose(0)Es.

4.2.2 Superficies com Angulo Constante

A partir de uma curva horizontal emana um feixe de curvas satisfazendo as condigoes
dadas na Proposigao 4.11. De fato, sejam p € S?, C uma constante e x(u) uma funcao de

u. Considere o seguinte vetor horizontal
w = —sin CE; + cos CEy € T,S?.
Pela Proposicao 4.12 existe uma tunica curva horizontal 5(u) p.c.a. passando por p

com velocidade w e com curvatura x(u). Pela demonstragao da Proposigao 4.13, existe

uma funcao e(u) tal que

B'(u) = —sine(u) By + cose(u) Fy,
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onde a curvatura de § é ¢'(u). Logo, k(u) = &'(u).

Fixe ug tal que B(ug) = p e e(ug) = C. Considere o seguinte vetor unitéario e
ortogonal a w
v=-cosfcosCE| + cosfsinCFE,+sinfFs € TpSi

Pela Proposigao 4.11, existe uma tnica curva a(s) com a(0) = p, ¢/(0) = v de

curvatura constante k = —27 cot f e torgao constante 7 > 0 satisfazendo (o’(0), E53) =0 e

<o/(0) X O‘NFEO) : E3> > 0. Esta curva a(s) tem como triedro os vetores {t,n,b} dados por
(4.2).

Da arbitrariedade de ug, conclui-se que:

i) Para cada ug dado obtemos um valor para a constante C'. Logo, C' depende da

variavel u, C' = C(u).
i) B'(u) = ZL(0) = n(0) = £(u) = C(u).

i71) Ao longo de uma curva horizontal p.c.a. passa um feixe de curvas satisfazendo

as condigoes da Proposi¢ao 4.11, dando origem a uma superficie.

De agora em diante, as notagoes t,n,b serao usadas para os campos vetoriais

dados em (4.2), que dependem das varidveis s e u, com w = ——22-5 + C(u), onde

Tsin 6
B =1%cos?f +sin?6, § € (0,7/2) uma constante fixada.

A seguir, mostraremos que a superficie resultante forma angulo constante com a

vertical Fj.

Temos t = 0,. Sejam f1, fo, f3, 91, 92, 93, h1, ho € hs fungdes das variaveis s e u tais
que
Oy = fit + fan + f3b,
Vi0u = git + gan + g3b,
V3un == hlt + ]’LQTL + hgb
Pela simetria da conexao, g; = (t, V;0,) = %&L (05, 05) = 0. Analogamente, hy = 0. Logo,
V0, = gan + gsb e Vg, n = hyit + hgb.

Note que, o vetor normal unitario da superficie é dado por
as><au o f2b_.f3n

10 x|l 2+ f2

Assim, analogo a SL(2,R), mostraremos que f3 = 0.

N =

Temos V0, = gan + g3b. Por outro lado,
V0, = t(fi)t+ AVt +t(fa)n+ foVin +t(f3)b+ f3Vib
= t(fi)t+ fikn+t(fo)n + fo(—rKt — 7b) +t(f3)b + fsmn
= (t(h) = st + (ki +E(f2) + 7fs)n + (=72 + 1(f3))b
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Portanto,

0=0,(f1) — K[
g2 = Kf1 4+ 0s(f2) + 7[5 (4.8)
g3 = —T f2+ 0s(f3)

Usando o tensor curvatura de Riemann

R(X, Y)Z - V[X’y]Z - VXVYZ —|— Vyvxz

temos Vg, Vs, 0, = Vo,Vs,0s = Vy,Vs,0s — R(0s,0,)0s, onde

R(t,n)t

+ o+ o+ 0+

R(0s,0,)0s = R(t, fit+ fon+ fsb)t = foR(t,n)t + f3R(t,b)t

R(cos @ coswE) + cosOsinwEy + sinfFs, n)t

cos 0 coswR(E1,n)t + cosOsinwR(Ey,n)t + sinR(Es, n)t

cos 6 cosw(cos @ coswR(Ey,n)Ey + cos @ sinwR(Ey,n)Ey + sin O R(Ey, n) Es|
cos 6 sin w[cos 0 coswR(Ey, n)Ey 4 cos O sinwR(E2, n)Ey + sin 0 R(Ey, n) E3)
sin @[cos 0 coswR(Es,n)E; + cosOsinwR(E3,n)Ey + sin 0 R(Es, n) E3)

cos 0 cos wcos O cos® WR(Ey, Ey) By + cosfsinw cos wR(Ey, Ey) By

cos 0 sin w[— cos @ coswsinwR(Ey, E1)Ey — cos 0 sin? wR(Ey, Ey)Ey|

sin f[— cos  cosw sinwR(Es, E1)Ey + cosfsinw coswR(Es, Ey)Es
sin{—sinwR(Es, Ey)E5 + coswR(Es, Ey)Es}]

cos 6 cosw((4 — 37%) cos 0 cos> wWEy — (4 — 37%) cos 0 sin w cos W]

cos O sinw[(4 — 37%) cos O coswsinwEy — (4 — 37%) cos fsin® wE]

sin? 0 sinwr?Ey 4 sin? 0 cos wr*Fy

((4 — 37%) cos? 0 + 7% sin” 0)[— sinwE} + cos wEy)

(72 + 4(1 — 7%) cos* O)n
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R(¢,b)t

R(cosf coswE + cosfsinwEsy + sin 0 Es, b)t

cosf coswR(E1,b)t + cosOsinwR(Esy, b)t + sin O R(Es5, b)t

cos f cosw[cos § coswR(Ey,b)Ey + cos @ sinwR(Ey,b)Ey + sin 0 R(Ey, b) Es]
cos 0 sinw|cos 0 cos wR(Ey, b) By + cos O sinwR(FEs, b)Ey + sin O R(Es, b) Es|
sin f[cos 0 coswR(E3,b)Ey 4 cos @ sinwR(Es, b) By + sin O R(Es, b) Es]

cos 6 cos w{cos b cos w[—sin O sinwR(Ey, Es)Ey + cos OR(Ey, E3) E]

— cosfsinfsin® wR(E), Ey)Ey + cosOsinR(Ey, E3)Fs}

cos 0 sin w{— cos O sin 0 cos> WR(FEs, E1)E;

cos 0 sin w[— sin 0 coswR(FEy, E1)Ey + cos OR(Ey, E3)Es) + sinf cos 0R(Es, E3)Es}
sin @{ — cos 0sin 0 cos® wR(E3, B1)Ey — cos 0 sin 0 sin? wWR(Fs, Ey) Ey

sin f[—sin @ coswR(FEs, Ey)E3 — sinfsinwR(Fs, Fy)Es]}

+ o+ o+ o+ I+ 4+

cos 0 cos w{cos 6 cos w[—(4 — 37%) sin @ sin wFy + 72 cos O 3]

(4 —37%) cos O sinfsin* wE, — 72 cosOsinF, }

cos 0 sin w{(4 — 37%) cos § sin 6 cos® wE,

cos fsinw[—(4 — 37%) sinf coswk) + 72 cos 0 B3] — 72 sinf cos 0 Ey }
sin 9{72 cos 0 sin 0 cos? wE5 + 72 cos 0 sin 0 sin® wF5

sin @—77sin § coswF) — 72 sin @ sin wky)}

+ o+ o+ o+ o+

Ey[—7sinf cosw] + Eo[—7?sinfsinw] + E37* cos 6

2h

Portanto,

R(0,,0,)05 = foR(t,n)t + f3R(t,b)t = fo(7? + 4(1 — 72) cos® O)n + f372b

Como V05 = kn, temos Vg, V.05 = kVg,n = k(hit + hsb).
Assim,
Vo.Vo.0u = Vo,Vo,0s — R(0s,0y)0s
(bt + hab) — fo[r? +4(1 — 7%) cos® O]n — f31%b
= khit — folm* +4(1 — %) cos® O]n + (khs — 7°)b

Por outro lado, como Vy_ 0, = gan + g3b, temos

Vo,Vo,0u = (—Kg2)t + (t(g2) + 7g3)n + (=792 + t(g3))b
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Logo,
—Kg2 = khy
0s(g2) + 793 = — fa[T? + 4(1 — 72) cos? 0] (4.9)

—7g2 + 0s(g3) = Kkhs — T f3

Temos também que

Vas Vaun = Vau Vasn — R(@s, 8u)n,

onde R(0s, 0, )n = R(t, fit + fon + fsb)n = foR(t,n)n + f3R(t,b)n.

R(t,n)n

+ + 0+ 4+ 0

R(cosf coswE) + cosfsinwEsy + sin 0 Es, n)n

cos  coswR(E1,n)n + cosfsinwR(FEy,n)n + sin O R(E3,n)n
cos B cosw|[—sinwR(Fy,n)Ey + coswR(Ey, n)Es)

cos O sinw|[—sinwR(Fy, n)Ey + coswR(Es,n) s
sinf[—sinwR(Es3,n)Ey + coswR(Es3,n)FEs)

cos ) cosw[—sinw coswR(E}, Ey)Ey + cos* wR(Ey, Ey) Es)
cos O sinwlsin® wR(Ey, Ey)E; — sinw coswR(Ey, ) Fs)

sin 0[sin® wR(Es, B1)Ey + cos® wR(Es, Ey) Ey)

cos 0 cosw|—(4 — 37?) sinw coswly — (4 — 37%) cos* wh) |
cos 0 sinw[—(4 — 37%) sin® wE, — (4 — 37%) sinw cos W]

72sin O sin? wE; — 72 sin 6 cos® wF;

Ey[—(4 — 37%) cos 0 cosw] + Ey[—(4 — 37%) cos f sin w] + Es[—7*sin 0]

[—7% — 4(1 — 7%) cos® O]t — 4(7* — 1) sin 6 cos Ob
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R(t,b)n R(cosf coswkE) + cosfsinwFsy + sin 05, b)n

cos B coswR(Ey, b)n + cos @ sinwR(Es, b)n 4+ sin O R(E5, b)n

cos B cosw[—sinwR(Ey, b)Ey + coswR(Ey, b)Ey|

cos O sinw|[—sinwR(Fs, b)Ey + coswR(Es, b)Es|

sinf[—sinwR(Es5,b)Ey + coswR(Es, b) Es]

cos B cosw{—sinw|[—sin O sinwR(Ey, E2)Ey 4 cos OR(Ey, E3) E|

— sinf#sinwcoswR(Ey, Ey)Ey}

cos 0 sinw{sinw sin 0 coswR(Es, E1)Ey + cosw|[— sinf cos wR(Es, By ) Es
cosOR(Es, E5)Es]}

sin f{sin O sinw coswR(Es5, E1)FE —sinf coswsinwR(Es, Fy)Ey}

+ o+ I+ 4+

cos 0 cos w{— sinw[—(4 — 37%) sin O sin wEy + 72 cos O Fs)
(4 — 37%)sinfsinw coswk) }
cos 6 sin w{—(4 — 37%) sinw sin 0 cos wFy + cos w[—(4 — 37%) sin f cos w

7% cos 0 F5)}

+ o+ + o+

sin {—72 sin § sin w cos wEs5 + 72 sin f cos w sin w3}

= 0.

Portanto,

R(0s,00)n = foaR(t,n)n+ fsR(t,b)n = fo([-7> — 4(1 — 7%) cos® O]t — 4(1 — 72) sin 6 cos 6b)

Também temos que

Vo, Von = Vg, (—kt —7b) = —kVy,t — TVs,0 = —kVy,0, — TV, (t X )
= —kVy,0, —T(Va,t X n+1tx Vy,n)
= —k(gan + g3b) — T[(g2n + g3b) X n +t X (hit + h3b)]
= 793t + (—Kg2 + Ths)n — Kg3b

Assim,

Vao.Vaon = Vy,Von— R(Ds,04)n
= T7gst + (—Kga + Ths)n — Kgsb
— fo([=7* = 4(1 — 7®) cos? O]t — 4(7* — 1) sin § cos 6b)
= [rgs+ fo(7° +4(1 — 7) cos® O)]t + (—kgs + Ths)n
+ (—Kgs +4(r* — 1) sinfcos 0 f2)b
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Por outro lado, como Vg, n = hit + hsb, temos

Vo.Va,n = (t(hy))t + (khy + Ths)n + (t(hs))b

Logo,

0s(h1) = 793 + f2(7% + 4(1 — 72) cos? )
khy + Thy = —Kkga + Ths (4.10)
Ds(h3) = —kgs + 4(7% — 1) sinf cos 0 f,

Juntando (4.8), (4.9) e (4.10), temos

( 9s(f1) = K fa

88(f2) =g — Kf1 — Tf3

Os(f3) =7f2+ 93

—Kgo = khy

0s(g2) = —7g3 — fo(7? +4(1 — 7%) cos? 0)
0s(g3) = 792 + rhs — T f3

Os(h1) = 793 + f2(7? + 4(1 — 7°) cos* 0)
khy +Ths = —kgs + Ths

Os(h3) = —rgs +4(7% — 1) sinf cos 0 f5

\

que equivale a:

( 95(f1) = Kfa
88(f2) =g — ki —Tf3
85(f3) =Tfa+ g3
—92 =M (4.11)
Ds(g2) = =793 — f2(T? +4(1 — 72) cos? 0)
Ds(g3) = Tgo + khy — T2 f3
Os(h3) = —rgs +4(7% — 1) sinf cos 0 f5

\
onde kK = —27cot 0 e 7 > 0 sdo constantes.

As condigoes iniciais deste sistema sao dadas por: Ao longo da curva horizontal 3,
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ou seja, em s = 0, temos n(0,u) = d,. Logo, fi =0, fo=1e f3=0.

Vau as

Va,0u

_l_

V. (cos O cos CEy + cos 0 sin CEy + sin 0 E3)

— cos 0sin Cn(C)E; + cos 0 cos® CV g, By + cos 6 cos Cn(C) Ey — cos§sin® OV g, By
sin @|—sin CV g, Es + cos C'V g, Es|

—cos0C" sin CE, — 7 cos 0 cos®> C'Es + cos 0C" cos CEy — 7 cos 0 sin® C Es

sin @7 sin C By + 7 cos CE |

E1[— cos0C" sin C + 7sin 0 cos C| + Es[cos C' cos C' + 7sin sin C| + E3[—7 cos 0]
[cos C(cos Bt — sin 6b) — sin C'n][— cos #C" sin C' + 7 sin 6 cos C]

[sin C'(cos 0t — sin 0b) + cos C'n][cos §C” cos C' + 7 sin 6 sin C|

[sin 8 + cos 0b]T cos 0

cos0C'n — 7b

Por outro lado, Vy,0s = V.0, = gan + gsb. Logo, go = cos0C’" e g3 = —.

Vaon =V, (—sinCE; + cos CEs)

—C"cosCE; —sinC cos CVg, By — C'sin CEy — sin C'cos OV g, By

—C"cosCE; +7sinCcosCE3 — C'sin CEy — 7sin C cos CE;

—(C" cos Ccos C(cos Ot — sin Bb) — sin Cn| — C” sin C[sin C'(cos 6t — sin 6b) + cos C'n]
—cos 0C"t + sin C"D

Por outro lado, Vy,0, = Vg, n = hit + hsb. Logo, hy = —cos0C" e hy = sin0C".

Portanto, as condicoes iniciais sao:

fi=0, fo=1, f3=0, go=cosOC’', g3=—7, hy = —cosfC’, hs=sinfC".

com

Note que o sistema (4.11) é um sistema linear, sua solugao é dada por:

(

f1 = Zlsin(sA4) + Csinf (] _ cos(sA))]

VB 2vB
fa = cos(sA) + C;\S/i%e sin(sA)
f3=0
go = (72*1)%(29) sin(sA) + <0172 — (72 — 1) sin® f cos(sA)]
g3 = —Tf
hy = —gs

hs = 7f1 + tanfgs

A =2cot VB

Nos pontos onde f5 # 0, temos 9, = fit + fon. Portanto,
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Teorema 4.14. A superficie gerada pelas curvas das Proposi¢cao 4.11 e Proposicao 4.12

tem como vetor normal unitdrio

Os X Oy fat xn

N: = =0,
1105 x By || || fot x|

que faz dngulo constante 0 com a vertical Fs.

Seja F': S — S? uma imersao isométrica de uma superficie com angulo constante S
em S2. Denote por N o campo vetorial normal unitério, 6 € (0, %) o angulo entre o campo
vetorial E3 e N, por T' a projecao de E3 sobre o plano tangente a .S, isto é, T' = F3—cos 0N
e JT = N x T. Podemos supor que

N = —sinfcos ®E; — sinfsin PFEy + cos O E3,
onde ® = &(s,u) ¢ uma fungao em S. Dai
T = sinf(cos 0 cos PE; + cos O sin PEy + sinE3),
JT =sinf(—sin ®F; + cos PE,).

Logo, a curva integral do campo |JT ¢ uma curva horizontal p.c.a. e a curva

Il
T

integral do campo T ¢ uma curva p.c.a. com curvatura —27 cot 6 e tor¢ao 7 satisfazendo
\Y

I
<ﬁ,E3> = sin 6, <V T E3> =0e <l X ™ E3> > (. Portanto, ao longo da

T leali ledl] —271cotf ?

curva horizontal temos um feixe de curvas integrais do campo ﬁ, gerando uma superficie

S com angulo constante contida em S.

Quando S é uma superficie inextensivel (Teorema 4.17) temos que S = S. Portanto,

Teorema 4.15. Uma superficie em S3 que faz dngulo constante, 0 € (0,7/2), com a

vertical Fs € da forma

F(s,u) = cos(p15)1(u) + sin(p15)1ha(u) + cos(pas)hs(u) + sin(pes)hs(u)

onde
1

Tsin6

Y1 = (B—7VBcoslh) e @y= (B + 7V B cos )

Tsinf
sao constantes, e V;(u), i € {1,2,3,4} sao vetores em R*, dependendo apenas de u,

satisfazendo as condi¢oes dadas no Coroldario 4.10 e a equagao diferencial

(Y1 +1hs) = —sin C'J3(Yy + P3) — cos C o (11 + 43),

onde as matrizes Jo € J3 siao dadas por (4.6).
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Demonstracao. Seja F(s,u) = (x(s,u),y(s,u),a(s,u),b(s,u)) a superficie com angulo

constante 6 € (0,7/2). Como 05 = t, analogo ao Corolario 4.10, obtemos:

F(s,u) = cos(prs)t1(u) + sin(@1s)iha(u) + cos(pas)is(u) + sin(pzs)ia(u),

onde ¢ e ¢y sa0 constantes, e ;(u), i € {1,2, 3,4} sao vetores em R* dependendo apenas
de u, satisfazendo as condigoes dadas no Corolario 4.10. Como F'(0,u) = (u), onde S(u) é
uma curva horizontal. Por outro lado F/(0,u) = ¢ (u) + ¢3(u), logo B(u) = ¢ (u) + ¥3(u).

Portanto, a equacao diferencial segue imediatamente da Proposicao 4.13. O

4.2.3 Analise da Curvatura Média

Ao longo da superficie os campos coordenados sao determinador por ds = t e

0, = fit + fon. Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E = (0s,0s) =1,
F = <as7au> = fla
G = <auv 8u> = (f1)2 + (f2)2'

V,0s = —27 cot On,

Vo,0, = gan + gsb = gan — 7 f2b,

Vo,0u = Vo, (fit+ fon) = 0u(f1)t + [iVa,t + Ou(fo)n + f2Va,n
= Ou(fi)t + f1V5,0s + Ou(fo)n + fo(hat 4 hsb)
= Oy (f1)t + fi(gan — 7 f2b) + Ou(fo)n + fo(—got + [T f1 + tan fgy|b)
= [0u(f1) = foge]t + [f192 + Ou(f2)]n + tan 6 fog2b.

obtemos os coeficientes da segunda forma fundamental,
e = (N,Vy,0s) = (b,2T cotOn) = 0,

[ =(N,Vp,04) = (b, gan — Tfob) = —7f,
g = <N, VQuau> = <b, Vau8u> = tan@fggg.

Portanto, a curvatura média é dada por

leG —2fF+ FEg tanfg, +27f)
2 FEG-F?2 2fs

—sin(sA) + CQIS—\/%Q cos(sA)

cos(sA) + 02/\5/%6 sin(sA)

H —
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com
A = 2cot 0v/B.
Estudo da Curvatura Média:
H — 0se
('sind ('sinf
—sin(sA) + cos(sAd) = 0 = tan(s4) = )
)+ g st A =508
H — oo se
C'sinf . 2V B
cos(sA) + Wiz sin(sA) = 0 = tan(sA) = ~Cend
Note que

C’sin 6 4 2V B
2v/B C’sin 6

Concluimos que os pontos que anulam o numerador, — tan g, + 27 f, e o denomi-

nador, 2f,, de H sao distintos. Ou seja, a curvatura média nao esta definida para todo s,

mesmo se C' = 0. Logo, a superficie ndo esta definida nestes pontos. Portanto,

Coroléario 4.16. Uma superficie em S2 que faz angulo constante 6, 6 € (0,7/2), com a

vertical F3 nao € completa.

Ideias analogas as usadas em SL(2,R), para o caso B > 0, com

¢ = &(u) = arctan (C;\S/l%0> e r=¢§— sA,

mostram que

Teorema 4.17. Uma superficie em S que faz dngulo constante 6, 0 € (0,7/2), com a

vertical F3 € inextensivel se o dominio da curva horizontal for R.

A Observagao 3.57 também é vélida em S2.
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5 SUPERFICIES COM ANGULO
CONSTANTE NO GRUPO DE
HEISENBERG  TRIDIMENSIO-
NAL

A conjectura de Thurston propoés uma caracterizagao completa de estruturas
geométricas nas variedades tridimensionais. Dentre elas esta a geometria de Nil3, isto é, a

geometria do grupo de Lie consistindo das matrizes reais da forma

o O =
S = 8
— N

ou seja, o grupo de Heisenberg tridimensional.

O grupo de Heisenberg ¢ um objeto mateméatico notavel, com interessantes aspectos
algébricos, geométricos e probabilisticos. Nil3 pertence a familia dos Espacos BC'V onde
k=0eT = % O leitor podera encontrar mais detalhes sobre o grupo de Heisenberg

tridimensional Nil3 e sua geometria em (11, 27, 28, 29, 30).

Neste capitulo daremos uma descricao geométrica global para as superficies que

fazem angulo constante com o campo vetorial distinguido Fs3. Esta construcao dependeré

cos? 6
sin6

de uma constante estritamente positiva B = 0 € (0,%). Em seguida, encerramos
com uma anéalise de sua curvatura média, donde conclui-se que tais superficies nao sao
completas e sao inextensiveis caso o parametro u esteja definido para todo R, caso contrério,

nao é claro que esta superficie seja estendivel ou nao.

5.1 O Espaco Nilj

Consideraremos a Grupo de Lie tridimensional Nil3, definido como o conjunto das

matrizes da forma

o O =
S = K
— < W
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onde a operacao do grupo ¢ dada pela multiplicacao matricial usual e com elemento neutro
1 00
dadopore= |0 1 0], e cuja translagao a esquerda, é determinada por:

00 1
Lu(A) = MA

1 z9 2 1 =z =z
= 0 Yo 01 vy
0 0 1 0 01
1 2o+ 20+20y+2
= 0 1 Yo+ Yy )
0 0 1
1 zp 2
onde M = |0 1 wyg| € Nilé arbitrario.
0 0 1
Uma base de campos invariantes & esquerda, nas coordenadas (x,y, z), é dada por

B =0, — gaz, By=0,+ gaz, Ey = 0..

Definindo, em Nils, o referencial ortonormal {E;, Es, E3}, temos que a equagao da

meétrica invariante a esquerda, nessas coordenadas, é dada por
1 2
ds* = dx® + dy* + (§(yda: — zdy) + dz)

A demonstragao dos proximos resultados podem ser encontrados em (11, 29, 30).

Lema 5.1. A conexdo de Levi-Civita em Nily € dada por:
1 1

Vi B =0, Vg, By = —§E3> Vg, By = —§E27
1 1
Vi by = §E3’ Ve, B2 =0, Vi, By = §E1,
1 1
Vi B3 = —§E2, Vi, B3 = §E1, Vi, B3 =0

Observagao 5.2. Seja X = fF, + gEs + hE3. Entao, X X E3 = —fEy+ gF) e VxFE3 =
g(%El) — f(%EQ) LOgO, VXEg = %X X Eg.

Lema 5.3. O tensor curvatura de Riemann € dado por:

R(E;, Es)E3 = R(Ey, E3)Es = R(E», E3)E; = 0

3 3 1
R(Ey, Er)Ey = _ZE2’ R(Ey, Ey)Ey = ZEla R(Ey, Es)Ey = — s

1 1 1
R(Ey, E3)Es = _ZEla R(Es, E3)Ey = ZLES’ R(E,, E3)E3 = —ZEQ
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Corolario 5.4. A curvatura seccional de um plano P cujo vetor normal faz um dngulo 0
com F5 €
1

K(P):Z—COSQQ

Corolario 5.5. Se ¢ € uma isometria de Nils, vale uma das duas possibilidades:
a) Dy, (E3(p)) = Es3(¢(p)), V p € Nils;
b) Dy, (E3(p)) = —E3(¢(p)), V p € Nils.

Proposigao 5.6. Seja ¢ uma isometria de Nils. Sejam A = p(I) e La a multiplicagao a
esquerda por A. Se Dp(FE3(I)) = E3(A), entdo ¢ = La o ¢y, para algum t univocamente
determinado. Se Dp(E3(I)) = —E5(A), entdo ¢ = Lao Ro ¢y, para algum t univocamente

determinado, onde

Oi(x,y,2) = (rcost —ysint, xsint + ycost,z) e R(z,y,z) = (x,—y,—2)

5.2 Superficies com Angulo Constante em Nils

5.2.1 Curva-com-triedro em Nil3

O objetivo desta segao ¢ mostrar a existéncia de duas curvas a(s) e B(u), satisfazendo
certas condigoes especificas (Proposigao 5.9 e Proposigao 5.10), que serao usadas na

construgao de uma superficie (segao 5.2.2).

Em Nils, a Proposicao 2.3 se reescreve como:

Proposicao 5.7. Sejam k = k(s) e 7 = 7(s) fungoes dadas. Sejam p € Nily dado e
{to,n0,b0} um triedro ortonormal positivo em T,Nils. Entao existe uma unica curva-coms-
triedro (o, {t,n,b}) com curvatura k e tor¢io T satisfazendo as condigoes iniciais a(0) = p,
t(0) = tg, n(0) = ng e b(0) = by.

Demonstracao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
{E1, By, Es} em Nils. Seja as) = (x(s),y(s), 2(s)),s € (a,b), uma curva com triedro
{t,n,b}. Escreva

t = fil + foFs + f3Fs,
n =gk + g2y + g3 L3,
b= hE, + hoEy + hsEs.
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Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

fi=rg — [2fs

fo=rga+ fifs

f5 = Kgs

gy = —kfi — Thi — 3392 — 293/

gy = —Kfo—Thy + 3 f301 + 393 f1 (5.1)

gy = —kKf3 — Ths + %f291 - %f192
Wy =71g1 — 5 fsha — 3hafe
Wy =7gs + 5 f3h1 + %fth
hy = T1gs + %f2h1 — %f1h2

O resultado segue andlogo a demonstracao da Proposi¢ao 3.21.

O

, ) uma constante fixada, 7 = % e

um triedro ortonormal, orientado positivamente {to, ng, b} em T,,Nils com (to, E3) = sin#,
<7”Lo,E3> =0e <b0,E3> > 0.

Suponha que sejam dados kK = — cot 0, com 6 € (0

Uma solugdo para o sistema (5.1) satisfazendo as condigoes iniciais acima ¢é
{t(s),n(s),b(s)}, dados por

t(s) = cosfcoswk) + cosfsinwEy + sin G5
n(s) = —sinwk; + coswky (5.2)
b(s) = —sinfcoswk; — sinfsinwFy + cos 0 F;

comw=—Bs+ (C, com B = %, s € I, onde C é determinado por n(0).
Pela Proposicao 5.7, dados k = — cot 0, com ¢ € (0, 7) uma constante fixada, 7 = % e

um triedro ortonormal, orientado positivamente {to, ng, by} em T, Nils com (to, E3) = sin6,
(ng, E3) = 0 e (bg, E3) > 0, entao existe uma tnica curva p.c.a. o passando por p com
curvatura Kk = — cot § e tor¢ao T = 3 satisfazendo (o/(0), E3) = sinf, (o”(0),F3) =0 ¢
<O/(O) X o/’(())’E3> > 0. A saber, a curva «(s):

K

Proposicao 5.8. A curva integral do campo t € dada por a(s) = (x(s),y(s), z(s)), s € R,

onde

z(s) = —tanfsinw + ¢4
y(s) = tanf cosw + ¢y

2(s) = %s + %(COS wey + sinwes) + @3

comw = —Bs+ C, onde B = C;feaﬁ € (0,%), e w; constantes, i € {1,2,3}.

Demonstragao. Seja a(s) = (x(s),y(s), 2(s)). Logo, o = 2’0, +y'0, + 20, = t.
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Como

t = cosfcoswk; + cosfsinwky + sin 0 Fs

= cosf coswd, + cos O sinwd, + (—% cos 0 cosw + % cos @ sinw + sin 6)0,

obtemos o sistema:

2’ = cosf cosw
Yy = cosfsinw

2 = —%Cosﬁcosw + 5 cosfsinw + sin 6

com w = —Bs + C. A solucao deste sistema, é:

z(s) = —tanfsinw + ¢4
y(s) = tanf cosw + ¢

z(s) = 95 4 228 (coswipy + sinwes) + @3

O

Seja  outra curva com a mesma curvatura e tor¢gao da curva « passando por um
ponto q € Nils satisfazendo as mesmas condicoes iniciais dadas acima, <f(0), E3> =sinf,
(m(0), E5) = 0 e (b(0), E5) > 0. Assim, temos o triedro da curva v, {#(s),n(s), b(s)}, dado

por

t(s) = cosfcoswWE + cos @ sinwky + sin 0 F3
n(s) = —sinwk; + cos Wk,
b(s) = —sinf coswk; — sinfsinwk, 4 cos 0 F5

com W= —Bs + C.

Seja r € Nils tal que ¢ = ¢;(r), onde ¢; é dada na Proposi¢ao 5.6. Considere a
seguinte isometria de Nils: ¢ = ¢;0 L, o L,-1, com L translacao a esquerda. Assim, ¢
¢ uma que leva p em ¢ e F3 em Ej. Tomando t = C' — C, temos que dp,(t(0)) = £(0),
dipy(n(0)) = 7(0) e dip,(b(0)) = b(0).

Portanto, as curvas ¢ o o e v sdo duas curvas com mesma curvatura e tor¢ao

passando pelo mesmo ponto ¢ com as mesmas condigoes iniciais. Logo, pela unicidade da

curva, p oo =y .

Suponha que 1 seja outra isometria de Nil3 que leva p em ¢ e leva o triedro
{t(0),1(0),b(0)} no triedro {£(0),7(0),b(0)}. Assim, »~Lop(p) = Id(p) e d(p"Loyp), = Id.
Como Nils é conexo, entdao ¢t op = Id = 1) = .

Assim, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 5.9. Dados p € Nils e v € T,,Nily unitdrio com (v, E3) = sinf, entao eziste

uma unica curva o : R — Nilg, p.c.a., com «(0) = p, /(0) = v, com curvatura constante
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k= —cotd, torcio T = L, satisfazendo (a(0), E5) =0 e <o/(0) X @,E3> > 0. A saber,
a curva dada na Proposi¢ao 5.8 com a(0) = p. Além disso, dadas duas curva o e y com

as condig¢oes acima, existe uma unica isometria ¢ de Nils tal que v = @ o a.

Anélogo a Observacao 3.25, as condigoes

(v, B5) =sinf, (a"(0),E3) =0 e <O/(0) « O/,(O>,E3> -

determinam o triedro ortonormal inicial {¢g, ng, b} em T, Nils.

Proposigao 5.10. Sejam p € Nils, v € T,Nil3 unitdario e horizontal, e k(u) uma fungao

de u. Eviste uma tinica curva horizontal p.c.a. B(u) de curvatura k(u) e tor¢do —5 com

2
triedro {t,n, E3} tal que $(0) = p, 5'(0) = v.

Demonstracao. Consideremos o referencial dado pelos campos invariantes a esquerda
{E1, By, E3} em Nils. Escreva

t=fiE1 + foEs,
n = g1y + g2Fs,
b == Eg.

Entao {t,n,b} é solugdo do seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem:

fl= kg

f3 = Kgs

91 = —kfi

9y = —Kfa
satisfazendo g, = —fs, g2 = f1. A curva integral do campo t é a curva desejada. Verifica-se
que a curvatura desta curva é £(u) e sua tor¢io é —1. O

5.2.2 Superficies com Angulo Constante

A partir de uma curva horizontal emana um feixe de curvas satisfazendo as condigoes
dadas na Proposigao 5.9. De fato, sejam p € Nils, C' uma constante e x(u) uma fungao de

u. Considere o seguinte vetor horizontal

w = —sinCE; + cosCE, € T,Nils.

Pela Proposicao 5.10 existe uma tunica curva horizontal 5(u) p.c.a. passando por p
com velocidade w e com curvatura x(u). Podemos supor que existe uma fungao £(u) tal
que

B'(u) = —sine(u) By + cose(u) Fy,
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onde, por um calculo simples, a curvatura de 3 é €'(u). Logo, k(u) = €'(u).

Fixe uy tal que fB(ug) = p e e(uy) = C. Considere o seguinte vetor unitario e

ortogonal a w

v =cosfcosCE; + cosOsin CEy +sin0E5 € T,Nils.

Pela Proposigao 5.9, existe uma tnica curva a(s) com a(0) = p, &/(0) = v
de curvatura constante x = —cotf e tor¢do T = % satisfazendo (a”(0),E3) = 0 e

<0/(0) X O‘HFEO) : E3> > 0. Esta curva a(s) tem como triedro os vetores {t,n,b} dados por
(5.2).

Da arbitrariedade de ug, conclui-se que:

i) Para cada ug dado obtemos um valor para a constante C. Logo, C' depende da
variavel u, C' = C(u).

i) §'(u) = 25(0) = n(0) = e(u) = C(u).

cot 0

i1i) Ao longo de uma curva horizontal p.c.a. passa um feixe de curvas satisfazendo

as condigoes da Proposicao 5.9, dando origem a uma superficie.

De agora em diante, as notagoes t,n, b serao usadas para os campos vetoriais dados

em (5.2), que dependem das variaveis s e u, com w = —Bs + C(u), onde B = %,

0 € (0,7/2) uma constante fixada.

A seguir, mostraremos que a superficie resultante forma angulo constante com a

vertical Fs.

Temos t = 0,. Sejam f1, fa, f3, 91, 92, g3, h1, ho € hsy fungoes das variaveis s e u tais
que
Oy = fit + fon + f3b,
V0 = git + gan + g3b,
V@un = hlt —|— ]’LQTL —|— hgb
Pela simetria da conexao, g, = (t, V,0,) = %Ou (0s, 05) = 0. Analogamente, hy = 0. Logo,
Vt(()u = gan + ggb e Vaun = hlt + hgb

Note que, o vetor normal unitario da superficie é dado por
as><au o f2b_f3n

10 x|l \/f2+ f2

Assim, anélogo a SL(2,R), mostraremos que f3 = 0.

N =

Temos V0, = gan + gsb. Por outro lado,

V0, = t(fi)t+ AVt +t(fa)n+ foVin +t(f3)b+ f3Vib
t(fi)t + fikn +t(f2)n + fo(—kt — 7b) +t(f5)b + fsn
= (1) = k)t + (kf1 +1(f2) + 7fs)n + (=7 fa + 1(f3))b
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Portanto,

0=0,(f1) — K[
g2 = Kf1 4+ 0s(f2) + 7[5 (5.3)
g3 = —T f2+ 0s(f3)

Usando o tensor curvatura de Riemann

R(X, Y)Z - V[X’y]Z - VXVYZ —|— Vyvxz

temos Vg, Vs, 0, = Vo,Vs,0s = Vy,Vs,0s — R(0s,0,)0s, onde

R(t,n)t

+ + i+ +

R(0s,0,)0s = R(t, fit+ fon+ fsb)t = foR(t,n)t + f3R(t,b)t

R(cos @ coswE) + cosOsinwEy + sinfFs, n)t

cos 0 coswR(E1,n)t + cosOsinwR(Ey,n)t + sinR(Es, n)t

cos 6 cosw(cos @ coswR(Ey,n)Ey + cos @ sinwR(Ey,n)Ey + sin O R(Ey, n) Es|
cos 6 sin w[cos 0 coswR(Ey, n)Ey 4 cos O sinwR(E2, n)Ey + sin 0 R(Ey, n) E3)
sin @[cos 0 coswR(Es,n)E; + cosOsinwR(E3,n)Ey + sin 0 R(Es, n) E3)

cos 0 cos wcos O cos® WR(Ey, Ey) By + cosfsinw cos wR(Ey, Ey) By

cos 0 sin wcos 6 cos w sinwR(Ey, B1) By + cos 0 sin® wR(Ey, Ey) Ey)

sin f[— cos  cosw sinwR(Es, E1)Ey + cosfsinw coswR(Es, Ey)Es
sin{—sinwR(Es, Ey)E5 + coswR(Es, Ey)Es}]

3 3
cos 0 cos w|— cos f cos? w(ZEg) + cos f sinw cos w(é_lEl)]
3 3
cos 0 sin wcos 6 cos w Sinw(zlEg) — cos 0 sin® w(ZEl)}

1 1
sin” ¢ sinw(ZEl) + sin? 6 cos w(ZEg)

3 1

(_Z cos® 0 + 1 sin? 0)[— sinwFE) + cos wEy]
1

<4_l — cos 0)n
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R(t,b)t = R(cosfcoswkE) + cos@sinwk, + sin0Es, b)t

= cosfcoswR(Ey,b)t+ cosfsinwR(Es, b)t + sin0R(Fs, b)t

= cosfcoswlcosf coswR(E,b)Ey + cosfsinwR(Ey, b)Ey + sin 0R(Ey, b) E3)
cos 6 sin w[cos 6 coswR(Esy, b) Ey + cos @ sinwR(Esy, b)Ey + sin 0 R(Es, b) E3)
sin f[cos O coswR(E3,b)Ey + cos @ sinwR(Es, b) By + sin O R(Es, b) Es]
cos 0 cosw{cos O cosw|[—sin @ sinwR(Ey, Ey)Ey + cosOR(E,, Es)E]
cos Osin Osin® wWR(E,, Ey)Ey + cos0sin OR(E,, E3)E3}
cos 0 sin w{— cos f sin 0 cos®> WR(FEs, E1)E;
cos 0 sinw|— sin 0 coswR(Es, E1)Ey + cos OR(Esy, Es)Es] + sinf cos 0R(Esy, E5)Es}
sin @{ — cos 0sin 0 cos? wR(Es, B1)Ey — cos 0 sin 0 sin? WR(Fs, Ey) Ey
sin f[—sin 6 coswR(FEs, Ey)E3 — sin@sinwR(Fs, Ey)Es]}

nm + +

+ o+ o+ o+

= cos 0 cos w{cos  cos w[sin&sinw(%Eg) + cos G(EEg)]

- cosé’sin@sin2w(§lE1) — cos fsin Q(EEl)}

+ cosfsinw{— cos@sin&cos2w(zE2)

+ cosfsinw[sin # cos w(ZEl) + cos Q(Z%Eg)] — sinf cos Q(EEQ)}
+ sin #{cos #sin O cos® w(}lEg) + COSHSiHQSin2W(}lE3)

+ sinf|—sinf cos w(iEl) - sin@sinw(}lEg)]}

1 1 1
= El[_zl sin 6 cos w| + Eg[—z sin 6 sin w] + Egz cos
1
—b
4
Portanto,

R(as> 8u)as = fZR(ta n)t + f3R(tv b)t = f2(i - C082 e)n + f3%b

Como Vy,0s = kn, temos Vg, V.05 = Vg, n = k(hit + hsb).
Assim,
Vo.Va.0u = Vo, Vo,0, — R(Ds,0,)0s
= k(hit + hgb) — ﬁ(i — cos® O)n — fgib

= Khit — fg(i — cos® O)n + (khs — %)b

Por outro lado, como V0, = gan + g3b, temos

Vo, Vo,0u = (—Kgo)t + (t(g2) + Tg3)n + (—7g2 + t(gs))b
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Logo,

—Kge = Khy
9s(g2) + 793 = — fa(§ — cos®0) (5.4)
—792 + 0s(gs) = khs — £

Temos também que

Vas Vaun = Vau Vasn — R(@s, 8u)n,

onde R(0s, 0, )n = R(t, fit + fon + fsb)n = foR(t,n)n + f3R(t,b)n.

R(t,n)n

+ + I+ 4+

R(cosf coswE) + cosfsinwEy + sinE5, n)n

cosf coswR(E1,n)n + cosOsinwR(F2, n)n + sin R(E3, n)n
cos B cosw|[—sinwR(FEy,n)Ey + coswR(Ey, n)Es)

cos O sinw|[—sinwR(Fy,n)Ey + coswR(Ey,n)Es)

sin@[— sinwR(Es,n)E; + coswR(Es, n)E,)

cos 6 cos w[—sinw coswR(E1, Ey) By + cos> WR(Ey, By) E]
cos O sin wlsin® wR(Ey, Ey)E) — sinw coswR(Ey, ) Es)

sin f[sin® wR(Es, By)Ey + cos® wR(Es, Ey) Ey)

3 3
cos ) cos w[sin w cos CU(ZEQ) + Coszw(ZEl)]
3
cos 0 sin wlsin® (JJ(ZEQ) + sinw cosw(ZEl)]
1 1
sin 6 sin® w(ZEg) — sin 6 cos® w(ZE;;)
3 3 . 1.

El[i cos 6 cosw| + EQ[Z cos 0 sinw] + E3[_Z sin 0]

1
(_é_l + cos? §)t — sin 6 cos Ob



Capitulo 5. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTE NO GRUPO DE HEISENBERG
TRIDIMENSIONAL 109

R(t,b)n R(cosf coswE) + cosfsinwEsy + sin 0 Es, b)n

cos B coswR(E1,b)n + cos @ sinwR(Es, b)n + sin R(Es, b)n

cos B cosw|[—sinwR(Fy,b)Ey + coswR(Ey, b)Es|

cos sin w[—sinwR(Es, b)Ey + cos wR(Es, b) By

sin f[—sinwR(E3, b)Ey + coswR(FEs, b) Es

cos 6 cos w{—sinw|[—sinOsinwR(Ey, E2)Ey + cos OR(Ey, E3) E]

— sinfsinwcoswR(E, Ey)Es}

cos 0 sin w{sinw sin § cos wR(Es, £ ) Ey + cosw|— sin 6 cos wR(Ey, Ey)Ey
cosOR(Esy, Es)Es]}

sin O{sin f sinw coswR(Es, E1)E; — sinf coswsinwR(Es, Fa) Ey}

+ +

+ o+ o+

3 1
cos f cos w{— sinwlsin § sinw(ZEg) + cos H(ZEg)]

3
— sinfsinwcosw(-E1)}

4

3 3
+ COSQSinw{SinwSiHQCOSW(ZEQ)—i-COSW[Sin@COSOJ(ZEl)
1
+ COS@(ZEg)]}
1 1

+ sin@{sinGsinwcosw(—Z—lEg)+sin9coswsinw(ZE3)}

= 0.

Portanto,

R(0s,0u,)n = foR(t,n)n + f3R(t,b)n = fg[(—i 4 cos? )t — sin 6 cos 6b)]

Também temos que

Vo, Von = Vg, (—kt —71b) = —kVy,t — TVs,b0 = —kV 5,0, — TV, (t X n)
= —kVy,0, —T(Vy,t X n+1tx Vy,n)
= —k(gan + g3b) — T[(gan + g3b) x n+t x (hit + h3b)]
= 7193t + (—Kgo + Ths)n — Kkgsb

Assim,

Va Vaun = VauVasn — R(&s, 8u)n

]

1
= Tgst + (—Kge + Thg)n — Kgsb — fg[(—zL + cos? )t — sin 6 cos 6b]

1
= [rg3+ fg(zl —cos? )|t + (—kgo + Ths)n + (—kgs + sin 6 cos 0 f5)b
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Por outro lado, como Vg, n = hit + hsb, temos

Vo.Va,n = (t(hy))t + (khy + Ths)n + (t(hs))b

Logo,

85(111) =T33 + f2(éll — COS2 0)
/th + Thg = —Kg2 t+ Thg (55)
0s(h3) = —Kg3 + sinf cos b fo

Juntando (5.3),(5.4) e (5.5), temos

( Os5(f1) = K fa

Os(f2) = g2 —kf1 —7f3

O5(f3) =7f2+ 93

—Kgo = khy

0s(g2) = —7g3 — fa(3 — cos?0)
0s(g3) = Tga + Khs — %

Os(h1) = Tgs + fo(% — cos® )
khy + Thy = —Kge + Ths
0s(h3) = —Kkg3 +sinf cos O fo

que equivale a:

(0.(f1) = Kfa

O0s(f2) = g2 —Kf1 —7f3

O5(fs) =7fa+ g3

—Kgo = Khy (5.6)
0s(g2) = —7g3 — fa(§ — cos®0)

0s(g93) = 792 + Kh3 — %

0s(h3) = —kg3 +sinf cos b fo

1

onde/i:—cotHeT:§.

As condigoes iniciais deste sistema sao dadas por: Ao longo da curva horizontal (3,
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ou seja, em s = 0, temos n(0,u) = d,. Logo, fi =0, fo=1e f3=0.

Vo, 0s = Vy(cos@cosCE; + cosfsin CEy + sin 0 Es)
= —cosfsinCn(C)E; + cos cos> OV g, Ey + cos  cos Cn(C)Ey — cos §sin? OV g, Fy
+ sinf|—sinCVg, E5 + cos CV g, Es]
= —cosOC'sinCE; — % cos 6 cos®? CE5 + cos 0C" cos CEy — % cos 0 sin® C'Ey

1 1
+ sin 0[5 sin CEy + 5 cos CFE,|

cos 6
2

1 1
= FEi[—cosfC'sinC + 5 sin 6 cos C] 4+ Es[cos 0C" cos C' + 5 sin @ sin C] — Es| ]

= [cos C(cos At — sin 0b) — sin C'n][— cos C" sin C' + % sin 6 cos C]

1
+ [sin C(cos Ot — sin 0b) + cos Cn][cos §C’ cos C' + 5 sin @ sin C]

— [sin 6t + cos 0b] cos
, 1
= cosfC'n — ib

Por outro lado, Vy,0s = V5,0, = gan + gsb. Logo, g = cos0C’ e g3 = —%.

Vo, 00 = Vun=V,(sinCFE; —cosCE,)
= —(C'cosCFE; —sinCcosCVg,E; — C'sin CEy + sin C cos CVg, By
= —(C'cosCE; + % sin CcosCE3 — C'sinCEy — % sin C' cos C'F
= —C"cosC|cos C(cos Bt — sin Ob) — sin Cn| — C" sin C[sin C'(cos Ot — sin 6b) + cos C'n]
= —cosfC't +sin6C"'b

Por outro lado, Vj,0, = Vg, n = hit + hsb. Logo, hy = —cos0C" e hy = sin0C".
Portanto, as condicoes iniciais sao:
1
fi=0, fo=1, f3=0, go=cosfC', g3 = —5 hi = —cos0C’, hs =sinfC".

Note que (5.6) é um sistema linear. Sua solugao é dada por:

( fi = secO[—sin(sB) + C’tan f(cos(sB) — 1)]
fo = cos(sB) + C'tan @ sin(sB)

f3=0

g2 = sinfsin(sB) + C'[sec § — tan O sin 6 cos(sB)] (5.7)
_ 1

g3 = —§f2

hi = —g2

L h3 = %fl + tan 992

Nos pontos onde fy # 0, temos, 9, = fit + fon. Portanto,
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Teorema 5.11. A superficie gerada pelas curvas das Proposi¢cao 5.9 e Proposicao 5.10

tem como vetor normal unitdrio

Os X Oy fot xn
N = = =,
[ 0s x0ull | fot xnf

que faz dngulo constante 6 com a vertical Es.

Seja F': S — Nil3 uma imersao isométrica de uma superficie com angulo constante
S em Nils. Denote por N o campo vetorial normal unitario, § € (0,%) o angulo entre
o campo vetorial E3 e N, por T a projegao de E3 sobre o plano tangente a S, isto é,
T =FE3—cosON e JT = N x T. Podemos supor que

N = —sinfcos ®E; — sinfsin PFEy + cos O E3,
onde ® = ®(s,u) ¢ uma fungao em S. Dai
T = sinf(cos cos PE; + cossin PEy + sin O E3),

JT =sinf(—sin ®F; + cos PE,).

Logo, a curva integral do campo ”JT—T” ¢ uma curva horizontal p.c.a. e a curva
integral do campo ﬁ é uma curva p.c.a. com curvatura — cot # e torgao % satisfazendo

<ﬁ,E3> = siné, <Vﬁﬁ’E3> =0e <% X Hte ,E3> > (. Portanto, ao longo da

T

Tk gerando uma superficie

curva horizontal temos um feixe de curvas integrais do campo

S com angulo constante contida em S.

Quando S é uma superficie inextensivel (Teorema 5.14) temos que S = S. Portanto,

Teorema 5.12. Uma superficie em Nils que faz dngulo constante, § € (0,7/2) com a

vertical Es € da forma

F(s,u) = <—taaninw—i—gol(u),tan@cosw—i—goQ(u),
B0 s 0 1) cosw + ) sinw) + 903(U)> |

onde
o1(u) = — /sin C(u)du + tan 0 sin C'(u) + ki,
pa(u) = /cos C(u)du — tan 0 cos C'(u) + ka,
(u) = %(901(“)90'2(“) — ¢1(w)p2(u) — C'(u) tan* ),

com w = —Bs + C(u), onde B = <=0

sinf *
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Demonstracao. Seja F(s,u) = (x(s,u),y(s,u), z(s,u)) a superficie com angulo constante

6 € (0,7/2). Como 05 = t, analogo a Proposicao 5.8, obtemos:

x(s,u) = —tanfsinw + 1 (u)
y(s,u) = tan b cosw + pa(u) (5.8)
z(s,u) = 228s 4+ 8 (o5 Wiy (u) + sinwpa(u)) + @3(u)

com w = —Bs + C(u). Como 9, = fit + fon, de (5.2) temos

Ty = frcosfcosw — fosinw
= ficosfsinw + focosw (5.9)

= fi[sin® — £ cosf cosw + § cosOsinw] + fo[4 sinw + § cosw]

Derivando (5.8) com relagéo a u e igualando a (5.9), obtemos, usando (5.7),

o (u) = —sin(C(u)) + C'(u) tan 6 cos(C(u))
5 (u) = cos(C(u)) + C'(u) tan O sin(C'(u))

py(u) = S (1 (w)ey(u) — @) (w)ea(u) — C'(u) tan® 0)

Dai,
o1(u) = — / sin C'(u)du + tan 0 sin C'(u) + kq,

po(u) = /cos C(u)du — tan 6 cos C(u) + ko,

5.2.3 Analise da Curvatura Média

Ao longo da superficie os campos coordenados sao determinador por d; = t e

0, = fit + fon. Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E=(0s,05) =1
F = (0s,04) = f1,
G = (04, 0u) = (f1)* + (f2)*.
De
Vo,0s = — cot On,
Vo,0u = g2n + gsb = gon — %be,

Vo,0u = Vo,(fit+ fan) = 8u,(f1)t + /iVa,t + Ou(fo)n + foVo,n
= Ou(ft + [1V0,0s + Ou(fo)n + fa(hat + hsb)
= Ou(fi)t+ fi(gan — %fzb) + Ou(fo)n + fo(—gat + [%fl + tan 0gs]b)
= [0u(f1) — fogolt + [f1g2 + Ou(fo)]n -+ tan 0 fogsb,
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obtemos os coeficientes da segunda forma fundamental,

e = (N,Vy,0s) = (b,cotOn) =0,

F= (V. 900, = (bgan = 370y = 3o

g = (N,Vy,0,) = tanffogs.

Portanto, a curvatura média é dada por

leG —2fF +Eg tanfgy + f1

2 EG-F2 —  2f,

cos O] —sin(sB) + C" tan 0 cos(sB)]
2[cos(sB) 4+ C'tan O sin(sB)]

H =

Estudo da Curvatura Média:

H — 0se

—sin(sB) + C" tanf cos(sB) = 0 = tan(sB) = C’ tan 6.

H — oo se
1
cos(sB) + C"tanfsin(sB) = 0 = tan(sB) = T tan
Note que
1
,t 0 -
Ctanf # C"tan 6

Concluimos que os pontos que anulam o numerador — tan #¢g, + f; e o denominador
fa2 de H sao distintos. Ou seja, a curvatura média nao esté definida para todo s, mesmo se

C" = 0. Logo, a superficie nao esta definida nestes pontos. Portanto,

Corolario 5.13. Uma superficie em Nils que faz angulo constante 6, 6 € (0,7/2), com a

vertical E5 nao € completa.
Ideias anélogas as usadas em SL(2,R), para o caso B > 0, com
¢ =¢&(u) = arctan(C'tanf) e x =& — sB,
mostram que

Teorema 5.14. Uma superficie em Nils que faz dngulo constante 6, 6 € (0,7/2), com a

vertical E5 € inextensivel se o dominio da curva horizontal for R.

A Observagao 3.57 também ¢é vélida em Nils.
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