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Resumo

Martin e Han (2016) propuseram o modelo de regressao linear (MRL-MEN), utilizando
o algoritmo Predicte Recursive (PR) para estimar a distribuicao da variavel aleatoria de
mistura, considerando o parametro de escala conhecido e igual a um. Nesta disserta-
¢ao estendemos o trabalho desenvolvido por Martin e Han (2016) propondo o modelo de
regressao nao linear (MRL-MEN) cujo erro tem distribuigdo de mistura de escala nor-
mal (MEN) nao especificando uma distribuigdo para a varidvel de mistura. A principal
motivacao em trabalhar com a subclasse de distribuicoes MEN, é que esta permite traba-
lhar com distribui¢oes com caudas mais pesadas, uma vez que os estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros do modelo sao menos sensiveis a observacoes atipicas. Es-
pecificamente, desenvolvemos um processo para estimar os parametros no MRNL-MEN,
considerando o parametro de escala conhecido e igual a um. Além disso, baseado em
duas abordagens apresentadas em Efron (1979) e Louis (1982), estimamos a matriz de
variancias e covariancias para os estimadores do modelo abordado. Por meio de estu-
dos de simulagao, avaliamos empiricamente as propriedades assintoticas dos estimadores
em varios cenarios, como por exemplo, as estimativas dos parametros na presenca de
observacoes atipicas e analisamos um conjunto de dados reais por meio da metodologia
desenvolvida.

Palavras-chave: Mistura de Escala Normal. Modelo Nao Linear. Algoritmo Predictive

Recursive.



Abstract

Martin and Han (2016) proposed the linear regression model (LRM-SMN), using the
Predictive Recursive (PR) algorithm to estimate the distribution of the mixing random
variable, considering a scale parameter known and equal to one. In this present work, we
extend the work developed by Martin and Han (2016) proposing the nonlinear regression
model (NLRM-SMN) with a distribution error of a normal scale (SMN) not specifying a
distribution for a mixture variable. The main motivation for working with the subclass
of SMN, is that it allows practitioners to work with heavy tailed distributions, where
maximum likelihood estimators of the model parameters are less sensitive to atypical
observations. Specficaly, we developed a new estimation process to estimate the param-
eters in NLRM-SMN, considering known and equal to one. In addition, based on two
approaches given in Efron (1979) and Louis (1982) we estimated the covariance matrix of
the estimators of the model addressed. Through simulation studies, we evaluated empir-
ically the asymptotic properties of the estimators in different scenarios, for example, the
parameters estimates in the presence of outliers and analyzed a real data set through the
developed methodology.

Keywords: Scale Mixture of Normal. Nonlinear Model. Predictive Recursive Algorithm.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Motivacao

Situacoes em diversas dreas envolvem a andlise das relacoes entre duas ou mais va-
ridveis. A relacdo entre essas variaveis, denotadas por y e x, pode ser representada por
um modelo linear. A colecao de ferramentas estatisticas que sao usadas para modelar
relacoes entre variaveis que estao relacionadas de maneira nao deterministica é chamada
de andlise de regressao ou modelos de regressao. Essa analise, utilizada para um grande
namero de aplicagdes, tem como objetivo relacionar uma variavel resposta (y) a uma ou
mais varidveis explicativas . Porém, em alguns casos, essa relacao pode nao ser linear,
nestes casos o modelo nao linear se torna mais adequado, tendo em vista que varios feno-
menos (sejam eles de qualquer natureza) e a relagao entre as variaveis se d4 em uma forma
nao linear. Modelos de regressao sob distribuigao normal sao amplamente difundidos na
literatura. Em vérias ocasioes, esses modelos nao sao adequados para alguns conjuntos
de dados, como por exemplo, quando ha a presenca de observacoes atipicas.

Tendo em vista esse fato, pesquisadores da area vém desenvolvendo metodologias mais
sofisticadas para modelagem de dados. Como por exemplo, Andrews e Mallows (1974)
que apresentaram uma sub-classe de distribuicoes denominadas de mistura de escala nor-
mal (MEN), que possui distribui¢oes com caudas mais pesadas que a distribui¢ao normal.
Como casos particulares dessa sub-classe pode-se destacar as distribuicoes normal, Pear-
son tipo VII, t de Student, Slash, Normal contaminada, dentre outras. Outros pesqui-
sadores da area também propuseram metodologias para modelagem dessa sub-classe e,
desta forma, contornar o problema de modelagem em dados com presenca de observacoes

14
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atipicas. Pode-se destacar trabalhos como o de Meza et al. (2012), que desenvolveram
métodos de estimacao para modelos de regressao nao lineares com efeitos mistos para
algumas distribui¢oes da subclasse MEN e Arellano-Valle (1994) que apresentou modelos
para a classe de distribuicoes elipticas, a qual a sub-classe MEN esta contida. Garay
et al. (2015) desenvolveram o processo de estimagdo dos parametros via algoritmo EM
(DEMPSTER et al., 1977) para modelos de regressiao censurados considerando erros com

distribuicao sob a sub-classe MEN.

No contexto dos modelos de regressao linear para a sub-classe MEN, Martin e Han
(2016) desenvolveram um processo de estimacao para os parametros via algoritmo PR-
EM (MARTIN; HAN, 2016) sem a especificacdo da distribuicdo da variavel de mistura
U e considerando o parametro de escala conhecido e igual a 1. Mais detalhes sobre o
desenvolvimento do algoritmo PR-EM podem ser encontrados em Newton (2002), Ghosh
e Tokdar (2006), Martin e Ghosh (2008), Tokdar et al. (2009) e Martin e Tokdar (2011).

O objetivo principal desse trabalho é generalizar o processo de estimacao apresentado
por Martin e Han (2016), para o caso dos modelos nao lineares considerando parametro

de escala conhecido e igual a 1.

Tem-se também os seguintes objetivos especificos:

1. Propor um estimador para o vetor de parametros 3 nos modelos de regressao nao
linear, cujos erros seguem uma distribuicao de MEN sem supor uma distribuicao

em particular para a variavel de mistura U;

2. Aproximar a matriz de varidncias e covariancias desses estimadores, utilizando me-

todologias propostas na literatura;

3. Avaliar o comportamento assintotico desses estimadores e seu comportamento na

presenca de observacgoes atipicas, via estudos de simulacoes;

1.2 Apresentacao dos capitulos

A presente dissertacao encontra-se dividida em quatro capitulos. Neste primeiro ca-
pitulo é apresentada a motivacao deste trabalho e a definicao dos objetivos do mesmo.
No segundo capitulo defini-se a sub-classe MEN, tal como modelos de regressao linear e
nao linear nesta sub-classe de distribuicoes, sem a especificacao da distribuicao da varia-
vel de mistura e com parametro de escala conhecido, bem como o processo de estimagao
dos parametros e seus respectivos erros padrao assintoticos. No terceiro capitulo serao
realizados estudos de simulagao com objetivo de avaliar o comportamento dos estimado-
res discutidos no segundo capitulo, assim como a avaliacdo e comparacao dos mesmos
na presenca de observacoes atipicas. Neste mesmo capitulo, as metodologias discutidas
no segundo capitulo sao aplicadas a um conjunto de dados reais. Por tltimo, no quarto
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capitulo sao apresentadas as conclusoes deste trabalho e propostas de trabalhos futuros a

serem realizados.



CAPITULO 2

Modelo de regressdo de mistura de escala normal via algoritmo
PR-EM

Neste capitulo faz-se o desenvolvimento do processo de estimacgao dos parametros em
modelos de regressao nao linear (MRNL-MEN) sob distribui¢oes de mistura de escala
normal (MEN), sem assumir uma distribui¢cao em particular para a variavel de mistura.
Inicialmente sera apresentada uma pequena introducao a sub-classe de distribuigoes de
MEN, assim como modelos de regressao linear (MRL-MEN) sob distribui¢goes MEN dis-
cutidas em Martin e Han (2016). Em seguida, apresentam-se propostas de metologias que
podem ser utilizadas para a estimacgao dos erros padroes dos estimadores do modelo.

2.1 Distribuicao de Mistura de Escala Normal

Andrews e Mallows (1974) apresentaram uma subclasse de distribui¢oes denominadas
mistura de escala normal, que tem como casos particulares as distribuicoes normal, t de

Student, Slash, Normal contaminada, Pearson tipo VII, dentre outras.

Uma variavel aleatéria (v.a.) Y tem distribuicdo MEN, com parametro de locagao
p € R e parametro de escala o2 (02 > 0) se sua func¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.)
é dada por:

fly) = / " 6 (4 s w(w)o?) d (s v) (2.1)
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em que:
e ¢(-;u,0%) denota a f.d.p. de uma distribuigdo normal univariada com média u e
variancia o2

e x(-) € uma fungao de ponderagao positiva, por exemplo x(u) = 1/u que é considerada
neste trabalho;

e U éuma v.a. positiva com fungao de distribuicdo acumulada (f.d.a.) e f.d.p., U(u,v)
e ¥(u,V), respectivamente, em que v ¢é um escalar ou um vetor de parametros

associados a distribuicao da v.a. U.

Para a v.a. com densidade definida (2.1), denotada por Y ~ MEN(u,c? ¥), tem a
seguinte representacao estocastica:

Y = pu+ s2U)Z, (2.2)

em que Z ¢ uma variavel aleatoria com distribuicao Normal com média zero e variancia
0% e U é independente de Z, U LZ..

Basso et al. (2010) apresentaram algumas propriedades para as distribuigoes da sub-
classe MEN, que sao:

1. Se E [k'/%(U)] < oo, entdo a esperanca da v.a. Y é E[Y] = y;

2. Se E [k(U)] < oo, entdo a variancia da v.a. Y é V [Y] = E[x(U)] 0%

3. A funcao caracteristica de Y é:

0

Para mais detalhes veja Box e Tiao (1973), Andrews e Mallows (1974), Dempster et
al. (1980), Fang et al. (1990) e Basso et al. (2010).

Dependendo da distribuicao da varidvel de mistura U, pode-se obter uma distribuicao
em particular na sub-classe MEN. Assim, na Tabela 2.1 apresentamos algumas distribui-
coes que fazem parte da sub-classe de MEN.

2.2 Caso 1: Modelo de regressao linear sob MEN

Considere o modelo de regressao linear,
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Tabela 2.1: Distribuigoes de Mistura de Escala Normal univariadas.

Distribuicao Notacao (u)
Normal N(p,0?)  Degenerada em 1
t de Student t(p, 02, v) Gama (%, %) a
Slash SL(p, 0% v) Beta (v, 1)
Normal Contaminada NC(u, 0% v) Dicotémica °

“Considerando a distribui¢do Gama(a,b) com média igual a §.
Dicotomica com fungdo de probabilidade (f.p.) h(u;v) = iy + (1 =9Iy, v = (£,7), 0 <€ < 1,
0 <7 <1, em que I{p}(-) é uma fun¢do indicadora do conjunto B.

Y =X3+e€ (2.3)

em que y = (y1,- .. ,yn)T é o vetor de dimensao n x 1 de respostas observadas, X é uma
matriz n X p de posto completo, cujas linhas sao denotadas por x;, ¢ = 1,...,n, contendo

o C T T,
os valores de p varidveis explicativas, tal que X =[x, @, - ,x,] e €= (e,...,6,) &
o vetor de erros aleatérios de dimensao n x 1, tal que ¢;,7 = 1,...,n sao independentes
e identicamente distribuidos (i.i.d), seguindo distribuicdo MEN(0, 1, V) e neste trabalho

considera-se a f.d.p. da variavel de mistura U desconhecida.

Martin e Han (2016) propuseram um novo método de estimagao dos parametros 3 em
modelos de regressao linear sob distribui¢oes de mistura de escala normal (MRL-MEN)
com parametro de escala conhecido e igual a 1. A ideia principal do trabalho de Martin
e Han (2016) é nao assumir nenhuma distribuicdo para a variavel de mistura U. Essa
abordagem traz algumas vantagens para o modelo:

e Reducao do niimero de parametros a serem estimados. Por nao assumir uma
distribuicao em particular para a variavel U, tal abordagem torna desnecessaria a
estimacao do vetor de parametros v.

e Enfoque na caracterizacao da distribuicao da variavel resposta. De forma
geral, ao se trabalhar com MRL-MEN, h4 necessidade de assumir uma distribuigcao
em particular para a variavel de mistura U. Martin e Han (2016) utilizam o algo-
ritmo Predictive Recursive (PR), proposto por Newton et al. (1998), para estimar
a f.d.p. ¥ (u) da variavel de mistura U. Este algoritmo, tem a vantagem de estimar
¥(u) de forma ndo paramétrica e, consequentemente, a f.d.p. da variavel resposta
Y utilizando apenas os dados observados.

2.2.1 Algoritmo PR

O algoritmo PR foi proposto, inicialmente, como uma forma alternativa para o método
Markov chain Monte Carlo (MCMC) na estimacao da distribuicao a posteriori em modelos
de processo de mistura Dirichlet (NEWTON et al., 1998; NEWTON, 2002).
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Este algoritmo tem grande utilidade no decorrer do desenvolvimento deste trabalho,
pois possibilita estimar a f.d.p. da varidvel de mistura U e assim, utilizé-la para a cons-
trucao de método de estimacao do vetor de parametros 3.

Seja (y1,. - .,Yn) amostra aleatoria (a.a.) com f.d.p. f(y) definida em (2.1) e ¥(u) a
densidade da variavel U, ambas desconhecidas, com o componente f(y|u) = ¢ (y; i, k(u))
conhecido (no caso da sub-classe MEN, a densidade f(y|u) possui distribui¢ao normal).
A seguir, apresentam-se os passos do algoritmo:

Passo 0: Escolhe uma f.d.p. inicial ¢o(u) e uma sequéncia de pesos w;, tal que 0 < w; < 1,
1 =1,...,n, repetindo os seguintes passos para cada observacao y;;

Passo 1: Calcule a densidade

ficr(yi) = fo(wi) = /ﬁ// f(yilu)i—q (u)du.

Passo 2: Atualize a estimativa da densidade de mistura

(u) = (1 — w1 (u w'f(yi\u)?/%q(u)
B 17

Ao final, retorna v, (-) e fi_1(y;), as estimativas PR de ¥(:) e f(y;), i = 1,...,n,

respectivamente.

Segundo Martin e Han (2016),existem duas propriedades importantes, que devem ser
destacadas, ao utilizar o algoritmo PR: a f4cil implementacao e agilidade computacional.
Algumas propriedades de convergéncia acerca das estimativas obtidas através do algoritmo
para grandes amostras sdo apresentadas em Tokdar et al. (2009).

Martin e Han (2016) descrevem algumas condigbes necessarias para a implementagao

do algoritmo PR.

e Os pesos w; no algoritmo devem satisfazer duas condigdes, > o~ w; = +ooe > o w?
< 00. Segundo Tokdar et al. (2009), a primeira condigdo é necesséaria para que
fn—1(yn) perca a influéncia de fo(y;). Ao mesmo, os pesos w; devem decair para
zero para que f;_1(y;) acumule informagoes a respeito da f.d.p. da variavel resposta
Y, a partir da amostra, em cada passo do algoritmo. Desta forma, a segunda

condicao garante uma taxa de decaimento dos pesos w;.

e Para a inicializagao do algoritmo, é necessario definir uma f.d.p. inicial ¢(-), tal
que Yo(u) >0, Vu € % .

e As estimativas via algoritmo PR dependem da ordem como os valores amostrais
sao inseridos no algoritmo. Essa dependéncia pode ser contornada com vérias per-

mutacoes (aleatorias) da amostra, que consiste em reamostrar as observagoes y;,
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t = 1,...,n com reposicao. Para cada amostra gerada, calcula-se as estimativas
fic1(yi), 1 =1,...,n, referente a cada observagao y;, € ¥,(+) e calcula-se a média de
cada uma dessas estimativas. Martin e Tokdar (2012) afirmam que 25 permutagoes
sao suficientes e, dada a velocidade do algoritmo, esse procedimento de permutacgoes

nao gera alto custo computacional.

2.2.2 Estimacao do vetor de parametros 3

No contexto dos modelos de regressao, f(y|u) depende de um vetor de parametros
desconhecidos B, isto é, f(y|u) = f(y|B,u), e o interesse esta em obter estimativas para
o vetor de parametro 3, Martin e Tokdar (2011) propuseram uma extensao do algoritmo
PR que fornece uma aproximacao da funcao de verossimilhanca para 3 e permite, desta
forma, fazer inferéncias sobre o mesmo. Seja f;_1 (y;) a estimativa PR da f.d.p. dada em
(2.1) baseada na amostra aleatoria (yi, ..., yn), logo a fun¢do de verossimilhanga marginal
PR de 3 é dada por:

Lpr(B) = H fie1.8(i)-

Martin e Tokdar (2011) demonstraram que Lpgr(3) ¢ uma aproximagao para a func¢ao
de verossimilhanca marginal de (3.

Considere f;_18(yi), ¢ = 1,...,n, a estimativa obtida por meio do algoritmo PR
para densidade f(y;) dado o vetor de parametros 3, baseada nos erros €, ..., €,, em que
€ =y; —x; B. A verossimilhanga marginal PR de 3 pode ser reescrita como:

n

Ler (B) =[] fierp (vi — 21B) .

=1

Martin e Han (2016) propuseram estimar o vetor de parametros 3 pela maximiza-
¢ao da verossimilhanca PR marginal conforme apresentado em (2.2.2), ou, equivalente-
mente, ao logaritmo da fungao de verossimilhanga (log-verossimilhanga) PR marginal,
lpr (B) =log[Lpr (B)]. Para a implementagao do algoritmo, utiliza-se as mesmas condi-
¢oOes descritas na Secao .

Algoritmo hibrido PR-EM

O algoritmo Ezxpectation Mazimization (EM) foi introduzido por Dempster et al. (1977)
e é utilizado para se obter o estimador de maxima verossimilhan¢a de modelos estatisticos
em situacoes em que a solucao das equagoes de estimagao nao pode ser resolvida analitica

ou diretamente.
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Frequentemente é utilizado em problemas noas quais ha dados faltantes ou em casos
em que o modelo estatistico em estudo depende de varidveis latentes nao observadas. O
algoritmo consiste em considerar uma nova representacao do modelo em “dados aumen-
tados”, que constitui em uma representacao estocastica em termos de distribuicoes mais
trataveis, que dependem, em geral, de quantidades nao observaveis, chamada de dados
faltantes. A ideia do procedimento é obter uma log-verossimilhanca aumentada, ou log-
verossimilhanca completa, supondo que as quantidades faltantes foram de fato observadas.

Sejam y,,; € Y., dados observados e faltantes, respectivamente. Denota-se como
Y, = (yobs, Y fal) os dados completos. Desta forma, a funcao de log-verossimilhanca dos
dados completos é dada por:

(. (0ly.),

em que @ é o vetor de parametros que se tem o interesse em estimar. Seja 0 o valores

inicial de 8. O algoritmo divide-se em dois passos:

e [Passo E:] Calculo da esperanga condicional da log-verossimilhanca dos dados com-
pletos condicionado aos dados observados y, e a estimativa 0", dada por:

Q (610) = £ [t 0l s 6]

e [Passo M:| Maximizacao de @ (9|0(t)> em funcao de 6.

Os passos E e M devem ser repetidos até que uma regra de convergéncia como, por
exemplo, HO(t) — 0*V|| seja suficientemente pequena.

O algoritmo hibrido PR-EM, proposto por Martin e Han (2016) para a maximizagao
da log-verossimilhanca (pr(3). Martin e Han (2016) utilizaram o algoritmo EM com a
finalidade de maximizar a {pr(3), obtida através do algoritmo PR. Reescrevendo Lpr(3),

tem-se

n

Ler(B) =[] ¢ (v: — ®18;0,u™") x

i=1

ficrp, (i — =] B)
o (y;i — 2] 3;0, U_l).

Assim, a log-verossimilhanca aproximada por meio do algoritmo PR é dada por:

n

lrr(B) =" log [ (y; — z]B;0,u™")]

- ¢ (yi —x]B;0,u™")
a Zlog [ fze1,ﬁ,yz' - w{ﬁ . (2.4)

Martin e Han (2016) propuseram, para calculo do passo E do algoritmo EM da fungao
de log-verossimilhanca em (2.4), a densidade dada por:
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wifl’lg(t) (U)Qb (yz - m;l'/B(t)’ 07 U_1>
fz'—l,B(t) (yz - CL‘@T/@(t)>

fﬂ(t) (U = ) (25)

em que ﬁ(t) ¢ uma atualizacao da estimativa obtida pelo algoritmo no passo ¢t. Tal
densidade pode ser vista como uma distribuigao a posteriori para ¢(-). Desta forma, para
o Passo E do algoritmo EM, deve-se obter a funcao ) (9]0(t)>, definida por:

Q(B18Y) =i (818) + @2 (818“)
em que

@ (816) = 3 [ 108 [0 (5~ 2l8:0.07)] 02 i
=1

O) _ N | ¢((yi—wlﬁ);0>U‘1)] B (w)du
@ <IB|IB ) ;/2/ Og{ fi-1., (yi — %] B) Vigio ()

Reescrevendo Q)4 <B|B(t)>, tem-se

n

@ (818Y) = 5 (v~ 218 6+ c (v, X, 89)

=1

em que

@i:/ uw%m(u)du. (2.6)
v "

Desta forma, ) <5\,8(t)) depende apenas de ¢; ; g, yi — x! 3, das estimativas de 3 e

da funcao c <y, X, B(t)> nao depende do vetor de parametros 3.

O objetivo ao considerar a funcao @) (B\B(t)) como uma soma de duas funcoes (01 (ﬁ\ﬁ(t))

e Qs <B\,B(t)), é desenvolver um processo de maximizacao apenas em (,B]B(t)>, uma

vez que,

Qs (ﬁw(ﬂ) LRSI

Esse resultado pode ser encontrado em Martin e Han (2016). Além disso, ao se escolher
a densidade wfg(t) (u), apresentada em (2.5), para obter a fun¢ido @ (ﬁ|ﬁ(t)), torna o

processo de maximizacao de Q; (6\,B(t)), para a estimacao de 3, em uma sequéncia de
solucoes de minimos quadrados do modelo regressao linear ponderado pela matriz de pesos
Q, que é uma matriz bloco diagonal formada pelos pesos &y, . .., o, dados em (2.6).
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Algoritmo PR-EM
Dado 8 = B(t) e U, Yo, wy, ..., w,, referente ao algoritmo PR, tem-se

Passo E: Calcular os pesos @y, ...,w, utilizando o algoritmo PR com os erros y; — a:lTB(t),
— 2T3®
cy Y — ¢, B

Passo M: Atualizar 3% pela maximizacio de Q; (,8|B(t)) em (3, o que leva a expressao
— —1 —_—
B = (XTQ%)X) X704y,

em que ﬁ(t) ¢ uma matriz diagonal formada pelos pesos @y, ...,w, dado em (2.6)

na t-ésima iteracao.

Os passos E e M devem ser repetidos até a distancia entre duas avaliagoes sucessivas

de 3, seja menor que um valor suficientemente pequeno 9, ou seja, até que

18 — 8| < o.

2.3 Caso 2: Modelo de regressao nao linear sob MEN

Considere o modelo de regressao nao linear dado por:
em que:

e 1; = g (x;; B) ¢ uma func¢ao nao linear continua e diferenciavel em 3 = (f, ... ,6p)T
tal que a matriz de derivadas g—g tenha posto p (p < n), para todo 3;

o 1= (u,... ,,un)T ¢ o vetor de médias;

e y=(y1,...,yn) € o0 vetor de respostas observadas:

e x; tem os valores de p variaveis explicativas, tal que X =[x, xo, - - - 7:Izn]T;

e ¢;,i = 1,...,m sdo os erros aleatorios i.i.d, seguindo distribuicio MEN(0,1, V) e a

f.d.p. da varidvel de mistura U ¢ considerada desconhecida;

Desta forma, a funcao de verossimilhanca dos dados é dada por:

L(B) = H /Ooo ¢ (yi — g (xi;8),0,u™") ¢(u)du.
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Torna-se necessario, portanto estimar o vetor de parametros B e a f.d.p. da variavel
latente U, ¥ (u).

O objetivo desta secao é obter estimativas para o vetor de parametros 3 sem assumir
uma distribuicao para a variavel de mistura U em MRNL-MEN. Tal abordagem se mostra
util em casos em que nao ha conhecimento suficiente sobre a verdadeira distribuicao da
varidvel resposta Y.

Partindo do pressuposto de que a f.d.p. da varidvel U é desconhecida, pode-se fazer o
uso de ferramentas para obter, a partir dos dados amostrais, uma distribuicao que melhor
caracterize tais dados.

Ha casos em que a verdadeira distribuicao de U é desconhecida. Em tais situagoes,
uma forma usual de determinar um bom modelo para os dados é especificar alguns modelos
a serem ajustados e, dentre eles, escolher o que melhor se adeque aos dados utilizando

critérios previamente definidos.

Uma das propostas desta dissertacao ¢ utilizar os dados amostrais para obter infor-
macoes que caracterizem a distribuicao da variavel de mistura U e, consequentemente, a
distribuicao da variavel resposta Y, em modelos de regressao nao linear. Assim, partindo
da auséncia de informacoes sobre a densidade da variavel U, busca-se apresentar uma
forma de caracterizar a f.d.p. da variavel resposta Y por meio de uma estimativa para a
densidade da variavel U baseada nos proprios dados amostrais.

2.3.1 Estimacao do vetor de parimetros 3

Seja 0 modelo de regressao dado em (2.7), em que a densidade de mistura ¥ (u) é
desconhecida. Escrevendo o modelo em funcao dos erros, ¢, =y, — g (x;;8), i =1,...,n,

tem-se

fle) = A/ ¢ (yi —g(z;P8);0, u’l) Y(u)du, i=1,...,n.

Desta forma, pode-se aplicar o algoritmo PR afim de estimar a f.d.p. ¥(u). Seja fi_1 3
a estimativa do algoritmo PR para densidade f(y;) dado B baseada nos erros ey, ..., €,.
A verossimilhanga marginal PR de 3 é escrita como:

Lpr(B) = H fimip (i — g (x5 8)).

Como na Sec¢ao 2.2.2, estima-se 3 pela maximizacao da verossimilhanca PR marginal,
ou, equivalentemente, a log-verossimilhanca PR marginal (pr (8) = log (Lpgr (B))-

Para sua implementacgao, sao necessarias as definicoes de algumas medidas:
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e Para os calculos no algoritmo PR, é preciso definir o suporte da distribuicao da
varidvel de mistura U. Apo6s um pequeno estudo de simulacao com o objetivo de
identificar um intervalo de % tal que obtivéssemos boas estimativas de 3, sugerimos
U = [Unin; Unax), em que Upin = 5 x 1074 e Upay = 100.

e Para inicializar o algoritmo, deve se definir uma f.d.p. para ¥y(u). Desta forma,
assim como em Martin e Han (2016), utilizamos ¢y(u) como sendo a f.d.p. de uma

distribui¢ao uniforme no intervalo [Unin; Unax] -

e Para a dependéncia do algoritmo PR em relacao a ordem dos dados, utilizamos 25
permutagoes, como sugerido em Martin e Han (2016).

Algoritmo Hibrido PR-EM

A extensao do algoritmo hibrido PR-EM para os modelos de regressao nao lineares
em que o parametro de escala o2 é conhecido e igual a 1 é proposto neste trabalho,

generalizando entao, o algoritmo PR-EM discutido em (MARTIN; HAN, 2016).

A ideia da sua construcdo é associar novamente o algoritmo PR (utilizando na esti-
magao de ¢(u)) ao algoritmo EM (aplicado para a estimacao de maxima verossimilhanga
de 3). Assim, reescrevendo Lpgr(3), tem-se

o (yi — g (x;8);0,u™)
¢ (yi — g(xi;8);0,ut)

Lpr(B) = H ficip (Wi — g (x5, 8)) ¥

Calculando a log-verrossimilhanca, tem-se:

i —g(xi;:8));0,u™t)
fzelﬂ,(yifg(mi;ﬁ))

ton(8) = Yo [0 (v — 9 (2 8)):0,u)] = Y log [M’
= = (2.8)

Assim, redefinindo a densidade em (2.5) para o célculo da esperanga na equagao (2.8),

tem-se:

L . . —1
l/Jfﬁ(t) (u) _ wifl,,e(t) (u)(b (yz g (CU“ ﬁ) ;0,u ) ’ (2.9)

fic1.80 (- g(@is)

em que ﬁ(t) ¢ uma atualizacao da estimativa obtida pelo algoritmo no passo t. Assim,
para o Passo E do algoritmo EM, deve-se obter a funcao @ (9]0(t)>, definida por:

Q(818Y) =i (818) + @2 (818Y) |
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em que

@ (818) Z /7 log [0 (yi — g (@ 8): 0,u™)] 1P (u)du

Q: (816" Z [ 1o [ .

fz 1,8,(yi—g(x::8))

Reescrevendo () <B|B(t)>, tem-se:

Q1 (B187) = =33 (i~ g @i B)) @i+ e (v, X,67)

em que

w:/ w g (u)du (2.10)

Neste caso, Q4 (,3|B(t)> depende apenas de ¢, | 5, de y; — g (x;;8), da estimativa
BY e de ¢ (y, X, B(t)>, uma funcao que independe de 3.

Ao se considerar a funcao @) (ﬁ]ﬁ(t)> como a soma de duas fungoes )y <B\,8(t)) e

Q- <B|ﬁ(t)), produzimos um processo de maximizagoes somente na funcao )q <B|B(t)>.
Essa abordagem se torna interessante, pois

Q» (5\5“)) LERENY

Além do mais, escolher a densidade dada em (2.9), para a obtencao da fun¢ao @ <ﬁ|ﬁ(t))

reduz o processo de maximizacao de ()q (ﬁ]ﬁ(t)> em uma sequéncia de solucoes de mi-

nimos quadrados de um modelo nao linear ponderado pela matriz de pesos ﬁ, formada

pelos pesos Wy, ..., W, dado em (2.10).

Counsidere

<5|5<t) Z/ log { —g(x;;8));0, “_1)]¢fﬁ(t)(u)du.

fz 1,8,(yi—g(x::8))

Reescrevendo Q) ([3|B(t)>, tem-se:

0, <ﬁ|:3 Z/ log { g(wbﬁ));om—l)} ¢fﬁ<t)(u)du+ nD, <5>B(t)> ’

fz 1,8,(yi—g(x::8))
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em que D, (,3, ,B(t)) é expressa por

D (0.8") =+ | st

fic1,80 (yz

Desta forma,

Qs <B(t)|ﬁ(t Z/}/log[ —g(x8));0,u” )] ¢ o (w)du+nD, (5() 5(t)>’

fi- 1,8 (yi—g(xi;8))

em que D, <B(t), ,B(t)> é expressa por

p.(30.0%) =} o | Jr =t o

z 1,81 (y

Calculando Qs <ﬁ| 5“)) — Qs <B(t)|ﬂ(t)>, tem-se:

0 (5~ (3169) =~ [ s [P g B 00

fz 1,8 yz
g(wla/g));()?u_l) B
—I—Z/ log[ ) ]%,@(t)(u)du
+nD,(3,3Y

g(x:;8));0,u”")
_Z/ { |: i 1ﬁ(t) g(%%ﬁ(t)))]

e | 2 (i — 9 (2 8)) ; oufl) o
lg{ fic1,8 (vi — g (x4;8)) }}wiﬁ(t)( )d

+nD, (8, 8"

— Z/@;waﬁ(t)(U)du+nDn(/87ﬁ(t))7
=1

em que

_ 6 ((y: — g (x;8)):0,u™") 6 ((y: — g (x:;8)):0,u™)
" {log {f“im (g; —9 <€Bz‘§,3(t))>] e { ff/—l,ﬂi]yi —g(xi0)) ]}

Pode-se reescrever I na seguinte forma:
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I =log - ¢ ((yi — g (x;8));0,u™t) fici (yi — g (xi;8)) @Diﬁ(t)(u)
_fz‘_lﬂ(t) <yi —qg <mi;ﬂ(t)>> ¢ ((yi —g(xi;8));0,u™t) wmm(u)

6 ((y: — g (x::8));0,u™) U, g (u) ficipw (Ui — g (x5 8))
fir g0 <y _yg (m 6“))) ¢ (Wi = 9 (:;8));:0,u™) ;oo (u)

[ ¢§g(t)(u) ]

| Kigpo(u) |’

= log

= log

em que

¢ ((yi —g(x;8));0,u™t) V; g (U)

ki g g (u) = ficr8 (Wi — g (x4 8))

Desta forma,
n

Q. (816) @ (8Y18") = 3 [ 10

i=1

wf 0] (U)
kz’,ﬁ,ﬁ(t) (u)

VP (w)du +nD, (@ 5@)) _

Pela desigualdade Kullbeck-Leibler (EGUCHI; COPAS, 2006), tem-se que:

Sendo assim,

@(pl8") - (8"18") =i (818") - @1 (87187) + @: (8187 - @2 (8"187)
> Q1 (B18) - Qi (BY18Y) +nD, (8.8")

Reescrevendo D, (,8, B(t)>, obtém-se:

0\ _ L~y | Sos W= g @iB) [y~ g (@i B))
o <B’B ) HZI i | fic1p0 (yi—g(wi;ﬁ))f* (yi—g(wi;ﬁ))]

1 - _ (Y — g (zi; 8) 1 [ vi — g (xs;8))
”;log _fiflﬁ(t)<y g(xs;8) ] Zl ficip(yi—g(xi;8) ]

em que f*(y; — g (@;; 3)) denota a verdadeira distribuigdo de Y.
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Sendo assim, Dn(ﬁ,ﬁ(t)) > 0, pois:

o D,(8,8")=0se B =p;

° Dn(,B,,B(t)) > 0 se 3 assumir o verdadeiro valor, pois pode-se escolher 3 tal que

Q(818Y) > Q (8Y18).
Note que, pode-se escolher 3, tal que, fi_1 8 (i — g (xi;8)) =~ f* (yi — g (x;;3)), o que

torna o segundo termo de D, (3, BY igual a 0. Assim, quando 3% — 3, fii1 g (yi — g(xi;8))
se aproxima de f;_1 8 (v; — g (x:; 3)).

Desta forma, na convergéncia de BY — 3,
fiirpo (Wi — g (@5 8)) ~ [ (yi — g (z:;8)) -

Como consequéncia,

(t)
D, (ﬁ,ﬁ(“) BB,

Desta forma,
Q(BI8Y) -~ (8187) = i (BIBY) - @1 (BY18") .
Escolhendo 3, tal que @ <ﬁ\,3(t)) > (O (ﬁ(t)\,@(t)), tem-se:

Q <ﬁ|ﬁ(t)> > Q (IB(t)|/8(t)> )

Provando assim, a propriedade de ascendéncia do algoritmo.

L ()
Pode-se observar também que, na convergéncia de BY = 3, log [k “Bii)( } — 0. Isso
i.6.8

)

ocorre Pois,

B8
ZDS,@@) (u) = k; g g (u).

Desta forma,

Q: (B18) 25 0.
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Algoritmo PR-EM

A seguir, serdo apresentados os passos para a estimacao do vetor de parametros 3.

Dado 8 = B8Y e (%, 1o, w1, ..., wy), referente ao algoritmo PR, tem-se:

Passo E: Calcule os pesos @y, ..., w, utilizando o algoritmo PR com os erros y; — ¢ (wlﬁ(t)> ,

ceey Yn — G (wnIB(t))

Passo M: Atualiza-se 3% pela maximizacao )y <ﬁ|5(t)> em 3, o que leva a minimizacao de

=1

em que &y, . ..,0, a0 0s pesos em (2.6).

Os passos E e M serao repetidos até que a distancia entre duas avaliacoes sucessivas
de 3, dado por:
184+ =Bl <3,

tal que J seja suficientemente pequeno.

Sugere-se como valores iniciais para 5(0) as estimativas de maxima verossimilhanca
B do modelo de regressio nio linear normal. Tendo em vista facilitar o entendimento
do algoritmo proposto nessa dissertacao, a Figura 2.1 apresenta o fluxograma com todos
0S passos necessarios para a implementacao do algoritmo PR-EM

2.4 Estimacao dos erros padrao dos estimadores do mo-
delo

O célculo do erro padrao é de grande importancia para avaliar a variabilidade dos esti-
madores dos parametros do modelo proposto. Nesta secao, serao utilizadas duas metodo-
logias para a estimacao dos erros padrao dos estimadores. Primeiramente é apresentado o
método via boostrap apresentado por McLachlan e Krishnan (2007) é interessante buscar
uma alternativa para esse método. Em seguida, apresenta-se a metodologia desenvolvida
por Louis (1982) que consiste em aproximar a matriz de varidncias e covariancias por

meio da matriz de informagao empirica.

A primeira é o método via boostrap, porém, dado seu alto custo computacional,
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Figura 2.1: Fluxograma do algoritmo PR-EM

precisao; Dados obs (Y')

Y = (y1,92,---,YUn)

]

Valores Iniciais
BO

critério < 1
j<0
BB
Q1(B) <0

—~ nao .~ ey
Retorne 3 recisao < critério
sim

Algoritmo PR
Estime v (u)

Defina
Yeomp = (YT, 9(u)) T
Lpr(B|Yeomp)

Passo-E Y 1D
Compute Q1 (818" B pBY

critério < |[€pr(B) — Lpr(BY)]]
j—J7+1

Passo-M

Atualize
Q1(B) « Q1(B) + Q1 (ﬁ\ﬂ(”)l Maximize Q1(83) obtendo 8U+1)
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2.4.1 Erros padrao via bootstrap

Proposto inicialmente por Efron (1979) e é, geralmente, utilizado para estimar a dis-
tribuicao das estatisticas de interesse, que em algumas situagoes nao podem ser obtidas

analiticamente ou assintoticamente.

A ideia principal do bootstrap é considerar os dados amostrais como sendo os dados
populacionais e gerar amostras (com reposi¢ao) desses dados amostrais como sendo amos-
tras da populacao. Repetir esse procedimento até obter B subamostras e, para cada uma
delas, calcular a quantidade de interesse. Finalmente, utilizar os B valores da quantidade
de interesse que foram calculadas para estimar sua distribuicao empirica.

Segundo Moore et al. (2006), os métodos de reamostragem (bootstrap, Jackknife, en-
tre outros), permitem quantificar a incerteza calculando os erros padrao, intervalos de
confianca, assim como a realizacdo de testes de hipdteses. Sua utilizacao, em algumas
situagoes, pode nao exigir a suposicao de uma distribuicao para os dados e geralmente
fornece respostas mais precisas do que os métodos tradicionais.

Seja uma amostra aleatoria y = (y1, . . . , ¥, ) da variavel aleatoria Y, com f.d.p. e f.d.a.,
denotadas por f(y) e F(y), respectivamente. O método bootstrap pode ser paramétrico ou
nao-paramétrico. O bootstrap nao paramétrico considera que a f.d.a. F(-) é desconhecida
e que pode ser estimada pela fungao de distribuicao empirica,

Z?:l H{yiﬁy}

2 === =1=1,...,n,
() -
em que

L, sey; <,

]I{yiﬁy} = L.

0, caso contrario
e que atribui probabilidade % em cada valor amostral y;, ¢ = 1,...,n. No caso nao-
paramétrico é supde-se apenas que (yi,...,¥,) sdo geradas de forma independente. No

bootstrap paramétrico, supoe-se que a f.d.a. da v.a. Y é dada por F (0), em que € é um

vetor de parametros (podendo ser um escalar).

Considere o modelo de regressao,

yz:g(wza/@>+€za Z:L>n> (211)
em que ¢, ~ MEN (0,0% = 1,V) e g (x;, 3) é uma fungao diferenciavel.

Seja B o vetor de parametros do modelo. Para estimar os erros padrao do estimador

,B = <Bl, e ,Bp> , 0 uso do bootstrap nao paramétrico é o mais indicado, pois, como
apresentado na Secao 2.3, a distribuicao da mistura U é considerada desconhecida, desta
forma, nao é possivel obter analiticamente, a funcao de probabilidade dos erros € =

(€1,...,€,). Assim, se torna inviavel a utilizagdo do método bootstrap paramétrico.
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Os passos do algoritmo boostrap para estimacao dos erros padrao dos estimadores do

modelo sao descritos a seguir:

Passo 1: Reamostre com reposi¢ao, M pares independentes (y5, 7). .., (Y%, €}), cada amos-
tra constituindo de n valores retirados do valores amostrais (y, x);

Passo 2: Ajuste o modelo de regressao dado em (2.11) por meio do algoritmo PR-EM para

~ ~(b
cada par (y;, ;) e estime B, que serd denotado por 3 ), b=1,...,B5;
Passo 3: Estime o erro padrao de Bi, 1=1,...,p, por

B |:B(b) —B*]Q 1/2
b (3) =\ X
b=1

~ % B Bl(b)
emque 3; =) ;" 5.

Efron e Tibshirani (1994) sugerem valores de B entre 50 e 200.

2.4.2 Matriz de informacao empirica

Como alternativa ao desenvolvimento analitico dos erros padrao dos estimadores do
modelo com o uso do algoritmo PR-EM apresentado na Secao 2.2.2, propoem-se o uso
do método Bootstrap. Com um alto custo computacional, métodos alternativos foram
propostos na literatura. Meilijson (1989) propoe um método para o célculo da matriz
de variancias e covariancias para estimadores de méaxima de verossimilhanca quando a
matriz de informagao observada nao possui uma forma analitica tratavel ou é invidvel seu
célculo, para mais detalhes veja Meilijson (1989) e Lin (2009). O método consiste em

aproximar a matriz de informagao através da matriz de informacao empirica, dada por:

n

1
L= vl v wlB) - -V yB) V' (ys), (2.12)
i=1
em que V (y|B) = >, v (y;|B). Considerando o resultado obtido por Louis (1982), o
vetor escore para a observacao y;, ¢ = 1,...,n, pode ser obtido da seguinte forma:

ot i ol. U
viule) - 2~k [%

em que (.(-) é a log-verossimilhanca completa.

‘ylaﬂ:| ’

Sob condigoes de regularidade (COX; HINKLEY, 1979), tem-se
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Assim, substituindo as estimativas de 3, denotadas por B, em (2.12), a matriz de

informagao empirica ¢é reduzida a

[e = @Z’i]:7
=1
em que v; representa vetor escore para a observacao y;, ¢ = 1,...,n, dado por
o oQu(BB)| 0w (818) -
V= ———t| :
aﬁ ) 85 ) ( )
B=B B=B

em que () (,3|B> e Qi <B|B> sao as funcoes (q (,3|B> e Qo (6|3> avaliadas na obser-

vacao y;, 1 =1,...,1n.

Sendo assim,

0Qua (418)

0B,
(§]
0Qi2 <ﬁJ’B> g (x;, B) of;_ 1.3
a—ﬁj:—/%@i—g(w))u op,  Vese (Wdu— / Fs o5, Vgt (w)du
em que
afifl,fi_ 0¢ ((yi —={B);0,u™") , M T3y L
0B, ‘/7/ a5, Vi) + g0 (w0, du
e
) 0 i1 — ] ; 0, ! i—
awé_ﬁlgu) :(1_%1)81/}%( Oicalw) | oy |00 (i géjlﬂ) u )dff 2<Z>
J 1—2,
L Oia(uw) & (i —2[18):0.u™)  0fi 556 (i1 — 2] 18):0,u™) bia(u)
8@ fi_gﬁ aﬁ] fZ2 2.8

Este procedimento também foi utilizado por Wang e Lin (2015) em modelagem de
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clusters sob distribuigdo skew-t, Garay et al. (2015) em modelos de regressao linear sob
mistura de escala normal para dados censurados e Garay et al. (2016) no contexto dos
modelos de regressao nao lineares sob mistura de escala normal para dados censurados.



CAPITULO 3

Simulagdes e Aplicacdo

3.1 Estudos de Simulacao

Nesta secao serao apresentados estudos de simulagao de Monte Carlo com os seguintes
objetivos:

i) avaliar o comportamento dos estimadores obtidos pelo o algoritmo PR-EM;
ii) avaliacao a robustez dos estimadores obtidos por meio do algoritmo PR-EM quando

h& observacoes atipicas.

Os indicadores utilizados nesta secao para a avaliagao serao o erro quadratico médio
empirico (EQM-E), viés relativo empirico (VR-E) e a mudanga relativa empirica (MR-E),
definidos por:

=1
e A A
; _1Bi(V) = Byl
MR-E (3(V)) = T
em que

37
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e M é o numero de repeticoes de Monte Carlo;

° B](z) ¢ a estimativa do parametro 3; para a i-ésima réplica de Monte Carlo;
° @(V) a estimativa do parametro [3; sob observagoes atipicas para algum V;
e [3; & o verdadeiro valor do parametro;

e A estimativa de 3; ¢ dada por:

Durante todos os estudos de simulagao foi considerado as seguintes modelos nao line-

ares:
yi=pi+ete, i=1,2,...,n, (3.1)

Yy = et e =12 ... n. (3.2)

Em todos os estudos de simulagao os valores da variavel explicativa x; foram geradas
a partir de uma distribui¢do U(0, 1) e mantidos fixos. Foram realizadas 5000 réplicas de
Monte Carlo e os codigos foram implementados na linguagem de programacao R.

3.1.1 Estudo de Simulacao 1
Nesse primeiro estudo foram avaliados os desempenhos dos estimadores dos parametros
obtidos com o algoritmo PR-EM para MRNL-MEN com os preditores apresentados em

(3.1) e (3.2) sob quatro casos. Para cada um dos preditores, assume-se uma distribuigao
para os erros €;,¢ = 1,...,n que sao:

1. ¢ ~ N(0,1);

4. ¢ ~ Slash(0,v = 2).

Em todos os casos, foi fixado os verdadeiros valores dos parametros como sendo 5; = 3
e B = 1. Sendo os tamanhos amostrais n = 15, 30, 50, 75, 100, 200 e 500.
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Na Tabela 3.1 sao apresentados os resultados numéricos referentes as estimativas dos
parametros para o modelo de regressao apresentado em (3.1) sob erros normais, t de Stu-
dent com 3 e 5 graus de liberade e Slash com 2 graus de liberdade obtidas com o algoritmos
PR-EM. Avaliando as estimativas obtidas com o algoritmo PR-EM pode-se observar que
os EQM-E dos estimadores Bl e 52 decaem com o aumento do tamanho amostral e o
mesmo comportamento é observado para as estimativas de VR-E dos estimadores Bl e Bg.
Na Tabela 3.2 sao apresentados os resultados numéricos referentes as estimativas dos pa-
rametros para o modelo de regressao apresentado em (3.2) sob erros normais, t de Student
com 3 e 5 graus de liberade e Slash com 2 graus de liberdade obtidas com o algoritmos
PR-EM. Avaliando as estimativas obtidas com o algoritmo PR-EM pode-se observar que
os EQM-E e VR-E dos estimadores Bl e BQ decaem com o aumento de n.

Com os resultados das simulagoes é possivel observar que as estimativas de EQM e viés
relativo dos estimadores Bl e Bg obtidos através do algoritmo PR-EM, em geral, decaem
com o aumento do tamanho amostral, indicando uma convergéncia do EQM para zero.
O mesmo comportamento, de forma geral, é observado nas estimativas de viés relativo.
Desta forma, os resultados indicam, empiricamente, que os estimadores obtidos por meio

algoritmo PR-EM apresentam estimadores assintoticamente nao viesados e consistentes.
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Tabela 3.1: Erro quadratico médio e viés relativo dos estimadores Bl e 32 obtidos com
o algoritmo PR-EM para diferentes tamanhos amostrais para o modelo (3.1) para os
diferentes casos.

n Normal t(3)

~ A ~ A

B o b o
EQM-E VR-E EQM-E VR-E |EQM-E VR-E EQM-E VR-E
15 | 0,50675 0,01639 1,76969 0,31659 | 0,41991 0,00954 1,49206 0,18418
30 | 0,15695 0,00733 0,29639 0,06371 | 0,37091 0,00664 1,39950 0,09981
50 | 0,09077 0,00198 0,06159 0,02335 | 0,10268 0,00140 0,10538 0,03151
75 | 0,06406 0,00157 0,04788 0,01737 | 0,06608 0,00125 0,04975 0,02315
100 | 0,04479 0,00110 0,02808 0,01550 | 0,06241 0,00115 0,04210 0,01613
200 | 0,02083 0,00041 0,01269 0,00394 | 0,05376 0,00103 0,02974 0,00963
500 | 0,00775 0,00034 0,00555 0,00369 | 0,00907 0,00076 0,01139 0,00705
n t(3) Slash(2)

b o b Ba
EQM-E  VR-E EQM-E VR-E | EQM-E VR-E EQM-E VR-E
15 1 0,35335 0,01651 4,64761 0,34342 | 0,35335 0,01651 4,64761 0,34342
30 | 0,21647 0,01065 1,49443 0,14628 | 0,21647 0,01065 1,49443 0,14628
50 | 0,16348 0,00559 0,48730 0,06714 | 0,16348 0,00559 0,48730 0,06714
75 | 0,07341 0,00139 0,05912 0,02778 | 0,07341 0,00139 0,05912 0,02778
100 | 0,06406 0,00125 0,04380 0,02072 | 0,06406 0,00125 0,04380 0,02072
200 | 0,03226 0,00105 0,01821 0,00503 | 0,03226 0,00105 0,01821 0,00503
500 | 0,01224 0,00039 0,00712 0,00364 | 0,01224 0,00039 0,00712 0,00364

3.1.2 Estudo de Simulacao 2

Neste estudo foram avaliados o desempenho dos estimadores dos parametros obtidos
com o algoritmo PR-EM para MRNL com preditor apresentado em (3.1) na presenga
de observagoes atipicas. Fez-se ¢, ~ N(0,0% = 1),i = 1,...,n e, em cada réplica de
Monte Carlo, uma perturbacao no maior valor para torna-la atipica foi dada foi inserido
da seguinte forma

Ymax = Ymax + V * V<y)7

em que Ymax representa o maior valor observado na amostra y, V(y) a varidncia amostral
deyeV=12...10

As estimativas dos parametros foram obtidas de duas formas:

1. através do modelo nao linear classico sobre erros normais, que serd denotado por

MRNT-N;

2. por meio do algoritmo PR-EM nos MRNL-MEN.
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Tabela 3.2: Erro quadratico médio e viés relativo dos estimadores 61 e 52 obtidos com
o algoritmo PR-EM para diferentes tamanhos amostrais para o modelo (3.2) para os
diferentes casos.

n Normal t(3)

B Ba S Ba
EQM-E VR-E EQM-E VR-E |EQM-E VR-E EQM-E VR-E
15 | 0,00085 0,00042 0,00215 0,07177 | 0,00079 0,00062 0,00136 0,00194
30 | 0,00021 0,00040 0,00047 0,06371 | 0,00035 0,00060 0,00071 0,00147
50 | 0,00016 0,00038 0,00035 0,02335 | 0,00027 0,00054 0,00055 0,00137
75 | 0,00011 0,00037 0,00016 0,01737 | 0,00021 0,00051 0,00037 0,00129
100 | 0,00006 0,00035 0,00013 0,00117 | 0,00011 0,00047 0,00024 0,00124
200 | 0,00003 0,00033 0,00007 0,00096 | 0,00005 0,00046 0,00012 0,00119
500 | 0,00001 0,00032 0,00003 0,00095 | 0,00002 0,00040 0,00005 0,00107
n t(3) Slash(2)

B Ba A B
EQM-E VR-E EQM-E VR-E |EQM-E VR-E EQM-E VR-E
15 | 0,00079 0,00062 0,00136 0,00147 | 0,00099 0,00059 0,00168 0,00179
30 | 0,00035 0,00060 0,00071 0,00136 | 0,00042 0,00056 0,00086 0,00167
50 | 0,00026 0,00034 0,00059 0,00085 | 0,00023 0,00053 0,00046 0,00159
75 | 0,00022 0,00030 0,00049 0,00071 | 0,00018 0,00047 0,00038 0,00137
100 | 0,00014 0,00025 0,00032 0,00062 | 0,00012 0,00045 0,00027 0,00114
200 | 0,00007 0,00023 0,01821 0,00051 | 0,00007 0,00061 0,00014 0,00103
500 | 0,00003 0,00018 0,00712 0,00047 | 0,00003 0,00029 0,00006 0,00044
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Em todos os cendrios, fixou-se os valores verdadeiros dos parametros como sendo
B1 =3, By = 1 e o tamanho amostral n = 100.

A Tabela 3.3 sdo apresentados os resultados numéricos referentes as estimativas empi-
ricas de MR-E dos parametros do modelo de regressao nao linear. Analisando os estima-
dores do parametro [, tem-se que, para o MRNL-N, as estimativas de MR-E aumentam
com o aumento do valor de V. As estimativas de MR-E obtidas por meio do algoritmo
PR-EM também apresentam o comportamento crescente conforme o aumento de V.

No caso dos estimadores do parametro 5, observa-se que, para as estimativas de MR-
E do MRNL-N h& um crescimento acentuado desses valores com o aumento de V. As
estimativas de MR-E obtidas através do algoritmo PR-EM também crescem com aumento

de V.

A Figura 3.1 apresenta os graficos das mudancas relativas das estimativas para os
diferentes métodos de estimacao dos parametros e valores de V. Pode-se observar que as
estimativas de mudanca relativa, para ambos os estimadores, obtidas através do algoritmo
PR-EM, sao inferiores que as estimativas obtidas por meio do MRNL-N. Desta forma, os
estimadores obtidos por meio do algoritmo PR-EM apresentam uma menor influéncia em

suas estimativas na presenca de valores atipicos que os estimadores obtidos através do
MRNL-N.
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Figura 3.1: Mudanga Relativa dos estimadores dos parametros dos modelos em estudo.
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3.2 Aplicacao

Nesta secao sera apresentado um conjunto de dados reais em que a metodologia es-
tudada é aplicada. Esse conjunto de dados é referente ao indice de prognoéstico para

recuperacao a longo prazo.
Indice de prognéstico para recuperagao a longo prazo

Considere o conjunto de dados descrito em Kutner et al. (2004), em que o autor
tem o interesse de encontrar uma relacao entre o logaritmo do indice de progndstico
para recuperacao a longo prazo, y e o tempo em que o paciente foi hospitalizado, x
(dias), em amostra de 15 pacientes apos serem expostos a descargas elétricas. Na Tabela
3.4 encontram-se os resultados de algumas medidas descritivas. Nota-se que a varidvel
resposta, y, assume valores entre 1,39 e 3,99. Ja a variavel explicativa, x, assume valores
entre 2 e 65. Observa-se que o logaritmo do indice de prognéstico é, em média, de 2,87
e o tempo de internacao, em média, é de 30,73 dias. Nota-se também que os valores da
varidvel resposta, y, possuem menor variabilidade que os valores da variavel explicativa,
x, uma vez que o coeficiente de variacao de y, 28,41 %, é bem menor que o coeficiente de
variacao de x, 68,29 %.

Tabela 3.4: Medidas resumo das variaveis y e x.

Medida Y x
Minimo 1,39 2
Média 2,87 30,73
Mediana 2,89 31
Maximo 3,99 65
Desvio padrao 0,6651 20,9880
Coeficiente de Variacao (%) | 28,41 68,29

As Figuras 3.2 e 3.3, apresentam os boxplots para as variaveis y e x, respectivamente.
Pode-se perceber que, uma simetria nas observacoes da variavel x e uma leve assimetria
a esquerda na varidvel y. A Figura 3.4 apresenta o grafico de dispersao das variaveis y e
x. Observa-se que com o aumento do tempo em que o paciente foi hospitalizado menor é
o logaritmo indice de prognostico.

Com base no modelo em Kutner et al. (2004), propde-se o seguinte modelo para os
dados:

yi=a+fr;+e, i=1,...,15, (3.3)
em que ¢, ~ MEN(0,1, V).

A Tabela 3.5 apresenta as estimativas dos parametros obtidas com o algoritmo PR-EM

e com o ajuste de um modelo linear com erros sob distribui¢ao normal para o modelo em
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Figura 3.2: Boxplot do logaritmo indice de prognostico para recuperagao a longo prazo.
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Figura 3.3: Boxplot do tempo de internagao.
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(3.3) e seus respectivos erros padrao.

Pela Tabela 3.5, pode-se notar que nao ha uma grande diferenca das estimativas, entre
os modelos, dos parametros « e 5.

Considere a medida do quadrado médio de previsao, expressa por
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Figura 3.4: Gréafico de dispersao do logaritmo do indice de prognostico para recuperagao

a longo prazo versus tempo de internacao.
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Tabela 3.5: Estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) para o modelo em (3.3)
ajustado aos dados logaritmo do indice de prognéstico.

Modelo Normal PR-EM
Parametro | Estimativa Erro Padrao | Estimativa Erro Padrao
« 4,0372 (0,0841) 4,0223 (0,1304)
15} -0,0380 (0,0023) -0,0370 (0,0027)

n

1
QMP:EZ(%—?%)Q‘

=1

As estimativas de QMP para o modelos sob erros Normal e através do algoritmo PR-

EM sao 0,0279 e 0,0285, respectivamente. Observa-se que o modelo ajustado por meio

do algoritmo PR-EM possui um erro de previsao maior que o modelo ajustado sob erros

normais, porém essas estimativas tem uma diferenca de 0,0006.

A Figura 3.5 apresenta a reta ajustada do modelo obtida por meio do algoritmo PR-

EM e seu intervalo de confianca com nivel de 95%. Pode-se notar que a curva aparenta

ajustar a relacao entre indice de prognostico e o tempo em que o paciente foi hospitalizado.

Desta forma, o algoritmo PR-EM parece ser uma boa alternativa na analise desses

dados, uma vez que, obteve uma boa representacao da relacao entre o indice de prognoéstico

e 0 tempo em que o paciente foi hospitalizado. Além disso, ndo houve suposicao alguma

sobre a verdadeira distribuicao da variavel resposta.
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Figura 3.5: Gréafico de dispersao do indice de prognostico versus tempo de internagao do
paciente e sua reta ajustada do modelo com seu intervalo de confianca com nivel de 95%.
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Defini-se por erro de estimacao absoluto a medida

|yz—?)z’

Pelo grafico de dispersdo do erro de estimagao absoluto versus os indices (Figura
3.7(a)) destaca-se as observacoes 11, 12, 14 e 15 como as observagdes com o maior erro de
estimagao que sao as mesmas destacadas como as observagdes com menor peso (Figura
3.7(b)) na estimagdo dos parametros. Desta forma, o algoritmo PR-EM tende a pena-
lizar observagoes que indiquem poder exercer alguma influéncia na estimativa dos seus

parametros.
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Figura 3.6: Erro de estimagao absoluto e os pesos para o modelo em (3.3) obtido através

do algoritmo PR-EM.
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CAPITULO 4

Consideracdes finais e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao foram estudados modelos de regressao linear e nao linear com erros
sob distribui¢do de mistura de escala normal (MRL-MEN e MRNL-MEN). Foi proposto
um estimador para os parametros dos MRNL-MEN no caso em que nao ha a especificacao
da distribuicao da variavel de mistura e o parametro de escala é conhecido e igual a 1.
Outra proposta, foram duas metodologias para a estimacao da matriz de variancia e

covariancia desses estimadores, que pode ser utilizado, também, para o caso linear.

Estudos de simulacao foram feitos para avaliar o comportamento dos estimadores
propostos e a robustez desses mesmos estimadores na presenca de observacoes atipicas.
Baseado nos resultados, observa-se que o algoritmo PR-EM produz estimadores com boas
propriedades assintoticas para o caso dos MRNL-MEN. Pode-se observar também que
os estimadores obtidos por meio do algoritmo PR-EM possuem uma robustez em suas
estimativas sendo que, estes estimadores, produzem mudancas relativas menores que a
do MRNL-N. Como forma de ilustrar as metodologias apresentadas no decorrer desta
dissertacao, fez-se uma aplicacao das mesmas em um conjunto de dados reais. Pode-se
observar que as estimativas obtidas por meio do algoritmo PR-EM apresentou ajuste
similar a de outros modelos estudados. Além disso, ao observar a curva ajustada e seu
intervalo de confianca de 95% apresentado na Figura , temos que o ajuste através do
algoritmo PR-EM apresenta um bom ajuste da curvatura do modelo.

Como propostas para trabalhos futuros pode se destacar o desenvolvimento da analise
de diagnostico e influéncia para modelos de regressao linear e nao linear sob erros com
distribuicao de mistura de escala normal sem especificacao da variavel de mistura com

parametro de escala fixo e igual a um.
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