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Resumo

Neste trabalho estudamos a dinâmica energética das buscas aleatórias no contexto de
encontros biológicos da procura por alimentos realizada em condições adversas, isto é, na
situação em que o buscador (forager) encontra-se no limiar de extinção. Apresentaremos
os princípios teóricos associados à dinâmica energética do encontro de sítios distribuídos
num espaço unidimensional com condições periódicas de contorno e definiremos o modelo
de busca a ser estudado. Estabeleceremos os parâmetros de ordem e os expoentes críticos
da transição de fase para o estado absorvente de extinção através do estudo analítico
do ganho energético médio, dos temp o s de primeira passagem pelo estado de ganho
energético nulo e da taxa de sobrevivência. Através das hipóteses de escala, determina-
remos numericamente os expoentes críticos associados à dinâmica energética, βon, β′ e
ν, e à dinâmica espacial, p. Exploraremos os fundamentos das classes de universalidade
das transições de fases de não-equilibrio, numa perspectiva de definição de uma classe de
universalidade do problema em questão distinta das classes conhecidas que apresentam
um único estado absorvente. Estudaremos, ainda, o mecanismo chave de acoplamento do
forager com o ambiente, e a questão de como os ambientes heterogêneos afetam a efici-
ência das interações de encontro sob condições de densidade global constante e escassa
de recursos. Avaliaremos como as estratégias com valores superdifusivos dos expoentes
de difusão surgem quando ambientes heterogêneos com ampla distribuição de distâncias
iniciais entre o forager e os alvos são considerados. Por fim, mostraremos também como as
flutuações estatísticas no conjunto das condições iniciais das buscas aleatórias são cruciais
para a determinação de qual estratégia de busca é a ideal.

Palavras Chaves: Buscas aleatórias, classes de universalidade, estado absorvente,
transições de fase, extinção, efeitos de tamanho finito



Abstract

In this work we study the energetic dynamics of random searches in the context of biolo-
gical encounters in environments with low density of resources, i.e. the foraging problem
on the edge of extinction. We present the theoretical principles of this energetic dynamics
when sites are distributed in a one-dimensional space with periodic boundary conditions
and establish the model of foraging to be analyzed. We calculate the order parameter and
critical exponents of the phase transition into an absorbing state of extinction through the
analytical study of the mean energetic gain, the first-passage time through a state of null
energetic gain, and the survival rate. We determine the critical exponents numerically
by using the scaling hypothesis, such as the exponents of the energetic dynamics, βon, β′,
and ν, and the exponent of space dynamics, p. We explore the basis of the universality
classes of non-equilibrium phase transitions, with the aim to define the universality class
of the present foraging problem as being distinct from that of known problems with a
single absorbing state. We also address the general question of how the landscape he-
terogeneity affects the efficiency of encounter interactions under global constant density
of scarce resources. We unveil the key mechanism coupling the landscape structure with
optimal search diffusivity. Finally, we show that statistical fluctuations in the set of ini-
tial positions are crucial to determine which search strategy is optimal in heterogeneous
landscapes.

Keywords: Random searches, forager, universality class, extinction, phase transitions,
absorbing state, finite size effects
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Capítulo 1

Introdução

· · ·
Siddhartha: – Tudo que lhe
ensinei é como um oceano,
quanto mais você entra mais
profundo se torna.
Ananda: – Mas mestre, eu mal
sei nadar.
Siddhartha: Então vamos
começar juntos, pela beira.

Diálogos da Vida de Buda

1.1 História do Problema de Foraging: Motivações e Ob-
jetivos

Neste trabalho, estudaremos a dinâmica energética de buscas aleatórias no contexto de
encontros biológicos, isto é, o modelo de comportamento ecológico de animais quando
estão buscando por alimentos. Tal conceito é bem descrito pela palavra nativa do in-
glês forager (Cambrigde Dictionary: “Aquele que vai a algum lugar procurar por algo,
especialmente por comida”). Em particular, a nossa análise com base em ideias e téc-
nicas da Física Estatística caracteriza a chamada Física do problema de foraging (The
Physics of Foraging) [VdLRS11]. Nesse contexto, podemos pensar o forager como uma
partícula em movimento que eventualmente encontra um sorvedouro, um sítio, uma fonte,
ou um alvo. As realizações práticas desse problema são inúmeras, abrangendo desde pei-
xes que procuram por plankton [PW10] a albatrozes caçando peixes [HWQ+12], enzimas
em busca de um sítio específico de DNA [MSW+09], pessoas que procuram por chaves
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Capítulo 1. Introdução

perdidas [BLMV11], o FBI procurando por criminosos [VdLRS11], problemas associados
à saúde do coração [PMH+93], e possivelmente até mesmo partículas “procurando” por
mínimos locais de energia em um sistema físico [TM94] ou um atacante tentando marcar
um gol∗∗∗ [Gut01], etc.

A principal motivação deste trabalho, portanto, surge da questão biológica da des-
crição do comportamento animal associado à busca de alimento. Alguns dos primeiros
desenvolvimentos científicos nessa linha se deram a partir da teoria de Darwin sobre a
evolução das espécies [Dar59], e empiricamente, por tentativa e erro, por volta de 1800,
com inspirações motivadas por filósofos gregos, tais como Aristóteles e Teofrasto, que
estudaram as relações dos organismos entre si e com o meio [GME09]. Conjuntamente,
também por volta desta época, surgiram as primeiras descrições matemáticas de dinâmica
populacional [Mal98]. Posteriormente, no período de 1910 a 1926, ocorreu um novo avanço
de modelos determinísticos de dinâmica populacional, realizados independentemente por
Lotka [Lot10] e Volterra [Vol26].

Somente por volta de 1960 os principais conceitos associados ao problema de fo-
raging, isto é, conceitos associados à otimização das buscas por alimento (The Opti-
mal Foraging Theory - OFT), foram desenvolvidos, principalmente por MacArthur et
al. [MP66] e Emlen [Eml66]. Ainda por volta desta época surgiram os primeiros estu-
dos não-determinísticos sobre a eficiência da busca, cuja questão principal era determinar
qual a estratégia mais eficiente a ser adotada ao se procurar aleatoriamente por sítios
alvos [VdLRS11].

Nesse sentido, os primeiros modelos de buscas aleatórias consistiam de variações do
movimento browniano de caminhadas aleatórias. Este tipo de movimento ganhou bastante
atenção da comunidade científica após uma metódica investigação experimental realizada
em meados do século XIX por Robert Brown [Bro28] e, posteriormente, através do seu
estudo teórico realizado em 1905 por Albert Einstein [Ein05].

Por volta de 1986, a teoria do problema de foraging passou a ser apresentada como
uma função conjunta da probabilidade de sobrevivência associada à taxa de encontros,
à escolha da estratégia de busca e ao gasto de energia por parte do organismo, sendo
estes fatores determinantes para a sobrevivência da espécie. Tal unificação foi realizada
pela introdução da variável de estado X(t) como um conceito chave para caracterizar
completamente a condição do energética do forager no tempo t. Em termos do balanço
∗∗∗Quando o gol se encontra no raio de visão do atacante, a bola passa ao regime de movimento balístico;

por exemplo, o gol de Carlos Alberto Torres no Estádio Azteca, na final da Copa do Mundo de
1970 [TRI+70].
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energético, a esquematização mais simples da teoria unificada do problema de foraging
(The Unified Forager Theory - UFT) pode ser expressa como

X(t+ 1) = X(t)−
{ perda
de energia

}
+
{

ganho de energia
devido ao encontro de alimento

}
. (1.1)

Acima, o fator de perda de energia contabiliza tanto fatores externos (predação, condições
ambientais adversas, etc.) quanto os internos (fisiologia e metabolismo). Nesse contexto,
o processo de busca é irreversivelmente finalizado quando a variável de estado atinge um
determinado limiar, caracterizando assim a morte do forager [MC86].

A partir da década de 1990 as principais variações dos modelos de busca aleatória
constituíram as caminhadas aleatórias correlacionadas (correlated random walks - CRWs)
[BCV+08,ZL99,Tur98], as caminhadas intermitentes (intermittent walks - IWs) [Rey06a,
BCV+08,BLMV11,BCM+05,LM08,PJ08,JPB08], as caminhadas brownianas compostas
(composite Brownian walks - CBWs) [Ben07, Rey10] e os vôos (Lévy Flights - LFs) e
caminhadas de Lévy (Lévy Walks - LW) [SK86a,SM95,LKW88,RBdL+09b,VRdL08,BL08,
BC09, SSH+08,HQD+10, Shl06, Shl09,MKvdB+09,VAB+96,VBH+99, dLRS01,EPW+07,
BPP+03a,Bar09,BFdL+08].

As caminhadas aleatórias do tipo CRW são determinadas pela presença de algum
tipo de correlação entre os passos. Por exemplo, a probabilidade para a direção de um
dado passo pode ser dependente da probabilidade da direção do passo anterior. Nesse
caso, a probabilidade condicionada introduz uma correlação nas sucessivas orientações
de passos, isto é, uma persistência local [Pat53] num dos sentidos de movimento: se
o buscador caminha para a esquerda ele pode, por exemplo, tender a permanecer se
movendo para a esquerda∗. As correlações entre passos sucessivos podem ser quantificadas
a partir de duas dimensões através da função de correlação Cj = 〈rj〉〈rj+1〉− 〈rj · rj+1〉 =

〈rj〉〈rj+1〉 − 〈cos θj〉, onde θj denota o ângulo entre dois vetores de passos sucessivos, rj
e rj+1, escolhidos através de uma distribuição de probabilidades. As CRWs obedecem ao
Teorema do Limite Central - TLC [VRB+05] e têm sido bem sucedidas na descrição dos
movimentos de busca de formigas, besouros e borboletas [Rey06b].

As caminhadas aleatórias do tipo IW são geralmente caracterizadas pela alteração
(intermitência) da função de distribuição de tamanho de passos de acordo com condições
específicas, e podem ser úteis em situações em que ocorrem mudanças de “fase” durante
a busca. Por exemplo, em determinadas circunstâncias o caminhante aleatório pode
apresentar uma fase de deslocamentos tipicamente longos sem detecção de alvos, que
lhe permite o acesso a regiões do espaço de busca ainda não visitadas, alternando para
∗A influência que a direção do movimento de um dado passo exerce na direção de passos futuros geral-
mente decresce com o tempo, de modo que, no caso de uma influência de alcance finito, a dinâmica do
movimento torna-se browniana após um grande número de passos [VdLRS11]
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uma fase de busca detalhada e passos relativamente menores, durante a qual o alvo pode
ser detectado. Tais fases não necessariamente são caracterizadas por distribuições de
tamanhos de passos que obedeçam ao TLC [Rey06a,BCV+08,BLMV11,BCM+05,LM08,
PJ08,JPB08]. A eficiência da busca é otimizada variando-se a duração relativa das fases
de modo a permitir uma eficiência ótima global em diversas situações. Vale comentar que,
devido à plasticidade dos modelos intermitentes atribuída à maior extensão do conjunto
de parâmetros, as IWs geralmente apresentam eficiência ótima superior [BCM+05] à de
outros modelos envolvendo um número menor de parâmetros livres.

As caminhadas brownianas compostas são parecidas com as IWs, contrastando com
estas apenas no fato de que nas duas fases se utilizam distribuições de tamanhos de passos
apresentando escalas características e obedecendo ao TLC.

Por fim, as caminhadas de Lévy, em contraste com as IWs, possuem uma distribuição
de tamanho de passos caracterizada apenas por um único parâmetro relacionado ao expo-
ente da sua lei de potência µ (a ser definido na Seção 1.6). Nas LWs a detecção de alvos
é sempre permitida, ao contrário das IWs que têm a detecção desligada quando em fase
balística [VdLRS11]. As LWs apresentam naturalmente um comportamento intrínseco de
combinação de regimes, dependendo do valor do parâmetro µ. Por exemplo, para valores
de µ ≈ 1 os longos passos seguem uma tendência balística, em contraste com valores µ ≈ 3

com tendência browniana. Assim, pode-se balancear os dois limites possíveis (balístico
e browniano) sintonizando o valor de µ, obtendo desse modo um regime intermediário
em que eventos raros de grandes comprimentos de passos (devido à distribuição do tipo
“cauda longa” associada à lei de potência) são alternados por muitos eventos de pequenos
passos [RBdL+11]. Para valores de µ menores que 3 a divergência no segundo momento
da distribuição de tamanhos de passos faz com que as LWs não obedeçam ao TLC, mas
sim ao TLC generalizado, como veremos a seguir. Portanto, devido à sua simplicidade
de forma e ao número rico de comportamentos e regimes apresentados pelas LWs, este
modelo de busca aleatória tem sido um dos mais extensivamente estudados a partir de
meados da década de 1990 [VdLRS11]. E, de fato, dados empíricos sugerem que uma
extensa variedade de espécies adota estratégias de buscas de Lévy quando na procura por
alimentos [VdLRS11]: de microrganismos marinhos a peixes, albatrozes e moscas de fruta,
dentre outras.

Estas evidências empíricas levantaram a hipótese de que organismos biológicos podem
de fato se utilizar de processos de Lévy ao procurar por nutrientes na natureza [VAB+96].
Em consequência, surgiu a ideia de que as escolhas por estratégias de Lévy podem ter
surgido evolucionariamente, o que caracteriza a chamada “hipótese de vôos de Lévy para
as buscas por alimento” (Lévy Flight Foraging Hypothesis - LFF [VBH+99]). De fato,
o estudo de predação e busca mais extenso até o momento [HQD+10], envolvendo mais
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Figura 1.1: Trajetórias de albatrozes da espécie albatroz-de-sobrancelha (Thalassarche
melanophris) nas imediações das Ilhas de Kerguelen, no sul do Oceano Índico, durante
o processo de busca por alimento [HWQ+12]. O monitoramento foi realizado via GPS
de alta resolução temporal, resultando em tamanhos ou durações de vôos bem descritos
por uma distribuição de Lévy truncada com expoente µ = 1.28 (ver Seção 1.6). A escala
gradiente de azul indica a profundidade do oceano.

de doze milhões de passos para 55 indivíduos pertencendo a 14 espécies distintas de
predadores marinhos ao redor do mundo, concluiu que as espécies investigadas usam
distribuições de Lévy em ambientes escassos de alimento. Além disso, recentemente a
análise dos vôos de albatrozes nômades (Diomedia Exulans) e albatrozes-de-sobrancelha
(Thalassarche melanophris) utilizando a tecnologia GPS (Global Positioning System) de
alta resolução temporal também confirmou o padrão de vôos de Lévy para estas espécies
[HWQ+12] (ver a Fig. 1.1). Por outro lado, foi observado [HQD+10, HWQ+12] que o
movimento browniano é uma escolha adequada de busca em ambientes em que alimentos
são abundantes [SSH+08].

Vale mencionar ainda que, além do problema de foraging, as LWs têm sido aplicadas
em diversos outros contextos [Mey09], tais como, por exemplo, a distribuição de campos
elétricos em um gás ionizado, difusão de traços em fluidos, trajetórias de notas bancárias,
difusão de fótons em vapor atômico, impulsos de ruído com aplicações em economia, rádio-
frequência de sinais eletromagnéticos, dinâmica climática, ruído de sinais biomédicos,
distribuição de distâncias entre a recepção de chamadas consecutivas de telefone celular,
etc.

Neste trabalho realizaremos a análise da dinâmica energética de buscas aleatórias
utilizando estratégias do tipo LW. De acordo com a Eq. (1.1), quando a variável de
energia acumulada X(t) atinge um determinado valor crítico o forager ingressa em um
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“estado absorvente” irreversível (“morte”). Em termos de uma população de foragers, este
fato implica na extinção da espécie. Como veremos a seguir, este fenômeno será descrito
por uma transição de fase de segunda ordem no contexto da Mecânica Estatística de
Não-Equilíbrio.

Nas próximas seções descreveremos alguns dos principais conceitos necessários ao de-
senvolvimento deste trabalho, tais como transições de fase de não-equilíbrio para um
estado absorvente, as distribuições de Lévy, o teorema do limite central generalizado e os
diversos tipos de dinâmicas das caminhadas aleatórias. No final do capítulo detalharemos
o modelo de buscas aleatórias adotado na presente Tese.

1.2 Transições de Fase para Estados Absorventes

Na Mecânica Estatística de Equilíbrio, em que as médias termodinâmicas dos observáveis
não variam com o tempo, uma transição de fase é uma transformação relevante em um
sistema macroscópico de um estado de equilíbrio para outro quando um parâmetro do
sistema atinge um determinado valor crítico, tal como ocorre, por exemplo, na transição
da fase líquida para a gasosa de uma determinada substância na sua temperatura de va-
porização [CF94]. O estudo das transições de fase é um tópico com abrangência geral
em muitos campos da Física, desde as mudanças de fases de fluidos simples, aos siste-
mas magnéticos, transições ordem-desordem, ferroelétricos, cristais líquidos, fluidos não
newtonianos, supercondutores, superfluidos, etc. As transições de fase são comumente
classificadas em transições de primeira e de segunda ordem. As transições de primeira
ordem são caracterizadas por descontinuidades na primeira derivada da energia livre de
Gibbs, implicando na existência de calor latente e mudanças bruscas de observáveis, tais
como a densidade na transição líquido-gás, por exemplo. Já as transições de segunda or-
dem apresentam descontinuidade na derivada de segunda ordem da energia livre, ausência
de calor latente e distinção entre a fase “ordenada” e a “desordenada” caracterizada pelo
comportamento contínuo de um “parâmetro de ordem” (ver a Fig. 1.2). Tais transições
apresentam ainda singularidades no ponto de crítico em diversas propriedades do sistema,
tais como no calor específico e/ou na susceptibilidade magnética [Mey09].

Através de aproximações simples, como, por exemplo, a de campo médio, pode-se
formar um quadro intuitivo acerca das transições de fase. Esta aproximação, contudo, ge-
ralmente falha em prover explicações quantitativas em uma larga variedade de fenômenos
e frequentemente não captura características conceituais importantes dos processos físicos
subjacentes. Os desenvolvimentos acerca das transições de fase consistem em avanços na
caracterização da fenomenologia e no aumento da sua compreensão usando uma “combi-
nação de (raras) soluções exatas de princípios teóricos e aproximações numéricas” [BL09].
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Figura 1.2: (a) Representação esquemática de uma transição de fase de primeira ordem,
explicitando a descontinuidade na energia interna do sistema no ponto crítico (Pt.C). (b)
Em contraste, uma transição de segunda ordem apresenta energia interna contínua no
ponto crítico.

Uma característica essencial das transições de fase de segunda ordem é o comporta-
mento do tipo lei de potência de diversas propriedades do sistema nas vizinhanças do
ponto crítico. Outra característica relevante são as correlações críticas de longo alcance
completamente especificadas pelas propriedades de simetria do modelo em consideração e
independentes dos detalhes das interações microscópicas [Hin06]. Isto permite categorizar
as transições de fases para sistemas que possuem os mesmos comportamentos gerais para
as suas grandezas nas vizinhanças dos pontos críticos, os quais são caracterizados por ex-
poentes críticos. Estas categorias de comportamento são ditas classes de universalidade.
A noção de classe de universalidade foi introduzida por experimentalistas ao observar que
vários sistemas físicos aparentemente sem qualquer relação entre si apresentavam o mesmo
tipo de comportamento crítico [Hin06,Sta99]. Em seguida, os primeiros conceitos teóricos
foram desenvolvidos por Leo Kadanoff [Kad71].

A ideia de classes de universalidade tornou-se um paradigma da teoria de fenômenos
críticos de equilíbrio. Devido ao número limitado de classes de universalidade, fundamen-
tar e classificar a transição em um quadro completo, assim como fez Mendeleev para os
elementos químicos, são os principais objetivos e perspectivas das teorias que abordam
as transições de fase [Hin06]. A mais promissora nesse sentido é a aplicação de teoria de
campos conformes em fenômenos críticos de equilíbrio [Pol70].
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Em Mecânica Estatística de Equilíbrio, o exemplo fundamental de transição de fase
ordem-desordem em duas dimensões é a do modelo de Ising, em que no limite termodinâ-
mico a susceptibilidade magnética e o comprimento de correlação entre spins divergem à
medida que a temperatura se aproxima da temperatura crítica finita [MW73]. Esta tran-
sição é fundamental também por apresentar uma solução exata, obtida por Lars Onsager,
constituindo uma das mais sólidas e robustas classes de universalidades de equilíbrio. Para
ilustrar a definição de alguns expoentes críticos do modelo de Ising, citamos [Sta71]

M ∼ (Tc − T )β, (1.2)

χ ∼ |T − Tc|−α, (1.3)

CH ∼ |T − Tc|−γ, (1.4)

ξ ∼ |T − Tc|−ν⊥ , (1.5)

em que M é a magnetização, que define o parâmetro de ordem; T é a temperatura com a
função de parâmetro de controle, Tc é a temperatura crítica, χ a susceptibilidade, CH o
calor específico em campo magnético (H) constante e ξ denota o comprimento de corre-
lação. Portanto, os expoentes críticos associados a estas grandezas são, respectivamente,
β, α, γ, ν⊥. Tais expoentes não são independentes; ao invés disso, eles obedecem a rela-
ções de escala, como, por exemplo, α + 2β + γ = 2 [Sta71].

Em transições de fases de não-equilíbrio (ver Fig. 1.3), em que observáveis variam no
tempo, os conceitos de universalidade e expoentes críticos, originalmente desenvolvidos
no contexto da Mecânica Estatística de Equilíbrio e explorados pelas hipóteses de escala
e pela técnica de expansão em ε do Grupo de Renormalização, também são largamente
aplicados [BL09,Ó04]. Espera-se, contudo, que as classes de universalidade dos fenômenos
críticos de não-equilíbrio sejam mais diversas, uma vez que envolvem o tempo como grau
extra de liberdade e portanto são governadas por propriedades de simetria associadas à
dinâmica [Hin06]. Há, de fato, uma grande variedade de fenômenos exibindo transições
de fase de não-equilíbrio na natureza, os quais vão desde transições morfológicas do tipo
líquido-vidro [CG79] até processos que envolvem eventos de criação-difusão-aniquilação
[FML01], tais como a evolução de doenças e processos de infecção-cura, reações catalíticas,
etc. De particular interesse para este trabalho são as transições dinâmicas para estados
absorventes, típicas de sistemas que apresentam estados que uma vez atingidos não podem
ser deixados, tais como aqueles que envolvem sincronizações [BLT01], criticalidade auto-
organizada [DAM+01], etc. No contexto do problema de foraging, veremos adiante que
estes estados absorventes caracterizam-se por associar ao forager uma energia acumulada
nula ou negativa (“morte” do forager).
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A transição de fase para um estado absorvente não tem um análogo de equilíbrio, pois
tal estado é irreversível por definição [CW51] e reversibilidade é uma condição necessária
para que haja equilíbrio termodinâmico [CF94,Ó04]. Em outras palavras, as transições de
fase para estados absorventes são fenômenos típicos de não-equilíbrio. Como mencionado,
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Figura 1.3: Representação esquemática de uma transição de fase de segunda ordem de
não-equilíbrio de um estado ativo (Fase 2) para um estado absorvente (Fase 1), passando
continuamente pelo ponto crítico (Pt.C).

vários conceitos associados às transições de fase em equilíbrio também se aplicam em
transições fora do equilíbrio. Para ilustrar uma classe de universalidade de Mecânica
Estatística de Não-Equilíbrio, consideremos o caso da percolação direcionada (directed
percolation - DP) [Hin06]. Assim como para o modelo de Ising, observamos na vizinhança
do ponto crítico que

ρ ∼ |p− pc|β, (1.6)

P ∼ |p− pc|β
′
, (1.7)

ξ⊥ ∼ |p− pc|−ν⊥ , (1.8)

ξ‖ ∼ |p− pc|−ν‖ . (1.9)

Acima, ρ denota a densidade de sítios ativos, que define o parâmetro de ordem, p é pro-
babilidade de conexão, que determina o parâmetro de controle, pc é probabilidade crítica
de conexão, P denota a probabilidade de sobrevivência de um sítio ativo, que também
pode ser interpretada como um parâmetro de ordem [GdlT79], ξ⊥ é o comprimento de
correlação temporal e ξ‖ o comprimento de correlação espacial [Hin06]. Para esta classe
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de universalidade observa-se que β = β′, em função da presença da simetria de reversão
de rapidez (rapidity reversal symmetry) [Hin06].

Assim como o modelo de Ising em Mecânica Estatística de Equilíbrio, a percolação
direcionada é fundamental para a teoria dos fenômenos críticos fora do equilíbrio, mos-
trando uma transição de uma fase ativa para um estado absorvente (nenhum sítio ativo
num dado instante de tempo). Tal transição caracteriza a chamada classe de universa-
lidade DP, com expoentes críticos compartilhados por diversos sistemas físicos em uma
variedade de contextos e aplicações [Ó04]. Vale mencionar ainda que, mesmo em sua
forma mais simples, os comportamentos nas vizinhanças do ponto crítico do problema de
percolação direcionada apresentam elevada complexidade, sem solução exata mesmo em
uma dimensão [Hin06].

Para se ter uma ideia do alcance da classe de universalidade DP, foi sugerida por
Janssen [Jan81] a conjectura, que estabelece que todas as transições de fase contínuas para
um único estado absorvente em sistemas de uma componente, com interações de curto
alcance e sem simetria extra e/ou inomogeneidade ou desordem, pertencem à classe de
universalidade DP [OS96]. Assim, a percolação direcionada tem sido largamente estudada
via técnicas usuais de Grupo de Renormalização, análise de escala para sistemas com
tamanho finito, etc [BL09].

Nesse sentido, no presente trabalho caracterizaremos os expoentes críticos associados à
dinâmica energética do problema de foraging próximo ao limiar de extinção, combinando
resultados analíticos e simulações numéricas no contexto de distribuições de Lévy de
tamanhos de passos. A fim de empreendermos este estudo é necessário entender com
mais profundidade o teorema do limite central, bem como a sua generalização, pois o
utilizaremos como ferramenta de mapeamento da energia acumulada do forager em um
modelo de caminhada aleatória browniana, para obter a taxa de sobrevivência e o seu
expoente crítico associado.

1.3 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central - TLC (central limit theorem - CLT) é um dos resultados
fundamentais da teoria de probabilidades para o tratamento de um grande número de
eventos estatísticos. Ele possui inúmeras aplicações em diversos contextos físicos e, devido
às suas poucas condições a serem satisfeitas, permite uma vasta modelagem de fenômenos
aleatórios utilizando distribuições gaussianas e dinâmicas brownianas. Em particular, nos
beneficiaremos da sua utilização no cálculo realizado no capitulo 2 da energia do forager.

Inicialmente, como um exemplo ilustrativo, consideremos um dado não viciado de
seis faces em que cada face tem mesma probabilidade, p = 1/6, de ocorrer após um
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lançamento. Quando o dado é jogado duas vezes (ou jogamos simultaneamente dois
dados: eventos s1 e s2, respectivamente), o número de maneiras (configurações) de se
obter, por exemplo, o valor 7 como resultado da soma dos valores obtidos em cada jogada
é maior que o número de maneiras de se obter a soma 2. Isto é, para o valor da soma 7

temos x = s1 + s2 = 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 = 6 + 1 = 5 + 2 = 4 + 3 = 7, contabilizando
6 maneiras possíveis, ao invés de apenas uma para a soma 2: 1 + 1 = 2. Além disso,
como p = 1/6 então cada dado apresenta um valor médio para a face sorteada igual a
3, 5, de modo que 7 é também o valor médio ou valor esperado da variável soma x em
dois lançamentos, denotado por 〈x〉. O valor máximo para um dado não viciado em duas
jogadas é 12 (s1 = s2 = 6), e o mínimo, 2. Quando o dado é lançado muitas vezes (lei
dos grandes números), os valores máximos e mínimos para a soma se tornam eventos
cada vez mais raros e o valor médio cada vez mais provável. Em outras palavras, ao se
jogar 100 vezes um único dado, a probabilidade de se encontrar em todas as jogadas a
face 1, obtendo o valor mínimo da soma x = 100, ou a face 6, obtendo o valor máximo
da soma x = 600, é praticamente nula. Desse modo, os eventos mais acessados serão as
somas cujos valores se encontram no entorno da média, 〈x〉 = 350, ou mais precisamente
as somas que se encontram no intervalo 350± 17, onde 17 representa o desvio padrão da
variável soma x.

Nesse contexto, podemos escrever a função densidade de probabilidade de se obter o
valor aleatório si de uma dada face do dado após um lançamento como

ω(si) =
1

6

6∑

f=1

δ(si − f), (1.10)

onde δ denota a função delta de Dirac e f é um indice que varre o valor das faces do
dado. É possível generalizar esta densidade desde o caso de uma moeda não viciada de
duas faces até o limite de uma esfera, pensada como a generalização de um dado com um
número N infinito de faces∗, isto é,

ω(si) =
1

N

N∑

f=1

δ(si − f). (1.11)

A média da variável si, denotada por 〈si〉 = 〈s〉, é definida por

〈s〉 ≡
∫ ∞

−∞
sω(s)ds, (1.12)

∗Como os gomos da tradicional bola de futebol (por exemplo, a bola telstar da Copa do Mundo de 1970),
no limite em que a área dos gomos tende a zero.
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a qual é também denominada de primeiro momento da distribuição ω(s). Similarmente,
o n-ésimo momento da distribuição é definido por

〈sn〉 ≡
∫ ∞

−∞
snω(s)ds. (1.13)

Assim, podemos calcular o desvio padrão da variável s, σs =
√
〈(∆s)2〉, tal que

σs =
√
〈s2〉 − 〈s〉2, para ∆s = s− 〈s〉. (1.14)

No contexto da análise estatística de dados, σs pode ser interpretado como o desvio
estatístico com respeito à média∗.

Podemos ainda nos perguntar sobre o que aconteceria com a distribuição de probabi-
lidades P (x) dos valores x da soma para um grande número (e.g. 100) de jogadas se, por
exemplo, modificássemos o número de possibilidades de valores para a variável aleatória
si (as “faces do dado”), tal que, por exemplo, si = 1, 3

2
, 2, 5

2
, 3, 7

2
, 4, 9

2
, 5, 11

2
, 6, isto é, se

alterássemos ω(si), porém mantendo algumas de suas características. A resposta é que,
independentemente da forma específica de ω(si), sob certas condições a distribuição de
probabilidades P (x) para a soma x converge para a mesma função, dita gaussiana, após
um grande número de eventos estatísticos (“jogadas do dado”). Esta resposta é fornecida
pelo teorema do limite central.

A seguir enunciaremos o TLC e apresentaremos uma demonstração padrão, com ênfase
nos principais pontos de discussão†.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central). Seja S = {si}N o conjunto de N variáveis
aleatórias estatisticamente independentes si, identicamente distribuídas sobre R, tal que a
probabilidade de que uma determinada variável si assuma um valor no intervalo [si, si +

dsi) seja ω(si)dsi, com média 〈s〉 e variância 〈(∆s)2〉 finitas. Então, para N � 1 a
densidade de probabilidades P (x) para um dado valor da soma x =

∑N
i=1 si converge para

uma distribuição gaussiana, dada por

P (x) =
1√
2πσ

exp

[
− 1

2σ2
(x− µN)2

]
,

com média µN = N〈s〉 e variância σ2 = N〈(∆s)2〉.

Demonstração. Inicialmente vamos considerar, por simplicidade, N = 2, tal que a soma
x = s1 + s2 seja encontrada entre x e x+ dx, sendo s1 e s2 sorteadas com probabilidades
∗As barras de erro que comumente aparecem em gráficos de dados estatísticos.
†Uma demonstração com maior ênfase nos pontos sutis do rigor matemático pode ser encontrada em
[Khi49].
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x x+ dx0

s1

s2 + ds2

s1 + ds1

s2

s2 com w(s2)ds2

s1 com w(s1)ds1

Figura 1.4: Intervalo de variação de duas variáveis aleatórias s1 e s2 tal que x esteja entre
x e x+ dx.

ω(s1)ds1 e ω(s2)ds2 dentro dos intervalos de s1 até s1 + ds1 e de s2 até s2 + ds2, respec-
tivamente (ver Fig. 1.4). Para determinarmos a distribuição de x é, portanto, necessário
somar sobre todos os valores possíveis de s1 e s2 cuja soma pertença ao intervalo de x até
x+ dx, isto é, somar sobre x < s1 + s2 < x+ dx:

P (x)dx =

∫∫

x<s1+s2<x+dx

ω(s1)ω(s2)ds1ds2. (1.15)

Substituindo s2 = x−s1 e utilizando o jacobiano para o produto dos infinitésimos ds1ds2,
tal que

ds1ds2 =

∣∣∣∣∣
∂s1
∂s1

∂s1
∂x

∂s2
∂s1

∂s2
∂x

∣∣∣∣∣ ds1dx

=

∣∣∣∣∣
1 0

−1 1

∣∣∣∣∣ ds1dx

= ds1dx,

(1.16)

então

P (x)dx =

∫

s1(x)

∫ x+dx

x

ω(s1)ω(x′ − s1)ds1dx
′. (1.17)

Notando que para uma função φ(x) contínua sobre R, tal como as distribuições ω(s1) e
ω(s2), ∫ x+dx

x

φ(x′)dx′ = dxφ(x), ∀x,
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pela interpretação geométrica da integral [Rei65, p. 30], então podemos remover a restri-
ção sobre s1, uma vez que x é qualquer, ou seja, s1(x) pode variar em R,

P (x)dx =

∫ ∞

−∞
ω(s1)ω(x− s1)ds1dx

∴ P (x) =

∫ ∞

−∞
ω(s1)ω(x− s1)ds1.

(1.18)

Podemos agora utilizar a função delta de Dirac para voltar à variável s2, isto é,

P (x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ω(s1)ω(s2)δ[s2 − (x− s1)]ds1ds2

δ(−x)=δ(x)
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ω(s1)ω(s2)δ[x− (s1 + s2)]ds1ds2,

(1.19)

de modo que, para N > 2, podemos generalizar por indução:

P (x) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
ω(s1) · · ·ω(sN)δ

(
x−

N∑

i=1

si

)
ds1 · · · dsN . (1.20)

Utilizaremos, em seguida, a representação de Fourier da função δ e tomaremos a transfor-
mada de Fourier das densidades ω, Q(k), denominada função característica da distribuição
ω, isto é,

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxdk,

Qi(k) =

∫ ∞

−∞
eiksω(si)dsi.

(1.21)

Uma vez que si são variáveis aleatórias independentes e igualmente distribuídas, tal que
ω(si)dsi = ω(sj)dsj = ω(s)ds e Qi = Qj = Q, então

P (x) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
ω(s1) · · ·ω(sN)ds1 · · · dsN

∫ ∞

−∞
dke−ik(x−

∑N
j=1 sj)

=

∫ ∞

−∞
dke−ikx

∫ ∞

−∞
eiks1ω(s1)ds1 · · ·

∫ ∞

−∞
eiksNω(sN)dsN

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikx [Q(k)]N dk.

(1.22)
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Devido ao fator oscilatório exp(iks), Q(k) decai quando k aumenta. Por exemplo, supondo
que a variável s assuma valores no intervalo a ≤ s ≤ b, com (b − a)k � 1, reescrevemos
Q→ Q̂ dentro deste intervalo como

Q̂(k) =

∫ b

a

eiksω(s)ds,

p/partes
= ω(s)

eiks

ik

∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a

eiks

ik

dw

ds
ds

= ω(s)
eiks

ik

∣∣∣∣
b

a

+O(k−2)

k�1≈ 0.

(1.23)

Notamos ainda que este resultado persiste para qualquer intervalo [a, b], isto é, mesmo para
[a, b]→ (−∞,∞), uma vez que ao tomarmos o limite s→∞, em conjunto com a hipótese
de finitude da média e da variância de ω(s) enunciada no teorema, então |ω(s)| → 0 de
modo suficientemente rápido. Em particular podemos considerar que as funções ω variam
lentamente para distâncias longínquas do valor médio, ou seja, |dw/ds| � kw, e portanto

Q̂ → Q
k�1≈ 0. Podemos, então, escrever a expansão de eiks em torno de k = 0 para

qualquer valor de s devido à ponderação de ω(s):

Q(k) =

∫ ∞

−∞
ω(s)(1 + iks− 1

2
k2s2 + · · · )ds

= 1 + ik〈s〉 − 1
2
k2〈s2〉+ · · ·

(1.24)

Ainda evocando a finitude dos dois primeiros momentos de ω(s), definimos µ ≡ N〈s〉 e
σ2 ≡ N〈(∆s)2〉 = N(〈s2〉 − 〈s〉2), cuja substituição na Eq. (1.24) leva a

Q(k) = 1 + ik
µ

N
− 1

2

k2σ2

N
+O(N−2). (1.25)

Para a N -ésima potência de Q, no limite de N →∞, podemos escrever

lim
N→∞

[Q(k)]N = lim
N→∞

(
1 + ik

µ

N
− 1

2

k2σ2

N

)N

= lim
N→∞

(
1 +

�z

N

)N

= e�z,

(1.26)
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onde �z = ikµ − 1
2
k2σ2. Substituindo o resultado (1.26) na Eq. (1.22), e restaurando a

expressão original de �z, obtemos

P (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ik(x−µ)− 1

2
σ2k2dk

†
=

1

2π
e−

1
2σ2

(x−µ)2
∫ ∞

−∞
e−

1
2
σ2[k+i 1

σ2
(x−µ)]

2

dk.

(1.27)

Em seguida, substituindo z = k + iα, com α = 1
σ2 (x − µ), e observando os limites da

integração, chegamos a

P (x) =
1

2π
exp

[
− 1

2σ2
(x− µ)2

] ∫ ∞+iα

−∞+iα

e−
1
2
σ2z2dz. (1.28)

Para determinarmos a integral acima definida na variável complexa z, utilizaremos o
Teorema de Cauchy [DK96],

∮
C
f(z)dz = 0, para uma função f(z) analítica no contorno

C (ver Fig. 1.5),
∮

C

dze−
1
2
σ2z2 =

∫

C1

dze−
1
2
σ2z2 +

∫

C2

dze−
1
2
σ2z2 +

∫

C3

dze−
1
2
σ2z2 +

∫

C4

dze−
1
2
σ2z2 = 0.

Podemos notar na Fig. 1.5 que
∫
C2

= −
∫
C4
, que

∫
C1
→ −

∫∞+iα

−∞+iα
e que

∫
C3
→
∫∞
−∞ é

α

ℑmz

ℜe z

C1

C2

C3

C4

0 ∞−∞

Figura 1.5: Contorno C utilizado para a aplicação do teorema de Cauchy no plano com-
plexo, subdividido em quatro partes sem singularidades internas. A parte C1 do contorno
C contém o intervalo da integral que queremos calcular, (−∞+ iα,∞+ iα).
†Completando o quadrado do argumento da exponencial, isto é,

−1

2
σ2[2ik

1

σ2
(x− µ) + k2] = −1

2
σ2[2i

1

σ2
k(x− µ) + k2 +

1

σ4
(x− µ)2 − 1

σ4
(x− µ)2]

= −1

2
σ2

{[
k + i

1

σ2
(x− µ)

]2
+

1

σ4
(x− µ)2

}
.
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restrita à parte real de z. Ou seja, nesta última parte do contorno podemos fazer z → y,
tal que y seja um número real, levando a

∫ ∞+iα

−∞+iα

e−
1
2
σ2z2dz =

∫ ∞

−∞
e−

1
2
σ2y2dy =

√
2π

σ2
.

Assim, a partir da Eq. (1.28) finalmente obtemos a função densidade de probabilidade
gaussiana:

P (x) =
1√

2πσ2
exp

[
− 1

2σ2
(x− µ)2

]
. (1.29)

Ao seguirmos as condições do enunciado do teorema do limite central durante a de-
monstração acima, a generalidade do seu resultado foi verificada para qualquer que seja a
distribuição ω(si) das variáveis si, desde que estas sejam estatisticamente independentes e
identicamente distribuídas, com ω(si) variando lentamente num intervalo finito ou caindo
rapidamente para s → ∞, de forma que os seus dois primeiros momentos sejam finitos.
Assim, garantimos que a variável soma x esteja distribuída por uma gaussiana no limite
em que N → ∞. Neste sentido, a gaussiana é dita como o atrator estatístico [BPB99]
de densidades ω cujos primeiros momentos são finitos.

Um resultado interessante do ponto de vista matemático pode ser obtido notando-se
que P (x) é a convolução, definida como

[w1 ∗ w2](x) =

∫
w1(s)w2(x− s)ds,

de N distribuições,
P (x) = w1 ∗ · · · ∗ wN ,

admitindo a existência de uma função transformada inversa de Fourier para P (x),

P (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikxPN(k)dk.

Isto é, diretamente a partir da Eq. 1.22 podemos concluir que PN(k) = Q1(k) · · ·QN(k),
e no caso particular de variáveis identicamente distribuídas, PN(k) = [Q(k)]N . Por esta
razão, P (x) é dita infinitamente divisível.

Particularmente, o teorema do limite central nos diz como a distribuição de cada
variável s contribui para a soma. Para valores finitos de N é importante notar que a
aproximação gaussiana para P (x) se aplica bem no entorno do centro da distribuição
(condição de k no entorno de zero), isto é, desvios consideráveis podem ocorrer na região
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da cauda da gaussiana em que os pesos ω(s) são tipicamente reduzidos. Desse modo, o
desvio padrão σ, que determina a largura da gaussiana ao redor da média, também dá
uma medida do intervalo de confiança do teorema do limite central. De fato, o resultado

σ ∼ N1/2 (1.30)

é uma assinatura tanto da distribuição gaussiana quanto das caminhadas aleatórias brow-
nianas [VdLRS11], e determina o padrão de difusão do caminhante aleatório à medida
que mais passos são executados.

A convergência para a distribuição gaussiana ainda pode ser verificada mesmo que
as variáveis si e sj não sejam identicamente distribuídas, com ω(si)dsi 6= ω(sj)dsj ainda
apresentando os primeiros momentos finitos. De fato, a condição de independência das
variáveis si e sj pode ser relaxada desde que as mesmas permaneçam fracamente correla-
cionadas, tal que o TLC continua válido [GK54].

O TLC é de nosso especial interesse não só por ser um resultado fundamental da
teoria de probabilidades, como também pelo fato da distribuição de Lévy não satisfazer
a hipótese essencial dos primeiros momentos finitos, e portanto, não se enquadrar nos
requisitos do TLC. Tal fato gera inúmeras consequências interessantes no contexto das
buscas aleatórias que utilizam distribuições de Lévy para os tamanhos dos passos. De fato,
como veremos a seguir, as caminhadas de Lévy são governadas pelo TLC generalizado.

1.4 Teorema do Limite Central Generalizado

O teorema do limite central generalizado surge da questão de se determinar qual é o atra-
tor estatístico de distribuições que possuem os primeiros momentos divergentes. Neste
sentido, é importante apresentarmos o conceito de distribuições estáveis, como veremos
adiante.

Iniciamos a discussão observando que, ao somarmos (convolução) N gaussianas, o re-
sultado ainda é uma distribuição gaussiana, com uma variância σ2 dada por N vezes a
variância finita de cada variável independente, σ2

s , de acordo com o teorema do limite
central. Essa estabilidade na forma sob convoluções permite classificar a gaussiana como
uma distribuição estável. Nesse sentido, Auguste Cauchy (1853) e Paul Lévy (1930) mos-
traram que também existem distribuições que são estáveis mesmo tendo os seus primeiros
momentos divergentes (portanto não seguindo o TLC), e que a distribuição de probabili-
dades pN(x) da soma x = s1 + s2 + . . . + sN é a mesma dos eventos individuais, p1(s1),
a menos de um fator de escala [SKZ96], isto é, pN(x) = 1

λa
p1(x/λ), onde λ ∈ R e a ∈ R.
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Com base em tais ideias, definiremos formalmente a seguir o conceito de distribuições
estáveis e enunciaremos o teorema do limite central generalizado.

Definição 1 (Probabilidades Estáveis). Seja x =
∑N

i=1 si a soma de N variáveis alea-
tórias si, estatisticamente independentes e identicamente distribuídas com densidade de
probabilidade ω(si). A distribuição de probabilidades da soma x destas variáveis é dada
por N convoluções de ω(si). As distribuições ω(si) e P (x) são então ditas estáveis se

ω(si)dsi = P (x)dx, (1.31)

onde x = aNsi + bN e aN e bN são constantes. Em particular, para bN = 0 as
distribuições são ditas estritamente estáveis.

Teorema 2 (Teorema do Limite Central Generalizado). Seja x =
∑N

i=1 si a soma do
conjunto S de N variáveis aleatórias si, estatisticamente independentes e identicamente
distribuídas com densidade de probabilidade estável ω(si). No limite N →∞ a distribui-
ção da soma x converge para uma densidade estável e infinitamente divisível P (x), tal
que P (x)dx = a−pω(si)dsi, onde a−p denota um fator de escala.

Demonstração. Notando inicialmente que si + sj = s′i ∈ S, então, iterativamente,

x = s1 + s2︸ ︷︷ ︸
s′1

+ s3 + s4︸ ︷︷ ︸
s′2

· · ·+ sN−1 + sN︸ ︷︷ ︸
s′
N/2

= s′1 + s′2 + · · ·+ s′N/2
...

= s(n)
1 .

(1.32)

Observando ainda que existe um sj ∈ S e um a ∈ R tal que as′i = sj = s, temos que

ω(as(n)
1 )ds(n)

1 = ω(s)ds.

Se P (x) é infinitamente divisível,

P (ax)dx = apP (x)dx,

em que ap é um fator de escala, tal que p ∈ R. Então, se as densidades são estáveis,
finalmente obtemos

P (x)dx = a−pω(as(n)
1 )ds(n)

1 = a−pω(s)ds.
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Isto é, a probabilidade de um dado valor da soma x é igual à probabilidade de um evento
individual si a menos de um fator de escala∗.

Corolário 1. A variável aleatória x é dita estável se, para x1 e x2 cópias independentes
de x e constantes u e v ∈ R, a condição

ux1 + vx2
d
= ax+ b (1.33)

for satisfeita†.

Por exemplo, no limite de um grande número N de eventos sorteados a partir de uma
distribuição infinitamente divisível [BPB99], a lei de escala para a distribuição α-estável
de Lévy, ωα(s), caracterizada pelo parâmetro 0 < α ≤ 2 (ver a seguir), obedece a relação

ωα(s) ∼ 1

N1/α
Pα(x/N1/α), (1.34)

com desvio padrão dado por [SKZ96]

σ ∼ N1/α. (1.35)

É interessante contrastar com a distribuição gaussiana, para a qual

ω(s) ∼ 1

N1/2
P (x/N1/2), (1.36)

tal que
σ ∼ N1/2. (1.37)

Se considerarmos o contexto das caminhadas aleatórias com densidade de probabilidade
ωα(s) dos tamanhos s dos passos, temos, portanto, um parâmetro (α) que determina a
assinatura da trajetória do caminhante dependente da bacia de atração estatística: para
0 < α ≤ 2 os resultados das Eqs. (1.34)-(1.35) indicam que ωα(s) e Pα(x) são regidas pelo
teorema do limite central generalizado (distribuições α-estáveis de Lévy); por outro lado,
para α ≥ 2 as Eqs. (1.36)-(1.37) atestam que é o TLC que governa o comportamento
browniano das distribuições. De fato, a diferença espacial entre a caminhada aleatória
com densidade de probabilidade de Lévy para os tamanhos dos passos e o caminhante
browniano é ilustrada na Fig. 1.6.
∗Uma prova matematicamente mais rigorosa deste teorema pode ser encontrada em [GK54].
†O simbolo d

= significa igualdade entre distribuições, i.e. os conjuntos à esquerda e à direita do símbolo
são distribuídos segundo a mesma lei de probabilidades [Nol10].
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1.4. Teorema do Limite Central Generalizado

(a) Caminhante Browniano (b) Caminhante de Lévy

Figura 1.6: (a) Caminhada aleatória browniana caracterizada por comprimentos de passos
com valor máximo da ordem de um desvio padrão gaussiano. (b) Caminhada aleatória de
Lévy com distribuição de tamanhos de passos com α = 0.5. Devido à divergência do seu
primeiro momento, passos (em azul) de comprimentos muito maiores que o comprimento
médio do passo browniano (dentro da mesma escala) passam a existir com probabilidade
consideravelmente maior do que no caso gaussiano. Ambas as caminhadas contém 7×103

passos.

A principal consequência do teorema do limite central generalizado foi a ampliação da
bacia de atratores estatísticos, ou seja, do “domínio de atração das leis estáveis” [BPB99].
Lévy determinou toda uma classe de distribuições governadas pelo TLC generalizado, no-
meada como a classe das distribuições α-estáveis de Lévy. Tais distribuições são descritas
pelas funções características φα(k), tais que

φα(k) =





exp {−jα|k|α[1− iβ tan(πα/2)sgn(k)]}, para α 6= 1;

exp {−j1|k|[1 + iβ 2
π
sign(k) ln |k|]}, para α = 1,

(1.38)

em que o parâmetro α assume valores 0 < α ≤ 2, β é um parâmetro (skewness) definido
no intervalo −1 ≤ β < 1, jα é uma constante positiva e sign(k) é a função sinal. O caso
especial α = 1 constitui uma generalização da função característica da distribuição de
Cauchy, com a introdução de uma fase dependente de β. De fato, através da introdução
do parâmetro β foi possível descrever assimetrias nas distribuições estáveis com respeito
ao seu centro (s = 0), isto é, β está associado a uma fase que governa a assimetria da dis-
tribuição. Em nossos estudos, trabalharemos sempre com distribuições de Lévy simétricas
(β = 0). Na seção 1.6 exploraremos o comportamento assintótico destas distribuições no
limite s� 1, descrito por uma lei de potência de s com expoente α.
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1.5 Assinaturas Dinâmicas: Difusão Normal, Sub e Su-
perdifusão

Uma vez que caracterizamos na seção anterior a assinatura geométrica das caminhadas
aleatórias com distribuições de tamanhos de passos browniana e de Lévy, vamos em se-
guida determinar as suas respectivas dinâmicas de evolução temporal.

Inicialmente, podemos dizer que ao levar em conta os passos da caminhada um a um,
através da convolução de suas distribuições obtemos uma densidade de probabilidade de
encontrar o caminhante numa dada posição x após N passos. Nesta formulação, temos o
espaço contínuo e o “tempo” (isto é, a variável número de passos) discreto. Como veremos
a seguir, é possível tomar o limite temporal contínuo ao se associar adequadamente o
número de passos ao tempo.

De fato, para passar ao limite de tempo contínuo no caso unidimensional, podemos
nos perguntar pela densidade de probabilidade P (x,N + 1) de encontrar o caminhante
na posição x após N + 1 passos. Considerando passos de tamanho δx > 0, tal função é
determinada pela probabilidade de que após N passos o caminhante realize um desloca-
mento para a direita com probabilidade p a partir da posição x− δx, ou para a esquerda
com probabilidade q = 1− p a partir da posição x+ δx:

P (x,N + 1) = pP (x− δx,N) + qP (x+ δx,N). (1.39)

Na equação acima podemos agora fazer as associações N → t e (N + 1) → (t + δt), tal
que

P (x, t+ δt) = pP (x− δx, t) + qP (x+ δx, t). (1.40)

Considerando incrementos infinitesimais e expandindo em série de Taylor para cada va-
riável, obtemos

P (x, t) +
∂P

∂t
δt+O(δt2) = p

[
P (x, t)− ∂P

∂x
δx+

1

2

∂2P

∂x2
(δx)2 +O(δx3)

]
+

+q

[
P (x, t) +

∂P

∂x
δx+

1

2

∂2P

∂x2
(δx)2 +O(δx3),

] (1.41)

isto é,

∂P

∂t
= v

∂P

∂x
+D

∂2P

∂x2
, (1.42)

22



1.5. Assinaturas Dinâmicas: Difusão Normal, Sub e Superdifusão

tal que v ≡ (p−q) δx
δt

é a velocidade tendenciada (bias velocity) eD ≡ (δx)2

2δt
é a constante de

difusão. A Eq. (1.42) determina a dinâmica da densidade de probabilidade do caminhante
aleatório browniano (note que os primeiros momentos da distribuição de deslocamentos
convergem) para espaço e tempo contínuos, e representa a equação de Fokker-Planck neste
contexto.

Note que o fator v/D diverge, uma vez que v/D ∼ 1/δx no limite contínuo (δx, δt→
0). Portanto o termo convectivo ∂P/∂x invariavelmente domina sobre o termo difusivo
∂2P/∂x2, neste sentido, no limite contínuo devemos ter (p − q) ∝ δx [Red01], para que
ambas primeiras e segundas derivadas sejam simultaneamente finitas, isto é,

p− q =
vδx

2D
(1.43)

ou, uma vez que q = 1− p,

p =
1

2

(
1 +

vδx

2D

)
e q =

1

2

(
1− vδx

2D

)
. (1.44)

De um modo não rigoroso, qualquer processo de saltos (hopping) estocásticos em que a
distribuíção de comprimentos de passos seja bem comportada tem uma descrição contínua
em termos da equação de Fokker-Planck [Red01].

A forma geral da equação de difusão, levando-se em conta arrastos, fontes e e transmis-
sões de ordem não-linear, e outros efeitos relacionados, por exemplo, pode ser encontrada
como:

∂P

∂t
=

∂

∂x
[A(x, t)P (x, t)] +

∂2

∂x2
[B(x, t)P (x, t)] . (1.45)

As funções A e B variam de acordo com o contexto físico.
A densidade de probabilidade P (x, t) para um ou um conjunto de caminhantes aleató-

rios, obedece à mesma equação da difusão para a temperatura T ou a concentração c de
espécies químicas em difusão, de acordo com a equação do calor ou a lei de Fick [Sor06],
respectivamente. A razão fundamental é que as variáveis T e c são manifestações mis-
croscópicas para um grande número de movimentos aleatórios em todos os seus graus de
liberdade. Para a temperatura, os graus de liberdade são os fónons colidindo com hetero-
geneidades em volta que podem se comportar, também, como um caminhante aleatório.

Ainda, vale mencionar que P (x, t) pode mapear o processo do telegráfo aleatório, isto
é, considerando a equação da difusão de um modo geral, tomando como premissa que a
variável aleatória x pode adquirir os valores a ou b que se alteram entre eles à medida que
o tempo passa [Gar85].
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Para obtermos a sua solução, tomemos a transformada de Fourier de P (x, t), isto é,
P (k, t) =

∫∞
−∞ P (x, t)eikxdx, tal que

∂P (k, t)

∂t
= (ikv −Dk2)P (k, t). (1.46)

Em seguida, integrando no tempo e realizando a transformada de Fourier inversa, obtemos,
para um caminhada iniciada em x = 0,

P (x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ik(x−vt)−Dtk2dk,

P (x, t) =
1√

4πDt
exp

[
− 1

4Dt
(x− vt)2

]
.

(1.47)

Para o caso específico em que deslocamentos para a esquerda e direita têm probabilidades
iguais (p = q = 1/2 e v = 0), temos que

∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2
, (1.48)

que é conhecida como equação de difusão do calor [Rei65], com solução gaussiana obtida
fazendo v = 0 na Eq. (1.47). Assim, por comparação direta entre as Eqs. (1.47) e (1.29),
obtemos a variância σ2 = 2Dt e o resultado canônico para a dinâmica browniana:

σ ∼ t1/2. (1.49)

Portanto, espalhamento espacial da caminhada browniana ao redor da sua posição média
é tipicamente limitado pela potência t1/2, como ilustrado na Fig. 1.7. Este resultado tam-
bém é válido para dimensões maiores que um e caracteriza a chamada difusão normal.
Entretanto, este formalismo falha para distribuições de Lévy, uma vez que não leva em
conta as correlções de longo alcance, isto é, a densidade de probabilidade P (x, t) é obtida
da densidade de pequenos passos P (x± δx, t) em que δx é infinitésimal.

Podemos generalizar o tratamento do limite contínuo acima, supondo uma forma mais
geral para as taxas de transição entre posições ocupadas em instantes distintos. Seja
W(x, ξ; t − τ) a taxa de transição da posição ξ no tempo τ para a posição x no tempo
t. Uma variação temporal de P (x, t) está associada tanto a um fluxo positivo do tipo
W(x, ξ; t− τ)P (ξ, τ) (o caminhante estava em ξ no tempo τ e saltou para a posição x no
tempo t), quanto a um fluxo negativo do tipoW(ξ, x; t−τ)P (x, τ) (o caminhante estava em

24
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x no tempo τ e saltou para a posição ξ no tempo t). Somando sobre todas as possibilidades,
obtemos a equação mestra generalizada (generalized master equation) [KBS87]:

∂P (x, t)

∂t
=

∫ ∞

−∞

∫ t

0

[W(x, ξ; t− τ)P (ξ, τ) +W(ξ, x; t− τ)P (x, τ)] dξdτ, (1.50)

a partir da qual também é possível reobter a Eq. (1.46) para a difusão normal ou brow-
niana.

A seguir, analisaremos como se comporta a dinâmica de processos de Lévy, tomando
como ponto de partida a equação mestra generalizada neste contexto. Em nossa aborda-
gem, vamos considerar que os passos são realizados instantaneamente, ou que os passos
são locais no tempo, ou ainda que tempos distintos são descorrelacionados. Tais pro-
priedades caracterizam os chamados voos de Lévy, em contraste com as caminhadas de
Lévy em que os passos são realizados com velocidade finita e constante. Nesse sentido,
a taxa de transição pode ser separada nas suas partes espacial e temporal, de modo que
W(ξ, x; t− τ) = ω(ξ, x)δ(τ − t). Após a integração temporal, obtemos

∂P (x, t)

∂t
=

∫ ∞

−∞
[ω(x, ξ)P (ξ, t) + ω(ξ, x)P (x, t)] dξ. (1.51)

Considerando a simetria esquerda-direita escrevemos ω(x, ξ) = −ω(ξ, x), e levando em
conta que o caminhante executa um passo de tamanho s = |x − ξ| para transitar de x
para ξ ou de ξ para x, então fazemos ω(ξ, x)→ ω(s) e ξ → x+ s, de modo que

∂P (x, t)

∂t
=

∫ ∞

−∞
ω(s) [P (x+ s, t)− P (x, t)] ds. (1.52)

Como comentado anteriormente (e também detalhado na próxima seção), no limite as-
sintótico s � 1 a distribuição de Lévy para os tamanhos de passos s assume a forma de
uma lei de potência, ω(s) ∝ s−(1+α), a qual, ao ser substituída na equação acima, leva ao
operador derivada fracionária de Caputo [Pod99]:

Dαf(x) =
1

A(α)

∫
ds

1

s1+α
[f(x+ s)− f(x))] , (1.53)

onde A(α) é uma constante. A essa maneira, obtemos a generalização da equação de
difusão de calor para o caso da dinâmica dos voos de Lévy:

∂P (x, t)

∂t
= DαP (x, t) (1.54)
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Um caminho intuitivo para derivarmos a equação diferencial fracionária (1.54) pode
ser seguido ao se notar inicialmente que, no caso browniano, tomando a transformada
de Fourier para P (x, t), o argumento da função exp (z), dado pelo número complexo
z = ikv−Dk2, determina a forma da equação diferencial da difusão no espaço k. No caso
v = 0, considerando a distribuição α-estável de Lévy, Eq. (1.38), em conjunto com o fato
de que [φ(k)]N → [φ(k)]N+1 para o deslocamento de um único passo, podemos escrever
no espaço k a função com dependência temporal, tal que um passo simples acontece num
intervalo infinitésimal δt,

φ(k, δt) = e−jα|k|
αδt. (1.55)

No entorno de k = 0 temos que φ(k, δt) ∼= 1 − jα|k|αδt, de modo que no limite contínuo
N →∞ e δt→ 0, com t = Nδt finito, obtemos

φ(k, t) = lim
N→∞

[φ(k, δt)]N =

(
1− jα|k|αt

N

)N
= e−jα|k|

αt. (1.56)

Tomando agora a transformada inversa de Fourier da função característica, encontramos

P (x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikx−jα|k|

αtdk, (1.57)

de modo que
∂P (k, t)

∂t
= −jα|k|αP (k, t), (1.58)

sugerindo uma forma diferencial fracionária no espaço das coordenadas, como obtemos
antes

∂P (x, t)

∂t
= Jα

∂αP (x, t)

∂xα
; Jα ≡ cte. (1.59)

O decaimento com lei de potência de ω(s) implica na divergência dos momentos de
ordem q maior ou igual a α. Em particular, como 0 < α ≤ 2 então o segundo momento da
distribuição de Lévy diverge. Apesar disso, considerando a quantidade finita σL = 〈|x|q〉1/q
para q < α, que não é um desvio padrão, mas joga o papel, convergindo para o desvio
padrão usual como veremos a seguir; é possível verificar através dos resultados acima a
assinatura da difusão anômala [Fog98]

σL ∼ t1/α. (1.60)

O fato de 0 < α ≤ 2 indica, portanto, que a dispersão dos processos de Lévy se dá de
forma mais rápida (superdifusão) do que a difusão normal (α = 2). Na verdade, de um
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modo mais geral a forma da densidade de probabilidades (propagador) na ausência de
ruídos e arrastos∗ pode ser escrita como [VdLRS11]

P (x, t) = N (t)F

(
−|x|
tH

)
, (1.61)

em que, consequentemente [Wei94], condensando as assinaturas numa única forma,

σ ∼ tH , (1.62)

tal que H define o expoente de Hurst [VdLRS11]. Observamos então que H = 1/2

determina uma difusão normal, H < 1/2 caracteriza uma subdifusão, que pode ser
gerada por caminhadas aleatórias com tempos de pausa divergentes. H > 1/2 corresponde
a uma superdifusão, com característica de persistência em que o caminhante tende a
permanecer na direção do último passo. Pode ser gerada por voos de Lévy com 0 < α < 2

(ver Fig. 1.7). Em particular, o limite H = 1 corresponde ao regime balístico.
Apesar da assinatura dinâmica geral contemplar todos os casos de difusão, a equa-

ção para a subdifusão tem sua forma peculiar, isto é, a equação que gera subdifusão é
fracionária no tempo,

∂αP

∂tα
=

∂

∂x
[A(x, t)P (x, t)] +

∂2

∂x2
[B(x, t)P (x, t)] . (1.63)

A subdifusão pode ser gerada por longos tempos de espera, isto é, o caminhante executa
um passo e espera um tempo para executar outro, frenquentemente encontrada em cami-
nhadas de Lévy, ou por antipersitência (os passos tendênciados a não repetir o sentido do
passo anterior) [Mit11].

Na próxima seção vamos analisar o limite assintótico de grandes comprimentos de pas-
sos da distribuição de Lévy, explorando os seus aspectos matemáticos e as suas principais
características.

1.6 Distribuições de Lévy

Como vimos anteriormente, as distribuições de Lévy são estatisticamente estáveis e apre-
sentam uma dinâmica superdifusiva com assinatura dada por σL = t1/α, onde 0 < α ≤ 2.
Outra característica essencial das distribuições de Lévy são as probabilidades conside-
ráveis, se comparadas às probabilidades gaussianas, de que grandes valores da variável
aleatória (longos saltos, s� 1) sejam sorteados.
∗Termos de derivadas dependentes da velocidade nas equações de difusão.
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Figura 1.7: Cada cor representa um caminhante aleatório distinto executando uma cami-
nhada unidimensional. A variável aleatória x representa a posição final após t passos. (a)
Padrão de difusão normal gerada por movimentos brownianos com assinatura dinâmica
σ ∼ t1/2. (b) Padrão de superdifusão gerado por vôos de Lévy com σL ∼ t1/α em que
α = 0.9. Os contornos negritados são as curvas σ para os respectivos casos.

Mencionamos também que existem dois tipos de processos de Lévy: as caminhadas de
Lévy (LWs) e os voos de Lévy (LFs). O termo voo de Lévy foi usado primeiramente por
Benoit Mandelbrot [Man82] no contexto da “poeira de Lévy” (Lévy dust), definida como
o conjunto dos pontos obtidos a partir de uma sequência de voos de Lévy. Tal conjunto
possui dimensão fractal, como discutiremos a seguir. Nos LFs os saltos são executados
instantaneamente (duração nula), de forma que o buscador efetivamente se teleporta entre
as posições de origem e destino no espaço de busca, conferindo uma característica de
localidade no tempo. As taxas de transição associadas aos LFs possuem longo alcance
espacial, tal como observamos ao derivar a Eq. (1.54). Em particular, o seu deslocamento
quadrático médio diverge. Dentre as várias aplicações relacionadas com os vôos de lévy
[VdLRS11], destacamos os lasers aleatórios [Wie08], com impacto direto em tecnologia.

Em contraste, nas caminhadas de Lévy o caminhante viaja com velocidade finita e
constante, independentemente do tamanho do passo. Este fato acopla espaço e tempo,
isto é, as taxas de transição na Eq. (1.50) contém efeitos de longo alcance e de memória
que não podem mais ser separados. Nesse caso, o tempo de percurso é proporcional à dis-
tância total percorrida e o deslocamento quadrático médio existe como função do tempo,
crescendo na forma de uma difusão anômala segundo a sua assinatura dinâmica. Para
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períodos de tempo muito longos as caminhadas de Lévy progressivamente se assemelham
aos voos de Lévy.

Vamos a seguir derivar algumas propriedades matemáticas da classe de distribuições de
Lévy no regime de longas distâncias, `� `0, onde `0 é um valor mínimo de referência, isto
é, o menor tamanho de passo que o caminhante pode executar. A mudança de notação
s → ` indica que agora estamos considerando uma sequência de saltos ou passos de
tamanho ` distribuídos segundo a densidade de probabilidades α-estável de Lévy ω(s)→
p(`), que possui a função característica φα(k) dada pela Eq. (1.38) cujo parâmetro de
skewness β = 0, que determina distribuições simétricas em relação a `0. Portanto, as
distribuições de Lévy são definidas a partir da transformada inversa de Fourier da função
φα(k), isto é,

p(`) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eik`φα(k). (1.64)

De um modo geral, para uma distribuição arbitrária Ũ(`),

Ũ(`) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eik`U(k). (1.65)

Ainda, podemos escrever as componentes da decomposição de Fourier U(k) como uma
exponencial

U(k) = e−H(k), (1.66)

em que H(k) joga o papel do hamiltoaniano das integrais de caminho de estatítisca quân-
tica [JK10]. Para as distribuições de Lévy simétricas β = 0, o hamiltoniano de Lévy HL

seria,
HL(k) = jαk

α. (1.67)

Portanto, tomando jα = a`α0 por conveniência, em que a é uma constante, tal que a
distribuição após N passos, p(`)→ pN(`),

pN(`) =
1

π

∫ ∞

0

exp (−aN`α0kα) cos (k`)dk, para 0 < α ≤ 2. (1.68)

Através de uma expansão em série de Taylor, o comportamento assintótico de pN(`) no
regime de ` largo o suficiente, pode ser escrito abaixo

pN(`) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∫ ∞

0

dk

π
(aN`α0k

α)n cos k` =
∞∑

n=0

(−1)n+1

n!

anNn`nα0

π
Γ(1 + nα)

sin απ
2

`α
.

(1.69)
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tal que Γ(1 + nα) representa a função Gama (extensão do fatorial). Se definirmos o
parâmetro µ = α + 1 (que não deve ser confundido com a média gaussiana µN da seção
1.3), podemos reescrever para

pN(`) = aN
Γ(µ) sin [π(µ− 1)/2]

π`0

(
`0

`

)µ
+O

(
`−2µ+1

)
. (1.70)

Vamos considerar que o caminhante aleatório unidimensional executa passos estatistica-
mente independentes e identicamente distribuídos, e ainda considerar apenas o primeiro
termo da expansão junto ao fato que para uma distribuíção estável,

p(`) =
1

N
1
α

pN(`/N
1
α ),

ou seja,

p(`) = Aµ
1

|`|µ , se |`| ≥ `0, (1.71)

e p(`) = 0 qualquer outro caso, com Aµ ≡ aΓ(µ) sin [π(µ−1)/2]
π`0

. Por simplicidade, daqui por
diante nos referiremos ao limite assintótico da distribuição de Lévy, dado pela expres-
são acima com comportamento do tipo lei de potência, simplesmente como “distribuição
de Lévy”. Além disso, convencionamos que passos “negativos”, −|`|, são dados para a
esquerda e são equiprováveis aos realizados para a direita.

É necessário que p(`) seja normalizada à unidade, isto é,

∫ ∞

−∞
p(`)d` = Aµ

∫ −`0
−∞

1

|`|µd`+ Aµ

∫ ∞

`0

1

`µ
d` = 1, (1.72)

o que leva a Aµ = µ−1
2
`µ−1

0 , ou seja,

p(`) =
µ− 1

2
`µ−1

0

1

|`|µ , se |`| ≥ `0. (1.73)

Comparando as equações Eqs(1.70) com Eqs(1.73), determinamos o inverso da constante
a−1 = 2Γ(α + 1) sin (πα/2)/(π`0) no limite assintótico.

Assim, o passo médio, ou primeiro momento de p(`),

〈`〉 = 2Aµ

∫ ∞

`0

`

|`|µd`, (1.74)

bem como o seu segundo momento, divergem no intervalo para 1 ≤ µ ≤ 2 e 1 ≤ µ ≤ 3,
com divergências logarítmicas para µ = 2 e µ = 3, respectivamente. Além disso, os outros
momentos de ordem superior também divergem com suas respectivas divergências loga-
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rítmicas. Portanto, p(`) não obedece ao TLC, e sim ao TLC generalizado. É interessante
observar ainda que a sua dependência do tipo lei-de-potência implica na propriedade de
autossimilaridade sob mudança de escala espacial, p(γ`) = γ−µp(`), típica de conjuntos
fractais, a qual permanece válida até a escala do tamanho mínimo dos passos, `0. Con-
sequentemente, a sequência de pontos gerados a partir de p(`), denominada de poeira de
Lévy, apresenta uma geometria fractal com dimensão df = µ− 1 [VdLRS11].

Por outro lado, é importante notar que para µ > 3 temos a média (novamente, não
confundir com o índice de Lévy) µN = N〈`〉 = 0 e a variância finita σ2 = N(µ−1)`2

0/(µ−
3), recaindo no limite gaussiano governado pelo TLC para um número suficientemente
grande de passos [dS10]:

PN(x) =
1√

2πN(µ− 1)`2
0/(µ− 3)

exp

(
− µ− 3

2N(µ− 1)
x2

)
, (1.75)

com x =
∑N

i=0 `i.
Por fim, se considerarmos um truncamento na cauda longa, isto é, se alterarmos o

regime assintótico do tipo lei-de-potência em valores suficientemente elevados de ` para
um decaimento exponencial,

ω(`) =





0, se ` < `0;

A
|`|µ , se `0 < ` < λ;

Be−b|`|, se |`| > λ,

(1.76)

então todos os momentos tornam-se finitos, mesmo no intervalo 1 < µ ≤ 3, condição
suficiente para que a distribuição ω(`) acima obedeça o TLC [dS10]. Em outras palavras,
a dinâmica associada à distribuição truncada dada acima é inicialmente superdifusiva, mas
converge após um número suficientemente grande de passos para a dinâmica browniana.
Portanto, enfatizamos a importância da cauda longa para que a distribuição apresente
superdifusão e todas as características interessantes do ponto de vista da Física, inerentes
às distribuições de Lévy.

1.7 Um Modelo de Busca Aleatórias

Nesta seção apresentamos as características gerais do modelo de buscas aleatórias que será
considerado neste trabalho. Tal modelo captura a essência da dinâmica do forager no caso
limite em que as relações predador-presa são ignoradas e a aprendizagem é minimizada, e
consiste de um caminhante buscando por sítios aleatoriamente distribuídos em um espaço
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d-dimensional de busca. Associamos um comprimento λ ao livre caminho médio da dis-
tribuição de sítios-alvo. Além disso, dotamos o caminhante de um raio de visão rv, dentro
do qual ele consegue detectar sítios-alvo. Assim, durante a busca no espaço d-dimensional
o caminhante cobre, efetivamente, um “corredor” cuja secção transversal é proporcional a
rd−1
v . Dessa forma, podemos dizer que λ é o comprimento médio desse corredor entre dois
sítios vizinhos quaisquer:

λ ≡ 1

ρrd−1
v

, (1.77)

tal que ρ é a densidade de sítios.
Especificamente, o comportamento do forager ao realizar a busca segundo este modelo

é descrito da seguinte forma [VBH+99]:

1. Se um sítio-alvo se encontra dentro do seu raio de visão rv, então o caminhante se
dirige em linha reta (balisticamente) até ele.

2. Se não existem sítios dentro do seu raio de visão rv, então em seu j-ésimo passo o
forager escolhe uma direção aleatória e um comprimento de passo também aleatório,
`j, a partir de uma distribuição de probabilidade p(`j). Ele então se move para uma
nova posição, sempre procurando sítios até uma distância máxima rv de si ao longo
da caminhada. Se nenhum sítio é detectado, ele para após ter viajado a distância `j,
escolhendo uma nova direção e uma nova distancia `j+1; de outro modo, ele procede
como descrito na regra 1.

O caso especial em que o caminhante encontra dois sitios simultaneamente equidistan-
tes é extremamente raro, ou seja, pode ser desconsiderado sem acréscimo ao algoritmo.

Portanto, a primeira regra determina o processo de encontro dos sítios pelo cami-
nhante, definindo o comprimento rv como um parâmetro de alcance de detecção. A
segunda regra determina a natureza estocástica do processo de busca, isto é, determina a
evolução da caminhada a cada passo, em direções e comprimentos aleatórios, de acordo
com a distribuição de probabilidades p(`j). A natureza da distribuição de probabilida-
des sob os vínculos do raio de visão e livre caminho médio da distribuição de sítios-alvo
determina o regime do comprimento de passos.
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b

sitio

forager

rv

(a) Forager se dirigindo balisticamente
para o sítio que se encontra dentro do seu
raio de visão rv.

ℓj

b
sitio

(b) Forager realizando uma caminhada
aleatória segundo a regra 2 do modelo de
busca.

Figura 1.8: Comportamentos esquemáticos do modelo de busca aleatória.

De fato, as regras do comportamento do forager e o seu mecanismo de busca se vin-
culam ao parâmetro λ a partir da comparação deste com o comprimento do raio de visão
rv. Por exemplo, o regime em que λ � rv representa a situação de escassez de recursos,
em que longos passos de busca podem se tornar vantajosos. Por outro lado, para altas
densidades de sítios-alvo, λ & rv, o mecanismo de detecção domina o processo de busca,
ou seja, há um aumento do número de caminhadas balísticas de curto alcance e pouca
aleatoriedade é necessária no processo de busca. Podemos, assim, passar à questão da
eficiência das buscas aleatórias.

1.7.1 Eficiência das Busca Aleatórias

A seguir, abordaremos a questão geral de qual é a estratégia estatística para a escolha da
densidade de probabilidades dos tamanhos dos passos, p(`), que otimiza a eficiência da
busca por objetos aleatoriamente distribuídos (sítios-alvo). Foi mostrado por G. M. Viswa-
nathan et al. [VBH+99] que, quando os sítios estão homogênea e escassamente distribuídos
e podem ser visitados qualquer número de vezes, a estratégia ótima é aquela em que p(`) é
dada por uma distribuição de Lévy com comportamento do tipo lei de potência associado
a um expoente µ ≈ 2. Este resultado encontra suporte empírico em estudos envolvendo
espécies tão distintas entre si quanto albatrozes [HWQ+12] e diversos tipos de predadores
marinhos [HQD+10], dentre várias outras [VdLRS11]. Por outro lado, para ambientes
ricos em alimentos estudos teóricos [VBH+99] e empíricos [VdLRS11,HWQ+12,HQD+10]
concordam que estratégias brownianas e de Lévy são indistinguíveis do ponto de vista
da eficiência da busca. Na verdade, devido à segunda regra de comportamento do mo-
delo da seção anterior, o forager tem o seu percurso alterado (passo truncado) quando
um sítio entra no seu raio de visão. Este fato tem uma consequência direta para a dis-
tribuição efetiva dos tamanhos dos passos, que se torna então uma distribuição de Lévy
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truncada [VBH+99]. Tal distribuição possui momentos grandes porém finitos, de modo
que o caminhante passa a apresentar comportamento gaussiano após um número extre-
mamente grande de passos, embora preservando a dinâmica superdifusiva durante o longo
regime que o antecede. Esse limite de corte superior relacionado à mudança entre regimes
na verdade reflete a condição natural de finitude e limitação dos processos de buscas reais
(associados a animais, radares, celulares, etc.), devido, no caso, por exemplo, das buscas
por alimentos realizadas por animais, às restrições biológicas que podem levar à morte do
forager se nenhum sítio de comida for localizado a uma certa distância máxima. Esse pa-
râmetro de corte superior está associado à densidade de sítios-alvo no caso de distribuição
homogênea e, portanto, também ao seu livre caminho médio λ.

De acordo com os interesses biológicos podemos distinguir entre dois tipos básicos de
busca [VBH+99]. Na busca destrutiva, quando ocorre o encontro de um sítio este não
mais se torna disponível para uma busca posterior. Desse modo, é necessário introduzir
um sitio adicional no espaço de busca para manter a densidade de sítios constante. Por
outro lado, na busca não-destrutiva o forager pode visitar um mesmo sítio várias vezes.
Uma opção intermediária, talvez mais realista do ponto de vista biológico, representa a
situação em que, uma vez encontrado, o sítio torna-se indisponível a um novo encontro
futuro apenas durante um intervalo de tempo finito. Assim, dependendo do tipo de
busca, pode surgir um mecanismo de competição entre os regimes de comportamento
caracterizados por um grande número de curtos passos na proximidade de um sítio já
encontrado e a existência de passos longos que eventualmente levem o forager a regiões de
sítios ainda não visitados. Para cada tipo de busca as melhores estratégias são distintas
e podem ser quantificadas pela eficiência da busca, definida como

η =
número de sítios encontrados
distância total percorrida

. (1.78)

Assim, uma busca eficiente é aquela que alia o encontro de muito sítios ao longo do menor
percurso realizado. Para que a enficiência seja adimensional basta multiplicarmos por
uma constante de comprimento e tomarmos como unitária.

Na definição de η, a distância total percorrida pelo forager pode ser escrita como o
produto do número total de sítios encontrados, Nf , pela distância média caminhada entre
o encontro de dois sítios consecutivos, denotada por 〈L〉, de modo que

η =
Nf

Nf〈L〉
=

1

〈L〉 . (1.79)
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No próximo capítulo determinaremos uma forma analítica para 〈L〉 em buscas unidimensi-
onais por sítios homogeneamente distribuídos e no capitulo 5 estudaremos a sua expressão
em ambientes heterogêneos.

Em uma primeira aproximação, podemos escrever que 〈L〉 ≈ 〈n〉〈|`|〉, em que 〈n〉 e
〈|`|〉 denotam o número médio de passos entre o encontro de dois sítios consecutivos e o
tamanho médio do passo individual, respectivamente. Nesse caso, a eficiência pode ser
escrita como

η ≈ 1

〈n〉〈`〉 . (1.80)

Notamos, então, que uma alta eficiência pode resultar de 〈n〉 pequeno e/ou de 〈|`|〉 pe-
queno. Nesse sentido, por um lado valores grandes de µ em geral definem o regime de
saltos pequenos, em que na média são necessários muitos passos até o encontro de um
sítio. Por outro lado, valores pequenos de µ determinam o regime de grandes saltos e
menor número de passos até o encontro, o qual no limite µ → 1 determina trajetórias
balísticas (trajetórias indefinidamente em linha reta). É possível, portanto, que surjam
situações em que o máximo em η ocorra para valores intermediários de µ [RBdL+09b].

Usando a distribuição de Lévy, p(`) ∼ `−µ, podemos escrever aproximadamente que

〈|`|〉 ≈

λ∫
rv

`1−µd`+ λ
∞∫
λ

`−µd`

∞∫
rv

`−µd`

=

(
µ− 1

2− µ

)(
λ2−µ − r2−µ

v

r1−µ
v

)
+
λ2−µ

r1−µ
v

. (1.81)

De fato, a segunda integral no numerador é aproximada à “campo médio”, pois assume
que todos os passos com tamanho igual ou superior a λ são truncados pelo encontro de
um sítio-alvo [RBdL+09b].

Em busca destrutivas (índice d), o número médio de passos entre encontros suces-
sivos, 〈nd〉, se comporta assintoticamente no limite λ � rv de escassez de recursos
como [VBH+99]

〈nd,µ〉 ∼ (λ/rv)
µ−1 , para 1 < µ < 3

〈nd,µ〉 ∼ (λ/rv)
2 , para µ ≥ 3.

(1.82)

O último caso corresponde à dinâmica browniana. Para o caso não-destrutivo (índice p),
tem-se nesse regime que 〈np〉 ∼ 〈nd〉1/2 [VBH+99].

Para buscas não destrutivas no regime escasso, substituindo as expressões acima para
〈|`|〉 e 〈np〉 em η e derivando com relação µ, encontramos que a eficiência é ótima para
µopt = 2 − δ, onde δ ≈ 1/[ln (λ/rv)]

2 para λ � rv [VBH+99]. Por outro lado, o mesmo
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procedimento no caso destrutivo leva a uma eficiência máxima para µopt → 1+, corres-
pondendo ao regime balístico.

Figura 1.9: Gráfico do produto entre o livre caminho médio associado à distribuição de
sítio-alvo λ e a eficiência da busca η em função do expoente µ da distribuição de Lévy
em uma dimensão, para o caso de buscas não destrutivas [RBdL+09b], (a) a partir da
equação 1.80 e (b) de simulações numéricas. (c) λη em duas dimensões, para λ = 5000; a
inserção mostra 〈`〉 como uma função de µ para λ = 10 (linha contínua), λ = 102 (traços),
e λ = 103 (longos traços). Todos os dados foram obtidos usando rv = 1.

Simulações numéricas, Fig.1.9 deste modelo para uma e duas dimensões mostram
que os resultados aproximados obtidos acima para µopt são robustos em ambos os ca-
sos destrutivo e não-destrutivo no regime escasso de sítios homogeneamente distribuí-
dos [VBH+99]. Contudo, é importante ressaltar que essa independência dos resultados
com a dimensão é não trivial. Por exemplo, nas caminhadas aleatórias autoexcludentes
(self-avoiding random walks), em que não é permitido ao caminhante visitar o mesmo
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ponto do espaço mais de uma vez, o expoente de Hurst varia com a dimensão até uma
dimensão critica superior dc = 4, acima da qual ele assume o valor browniano, H = 1/2

para d ≥ dc. Nesse caso, para d < dc o caminhante entra em modo superdifusivo devido à
restrição espacial, embora acima de dc o espaço de busca se torna suficientemente grande,
de modo que é improvável que o caminhante revisite algum ponto da trajetória. Embora
alterações no modelo de busca possam gerar dependência de alguns de seus resultados
com a dimensão, aparentemente o valor de µopt permanece robusto no contexto de sítios
homogênea e escassamente distribuídos. No capítulo 4 veremos, contudo, que a introdu-
ção de heterogeneidades no espaço de busca pode levar a valores do expoente ótimo no
intervalo 1 . µopt . 2.
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Capítulo 2

Princípios Teóricos da Busca Aleatória
em Uma Dimensão

E do mesmo modo que há
muitas velocidades num só dia
e nesse mesmo dia
muitos dias
assim não se pode também dizer
que o dia tem um único centro
(feito um caroço ou um sol)
porque na verdade um dia tem
inumeráveis centros . . .

Excerto de Poema Sujo
Ferreira Gullar

maio-outubro/1975
Buenos Aires

Neste capítulo descreveremos os princípios teóricos do caminhante aleatório que rea-
liza uma busca por sítios-alvo distribuídos homogeneamente em uma dimensão. Sob essas
condições iremos analisar o processo de busca em função do número discreto de passos
(“tempo” discreto) do caminhante com densidade geral de probabilidades para os tama-
nhos de passos, p(`). Definiremos um operador integral para as caminhadas aleatórias,
cujo cálculo efetivo será realizado no limite discreto do espaço de busca. Embora o re-
sultado obtido para a eficiência da busca seja válido para qualquer p(`), neste trabalho
iremos focar no estudo das buscas de Lévy. Por fim, passaremos ao limite de tempo
contínuo para um caminhante de Lévy, estabelecendo os principais resultados que serão
utilizados na determinação da dinâmica energética do caminhante no próximo capítulo:
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as expressões para o comprimento médio do passo e para o número médio de passos entre
dois encontros sucessivos. No capítulo 5 estenderemos estes resultados para as buscas em
ambientes com distribuições heterogêneas de sítios-alvo.

2.1 Buscas de Lévy num Espaço Unidimensional com
Bordas Absorventes

Inicialmente, vamos revisar o tratamento formal para o cálculo do comprimento médio
e do número médio de passos da busca realizada por um caminhante de Lévy em um
intervalo unidimensional com bordas absorventes onde estão localizados os sítios-alvo. Os
cálculos seguirão a abordagem desenvolvida por Buldyrev et al. [BHK+01,BGH+01].

Considere inicialmente um caminhante aleatório, com raio de visão rv e dinâmica
ditada pelas regras gerais do modelo da seção 1.7, procurando por sítios-alvo num espaço
unidimensional em que os sítios encontram-se regularmente espaçados de distâncias λ
entre si. Como desejaremos aplicar os resultados desta seção a distribuições p(`) do tipo
lei de potência, precisamos definir um tamanho mínimo de passo, `0, tal que p(`) = 0 se
|`| < `0. Observamos que `0 pode ser feito tão pequeno quanto possível, desde que `0 6= 0.
Em geral, utilizaremos `0 = rv nos capítulos 4 e 5.

Suponha que o caminhante inicie a primeira busca a partir de uma posição inicial
x0 no intervalo rv < x0 < λ − rv, com sítios-alvo (bordas absorventes) localizados nas
posições x = 0 e x = λ (devido ao seu raio de visão, se 0 < x0 ≤ rv ou se λ− rv ≤ x0 < λ

o caminhante procederia deterministicamente até o respectivo sítio em x = 0 ou x = λ,
segundo a regra 1 do modelo da seção 1.7). Considere ainda que, à medida que a busca se
desenvolve e vários encontros ocorrem, a cada encontro o caminhante reinicia o processo
sempre à mesma distância x0 à direita do último sítio detectado. Por exemplo, suponha
que após alguns encontros o sítio localizado na posição x = 10λ seja detectado; nesse caso,
o caminhante reiniciará a próxima busca a partir da posição x = 10λ+x0. Considerando,
contudo, que cada busca por um novo sítio é independente da busca pelo sítio anterior,
podemos realizar a descrição estatística do processo de busca como estando restrito apenas
ao intervalo rv < x < λ− rv.

Como discutido no capítulo 1, a densidade de sítios-alvos é dada por ρ ∝ 1/λ, de
modo que estaremos particularmente interessados no regime de escassez de recursos em
que λ � rv e ρ � 1. Além disso, consideraremos condições periódicas de contorno
no capítulo seguinte de análise energética da busca (ver a Fig. 2.1). Nesse contexto,
generalizaremos também o tratamento apresentado neste capítulo a fim de considerar
uma função densidade de probabilidades para a distribuição de posições iniciais, π(x0). A
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partir desta consideração, será possível introduzir heterogeneidades no ambiente de busca
através de escolhas apropriadas para π(x0), tornando o modelo mais realista do ponto de
vista biológico.

*rv

b

forager

sitio

(a) Busca com condições periódicas de
contorno realizada numa circunferência de
perímetro λ.

λ

λ− rv

rv0 x0

b * b

(b) Busca realizada num segmento de
comprimento λ.

Figura 2.1: Forager com raio de visão rv realizando uma busca aleatória num espaço
unidimensional de comprimento λ.

Iniciaremos o nosso estudo calculando a distância média percorrida até o encontro de
um sítio, 〈L〉(x0), por um caminhante que iniciou a busca na posição rv < x0 < λ − rv.
Posteriormente determinaremos também o número médio de passos até o encontro do
sítio, 〈n〉(x0).

O comprimento total percorrido após n passos realizados pelo forager é dado por

Ln =
n∑

i=1

|`i|, . (2.1)

onde |`i| denota o comprimento do i-ésimo passo. Suponha que no n-ésimo passo um dos
sítios (em x = 0 ou em x = λ) seja encontrado. É de esperar, portanto, que o comprimento
total da caminhada até o encontro seja uma função da posição inicial do caminhante, isto
é, Ln ≡ Ln(x0).

Considerando a média sobre todas as possibilidades de caminhadas que encontram um
dos sítios no n-ésimo passo, temos

〈Ln〉 =
n∑

i=1

〈|`i|〉. (2.2)

Notamos agora que n pode variar de 1 a ∞, isto é, o sítio pode ser encontrado após o
primeiro passo, n = 1, ou mesmo após um número muito grande de passos. Definimos Pn
como a probabilidade de encontrar o sítio após n passos, a qual é não uniforme e depende
de n. Assim, ao realizarmos a média sobre todas as caminhadas possíveis partindo de
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x0 e que encontram um dos sítios ao seu final, temos que levar em consideração o peso
estatístico associado aos encontros realizados após diferentes valores de n, isto é,

〈L〉 =
∞∑

n=1

Pn〈Ln〉. (2.3)

Uma vez que Pn reflete uma probabilidade, temos o vínculo de sua normalização, isto é,∑∞
n=1 Pn = 1, assegurando que um sítio-alvo, quer em x = 0 ou em x = λ, sempre será

encontrado no final. Neste sentido, vale observar que o processo de busca também pode ser
interpretado como um problema de primeira passagem por um dos sítios-alvo absorventes.
De fato, associando uma velocidade constante ao caminhante, a quantidade 〈L〉 também
pode ser interpretada como a distância ou o tempo médio de primeira passagem (first-
passage-time) para se encontrar um sítio-alvo ou uma fronteira absorvente. Voltaremos a
explorar esta analogia no capítulo 4.

Para determinar Pn, definimos ρn(xn) como a função densidade de probabilidade de
encontrar o forager entre as posições xn e xn + dxn após n passos. Portanto, a probabi-
lidade de que o caminhante ainda não tenha encontrado um sítio após n passos é dada
por

P̃n =

∫ λ−rv

rv

ρn(xn)dxn. (2.4)

Por outro lado, a probabilidade complementar de encontrar um sítio em algum passo
n′ ≥ n+ 1 equivale a

Pn′≥n+1 = 1− P̃n. (2.5)

Desse modo, a probabilidade de encontrarmos um sítio precisamente após n passos é

Pn = |Pn′≥n+1 − Pn′≥n| = |P̃n − P̃n−1|, (2.6)

tal que, usando a Eq. (2.4) e descartando os sub-índices das variáveis x, podemos escrever

Pn =

∫ λ−rv

rv

[ρn−1(x)− ρn(x)]dx. (2.7)

Assim, [ρn−1(x)− ρn(x)] representa a densidade de probabilidade de encontrar um sítio-
alvo exatamente após n passos em função da posição x de partida do n-ésimo passo. Vale
notar ainda que, uma vez que ρn(x) está associado ao não encontro de um sítio após n
passos, então ρn−1(x) > ρn(x), pois a probabilidade de encontrar um sítio cresce com n,
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como de fato demonstraremos a seguir. Com estas considerações, a Eq. (2.3) é reescrita
como

〈L〉 =
∞∑

n=1

∫ λ−rv

rv

dx[ρn−1(x)− ρn(x)]〈Ln〉(x)

=
∞∑

n=1

∫ λ−rv

rv

dxρn−1(x)〈Ln〉(x)−
∞∑

n=1

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)〈Ln〉(x).

(2.8)

Trocando os índices na primeira soma, n := n + 1, e adicionando o termo de n = 0 na
segunda, levando em conta que por definição 〈L0〉 = 0, obtemos

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)〈Ln+1〉(x)−
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)〈Ln〉(x)

=
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x) [〈Ln+1〉(x)− 〈Ln〉(x)] .

(2.9)

A partir da Eq. (2.2) temos que

〈Ln〉(x) = 〈|`1|〉+ 〈|`2|〉+ ...+ 〈|`n|〉, (2.10)

e, portanto,

〈Ln+1〉(x)− 〈Ln〉(x) = (〈|`1|〉+ 〈|`2|〉+ ...+ 〈|`n|〉+ 〈|`n+1|〉) +

− (〈|`1|〉+ 〈|`2|〉+ ...+ 〈|`n|〉)
= 〈|`n+1|〉.

(2.11)

Desse modo podemos escrever a expressão para 〈L〉 como

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)〈|`n+1|〉(x). (2.12)

Notamos que 〈|`n+1|〉(x) denota o comprimento médio de um passo individual começado
em x, e portanto não depende explicitamente de sua ordem n+ 1, mas apenas da posição
inicial x. Por outro lado, observamos também que para chegar à posição x após n passos
foi necessária uma sequência de n − 1 passos anteriores, de modo que a posição xn−1

na qual o passo n começa depende de xn−2, que por sua vez depende de xn−3, e assim
sucessivamente até a dependência em x0 presente em 〈L〉. Portanto, ao levarmos em conta
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a possibilidade de truncamento do passo pelo encontro de um sítio, a média ou primeiro
momento do tamanho do passo iniciado em x0, 〈|`|〉 =

∫∞
−∞ |`|p(`)d`, torna-se

〈|`|〉(x0) =

∫ x0−`0

rv

(x0 − x)p(x− x0)dx+

∫ λ−rv

x0+`0

(x− x0)p(x− x0)dx+

+(x0 − rv)
∫ rv

−∞
p(x− x0)dx+ (λ− rv − x0)

∫ ∞

λ−rv
p(x− x0)dx,

(2.13)

na situação em que rv + `0 ≤ x0 ≤ λ − rv − `0, onde, como definido anteriormente, `0

é o menor comprimento de passo que o caminhante pode executar. Realizando acima a
substituição ` = x− x0, obtemos

〈|`|〉(x0) =

∫ −`0
−(x0−rv)

|`|p(`)d`+

∫ λ−rv−x0

`0

|`|p(`)d`

+(x0 − rv)
∫ −(x0−rv)

−∞
p(`)d`+ (λ− rv − x0)

∫ ∞

λ−rv−x0
p(`)d`.

(2.14)

As duas primeiras integrais acima representam, respectivamente, os deslocamentos para
a esquerda e para a direita que não são truncados pelo encontro de um sítio. As terceira e
quarta integrais representam deslocamentos truncados pelo encontro respectivo dos sítios
em x = 0 e x = λ, segundo a regra 2 do modelo da seção 1.7. Devido à restrição para
o tamanho mínimo do passo, `0, observamos que a primeira integral se anula para x0 no
intervalo rv < x0 < rv + `0, enquanto que a segunda não contribui se λ− rv − `0 < x0 <

λ− rv.
Após as considerações acima, podemos escrever a Eq. (2.12) na forma

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)〈|`|〉(x). (2.15)

Para a resolução da integral (2.15), vamos primeiro trabalhar o termo ρn(x), que, de uma
forma geral, pode ser explicitado pela integral a seguir:

ρi(xi) =

∫ λ−rv

rv

ρi−1(xi−1)p(xi − xi−1)dxi−1. (2.16)

Acima, estamos somando sobre todas as possibilidades de alcançar a posição xi após i
passos, tendo saído da posição xi−1 e realizado um passo de comprimento |xi−xi−1|, com
probabilidade p(xi − xi−1)dxi−1.
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Por exemplo, se a posição inicial do caminhante é definida por x0 = a, com rv < a <

λ − rv, então a densidade de probabilidade ρ0(x0) é dada pela função delta de Dirac,
ρ0(x0) = δ(x0 − a). Dessa forma,

ρ1(x1) =

∫ λ−rv

rv

ρ0(x0)p(x1 − x0)dx0 = p(x1 − a). (2.17)

Recursivamente, para determinarmos a densidade de probabilidade ρ2(x2) após os dois
primeiros passos, temos

ρ2(x2) =

∫ λ−rv

rv

ρ1(x1)p(x2 − x1)dx1

=

∫ λ−rv

rv

∫ λ−rv

rv

p(x2 − x1)p(x1 − x0)ρ0(x0)dx1dx0.

(2.18)

Por indução, podemos concluir para o n-ésimo passo que

ρn(xn) =

∫ λ−rv

rv

p(xn − xn−1)ρn−1(xn−1)dxn−1

=

[
n−1∏

i=0

∫ λ−rv

rv

dxi p(xi+1 − xi)
]
ρ0(x0).

(2.19)

Finalmente, substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.15), obtemos

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

{[
n−1∏

i=0

∫ λ−rv

rv

dxi p(xi+1 − xi)
]
ρ0(x0)

}
〈|`|〉(xn)dxn. (2.20)

Na próxima seção definiremos um operador integral que nos permitirá avançar no cálculo
de 〈L〉.

2.2 Operador Integral de Caminhadas Aleatórias

Para iniciar um tratamento mais formal, vamos definir o operador integral

L[f(x)](ξ) =

∫ +∞

−∞
p(ξ − x)f(x)dx, (2.21)

conhecido na literatura como integral de Fredholm, no mesmo espirito de Buldyrev et
al. [BHK+01,BGH+01]. Em outras palavras, o operador L realiza a convolução da função
de entrada f(x) com uma distribuição de probabilidade p(ξ − x).
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Para o nosso caso temos que

L[ρn(x)](ξ) =

∫ λ−rv

rv

p(ξ − x)ρn(x)dx. (2.22)

Por outro lado, de acordo com a Eq. (2.16),

[Lρn(xn)](xn+1) =

∫ λ−rv

rv

p(xn+1 − xn)ρn(xn)dxn

= ρn+1(xn+1); xn = variável muda,

[Lρn(xn)](x) = ρn+1(x).

(2.23)

Assim, aplicando o operador iterativamente, temos, para n=0,

ρ1(x1) = [Lρ0(x0)](x1); (2.24)

para n=1,

ρ2(x2) = [Lρ1(x1)](x2)

= [L[Lρ0(x0)]](x2)

= [L2ρ0(x0)](x2);

(2.25)

e, mais geralmente,
ρn(x) = [Lnρ0(x0)](x). (2.26)

Antes de prosseguir no cálculo de 〈L〉, faremos algumas considerações gerais sobre as
propriedades essenciais de linearidade e norma do operador L.

Notamos inicialmente que L é um operador linear como consequência direta da sua
forma integral, Eq. (2.21), uma vez que

{L[f(x) + g(x)]}(ξ) = [Lf(x)](ξ) + [Lg(x)](ξ). (2.27)

Para analisarmos a norma do operador L, vamos seguir critérios de Análise Funcional.
Seja F o espaço de todas as funções contínuas sobre o corpo deR, definidas no intervalo

fechado [rv, λ− rv] ⊂ R, tal que F = {f : [rv, λ− rv]→ R}; e seja ainda F dotado de um
produto escalar definido por

〈f, g〉C,R =

∫ λ−rv

rv

f(x)g(x)dx, x ∈ [rv, λ− rv] (2.28)
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e uma norma dada por

‖f‖2
C,R =

∫ λ−rv

rv

|f(x)|2dx, (2.29)

tal que os índices C e R relacionam a norma com o intervalo fechado no corpo dos reais,
respectivamente. Da forma como definimos, F é Banach∗. Nesse contexto, é válido o
seguinte teorema.

Teorema 3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz [Sax00]). Se F é um espaço com um pro-
duto escalar definido, 〈·, ·〉, então

‖〈f, g〉‖ ≤ ‖f‖‖g‖

para f, g ∈ F.

Em conexão com este fato, vale a proposição abaixo.

Proposição 1 (Norma operatorial de L). O operador L, tal como definido na Eq. (2.21),
é limitado e tem norma operatorial ‖L‖ < 1.

Demonstração. Seja T um operador tal que T : F → F, isto é, T ∈ B(F,F), com B,
os espaço de todas as aplicações de F → F, também Banach. Seja a norma operatorial
definida como [Sax00]

‖T ‖ = sup
f∈F,f 6=0

‖T f‖
‖f‖ ,

onde sup indica que todo o objeto deve ser avaliado no ponto de máximo. Então, para
determinarmos ‖L‖, notamos que

‖Lf‖ = sup
f,p∈F,f 6=0

∣∣∣∣
∫ λ−rv

rv

p(ξ − x)f(x)dx

∣∣∣∣
Teor 3
≤ sup

f∈F,f 6=0

∣∣∣∣
∫ λ−rv

rv

p(ξ − x)dx

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ λ−rv

rv

f(x)dx

∣∣∣∣ ,
(2.30)

e portanto

‖L‖ ≤ sup
f∈F,f 6=0

∣∣∣
∫ λ−rv
rv

p(ξ − x)dx
∣∣∣
∣∣∣
∫ λ−rv
rv

f(x)dx
∣∣∣

∣∣∣
∫ λ−rv
rv

f(x)dx
∣∣∣

≤ sup
f∈F,f 6=0

∣∣∣∣
∫ λ−rv

rv

p(ξ − x)dx

∣∣∣∣ .

(2.31)

∗Um espaço que possui uma norma completa, isto é, uma norma majorada (uma norma com sup ≡
“supremum”, tal como o conjunto gerado por n/(1 + n), n ∈ N, que tem “supremum” igual à unidade).
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Finalmente, como p(ξ − x) é uma função densidade de probabilidade e a última integral
acima é maximizada para ξ = λ/2, então temos que

‖L‖ ≤ sup
f∈F,f 6=0

∣∣∣∣
∫ λ−rv

rv

p(ξ − x)dx

∣∣∣∣ ≡ N < 1. (2.32)

O valor de N pode ser tomado como a norma do operador L, e a sua interpretação
física está associada à probabilidade de que um caminhante partindo da posição no meio
do intervalo não encontre as bordas absorventes. Portanto, ao substituir a Eq. (2.26)
na Eq. (2.4), podemos escrever a probabilidade de que o caminhante permaneça não
absorvido após n passos como

P̃n =

∫ λ−rv

rv

[Lnρ0](x)dx < N n,

ln(P̃n) < n lnN .
(2.33)

Como N < 1, temos que lnN < 0. Assim, definindo γ = | lnN|, podemos escrever

P̃n < exp(−γn), (2.34)

de modo que a probabilidade de que o caminhante permaneça não absorvido após n passos
decai exponencialmente com n.

2.3 Cálculo de 〈L〉 e 〈n〉
Após a definição do operador integral L, podemos combinar o resultado (2.26) com a
Eq. (2.15) para obter

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

[Lnρ0](x)〈|`|〉(x)dx, (2.35)

ou ainda

〈L〉 =

∫ λ−rv

rv

[
∞∑

n=0

Lnρ0](x)〈|`|〉(x)dx. (2.36)

Uma vez que o operador L é linear e possui norma menor que um, a soma infinita converge
e portanto podemos escrevê-la como a série geométrica

[
∞∑

n=0

Lnρ0](x) = [(1− L)−1ρ0](x), (2.37)
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tal que 1 é definido como o operador identidade com 1 ∈ B(F,F), cuja aplicação se
realiza por 1f(x) = f(x).

Considerando agora que o caminhante inicia a busca na posição x0 = a, com rv < a <

λ− rv, então a partir da expressão ρ0(x0) = δ(x0 − a) obtemos

〈L〉 =

∫ λ−rv

rv

[
(1− L)−1δ(x0 − a)

]
(x)〈|`|〉(x)dx. (2.38)

Como mostramos, uma vez que L ∈ B e é linear, então (1 − L)−1 ∈ B e também é
linear. Ou seja, podemos escrevê-lo em uma forma integral com um núcleo representado
por K(x, x0) ∈ F2, de modo que

〈L〉 =

∫ λ−rv

rv

∫ λ−rv

rv

K(x, x0)δ(x0 − ξ)〈|`|〉(x)dxdx0

=

∫ λ−rv

rv

K(x, ξ)〈|`|〉(x)dx.

(2.39)

O núcleo K(x, ξ) pode ser interpretado físicamente como o propagador do caminhante
aleatório que executa a propagação da posição ξ até a posição x.

Para o caso específico em que a densidade de probabilidade de se deslocar de um
ponto x a um ponto ξ em um passo é função de |x − ξ|, temos que L ≡ T (|x − ξ|) e
(1−L)−1 ≡ Q(|x− ξ|), o que implica em K(x, ξ) = K(ξ, x) ≡ f(|x− ξ|). Assim, a partir
da Eq. (2.39),

〈L〉 =

∫ λ−rv

rv

K(x, ξ)〈|`|〉(x)dx

=

∫ λ−rv

rv

K(ξ, x)〈|`|〉(x)dx,

(2.40)

tal que, utilizando a expressão para ρ0(x0) com a identificação ξ = a, obtemos finalmente∗

〈L〉(a) = [(1− L)−1〈|`|〉(x)](a). (2.41)
∗Vale notar que, aplicando (1− L) pela esquerda em ambos os lados da Eq. (2.41), obtemos

(1− L)〈L〉 = (1− L)[(1− L)−1〈|`|〉]
〈L〉(x) = [L〈L〉(a)](x) + 〈|`|〉(x).
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De forma análoga ao cálculo de 〈L〉, o número médio de passos até um encontro é
dado por

〈n〉 =
∑

n

Pnn

=
∞∑

n=1

∫ λ−rv

rv

dx[ρn−1(x)− ρn(x)]n

=
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)(n+ 1)−
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

dxρn(x)n.

(2.42)

Novamente, assim como fizemos para 〈L〉, escrevemos

〈n〉(a) =

∫ λ−rv

rv

[
∞∑

n=0

Lnρ0

]
dx

=

∫ λ−rv

rv

K(x, ξ)dx

= [(L − 1)−1h(x)](a),

(2.43)

tal que h(x) = −1 é uma função constante que realiza acima um papel similar ao do
comprimento médio de um passo, 〈|`|〉(x), no cálculo de 〈L〉.

O operador (1 − L)−1 é denominado resolvente e captura analiticamente as proprie-
dades espectrais de L. De fato, uma vez que (1− L)−1 é o operador inverso de (1− L),
então, como mostramos, ambos pertencem ao espaço Banach das operações lineares que
levam F em F, isto é, L, (1 − L) e (1 − L)−1 ∈ B(F,F). Portanto, pela relação direta
entre os operadores, é possível construir o espectro de (1 − L)−1 a partir do espectro de
L.

Como veremos na próxima seção, as expressões (2.41) e (2.43) podem ser resolvidas
numericamente através de um processo de discretização do espaço de busca.

2.4 Discretização do Espaço de Busca

A fim de obter valores numéricos para 〈L〉(a), formalmente dado pela Eq. (2.41), vamos
subdividir o intervalo contínuo 0 ≤ x ≤ λ em subintervalos pequenos o suficiente (muito
menores, por exemplo, que qualquer parâmetro de comprimento do modelo: `0, rv, λ) para
permitir a convergência do cálculo computacional via, por exemplo, o software Matlab.
Isto corresponde a subdividi-lo em M = λ/∆x intervalos de tamanho ∆x, tal que as
posições acessíveis ao caminhante sejam dadas por x = i∆x, com i = 0, 1, . . . ,M . Os
sítios-alvo localizados em x = 0 e x = λ (bordas absorventes) são agora identificados pelos
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índices i = 0 e i = M , respectivamente. A continuidade é recuperada tomando o limite
∆x → 0 e M → ∞, com λ = M∆x finito. Além disso, definimos `0 = q∆x e rv = ν∆x,
com q, ν ∈ N, ou seja, o intervalo contínuo aberto (rv, λ− rv) é mapeado no intervalo
discreto, adicionando e retirando uma unidade respectivamente, ν + 1,M − ν − 1 para se
evitar as bordas. Inicialmente, para discretizar a Eq. (2.40) transformamos a integral em
um somatório, isto é, ∫ λ−rv

rv

dx→
M−ν−1∑

i=ν+1

∆x,

e portanto

〈L〉(xj) =
M−ν−1∑

i=ν+1

K(xj, xi)〈|`|〉(xi)∆x. (2.44)

Podemos associar o somatório (2.44) ao produto matricial K·∆X, de dimensão∗ dim(N2),
da matriz nuclear

K
.

=




K(x1, x1) · · · K(x1, xi) · · · K(x1, xj) · · · K(x1, xN)
... . . . ... . . . ... . . . ...

K(xi, x1) · · · K(xi, xi) · · · K(xi, xj) · · · K(xi, xN)
... . . . ... . . . ... . . . ...

K(xj, x1) · · · K(xj, xi) · · · K(xj, xj) · · · K(xj, xN)
... . . . ... . . . ... . . . ...

K(xN , x1) · · · K(xN , xi) · · · K(xN , xj) · · · K(xN , xN)




,

correspondente ao núcleo K(xj, xi), com K(xj, xi) = K(xi, xj) e K(xi, xi) ≡ 0 para todo
i, pela matriz de deslocamentos

∆X
.

=




∆x1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . · · · 0

... . . . ∆xi
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . ∆xj
. . . ...

...
...

...
... . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · 0 ∆xN




,

∗Para que a contagem da dimensão fique correta precisamos somar uma unidade à diferença dos limite de
integração, isto é, para se contar todas as posições é preciso levar em conta a a posição zero adicionando
uma unidade à diferença, ou seja, N = (M − ν − 1)− (ν + 1) + 1︸︷︷︸

correção
da contagem

= M − 2ν − 1.
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correspondente às respectivas subdivisões do intervalo, com ∆xi = ∆x para todo i. Na
Eq. (2.44) o comprimento médio do passo atua como um vetor coluna N -dimensional

dependente da posição inicial,
−→
〈|`|〉. Portanto, no espaço discretizado o vetor coluna N -

dimensional
−→
〈L〉 representa o conjunto das distâncias percorridas para se encontrar um

sítio, partindo-se de cada posição inicial possível dentro do intervalo, para uma dada

distribuição de comprimentos de passos discretizados, p(`). Explicitamente,
−→
〈L〉= K ·

∆X
−→
〈|`|〉 pode ser escrito como




〈L1〉
...
〈Li〉
...
〈Lj〉
...
〈LN〉




.
=




0 · · · K(x1, xi)∆x · · ·
... . . . ... . . .

K(xi, x1)∆x · · · 0 · · ·
... . . . ... . . .

K(xj, x1)∆x · · · K(xj, xi)∆x · · ·
... . . . ... . . .

K(xN , x1)∆x · · · K(xN , xi)∆x · · ·
· · · K(x1, xj)∆x · · · K(x1, xN)∆x
. . . ... . . . ...
· · · K(xi, xj)∆x · · · K(xi, xN)∆x
. . . ... . . . ...
· · · 0 · · · K(xj, xN)∆x
. . . ... . . . ...
· · · K(xN , xj)∆x · · · 0







〈|`1|〉
...
〈|`i|〉
...
〈|`j|〉
...

〈|`N |〉




(2.45)

Dessa maneira, a j-ésima linha do vetor
−→
〈L〉 determina o comprimento médio, 〈L〉(xj), da

busca iniciada na posição discretizada xj.
Ao escrevermos x = xi = i∆x e xj = ξ = j∆x, o comprimento de passo ` = |xi −

xj| = |i − j|∆x possui densidade de probabilidade p(xi − xj)dxj = p(|i − j|∆x)∆x. A
discretização do operador integral L se dá, então, a partir da definição da matriz de
transição L, de dimensão N2 e elementos∗ Lij, de modo que

[Lρn(x)](ξ) =
∑

x

Lx,ξρn(x)

[Lρn(xi)](xj) =
M−ν−1∑

i=ν+1

Lijρn(xi),

(2.46)

∗Com Lij = Lji e Lii = 0 para todo i.
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reduzindo um pouco,

[Lρn,i]j =
M−ν−1∑

i=ν+1

Lijρn,i. (2.47)

Recursivamente, em analogia com as Eqs. (2.16) e (2.22),

ρn,un = [Lρn−1,un−1 ]un

=
M−ν−1∑

un−1=ν+1

Lun,un−1ρn−1,un−1

=
M−ν−1∑

un−1=ν+1

Lun,un−1

M−ν−1∑

un−2=ν+1

Lun−1,un−2ρn−2,un−2

=
M−ν−1∑

un−1=ν+1

M−ν−1∑

un−2=ν+1

M−ν−1∑

un−3=ν+1

Lun,un−1Lun−1,un−2Lun−2,un−3ρn−3,un−3

...

=
M−ν−1∑

un−1=ν+1

M−ν−1∑

un−2=ν+1

· · ·
M−ν−1∑

u1=ν+1

M−ν−1∑

u0=ν+1

Lun,un−1Lun−1,un−2 · · ·Lu2,u1Lu1,u0ρ0,u0

=
n−1∏

k=0

[
M−ν−1∑

uk=ν+1

Luk+1,uk

]
ρ0,u0 .

(2.48)

Uma contribuição ao tratamento, foi realizada ao expressarmos de forma alternativa
ρn,un a partir da interpretação dos elementos Lij da matriz de transição L, que levam o
caminhante da posição xj para xi, utilizando a notação de Dirac da Mecânica Quântica.
Nesse contexto, definimos os vetores de estado |uk 〉, os quais formam uma base completa
no intervalo ν+1 ≤ uk ≤M−ν−1, correspondente a rv < xk < λ−rv, representando todas
as posições possíveis após k passos. Consequentemente, a expressão

∑M−ν−1
uk=ν+1 |uk 〉〈uk | =

1 é definida como a realação de completeza, que significa que o caminhante existe e está
em algum lugar deste intervalo após k passos. Assim podemos escrever qualquer transição
como Lij = 〈ui |L|uj 〉. Portanto,

ρn,uk =
M−ν−1∑

uk−1=ν+1

· · ·
M−ν−1∑

u1=ν+1

M−ν−1∑

u0=ν+1

〈uk |L|uk−1 〉 · · · 〈u2 |L |u1 〉〈u1 |︸ ︷︷ ︸
1

L|u0 〉ρ0,u0 . (2.49)
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Acima observamos a presença de n−1 relações de completeza e do produto de n elementos
da matriz de transição, ou seja,

ρn,un =
M−ν−1∑

u0=ν+1

〈un |Ln|u0 〉ρ0,u0 . (2.50)

Notamos ainda que a propriedade de normalização da função delta de Dirac no limite
contínuo,

∫ λ−rv
rv

δ(x0− a)dx0 = 1, corresponde à relação
∑M−ν−1

u0=ν+1 δu0,ua = 1, envolvendo a
delta de Kronecker no limite discreto, com x0 = u0∆x e a = ua∆x. Em outras palavras,
as deltas de Dirac e Kronecker se relacionam através de

δ(x0 − a)→ δu0,ua
∆x

. (2.51)

Agora podemos escrever a Eq. (2.35) no limite discreto com as devidas considerações.
Por exemplo, notando que dx → ∆x e que 〈|`|〉(xj) vai num vetor coluna | 〈|`|〉, uj 〉,
portanto o vetor que representa o conjunto de todas as distâncias médias percorridas

para se encontrar um sítio, partindo-se de cada posição inicial,
−→
〈L〉= K ·∆X

−→
〈|`|〉 vai no

“ket” | 〈L〉, ua 〉 então

〈L〉 =
∞∑

n=0

∫ λ−rv

rv

[Lnρ0(x0)](xj)〈|`|〉(xj)dxj

| 〈L〉 〉 discr
=

∞∑

n=0

M−ν−1∑

uj=ν+1

n−1∏

k=0

[
M−ν−1∑

uk=ν+1

Luk+1,uk

]
ρ0,u0| 〈|`|〉, uj 〉∆x

=
∞∑

n=0

M−ν−1∑

uj=ν+1

M−ν−1∑

u0=ν+1

〈uj |Ln|u0 〉
δu0,ua
∆x
| 〈|`|〉, uj 〉∆x

| 〈L〉, ua 〉 =
∞∑

n=0

M−ν−1∑

uj=ν+1

〈uj |Ln|ua 〉| 〈|`|〉, uj 〉.

(2.52)

Desse modo, expressamos formalmente a média sobre todas as configurações das distan-
cias médias para encontro de um sítio, partindo-se de cada posição inicial, isto é, a leitura
do resultado de Eq. (2.52), pode ser entendida como a média sobre todas as configura-
ções partindo-se da posição inicial xa. Em seguida, o mesmo procedimento que levou à
Eq. (2.41), quando realizado no limite discreto, permite escrever

| 〈L〉, ua 〉 =
M−ν−1∑

uj=ν+1

〈uj |(1− L)−1|ua 〉| 〈|`|〉, uj 〉, (2.53)
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onde 1 é matriz unitária de dimensão N2 e (1− L)−1 é a matriz inversa de (1− L).
Para obter resultados numéricos a partir da Eq. (2.53), resta somente determinar os

elementos Lij da matriz de transição L. Isto pode ser realizado pela comparação entre
as Eqs.(2.22) e (2.47), que leva à conclusão de que Lij representa no limite discreto a
probabilidade p(xi − xj)dxj de se executar um passo de comprimento entre |xi − xj| =

|i− j|∆x e |xi − xj|+ dxj = (|i− j|+ 1)∆x. Portanto, escrevemos

P (|xi − xj| < |`| < |xi − xj|+ ∆x) =

∫ |xi−xj |+∆x

|xi−xj |
p(`)d`, (2.54)

que implica em

Lij = Lji =

∫ (|i−j|+1)∆x

|i−j|∆x
p(`)d`, i 6= j,

Lii = 0.

(2.55)

Uma vez que tenhamos calculado Lij para uma dada distribuição p(`) de comprimentos
de passos, invertemos a matriz (1 − L) para determinar a distância média percorrida
até um encontro, 〈L〉(a), e a eficiência da busca, η(a), dadas pelas Eqs. (2.53) e (1.79),
respectivamente. Na próxima seção, estes cálculos serão especificamente realizados para
a distribuição de Lévy.

2.5 Buscas de Lévy no Limite Espacial Discreto

Como discutido na seção 1.6, o regime assintótico da distribuição de Lévy para os com-
primentos dos passos possui a forma da lei de potência

p(`) = A
Θ(|`| − `0)

|`|µ , (2.56)

onde introduzimos a função Θ de Heavside,

Θ(|`| − `0) =





1, se |`| ≥ `0;

0, se |`| < `0,

para levar em conta o comprimento mínimo do passo, `0, e a constante A é determinada
pela condição de normalização da distribuição p(`):

A =
(µ− 1)

2
`µ−1

0 , µ > 1. (2.57)
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Os elementos da matriz L são então calculados substituindo as Eqs. (2.56) e (2.57) na
Eq. (2.55), tal que

Lij = Lji =
1

2

[
1

|i− j|µ−1
− 1

(|i− j|+ 1)µ−1

]
, i 6= j, 1 < µ ≤ 3, (2.58)

com Lii = 0.
Para se determinar 〈L〉(x0) via a Eq. (2.53) para a distribuição de Lévy, é necessário

ainda calcular 〈|`|〉(x0) e a sua forma discretizada 〈|`|〉i. Substituindo a Eq. (2.56) na
Eq. (2.14), obtemos para cada um dos intervalos específicos de x0 os seguintes resultados:

• para rv + `0 ≤ x0 ≤ λ− rv − `0,

〈|`|〉(x0) =





(λ−x0−rv)
2

+ `0(1−µ)
2(2−µ)

[
1 + ((x0−rv)/`0)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

(λ−x0−rv)
2

+ `0
2

[1 + ln((x0 − rv)/`0))] , se µ = 2;

(2.59)
desse modo, a forma discreta, segundo as considerações do início da seção 2.4, é
escrita como

〈|`|〉i =





(M−i−ν)∆x
2

+ q∆x(1−µ)
2(2−µ)

[
1 + ((i−ν)/q)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

(M−i−ν)∆x
2

+ q∆x
2

[1 + ln((i− ν)/q))] , se µ = 2;
(2.60)

• para rv < x0 ≤ rv + `0:

〈|`|〉(x0) =





(x0−rv)
2

+ `0(1−µ)
2(2−µ)

[
1 + ((λ−x0−rv)/`0)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

(x0−rv)
2

+ `0
2

[1 + ln((λ− x0 − rv)/`0))] , se µ = 2;

(2.61)
e no caso discreto,

〈|`|〉i =





(i−ν)∆x
2

+ q∆x(1−µ)
2(2−µ)

[
1 + ((M−i−ν)/q)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

(i−ν)∆x
2

+ q∆x
2

[1 + ln((M − i− ν)/q))] , se µ = 2;
(2.62)

• para o intervalo λ− rv − `0 ≤ x0 < λ− rv:

〈|`|〉(x0) =





`0(1−µ)
2(2−µ)

[
2 + ((x0−rv)/`0)2−µ

1−µ + ((λ−x0−rv)/`0)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

`0[1 + ln([(λ− x0 − rv)(x0 − rv)]1/2/`0)], se µ = 2;

(2.63)
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e no caso discreto,

〈|`|〉i =





q∆x(1−µ)
2(2−µ)

[
2 + ((i−ν)/q)2−µ

1−µ + ((M−i−ν)/q)2−µ

1−µ

]
, se 1 < µ ≤ 3, e µ 6= 2,

q∆x[1 + ln([(M − i− ν)(i− ν)]1/2/q], se µ = 2.

(2.64)

Agora que determinamos o comprimento médio de uma busca de Lévy em função da
sua posição inicial, uma questão de fundamental importância passa a ser encontrar a de-
pendência com o ponto de partida do caminhante do número médio de passos realizados
até o encontro. Tal questão será analisada na próxima seção ao tomarmos o limite tem-
poral contínuo da busca aleatória, ou seja, o limite em que o número discreto de passos
assume o caráter de uma variável “tempo” contínua.

2.6 Busca de Lévy no Limite Temporal Contínuo

Vamos considerar agora o limite temporal contínuo da busca aleatória de Lévy com bordas
absorventes, em que, ao invés de uma sequência de passos discretos, como por exemplo
no caso da Eq. (2.16),

Pn+1(x) =

∫ λ−rv

rv

p(x− ξ)Pn(ξ)dξ,

a função densidade de probabilidade de encontrar o caminhante no ponto x varia conti-
nuamente com o tempo, constituindo uma equação de difusão fracionária, como descrita
na seção 1.5. Notamos que a equação acima traz a mudança de notação ρn(x) → Pn(x)

em relação à Eq. (2.16), a fim de se aproximar da discussão realizada na seção 1.5.
De forma geral, a difusão usual browniana é descrita por um modelo local, ou seja, em

pequenas escalas de tempo a evolução da função densidade de probabilidades para uma
dada posição é afetada tipicamente apenas por pontos relativamente próximos no espaço.
Contudo, devido ao caráter de longo alcance da distribuição de Lévy e à divergência no
seu segundo momento, a dinâmica dos processos de Lévy é descrita por uma equação de
difusão fracionária com característica superdifusiva, como discutido na seção 1.5.

No caso dos processos de busca de Lévy, de acordo com Buldyrev et al. [BHK+01,
BGH+01] é possível definir o operador

Dα ≡ lim
`0→0

`−α0 [Lα(`0)− 1], (2.65)

56



2.6. Busca de Lévy no Limite Temporal Contínuo

onde, de acordo com as Eqs. (2.21) e (2.56), a sua ação numa função contínua f(ξ) é dada
por

Dαf(ξ) = lim
`0→0

`−α0

{
α`α0
2

[∫ ξ−`0

rv

1

(ξ − x)α+1
f(x)dx+

∫ λ−rv

ξ+`0

1

(x− ξ)α+1
f(x)dx

]
− f(ξ)

}
.

(2.66)
Realizando uma integração por partes, obtemos

Dαf(ξ) = lim
`0→0

{
`−α0

[
f(ξ − `0)

2
+
f(ξ + `0)

2
− f(ξ)

]

+
1

2

[
−
∫ ξ−`0

rv

f ′(x)dx

(ξ − x)α
+

∫ λ−rv

ξ+`0

f ′(x)dx

(x− ξ)α
]}

+

− f(rv)

2(ξ − rv)α
− f(λ− rv)

2(λ− rv − ξ)α
. (2.67)

Para α < 2, o primeiro termo vai a zero de acordo com 1
2
`2−α

0 f ′′(ξ) ∗. De uma forma
compacta, representamos

Dαf(x) = P
∫ λ−rv

rv

sign(x− ξ)
2|ξ − x|α f ′(x)dx− f(rv)

2(ξ − rv)α
− f(λ− rv)

2(λ− ξ)α , (2.68)

onde o primeiro termo acima corresponde ao valor principal da integral† em torno de `0 e
f ′(x) é a primeira derivada da função f(x). Este operador é similar ao operador ∂2/∂x2 da
equação de difusão normal e pode ser expresso como uma combinação linear das derivadas
fracionárias à esquerda e à direita de Riemann-Liouville‡. Para avaliarmos as correções
∗Para

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

temos que
1

2
h2f ′′(x) =

1

2
f(x+ h) +

1

2
f(x− h)− f(x).

†O valor principal da integral é definido por

P
∫ c

a

dx ≡ lim
ε→0+

[∫ b−ε

a

dx+

∫ c

b+ε

dx

]
.

‡Derivada à esquerda:

Dα
− ≡

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

−∞

1

(ξ − x)α
f(ξ)dξ.

Derivada à direita:
Dα

+ ≡
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ ∞

x

1

(x− ξ)α f(ξ)dξ,

com transformadas de Fourier F{Dα
±f} = (∓ik)αf̂(k).
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para núcleos do operador Lα do tipo lei de potência truncada, vamos definir o operador
diferença

dα ≡ `−α0 [Lα(`0)− 1]−Dα, (2.69)

que decai com `2−α
0 quando `0 → 0. A partir das Eqs. (2.67) e (2.68) podemos concluir

que dα é proporcional à segunda derivada operatorial, isto é,

dα = `2−α
0

α

2(α− 2)

d2

dx2
+O(`2−α

0 ). (2.70)

No caso em que o núcleo de Lα, pα(|x − ξ|), tem comportamento assintótico p(x) =

γx−(α+1)[1 +O(1)] para x → ∞, podemos obter correções para dα expandindo f ′(x) em
série de Taylor, isto é, f ′(x) = f ′(ξ) + f ′′(ξ)(x− ξ) +O((x− ξ)2). Assim, o operador Dα
é bem definido para uma classe de funções que possuem segunda derivada.

Em analogia com a equação de difusão de buscadores aleatórios evoluindo num tempo
contínuo, Eq. (1.42) com v = 0, podemos, de modo similar à Eq. (1.59), definir uma
equação de difusão fracionária para a busca de Lévy motivados pela proporcionalidade
entre os operadores Dα e ∂2/∂x2 num domínio de bordas absorventes, isto é,

∂P (x, t)

∂t
=
`α0
t0
DαP (x, t), (2.71)

em que t0 é o tempo de duração de cada passo e Jα = `α0/t0 é o análogo fracionário do
coeficiente de difusão normal.

Uma vez que o operador Dα é uma função contínua do operador Lα, então Dα ∈
B(F,F). Este fato é útil para determinarmos as soluções da Eq. (2.71). Consideramos
inicialmente que P (x, t) pode ser expresso como uma série de autofunções do operador
Dα, Dαfk(x) = ωkfk(x), restritas às condições absorventes, fk(rv) = fk(λ − rv) = 0, tal
que [SS93]

P (x, t) =
∞∑

k=1

eωkJαtfk(x)

∫ λ−rv

rv

fk(ξ)P (ξ, 0)dξ. (2.72)

Esta forma da solução, no contexto da equação de difusão fracionária com dinâmica
superdifusiva, num intervalo finito de bordas absorventes; foi proposta primeiramente por
Gitterman [Git00]. As autofunções fk(x) podem ser aproximadas por autofunções do
laplaciano com bordas absorventes, isto é,

√
2/(λ− 2rv) sin[πkx/(λ − 2rv)], tal que os

autovalores ωk têm um comportamento assintótico para grandes valores de k dado por
ωk ∼ −[k/(λ−2rv)]

α < 0. Resultados numéricos confirmam estas considerações na região
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longe das bordas absorventes, mas mostram que as autofunções fk têm comportamentos
distintos próximos às bordas [BHK+01]. Por exemplo,

fk(x) ∼ (x− rv)α/2, (2.73)

próximo à borda x = 0, isto é, para x→ rv .
Podemos agora calcular o tempo médio da busca de Lévy no limite temporal contínuo

da Eq. (2.43). Uma vez que, a partir da definição do operador diferença, o operador

L − 1 = `α0 [Dα + dα(`0)] (2.74)

é inversível e pode ser expandido em séries de dα(`0), tal que dα(`0)→ 0 quando `0 → 0,
então

(L − 1)−1 = `−α0 D−1
α (1− dαD−1

α + . . .). (2.75)

Utilizando agora a Eq. (2.43), obtemos

〈n〉(x0) =
[
(L − 1)−1h

]
(x0)

=
[
`−α0 D−1

α (1− dαD−1
α + . . .)h

]
(x0).

(2.76)

No limite em que `0 � λ, então dαD−1
α h(x0)� h(x0), de modo que

〈n〉(x0) =
[
`−α0 D−1

α h
]

(x0). (2.77)

Dessa forma, o tempo médio para o encontro numa busca de Lévy com bordas absorventes
pode ser formalmente escrito como [BHK+01]

〈t〉(x0) = t0〈n〉(x0) =
t0

`µ−1
0

[D−1
µ h](x0) =

t0

`µ−1
0

g(x0), (2.78)

onde α = µ− 1. Acima, a função g(x) satisfaz∗

Dµg(x) = h(x) = −1, (2.79)

com g(rv) = g(λ− rv) = 0. A partir da Eq. (2.68),

Dµg(x) = P
∫ λ−rv

rv

sign(ξ − x)

2|ξ − x|α g′(ξ)dξ = h(x). (2.80)

∗Uma vez que DµD−1µ = 1.
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Esta equação pertence a uma classe de equações integrais com um núcleo de Riesz fracio-
nário [Pod99], cuja solução para 1 < α ≤ 2 foi obtida por Sonin através do seu algoritmo
de inversão [Son54]. Em particular, uma equação do tipo

∫ λ−rv

rv

[a1sign(ξ − x) + a2]ν

2|ξ − x|α φ(ξ)dξ = h(x), rv ≤ ξ ≤ λ− rv (2.81)

tem solução geral
φ(x) = Aφ0(x) + φ1(x), (2.82)

em que φ0(x) = [(λ− rv − x)(x− rv)]α/2−1 é a solução da equação homogênea com h(x) =

0. Por outro lado, o caso geral

φ(z) = Bαz
(β−1) d

dz

∫ λ−rv

z

t1−α

(t− z)β−α
dt
d

dt

∫ t

rv

t1−α

(t− z)β−α
φ(x)dx = h(ξ), (2.83)

tal que rv ≤ ξ ≤ λ− rv, com

Bα =
−2 sin(πβ)Γ(α)

Γ(β)Γ(1− β − α)(a1 + a2)νπ
, (2.84)

sin[π(β − α)] = cν sin(πβ) (2.85)

e
cν =

(
a2 − a1

a1 + a2

)ν
. (2.86)

Para a Eq. (2.80), ν = 1, a2 = 0 e a1 = −1, de modo que cν = −1. O número infinito
de soluções determinado pela relação β = α/2 + k, tal que k é um inteiro, fica restrito
a apenas duas soluções devido à condição de convergência das integrais para 0 < α ≤ 2,
isto é,

φ1(z) = Bαz
(α/2−1) d

dz

∫ λ−rv

z

t1−α

(t− z)α/2
dt
d

dt

∫ t

rv

yα/2

(t− y)α/2−1
h(y)dy (2.87)

e

φ2(z) = −Bαz
(α/2−1) d

dz

∫ λ−rv

z

t1−α

(t− z)α/2−1
dt
d

dt

∫ t

rv

yα/2

(t− y)α/2
h(y)dy. (2.88)

A partir da relação Dµg(x) = h(x), e notando que φ(x) = g′(x), com g(x) obedecendo a
condição de contorno g(rv) = g(λ− rv) = 0, então

g(x) =

∫ λ−rv

rv

φ(z)dz.
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Para o nosso caso de interesse em que h(x) = −1, a solução da equação integral é φ1(x)

para α = µ− 1, de modo que

g(x) =
sin[π(µ− 1)/2]

π(µ− 1)/2
[(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2. (2.89)

A solução pode ser verificada por performar um contorno de integração no entorno
do corte [rv, λ− rv] no plano complexo, computando o resíduo do integrando no infinito.
Ainda podemos estabelecer g(x) através da expansão nas autofunções de Dµ, isto é,

g(x0) = −
∞∑

k=1

1

ak
fk(x0)

∫ λ−rv

rv

fk(x)dx,

que não difere substancialmente da solução obtida pelo método da inversão.
Assim, no limite `0 → 0 definimos o número médio de passos até o encontro da busca

de Lévy no limite temporal contínuo a partir do primeiro termo da expansão formal,
Eq. (2.75), de modo que

〈n〉(x0) ≡ `−µ+1
0 g(x0) =

sin[π(µ− 1)/2]

π(µ− 1)/2

[
(λ− rv − x0)(x0 − rv)

`2
0

](µ−1)/2

. (2.90)

No limite browniano µ > 3, regido pelo TLC, retomamos a equação de difusão normal,
Eq. (1.42) com v = 0, com coeficiente de difusão D = (µ− 1)`2

0/[2t0(µ− 3)], tal que

〈t〉 = x(λ− x)/(2J). (2.91)

Finalmente, em analogia com o procedimento anterior, podemos determinar uma ex-
pressão analítica para a aproximação do limite contínuo do comprimento médio da traje-
tória antes do encontro com um sítio, Lµ, em termos de funções hipergeométricas, fazendo
h(x) = s(x), isto é,

Lµ(x0) =
λ(3− µ)

2(2− µ)

[
1− 4

ψµ(z) + ψµ(1− z)

(µ− 1)(µ+ 1)B((µ− 1)/2, (µ− 1)/2))

]

+
2λMµ−2 sin (π(µ− 1)/2)(z − z2)(µ−1)/2

π(µ− 2)
,

(2.92)
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tal que z = x0/λ, M = λ/`0; no numerador a função B é a função de Euler definida
como B(a, b) ≡ Γ(a)Γ(b)/Γ(a + b). A função ψµ(z) engloba a função hipergeométrica F ,
tal que

ψµ(z) = F

(
2− µ− 1

2
,
µ− 1

2
,
µ− 1

2
+ 2, z

)
z(µ−1)/2+1.

A função hipergeométrica é definida por,

F (a, b, c, x) =
Γ(a)

Γ(a)Γ(b)

∞∑

n=0

Γ(n+ a)Γ(n+ b)

Γ(n+ 1)Γ(n+ c)
xn.

Este resultado surge da aproximação ao considerar o operador diferencial fracioná-
rio dµ junto ao algoritmo de inversão de Sonin para a equação de difusão fracionária.
Apresentando duas singularidades, para µ → 2 (alteração do caráter da busca balística-
superdifusiva) µ = 3 (buscas gaussianas). A aproximação só se realiza no limite de `0

deixando de ser valida nos contornos absorventes. Entretanto, este resultado será de
grande utilidade para investigações numéricas.

As equações (2.59)-(2.64) para 〈|`|〉(x0) e (2.90) para 〈n〉(x0) serão fundamentais nesse
trabalho, uma vez que na análise energética da busca de Lévy apresentada no próximo
capítulo iremos aproximar o comprimento médio da busca por 〈L〉 ∼= 〈|`|〉〈n〉.
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Dinâmica Energética das Buscas
Aleatórias de Lévy

Muitos
muitos dias há num dia só
por que as coisas mesmas
os compõem
com sua carne (ou ferro
que nome tenha essa
matéria-tempo
suja ou
não) os compõem

Excerto de Poema Sujo
Ferreira Gullar

maio-outubro/1975
Buenos Aires

Ao atribuirmos energia ao caminhante no processo de busca, surgem naturalmente os
estados de vida e morte, isto é, se a energia chega a zero ao longo da dinâmica da busca o
forager é considerado morto. Nesse contexto, aplicaremos aqui os conceitos da Mecânica
Estatística de Não-Equilíbrio associados às transições de fases dinâmicas para um estado
absorvente [Hin06].

Como veremos, tais transições de fase ocorrem no ponto crítico para a sobrevivência
do caminhante e envolvem processos de primeira passagem, isto é, processos em que pela
primeira vez o forager passa pelo zero de energia. O zero de energia é portanto considerado
um estado absorvente.
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O principal objetivo desse capítulo é, portanto, apresentar um modelo de dinâmica
energética das buscas aleatórias de Lévy, estabelecendo os parâmetros de ordem e expo-
entes críticos da transição de fase para um estado absorvente. A nossa abordagem se dará
através de estudos analítico e numérico da equação de estado do caminhante, de acordo
com ideias gerais da teoria unificada do problema de foraging [MC86].

Um fator indispensável para a sobrevivência dos organismos é a energia calórica mí-
nima para sustentar as suas atividades metabólicas. Muitos organismos gastam uma
considerável parte de suas vidas essencialmente procurando por alimento. A peculia-
ridade da Física do problema de foraging é ampliada quando lhe adicionamos um me-
canismo de balanço energético entre a energia consumida e a acumulada por exemplo
pelo encontro de alimentos, procurando, dessa forma, aproximar a abordagem tradicio-
nal [VdLRS11,RBdL+09b,VBH+99] de aspectos biológicos mais realistas. Abstratamente,
esse mecanismo pode ser gerado por variáveis estocásticas de caráter aditivo e, como ve-
remos, introduz uma dinâmica na transição de fase para o estado absorvente (caminhante
morto) que enriquece o problema da busca aleatória, tornando-o adequado para análise
através da Mecânica Estatística de Não-Equilíbrio. Neste trabalho, propomos um modelo
que descreve a dinâmica energética do forager ao longo da busca, numa abordagem que
permite um tratamento analítico, em contraste com um modelo anterior proposto por
Faustino et al. [Fdd+07] que se concluía numa aproximação analítica tipo campo médio
para o modelo de buscas.

Historicamente, a teoria da otimização do balanço energético da busca dos organis-
mos por recursos, foi primeiramente proposta por MacArthur et al. em 1966 [MP66]
partindo de modelos matemáticos com número elevado de parâmetros. Após considerável
progresso, uma revisão da situação até 1981 foi realizada por Kamil et al. [KDP87], e no-
vamente em 1986 por Stephens et al. [SK86b], incluindo a descrição dos principais fatores
ecológicos e psicológicos do comportamento do forager. Mais recentemente, um resumo
do conhecimento sobre o comportamento e ecologia do forager foi descrito por Stephens et
al. [SY07]. Por outro lado, a interface com a Física do problema de busca aleatória foi ex-
plorada em 2011 por Viswanathan et al. [VdLRS11]. Nesse contexto, nossas contribuições
contemplam as transições de fase do modelo matemático des buscas aleatórias de Lévy
quando levamos em conta a dinâmica energética, analisando a estatística de encontros de
sítios.

3.1 Modelos de Busca com Balanço Energético

Um modelo de busca aleatória que leve em conta a dinâmica do balanço energético deve
incluir os processos de entrada e dissipação de energia. De acordo com as regras que
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descreveremos para o comportamento do forager na busca por sítios-alvo, quando um
encontro ocorre uma quantidade de energia g lhe é adicionada. Por outro lado, ao se des-
locar o forager consome energia. De um modo geral podemos descrever essa dissipação em
termos de alguma função do tamanho do passo, f(`) [RBd+03]. Inicialmente vamos, por
simplicidade, considerar essa dissipação linearmente proporcional a `, isto é, f(`) = α|`|,
onde α > 0 denota uma constante de dissipação e que a velocidade do forager continua a
mesma à medida que perde ou ganha energia. Neste trabalho nao trataremos o caso em
que a velocidade muda à medida que se consome energia, isto é, uma velocidade v = v(`);
ou uma velocidade que muda ao longo do encontro de sítios, isto é uma velocidade de-
pendente do número de encontros, v = v(n). Por essas considerações, surge naturalmente
a questão da universalidade dos resultados do modelo, isto é, a alteração, por exemplo,
na forma da função de dissipação deve provocar uma mudança nos expoentes críticos
associados à transição de fase? Esta questão será discutida no final desse trabalho.

Tão logo definamos os mecanismos de consumo e armazenamento de energia no modelo
de busca, poderemos fazer previsões sobre a sobrevivência do forager e estudar a eficiência
da sua estratégia de busca. Como discutiremos, estas previsões podem se conectar aos
estudos ecológicos de extinção e sobrevivência das espécies.

Como vimos no capítulo introdutório, a literatura aponta [VdLRS11,HWQ+12] para
buscas eficientes geradas por um caminhante com uma distribuição de comprimentos de
passos, |`| ≥ `0, do tipo lei de potência,

p(`) ∼ `−µ, com 1 < µ ≤ 3. (3.1)

Ao somar os comprimentos dos passos, obtemos distribuições estáveis de Lévy, para 1 <

µ ≤ 3, e browniana, para µ > 3. Em nosso estudo consideraremos que o caminhante
procura por sítios utilizando a p(`) acima, ao longo de uma extensão unidimensional de
comprimento λ com condições periódicas de contorno.

Consideramos que após n passos a energia acumulada do caminhante pode ser escrita
como [Fdd+07,FLR+12]

En = E0 +
n∑

i=1

(gδi − α|`i|), (3.2)

onde E0 é a energia inicial do caminhante, necessária para a busca ter início, e |`i| é
o comprimento do i-ésimo passo da caminhada, sorteado a partir da distribuição (3.1).
Quando (não) acontece um encontro de sítio-alvo no i-ésimo passo, temos δi = 1 (δi = 0).

Vale observar que uma equação similar à Eq. (3.2), com dissipação de energia direta-
mente proporcional ao tamanho do passo, também foi proposta [BML09] no contexto de
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um modelo determinístico de agentes inteligentes se comportando como foragers de Lévy
em ambientes heterogêneos.

No nosso contexto, tencionamos descrever a dinâmica energética de um processo de
busca que simule, na medida do possível, os encontros biológicos. Para este fim, é neces-
sário fazer escolhas apropriadas para os parâmetros do modelo. Por exemplo, a escolha
g � αλ tipicamente levaria a um forager imortal, que jamais pereceria por falta de ali-
mento; por outro lado, a consideração g � αλ certamente implicaria na morte do forager
após poucos passos sem encontrar nenhum sítio-alvo. Tais situações são úteis para ex-
trairmos informações sobre o modelo nos casos limites. Entretanto, nesse trabalho o nosso
foco principal está na análise da dinâmica da busca no regime intermediário em que o fo-
rager consegue em média sobreviver durante um longo tempo antes de eventualmente se
extinguir, isto é, a dinâmica da busca no limiar da extinção.

Vamos a seguir descrever as regras do modelo de busca com dinâmica energética. Na
verdade, procuraremos contrastar o modelo utilizado neste trabalho com um modelo simi-
lar, porém com diferenças importantes, introduzido por Faustino et al. [Fdd+07,FLR+12].

1. Inicialmente, as posições do caminhante de Lévy e do alvo são sorteadas aleatoria-
mente em um segmento de comprimento λ com condições periódicas de contorno.

2. O forager escolhe uma direção aleatória e um tamanho de passo a partir da Eq. (3.1),
e inicia a busca com velocidade constante. No nosso modelo o alvo é considerado
estático. No modelo de Faustino et al. [Fdd+07,FLR+12], ele pode se movimentar
com velocidade idêntica à do forager, tendo escolhido uma direção aleatória e um
tamanho de passo também a partir da Eq. (3.1), porém com um expoente µ que
pode em geral ser distinto do expoente do forager.

3. A cada passo de comprimento `i que realiza, o forager perde uma quantidade de
energia f(`i) = α|`i|, como descrito pela Eq. (3.2).

4. Ao longo da busca, o forager checa continuamente se o alvo encontra-se dentro do
seu raio de visão, rv. Se o alvo não é detectado até o final do seu passo, uma nova
direção e um novo comprimento de passo são escolhidos para o forager, de acordo
com a regra 2.

5. Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade de energia g é
adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo é então criado em uma
posição aleatória e o processo recomeça a partir da regra 2, continuando até que
um dos critérios de parada, definidos a seguir para cada modelo, seja satisfeito,
finalizando o processo de busca.
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Os critérios para o término da busca constituem uma distinção importante entre o
nosso modelo e o modelo de Faustino et al, já que os critérios para termino da busca
determinam as estátisticas dos modelos. Em ambos os modelos, um dos critérios de
parada é o evento em que o forager morre por falta de energia, isto é, quando a sua
energia acumulada ao longo de vários encontros, Eq. (3.2), atinge o zero pela primeira
vez (estado absorvente), que definimos como critério de sobrevivência. Este último
critério pode ser desativado para analisarmos o modelo sem alterar a estatística. A seguir,
descreveremos as escolhas realizadas.

No modelo de Faustino et al. o caminhante finaliza a busca após percorrer uma dis-
tância máxima (Lmax) pré-determinada, gerando uma estatística de busca essencialmente
vinculada às flutuações da distância total percorrida, o que definiremos como critério de
busca. Em suma, a regra 5 para este modelo é complementada por estes critérios de
parada, sendo reescrita da seguinte forma.

5. Faustino et al. Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade
de energia g é adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo é então
criado em uma posição aleatória e o processo recomeça a partir da regra 2, con-
tinuando até que o forager percorra uma distância máxima (critério de busca)
ou até que a sua energia atinja o zero pela primeira vez (critério de sobrevivên-
cia) [Fdd+07,FLR+12].

Deixando à parte o critério de parada devido à morte do forager, é interessante notar que,
quando a busca é encerrada após percorrer uma certa distância máxima pré-determinada,
geralmente ela é interrompida entre o encontro de dois alvos, mesmo que o forager ainda
tenha suficiente energia acumulada para prosseguir. Como veremos, em nosso modelo
adotaremos o critério de encerramento da busca após o encontro de um número máximo
de sítios-alvo. Além de evitar esta interrupção durante o transcorrer da busca, este critério
permitirá também um tratamento analítico do modelo.

De acordo com a Eq. (3.2), podemos escrever

En = E0 +
n∑

i=1

(gδi − α|`i|)

ENf = E0 +Nfg − αLNf ,
(3.3)

em que Nf =
∑n

i=1 δi e LNf =
∑n

i=1 |`i| são, respectivamente, o número de alvos encontra-
dos e comprimento total da caminhada após n passos. No contexto do modelo de Faustino
et al., como a distância total percorrida L é o parâmetro associado ao critério de parada
da busca, na qual um total de N alvos são encontrados, os autores adotaram o ganho
energético normalizado, (ENf −E0)/L, como a quantidade de interesse a ser estudada. De
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fato, uma vez descontado o efeito da energia inicial E0, esta quantidade deve se anular no
ponto da densidade crítica de sítios (ver a Fig. 3.1). Para tentar explicar os resultados
numéricos obtidos, Faustino et al. utilizaram uma abordagem analítica com uma apro-
ximação à campo médio, de modo similar ao tratamento realizado por Viswanathan et
al. [VBH+99] para o estudo das buscas de Lévy por sítios-alvo estáticos.

A análise de Faustino et al. [Fdd+07, FLR+12] se inicia considerando que o número
Nf de alvos encontrados após n passos é dado pela razão entre n e o número médio de
passos entre dois encontros sucessivos, 〈N2〉, isto é, Nf ≈ n/〈N2〉. (Para evitar confusão,
estamos mudando a notação com relação ao capítulo 2: 〈n〉 → 〈N2〉.) Essa expressão é
aproximada porque, a cada encontro, a posição do novo alvo é aleatoriamente distinta da
posição inicial do alvo anterior. Como reportado na Ref. [VBH+99], o comportamento
assintótico de 〈N2〉 no regime de escassez de recursos, λ� rv, é dado por

〈N2〉 ' (λ/rv)
µ−1. (3.4)

Assim, L =
∑

i `i ≈ Nf〈`〉t + (n−Nf )〈`〉nt, em que 〈`〉t (〈`〉nt) representa o comprimento
médio de um passo simples truncado (não truncado) ao encontrar (não encontrar) um
alvo. A manipulação algébrica destas quantidades leva a [Fdd+07]

(EN − E0)/L ≈ g

〈`〉t + (〈N2〉 − 1)〈`〉nt
− α. (3.5)

Para incluir os efeitos de flutuação na sobrevivência das caminhadas com energia próxima
a zero, os autores introduziram um termo multiplicativo N (λ, µ), tal que

(EN − E0)/L ≈
[

g

〈`〉t + (〈N2〉 − 1)〈`〉nt
− α

]
N (λ, µ), (3.6)

onde

N (λ, µ) = C

(
λ

rv

)µ−3

, µ ≤ 3 e C = constante. (3.7)

A dependência do fator multiplicativo com o expoente µ − 3 implica que tais flutuações
são irrelevantes no regime browniano de passos curtos, isto é, para µ→ 3. Observamos a
partir da Eq. (3.6) queN (λ, µ) afeta como o ganho de energia varia com λ e µ. Finalmente,
argumentando que, na média, λ/2 tem o papel de um limite superior de truncamento, os
autores escrevem

〈`〉t ≈
λ

2
(3.8)
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e, numa aproximação à campo médio como na Ref. [VBH+99],

〈`〉nt ≈
∫ λ
rv
d``p(`)

∫ λ
rv
d`p(`)

=
rv(µ− 1)

µ− 2

(
λ
rv

)2−µ
− 1

(
λ
rv

)1−µ
− 1

.

(3.9)

A comparação entre os resultados numéricos e a aproximação teórica do modelo de
Faustino et al., apresentada na Fig. 3.1, mostra um quadro qualitativamente compatível,
embora quantitativamente insatisfatório [Fdd+07, FLR+12]. É interessante notar que a

(a) Aproximação analítica considerando o sitio-
alvo fixo. Os valores de µ são correspondentes
ao forager.

(b) Dados numéricos obtidos da simulação to-
mando a média sobre 500 caminhadas.

Figura 3.1: Ganho energético normalizado pelo comprimento pré-determinado da busca,
L, em função da densidade de alvos normalizada ρ = g/d, com d = 2λ, para vários
valores dos expoentes de Lévy do forager e do alvo, de acordo com o modelo proposto
por Faustino et al. [Fdd+07]. Para o alvo, µ = 3 (regime de pequenos passos) corresponde
aproximadamente à situação de sítios fixos. Os parâmetros utilizados foram E0 = 100,
g = 100, α = 100, rv = 1, L = 104 e velocidades unitárias para o forager e para o alvo.

quantidade (ENf − E0)/L define essencialmente dois regimes distintos do comportamento
do forager em função da razão g/λ: uma fase nula na região g/λ < (g/λ)c, em que o forager
encontra-se no estado absorvente (morte) devido ao fato de ter atingido energia nula ao
longo da busca realizada num ambiente escasso (g . αλ); e um regime de sobrevivência,
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na região g/λ > (g/λ)c, em que (ENf − E0)/L é finito e a busca se desenvolve num
ambiente mais abundante em recursos (g & αλ). Os autores argumentam, então, que o
valor g/λ = (g/λ)c corresponde ao ponto crítico de uma transição de fase dinâmica de
segunda ordem entre os estados absorvente e ativo [FLR+12]. Vale notar ainda que quanto
menor o expoente do forager, isto é, quanto mais próxima do regime balístico (µ→ 1) for
a sua dinâmica de busca, maior a região de valores do parâmetro g/λ em que a fase ativa
ocorre.

Vamos voltar o foco agora para o nosso modelo e os resultados que dele derivam.
Como mencionado, uma distinção importante com relação ao modelo de Faustino et al.
diz respeito ao critério de parada para a finalização da busca, ou mais especificamente ao
que denominamos de critério de busca. Diferentemente do modelo proposto por Faustino
et al., em que a busca é finalizada após o forager percorrer um comprimento máximo Lmax,
no nosso modelo ele conclui a procura após encontrar um número máximo de encontros de
sitios Nf,max, gerando uma estatística dependente das flutuações do número de encontros
Nf . Naturalmente, assim como no modelo de Faustino et al., caso o forager assuma
energia nula ao longo da busca, ele ingressa num estado absorvente (morte) e a busca é
imediatamente finalizada (critério de sobrevivência).

Vale mencionar ainda que nosso modelo está de acordo com a teoria unificada do pro-
blema de foraging [MC86], segundo a qual, sendo X(t) a variável de estado que caracteriza
a condição do forager no tempo t, então

X(t+ 1) = X(t)− αi + Zi, (3.10)

onde αi e Zi são as respectivas variáveis aleatórias que definem a perda de energia associada
à escolha da estratégia de busca i e o ganho de energia pelo encontro de alimento. Ainda
nesse contexto, a variável de estado está vinculada aos limites

xc < X(t) < C, (3.11)

em que xc é uma energia crítica que determina a morte do forager, a qual eventualmente
pode ser normalizada a zero, e C é a capacidade máxima de armazenamento de energia,
isto é, a energia máxima que o forager pode acumular [MC86]. A dinâmica estabelecida
pela perda de energia, αi, e pela energia ganha pelo número de encontros com os sítios-
alvo, NfZi, determina a evolução do processo de busca. No nosso caso específico, αi é
mapeado naturalmente na função dissipação f(`i), associada à estratégia de busca.

Em suma, o correspondente à regra 5 para nosso modelo é descrito da seguinte forma:
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5. Regra para Nf Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade
de energia g é adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo é então
criado em uma posição aleatória e o processo recomeça a partir da regra 2, continu-
ando até que o forager encontre Nf,max sítios-alvo (critério de busca) ou até que
a sua energia atinja o zero pela primeira vez (critério de sobrevivência).

Como veremos a seguir, a alteração no nosso modelo para a implementação da regra
5 acima permite uma aproximação analítica mais fiel aos resultados numéricos. Por hora,
e até o final deste capítulo, vamos focar na obtenção de resultados analíticos com base
no nosso modelo, tais como a determinação do ponto crítico que separa os regimes de
extinção e sobrevivência do forager, isto é, o ponto em que a energia acumulada atinge o
zero pela primeira vez, e o cálculo do comportamento assintótico da probabilidade (taxa)
de sobrevivência do forager em função do número de sítios encontrados. Tais resultados
serão comparados no capítulo 4 com os resultados numéricos obtidos através de uma
simulação computacional do modelo do tipo dinâmica molecular, isto é, com a posição
do forager sendo iterativamente atualizada enquanto as condições para a sua mobilidade
forem satisfeitas.

O nosso ponto de partida é a expressão para a energia acumulada pelo forager após o
encontro de Nf sítios em n passos,

ENf = E0 +Nfg − αLNf , (3.12)

em que

LNf =
n∑

i=1

|`i| =
n1∑

i=1

|`i|+
n1+n2∑

i=n1+1

|`i|+ · · ·+
n∑

i=n(Nf−1)+1

|`i|, n =

Nf∑

j=1

nj,

LNf = L1(x1) + L2(x2) + · · ·+ LNf (xNf ),

(3.13)

onde Lj(xj) e nj(xj) denotam, respectivamente, o comprimento e o número de passos da
j-ésima caminhada partindo da posição xj até o encontro do próximo sítio-alvo (j + 1).
As somas sobre j de Lj e nj resultam, naturalmente, no comprimento total LNf e no
número de passos da busca até o encontro de Nf sítios.

Para continuarmos, vamos tomar a média sobre configurações das caminhadas. Uma
forma de definirmos a média sobre as configurações possíveis de caminhadas que partem da
posição xj, notando que os indices r denotam configurações diferentes para as caminhadas
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que começam na mesma posição, b o número de configurações que pode ser interpretado
como caminhadas, ou ainda como uma população de caminhantes, é tal que

〈Lk〉(xk) = lim
b→∞

1

b

b∑

r=1

Lrk(xk), (3.14)

que converge para uma configuração média que pode ser Então se,

L1 =

n1∑

i=1

|`i| ⇒ L1(x1)

L2 =

n1+n2∑

i=n1+1

|`i| ⇒ L2(x2),

(3.15)

podemos escrever que L2(x1) =
∑n2

i=1 |`i|, isto é, L2(x1) é uma dada configuração para
uma caminhada que começa em x1. De tal modo que sempre existirão configurações
de caminhadas tais que, Lsn(xj) = Lrm(xj), umas vez que estamos utilizando a mesma
distribuição de passos p(`) para cada uma das configurações. Assim,

〈Li〉(xj) = 〈Lk〉(xj) = 〈L〉(xj),

ou seja, a soma para o comprimento total após Nf encontros de sítio torna-se

〈LNf 〉 = 〈L〉(x1) + 〈L〉(x2) + · · ·+ 〈L〉(xNf )

〈LNf 〉 =

Nf∑

j=1

〈L〉(xj).
(3.16)

Com o resultado acima, obtemos a média da energia sobre as configurações de caminhadas
com uma dada sequência {xj} de posições iniciais:

ENf ({xj}) = E0 +Nfg − α
Nf∑

j=1

〈L〉(xj). (3.17)

Com o intuito de não sobrecarregarmos a notação, simplificamos acima 〈ENf 〉({xj}) →
ENf ({xj}).

A seguir, vamos realizar a média sobre todos os conjuntos possíveis de posições iniciais,
{xj}, dentro do intervalo rv < xj < λ− rv. Para este fim, vamos considerar uma função
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densidade de probabilidade para o sorteio da posição inicial, π(xj) = π(x) para todo j,
tal que qualquer posição no intervalo tenha a mesma probabilidade, isto é,

π(x) =
1

λ− 2rv
, (3.18)

com norma unitária,

∫ λ−rv

rv

π(x)dx =

∫ λ−rv

rv

1

λ− 2rv
dx

=

[
x

λ− 2rv

∣∣∣∣
λ−rv

rv

= 1.

(3.19)

É interessante notar que a simetria do espaço de busca, em conjunto com o fato de
que deslocamentos para a esquerda ou direita são equiprováveis, implica em 〈L〉(x) =

〈L〉(λ − x), para rv < x ≤ λ/2 (ver Fig. 3.2). Em outras palavras, para o cálculo do
comprimento médio da busca até atingir qualquer um dos sítios-alvo, 〈L〉, uma busca
iniciada a uma distância x do sítio da esquerda e λ− x do sítio da direita é indistinguível
de uma busca iniciada a uma distância λ− x do sítio da esquerda e x do sítio da direita.
No caso de condições periódicas de contorno, os dois sítios-alvo identificam-se num só,
como mostrado na Fig. 2.1, e a simetria descrita acima continua válida. Podemos nos
aproveitar deste fato para dividir o domínio da integral no espaço de busca ao meio e
multiplicá-la por dois, obtendo

ENf ({xj}) = E0 +Nfg − 2α

Nf∑

j=1

∫ λ/2

rv

〈Lj〉(xj)π(xj)dxj. (3.20)

A sobrelinha acima denota a média sobre as posições iniciais. Definindo

m ≡ 〈L〉(x) = 2

∫ λ/2

rv

〈L〉(x)π(x)dx, (3.21)

de modo similar ao primeiro momento de uma distribuição, escrevemos

ENf ({xj}) = E0 +Nfg − α
Nf∑

j=1

m1,j, (3.22)
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〈L〉

xrv λ− rvλ/2

〈L〉min

〈L〉max

(a) 〈L〉 × x

〈L〉

x

rv

λ− rv

λ/2

〈L〉min 〈L〉max

(b) x× 〈L〉
Figura 3.2: (a) Esboço do comprimento médio de uma caminhada até o encontro de um
dos sítios-alvo, distantes entre si de λ, em função da posição inicial. No caso de condições
periódicas de contorno, os dois sítios-alvo se identificam num só. A simetria do espaço de
busca implica em 〈L〉(x) = 〈L〉(λ−x), para rv < x ≤ λ/2. (b) Esboço da relação inversa,
x(〈L〉).

onde notamos que, no caso da busca de Lévy num espaço de extensão λ, mj ≡ m(λ, µ)

para todo j. Novamente, desejamos não sobrecarregar as expressões com as notações das
médias, chegando, assim, à energia média após o encontro de Nf sítios-alvo:

ENf (λ, µ) = E0 +Nfg − αNfm(λ, µ). (3.23)

Nosso modelo analítico consiste em aproximar o comprimento da caminhada entre
dois encontros consecutivos como o produto do tamanho médio de um passo pelo número
médio de passos entre dois encontros [RBd+03],

〈L〉(x) ≈ 〈n〉(x) · 〈`〉(x), (3.24)

em que 〈nµ〉(x) (ocultando o indice µ por simplicidade) e 〈`〉(x) são dados, respectiva-
mente, pelas Eqs. (2.90) e (2.59), isto é,

〈n〉(x) =
sin[π(µ− 1)/2]

`
(µ−1)/2
0 π(µ− 1)/2

[λ− x− rv](µ−1)/2 [x− rv](µ−1)/2 ,

〈`〉(x) =
`0

2(2− µ)

{
[λ− x− rv](2−µ) + [x− rv](2−µ) − 2(µ− 1)

}
.

(3.25)
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A fim de controlar os erros da aproximação acima e conhecer seus efeitos, comparamos na
Fig. 3.3 o resultado da Eq. (3.24) com aquele obtido a partir da discretização do espaço de
busca realizada no capítulo anterior, Eq. (2.53). Percebemos que a discrepância observada
no regime µ > 2 pode ser praticamente sanada pela introdução de um fator multiplicativo
A(λ, µ), obtido numericamente pelo ajuste das curvas, isto é,

〈L〉(x) = A(λ, µ)〈n〉(x) · 〈`〉(x). (3.26)

Por outro lado, observamos que o fator é desnecessário para pequenos valores de µ, ou
seja, A(λ, µ ≤ 2) ≈ 1, comprovando a eficácia da nossa aproximação nesse regime. Para
fins didáticos, as duas primeiras colunas da Fig. 3.3, isto é, µ ≤ 2, as curvas vermelhas
(resultados para 〈L〉 sem a prensença do fator) e as curvas verdes (resultados para 〈L〉
com a prensença do fator) se coincidem perfeitamente com as curvas pretas pontuadas
em circunferências.

A determinação analítica do fator é um problema em aberto, no entanto nossos estudos
numéricos apontam que ele permanece positivo para µ→ 3. Além do mais a aproximação
do limite contínuo prediz um fator de (λ/`0)

µ−1
2 para o número de vôos nas vizinhanças

das bordas absorventes [BHK+01,BGH+01] que corrobora com nossos resultados.
Além disso, como veremos no capítulo 4, o fato de usarmos apenas a região de maior

extensão de x no cálculo de 〈`〉(x), isto é, rv + `0 ≤ x ≤ λ − rv − `0, Eq. (2.59), levará
a uma discrepância um pouco maior em relação aos resultados numéricos no regime de
pequenos λ e grandes µ, em que o forager permanece muito tempo próximo às bordas
absorventes.

Nosso objetivo a seguir é analisar o ponto em que a energia do forager atinge o zero,
isto é, o ponto onde ocorre a transição de fase para o estado absorvente (morte do fora-
ger). Como discutido, no nosso contexto de buscas aleatórias com dinâmica energética o
sistema evolui estocasticamente através de deslocamentos do caminhante intermediados
por eventuais encontros de sítios-alvo, implicando em perdas e ganhos de energia. Desse
modo, quando a sua energia acumulada ao longo da busca atinge o zero pela primeira vez
o caminhante se extingue, entrando no estado absorvente. Uma vez fixadas as densidades
de probabilidades para os comprimentos dos passos, p(`), e para as posições de reinício
da busca após um encontro, π(x0), a dinâmica da busca é essencialmente controlada pelos
parâmetros que caracterizam o ambiente de busca, λ (inversamente proporcional à den-
sidade de sítios-alvo) e g (ganho energético em um encontro) (nesse trabalho fixamos os
valores de rv, `0 e α). De fato, quando a razão ρ = g/λ (ou ainda ρ = g/(λ − 2rv), ao
levarmos em conta a detecção do sítio a uma distância rv do forager) é muito pequena a
extinção em tempos longos é certa e o forager ingressa num estado absorvente irreversível,

75



Capítulo 3. Dinâmica Energética das Buscas Aleatórias de Lévy

0 50 100
30 

45 

60 

<
L

>

0 50 100
0 

50 

100 

150 

200 

0 50 100
0 

200 

400 

600 

Computacao Numerica

<L>

<L>*A(µ,λ)

0 250 500
100 

200 

300 

<
L

>

0 250 500
0 

1 k

2 k

0 250 500
0 

2 k

4 k

6 k

8 k

10 k

0 500 1000
x

300 

450 

600 

<
L

>

0 500 1000
x

0 

1 k

2 k

3 k

0 500 1000
x

0 

10 k

20 k

30 k

40 k

µ=1.1 µ=2.01 µ=2.9

Figura 3.3: Comparação entre as curvas de 〈L〉(x) versus x obtidas a partir da computação
numérica com o softwareMatlab da Eq. (2.53) no espaço de busca discretizado, linha preta
e da aproximação expressa pela Eq. (3.24), para vários valores de µ e λ, linhas vermelhas.
A introdução do fator de correção A(λ, µ) nesta última corrige as discrepâncias observadas
para µ > 2, linhas verdes. De fato, obtemos que A(λ, µ ≤ 2) ≈ 1.
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do qual ele não consegue mais escapar; por outro lado, grandes valores de ρ asseguram
que o forager prospera, configurando um estado dinâmico ativo. A fronteira entre prospe-
ridade e extinção é marcada, como veremos a seguir, pelo ponto crítico ρc, que caracteriza
uma transição de fase contínua entre os estados absorvente e ativo. Ao fixarmos g e va-
riarmos apenas λ, temos, de forma análoga ao modelo de Faustino et al. [Fdd+07], que
o ganho energético (ENf − E0)/Nf deve se anular no ponto crítico λ = λc. Desse modo,
reescrevemos a energia média após o encontro de Nf sítios-alvo como

ENf (λ, µ) = E0 +Nfg − αNfm(λ, µ),

ENf (λ, µ)− E0

Nf

= g − αm(λ, µ).
(3.27)

Para distinguir as duas fases, vamos definir a função ganho energético por conveniência
[Fdd+07,FLR+12,Sta71]

ψ ≡ ENf − E0

Nfα

=
g

α
−m(λ, µ).

(3.28)

Observando que ψ não se anula na fase absorvente (E = 0), contudo, apresenta o
mesmo comportamento na criticalidade, isto é, rigorosamente definimos o parâmetro de
ordem

Ψ ≡ E
Nf

, (3.29)

tal que Ψ = ψ + E0
Nfα

, cuja análise realizada indicam os mesmos expoentes críticos para
a definição do ganho energético ψ, que passaremos a chamar de parâmetro de ordem
intercambiavelmente.

Desse modo, o ponto crítico ocorre quando ψ = 0 em ρc = g/(λc − 2rv), ou seja,
g = αm(λc, µ). O parâmetro de ordem ψ é então nulo para ρ ≤ ρc (estado absorvente) e
não nulo para ρ > ρc (estado ativo).

Associado à definição do parâmetro de ordem está o expoente crítico β, que carac-
teriza como ψ tende a zero nas vizinhanças da transição de fase sobrevivência-extinção
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do forager. Substituindo a aproximação 〈L〉 = A(λ, µ)〈n〉 · 〈`〉 em m(λ, µ), Eq. (3.21),
obtemos

m =
A(λ, µ)

λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx
sin[π(µ− 1)/2]

`
(µ−1)/2
0 π(µ− 1)/2

· [λ− x− rv](µ−1)/2 [x− rv](µ−1)/2×

× `0

2(2− µ)
·
{

[λ− x− rv](2−µ) + [x− rv](2−µ) − 2(µ− 1)
}
.

(3.30)

Organizando os termos constantes,

m =
A(λ, µ)

λ− 2rv
`

(1−µ)/2
0

sin[π(µ− 1)/2]

π(µ− 1)(2− µ)︸ ︷︷ ︸
Cµ

∫ λ−rv

rv

dx [λ− x− rv](µ−1)/2 [x− rv](µ−1)/2×

×
{

[λ− x− rv](2−µ) + [x− rv](2−µ) − 2(µ− 1)
}
,

(3.31)

e distribuindo o produto dentro da integral,

m =
A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx
{

[(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 [λ− rv − x](2−µ)+

+ [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 [x− rv](2−µ) +

−2 [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 (µ− 1)
}
,

(3.32)

de modo que, substituindo em ψ, obtemos

ψ =g/α− A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 [λ− rv − x](2−µ)+

− A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 [x− rv](2−µ) +

+ 2
A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 (µ− 1).

(3.33)

Podemos ainda reescrever

ψ =g/α− A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx(λ− rv − x)
1
2

(3−µ)(x− rv)
1
2

(µ−1)+

− A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx(λ− rv − x)
1
2

(µ−1)(x− rv)
1
2

(3−µ)+

+ 2
A(λ, µ)Cµ
λ− 2rv

∫ λ−rv

rv

dx [(λ− rv − x)(x− rv)](µ−1)/2 (µ− 1),

(3.34)
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notando que no ponto crítico g = αm(λc, µ), de modo que

ψ(λ, µ) = m(λc, µ)−m(λ, µ). (3.35)

Após realizarmos as integrações acima, temos que

ψ

Cµ
=

1

8

A(λc, µ)

λc − 2rv

(λc − 2rv)
2 π (µ− 1) (µ− 3)

cos
(

1
2
πµ
) +

+
1

8

A(λc, µ)

λc − 2rv

(λc − 2rv)
2 π (µ− 1) (µ− 3)

cos
(

1
2
πµ
) +

− A(λc, µ)(µ− 1)

λc − 2rv

(λc − 2rv)
µ 2−µ

√
πΓ
(

1
2
µ+ 1

2

)

Γ
(
1 + 1

2
µ
) +

− λc ↔ λ.

(3.36)

Simplificando,

ψ

Cµ
=

1

4
A(λc, µ) (λc − 2rv)

π (µ− 1) (µ− 3)

cos
(

1
2
πµ
)

︸ ︷︷ ︸
Kµ

+

+ A(λc, µ) (λc − 2rv)
µ−1 (1− µ)

2−µ
√
πΓ
(

1
2
µ+ 1

2

)

Γ
(
1 + 1

2
µ
)

︸ ︷︷ ︸
Dµ

+

− λc ↔ λ,

(3.37)

ou ainda,

ψ(λ, µ) =
1

4
(λc − 2rv)A(λc, µ)CµKµ+

+ (λc − 2rv)
µ−1A(λc, µ)CµDµ+

− 1

4
(λ− 2rv)A(λ, µ)CµKµ+

− (λ− 2rv)
µ−1A(λ, µ)CµDµ.

(3.38)

Vamos agora analisar o parâmetro de ordem ψ nas vizinhanças do ponto crítico, con-
siderando a variável

ε ≡ λc − 2rv
g

− λ− 2rv
g

, (3.39)

com ε→ 0, tal que
λc − 2rv

g
= ε+

λ− 2rv
g

.

79



Capítulo 3. Dinâmica Energética das Buscas Aleatórias de Lévy

Como o fator A(λ, µ) é uma função suave de λ, então a proximidade do ponto crítico
permite expandi-lo em série de Taylor, de modo que

A(λ, µ) = A(λc, µ) +
∂A

∂λ

∣∣∣∣
λ=λc

· (λ− λc) + · · · ,

onde definimos Aµ ≡ A(λc, µ). Assim, desprezando termos de mais alta ordem em λ− λc
próximo ao ponto crítico, escrevemos

ψ(λ, µ) =
1

4
(λc − λ)AµCµKµ+

+
[
(λc − 2rv)

µ−1 − (λ− 2rv)
µ−1]AµCµDµ.

(3.40)

Multiplicando ψ por 1 = g(µ−1)g−(µ−1),

ψ(λ, µ) =
1

4

gµ

g(µ−1)

(λc − λ)

g
AµCµKµ+

+

[
(λc − 2rv)

µ−1

g(µ−1)
− (λ− 2rv)

µ−1

g(µ−1)

]
g(µ−1)AµCµDµ,

(3.41)

de modo que, reescrevendo ψ para identificarmos ε,

ψ(λ, µ) =
1

4

[(
λc − 2rv

g

)
−
(
λ− 2rv

g

)]
gAµCµKµ+

+

[(
λc − 2rv

g

)µ−1

−
(
λ− 2rv

g

)µ−1
]
g(µ−1)AµCµDµ,

(3.42)

ou ainda,

ψ(λ, µ) =

(
1

4
gAµCµKµ

)
ε+

+

[(
ε+

λ− 2rv
g

)µ−1

−
(
λ− 2rv

g

)µ−1
]
g(µ−1)AµCµDµ,

(3.43)
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levando a

ψ(λ, µ) =

(
1

4
gAµCµKµ

)
ε+

+






λ− 2rv

g︸ ︷︷ ︸
a




µ−1

(
1 + ε

g

λ− 2rv

)µ−1

−
(
λ− 2rv

g

)µ−1


 g

(µ−1)AµCµDµ.

(3.44)

A equação acima pode ser expressa na forma

ψ(λ, µ) =

(
1

4
gAµCµKµ

)
ε+

+

[
aµ−1

(
1 +

1

a
ε

)µ−1

− aµ−1

]
g(µ−1)AµCµDµ.

(3.45)

Tomando o limite em que λ→ λc, tal que a→ ac e ε→ 0, podemos expandir em série de
Taylor, (

1 +
1

a
ε

)µ−1

= 1 +
1

ac
(µ− 1)ε+O(ε2),

tal que

ψ(λ, µ) =

(
1

4
gAµCµKµ

)
ε+

+

[
aµ−1
c + aµ−1

c

1

ac
(µ− 1)ε+O

(
ε2
)
− aµ−1

c

]
g(µ−1)AµCµDµ.

(3.46)

Retornando acima o valor de ac,

ψ(ε, µ) =
1

4
gAµCµKµε+

+ g(µ−1)AµCµDµ

(
λc − 2rv

g

)µ−2

(µ− 1)ε+O
(
ε2
)
,

(3.47)

e reorganizando os termos,

ψ(ε, µ) =

[
1

4
gAµCµKµ + g(µ−1)AµCµDµ

(
λc − 2rv

g

)µ−2

(µ− 1)

]
ε+O

(
ε2
)
,

ψ ∼ ε+O
(
ε2
)
.

(3.48)
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Portanto, na vizinhança do ponto crítico o parâmetro de ordem ψ comporta-se assintoti-
camente como [Sta71]

ψ ∼ |ε|β, com β = 1 e ε→ 0. (3.49)

Dessa forma, determinamos nosso primeiro expoente crítico associado ao parâmetro de
ordem que descreve a transição de fase para o estado de extinção do forager.

No capítulo 4 veremos que a definição de ψ não é a única possível para o parâme-
tro de ordem que governa a transição, de modo que uma outra quantidade (a taxa de
sobrevivência, definida na seção 3.3) também possuirá as mesmas características gerais.
Analogamente, determinaremos o seu expoente crítico associado, assim como outros expo-
entes críticos que caracterizam a transição de fase. No capitulo 4 apresentaremos também
as curvas do ganho energético do nosso modelo e faremos a comparação direta com as do
modelo de Faustino al. [Fdd+07,FLR+12].

Antes, porém, comentaremos na seção a seguir sobre a eficiência das buscas aleatórias
quando considerações de energia são levadas em conta, em contraste com a eficiência
estatística, Eq. (1.79), em que tais fatores não fazem parte da análise das caminhadas de
busca [VBH+99].

3.2 Eficiência Energética e Entropia das Buscas Alea-
tórias

A discussão realizada no capítulo 1 sobre a eficiência das buscas, baseada na quantidade
η definida estatisticamente [VBH+99], Eq. (1.79), não leva em conta a influência dos fenô-
menos dissipativos presentes ao longo da caminhada aleatória. Para contornar este fato,
introduzimos, em acordo com a Ref. [MC86], uma função que descreve o custo energético
associado à locomoção do forager, f(〈L〉), caracterizada por ser monotonicamente cres-
cente com a distância média percorrida entre dois sítios, 〈L〉. Nesse sentido, uma nova
eficiência energética pode ser agora definida como

ηE =
ENf
Ltot,Nf

, (3.50)

onde ENf e Ltot,Nf denotam, respectivamente, a energia média acumulada e o comprimento
médio total de uma busca que encontra Nf sítios. Novamente, para efeito de estudo da
eficiência ηE , podemos aproximar Ltot,Nf = Nf〈L〉 e, similarmente, ENf = NfE, tal que

E = g − f(〈L〉) (3.51)
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é a energia média acumulada entre o encontro sucessivo de dois sítios. Neste caso, como
vimos, surge o vínculo natural ENf > 0; isto é, para que o forager permaneça vivo a sua
energia acumulada ao longo da busca deve se manter positiva.

A partir da comparação com a Eq. (1.79), escrevemos

ηE = (g − f)η, (3.52)

em que η = 1/〈L〉 é a eficiência estatística. A extremização de ηE implica em F (η)dη/dµ =

0, com F (η) = g − f − η df
dη
, onde consideramos f = f(η). Uma vez que f(η) é monotoni-

camente crescente com 〈L〉 = 1/η, então df/dη < 0. Portanto, F > 0 e o extremo de ηE
coincide com o da eficiência estatística de η. Finalmente,

d2ηE/dµ
2 < 0 (3.53)

nos pontos extremos, caracterizando de fato uma eficiência energética máxima. O re-
sultado acima para a eficiência energética ηE indica que a introdução de uma função de
custo locomotivo arbitrária não altera os resultados para os valores de µopt obtidos via a
Eq. (1.79) para a eficiência estatística, mas a sua presença pode limitar significativamente
o intervalo de valores de µ aceitáveis devido ao vínculo ENf > 0 [RBd+03].

Energia e entropia são conceitos centrais em Física Estatística. Também o são, por-
tanto, no contexto das buscas aleatórias. Nesse caso, como discutimos, a energia é im-
portante devido aos ganhos e custos energéticos associados aos encontros de alimento e
à locomoção, determinados a partir da fisiologia do próprio forager. Por outro lado, a
entropia está associada com a desordem relativa ao meio e a informação disponível (por
exemplo, a entropia de Shannon [VdLRS11]). No contexto biológico, os organismos em
geral têm sistemas nervosos que permitem o aprendizado de novos comportamentos em
face às informações obtidas sobre as características do ambiente. Nesse sentido, a memória
do caminhante relativa ao espaço de busca torna-se também um ingrediente importante.
Observamos, contudo, que devido à complexidade do problema ainda não foi desenvol-
vida uma teoria geral para compreender como a informação pode interagir e modificar os
padrões de comportamento do forager [VdLRS11].

Passaremos, agora, ao estudo da taxa de sobrevivência do forager ao longo da busca,
uma quantidade essencial na descrição estatística do problema e que também terá papel
fundamental na transição de fase para o estado absorvente.
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3.3 Taxa de Sobrevivência do Forager

A taxa de sobrevivência do forager num processo de busca aleatória com um estado
absorvente (morte) é certamente uma quantidade de grande interesse a ser calculada.
No presente contexto, a taxa de sobrevivência é definida como a probabilidade, Γ(t) ou
Γ(Nf ), de que o forager ainda se encontre no estado ativo após um tempo t ou um número
Nf de encontros de sítios-alvo. Como veremos a seguir, a taxa de sobrevivência possui
algumas características comuns ao parâmetro de ordem ψ com respeito ao ponto crítico:
na fase absorvente Γ é nula, enquanto que na fase ativa o seu valor é finito. Nesta seção
nós determinaremos analiticamente a taxa de sobrevivência a partir de um mapeamento
realizado entre a caminhada aleatória real do forager e uma “caminhada aleatória” em que,
ao invés de passos reais de comprimento `j, são executados “passos” de “comprimento”
(variável aleatória energia) Ej, correspondendo à energia acumulada entre os encontros
dos (j − 1)-ésimo e j-ésimo sítios.

Dois conceitos importantes para o cálculo da taxa de sobrevivência do forager são
as respectivas probabilidades P (E , t) e F (E , t) de encontrar o forager com energia E no
instante de tempo t e de encontrá-lo pela primeira vez com o valor de energia E no tempo
t. Notamos, portanto, que a absorção (morte) do forager corresponde a um problema de
primeira passagem pelo estado de ganho energético nulo após um tempo t. Por força da
analogia com as caminhadas aleatórias tradicionais, no que se segue a variável tempo t
apenas designará o número de encontros de sítios pelo forager, Nf .

Iniciamos o cálculo da taxa de sobrevivência Γ(t) estabelecendo a conexão analítica
entre P (E , t) e F (E , t). Na função P (E , t) o valor de energia E pode ter sido atingido no
instante t pela primeira vez, ou então o forager pode ter retornado ao valor E após tê-lo
atingido uma ou mais vezes:

P (E , t) = δE,E0δt,0 +
∑

t′≤t

F (E , t′)P (E0, t− t′). (3.54)

O primeiro termo acima representa o valor no instante inicial t0 = 0 da energia do forager
ao começar a busca, E0. Até o instante t′ ≤ t a sua energia acumulada atinge o valor
E pela primeira vez com probabilidade determinada por F (E , t′). Para t − t′ existe uma
infinita multiplicidade de retornos ao valor E partindo de E0, isto é, o próximo termo na
expressão acima é dado então pela soma de F (E , t′)P (E0, t− t′) sobre todos os tempos t′

possíveis [NCFY01,Red01].
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Para inverter a relação acima vamos utilizar as funções geratrizes,

P (E , z) =
∞∑

t=0

P (E , t)zt e F (E , z) =
∞∑

t=0

F (E , t)zt, (3.55)

de modo que

∞∑

t=0

P (E , t)zt =
∞∑

t=0

δE,E0δt,0z
t +
∑

t′≤t

∞∑

t=0

F (E , t′)P (E0, t− t′)zt

= δE,E0 +
∑

t′≤t

∞∑

t=0

F (E , t′)P (E0, t− t′)zt−t
′+t′

(3.56)

†
= δE,E0 +

∑

t′≤t

∞∑

t=0

F (E , t′)zt′P (E0, t− t′)zt−t
′

= δE,E0 +
∞∑

t′=0

∞∑

τ=0

F (E , t′)zt′P (E0, τ)zτ ,

(3.57)

ou seja,

P (E , z) = δE,E0 + P (E0, z)F (E , z). (3.58)

Resolvendo para F (E , z) [NCFY01,Red01], temos para E 6= E0 que

F (E , z) =
P (E , z)
P (E0, z)

, (3.59)

e para E = E0,

F (E0, z) = 1− 1

P (E0, z)
. (3.60)

Portanto, o nosso objetivo a seguir é calcular a função P (E , t). Para tanto, vamos traçar
um paralelo entre um caminhante aleatório tradicional, com passos efetuados no espaço
real, e uma “caminhada aleatória” de “passos de energia”, como mostra a Fig. 3.4.

Começamos considerando o forager localizado a uma distância inicial x1 do primeiro
sítio a ser procurado, sorteada a partir da densidade de probabilidades π(x1) = π(x).
†Similar à mudança de coordenadas da integração sobre duas áreas iguais limitadas por uma reta t = t′

(y = x): denotando por A a área acima da reta e por B a área abaixo, e passando do somatório para a
integração, então

∑

t′≤t

∞∑

t=0

→
∫ t

0

dt′
∫ ∞

0

dt
A=B→

∫ ∞

0

dt′
∫ ∞

t′
dt

τ=t−t′→
∫ ∞

0

dt′
∫ ∞

0

dτ →
∞∑

t′=0

∞∑

τ=0

.
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Como sabemos, esta posição inicial do forager determina o comprimento médio percorrido
até o primeiro encontro, 〈L〉(x1), que por sua vez leva à energia média acumulada entre
o ponto de partida e o encontro do primeiro sítio, Eq. (3.17) com Nf = 1: E1 = g −
α〈L〉(x1). De modo similar, dada uma sequência aleatória e estatisticamente independente
de distâncias iniciais sorteadas até o encontro de Nf sítios,

{xi} = {x1, x2, . . . , xNf}, (3.61)

teremos uma sequência aleatória de energias acumuladas entre dois encontros sucessivos,
diretamente associada à sequência {xi}, isto é

{Ei} = {E1, E2, . . . , ENf}. (3.62)

Observamos que a soma ENf ({xi}) = E0+
∑Nf

i=1 Ei corresponde à energia média acumulada
pelo forager até o encontro de Nf sítios, Eq. (3.17). É interessante notar que a sequência
{Ei} também pode ser interpretada como uma sequência de “passos de energia” realizados
por um caminhante aleatório. Em particular, segundo esta analogia ENf representa a
“posição” do caminhante após Nf “passos”. Nesse sentido, como os passos de energia são
estatisticamente independentes e têm tamanho bem determinado, isto é, possuem média
e variância finitas, então para um número suficientemente grande de encontros, Nf � 1,
a soma ENf será distribuída por uma gaussiana, de acordo com o Teorema do Limite
Central. De fato, como vimos na seção 1.3, ao considerarmos um caminhante aleatório
tradicional iniciando a sua caminhada a partir da posição x0, com passos de comprimento
si estatisticamente independentes sorteados com probabilidade ω(si)dsi, com ω(si) =

ω(s), então a sua posição após N � 1 passos, xN = x0 +
∑N

i=1 si, será distribuída de
acordo com a gaussiana (1.29):

P (xN , N) =
1√

2πNσ2
s

exp

[
− 1

2Nσ2
s

(xN − x0 −Ns)2

]
, (3.63)

tal que σ2
s = (∆s)2 = s2− s2 representa a variância da variável comprimento de um passo

simples. Em analogia com o caminhante aleatório tradicional, ao fazermos as associações
ω(si)→ ω(Ei), com ω(Ei) = ω(E), e que xN → ENf , escrevemos

P (ENf , Nf ) =
1√

2πNfσ2
E

exp

[
− 1

2Nfσ2
E

(ENf − E0 −NfE)2

]
, (3.64)
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Caminhante Aleatório

x0 x0 + s1

s1

x
0

s2

*
Após o primeiro passo s1:

x1 = x0 + s1.

Após o segundo passo s2:
x2 = x1 + s2.

...

Após N passos:

xN = x0 +
N∑

i=1

si.

Energia do Forager

E0

〈L〉(x0)

E
0

〈L〉(x1)

b b
g

E0 + g − α〈L〉(x0)

Após o primeiro encontro:
E1 = E0 + [g − α〈L〉(x1)].

Após o segundo encontro:
E2 = E1 + [g − α〈L〉(x2)].

...

Após Nf encontros:

ENf = E0 +

Nf∑

i=1

[g − α〈L〉(xi)︸ ︷︷ ︸
Ei

].

Figura 3.4: Mapeamento da dinâmica energética do forager, partindo de um valor inicial
E0 (lado direito), em uma caminhada aleatória tradicional partindo de x0 (lado esquerdo).

onde σ2
E = E

2 − E2, com

E =

∫ Emax

Emin

Eω(E)dE, (3.65)

onde Emin e Emax denotam os valores mínimo e máximo de E, respectivamente. Levando
em conta que Ei é uma função de 〈L〉(xi), e que 〈L〉(xi) é distribuído para todo i de
acordo com a densidade de probabilidades f(〈L〉), então

E =

∫ Emax

Emin

Ef(〈L〉)
∣∣∣∣
d〈L〉
dE

∣∣∣∣ dE. (3.66)

Na equação acima relembramos que os colchetes angulados denotam a média sobre as
configurações de caminhadas que partem de uma dada posição inicial, enquanto que a
sobrelinha representa a média sobre a distribuição de posições iniciais das buscas.

O resultado acima pode ser obtido escrevendo a probabilidade de que a energia média
acumulada entre dois encontros esteja entre E e E+dE, ω(E)dE, em função da probabi-
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lidade correspondente de que o comprimento médio percorrido entre dois encontros esteja
entre 〈L〉 e 〈L〉+ d〈L〉:

f(〈L〉)d〈L〉 =

∫

d〈L〉
ω(E)dE. (3.67)

A integral acima soma sobre todos os possíveis valores da energia entre E e E + dE que
levem ao valor do percurso entre 〈L〉 e 〈L〉+ d〈L〉:

f(〈L〉)d〈L〉 =

∫ 〈L〉+d〈L〉

〈L〉
ω(E)

∣∣∣∣
dE

d〈L〉

∣∣∣∣ d〈L〉, (3.68)

ou seja,

f(〈L〉)d〈L〉 = ω(E)

∣∣∣∣
dE

d〈L〉

∣∣∣∣ d〈L〉, (3.69)

de onde obtemos

ω(E) = f(〈L〉)
∣∣∣∣
d〈L〉
dE

∣∣∣∣ , (3.70)

em concordância com a Eq. (3.66).
Um cálculo similar pode ser realizado para explicitar a conexão entre as funções densi-

dade de probabilidades associadas às variáveis 〈L〉 e x. De fato, uma vez que 〈L〉 = 〈L〉(x)

e π(x) denota a distribuição de posições iniciais x após cada encontro, então

f(〈L〉) = 2π(x)

∣∣∣∣
dx

d〈L〉

∣∣∣∣ , rv < x ≤ λ/2. (3.71)

Acima levamos em conta a simetria do espaço de busca discutida na seção 3.1. Com um
pouco mais de detalhe, escrevemos inicialmente que

〈L〉 =

∫ 〈L〉max

〈L〉min

〈L〉f(〈L〉)d〈L〉, (3.72)

em que 〈L〉min e 〈L〉max denotam os valores mínimo e máximo de 〈L〉(x), respectivamente.
De modo similar ao cálculo apresentado acima, notamos que

f(〈L〉)d〈L〉 =

∫

[〈L〉,〈L〉+d〈L〉)
π(x′)dx′ =

∫ 〈L〉+d〈L〉

〈L〉
π(x′)

∣∣∣∣
d〈L〉
dx′

∣∣∣∣
−1

d〈L〉. (3.73)

Acima, o intervalo no limite inferior da primeira integral indica que f(〈L〉) somente
contribui se o valor da variável x′ estiver associado a um valor de 〈L〉 no intervalo
[〈L〉, 〈L〉 + d〈L〉). Por outro lado, devido à simetria do espaço de busca, como os ca-
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minhantes que iniciam a busca em x são estatisticamente indistinguíveis daqueles que a
iniciam em λ−x (em ambos os casos os sítios mais próximo e mais distante estão a distân-
cias x e λ−x do ponto inicial), então 〈L〉(x) = 〈L〉(λ−x). Como consequência, qualquer
valor de 〈L〉 pode sempre ser obtido a partir de duas posições iniciais x distintas, uma
em cada metade do intervalo de busca, como mostra a Fig. 3.2. Então, se denotarmos
x′ = xA e x′ = xB, com rv < xA ≤ λ/2 e λ/2 ≤ xB < λ − rv, tal que xA = λ − xB,
podemos escrever

f(〈L〉)d〈L〉 =

[(
π(x′)

∣∣∣∣
d〈L〉
dx′

∣∣∣∣
−1
)

x′=xA

+

(
π(x′)

∣∣∣∣
d〈L〉
dx′

∣∣∣∣
−1
)

x′=xB

]
d〈L〉, (3.74)

tal que, quando substituímos a expressão acima na Eq. (3.72), obtemos

〈L〉 =

∫ λ/2

rv

〈L〉(xA)π(xA)dxA +

∫ λ−rv

λ/2

〈L〉(xB)π(xB)dxB. (3.75)

Notando que os subíndices A e B são mudos, encontramos

〈L〉 =

∫ λ−rv

rv

〈L〉(x)π(x)dx = 2

∫ λ/2

rv

〈L〉(x)π(x)dx, (3.76)

em que π(x) = π(λ− x) devido à simetria mencionada.
Sob estas considerações, podemos retomar a Eq. (3.66) e reescrevê-la na forma

E(x) = g − α〈L〉(x),

E = g − 2α

∫ λ/2

rv

〈L〉(x)π(x)dx,
(3.77)

ou, usando a definição dada à Eq. (3.21),

E = g − αm. (3.78)

Finalmente, reescrevemos a distribuição gaussiana P (ENf , Nf ) em termos de m como

P (ENf , Nf ) =
1√

2πNfσ2
E

exp

[
− 1

2Nfσ2
E

(ENf − E0 −Nfg + αNfm)2

]
. (3.79)

No ponto crítico, em que g = αm (ou λ = λc para g fixo), a gaussiana acima permanece
centrada em E0 para qualquer valor de Nf , apenas se alargando à medida que mais sítios
vão sendo encontrados. Em outras palavras, nesta situação há uma grande probabilidade
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de que o forager ingresse no estado absorvente, uma vez o ganho energético é dado por
ψ ∝ E − E0. Por outro lado, para g > αm (regime de abundância de recursos, λ < λc) a
gaussiana se desloca no sentido de energias acumuladas positivas à medida que Nf cresce,
aumentando também a probabilidade de sobrevivência do forager, como pode ser visto na
Fig. 3.5. Finalmente, para g < αm (regime de escassez de recursos, λ > λc) a gaussiana se
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Figura 3.5: Probabilidade de que o forager tenha energia acumulada E (com a notação
E ≡ ξ) após Nf encontros. Utilizamos os parâmetros E0 = 100, α e σE unitários, g = αm
para Nf = 5 e g > αm para Nf = 20, 50.

desloca com o aumento de Nf no sentido de energias negativas, aumentando rapidamente
a probabilidade de que o forager seja absorvido, como mostra a Fig. 3.6.

Por fim, uma vez que obtivemos a probabilidade da energia acumulada em função do
número de encontros, P (ENf , Nf ), podemos retomar o cálculo da taxa de sobrevivência
do forager no instante t, Γ(t), notando que a associação Nf ↔ t representa uma descrição
pictórica do tempo para a realização de uma busca com Nf encontros. Desse modo, para
um número suficientemente grande de encontros, Nf � 1 ou t � 1, podemos considerar
a gaussiana em função do parâmetro de ordem ψ fazendo E − E0 = αtψ:

P (ψ, t) =
1√

2πtσ2
E

exp

[
− 1

2tσ2
E

(αtψ − tE)2

]
. (3.80)
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Figura 3.6: Probabilidade de que o forager tenha energia acumulada E (com a notação
E ≡ ξ) após Nf encontros. Utilizamos os parâmetros E0 = 100, α e σE unitários, g = αm
para Nf = 5 e g < αm para Nf = 20, 50.

Assim, na vizinhança do ponto crítico, com λ→ λc, E → 0 e ψ → 0, obtemos o compor-
tamento assintótico de P (ψ, t) para t� 1:

P (ψ, t) ∼ 1√
2πtσ2

E

. (3.81)

Podemos, então, considerar a probabilidade de primeira passagem pela condição de ganho
energético nulo, E = E0, como sendo uma probabilidade de primeiro retorno ao valor
ψ = 0, tal que F (E0, z)→ F (ψ = 0, z) na Eq. (3.60).

Partindo das funções geratrizes, Eq. (3.55), vamos considerar a variável t contínua e
passar os somatórios para integrais. Em analogia com a transformada de Laplace, vamos
reescrever zt = e−t ln(1/z), com s = ln(1/z), tal que possamos considerar o limite superior de
integração como ζ = s−1 = [ln(1/z)]−1 [Red01]. Assim, para obtermos o comportamento
assintótico para tempos grandes, basta tomarmos o limite s→ 0. Por considerar ζ como
um limite de corte superior, introduzimos erros numéricos da ordem de O(1), que, apesar
disso, preservam o comportamento assintótico da taxa de sobrevivência [Red01]. Dessa
maneira, o tempo de corte superior ζ está relacionado com o nosso critério de parada da
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busca após o encontro de um número máximo de sítios. Portanto, escrevendo a partir da
definição das funções geratrizes, Eq. (3.55), no limite temporal contínuo,

P (ψ, z) =

∫ ∞

0

P (ψ, t)ztdt, e F (ψ, z) =

∫ ∞

0

F (ψ, t)ztdt. (3.82)

Tanto para F (ψ, z) como para P (ψ, z), encontramos

F (ψ, z) =

∫ ∞

0

F (ψ, t)e−stdt ≈
∫ ζ

0

F (ψ, t)e−stdt ∼
∫ ζ

0

F (ψ, t)dt. (3.83)

Na vizinhança do ponto crítico, utilizando o comportamento assintótico para P (ψ, t),
obtemos então

P (0, z) ∼
∫ ζ

0

1√
2πσt

dt = γζ1/2, γ ≡ 1√
2πσE

. (3.84)

Finalmente, a probabilidade de primeira passagem por ψ = 0 no instante ζ, com z = 1−s
para s→ 0, é dada por

F (0, z) = 1− 1

γζ1/2
= 1− 1

γ[ln(1/z)]−1/2
. (3.85)

A taxa de sobrevivência até o tempo (número de encontros) t é determinada pela pro-
babilidade complementar da probabilidade de primeira passagem até o tempo t. Como
ζ é um tempo de corte superior e um limite assintótico, podemos intercambiar as va-
riáveis sem mais considerações, ou seja, F (0, z = 1 − 1/ζ) → F (0, ζ) → F (0, t), tal
que Γ(ζ) = 1 − F (0, z = 1 − 1/ζ). Assim, para t � 1, o comportamento da taxa de
sobrevivência na vizinhança do ponto crítico, λ→ λc, é dado por

Γ(t) ∼ 1√
2πσE

t−1/2, (3.86)

ou, retornando à notação do número de encontros, Nf � 1,

Γ(Nf ) ∼
1√

2πσE
N
−1/2
f . (3.87)

Este decaimento assintótico de Γ(Nf ) comN
−1/2
f está de acordo com a previsão do teorema

de Sparre Andersen [And53,And54,DGN09].
No próximo capítulo, faremos a análise numérica da taxa de sobrevivência próxima ao

ponto crítico, determinando o seu expoente crítico associado e comprovando a previsão
acima para o seu comportamento assintótico.
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Capítulo 4

Análise de Escala para o
Comportamento Crítico e Resultados
Numéricos

. . . E se acrescento que a
harmonia universal do mundo é
a fonte de toda beleza, será
possível compreender que valor
devemos atribuir aos lentos e
penosos progressos que nos
fazem, pouco a pouco, conhecê-la
melhor?

Excerto de “O Valor da Ciência”
Henri Poincaré, 1905

Neste capítulo vamos apresentar os nossos resultados obtidos através de simulações
numéricas do modelo de busca aleatória associado aos desenvolvimentos analíticos do
capítulo 3, incluindo a estimativa para os expoentes críticos que governam a transição
de fase para o estado absorvente no limiar de extinção do forager. Os expoentes serão
determinados utilizando hipóteses de escala e ajustes não-lineares.

4.1 Resultado Numérico para o Expoente Crítico β

Primeiramente, vamos recordar a partir da seção 3.1 que no modelo descrito neste tra-
balho as buscas aleatórias se encerram (i) se o ganho energético se anular ao longo da
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busca (ψ = 0) (critério de sobrevivência) ou (ii) se Nf sítios-alvo são encontrados
(critério de busca). Vale mencionar ainda que no modelo considerado por Faustino et
al. [Fdd+07, FLR+12] o critério de sobrevivência é o mesmo, enquanto que o critério de
busca corresponde ao término da caminhada após a execução de um percurso de tamanho
L.

Na simulação numérica realizada, procuramos incorporar todas as regras do modelo
apresentado nas seções 1.7 e 3.1. Em particular, para gerar passos de tamanhos distri-
buídos de acordo com o regime de lei de potência da distribuição de Lévy utilizamos o
chamado método da inversão, detalhado no Apêndice A.

Realizamos simulações numéricas levando em conta duas possibilidades de utilização
dos critérios acima. Na primeira, consideramos o critério de sobrevivência (CS) desligado
(off ) e o critério de busca (CB) ligado (on). Em outras palavras, o forager termina a
busca após encontrar Nf sítios, podendo apresentar qualquer valor de energia (mesmo
negativo) ao longo da busca; se ao final de Nf encontros a sua energia acumulada é
negativa, então o forager é considerado morto. Na segunda possibilidade, ambos CS e
CB estão ligados (on). Nesse caso, se o forager assume um valor negativo de energia
acumulada em qualquer momento ao longo da busca, então ele é considerado morto e a
busca é abortada. É interessante comentar que os desenvolvimentos analíticos do capítulo
3 estão mais próximos da primeira possibilidade acima, uma vez que nenhuma restrição
foi imposta para a positividade da energia acumulada no cálculo. De fato, a concordância
mostrada a seguir entre os resultados analíticos e numéricos de acordo com a primeira
possibilidade ratifica esta afirmativa.

Para podermos comparar os resultados do nosso modelo com os do modelo de Faustino
et al. [Fdd+07], vamos inicialmente realizar uma mudança de variável no ganho energético
ψ, Eq. (3.37), escrevendo-o em função da densidade ρ = g/λ. Portanto,

ψ(ρ, µ) =
g

α
−
(
g

ρ
− 2rv

)
AµCµKµ+

−
(
g

ρ
− 2rv

)µ−1

AµCµDµ ,

(4.1)

em que

Cµ = `
(1−µ)/2
0

sin[π(µ− 1)/2]

π(µ− 1)(2− µ)
,

Kµ =
π (µ− 1) (µ− 3)

cos
(

1
2
πµ
) ,

Dµ = (1− µ)
2−µ
√
πΓ
(

1
2
µ+ 1

2

)

Γ
(
1 + 1

2
µ
) .

(4.2)
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Como mostra a Fig. 4.1, os nossos resultados analíticos estão em muito bom acordo
com os numéricos na situação em que apenas o critério de busca está ligado (CB). No
limite gaussiano, µ = 2.9, existe uma pequena discrepância entre as curvas analítica e
computacional para pequenas distâncias entre os sítios (baixos valores de λ e grandes ρ),
quando em comparação com o tamanho médio dos passos. Essa diferença surge devido
ao fator A(λ, µ) não corrigir completamente a nossa aproximação para λ pequeno, uma
vez que nesse regime de baixo λ e µ gaussiano o forager tende a se encontrar num regime
quase-localizado (passos curtos muito prováveis) próximo das bordas. Nesse caso, o fato
de usarmos apenas a região de maior extensão de x no cálculo de 〈`〉(x), isto é, rv + `0 ≤
x ≤ λ−rv−`0, Eq. (2.59), na aproximação da Eq. (3.24) tem um efeito maior. Além disso,
segundo discutido no capítulo 2, de acordo com Buldyrev et al. [BGH+01] é justamente
no regime de λ pequeno e forager próximo às bordas que as aproximações que levaram à
expressão para 〈n〉(x), Eq. (2.90), apresentam problemas.

No caso de ambos os critérios ativados, isto é, CB e CS on (CB + CS), o forager
termina a sua busca após encontrar Nf sítios ou após a sua energia chegar a zero. Nesse
caso, quando o forager morre, a sua energia tem contribuição nula para a média, fato este
que provoca uma redução na curva de ψ em comparação com o resultado obtido apenas
com CB on, como mostra a Fig. 4.1. De fato, quando o critério de sobrevivência está
desligado indivíduos que têm energia negativa ao longo da busca eventualmente podem
readquirir energia e terminar com ψ > 0 após o encontro de Nf sítios, aumentando assim
o ganho energético médio.

É interessante compararmos os resultados da Fig. 4.1 com os obtidos numericamente
por Faustino et al. [Fdd+07], Fig. 3.1. Nesse caso, o critério de busca adotado (finalização
após um percurso de tamanho L) leva à definição do ganho energético (parâmetro de
ordem) como

ψL ≡
E − E0

αL
. (4.3)

A mudança de concavidade em ψ, observada na Fig. 4.1, não é notada em ψL, Fig. 3.1.
De fato, à medida que a densidade ρ aumenta o parâmetro de ordem ψL cresce in-
definidamente, enquanto que no nosso modelo ψ apresenta uma saturação assintótica,
ψ → g/α = 100 para g � αm1 (ρ � ρc ou λ � λc), correspondendo ao resultado
intuitivo para o máximo valor da energia, ENf → Nfg.

Passaremos agora à vizinhança do ponto crítico, a fim de determinar o expoente crítico
β, um novo resultado na literatura, que descreve o comportamento do forager próximo
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Figura 4.1: Ganho energético, ψ, em função de ρ = g/λ, na aproximação analí-
tica e resultados numéricos com ambos os critérios de sobrevivência e busca ligados
(CB + CS), ou com apenas o critério de busca ligado (CB). Resultados obtidos para
µ = 1.1, 1.5, 2.01, 2.5, 2.9, e parâmetros g = 100, E0 = 100, rv = 1, α = 1, `0 = 1 e
Nf = 1000. A média computacional foi realizada sobre 104 buscas. Para curvas com CS
desligado, isto é, apenas CB, ψ pode se acumular negativamente.

à transição de fase extinção-sobrevivência, o qual foi definido na Eq. (3.49). A partir da
Eq. (3.48) podemos escrever

ψ(ε, µ) = b(µ, λc, g)ε,

b(µ, λc, g) ≡ 1

4
gAµCµKµ + g(µ−1)AµCµDµ

(
λc − 2rv

g

)µ−2

(µ− 1).
(4.4)

Novamente, como estamos interessados no parâmetro de ordem em função de ρ, para a
efetiva comparação com ψL vamos definir a nova variável

% ≡ g

λ− 2rv
− g

λc − 2rv
. (4.5)
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Assim, podemos concluir usando a Eq. (3.39) que

% =
g

λ− 2rv
− g

λc − 2rv

=
g

(λc − 2rv)(λ− 2rv)
[(λc − 2rv)− (λ− 2rv)]

×g/g
=

g2

(λc − 2rv)(λ− 2rv)

[
λc − 2rv

g
− λ− 2rv

g

]

∴ % =
g2

(λc − 2rv)(λ− 2rv)
ε.

(4.6)

Finalmente, no limite λ→ λc, ou seja, ε→ 0 e %→ 0, temos que

ε =

(
λc − 2rv

g

)2

%. (4.7)

Desse modo, a expressão para ψ torna-se

ψ(%, µ) = b(µ, λc, g)

(
λc − 2rv

g

)2

%, %→ 0. (4.8)

A expressão acima permite identificar o expoente crítico β = 1, assim como o fizemos na
Eq. (3.49) para ψ(ε, µ). A comparação entre os resultados analítico e numéricos de ψ na
região crítica pode ser vista na Fig. 4.2.

Para obtermos o expoente β numericamente no caso da simulação com o critério de
sobrevivência desligado (βoff), ajustamos os dados numéricos por uma função não-linear
do tipo y = a0(x − x0)a1 , usando dois parâmetros independentes, a0 e a1 = βoff. Como
indicado na Fig. 4.3, obtemos uma boa concordância, βoff ≈ β = 1, para vários valores de
µ. Mais adiante, mostraremos os expoentes críticos associados a cada parâmetro numa
tabela, para uma visão geral do quadro de transição.

Para determinarmos os expoentes críticos a partir das simulações com ambos os cri-
térios ligados (CB + CS), vamos realizar uma análise de escala na próxima seção.

4.2 Hipóteses de Escala e os Expoentes Críticos β′ e ν

O objetivo da teoria de escala é fornecer uma descrição do sistema nas proximidades do
ponto crítico baseando-se na hipótese de que as suas propriedades são invariantes sob
certas transformações específicas de escala. Como vimos no capítulo 1, as transições de
fase dinâmicas e de equilíbrio guardam algumas similaridades entre si. Por exemplo, em
uma transição de fase de equilíbrio magnética pode se perguntar até que distância espacial
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Figura 4.2: Região na vizinhança do ponto crítico para cada valor de µ da Fig. 4.1.

se faz tipicamente sentida uma flutuação no spin de um dado sítio. Isto define o chamado
comprimento de correlação espacial. Por sua vez, numa transição dinâmica, como a que
estudamos nesse trabalho, faz sentido perguntar até que “distância” temporal a influência
de uma flutuação na energia do forager é sentida, definindo, assim, um comprimento de
correlação temporal, ξ. A resposta a ambas as perguntas depende da distância ao ponto
crítico de cada transição. Em particular, ambos os comprimentos de correlação divergem
na forma de uma lei de potência à medida que o ponto crítico é aproximado, o que define
o seu expoente crítico associado.

É importante notar, por exemplo, que a taxa de sobrevivência do forager depende
fortemente das suas flutuações de energia nas vizinhanças do ponto crítico, pois, como
mencionado, ξ → ∞ quando λ → λc. Em outras palavras, nas proximidades do ponto
crítico uma pequena flutuação na energia acumulada do forager ocorrida num dado ins-
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Figura 4.3: Ganho energético, ψ, em função de ρ − ρc, na vizinhança do ponto crítico
para vários valores de µ, para a simulação numérica com o critério CB de sobrevivência
desligado (off). Parâmetros como na Fig. 4.1. As linhas sólidas representam os melhores
ajustes não-lineares que determinam o expoente crítico a1 = βoff.

tante pode ter um efeito relevante para o estado do sistema em um tempo bem posterior
(por exemplo, uma pequena flutuação na energia em λ → λc pode levar ao ingresso do
forager no estado absorvente irreversível). Nesse sentido, vamos analisar a seguir a taxa
de sobrevivência do forager em função do número de encontros, Γ(n) (para simplificar,
vamos mudar a notação Nf → n, em relação ao capítulo anterior). De fato, Γ(n) pode
ser vista como um agente genuíno para a caracterização do fenômeno crítico da dinâmica
energética, pois depende explicitamente do número de encontros, o qual herda o conceito
de tempo e define os efeitos dinâmicos. Além disso, possuímos a sua previsão analítica
para efeito de comparação, a qual foi obtida no capítulo 3.

Vamos iniciar assumindo a hipótese de escala [Sta71,Hin06] segundo a qual os aspectos
físicos do problema são preservados sob as seguintes mudanças de escala:
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(χ− χc)→ a(χ− χc) n→ a−νn ψ → aβonψ Γ→ aβ
′
Γ, (4.9)

onde a é um fator de escala arbitrário. Ainda, definimos a variável comprimento es-
pecifíco entre dois sítios χ ≡ λ/g, e o subíndice “on” indica que a análise a seguir
será feita com base em resultados numéricos de simulações com ambos os critérios de
busca e sobrevivência ligados (CB + CS on), isto é, teremos três observaveis distintos de
acordo com as estatísticas geradas a partir dos critérios ligados ou desligados, a saber:
ψ → Analítico → β,ψoff → Numérico → βoff ∼ β e ψon → Numérico → βon. Em outras
palavras, acionar ou desativar o critério de sobrevivência corresponde estatisticamente a
dois quadros físicos distintos para as buscas: o estado absorvente é somente acessado após
n encontros se CS off ou pode ser acessado em qualquer j ≤ n se CS on.

Para uma função F (x) homogênea qualquer, temos apF (x) = F (ax), ou de uma forma
mais geral, apF ({xi}) = F ({azixi}), em que zi é o expoente de escala correspondente à
variável xi. Em particular, no nosso caso β′ é o exponente crítico associado à taxa de
sobrevivência Γ que, como discutido na seção 3.3, também apresenta propriedades de um
parâmetro de ordem da transição. Considerando que nas vizinhanças do ponto crítico da
transição de fase dinâmica de segunda ordem

ψon(n, χ) = a−βonψ(a−νn, a(χ− χc)),
Γ(n, χ) = a−β

′
Γ(a−νn, a(χ− χc)),

(4.10)

a arbitrariedade do parâmetro a nos permite escrever a−νn = 1, de modo que ao fazer
Γ(1, aχ)→ f

[
n1/ν(χ− χc)

]
, então

Γ(n, χ) = n−β
′/νf

[
n1/ν(χ− χc)

]
,

Γ(n0, χ) = n
−β′/ν
0 f

[
n

1/ν
0 (χ− χc)

]
,

(4.11)

onde n e n0 são números de encontros distintos (a serem utilizados na definição das funções
auxiliares adiante), tal que n0 é um limite inferior para garantia do teorema do limite
central, isto é, acima desse regime, os resultados numéricos indicam convergência para
o TLC. É interessante comparar a expressão acima com a previsão analítica do capítulo
anterior para o limite assintótico da taxa de sobrevivência do forager na vizinhança do
ponto crítico, Γ ∼ n−1/2, para χ → χc e n � 1. Nesse caso, o expoente β′ = β = 1 (ver
discussão a seguir) implica em ν = 2, analiticamente. O caso análogo para ψon será feito
adiante. No limite assintótico de tempos (número de encontros) extremamente grandes,
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a taxa de sobrevivência assume a forma típica em função da distância infinitesimal ao
ponto crítico em transições de segunda ordem [GdlT79], isto é, limn→∞ Γ ∼ |χ−χc|β′ , com
χ→ χc. Nesse regime, a função de escala possui a forma f

[
n1/ν |χ− χc|

]
∼ nβ

′/ν(χ−χc)β′ .
A Fig. 4.4 mostra uma situação típica com E0 = 100, g = 100, rv = `0 = 1 e α = 1,

mediada sobre 500 réplicas de 103 caminhadas de busca, cada. Para todos os valores de
parâmetros considerados, Γ(n, χ) varia continuamente de 1 (χ� χc) a 0 (χ & χc), o que
confirma o seu papel de possível parâmetro de ordem da transição de fase do estado de
sobrevivência para o estado de extinção.
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Figura 4.4: Taxa de sobrevivência, Γ(n, χ), versus χ ≡ λ/g para vários valores de n e µ,
com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Os parâmetros
utilizados foram g = 100, rv = `0 = 1, E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre
500 réplicas com 103 caminhadas de busca, cada.

Supondo agora que a função f(x) seja analiticamente bem comportada, podemos uti-
lizar algumas funções auxiliares para exprimir os expoentes críticos associados à transição
de fase, essa maneira de obter os resultados numéricos é conhecida como grupo de renorma-
lização fenomenológica [Sta71,Hin06]. Primeiramente, vamos definir a função k(n0, n, χ)

a fim de determinar o expoente crítico β′/ν, em que n0 é um limite inferior para converg:

k(n0, n, χ) ≡
ln
[

Γ(n,χ)
Γ(n0,χ)

]

ln
(
n
n0

) . (4.12)
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A partir da hipótese de escala do grupo de renormalização fenomenológica, podemos
escrever

Γ(n, χ)

Γ(n0, χ)
=

(
n

n0

)−β′/ν f
[
n1/ν(χ− χc)

]

f
[
n

1/ν
0 (χ− χc)

] . (4.13)

Assim,

ln

[
Γ(n, χ)

Γ(n0, χ)

]
= −β′/ν ln

(
n

n0

)
+ ln




f
[
n1/ν(χ− χc)

]

f
[
n

1/ν
0 (χ− χc)

]



 , (4.14)

de modo que

k(n0, n, χ) = −β′/ν +
1

ln
(
n
n0

) ln




f
[
n1/ν(χ− χc)

]

f
[
n

1/ν
0 (χ− χc)

]



 . (4.15)

Para χ→ χc, determinamos
k(n0, n, χc) = −β′/ν. (4.16)

A Eq. (4.16) indica que curvas numéricas k para uma dada escolha de n0 e valores de
n distintos devem se cruzar no ponto crítico χ = χc. Este cruzamento determina o
valor de χc e também o expoente β′/ν ≈ 0.5 para cada valor de µ investigado, como
mostra a Fig. 4.5. Além disso, verificamos que outras escolhas para n0 também levam ao
mesmo expoente β′/ν, como, por exemplo, mostra a Fig. 4.6 para n0 = 400. Ainda os
resultados indicam que os expoentes não apresentam dependência em µ. Por outro lado,
uma importante dependência é observada em χc como funçao de µ, tal que, as buscas que
possuem uma dinâmica mais rápida (estratégias de caráter balístico, µ→ 1) apresentam
mais baixas densidade crítica.

Por outro lado, para determinar o expoente ν, e assim também o expoente β′ via o
conhecimento de β′/ν, vamos definir o observável

h(n0, n, χ) ≡ ∂χ ln Γ(n, χ)

∂χ ln Γ(n0, χ)
, (4.17)

com ∂χ ≡ ∂/∂χ. Para calcular as derivadas envolvidas, vamos definir a variável de escala
dinâmica

y ≡ n1/ν(χ− χc),
∂y

∂χ
= n1/ν ,

(4.18)
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Figura 4.5: Observável k(n0, n, χ) versus χ ≡ λ/g para n0 = 100 e vários valores de n e
µ, com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Para todos os
valores de µ obtemos β/ν ≈ 0.5. Os parâmetros utilizados foram g = 100, rv = `0 = 1,
E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 103 caminhadas de
busca, cada.

tal que

Γ(n, χ) = n−β
′/νf(y),

∂Γ(n, χ)

∂χ
= n−β

′/ν ∂f

∂y

∂y

∂χ
= n−β

′/ν+1/ν ∂f

∂y
.

(4.19)

Analogamente para n = n0,

∂Γ(n0, χ)

∂χ
= n

−β′/ν+1/ν
0

∂f

∂y0

; y0 ≡ n
1/ν
0 (χ− χc). (4.20)

Assim, temos que

∂ ln Γ(n, χ)

∂χ
=

1

Γ

∂Γ

∂χ

=
1

Γ
n−β

′/ν ∂f

∂y

∂y

∂χ

=
1

Γ
n−β

′/ν+1/ν ∂f

∂y
.

(4.21)
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Figura 4.6: Gráfico similar à Fig. 4.5, mas para n0 = 400. Para todos os valores de µ,
obtemos β/ν ≈ 0.5.

Portanto,

h(n0, n, χ) =
Γ(n0, χ)

Γ(n, χ)

(
n

n0

)−β′/ν+1/ν
∂yf

∂y0f
. (4.22)

No ponto crítico,

Γ(χc, n) = n−β
′/νf(0),

∂yf |y=0 = ∂y0f |y0=0,
(4.23)

de modo que

h(n0, n, χc) =
n
−β′/ν
0 f(0)

n−β′/νf(0)

(
n

n0

)−β′/ν+1/ν
∂yf |y=0

∂y0f |y0=0

=

(
n

n0

)1/ν

.

(4.24)

Finalmente, em χ = χc,

lnh = (1/ν) ln

(
n

n0

)
, (4.25)
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ou seja, a inclinação da curva log-log de h em função de n/n0 determina o expoente crítico
1/ν no ponto χ = χc. Manualmente, isto equivale a traçar uma reta vertical passando
pelo ponto crítico nos gráficos da figura 4.7, cujos cruzamentos com as curvas h(n0, n, χ)

(para os vários n) determinam o locus dos pontos que podem ser ajustado por uma função
linear no gráfico log-log para determinação do ponto crítico.
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Figura 4.7: Observável h(n0, n, χ) versus χ ≡ λ/g para n0 = 100 e vários valores de n e
µ, com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Os parâmetros
utilizados foram g = 100, rv = `0 = 1, E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre
500 réplicas com 103 caminhadas de busca, cada.

Apesar de conhecermos o valor de χc (Tabela 4.1) obtido , por exemplo, a partir
da função k, não sabemos a priori se χc apresentará o mesmo valor quando calculado
a partir do observável h. Então o que fazemos é varrer uma pequena região em torno
do ponto crítico, determinando um grande número de curvas logarítmicas construídas a
partir dos cruzamentos de h(n0, n, χ) variando n, com retas verticais (retas tracejadas da
Fig. 4.7) que passam por χ ≈ χc. A curva logarítmica que melhor se aproxima de um reta
na Fig. 4.8 é então aquela que está sobre o ponto crítico. Devido às características das
curvas h(n0, n, χ), qualquer pequena variação em torno do ponto crítico determina uma
grande flutuação no valor do expoente 1/ν. Portanto, de todos os observáveis utilizados
para a determinação do ponto crítico e dos expoentes este é o mais sensível, ou seja, aquele
que precisa ser calculado a partir de uma varredura mais fina realizada ao redor do ponto
crítico. Isto surge devido à rápida variação das curvas logarítmicas.
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Podemos calcular a derivada numérica da função lnh em função de ln(n/n0) para toda
a família de curvas com n0 fixo e n e χ variáveis, analisando qual delas se aproxima de
uma constante. Assim, determinamos os valores de χc e o expoente ν para os valores
de µ investigados, de tal modo que podemos concluir que ν ≈ 2.0. Este último passo é
realizado através da identificação da inclinação da reta obtida pelo ajuste linear da curva
determinada por χc, marcada em azul na Fig. 4.8 com n0 = 100, para cada valor de µ.
Novamente, para a escolha n0 = 400 os expoentes também estão em bom acordo com
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Figura 4.8: Gráfico log-log do observável h(n0, n, χ) versus n/n0 para n0 = 100 e vários
valores de χ e µ, com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS
on). A curva em azul, corresponde ao caso χ = χc. Em ordem respectiva em valores
de µ decrescente, da esquerda para direita µ = 2.9, 2.5, 2.1, 1.5, 1.1, os valores de χc
são aproximadamente χc ∼ {0.4445, 0.5596, 0.8572, 1.4330, 1.9162} e as frações de ν
correspondentes 1/ν = {0.5229, 0.5302, 05211, 0.4887, 0.5008}. Para todos os valores
de µ obtemos, como pode ser visto, ν ≈ 2.0. Os parâmetros utilizados foram g = 100,
rv = `0 = 1, E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 103

caminhadas de busca, cada.

aqueles obtidos para n0 = 100, como mostra a Fig. 4.9. Na seção 4.5 apresentaremos um
resumo dos expoentes críticos e valores de χc obtidos a partir dos diversos observáveis.
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Figura 4.9: Gráfico similar à Fig. 4.8, mas para n0 = 400. Em ordem respectiva em
valores de µ decrescente, da esquerda para direita, os valores de χc são aproximadamente
χc ∼ {0.4445, 0.5590, 0.8572, 1.4354, 1.9162} e as frações de ν correspondentes 1/ν =
{0.5229, 0.5204, 05135, 0.5148, 0.5000}. Para todos os valores de µ, obtemos ν ≈ 2.0.

4.3 Expoente Crítico p da Dinâmica Espacial

Uma vez que determinamos o comportamento dinâmico da energia do forager a partir da
análise de como a sua energia evolui com o número de sítios encontrados e a distância ao
ponto crítico, vamos agora investigar nesta seção a dinâmica espacial da busca, ou seja,
como o comprimento médio da caminhada varia em função de n e χ nas proximidades da
transição para o estado absorvente. Para isso, vamos definir um observável τ associado
ao espaço observando que, para uma população de N foragers, o comprimento médio
total percorrido até o encontro de n sítios em um ambiente de densidade χ depende do
comprimento médio do encontro entre dois sítios sucessivos (〈L〉(x)) e do número de
sobreviventes (ΓN ). Em termos gerais, temos que

τ = F [〈L〉j(χ, {xi}j),Γj(n, χ)], (4.26)

onde {xi}j denota a sequência de posições iniciais das buscas realizadas pelo j-ésimo fora-
ger. Particularmente, para cada forager podemos definir uma parâmetro de sobrevivência
em um ambiente de densidade χ, pj(n, χ), tal que pj(n, χ) = 1 se o forager está vivo após

107



Capítulo 4. Análise de Escala para o Comportamento Crítico e
Resultados Numéricos

n encontros de sítios e pj(n, χ) = 0, caso contrário. Como consequência, para uma popu-
lação de N foragers, a taxa de sobrevivência média após n encontros pode ser expressa
em termos das variáveis pj como

Γ(n, χ) =
1

N
N∑

j=1

pj(n, χ). (4.27)

Algumas propostas para a definição do observável τ foram realizadas no contexto da
dinâmica de avalanches em modelos de evolução [Ant97], através de um mapeamento
envolvendo uma média ponderada das probabilidades de retorno à origem pela primeira
vez após n passos no instante t. Em uma outra proposta [FML01], τ descreve o tempo
de relaxação de um determinado processo dinâmico envolvendo dois tipos de partículas
interagentes, A e B:

τ ≡
〈∫∞

0
ρB(t)tdt∫∞

0
ρB(t)dt

〉
, (4.28)

em que ρB é a densidade de partículas do tipo B, cuja reação com as partículas do tipo
A é definida por

B + A→ 2B.

Este modelo foi construído na tentativa de caracterizar a propagação de uma epidemia
infecciosa [FML01].

Com base nas ideias previamente discutidas, uma forma natural de definir o obser-
vável τ pode se dar através da convolução discreta do parâmetro de sobrevivência pelo
comprimento total até o encontro do n-ésimo sítio:

τ(n, χ, {xi}j) ≡
1

N
N∑

j=1

pj(n, χ)〈Ltot〉j(n, χ, {xi}j), (4.29)

onde o comprimento médio da caminhada do j-ésimo forager após n encontros, 〈Ltot〉j,
foi denotado por 〈LNf 〉 na Eq. (3.16). É interessante observar que τ também apresenta
características gerais comuns aos parâmetros de ordem ψ e Γ: se todos os foragers estão
mortos após n encontros (fase absorvente, χ < χc), então pj = 0 e τ = 0; por outro lado,
na fase ativa em que χ > χc temos que τ > 0. Em particular, para dados n e χ � χc,
τ assume o seu valor máximo quando todos os foragers estão vivos, pj = 1. De fato, a
Eq. (4.29) também permite interpretar τ como a convolução dos parâmetros de ordem
anteriores, isto é, τ = F [〈L〉,Γ] → τrel ∼ ψ ∗ Γ, tal que τrel ≡ τ/n representa o seu valor
normalizado pelo número de encontros. Em suma, τ ou τrel dão uma medida da evolução
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dinâmica do comprimento espacial médio da caminhada de busca próximo à transição de
fase para o estado de extinção do forager.

Considerando a média da Eq. (4.29) sobre as posições iniciais de cada forager, escre-
vemos, de acordo com a Eq. (3.21),

τ(n, χ) =
1

N
N∑

j=1

pj(n, χ)〈Ltot〉j(n, χ, {xi}j)

=
1

N
N∑

j=1

pj(n, χ)
n∑

i=1

∫ λ−rv

rv

dxiπ(xi) 〈L〉j(xi)

=
1

N
N∑

j=1

npj(n, χ)mj(χ).

(4.30)

Assim, seguindo nossa definição para τrel,

τrel(n, χ) =
1

N
N∑

j=1

pj(n, χ)mj(χ). (4.31)

Desse modo, como discutimos, podemos caracterizar duas possibilidades de situações
extremas, a partir da taxa de sobrevivência em função da distância específica e do número
de encontros Γ(n, χ):

τrel(n, χ) = 0 , se Γ(n, χ) = 0 (extinção);

τrel(n, χ) = f(χ) , se Γ(n, χ) = 1 (extrema prosperidade).
(4.32)

A Fig. 4.10 mostra o comportamento de τrel(n, χ) para os parâmetros de simulação
E0 = 100, g = 100, rv = `0 = 1 e α = 1, com a média realizada sobre 500 réplicas de
103 foragers, cada. Observamos nas curvas apresentadas as tendências descritas acima.
Ainda, à medida que a densidade de alvos cresce χ á dinâmica do comprimento total
descresce diferentemente para cada estratégia µ, isto é, τrel → 0 quando χ → ∞. Em
outras palavras, os foragers andam pouco para encontrar um sítio próximo, sendo mais
eficiente para estratégias balísticas em que mesmo para sitios muito afatados, uma grande
população de caminhantes sobrevivem percorrendo distâncias relativamente pequenas em
comparação às estratégias difusivas.

De uma forma geral, nas vizinhanças do ponto crítico deve surgir um novo expoente
crítico p associado à dinâmica espacial, uma vez que sob a transformação de escala dis-
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Figura 4.10: Observável τrel(n, χ) versus χ ≡ λ/g para vários valores de n e µ, com ambos
os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Os parâmetros utilizados
foram g = 100, rv = `0 = 1, E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas
com 103 caminhadas de busca, cada.

cutida na seção 4.2 temos que τrel → apτrel, de modo similar às transformações de ψ e Γ.
É de se esperar, portanto, que na região crítica, χ→ χc, tenhamos

τrel(n, χc)
m→g/α∼ n−z

′
, (4.33)

onde definimos o expoente z′ ≡ p/ν. Mais especificamente, aplicando a hipótese de escala
em τrel identificamos uma nova função de escala φ, tal que

τrel(n, χ) = n−p/ν
′
φ
[
n1/ν′(χ− χc)

]
. (4.34)

Em princípio, consideramos acima o expoente ν ′ distinto do expoente ν associado à taxa
de sobrevivência, Γ. Contudo, veremos a seguir que os resultados numéricos mostrarão
que eles são idênticos, em concordância com a hipótese de escala, uma vez que ambos
ditam como a variável n se comporta sob uma transformação de escala.
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Para determinar os expoentes p e ν ′ procedemos analogamente à taxa de sobrevivência
na seção anterior. Para tanto, definimos a função auxiliar

Q(n0, n, χ) ≡
ln
[
τrel(n,χ)
τrel(n0,χ)

]

ln
(
n
n0

) , (4.35)

que leva ao valor z′ = 0.47 para vários valores de µ, como mostra a Fig. 4.11. Um análise
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Figura 4.11: Observável Q(n0, n, χ) versus χ ≡ λ/g para n0 = 100 e vários valores de n
e µ, com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Para todos
os valores de µ obtemos z′ = 0.47. Os parâmetros utilizados foram g = 100, rv = `0 = 1,
E0 = 100 e α = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 103 caminhadas de
busca, cada.

similar à apresentada na seção anterior para o cálculo do expoente ν também indica que
os valores de ν ′ se mantiveram dentro do intervalo 1.92 − 2.00 para ambos n0 = 100

e n0 = 400, em concordância com os resultados para ν apresentados na Fig. 4.8. De
fato, como comentado, era de se esperar que ν e ν ′ fossem os mesmos, uma vez que a
hipótese de escala para o nosso problema admite apenas uma variável de escala dinâmica,
Eq. (4.18). A partir dos valores de z′ e ν ′, finalmente determinamos p = z′ν ′ no intervalo
0.90 − 0.96, de modo que o expoente p determina a plasticidade do comprimento total
após n encontros para a população de foragers.
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4.4 Limiar de Extinção: Expoente βon

Nesta seção apresentaremos os resultados numéricos da análise de escala do comporta-
mento crítico do parâmetro de ordem ψ na situação em que ambos os critérios de busca
e sobrevivência estão ligados (CB + CS on). Nesse caso, vamos denotá-lo por ψon e
determinar o seu expoente crítico associado, βon.

Aplicando a hipótese de escala para ψon, escrevemos

ψon(n, χ) = n−βon/ν
′′
S
[
n1/ν′′(χ− χc)

]
, (4.36)

onde S é a função de escala correspondente. Observamos que ψon deve estar de acordo
com os seguintes limites assintóticos:

ψon(∞, χ) ∼ (χ− χc)βon (limite estacionário),

ψon(n, χc) = 0 (extinção).
(4.37)

Além disso, em completa analogia com os observáveis k(n0, n, χ) e h(n0, n, χ), definimos
as funções auxiliares Λ(n0, n, χ) e F (n0, n, χ) para determinar os expoentes βon e ν ′′:

Λ(n0, nχ) ≡
ln
[
ψon(n,χ)
ψon(n0,χ)

]

ln
(
n
n0

) ,

F (n0, n, χ) ≡ ∂χ lnψon(n, χ)

∂χ lnψon(n0, χ)
,

(4.38)

tal que, para χ→ χc,

Λ(n0, nχc) = −βon

ν ′′
,

lnF (n0, n, χc) =
1

ν ′′
ln

(
n

n0

)
.

(4.39)

Desse modo, determinamos βon ≈ 2 e ν ′′ ≈ 2 para os regimes limites µ = 1.1 e µ = 2.9,
fixando n0 = 400 e utilizando os parâmetros E0 = 100, g = 100, rv = `0 = 1 e α = 1, com
médias sobre 500 réplicas de 103 foragers cada, como mostra a Fig. 4.12. Essencialmente
os mesmos valores de βon e ν ′′ também foram verificados para outras escolhas de µ e n0.

A diferença de comportamento crescente de decrescente para os µ diferentes, se deve
essencialemte à transição do caráter das estratégias, isto é, à mudança das estratégias
superdifusivas tendendo ao caso balístico µ→ 1 para estratégias brownianas µ→ 3.
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Notamos, então, que o resultado ν ′′ = ν mais uma vez demonstra a existência de
apenas uma variável de escala dinâmica do sistema. Em adição, fisicamente, o expoente ν
determina a maneira pela qual a população de foragers sobrevive à medida que se encontra
sítios, isto é, nossos resultados indicam que a dinâmica deste modelo é caracterizada
exclusivamente pelo comprimento de correlação de encontros, o qual evidencia o efeito da
flutuação de um j-ésimo encontro na energia da busca como um todo.
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Figura 4.12: Observáveis Λ(n0, n, χ) e F (n0, n, χ) em função de χ ≡ λ/g (gráficos acima)
e n/n0 (gráficos log-log abaixo), para n0 = 400 fixo, µ = 1.1 e µ = 2.9, com ambos os
critérios de busca e sobrevivência ligados (CB + CS on). Para ambos os valores de µ
obtemos βon ≈ 2 e ν ′′ ≈ 2. Os parâmetros utilizados foram g = 100, rv = `0 = 1, E0 = 100
e α = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 103 caminhadas de busca, cada.

4.5 Universalidade do Problema de Foraging com Dinâ-
mica Energética

Destinamos esta seção ao resumo de alguns dos principais resultados do presente capítulo,
tais como os valores das densidades críticas e dos expoentes críticos. Em seguida, discu-
tiremos possíveis aplicações destes resultados em diversos contextos de buscas aleatórias
com dinâmica energética.
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De acordo com os nossos resultados numéricos apresentados na Tabela 4.1, temos qua-
tro expoentes críticos bem determinados e universais com respeito ao parâmetro µ. Para
três deles apresentamos também as suas respectivas previsões teóricas para comparação.

β βon β′ ν p
Simulação 0.98(4) 2.02(5) 1.00(7) 2.00(8) 0.94(3)
Analítico 1 – 1 2 –

Tabela 4.1: Tabela de expoentes críticos obtidos numérica e analiticamente para vários
valores de µ. Correspondentemente temos ψoff → β ψon → βon, Γ→ β′, n→ ν,τ → p.

Cada um dos parâmetros de ordem e observáveis definidos neste capítulo determina
um valor crítico do comprimento específico χc para cada µ, conforme apresentado na
Tabela 4.2. Observamos um excelente acordo entre os diversos valores numéricos, bem
como entre estes e o valor analítico apresentado na linha da função ψ(µ, χ), obtido a partir
da equação g = αm1(λc, µ) (ver capítulo 3).

Observável χc para µ = 1.1 χc para µ = 2.01 χc para µ = 2.9
k(n0, n, χ) 1.9170(6) 0.8565(6) 0.4445(6)
Q(n0, n, χ) 1.9164(4) 0.8564(4) 0.4444(4)
h(n0, n, χ) 1.9162(1) 0.8572(1) 0.4445(1)

ψon(n→∞, χ) 1.9164(7) 0.8562(7) 0.4444(7)
ψoff(n→∞, χ) 1.9172(7) 0.8560(7) 0.4441(7)

ψ(µ, χ) 1.9163 0.8634 0.4471
Λ(n0, n, χ) 1.9167(4) 0.8565(4) 0.4445(4)
F (n0, n, χ) 1.9167(1) 0.8565(1) 0.4445(1)

Tabela 4.2: Tabela de valores da densidade crítica χc obtidos numérica e analiticamente
(linha da função ψ(µ, χ)) para vários valores de µ.

É interessante comparar os nossos resultados para o problema de foraging com os do
problema de percolação direcionada (directed percolation - DP), geralmente considerado
como “o modelo de Ising das transições de fase dinâmicas” [Hin06], dada a sua diversidade
de aplicações e mapeamentos (ver também a seção 1.2). Primeiramente, notamos que os
nossos parâmetros de ordem, ψon e Γ, possuem expoentes críticos β′ 6= βon (β′ ∼= 1 e
βon
∼= 2), com ambos os critérios de busca e sobrevivência ligados. Em contraste, a

existência de uma simetria adicional específica do problema de DP (simetria de reversão
de rapidez ou rapidity reversal symmetry) faz com que, nesse caso, β′ = β para parâmetros
de ordem com definições similares às do nosso problema [Hin06]. No nosso contexto essa
simetria é mapeada ao se inverter a trajetória do forager até a condição inicial, o que
não é possível devido a aleatóriedade dos passos, diferentemente da DP em que, uma vez
percolada a trajetória pode ser invertida caracterizando a simetria.
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Por outro lado, é importante mencionar ainda que o resultado β′ 6= β também é ob-
tido no contexto do problema do autômato celular de Domany-Kinzel (cellular-automaton
Domany-Kinzel - CDK), cujo comportamento nas vizinhanças da criticalidade é mapeado
no modelo de percolação direcionada compacta [Lü06]. Além deste, os modelos do votante
(voter model - VM), Ising cinético de não-equilíbrio (non-equilibrium kinetic Ising model -
NEKIM), de Glauber e os modelos que envolvem ramificações e aniquilações de caminhan-
tes aleatórios (branching and annihilation random walks - BARW) também apresentam a
ausência da simetria DP específica, de modo que β′ 6= β [Ó04].

Uma outra distinção importante com respeito ao modelo DP é o fato deste apresentar
a evolução do sistema no espaço e no tempo, caracterizando, assim, a presença de variáveis
de escala espacial e dinâmica e os respectivos expoentes críticos associados, geralmente
denotados por ν⊥ e ν‖. No nosso caso, a escala espacial λ se confunde com o próprio
parâmetro de controle do sistema (análogo à probabilidade de percolação p no problema
DP ou à temperatura em muitas transições de fase de equilíbrio), de modo que apenas a
variável de escala dinâmica é definida associada ao expoente ν.

Por fim, mencionamos também que o nosso sistema é caracterizado por uma “inte-
ração” de longo alcance (distribuição de Lévy) [HHL08, p. 213], em contraste com a
interação de curto alcance (distribuição uniforme) do modelo DP. Estes motivos nos per-
mitem concluir que a classe de universalidade do problema de foraging com dinâmica
energética não satisfaz a conjectura de Janssen and Grassberger, que faz com que uma
grande diversidade de sistemas apresentando transição de fase dinâmica pertença à mesma
classe de universalidade do problema DP [Hin06].

4.6 Flutuações do Forager e Extinções Biológicas

Vale comentar ainda sobre os nossos resultados no contexto da extinção biológica de
organismos em meios com recursos escassos [FLR+12,MA97].

A conexão é realizada através do fenômeno crítico descrito pela taxa de sobrevivência
na proximidade da transição, a qual, como vimos, é governada essencialmente pela estra-
tégia de busca de alimentos, segundo a teoria unificada do problema de foraging [MC86].
Por exemplo, em um ambiente de densidade escassa de sítios-alvo um forager típico pode-
ria aumentar o quanto possível a sua difusividade como uma estratégia de sobrevivência,
tal como o faz a borboleta azul Karkloof ∗ [SL07]. No contexto das buscas de Lévy, isto
pode ser feito considerando valores menores de µ. Tais escolhas, entretanto, podem ser
limitadas por vínculos físicos [New06], heterogeneidade do meio, etc. Nesse sentido, os
ambientes escassos em conjunto com tais limitações podem naturalmente levar à extinção
∗Nome científico: Orachrysops ariadne.
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da espécie. Contudo, sendo este um fenômeno crítico, fortes flutuações estão presentes
para χ → χc, de modo que pode existir uma fração de foragers que sobrevivem próximo
ao ponto crítico durante um tempo ts considerável. O tempo ts é o tempo de relaxação do
sistema em direção ao equilíbrio ou tempo para extinção [GSO98], o qual é proporcional ao
comprimento de correlação temporal da busca, ξ, isto é, ts ∼ ξn, que diverge exatamente
no ponto crítico, isto quer dizer que a fração de foragers que sobrevivem terminam a
missão. Naturalmente, se o sistema permanece indefinidamente no ponto crítico a espécie
será extinta, assim ts descreve o tempo para que o sistema atinja o equilíbrio (no ponto
crítico o sistema não entra em equilíbrio). Uma vez que o número de encontros numa
situação real ou computacional é sempre finito, o tempo ts pode ser calculado através do
estudo dos efeitos de tamanho finito do sistema, isto é, usamos um tempo ts suficiente-
mente grande para que ocorra a convergência do teorema do limite central no regime de
um grande número de encontros. Computacionalmente, no nosso caso específico ts é dado
então pelo número máximo de encontros considerados numa dada busca, e.g. ts = 30000.
Se ts for longo o suficiente para que os recursos sejam regenerados [LBT+10] ou para que
haja adaptação da estratégia de busca ao ambiente escasso [SL07], então a espécie pode
não ser extinta, uma vez que os foragers remanescentes podem restaurar o número original
de indivíduos via mecanismos de reprodução/replicação [LBT+10,PA06]. Eventualmente,
uma mudança adaptativa em µ ou algum outro fator de impacto positivo pode retirar a
espécie da região de criticalidade, aumentando as suas chances de sobrevivência a longo
prazo.

O tempo em que o sistema permanece na criticalidade, tc, naturalmente dependerá
do sistema ou da ecologia em questão. A razão S = ts/tc é, portanto, um importante
quantificador do tempo de crescimento ou decrescimento populacional em condições ad-
versas do processo de busca por alimento [FLR+12]. Analogamente, para um processo de
busca associado ao encontro social com a finalidade de reprodução [LBT+10], podemos
escrever a mesma razão S → R com ts → tr descrevendo o tempo típico para que haja
reprodução/replicação. Então, R e S descrevem os mecanismos chaves em condições ad-
versas de extinção-sobrevivência de uma espécie. Por exemplo, se a razão R for muito
pequena, isto é, se a reprodução estiver comprometida, é certo que em condições adversas
haverá extinção. Esta aproximação, contudo, não leva em conta os diversos recursos que
a natureza dispõe para a preservação da vida.

Durante a história da vida na Terra as extinções em massa têm ocorrido com al-
guma frequência (existem pelo menos cinco grandes eventos identificados [Alr08]), tendo
sido apontadas como fenômenos críticos de extinção [SBFJ95]. Tem-se argumentado que
a busca por alimento é o gerador de pequenas perturbações em ecossistemas comple-
xos [SBFJ95,Alr08]. É interessante notar que uma lei de potência com expoente apro-
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ximadamente 2, foi observada a partir da análise de fósseis [SM96] para o número de
extinções em função do seu tamanho (medido pelo número de famílias extintas), de modo
bastante similar à lei de potência da distribuição de tamanhos de avalanches, descritas
como um fenômeno de criticalidade auto-organizada [FCMS+96]. Nesse caso, por exem-
plo, dobrando-se o tamanho da extinção, ela demora quatro vezes mais para ocorrer.

De uma forma geral, não é um fato extraordinário nem trivial que a dinâmica energé-
tica associada às taxas R e S capte os primeiros aspectos de uma extinção. Em última
análise, na adversidade esses dois mecanismos em conjunto capturam os aspectos funda-
mentais que determinam as extinções desde microorganismos até espécies extremamente
complexas do ponto de vista evolutivo. Por exemplo, no evento de extinção dos homens
de Neanderthal, que aconteceu há cerca de 30.000 anos após a última Era do Gelo, quando
o seu sistema ecológico tornou-se completamente adverso [Gil07], a direta competição por
recursos [MF11] com os homens modernos, dotados de maior mobilidade e melhores es-
tratégias de busca por alimento [BDF+11,BHG06], é apontada como o fator nocaute para
a sua extinção [MF11].

Finalmente, é importante enfatizar que, apesar de levar em conta alguns dos mecanis-
mos relevantes da busca por recursos, o nosso modelo é consideravelmente minimalista,
uma vez que não considera muitos ingredientes biológicos. Por outro lado, nenhum modelo
até o presente momento tem se mostrado completo o suficiente do ponto de vista realista.
Há, nesse sentido, diversos modelos matemáticos determinísticos [YYS12,MGT06] e não
determinísticos para explicar os fenômenos de extinção [SM96,Alr08, SBFJ95,MGT06].
Contudo, por estar de acordo com a teoria unificada do problema de foraging [MC86] po-
demos concluir que, apesar de não conter todos os ingredientes, o nosso modelo captura
alguns dos resultados gerais da busca aleatória de Lévy [VBH+99,Bar07], tais como, por
exemplo, a determinação da melhor estratégia de busca em função da densidade de re-
cursos disponíveis [HQD+10,HWQ+12]. Assim, em última análise, podemos reportar que
extinções são fenômenos críticos decorrentes da própria evolução dinâmica do sistema em
questão, corroborando as hipóteses seminais dos autores que descrevem extinções como
criticalidade auto-organizada [SM96,BTW87, Jab05]. Nesse sentido, mesmo num estado
estacionário ou de equilíbrio, em que as taxas de sobrevivência e reprodução das diversas
espécies se equilibram dinamicamente numa cadeia alimentar organizada, flutuações pro-
vindas dos processos de busca por alimento em espécies chaves [Pai95,CZdSS03] podem
determinar extinções em massa por efeito em cadeia [SM96], ou mesmo explosões evolu-
tivas através do alívio de uma pressão específica de predação ou competição [CZdSS03],
como por exemplo na evolução dos mamíferos, antes contida pela predação dos dinossau-
ros [Jab05], ou da competição entre bactérias, fungos e vírus [PA06]. Este fato decorre
imediatamente da invariância de escala do nosso modelo, isto é, pequenas pertubações
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podem se propagar em todas as escalas [BTW87], podendo desencadear uma “avalanche
de extinções”. É importante comentar que não estamos negando que várias ações externas
aos ecossistemas∗ tenham causado eventos de extinção, nem somos os primeiros a teorizar
sobre extinções e criticalidade, mas acreditamos estar contribuindo com um argumento
robusto, para enfatizar que eventos de extinção são também manifestações de criticali-
dade auto-organizada provocadas por flutuações na busca por recursos, a partir de um
modelo de busca em que são permitidos ao forager de Lévy passos extremamente longos,
se comparados a estratégias brownianas.

∗E.g., impulsos aleatórios do tipo “intervenções divinas”.
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Buscas Aleatórias em Meios
Heterogêneos

De noite, como
a luz é pouca,
a gente tem a impressão
de que o tempo não passa
ou pelo menos não escorre
como escorre o dia:
como se desse uma interrupção
para o dr. Bacelar fazer uma
palestra no Grêmio
Lítero-Recreativo Português
...

Excerto de Poema Sujo
Ferreira Gullar

maio-outubro/1975
Buenos Aires

Neste capítulo estudaremos como a eficiência da busca e a sua dinâmica de difusão
dependem da introdução de flutuações nas posições iniciais do forager. De um modo geral,
investigaremos como a heterogeneidade na distribuição de recursos no meio afeta a difusi-
vidade das buscas eficientes no caso de densidades escassas de sítios-alvo [RBdL+11]. Em
particular, apresentaremos o nosso principal resultado, o qual pode ser empiricamente tes-
tado [SWR+06,WWL+11,GHV+11,SSAS10,MOJ10,MW99]: o aumento da difusividade
do forager (contemplando, inclusive, as buscas superdifusivas) no sentido de favorecer o
sucesso dos encontros de sítios-alvo em cenários heterogêneos.
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5.1 Distribuições de Posições Iniciais

De acordo com a discussão apresentada no capítulo 1, no regime de baixas densidades de
recursos do problema de foraging duas situações limites têm sido extensivamente conside-
radas [VBH+99]: (i) buscas não-destrutivas, em que após um encontro o forager recomeça
a busca a uma pequena distância do último sítio localizado, e (ii) buscas destrutivas, em
que, uma vez localizado, o sítio é destruído, de modo que a distância média do forager aos
demais sítios é grande no regime de escassez de recursos. Como vimos, a máxima eficiência
para as buscas não-destrutivas é obtida para valores intermediários de µ, isto é, µ ≈ 2, en-
quanto que para as buscas destrutivas tem-se que µ→ 1 (regime balístico). É importante
observar ainda que, ao se variar a distância inicial ao sítio mais próximo [RB09a,Rey10]
ou o grau de revisitabilidade ou regeneração temporal dos sítios-alvo, surgem valores in-
termediários para a estratégia de busca mais eficiente, 1 < µ . 2 [RBd+03, SRVd04].
Nessa última situação, é interessante comentar também, em conexão com a dinâmica
energética da busca, que devido ao efeito do custo energético de deslocamento do forager
o intervalo dos valores de µ em que o ganho de energia permanece positivo é de fato
limitado [RBd+03,SRVd04], como discutimos na seção 3.2. Nesse sentido, estratégias de
buscas caracterizadas por passos muito grandes, tendendo ao limite balístico, podem não
ser acessíveis, uma vez que isto implicaria em um alto custo no balanço energético.

O efeito da densidade global de recursos no comportamento do forager tem sido bem
documentado [HQD+10,SWR+06,BPP+03b,LM08,BGL+10]. Por outro lado, a análise do
papel para a eficiência da busca das flutuações locais na densidade de sítios-alvo em cená-
rios heterogêneos é um problema ainda pouco explorado. Ambos constituem fatores chaves
para a compreensão da otimização das buscas na situação em que o forager possui apenas
uma percepção limitada do ambiente ao seu redor [RB09a,Rey10,RBd+03,SRVd04].

Nesse contexto consideraremos a seguir no nosso modelo de buscas aleatórias diversos
graus de inomogeneidades na distribuição de recursos através da introdução de flutuações
nas distâncias iniciais do forager aos sítios-alvo. O efeito destas inomogeneidades na
eficiência da busca será analisado qualitativamente para o caso geral e quantitativamente
para as buscas de Lévy, no regime de baixas densidades globais de recursos.

O ponto de partida é o nosso modelo de busca, com regras apresentadas nas seções
1.7 e 3.1. Nele a busca se dá em um espaço unidimensional com condições absorventes de
contorno separadas por uma distância λ, isto é, com os sítios-alvo localizados em x = 0 e
x = λ. Cada vez que um encontro ocorre a busca é reiniciada e uma nova posição inicial é
sorteada a partir da função densidade de probabilidades π(x0). Nos capítulo precedentes
sempre consideramos π(x0) uniforme. É nosso interesse, agora, introduzir variações em
π(x0) de modo a contemplar situações em que, por exemplo, o forager tenda na maioria
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das vezes a recomeçar a busca com sítios por perto, como em uma distribuição de sítios
agregados. A forma funcional de π(x0) determina, então, o cenário de busca, cujo grau
de heterogeneidade pode ser alterado pela escolha apropriada de π(x0).

Nesse sentido a busca destrutiva representa a situação limite em que π(x0) é bastante
aguda e simétrica com respeito ao meio do intervalo, x = λ/2, pois nesse caso ambos
os sítios extremos estão igualmente muito distantes do forager no regime de escassez
de recursos. Por outro lado, distribuições π(x0) que geram condições assimétricas estão
relacionadas aos cenários de agregação de sítios-alvo.

Mais especificamente, o caso destrutivo é descrito pela escolha

π(x0) = δ(x0 − λ/2), (5.1)

onde δ(x0) denota a função delta de Dirac. Isto implica que cada busca sempre começa
exatamente equidistante das bordas. Flutuações com respeito a essa situação podem ser
introduzidas ao considerarmos, por exemplo, uma distribuição de posições iniciais com
decaimento exponencial poissoniano (Fig. 5.1):

π(x0) = a exp[−(λ/2− x0)/α], (5.2)

onde rv < x0 ≤ λ/2, a é a constante de normalização e consideramos π(x0) = π(λ − x0)

para a simetria do espaço de busca. Acima, o parâmetro α determina o quanto as posições
iniciais estão na média dispersas ao redor do centro do intervalo, x0 = λ/2. De fato, quanto
maior o valor de α, mais espalhadas ao redor de x0 = λ/2 encontram-se as posições iniciais.
Por outro lado, no limite de máxima assimetria entre os dois sítios nas bordas o forager
reinicia a sua busca sempre à menor distância possível do sítio mais próximo, isto é,

π(x0) = δ(x0 − rv). (5.3)

Essa situação corresponde ao caso não-destrutivo descrito acima. Similarmente, flutua-
ções com respeito a essa situação podem ser introduzidas considerando uma distribuição
poissoniana que decai a partir de x0 = rv:

π(x0) = b exp[−(x0 − rv)/α], (5.4)

onde rv < x0 ≤ λ/2, b é a constante de normalização e π(x0) = π(λ− x0).
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rv λ− rv

δ(x0 − rv)

π(x0)

x0

Assimétrico
Completamente

δ(x0 − λ
2 )

Simétrico
Completamente

rv λ− rv

π(x0)

x0

rv λ− rv

π(x0)

x0
λ
2

rv λ− rv

π(x0)

x0

A · exp
[
−(λ2 − x0)/α

]

B · exp [−(x0 − rv)/α]

B exp [−(λ− rv − x0)/α]

Figura 5.1: Esboço, em ordem respectiva da esquerda para direita e de cima para baixo,
das Eqs. (5.3), (5.1), (5.2) e (5.4). No último quadro (abaixo à direita), esboçamos a
Eq. (5.2) com x0 → λ− x0.

5.2 Acoplamento com os Cenários de Buscas Unidimen-
sionais

Assim como nos capítulos precedentes, vamos considerar a seguir um caminhante alea-
tório com condições de contorno absorventes em uma dimensão, cujos comprimentos dos
passos são distribuídos pela densidade de probabilidades p(`), com igual probabilidade de
sentidos, isto é, esquerda e direita têm a mesma probabilidade de serem escolhidas. O raio
de visão rv define a distância para a detecção de sítios. Portanto, se os sítios-alvo estão
localizados nas posições x = 0 e x = λ então o forager pode começar a sua caminhada
dentro do intervalo rv < x < λ − rv. O nosso interesse consiste em ambientes escassos,
determinados pela condição λ� rv.

A grandeza física de interesse agora é a eficiência estatística, η, que está diretamente
relacionada com a otimização das estratégias de buscas [VBH+99]. Como vimos na sub-
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seção 1.7.1, esta quantidade é calculada como a razão do número de sítios encontrados
(considerado suficientemente grande) pela distância total percorrida pelo caminhante:

η =
n

Ltot
. (5.5)

De fato, para uma dada sequência {x0,i} de posições iniciais do forager ao longo de uma
caminhada de busca, escrevemos explicitamente que

η({x0,i}) =
n

Ltot({x0,i})
. (5.6)

Ou seja, a eficiência depende do ensemble de posições iniciais {x0,i} sorteadas de acordo
com π(x0,i) = π(x0), para todo i.

A média no ensemble das posições iniciais define o acoplamento da busca com os
cenários heterogêneos. Isto é, ao invés de usarmos uma função densidade de probabilidade
uniforme (cenário homogêneo),

π(x0) =
1

λ− 2rv
, (5.7)

como fizemos até aqui ao longo deste trabalho, podemos escolher funções que determinam
distribuições de x0 com diversos graus de assimetria e heterogeneidade. Para realizar tal
média, utilizamos a Eq. (3.76), de modo que

η =
1

〈L〉p
, (5.8)

onde usamos acima o resultado 〈Ltot〉({x0,i}) = n〈L〉p. Uma vez que também tencionamos
analisar qualitativamente o efeito da heterogeneidade na eficiência das buscas realizadas
com uma distribuição de tamanhos de passos geral, p(`), adicionamos acima o subíndice p
para indicar a dependência de 〈L〉 com a escolha de p(`). A partir da Eq. (5.8) escrevemos
então

η−1 = 2

∫ λ/2

rv

〈L〉p(x0)π(x0)dx0, (5.9)

onde, de acordo com a Eq. (2.41),

〈L〉p(x0) = [(1− L)−1〈|`|〉(x)](x0), (5.10)

com 〈|`|〉(x) dado pelas Eqs. (2.59)-(2.64). Assim como fizemos no capítulo 2, devido à
complexidade do núcleo resolvente do operador integral L, determinamos 〈L〉p(x0) através
da discretização do espaço de busca, com o auxílio do software Matlab.
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A seguir, apresentaremos resultados qualitativos para o caso de uma distribuição p(`)
geral e quantitativos para buscas de Lévy.

5.2.1 Eficiência das Estratégias de Busca em Ambientes Hetero-
gêneos: Caso Geral

Consideramos, primeiramente, os casos limites em que a posição inicial após um encontro,
x0, é sempre a mesma. Como vimos, essa situação nos permite compreender os meca-
nismos da eficiência das buscas em condições completamente simétrica (busca destrutiva,
x0 = λ/2) e maximamente assimétrica (busca não-destrutiva, x0 = rv). No caso simé-
trico os sítios estão inicialmente equidistantes do forager, com λ/2 � rv no regime de
baixas densidades de recursos. De um modo geral, a distribuição dos comprimentos de
passo, p(`), pode ser caracterizada por um conjunto de parâmetros {ki}. Assim, existe
um determinado subconjunto {ki}s que apresenta a máxima eficiência η da busca no caso
simétrico. Como os sítios estão inicialmente muito distantes do forager, esta estratégia
também corresponde à de mais rápida difusividade. Por exemplo, no caso de uma dis-
tribuição de Lévy do tipo lei de potência, p(`) ∼ `−µ , η é maximizada com a estratégia
balística (ver os dados relativos à δ de Dirac na Fig. 5.2) [VBH+99]: k1,s = µopt,s → 1.

Por outro lado, na situação de máxima assimetria a busca mais eficiente apresenta um
compromisso entre executar passos largos para acessar os sítios mais distantes e passos
curtos para vasculhar as vizinhanças de um possível sítio próximo. Neste caso, o subcon-
junto {ki}as representa a solução intermediária entre uma difusividade normal (browniana)
e a mais rápida possível. No caso das buscas de Lévy não-destrutivas, sabe-se [VBH+99]
que k1,as = µopt,as ≈ 2 (ver os dados relativos à δ de Dirac na Fig. 5.4).

Quando as posições iniciais não são mais constantes, surge a possibilidade de cenários
heterogêneos, com estratégias de busca eficientes de difusividades intermediárias com
respeito aos casos acima.

Vamos, inicialmente, considerar que o forager possa recomeçar a sua busca a partir
de posições x0 mais provavelmente distribuídas em torno de x0 = λ/2 (caso destrutivo).
Neste caso, esperamos que as posições iniciais próximas aos sítios localizados em x = 0

e x = λ tenham pequenas probabilidades de ocorrer. Isto implica numa função π(x0)

decrescente de x0 = λ/2 a x0 = rv, Eq. (5.2). Consequentemente, ambos π(x0) e 〈L〉p
na Eq. (5.9) crescem monotonicamente de rv a λ/2 (o crescimento de 〈L〉p é ilustrado na
Fig. 5.3). A contribuição mais relevante do produto 〈L〉p(x0)π(x0) para a eficiência média,
Eq.(5.9), surge, portanto, das posições próximas a x0 = λ/2, exatamente como ocorre no
caso destrutivo. Desse modo, é de se esperar que a situação descrita pela Eq. (5.2) tenha
dinâmica ótima similar à do caso destrutivo, {ki}s.
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Em contraste, no caso assimétrico as flutuações nas posições iniciais com respeito ao
caso não-destrutivo podem ser introduzidas por uma função π(x0) decrescente de x0 = rv

a x0 = λ/2, Eq. (5.4). Portanto, quando 〈L〉p(x0) aumenta e π(x0) diminui de x0 = rv

a x0 = λ/2, a posição inicial associada com a contribuição mais relevante para o pro-
duto 〈L〉p(x0)π(x0) na Eq. (5.9) se encontra em algum ponto no intervalo entre x0 = rv e
x0 = λ/2. Como consequência, o conjunto de parâmetros {ki}as que otimizam a eficiência
no caso não-destrutivo pode dar lugar a um outro conjunto, {ki}int, que represente uma
solução com difusividade intermediária entre os casos não-destrutivo e destrutivo, isto é,
uma dinâmica eficiente com expoente de difusão aumentado (superdifusão) em relação à
busca não-destrutiva. Eventualmente, em situações em que a distribuição π(x0) assimé-
trica possui grandes pesos para posições próximas a x0 = λ/2, as estratégias ótimas se
aproximam do caso completamente simétrico, isto é, {ki}int → {ki}s. Neste caso, o re-
gime intermediário dá lugar a um fenômeno de passagem (crossover) do comportamento
dinâmico superdifusivo para o balístico.

Observamos ainda que em princípio podemos aplicar esta discussão qualitativa para
espaços de busca com dimensões mais altas. Nesta situação, a trajetória de busca pode
de fato ser aproximada por uma sequência de movimentos retilíneos [VBH+99,BFd+08].
Apesar disso, notamos que o encontro de sítios em duas ou três dimensões ocorre com
probabilidade consideravelmente mais baixa, uma vez que as direções extras resultam
num alargamento do espaço de busca, reduzindo, assim, a taxa de encontros e a eficiência
das buscas. Assim, de modo geral a influência da heterogeneidade do meio em dimensões
mais altas é reduzido, se comparado ao caso unidimensional. Podemos, portanto, concluir
que a análise unidimensional aqui apresentada é de fato útil no estabelecimento de limites
superiores do efeito dos cenários heterogêneos nas buscas aleatórias.

A seguir aplicaremos os argumentos acima, válidos para uma distribuição de passos
geral, p(`), ao caso particular da busca de Lévy.

5.2.2 Eficiência das Estratégias de Busca em Ambientes Hetero-
gêneos: Caso Lévy

No caso específico das buscas de Lévy, assim como vimos considerando até aqui no presente
trabalho, o forager se desloca com passos de comprimento sorteado a partir da função
densidade de probabilidades

p(`) =
(µ− 1)`µ−1

0

2

1

|`|µ , 1 < µ ≤ 3, |`| ≥ `0, (5.11)
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Figura 5.2: Eficiência média, η, obtida a partir da Eq. (5.9), versus µ para os casos
da busca de Lévy destrutiva (função δ de Dirac) e de buscas de Lévy com diferentes
distribuições simétricas de sítios-alvo ao redor de x0 = λ/2, Eq.(5.2) com diversos valores
do parâmetro α (cenários com vários graus de heterogeneidade). Quanto maior o valor
de α, mais espalhadas ao redor de x0 = λ/2 encontram-se as posições iniciais. O caso
homogêneo, π(x0) = (λ − 2rv)

−1, também é mostrado. Em todos os casos, a eficiência
da busca é máxima para µ → 1 (dinâmica balística), demonstrando a robustez dessa
estratégia quanto a flutuações com respeito à situação de busca destrutiva. Os parâmetros
usados foram λ = 103 e rv = 1. As linhas sólidas são apenas um guia visual.

e p(`) = 0 se |`| < `0, onde `0 representa o limite inferior para o tamanho dos passos, com
a escolha `0 = rv por simplicidade. O caso µ ≤ 1 não é permitido por representar funções
não normalizáveis. Como discutimos no capítulo 1, a Eq. (5.11) corresponde [SK86a,
SM95, RBdL+09a] ao limite assintótico de longo alcance das distribuições de Lévy α-
estáveis, tal que α = µ− 1, as quais apresentam dinâmica superdifusiva (balística no caso
µ→ 1) e são governadas pelo teorema do limite central generalizado (o regime browniano
difusivo corresponde a µ ≥ 3).

Vale comentar que a trajetória de busca eventualmente contém truncamentos de passos
devido ao encontro de sítios-alvo, de acordo com as regras do modelo de busca definido na
seção 1.7. Assim, a lei de potência da Eq.(5.11) de fato não se extende até o infinito, o que
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Figura 5.3: Comprimento médio percorrido por um forager de Lévy entre dois encontros
consecutivos, 〈L〉p, em função da sua posição inicial fixa, x0, para vários valores de µ. As
linhas sólidas representam os resultados obtidos pela discretização numérica da Eq. (2.41)
e os símbolos denotam os ajustes não-lineares realizados através da regressão múltipla,
Eq. (5.12). Os parâmetros usados foram λ = 103 e rv = 1.

implica em uma distribuição efetiva de Lévy truncada [MS94]. Apesar disso, no regime
de escassez de recursos, λ� rv, a busca deve manter as propriedades de uma caminhada
de Lévy não truncada durante a maior parte da sua realização. Mais precisamente, no
regime λ� rv é pequena a razão do número de passos truncados pelo de não truncados,
essencialmente dada [VBH+99,BGH+01,BHK+01] pelo inverso do número médio de passos
entre sítios-alvo consecutivos, R ∼ (λ/rv)

(1−µ)/2 e R ∼ (λ/rv)
1−µ, para os casos não-

destrutivo e destrutivo, respectivamente. Além disso, a justificativa para distribuições
truncadas também surge naturalmente no contexto de animais que buscam por alimento,
uma vez que passos de tamanho infinito ou mesmo muito grande são proibitivos [PMJ11].

Para determinarmos os efeitos das flutuações nas posições inicias nas buscas de Lévy,
precisamos estudar explicitamente o comportamento da integral na Eq. (5.9). Primeira-
mente, no que diz respeito à distância média percorrida entre dois encontros sucessivos
por um forager de Lévy com posição inicial x0, 〈L〉p(x0), a discretização da Eq. (2.41)
segundo a prescrição da seção 2.4 leva ao resultado mostrado em linhas sólidas na Fig. 5.3
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para vários valores de µ, λ = 1000 e rv = 1. Nesse gráfico a presença da simetria
〈L〉p(x0) = 〈L〉p(λ− x0) pode ser conferida.

No caso da busca não-destrutiva na ausência de flutuações, em que π(x0) é dada
pela delta de Dirac, Eq. (5.3), a existência de uma eficiência máxima para um expoente
intermediário µopt,as ≈ 2 (Fig. 5.4) na condição de máxima assimetria, x0 = rv, pode ser
compreendida da seguinte forma. Por um lado, no limite µ → 1 o forager de Lévy pode
acessar os sítios mais distantes numa trajetória balística após um pequeno número de
passos bastante largos, implicando num alto valor de 〈L〉p(x0 = rv) e, portanto, em baixa
eficiência. Em contrapartida, no limite browniano, µ→ 3, o forager tende a encontrar os
sítios mais próximos (sempre presentes no caso não-destrutivo) após um grande número
de pequenos passos, o que também implica em altos valores de 〈L〉p(x0 = rv). Desse
modo, o compromisso entre estas duas tendências gera um máximo de η para um valor
intermediário, µopt,as ≈ 2.

No caso da busca destrutiva, com π(x0) dada pela Eq. (5.1), os sítios próximos estão
ausentes, de modo que uma solução envolvendo o compromisso discutido acima não é mais
possível. Nessa situação, no regime λ� rv o forager deve se deslocar balisticamente, com
µopt,s → 1, até os sítios distantes a fim de maximizar a sua eficiência da busca.

Passemos agora à discussão da busca de Lévy na presença de flutuações com respeito
às funções delta de Dirac. Uma vez que a solução exata para a Eq. (2.41) não é conhecida
até o presente momento, o estudo de 〈L〉p(x0) pode ser realizado ao considerarmos uma
regressão múltipla dos dados obtidos a partir da discretização da Eq. (2.41), tal que

〈L〉p(x0) =
Nx∑

i=0

Nµ∑

j=0

aijx
i
0µ

j. (5.12)

Como indicado em símbolos na Fig. 5.3, um ajuste excelente é obtido através da Eq. (5.12),
com Nx = 10 e Nµ = 8. A eficiência η pode então ser calculada para vários valores
do parâmetro α através da substituição da Eq. (5.12) na Eq. (5.9), juntamente com as
Eqs. (5.2) ou (5.4), e executando a integração analiticamente. Os resultados encontram-
se mostrados nas Figs. 5.2 e 5.4, para flutuações com respeito aos casos destrutivo e
não-destrutivo, respectivamente.

Por um lado, considerando flutuações para distâncias iniciais longínquas dos sítios,
Eq. (5.2), notamos na Fig. 5.2 que a eficiência é qualitativamente similar àquela da condi-
ção completamente simétrica (busca destrutiva), Eq. (5.1), concordando com os argumen-
tos gerais da seção 5.2.1. Nestes casos o máximo da eficiência é atingido para µ→ 1. No
intervalo 1 < µ < 3 a presença das flutuações aumenta muito pouco o valor da eficiência.
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Estes resultados indicam que as estratégias balísticas permanecem robustas na presença
de flutuações nos sítios que estão a grandes distâncias iniciais do forager.

Por outro lado, a presença de flutuações nos sítios que estão inicialmente próximos do
forager, Eq. (5.4), reduz consideravelmente a eficiência das buscas, em comparação à con-
dição completamente assimétrica, Eq. (5.3), como mostra a Fig. 5.4. Neste regime, quando
as flutuações aumentam consideravelmente o peso de posições iniciais mais distantes (α
maiores), as estratégias de Lévy ótimas apresentam o caráter superdifusivo incrementado,
observado na localização do máximo de eficiência na Fig. 5.4, que se desloca a partir do
valor µopt,as ≈ 2 em direção à estratégia balística, µopt → 1, à medida que maiores valores
de α são considerados na Eq. (5.4). De fato, como discutimos no capítulo 1, uma dimi-
nuição no valor de µopt está diretamente relacionada com um aumento no expoente de
Hurst [VdLRS11,SK86a,SM95] e, portanto, no incremento também do expoente de difu-
são. Vale comentar, por fim, que o limite α→∞ corresponde à situação de distribuição
uniforme, π(x0) = (λ− 2rv)

−1, também mostrada nas Figs. 5.2 e 5.4.
Para quantificar a passagem (crossover) observada na Fig. 5.4 entre os regimes com

µopt,as ≈ 2 e µopt → 1 em função do aumento do parâmetro α, vamos considerar a seguir
a função µopt(α), que identifica a localização no eixo µ do máximo de η para cada curva
da Fig. 5.4. Como sabemos, uma solução com µopt(α) ≤ 1 não é possível, visto que
corresponde a uma função (5.11) não normalizável. Assim, todos os valores tais que
α > αcross levam a um máximo na eficiência em µopt(α)→ 1. Nesse sentido, αcross marca
o limite acima do qual as estratégias balísticas de busca são as mais eficientes.

O valor de µopt(α) pode ser determinado a partir da condição de mínimo de 〈L〉p(α)

(ou máximo de η, segundo a Eq. (5.8)):

∂〈L〉p
∂µ

∣∣∣µ=µopt = 0, (5.13)

ou equivalentemente,
f(µ = µopt, α) = 0, (5.14)

tal que, considerando as Eqs. (5.4), (5.9) e (5.12), escrevemos

f(µ, α) = 2A
Nx∑

i=0

Nµ∑

j=0

aijjµ
j−1

{
i∑

k=0

[
i!αk+1

(i− k)!

(
e−αrvri−kv − e−αλ/2

(
λ

2

)i−k)]}
, (5.15)

com A = {2α[exp(−rv/α) − exp(−λ/(2α))]}−1. As soluções µopt(α) da Eq. (5.14) para
λ = 1000 e rv = 1 são indicadas na Fig. 5.5 como os zeros da função f(µ, α). Elas também
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aparecem na Fig. 5.4 na forma de símbolos vazios, marcando a localização do máximo de
cada curva de eficiência. Por fim, o crossover pode ser determinado através de

f(µ→ 1+, α = αcross) = 0. (5.16)

No caso da distribuição π(x0) dada pela Eq. (5.4), obtemos αcross ≈ 312.2 para λ = 103 e
rv = 1 (ver detalhe da Fig. 5.5).

Para avaliarmos a robustez das discussões acima, consideramos como uma alternativa
à Eq. (5.4) uma distribuição de posições iniciais do tipo lei de potência decrescente,

π(x0) = Cx−ν0 , (5.17)

com rv < x0 ≤ λ/2 e π(x0) = π(λ − x0), em que C é uma constante de normalização.
Diferentemente das distribuições (5.2) e (5.4), a característica de cauda longa apresentada
pela Eq. (5.17) confere propriedades de autoafinidade e invariância de escala para π(x0)

sobre um longo intervalo de alcance espacial no regime de baixas densidades de sítios,
λ � rv. Além disso, a evidência de distribuições com invariância de escala tem sido
reportada também no contexto biológico de animais que buscam por alimento [SSH+08].
A partir de uma análise similar à feita acima com a Eq. (5.4), encontramos que todas
as estratégias de buscas ótimas de Lévy com ν < νcross ≈ 0.35 apresentam dinâmica
balística, enquanto que as soluções com superdifusão aumentada surgem para ν ≥ νcross.
Estes resultados também estão de acordo com a discussão geral da seção 5.2.1.

Vale comentar ainda que, uma vez que as estratégias balísticas têm eficiência reduzida
em espaços com dimensões mais altas [RB09b], é possível que em duas e três dimensões
tais estratégias sejam limitadas, por exemplo, pelo balanço energético da busca. Apesar
disso, buscas não necessariamente balísticas, mas com superdifusividade aumentada, 1 <

µopt < 2, podem surgir em ambientes heterogêneos em dimensões mais altas.
Destes resultados concluímos que, na presença de distribuições poissonianas nas dis-

tâncias inicias com α ≤ αcross, estratégias de Lévy para as buscas com propriedades de
superdifusão aumentada, 1 < µopt < µopt,as ≈ 2, representam a condição de otimização das
soluções. Dessa forma, as buscas em ambientes heterogêneos podem se beneficiar desse
incremento na difusividade do forager. Por outro lado, para flutuações suficientemente
fortes com α > αcross um crossover para a estratégia balística emerge a fim de possibilitar
o acesso eficiente do forager a regiões distantes onde os sítios encontram-se distribuídos.
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5.3 Ecologia do Forager

O efeito da limitação de recursos na mobilidade animal é bem documentado. É co-
nhecido, por exemplo, que a escassez provinda da competição por recursos induz altas
taxas de dispersão [Bye00, SGN] e deslocamentos de longo alcance a partir do habitat
dos indivíduos [Sou99, BDF08]. A fragmentação do habitat também altera a forma de
dispersão, frequentemente aumentando o seu alcance espacial [VHPH+07]. No contexto
do comportamento do forager na busca por alimento, o caráter global da densidade de
recursos tem sido consideravelmente investigado, com fortes evidências apontando para
a passagem das estratégias brownianas para as superdifusivas quando os animais ingres-
sam em ambientes escassos a partir de regiões abundantes em recursos. Esta fato tem
sido observado desde espécies de microrganismos [BPP+03a] até grandes predadores ma-
rinhos [HQD+10, SWR+06,BGL+10]. Em contraste, muito pouco é conhecido até o mo-
mento sobre o sucesso das buscas com respeito à influência da heterogeneidade e das
flutuações locais na densidade de recursos.

A maior parte dos esforços teóricos com base na teoria de buscas aleatórias tem provido
apenas aproximações limitadas para a questão das buscas eficientes, uma vez que elas
assumem ambientes demasiadamente simplificados com relação à distribuição de recursos
[RBdL+09b,BLMV11]. Não obstante, alguns poucos estudos simulacionais têm apontado
para o efeito da heterogeneidade do ambiente sobre a eficiência da busca, incluindo fatores
de mobilidade dos sítios e a consideração de diferentes tipos de forager [BL08, SSH+08,
BFdL+08, PW10,PBG09]. Nesse contexto, os nossos estudos dão suporte à hipótese de
que os processos de busca estão conectados à distribuição de sítios e à sua dinâmica. De
fato, os nossos resultados mostram que a estratégia ótima de busca pode se alterar, e.g de
superdifusividade para movimentos balísticos, dependendo da heterogeneidade do cenário.
Acreditamos que o presente estudo avança neste tópico ao apontar para os mecanismos
gerais de busca (seção 5.2.1), essenciais para a compreensão de resultados anteriores sobre
a dinâmica do problema de foraging [BL08,SSH+08,BFdL+08,PW10].

A partir da descrição dos mecanismos chaves de acoplamento dos ambientes com a di-
fusividade do forager, mostramos que as flutuações estatísticas no conjunto das condições
iniciais das buscas têm papel essencial para a determinação de qual estratégia de busca é
a ideal. A presença destas flutuações define uma base para o entendimento da não univer-
salidade dos padrões de busca e mostra que o aumento na difusividade favorece o sucesso
dos encontros em ambientes heterogêneos com agregação de sítios. Como consequência, as
condições de busca por alimento em que as estratégias de Lévy aparecem como ideais são
muito mais amplas [BLMV11,RB09a,PJ08,JPB08] do que apenas no cenário homogêneo
originalmente analisado [VBH+99].
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Em ambientes complexos e dinâmicos com escassez de recursos, nem as estratégias
de Lévy, nem as brownianas ou mesmo as balísticas podem ser consideradas univer-
sais [PJ08,JPB08], uma vez que flutuações nas distribuições de sítios-alvo podem induzir
alterações entre dois regimes de busca. Esta observação tem sido confirmada empirica-
mente [HQD+10, HBD+12], mostrando que os foragers exibem padrões de movimento
que não podem ser sempre aproximados por Lévy, balísticos ou modelos exponenciais.
De um modo geral, observa-se que no regime de baixas densidades de recursos as estra-
tégias superdifusivas de Lévy permanecem como soluções ideais numa ampla variedade
de ambientes heterogêneos, com expoentes no intervalo 1 < µopt ≤ 2, dependentes das
propriedades específicas do ambiente.

Estratégias intermediárias entre as balísticas e as superdifusivas podem surgir de-
pendendo de o quão fortes sejam as flutuações espaciais na distribuição dos sítios-alvo.
Dados recentes em espécies de água-viva [HBD+12] reportam sobre buscas de Lévy com
estratégias de expoente µopt = 1.18. Além disso, estudos com predadores marinhos têm
encontrado valores tais como, por exemplo, µopt = 1.63 [SSH+08]. Estas superdifusões in-
crementadas com respeito ao expoente µ ≈ 2 emergem em ambientes heterogêneos e com
dinâmica complexa, como é o caso dos predadores marinhos [HQD+10,SWR+06,MRS+06].
Em particular, os nossos resultados permitem uma predição empiricamente testável: am-
bientes heterogêneos podem promover a emergência do aumento na difusividade (expoente
de difusão) do forager compatível com as buscas eficientes de Lévy [SWR+06,WWL+11,
GHV+11,SSAS10,MOJ10,MW99].
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Figura 5.4: Eficiência média, η, obtida a partir da Eq. (5.9), versus µ para os casos da
busca de Lévy não-destrutiva (função δ de Dirac) e de buscas de Lévy com diferentes
distribuições de sítios-alvo ao redor de x0 = rv, Eq.(5.4) com diversos valores do parâme-
tro α (cenários com vários graus de heterogeneidade). Quanto maior o valor de α, mais
espalhadas ao redor de x0 = rv encontram-se as posições iniciais. O caso homogêneo,
π(x0) = (λ−2rv)

−1, também é mostrado. Observamos que à medida que posições iniciais
adquirem peso maior distante de x0 = rv (α maior) a estratégia ótima de busca desloca-se
da situação não-destrutiva superdifusiva, µ ≈ 2, em direção à dinâmica balística, µ→ 1,
com aumento na difusividade (expoente de difusão) do forager. Os símbolos vazios repre-
sentam os máximos de η calculados pela condição f [µ = µopt(α)] = ∂〈L〉p/∂µ|µ=µopt = 0.
A passagem (crossover) para a dinâmica balística ótima ocorre para flutuações suficien-
temente fortes, isto é, para α > αcross ≈ 312.2. Os parâmetros usados foram λ = 103 e
rv = 1.Novamente, as linhas sólidas são somente um guia visual.
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Figura 5.5: Determinação da estratégia ótima de buscas de Lévy com flutuações pois-
sonianas nas distâncias iniciais dos sítios próximos ao forager, Eq. (5.4). A condição
f(µ = µopt, α) = 0, para λ = 103 e rv = 1, determina o expoente ótimo, µopt(α), associ-
ado à estratégia de máxima eficiência. No detalhe: uma vez que estratégias com µ ≤ 1
não são permitidas, valores de α > αcross ≈ 312.2 levam à eficiência máxima obtida para
µ→ 1, determinando um regime dominado por buscas de dinâmica balística.
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Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos inicialmente uma breve história do problema da busca de
recursos por animais na natureza (problema de foraging), enfatizando os principais pon-
tos e conceitos a partir de uma revisão da literatura específica. A nossa abordagem
ao problema teve como base as ideias e conceitos desenvolvidos no contexto da Física
Estatística, incluindo o estudo das caminhadas aleatórias, transições de fase dinâmicas,
análises de escala e classes de universalidade, dentre outros. De fato, apresentamos os
fundamentos teóricos das buscas aleatórias e os aplicamos numa abordagem analítica à
dinâmica energética da busca, baseada em um modelo de acordo com a teoria unificada
do problema de foraging [MC86]. Através de uma aproximação bem mais precisa que a
de campo médio [VBH+99], determinamos a evolução energética do caminhante aleató-
rio no regime de escassez de recursos, com resultados em excelente concordância com as
simulações numéricas.

Calculamos analiticamente o parâmetro de ordem associado à transição de fase dinâ-
mica para o estado de extinção do forager, bem como o seu expoente crítico associado, β.
Desenvolvemos um mapeamento conciso da energia do caminhante aleatório através do
teorema do limite central, a fim de obter a taxa de sobrevivência dos foragers em função
do número de sítios encontrados. Nesse contexto, determinamos também o expoente crí-
tico ν, relacionado ao comprimento de correlação temporal do problema e à sua variável
dinâmica de escala.

Utilizamos as hipóteses de escala para determinar numericamente os expoentes críti-
cos βon, na situação em que ambos os critérios de busca e sobrevivência estão ligados, β′,
associado à taxa de sobrevivência, e ν. Explorando as bases das classes de universalidade
das transições de fase de não-equilíbrio, notamos no nosso problema que βon 6= β′. Reali-
zamos então uma discussão comparativa com o problema de percolação direcionada (DP),
em que βon = β′ devido à presença da simetria de reversão de rapidez. Concluímos que
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as transições de fase dinâmicas encontradas nas buscas de Lévy com dinâmica energética
e no problema DP pertencem a classes de universalidade distintas.

Definimos, ainda, um observável para analisar a dinâmica espacial do forager, isto
é, como o comprimento da sua caminhada de busca evolui com o encontro de sítios,
e determinamos o expoente crítico p associado. Verificamos também a consistência da
nossa hipótese de escala através do expoente ν, que apresentou o mesmo valor obtido a
partir de cálculos independentes.

Nós observamos que estratégias balísticas permitem aos buscadores permanecerem na
fase ativa em cenários de buscas mais adversos. Em outras palavras, menores valores
do índice de Lévy (µ) permitem densidades críticas mais baixas ou cenários mais rare-
feitos. Interessantemente, as propriedades gerais de buscas aleatórias próximas no limiar
de criticalidade são governadas pelos expoentes críticos que não dependem da dinâmica
da busca, ao passo que a dinâmica é diretamente associada com a estratégia de busca,
definida a partir do índice µ. Em adição, estratégias balísticas estão intrisecamente ligada
com ganhos energéticos elevados.

Todas essas características impactam consideravelmente a dinâmica das buscas em
ambientes escassos. Atualmente, quando os recursos são baixos, os buscadores (e.g., um
animal em atividade de caça, um forager) poderiam aumentar sua difusividade o quanto
possível para encontrar sítios-alvos longínquos.

A determinação dos expoentes críticos da transição para o estado absorvente no limiar
de extinção deve constituir, do nosso ponto de vista, um resultado relevante para os
estudos ecológicos da extinção de espécies. Uma vez que determinamos que as flutuações
de energia das buscas podem determinar fatores nocautes para a extinção.

Alternativamente, uma vez que este fenômeno crítico envolve flutuações de muitas
magnitudes, uma pequena tendência à acumulações positivas pode garantir a sobre-
vivência de espécies em condições adversas [SLSR+12], como demostramos numérico-
analiticamente através dos parâmetros de ordem definidos, e em conformidade com as
Hipoteses de Escalas e as técnicas do Grupo de Renormalização Fenomenológico para
interpretar os efeitos de criticalidade.

Estudamos, ainda, os mecanismos chaves de acoplamento da busca com o ambiente,
e a questão de como a heterogeneidade na distribução de recursos afeta a eficiência das
interações de encontros no regime escasso. Nestas condições encontramos que as estra-
tégias com aumento no expoente de difusão (incluindo os casos superdifusivos) surgem à
medida que ambientes heterogêneos com ampla distribuição de distâncias iniciais entre o
forager e os sítios-alvo próximos são considerados.

A partir da descrição destes mecanismos, mostramos que as flutuações estatísticas no
conjunto das condições iniciais das buscas têm papel fundamental para a determinação
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de qual estratégia de busca é a ideal. A presença dessas flutuações de fato define uma
base para o entendimento da não universalidade dos padrões de busca, e mostra que um
aumento na difusividade favorece o sucesso dos encontros em ambientes de agregação,
quando comparado ao caso homogêneo. Nesse sentido, concluímos que as estratégias su-
perdifusivas de Lévy permanecem como soluções ideais numa ampla variedade de ambien-
tes heterogêneos, com expoentes no intervalo 1 < µopt ≤ 2, dependendo das propriedades
específicas do ambiente.

Nesse contexto, os nossos resultados permitem uma predição empiricamente testá-
vel: ambientes heterogêneos podem promover a emergência do aumento na difusividade
(expoente de difusão) do forager compatível com as buscas eficientes de Lévy.

Por fim, as perspectivas relativas a este trabalho, giram em torno de explorar outras
dimensões através de contornos específicos, analisar a universalidade do forager via outras
funções de custo energético, considerar um mapeamento por teoria de campos e grupo de
renormalização tratando diretamente o problema do forager através da Equação Mestra
e da Equação de Langevin [JT05] para explorar aspectos téoricos. Estudar uma possível
assinatura de avalanches no observável que descreve a dinâmica espacial do forager para
aplicação no contexto da extinção das espécies.
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Apêndice A

Gerador de Foragers de Lévy

Para realizarmos a simulação, sendo que o computador gera uma variável aleatória u

contida no intevalo [0, 1] é necessário então, escrever uma distribuição de densidade de
probabilidades apropriada, isto é, é necessário utilizar a função acumuladade de distribui-
ção de probabilidades até o tamanho de passo `, F (`), tal que F (`) ⊂ [0, 1] podendo ser
interpretada como a variável aleatória gerada pelo computador , ou seja,

F (`) =

∫ `

`0

w(s)ds, (A.1)

então, invertendo a função obtêm-se o comprimento de passo gerado aleatoriamente, isto é,
` = F−1(`). Este método é denominado método da inversão [BL09]. Para uma densidade
de Lévy, w(s) = As−µ, com A = (µ− 1)/2`1−µ

0 , segue que

F (`) =

∫ `

`0

As−µds =
2A

1− µ`
1−µ
∣∣∣∣
`

`0

= 1−
(
`

`0

)1−µ

, (A.2)

e portanto, um passo aleatório de Lévy é gerado no computador, fazendo u = F (`), ou
seja, ` = `0 (1− u)

1
1−µ . Para um passo gaussiano, com média nula e variância unitária,

tomando F (`)2 para calcular a integral em coordenadas polares, temos,

` =

√
−2 ln

(
e−

1
2
`20 − πu2

)
.

Utilizando este método, os foragers podem ser gerados a partir da equação para sua
energia 3.2,

En = E0 +
n∑

i=1

(gδi − α|`|i). (A.3)
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