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No dia 5 de dezembro de 1791
Wolfgang Amadeus Mozart
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E desde entao Wolfgang
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moc¢o dos anjos.

Mozart no Céu
Manuel Bandeira

Lira dos Cinquent’anos, 1940.



Resumo

Neste trabalho estudamos a dinamica energética das buscas aleatérias no contexto de
encontros biologicos da procura por alimentos realizada em condigoes adversas, isto é, na
situa¢do em que o buscador (forager) encontra-se no limiar de extingao. Apresentaremos
os principios tedricos associados a dinamica energética do encontro de sitios distribuidos
num espago unidimensional com condigoes periddicas de contorno e definiremos o modelo
de busca a ser estudado. Estabeleceremos os parametros de ordem e os expoentes criticos
da transicao de fase para o estado absorvente de extingao através do estudo analitico
do ganho energético médio, dos temp o s de primeira passagem pelo estado de ganho
energético nulo e da taxa de sobrevivéncia. Através das hipoteses de escala, determina-
remos numericamente os expoentes criticos associados a dinAmica energética, .., 5’ e
v, e & dindmica espacial, p. Exploraremos os fundamentos das classes de universalidade
das transicoes de fases de nao-equilibrio, numa perspectiva de definicao de uma classe de
universalidade do problema em questao distinta das classes conhecidas que apresentam
um unico estado absorvente. Estudaremos, ainda, o mecanismo chave de acoplamento do
forager com o ambiente, e a questao de como os ambientes heterogéneos afetam a efici-
éncia das interagoes de encontro sob condigoes de densidade global constante e escassa
de recursos. Avaliaremos como as estratégias com valores superdifusivos dos expoentes
de difusao surgem quando ambientes heterogéneos com ampla distribuicao de distancias
iniciais entre o forager e os alvos sao considerados. Por fim, mostraremos também como as
flutuacgoes estatisticas no conjunto das condicoes iniciais das buscas aleatorias sao cruciais

para a determinacao de qual estratégia de busca ¢é a ideal.

Palavras Chaves: Buscas aleatoérias, classes de universalidade, estado absorvente,

transicoes de fase, extingao, efeitos de tamanho finito



Abstract

In this work we study the energetic dynamics of random searches in the context of biolo-
gical encounters in environments with low density of resources, i.e. the foraging problem
on the edge of extinction. We present the theoretical principles of this energetic dynamics
when sites are distributed in a one-dimensional space with periodic boundary conditions
and establish the model of foraging to be analyzed. We calculate the order parameter and
critical exponents of the phase transition into an absorbing state of extinction through the
analytical study of the mean energetic gain, the first-passage time through a state of null
energetic gain, and the survival rate. We determine the critical exponents numerically
by using the scaling hypothesis, such as the exponents of the energetic dynamics, Son, 5,
and v, and the exponent of space dynamics, p. We explore the basis of the universality
classes of non-equilibrium phase transitions, with the aim to define the universality class
of the present foraging problem as being distinct from that of known problems with a
single absorbing state. We also address the general question of how the landscape he-
terogeneity affects the efficiency of encounter interactions under global constant density
of scarce resources. We unveil the key mechanism coupling the landscape structure with
optimal search diffusivity. Finally, we show that statistical fluctuations in the set of ini-
tial positions are crucial to determine which search strategy is optimal in heterogeneous

landscapes.

Keywords: Random searches, forager, universality class, extinction, phase transitions,

absorbing state, finite size effects
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Capitulo 1

Introducao

Siddhartha: — Tudo que lhe
ensinet € como um 0ceano,
quanto mais vocé entra mais
profundo se torna.

Ananda: — Mas mestre, eu mal
sei nadar.

Siddhartha: Entao vamos

comegar juntos, pela beira.

Diélogos da Vida de Buda

1.1 Histéria do Problema de Foraging: Motivacoes e Ob-
jetivos

Neste trabalho, estudaremos a dinamica energética de buscas aleatorias no contexto de
encontros biologicos, isto é, o modelo de comportamento ecolégico de animais quando
estao buscando por alimentos. Tal conceito é bem descrito pela palavra nativa do in-
glés forager (Cambrigde Dictionary: “Aquele que vai a algum lugar procurar por algo,
especialmente por comida”’). Em particular, a nossa anélise com base em ideias e téc-
nicas da Fisica Estatistica caracteriza a chamada Fisica do problema de foraging (The
Physics of Foraging) [VALRS11|. Nesse contexto, podemos pensar o forager como uma
particula em movimento que eventualmente encontra um sorvedouro, um sitio, uma fonte,
ou um alvo. As realizagoes praticas desse problema sao intimeras, abrangendo desde pei-
xes que procuram por plankton [PW10] a albatrozes cagando peixes [HWQT12|, enzimas

em busca de um sitio especifico de DNA [MSWT09], pessoas que procuram por chaves

1
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perdidas [BLMV11], o FBI procurando por criminosos [VALRS11|, problemas associados
a satde do coragao [PMHT93|, e possivelmente até mesmo particulas “procurando” por
minimos locais de energia em um sistema fisico [TM94] ou um atacante tentando marcar
um gol™* [Gut01], etc.

A principal motivagao deste trabalho, portanto, surge da questao biologica da des-
cricao do comportamento animal associado a busca de alimento. Alguns dos primeiros
desenvolvimentos cientificos nessa linha se deram a partir da teoria de Darwin sobre a
evolugao das espécies |[Darh9|, e empiricamente, por tentativa e erro, por volta de 1800,
com inspiragoes motivadas por filosofos gregos, tais como Aristételes e Teofrasto, que
estudaram as relagoes dos organismos entre si e com o meio [GMEQ9]. Conjuntamente,
também por volta desta época, surgiram as primeiras descrigoes matemaéticas de dinamica
populacional [Mal98|. Posteriormente, no periodo de 1910 a 1926, ocorreu um novo avango
de modelos deterministicos de dinamica populacional, realizados independentemente por
Lotka [Lot10] e Volterra [Vol26].

Somente por volta de 1960 os principais conceitos associados ao problema de fo-
raging, isto é, conceitos associados & otimizacao das buscas por alimento (The Opti-
mal Foraging Theory - OFT), foram desenvolvidos, principalmente por MacArthur et
al. [IMP66] e Emlen [Eml66]. Ainda por volta desta época surgiram os primeiros estu-
dos nao-deterministicos sobre a eficiéncia da busca, cuja questao principal era determinar
qual a estratégia mais eficiente a ser adotada ao se procurar aleatoriamente por sitios
alvos [VALRS11].

Nesse sentido, os primeiros modelos de buscas aleatorias consistiam de variacoes do
movimento browniano de caminhadas aleatorias. Este tipo de movimento ganhou bastante
atencao da comunidade cientifica apds uma metodica investigagao experimental realizada
em meados do século XIX por Robert Brown [Bro28| e, posteriormente, através do seu
estudo teorico realizado em 1905 por Albert Einstein [Ein05].

Por volta de 1986, a teoria do problema de foraging passou a ser apresentada como
uma fungao conjunta da probabilidade de sobrevivéncia associada a taxa de encontros,
a escolha da estratégia de busca e ao gasto de energia por parte do organismo, sendo
estes fatores determinantes para a sobrevivéncia da espécie. Tal unificacao foi realizada
pela introdugao da variavel de estado X (¢) como um conceito chave para caracterizar

completamente a condigao do energética do forager no tempo t. Em termos do balanco

***Quando o gol se encontra no raio de visao do atacante, a bola passa ao regime de movimento balistico;
por exemplo, o gol de Carlos Alberto Torres no Estddio Azteca, na final da Copa do Mundo de
1970 [TRIT70).
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energético, a esquematizagao mais simples da teoria unificada do problema de foraging
(The Unified Forager Theory - UFT) pode ser expressa como

X(t + 1) _ X(t) . perda } + {devido ganho de energia } ] (11)

de energia ao encontro de alimento

Acima, o fator de perda de energia contabiliza tanto fatores externos (predagao, condigoes
ambientais adversas, etc.) quanto os internos (fisiologia e metabolismo). Nesse contexto,
o processo de busca é irreversivelmente finalizado quando a variavel de estado atinge um
determinado limiar, caracterizando assim a morte do forager [MC86].

A partir da década de 1990 as principais variagoes dos modelos de busca aleatoria
constituiram as caminhadas aleatérias correlacionadas (correlated random walks - CRWs)
[BCV08,Z1.99, Tur98|, as caminhadas intermitentes (intermittent walks - TWs) [Rey06a,
BCV*08,BLMV11, BCM*05, LM08,PJ08, JPB0S|, as caminhadas brownianas compostas
(composite Brownian walks - CBWs) [Ben07, Rey10| e os voos (Lévy Flights - LFs) e
caminhadas de Lévy (Lévy Walks - LW) [SK86a,SM95, LKW88,RBAL"09b, VRAL08,BL0S,
BC09,SSHT08, HQD*10, Shl06, Sh109, MKvdB*09, VAB*96, VBH 99, dLRS01, EPW*07,
BPP*03a, Bar09, BEAL08].

As caminhadas aleatoérias do tipo CRW sao determinadas pela presenca de algum
tipo de correlacao entre os passos. Por exemplo, a probabilidade para a direcao de um
dado passo pode ser dependente da probabilidade da diregao do passo anterior. Nesse
caso, a probabilidade condicionada introduz uma correlagao nas sucessivas orientacoes
de passos, isto é, uma persisténcia local [Pat53] num dos sentidos de movimento: se
o buscador caminha para a esquerda ele pode, por exemplo, tender a permanecer se
movendo para a esquerda®. As correlagoes entre passos sucessivos podem ser quantificadas
a partir de duas dimensoes através da funcao de correlagao C; = (r;)(rj41) — (rj - rj1q) =
(r;)(rjs1) — (cosB;), onde #; denota o angulo entre dois vetores de passos sucessivos, r;
e r;y1, escolhidos através de uma distribuicao de probabilidades. As CRWs obedecem ao
Teorema do Limite Central - TLC [VRB105] e tém sido bem sucedidas na descri¢ao dos
movimentos de busca de formigas, besouros e borboletas [Rey06b].

As caminhadas aleatérias do tipo IW sao geralmente caracterizadas pela alteragao
(intermiténcia) da fungao de distribui¢ao de tamanho de passos de acordo com condigoes
especificas, e podem ser tteis em situacoes em que ocorrem mudancas de “fase” durante
a busca. Por exemplo, em determinadas circunstancias o caminhante aleatério pode
apresentar uma fase de deslocamentos tipicamente longos sem deteccao de alvos, que

lhe permite o acesso a regioes do espaco de busca ainda nao visitadas, alternando para

*A influéncia que a direcdo do movimento de um dado passo exerce na direcdo de passos futuros geral-
mente decresce com o tempo, de modo que, no caso de uma influéncia de alcance finito, a dindmica do
movimento torna-se browniana apés um grande nimero de passos [VALRS11]

3



CAPITULO 1. INTRODUCAO

uma fase de busca detalhada e passos relativamente menores, durante a qual o alvo pode
ser detectado. Tais fases nao necessariamente sao caracterizadas por distribuicoes de
tamanhos de passos que obedegam ao TLC [Rey06a, BCV108, BLMV11,BCM™05, LMO08,
PJ08, JPBO§|. A eficiéncia da busca ¢ otimizada variando-se a duragao relativa das fases
de modo a permitir uma eficiéncia 6tima global em diversas situagoes. Vale comentar que,
devido a plasticidade dos modelos intermitentes atribuida & maior extensao do conjunto
de parametros, as IWs geralmente apresentam eficiéncia 6tima superior [BCM105] a de
outros modelos envolvendo um niimero menor de parametros livres.

As caminhadas brownianas compostas sao parecidas com as IWs, contrastando com
estas apenas no fato de que nas duas fases se utilizam distribui¢oes de tamanhos de passos
apresentando escalas caracteristicas e obedecendo ao TLC.

Por fim, as caminhadas de Lévy, em contraste com as IWs, possuem uma distribuicao
de tamanho de passos caracterizada apenas por um tinico parametro relacionado ao expo-
ente da sua lei de poténcia p (a ser definido na Sec¢ao 1.6). Nas LWs a detecgao de alvos
é sempre permitida, ao contrario das IWs que tém a deteccao desligada quando em fase
balistica [VALRS11]. As LWs apresentam naturalmente um comportamento intrinseco de
combinagao de regimes, dependendo do valor do parametro p. Por exemplo, para valores
de =~ 1 os longos passos seguem uma tendéncia balistica, em contraste com valores u ~ 3
com tendéncia browniana. Assim, pode-se balancear os dois limites possiveis (balistico
e browniano) sintonizando o valor de p, obtendo desse modo um regime intermediario
em que eventos raros de grandes comprimentos de passos (devido a distribui¢do do tipo
“cauda longa” associada a lei de poténcia) sao alternados por muitos eventos de pequenos
passos [RBAL*11]. Para valores de p menores que 3 a divergéncia no segundo momento
da distribui¢ao de tamanhos de passos faz com que as LWs nao obedegam ao TLC, mas
sim ao TLC generalizado, como veremos a seguir. Portanto, devido a sua simplicidade
de forma e ao nimero rico de comportamentos e regimes apresentados pelas LWs, este
modelo de busca aleatéria tem sido um dos mais extensivamente estudados a partir de
meados da década de 1990 [VALRS11]|. E, de fato, dados empiricos sugerem que uma
extensa variedade de espécies adota estratégias de buscas de Lévy quando na procura por
alimentos [VALRS11]: de microrganismos marinhos a peixes, albatrozes e moscas de fruta,
dentre outras.

Estas evidéncias empiricas levantaram a hipotese de que organismos biologicos podem
de fato se utilizar de processos de Lévy ao procurar por nutrientes na natureza [VAB196].
Em consequéncia, surgiu a ideia de que as escolhas por estratégias de Lévy podem ter
surgido evolucionariamente, o que caracteriza a chamada “hipdtese de voos de Lévy para
as buscas por alimento” (Lévy Flight Foraging Hypothesis - LFF [VBHT99|). De fato,

o estudo de predagao e busca mais extenso até o momento [HQD™'10]|, envolvendo mais
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Figura 1.1: Trajetorias de albatrozes da espécie albatroz-de-sobrancelha (Thalassarche
melanophris) nas imediacoes das Ilhas de Kerguelen, no sul do Oceano Indico, durante
o processo de busca por alimento [HWQ'12]. O monitoramento foi realizado via GPS
de alta resolucao temporal, resultando em tamanhos ou duragoes de voos bem descritos
por uma distribui¢do de Lévy truncada com expoente = 1.28 (ver Segao 1.6). A escala
gradiente de azul indica a profundidade do oceano.

de doze milhoes de passos para 55 individuos pertencendo a 14 espécies distintas de
predadores marinhos ao redor do mundo, concluiu que as espécies investigadas usam
distribuicoes de Lévy em ambientes escassos de alimento. Além disso, recentemente a
analise dos voos de albatrozes nomades (Diomedia Exulans) e albatrozes-de-sobrancelha
(Thalassarche melanophris) utilizando a tecnologia GPS (Global Positioning System) de
alta resolugao temporal também confirmou o padrao de voos de Lévy para estas espécies
[HWQT12] (ver a Fig. 1.1). Por outro lado, foi observado [HQD*10, HWQ" 12| que o
movimento browniano é uma escolha adequada de busca em ambientes em que alimentos
sao abundantes [SSHT08].

Vale mencionar ainda que, além do problema de foraging, as LWs tém sido aplicadas
em diversos outros contextos [Mey09], tais como, por exemplo, a distribui¢ao de campos
elétricos em um gas ionizado, difusao de tracos em fluidos, trajetérias de notas bancarias,
difusao de fétons em vapor atomico, impulsos de ruido com aplica¢oes em economia, radio-
frequéncia de sinais eletromagnéticos, dindmica climéatica, ruido de sinais biomédicos,
distribuicao de distancias entre a recepcao de chamadas consecutivas de telefone celular,
etc.

Neste trabalho realizaremos a analise da dinamica energética de buscas aleatorias
utilizando estratégias do tipo LW. De acordo com a Eq. (1.1), quando a variavel de

energia acumulada X (f) atinge um determinado valor critico o forager ingressa em um
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“estado absorvente” irreversivel (“morte”). Em termos de uma populagao de foragers, este
fato implica na extingao da espécie. Como veremos a seguir, este fendmeno seré descrito
por uma transicao de fase de segunda ordem no contexto da Mecanica Estatistica de
Nao-Equilibrio.

Nas proximas segoes descreveremos alguns dos principais conceitos necesséarios ao de-
senvolvimento deste trabalho, tais como transi¢oes de fase de nao-equilibrio para um
estado absorvente, as distribui¢oes de Lévy, o teorema do limite central generalizado e os
diversos tipos de dindmicas das caminhadas aleatorias. No final do capitulo detalharemos

o modelo de buscas aleatérias adotado na presente Tese.

1.2 Transicoes de Fase para Estados Absorventes

Na Mecéanica Estatistica de Equilibrio, em que as médias termodinamicas dos observaveis
nao variam com o tempo, uma transicao de fase ¢ uma transformacao relevante em um
sistema macroscopico de um estado de equilibrio para outro quando um parametro do
sistema atinge um determinado valor critico, tal como ocorre, por exemplo, na transi¢ao
da fase liquida para a gasosa de uma determinada substancia na sua temperatura de va-
porizagao |[CF94]. O estudo das transi¢oes de fase é um topico com abrangéncia geral
em muitos campos da Fisica, desde as mudancas de fases de fluidos simples, aos siste-
mas magnéticos, transicoes ordem-desordem, ferroelétricos, cristais liquidos, fluidos nao
newtonianos, supercondutores, superfluidos, etc. As transi¢oes de fase sao comumente
classificadas em transicoes de primeira e de segunda ordem. As transi¢coes de primeira
ordem sao caracterizadas por descontinuidades na primeira derivada da energia livre de
Gibbs, implicando na existéncia de calor latente e mudancas bruscas de observaveis, tais
como a densidade na transicao liquido-gas, por exemplo. J4 as transicoes de segunda or-
dem apresentam descontinuidade na derivada de segunda ordem da energia livre, auséncia
de calor latente e distingao entre a fase “ordenada” e a “desordenada” caracterizada pelo
comportamento continuo de um “parametro de ordem” (ver a Fig. 1.2). Tais transi¢oes
apresentam ainda singularidades no ponto de critico em diversas propriedades do sistema,
tais como no calor especifico e/ou na susceptibilidade magnética [Mey09].

Através de aproximacoes simples, como, por exemplo, a de campo médio, pode-se
formar um quadro intuitivo acerca das transigoes de fase. Esta aproximacao, contudo, ge-
ralmente falha em prover explicagoes quantitativas em uma larga variedade de fenomenos
e frequentemente nao captura caracteristicas conceituais importantes dos processos fisicos
subjacentes. Os desenvolvimentos acerca das transi¢oes de fase consistem em avangos na
caracterizagao da fenomenologia e no aumento da sua compreensao usando uma “combi-

nacao de (raras) solugoes exatas de principios tedricos e aproximagoes numéricas” [BL09|.
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Figura 1.2: (a) Representagao esquemética de uma transigao de fase de primeira ordem,
explicitando a descontinuidade na energia interna do sistema no ponto critico (Pt.C). (b)
Em contraste, uma transicao de segunda ordem apresenta energia interna continua no
ponto critico.

Uma caracteristica essencial das transigoes de fase de segunda ordem ¢é o comporta-
mento do tipo lei de poténcia de diversas propriedades do sistema nas vizinhancas do
ponto critico. Outra caracteristica relevante sao as correlagoes criticas de longo alcance
completamente especificadas pelas propriedades de simetria do modelo em consideracao e
independentes dos detalhes das interagoes microscopicas [Hin06]. Isto permite categorizar
as transigoes de fases para sistemas que possuem os mesmos comportamentos gerais para
as suas grandezas nas vizinhancas dos pontos criticos, os quais sao caracterizados por ex-
poentes criticos. Estas categorias de comportamento sao ditas classes de universalidade.
A nocao de classe de universalidade foi introduzida por experimentalistas ao observar que
varios sistemas fisicos aparentemente sem qualquer relacao entre si apresentavam o mesmo
tipo de comportamento critico [Hin06,Sta99|. Em seguida, os primeiros conceitos tedricos
foram desenvolvidos por Leo Kadanoff [Kad71].

A ideia de classes de universalidade tornou-se um paradigma da teoria de fendmenos
criticos de equilibrio. Devido ao ntimero limitado de classes de universalidade, fundamen-
tar e classificar a transicao em um quadro completo, assim como fez Mendeleev para os
elementos quimicos, sao os principais objetivos e perspectivas das teorias que abordam
as transi¢oes de fase [Hin06]. A mais promissora nesse sentido é a aplicagao de teoria de

campos conformes em fendémenos criticos de equilibrio [Pol70].
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Em Mecanica Estatistica de Equilibrio, o exemplo fundamental de transicao de fase
ordem-desordem em duas dimensoes é a do modelo de Ising, em que no limite termodina-
mico a susceptibilidade magnética e o comprimento de correlacao entre spins divergem &
medida que a temperatura se aproxima da temperatura critica finita [MW73]. Esta tran-
sicao é fundamental também por apresentar uma solucao exata, obtida por Lars Onsager,
constituindo uma das mais solidas e robustas classes de universalidades de equilibrio. Para

ilustrar a definigao de alguns expoentes criticos do modelo de Ising, citamos [Sta71]

M ~ (T,-T)",

X |T_TC|_Q7

Cy ~ |T—T.7,
6 ~ |T_TC|_VL7

em que M é a magnetizacao, que define o parametro de ordem; 7' é a temperatura com a
funcao de parametro de controle, T, é a temperatura critica, y a susceptibilidade, C'y o
calor especifico em campo magnético (H) constante e £ denota o comprimento de corre-
lagao. Portanto, os expoentes criticos associados a estas grandezas sao, respectivamente,
B, a, 7, v, . Tais expoentes nao sao independentes; ao invés disso, eles obedecem a rela-
¢oes de escala, como, por exemplo, a + 25 + v = 2 [StaT7l].

Em transi¢oes de fases de nao-equilibrio (ver Fig. 1.3), em que observéveis variam no
tempo, os conceitos de universalidade e expoentes criticos, originalmente desenvolvidos
no contexto da Mecéanica Estatistica de Equilibrio e explorados pelas hipoteses de escala
e pela técnica de expansao em € do Grupo de Renormalizacao, também sao largamente
aplicados [BL09,004]. Espera-se, contudo, que as classes de universalidade dos fenomenos
criticos de nao-equilibrio sejam mais diversas, uma vez que envolvem o tempo como grau
extra de liberdade e portanto sao governadas por propriedades de simetria associadas a
dindmica [Hin06|. H&, de fato, uma grande variedade de fendmenos exibindo transi¢oes
de fase de nao-equilibrio na natureza, os quais vao desde transicoes morfologicas do tipo
liquido-vidro [CGT79| até processos que envolvem eventos de criagao-difusao-aniquilagao
[FMLO1], tais como a evolugao de doengas e processos de infecgao-cura, reagoes cataliticas,
etc. De particular interesse para este trabalho sao as transi¢coes dindmicas para estados
absorventes, tipicas de sistemas que apresentam estados que uma vez atingidos nao podem
ser deixados, tais como aqueles que envolvem sincronizagoes [BLTO01], criticalidade auto-
organizada [DAMT01|, etc. No contexto do problema de foraging, veremos adiante que
estes estados absorventes caracterizam-se por associar ao forager uma energia acumulada

nula ou negativa (“morte” do forager).
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A transicao de fase para um estado absorvente nao tem um anélogo de equilibrio, pois
tal estado é irreversivel por definigao [CW51] e reversibilidade é uma condigao necessaria
para que haja equilibrio termodinamico [CF94,004]. Em outras palavras, as transices de

fase para estados absorventes sao fenémenos tipicos de nao-equilibrio. Como mencionado,

N
>

Fase 2

Pt.C r
Fase 1\4. N

Parametro de Controle

Parametro de Ordem

Figura 1.3: Representagao esquematica de uma transicao de fase de segunda ordem de
nao-equilibrio de um estado ativo (Fase 2) para um estado absorvente (Fase 1), passando
continuamente pelo ponto critico (Pt.C).

varios conceitos associados as transi¢oes de fase em equilibrio também se aplicam em
transicoes fora do equilibrio. Para ilustrar uma classe de universalidade de Mecéanica
Estatistica de Nao-Equilibrio, consideremos o caso da percolac¢ao direcionada (directed
percolation - DP) [Hin06]. Assim como para o modelo de Ising, observamos na vizinhanga
do ponto critico que

p ~ lp—pl, (1.6)
P o~ [p=pdl” (1.7)
L~ [p—pl ™, (1.8)
§ ~ [p—p . (1.9)

Acima, p denota a densidade de sitios ativos, que define o parametro de ordem, p é pro-
babilidade de conexao, que determina o parametro de controle, p. é probabilidade critica
de conexao, P denota a probabilidade de sobrevivéncia de um sitio ativo, que também
pode ser interpretada como um parametro de ordem [GdITT79|, £, é o comprimento de

correlagao temporal e & o comprimento de correlacao espacial [Hin06]. Para esta classe



CAPITULO 1. INTRODUCAO

de universalidade observa-se que = 3/, em funcao da presenca da simetria de reversao
de rapidez (rapidity reversal symmetry) [Hin06].

Assim como o modelo de Ising em Mecéanica Estatistica de Equilibrio, a percolagao
direcionada é fundamental para a teoria dos fenomenos criticos fora do equilibrio, mos-
trando uma transi¢ao de uma fase ativa para um estado absorvente (nenhum sitio ativo
num dado instante de tempo). Tal transigao caracteriza a chamada classe de universa-
lidade DP, com expoentes criticos compartilhados por diversos sistemas fisicos em uma
variedade de contextos e aplicagoes [004]. Vale mencionar ainda que, mesmo em sua
forma mais simples, os comportamentos nas vizinhangas do ponto critico do problema de
percolacao direcionada apresentam elevada complexidade, sem solucao exata mesmo em
uma dimensao [Hin06].

Para se ter uma ideia do alcance da classe de universalidade DP, foi sugerida por
Janssen [Jan81] a conjectura, que estabelece que todas as transigoes de fase continuas para
um TUnico estado absorvente em sistemas de uma componente, com interagoes de curto
alcance e sem simetria extra e/ou inomogeneidade ou desordem, pertencem a classe de
universalidade DP [OS96]. Assim, a percolagao direcionada tem sido largamente estudada
via técnicas usuais de Grupo de Renormalizacao, analise de escala para sistemas com
tamanho finito, etc [BL09).

Nesse sentido, no presente trabalho caracterizaremos os expoentes criticos associados a
dindmica energética do problema de foraging préximo ao limiar de extingao, combinando
resultados analiticos e simulagoes numeéricas no contexto de distribuicoes de Lévy de
tamanhos de passos. A fim de empreendermos este estudo é necessario entender com
mais profundidade o teorema do limite central, bem como a sua generalizacao, pois o
utilizaremos como ferramenta de mapeamento da energia acumulada do forager em um
modelo de caminhada aleatéria browniana, para obter a taxa de sobrevivéncia e o seu

expoente critico associado.

1.3 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central - TLC (central limit theorem - CLT) é um dos resultados
fundamentais da teoria de probabilidades para o tratamento de um grande niimero de
eventos estatisticos. Ele possui intimeras aplicagoes em diversos contextos fisicos e, devido
as suas poucas condigoes a serem satisfeitas, permite uma vasta modelagem de fenémenos
aleatorios utilizando distribui¢oes gaussianas e dinamicas brownianas. Em particular, nos
beneficiaremos da sua utilizagao no célculo realizado no capitulo 2 da energia do forager.

Inicialmente, como um exemplo ilustrativo, consideremos um dado nao viciado de

seis faces em que cada face tem mesma probabilidade, p = 1/6, de ocorrer apds um
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1.3. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

langamento. Quando o dado é jogado duas vezes (ou jogamos simultaneamente dois
dados: eventos s; e sy, respectivamente), o nimero de maneiras (configuragdes) de se
obter, por exemplo, o valor 7 como resultado da soma dos valores obtidos em cada jogada
é maior que o nimero de maneiras de se obter a soma 2. Isto é, para o valor da soma 7
temos r =s1+ S =146=2+5=34+4=6+1=5+2=4+3 =7, contabilizando
6 maneiras possiveis, ao invés de apenas uma para a soma 2: 1+ 1 = 2. Além disso,
como p = 1/6 entao cada dado apresenta um valor médio para a face sorteada igual a
3,5, de modo que 7 é também o valor médio ou valor esperado da variavel soma x em
dois langamentos, denotado por (x). O valor méximo para um dado nao viciado em duas
jogadas é 12 (s; = s2 = 6), e o minimo, 2. Quando o dado ¢ lancado muitas vezes (lei
dos grandes numeros), os valores maximos e minimos para a soma se tornam eventos
cada vez mais raros e o valor médio cada vez mais provavel. Em outras palavras, ao se
jogar 100 vezes um tunico dado, a probabilidade de se encontrar em todas as jogadas a
face 1, obtendo o valor minimo da soma z = 100, ou a face 6, obtendo o valor maximo
da soma x = 600, é praticamente nula. Desse modo, os eventos mais acessados serao as
somas cujos valores se encontram no entorno da média, (x) = 350, ou mais precisamente
as somas que se encontram no intervalo 350 4+ 17, onde 17 representa o desvio padrao da
varidvel soma x.

Nesse contexto, podemos escrever a funcao densidade de probabilidade de se obter o

valor aleatorio s; de uma dada face do dado apdés um langamento como

wls) = 5 D2 8lsi— 1), (1.10)

onde 0 denota a fungao delta de Dirac e f é um indice que varre o valor das faces do
dado. E possivel generalizar esta densidade desde o caso de uma moeda nao viciada de
duas faces até o limite de uma esfera, pensada como a generalizacao de um dado com um
nimero NV infinito de faces*, isto é,

N
w(s:) =+ > o(si— f). (1.11)
A média da variavel s;, denotada por (s;) = (s), é definida por

(s) = /_00 sw(s)ds, (1.12)

*Como os gomos da tradicional bola de futebol (por exemplo, a bola telstar da Copa do Mundo de 1970),
no limite em que a area dos gomos tende a zero.

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO

a qual é também denominada de primeiro momento da distribui¢ao w(s). Similarmente,

o n-ésimo momento da distribuicao é definido por

(s") = /_OO s"w(s)ds. (1.13)

o0

Assim, podemos calcular o desvio padrao da variavel s, o, = \/((As)?), tal que
os =/ (s?) — (s)2, para As=s—(s). (1.14)

No contexto da analise estatistica de dados, o, pode ser interpretado como o desvio
estatistico com respeito & média*.

Podemos ainda nos perguntar sobre o que aconteceria com a distribui¢cao de probabi-
lidades P(x) dos valores x da soma para um grande namero (e.g. 100) de jogadas se, por
exemplo, modificassemos o nimero de possibilidades de valores para a variavel aleatoria
s; (as “faces do dado”), tal que, por exemplo, s; = 1, ;’,2, 2,3, ;,4, 3,5, 121,6 isto ¢, se
alterassemos w(s;), porém mantendo algumas de suas caracteristicas. A resposta ¢ que,
independentemente da forma especifica de w(s;), sob certas condi¢oes a distribuigao de
probabilidades P(x) para a soma x converge para a mesma funcao, dita gaussiana, apos
um grande nimero de eventos estatisticos (“jogadas do dado”). Esta resposta é fornecida
pelo teorema do limite central.

A seguir enunciaremos o TLC e apresentaremos uma demonstracao padrao, com énfase

nos principais pontos de discussao!.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central). Seja S = {s;}n o conjunto de N waridveis
aleatorias estatisticamente independentes s;, identicamente distribuidas sobre R, tal que a
probabilidade de que uma determinada varidvel s; assuma um valor no intervalo [s;, $; +
ds;) seja w(s;)ds;, com média (s) e varidncia ((As)?) finitas. Entdo, para N > 1 a
densidade de probabilidades P(x) para um dado valor da soma x = Zf\il s; converge para

uma distribuicao gaussiana, dada por

P(x) = \/217T—U exp { 212(56 - MN)217

com média uy = N{s) e varidncia 0® = N{(As)?).

Demonstragao. Inicialmente vamos considerar, por simplicidade, N = 2, tal que a soma

r = S1 + So seja encontrada entre x e x + dz, sendo s; e s, sorteadas com probabilidades

*As barras de erro que comumente aparecem em graficos de dados estatisticos.

fUma demonstracdo com maior énfase nos pontos sutis do rigor matematico pode ser encontrada em
[Khi49].
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1.3. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

S2 com w(8s2)dsa

| Sy

S1 s1+dsy I
} +—+ } ¥ T

0 =z 82 sy+dsy g 4dx

s1 com w(sy)dsy

Figura 1.4: Intervalo de variacao de duas variaveis aleatorias s, e s tal que  esteja entre
xex+d.

w(s1)ds; e w(sy)dsy dentro dos intervalos de s; até s; + ds; e de sy até sy + dss, respec-
tivamente (ver Fig. 1.4). Para determinarmos a distribui¢ao de x é, portanto, necessario
somar sobre todos os valores possiveis de s; e sp cuja soma pertenca ao intervalo de = até

x + dx, isto é, somar sobre r < s1 4 $9 < x + dx:

P(z)dx = // w(sy)w(s2)dsidss. (1.15)

r<s1+sa<z+dr

Substituindo s, = x — s1 e utilizando o jacobiano para o produto dos infinitésimos ds;dss,

tal que
Os1 Os1
dsidsy = gz; 5)52 dsi;dx
8s1 Oz
1 0 1.16
= ds;dx ( )
-1 1
= dsidx,
entao

r4-dz
P(z)dx = / / w(sy)w(z' — s1)dsidx’. (1.17)
s1(z) Jx

Notando que para uma fungao ¢(x) continua sobre R, tal como as distribuigoes w(s;) e

W(82)7

z+dx
/ o(2")dr' = dxo(z), Ve,
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pela interpretacao geométrica da integral [Rei65, p. 30|, entdo podemos remover a restri-

¢ao sobre s1, uma vez que x é qualquer, ou seja, s1(z) pode variar em R,

P(z)dx = h w(sy)w(x — s1)dsdz
/“’O (1.18)

o0

S P(x) = /_ w(sy)w(x — s1)dsq.

oo

Podemos agora utilizar a funcao delta de Dirac para voltar a variavel so, isto €,

_ / h / " (1) (52)0]55 — (2 — 51)|dsrdss

I: (@) / / 81 82 [.T — (81 + SQ)]dSldSQ,

de modo que, para N > 2, podemos generalizar por inducao:

/ / w(s1) - - w(s)d (m _ f}) ds, - - dsy. (1.20)

=1

(1.19)

Utilizaremos, em seguida, a representacao de Fourier da fungao J e tomaremos a transfor-
mada de Fourier das densidades w, Q(k), denominada fung¢do caracteristica da distribuigao

w, isto &,

T [~ _.
d(z) = %/ e~k dk,

o (1.21)
Qi (k) :/ e*sw(s;)ds;.

—00

Uma vez que s; sao variaveis aleatérias independentes e igualmente distribuidas, tal que
w(s;)ds; = w(sj)ds; = w(s)ds e Q; = Q; = Q, entao

/ / w(sy) - w(sy)dsy - dsN/ dle~ @251 8)

:/ dk:e’k:”/ ’kslw(sl)dsl'--/ 5N sy )ds (1.22)
- ik (k)] dk.
L[ e o)

—0o0
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1.3. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Devido ao fator oscilatorio exp(iks), Q(k) decai quando k aumenta. Por exemplo, supondo
que a variavel s assuma valores no intervalo a < s < b, com (b — a)k > 1, reescrevemos

Q — Q dentro deste intervalo como

iks |b b iks
P/Pirtes (S) (& _/ 6. d—wdS
Zk a a Zk‘ dS (1.23)
eiks b
= 2
w(s) T a—i—(’)( )
=z,

Notamos ainda que este resultado persiste para qualquer intervalo [a, b, isto é, mesmo para
[a,b] — (—00,00), uma vez que ao tomarmos o limite s — 0o, em conjunto com a hipotese
de finitude da média e da variancia de w(s) enunciada no teorema, entao |w(s)| — 0 de
modo suficientemente rapido. Em particular podemos considerar que as fungoes w variam
lentamente para distancias longinquas do valor médio, ou seja, |dw/ds| < kw, e portanto

k>1

QQ — Q ~ 0. Podemos, entao, escrever a expansao de e**

em torno de k£ = 0 para

qualquer valor de s devido a ponderagao de w(s):

Q(k) = /OO w(s)(1 +iks — 3k*s* + -+ )ds (1.24)

=1+ ik(s) — Lk*(s*) + - --

Ainda evocando a finitude dos dois primeiros momentos de w(s), definimos u = N(s) e
02 = N{(As)?) = N({s?) — (s)?), cuja substitui¢do na Eq. (1.24) leva a

1 2 .2
Q) =1+ ikl — 1K@

LT oy, (1.25)

Para a N-ésima poténcia de ), no limite de N — oo, podemos escrever

. N L1 Lk%e? N
Jim Q)" = i (1+ikG - 557
L B\ (1.26)
= Jm (1+7)

Y
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onde » = ikp — 3k*0*. Substituindo o resultado (1.26) na Eq. (1.22), e restaurando a

expressao original de », obtemos

1 o)
P(w) = o / S

t 1 L /OO oot e g
2m oo

(1.27)

Em seguida, substituindo z = k + ia, com a = U—lz(x — ), e observando os limites da

integracao, chegamos a

P(z) = L exp {—L(x - M)z} /Oom e 27z, (1.28)

2
271— 20— —ocotia

Para determinarmos a integral acima definida na variavel complexa z, utilizaremos o
Teorema de Cauchy [DK96|, §,, f(z)dz = 0, para uma funcao f(z) analitica no contorno
C (ver Fig. 1.5),

_1.2.2 _1.2,2 _1_.2.2 _ 12,2 _1.2.2
j(I{dze 202:/6126 QUZ—J-/ dze 2UZ~|—/ dze 2"Z+/ dze 27% = 0.
C C1 Ca C3 Cy

Podemos notar na Fig. 1.5 que [, = — [, que [, — — [ OO+W eque [ — [T ¢
\C\}mz
Ch «
02 < < 04
—o 0 C7'3 o0 ,§Rez

Figura 1.5: Contorno C' utilizado para a aplicagao do teorema de Cauchy no plano com-
plexo, subdividido em quatro partes sem singularidades internas. A parte C; do contorno
C' contém o intervalo da integral que queremos calcular, (—oco + i, 00 + ).

fCompletando o quadrado do argumento da exponencial, isto é,

1, 1 oo 1., 1 , 1 , 1 ,

- —%O’Q { [kﬂ'glz(x—u)r + 014(35—”)2}.
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restrita a parte real de z. Ou seja, nesta ultima parte do contorno podemos fazer z — v,

tal que y seja um namero real, levando a

OO—‘,-ZO{ 12,2 o0 12,2 27T
/ e 27 %dz = / e 27V dy = —-
—oo+ia —00 o

Assim, a partir da Eq. (1.28) finalmente obtemos a fungao densidade de probabilidade

gaussiana:
1 1 2

]

Ao seguirmos as condigbes do enunciado do teorema do limite central durante a de-
monstragao acima, a generalidade do seu resultado foi verificada para qualquer que seja a
distribuicao w(s;) das variaveis s;, desde que estas sejam estatisticamente independentes e
identicamente distribuidas, com w(s;) variando lentamente num intervalo finito ou caindo
rapidamente para s — oo, de forma que os seus dois primeiros momentos sejam finitos.
Assim, garantimos que a variavel soma x esteja distribuida por uma gaussiana no limite
em que N — oo. Neste sentido, a gaussiana é dita como o atrator estatistico [BPB99|
de densidades w cujos primeiros momentos sao finitos.

Um resultado interessante do ponto de vista matematico pode ser obtido notando-se

que P(z) é a convolugao, definida como

[wy * wy|(x) = /wl(s)wg(x — s)ds,

de N distribuigoes,

P(z) = wy * -+ - x wy,

admitindo a existéncia de uma fungao transformada inversa de Fourier para P(z),

1 SR
P(z)=— [ e ™ Py(k)dk.
@ =5 [ P
Isto é, diretamente a partir da Eq. 1.22 podemos concluir que Py (k) = Q1(k) -+ - Qn(k),
e no caso particular de variaveis identicamente distribuidas, Py (k) = [Q(k)]". Por esta
razao, P(x) é dita infinitamente divisivel.

Particularmente, o teorema do limite central nos diz como a distribuicao de cada
variavel s contribui para a soma. Para valores finitos de N é importante notar que a
aproximagao gaussiana para P(z) se aplica bem no entorno do centro da distribuigao

(condicao de k no entorno de zero), isto é, desvios consideraveis podem ocorrer na regiao

17



CAPITULO 1. INTRODUCAO

da cauda da gaussiana em que os pesos w(s) sao tipicamente reduzidos. Desse modo, o
desvio padrao o, que determina a largura da gaussiana ao redor da média, também da

uma medida do intervalo de confianca do teorema do limite central. De fato, o resultado
o~ N2 (1.30)

¢ uma assinatura tanto da distribuicao gaussiana quanto das caminhadas aleatérias brow-
nianas [VALRS11|, e determina o padrao de difusdo do caminhante aleatério a medida
que mais passos sao executados.

A convergéncia para a distribuicao gaussiana ainda pode ser verificada mesmo que
as variaveis s; e s; ndo sejam identicamente distribuidas, com w(s;)ds; # w(s;)ds; ainda
apresentando os primeiros momentos finitos. De fato, a condi¢ao de independéncia das
variaveis s; e s; pode ser relaxada desde que as mesmas permanecam fracamente correla-
cionadas, tal que o TLC continua valido [GK54].

O TLC é de nosso especial interesse nao s6 por ser um resultado fundamental da
teoria de probabilidades, como também pelo fato da distribuicao de Lévy nao satisfazer
a hipotese essencial dos primeiros momentos finitos, e portanto, nao se enquadrar nos
requisitos do TLC. Tal fato gera intimeras consequéncias interessantes no contexto das
buscas aleatorias que utilizam distribui¢oes de Lévy para os tamanhos dos passos. De fato,

como veremos a seguir, as caminhadas de Lévy sao governadas pelo TLC generalizado.

1.4 Teorema do Limite Central Generalizado

O teorema do limite central generalizado surge da questao de se determinar qual é o atra-
tor estatistico de distribuigoes que possuem os primeiros momentos divergentes. Neste
sentido, é importante apresentarmos o conceito de distribuigoes estaveis, como veremos
adiante.

Iniciamos a discussao observando que, ao somarmos (convolugao) N gaussianas, o re-
sultado ainda é uma distribuicdo gaussiana, com uma variancia o dada por N vezes a
variancia finita de cada varidvel independente, o2, de acordo com o teorema do limite
central. Essa estabilidade na forma sob convoluc¢oes permite classificar a gaussiana como
uma distribuigao estavel. Nesse sentido, Auguste Cauchy (1853) e Paul Lévy (1930) mos-
traram que também existem distribuicoes que sao estaveis mesmo tendo os seus primeiros
momentos divergentes (portanto nao seguindo o TLC), e que a distribuigao de probabili-
dades py(x) da soma x = s; + s9 + ... + sy é a mesma dos eventos individuais, p;(sy),
a menos de um fator de escala [SKZ96]|, isto ¢, py(z) = 1zp1(x/A), onde A € Re a € R.
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Com base em tais ideias, definiremos formalmente a seguir o conceito de distribuigoes

estaveis e enunciaremos o teorema do limite central generalizado.

Definigao 1 (Probabilidades Estaveis). Seja = S s; a soma de N varidveis alea-
torias s;, estatisticamente independentes e identicamente distribuidas com densidade de
probabilidade w(s;). A distribuigio de probabilidades da soma x destas varidveis é dada

por N convolugoes de w(s;). As distribuicoes w(s;) e P(x) sao entao ditas estdveis se
w(s;)ds; = P(z)dz, (1.31)

onde x = ans; + by e ay e by sao constantes. Em particular, para by = 0 as

distribuicoes sao ditas estritamente estaveis.

Teorema 2 (Teorema do Limite Central Generalizado). Seja 2 = S, s; a soma do
conjunto S de N wvaridveis aleatorias s;, estatisticamente independentes e identicamente
distribuidas com densidade de probabilidade estdvel w(s;). No limite N — oo a distribui-
¢ao da soma x converge para uma densidade estdvel e infinitamente divisivel P(x), tal

que P(x)dx = a Pw(s;)ds;, onde a™? denota um fator de escala.

Demonstragao. Notando inicialmente que s; + s; = s, € S, entao, iterativamente,

r=58+S2+83+S4---+Sy-1+ SN

/ / S,
N/2

51 52

=)+ 85+ + Sy (1.32)

= s,
Observando ainda que existe um s; € S e um a € R tal que as] = s; = s, temos que
w(astM)ds” = w(s)ds.
Se P(z) ¢ infinitamente divisivel,

P(azx)dr = a?P(x)dx,

em que a” é um fator de escala, tal que p € R. Entao, se as densidades sao estaveis,
finalmente obtemos

P(z)dxr = a Pw(as™)ds?™ = a Pw(s)ds.
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Isto ¢, a probabilidade de um dado valor da soma x ¢ igual a probabilidade de um evento

individual s; a menos de um fator de escala*. O

Corolario 1. A wvaridvel aleatoria x € dita estdvel se, para x1 e xo copias independentes

de x e constantes u e v € R, a condicao
ury + v L az + b (1.33)

for satisfeita.

Por exemplo, no limite de um grande numero N de eventos sorteados a partir de uma
distribuigao infinitamente divisivel [BPB99|, a lei de escala para a distribuigdo a-estavel

de Lévy, w,(s), caracterizada pelo parametro 0 < o < 2 (ver a seguir), obedece a relagao

Wa($) Pa(x/Nl/a), (1.34)

1
~ N1l/a
com desvio padrao dado por [SKZ96]
o~ NV, (1.35)

E interessante contrastar com a distribuicao gaussiana, para a qual

w@yvagmwwa (1.36)

tal que
o~ N2, (1.37)

Se considerarmos o contexto das caminhadas aleatérias com densidade de probabilidade
wa(s) dos tamanhos s dos passos, temos, portanto, um parametro () que determina a
assinatura da trajetoria do caminhante dependente da bacia de atracao estatistica: para
0 < a < 2 os resultados das Eqgs. (1.34)-(1.35) indicam que w,(s) e P,(x) sdo regidas pelo
teorema do limite central generalizado (distribuigoes a-estaveis de Lévy); por outro lado,
para « > 2 as Egs. (1.36)-(1.37) atestam que é o TLC que governa o comportamento
browniano das distribui¢coes. De fato, a diferenca espacial entre a caminhada aleatoria
com densidade de probabilidade de Lévy para os tamanhos dos passos e o caminhante
browniano é ilustrada na Fig. 1.6.

*Uma prova matematicamente mais rigorosa deste teorema pode ser encontrada em [GK54].

O simbolo < significa igualdade entre distribuigoes, i.e. os conjuntos & esquerda e a direita do simbolo
sao distribuidos segundo a mesma lei de probabilidades [Nol10].
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(a) Caminhante Browniano (b) Caminhante de Lévy

Figura 1.6: (a) Caminhada aleatoria browniana caracterizada por comprimentos de passos
com valor maximo da ordem de um desvio padrao gaussiano. (b) Caminhada aleatoria de
Lévy com distribui¢ao de tamanhos de passos com a = 0.5. Devido a divergéncia do seu
primeiro momento, passos (em azul) de comprimentos muito maiores que o comprimento
médio do passo browniano (dentro da mesma escala) passam a existir com probabilidade
consideravelmente maior do que no caso gaussiano. Ambas as caminhadas contém 7 x 103
passos.

A principal consequéncia do teorema do limite central generalizado foi a ampliacao da
bacia de atratores estatisticos, ou seja, do “dominio de atragao das leis estaveis” [BPB99|.
Lévy determinou toda uma classe de distribui¢oes governadas pelo TLC generalizado, no-
meada como a classe das distribuicoes a-estéveis de Lévy. Tais distribuigoes sao descritas

pelas fungoes caracteristicas ¢o(k), tais que

o (F) = exp {—]:a|/€|a[1 — i3 t'an(wa/Q)sgn(k)]}, para o # 1; (1.38)
exp {—71|k|[1 + i82sign(k) In |k[]}, para a = 1,

em que o parametro « assume valores 0 < o < 2, 8 & um parametro (skewness) definido
no intervalo —1 < 8 < 1, j, é uma constante positiva e sign(k) é a fungao sinal. O caso
especial @ = 1 constitui uma generalizacao da funcao caracteristica da distribuicao de
Cauchy, com a introdugao de uma fase dependente de 5. De fato, através da introdugao
do parametro [ foi possivel descrever assimetrias nas distribuigoes estaveis com respeito
ao seu centro (s = 0), isto ¢, f esta associado a uma fase que governa a assimetria da dis-
tribuicao. Em nossos estudos, trabalharemos sempre com distribuigoes de Lévy simétricas
(8 =0). Na segao 1.6 exploraremos o comportamento assintotico destas distribuigoes no

limite s > 1, descrito por uma lei de poténcia de s com expoente a.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

1.5 Assinaturas Dinamicas: Difusao Normal, Sub e Su-

perdifusao

Uma vez que caracterizamos na se¢ao anterior a assinatura geométrica das caminhadas
aleatorias com distribui¢oes de tamanhos de passos browniana e de Lévy, vamos em se-
guida determinar as suas respectivas dinamicas de evolugao temporal.

Inicialmente, podemos dizer que ao levar em conta os passos da caminhada um a um,
através da convolucao de suas distribui¢oes obtemos uma densidade de probabilidade de
encontrar o caminhante numa dada posicao x apés N passos. Nesta formulacao, temos o
espago continuo e o “tempo” (isto é, a variavel ntumero de passos) discreto. Como veremos
a seguir, ¢ possivel tomar o limite temporal continuo ao se associar adequadamente o
nimero de passos ao tempo.

De fato, para passar ao limite de tempo continuo no caso unidimensional, podemos
nos perguntar pela densidade de probabilidade P(x, N + 1) de encontrar o caminhante
na posicao x apés N + 1 passos. Considerando passos de tamanho dx > 0, tal funcao é
determinada pela probabilidade de que apos N passos o caminhante realize um desloca-
mento para a direita com probabilidade p a partir da posicao x — dx, ou para a esquerda

com probabilidade ¢ = 1 — p a partir da posi¢ao x + dz:
P(z,N+1)=pP(x —0x,N)+ qP(x + éz, N). (1.39)

Na equagao acima podemos agora fazer as associagoes N — t e (N + 1) — (t + 6t), tal

que
P(x,t+ 0t) = pP(x — dx,t) + qP(x + 0x, ). (1.40)

Considerando incrementos infinitesimais e expandindo em série de Taylor para cada va-

riavel, obtemos

2

P(z,t) + %525 +O(5t*) =p [P(x, t) — g—P(Sx + 32—5(5@2 + O(émg’)} +

L o
or 1O o N2 3
+q {P(x,t) + e dx + 5 527 (0x)” + O(éx ),}
isto é,
2

or _ or  po°p (1.42)

ot ox 022’
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1.5. ASSINATURAS DINAMICAS: DIFUSAO NORMAL, SUB E SUPERDIFUSAO

tal que v = (p—q) % ¢ a velocidade tendenciada (bias velocity) e D = % é a constante de
difusdo. A Eq. (1.42) determina a dinAmica da densidade de probabilidade do caminhante
aleatorio browniano (note que os primeiros momentos da distribui¢ao de deslocamentos
convergem) para espaco e tempo continuos, e representa a equagao de Fokker-Planck neste
contexto.

Note que o fator v/D diverge, uma vez que v/D ~ 1/dx no limite continuo (dx, ot —
0). Portanto o termo convectivo 0P/0x invariavelmente domina sobre o termo difusivo
0?P/dz*, neste sentido, no limite continuo devemos ter (p — q) o< dz [Red01], para que

ambas primeiras e segundas derivadas sejam simultaneamente finitas, isto ¢,

VOx

55 (1.43)

pP—q=

ou, uma vez que ¢ = 1 — p,

1 vox 1 vox
=14+ — =—|1-—). 1.44
p2(+2D>eq2< QD) (1.44)
De um modo nao rigoroso, qualquer processo de saltos (hopping) estocasticos em que a
distribuicao de comprimentos de passos seja bem comportada tem uma descrigao continua
em termos da equacao de Fokker-Planck [Red01].
A forma geral da equacao de difusao, levando-se em conta arrastos, fontes e e transmis-

soes de ordem nao-linear, e outros efeitos relacionados, por exemplo, pode ser encontrada

CO1mo:

orP 0 0?

=5 = 75 A P D]+ o [Ble, ) P(x,1)]. (1.45)

As funcgoes A e B variam de acordo com o contexto fisico.

A densidade de probabilidade P(x,t) para um ou um conjunto de caminhantes aleato-
rios, obedece & mesma equacao da difusao para a temperatura T ou a concentragao ¢ de
espécies quimicas em difusao, de acordo com a equagao do calor ou a lei de Fick [Sor06],
respectivamente. A razao fundamental é que as varidveis T' e ¢ sdo manifestacdes mis-
croscopicas para um grande nimero de movimentos aleatorios em todos os seus graus de
liberdade. Para a temperatura, os graus de liberdade sao os fénons colidindo com hetero-
geneidades em volta que podem se comportar, também, como um caminhante aleatoério.

Ainda, vale mencionar que P(z,t) pode mapear o processo do telegrdifo aleatorio, isto
é, considerando a equacao da difusao de um modo geral, tomando como premissa que a
variavel aleatoria x pode adquirir os valores a ou b que se alteram entre eles a medida que
o tempo passa [Gar85|.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

Para obtermos a sua solugao, tomemos a transformada de Fourier de P(x,t), isto é,
P(k,t) = [*_ P(z,t)e*dz, tal que
—o0

OP(k, 1)

o = (ikv — Dk*)P(k.t). (1.46)

Em seguida, integrando no tempo e realizando a transformada de Fourier inversa, obtemos,

para um caminhada iniciada em x = 0,

T [~ _.
P(ZE, t) _ %/ e—zk(m—vt)—Dtkgdk’

1700 ) ) (1.47)
P(zx,t) = \/mexp {_4_Dt (x —vt) }

Para o caso especifico em que deslocamentos para a esquerda e direita tém probabilidades
iguais (p =q=1/2 e v =0), temos que
2
or _ poP (1.48)
ot Ox?
que é conhecida como equacao de difusao do calor [Rei65], com solugao gaussiana obtida
fazendo v = 0 na Eq. (1.47). Assim, por comparacao direta entre as Eqs. (1.47) e (1.29),

obtemos a variancia o2 = 2Dt e o resultado candnico para a dindmica browniana:
o~ tY2, (1.49)

Portanto, espalhamento espacial da caminhada browniana ao redor da sua posi¢ao média
¢ tipicamente limitado pela poténcia t'/2, como ilustrado na Fig. 1.7. Este resultado tam-
bém é valido para dimensoes maiores que um e caracteriza a chamada difusao normal.
Entretanto, este formalismo falha para distribuicoes de Lévy, uma vez que nao leva em
conta as correl¢oes de longo alcance, isto ¢, a densidade de probabilidade P(z,t) ¢ obtida
da densidade de pequenos passos P(z &+ dz,t) em que dz é infinitésimal.

Podemos generalizar o tratamento do limite continuo acima, supondo uma forma mais
geral para as taxas de transicao entre posicoes ocupadas em instantes distintos. Seja
W(x, &t — 1) a taxa de transi¢do da posi¢ao & no tempo 7 para a posigdo x no tempo
t. Uma variacdo temporal de P(z,t) esta associada tanto a um fluxo positivo do tipo
W(x, &t —1)P(&,7) (0o caminhante estava em £ no tempo 7 e saltou para a posi¢ao = no

tempo t), quanto a um fluxo negativo do tipo W(&, z; t—7) P(z, 7) (0 caminhante estava em

24
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x no tempo 7 e saltou para a posi¢ao £ no tempo ). Somando sobre todas as possibilidades,

obtemos a equacao mestra generalizada (generalized master equation) [KBS87]:

apgf,t) _ /_Z /Ot Wi, &t — T)P(E,7) + W(E, 23t — 7)P(x, )] dédr,  (1.50)

a partir da qual também é possivel reobter a Eq. (1.46) para a difusdo normal ou brow-
niana.

A seguir, analisaremos como se comporta a dindmica de processos de Lévy, tomando
como ponto de partida a equacao mestra generalizada neste contexto. Em nossa aborda-
gem, vamos considerar que os passos sao realizados instantaneamente, ou que os passos
sao locais no tempo, ou ainda que tempos distintos sao descorrelacionados. Tais pro-
priedades caracterizam os chamados voos de Lévy, em contraste com as caminhadas de
Lévy em que os passos sao realizados com velocidade finita e constante. Nesse sentido,
a taxa de transi¢ao pode ser separada nas suas partes espacial e temporal, de modo que

Wzt — 1) =w(& z)0(T —t). Apos a integracao temporal, obtemos

OP(x,t o0
ét ) _/ [w(z, P&, 1) +w(& x) Pz, )] dE. (1.51)
Considerando a simetria esquerda-direita escrevemos w(z,§) = —w(&, ), e levando em

conta que o caminhante executa um passo de tamanho s = |x — | para transitar de x

para £ ou de £ para x, entdao fazemos w(&, ) — w(s) e £ = x + s, de modo que

% _ /Oo w(s) [Pz + 5,1) — P, )] ds. (1.52)

—00

Como comentado anteriormente (e também detalhado na proxima se¢do), no limite as-
sintotico s > 1 a distribuicao de Lévy para os tamanhos de passos s assume a forma de
uma lei de poténcia, w(s) o< s~1+Y  a qual, ao ser substituida na equacio acima, leva ao

operador derivada fracionaria de Caputo [Pod99]:

D" f(w) = 7 [ Aoz e +9) = @) (1.53)

onde A(a) é uma constante. A essa maneira, obtemos a generalizagdo da equacao de

difusao de calor para o caso da dinamica dos voos de Lévy:

OP(z,1)

S = DP(a,t) (1.54)
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Um caminho intuitivo para derivarmos a equacao diferencial fracionaria (1.54) pode
ser seguido ao se notar inicialmente que, no caso browniano, tomando a transformada
de Fourier para P(z,t), o argumento da fungao exp (z), dado pelo nimero complexo
2 = ikv — Dk?, determina a forma da equacao diferencial da difusao no espaco k. No caso
v = 0, considerando a distribui¢ao a-estavel de Lévy, Eq. (1.38), em conjunto com o fato
de que [¢p(K)]N — [¢(k)]NH! para o deslocamento de um tinico passo, podemos escrever
no espago k a funcao com dependéncia temporal, tal que um passo simples acontece num
intervalo infinitésimal dt,

ok, 0t) = e dalkldt, (1.55)

No entorno de k = 0 temos que ¢(k,dt) = 1 — j,|k|*dt, de modo que no limite continuo
N — 00 e 0t — 0, com t = Nt finito, obtemos

ok, 1) = lim [6(k, 6t)]Y = (1 _ M)N _ eialkit (1.56)

N—oo N

Tomando agora a transformada inversa de Fourier da func¢ao caracteristica, encontramos

P(x,t) = % / Z e~ tke=ialkl®t g (1.57)
de modo que
% = —Jo|k|*P(k, 1), (1.58)
sugerindo uma forma diferencial fracionaria no espaco das coordenadas, como obtemos
e OP(x,t) _ , 0P ) _ e (1.59)
ot R ' '

O decaimento com lei de poténcia de w(s) implica na divergéncia dos momentos de
ordem ¢ maior ou igual a . Em particular, como 0 < a < 2 entao o segundo momento da
distribuicdo de Lévy diverge. Apesar disso, considerando a quantidade finita o7, = (|2|?)1/4
para ¢ < «, que nao ¢ um desvio padrao, mas joga o papel, convergindo para o desvio
padrao usual como veremos a seguir; é possivel verificar através dos resultados acima a

assinatura da difusao anomala [Fog98|
op ~ e, (1.60)

O fato de 0 < a < 2 indica, portanto, que a dispersao dos processos de Lévy se da de

forma mais rapida (superdifusao) do que a difusdo normal (o = 2). Na verdade, de um

26



1.6. DISTRIBUICOES DE LEVY

modo mais geral a forma da densidade de probabilidades (propagador) na auséncia de

ruidos e arrastos* pode ser escrita como [VALRS11]

P(z,t) = N(t)F (‘TH) : (1.61)
em que, consequentemente [We194], condensando as assinaturas numa tnica forma,
o~ tH (1.62)

tal que H define o expoente de Hurst [VALRS11]. Observamos entdo que H = 1/2
determina uma difusdo normal, H < 1/2 caracteriza uma subdifusao, que pode ser
gerada por caminhadas aleatérias com tempos de pausa divergentes. H > 1/2 corresponde
a uma superdifusao, com caracteristica de persisténcia em que o caminhante tende a
permanecer na diregao do tltimo passo. Pode ser gerada por voos de Lévy com 0 < o < 2
(ver Fig. 1.7). Em particular, o limite H = 1 corresponde ao regime balistico.

Apesar da assinatura dinamica geral contemplar todos os casos de difusao, a equa-
¢ao para a subdifusao tem sua forma peculiar, isto é, a equacao que gera subdifusao é
fracionaria no tempo,

o“P 0 0?

i = 7A@ P, )] + o [B(x, ) P(x, 1)) (1.63)

A subdifusao pode ser gerada por longos tempos de espera, isto é, o caminhante executa
um passo e espera um tempo para executar outro, frenquentemente encontrada em cami-
nhadas de Lévy, ou por antipersiténcia (os passos tendénciados a nao repetir o sentido do
passo anterior) [Mit11].

Na proxima se¢ao vamos analisar o limite assintotico de grandes comprimentos de pas-
sos da distribuicao de Lévy, explorando os seus aspectos matematicos e as suas principais

caracteristicas.

1.6 Distribuicoes de Lévy

Como vimos anteriormente, as distribui¢oes de Lévy sao estatisticamente estéveis e apre-
sentam uma dinamica superdifusiva com assinatura dada por o, = t¥/*, onde 0 < a < 2.
Outra caracteristica essencial das distribui¢coes de Lévy sao as probabilidades conside-
réaveis, se comparadas as probabilidades gaussianas, de que grandes valores da variavel

aleatoria (longos saltos, s > 1) sejam sorteados.

*Termos de derivadas dependentes da velocidade nas equacoes de difusao.
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(a) Difusdo Normal (b) Superdifusao de Lévy

Figura 1.7: Cada cor representa um caminhante aleatério distinto executando uma cami-
nhada unidimensional. A variavel aleatoria = representa a posi¢ao final apos t passos. (a)
Padrao de difusao normal gerada por movimentos brownianos com assinatura dindmica
o ~ tY2. (b) Padrao de superdifusdo gerado por voos de Lévy com oy ~ t'/* em que
a = 0.9. Os contornos negritados sao as curvas ¢ para os respectivos casos.

Mencionamos também que existem dois tipos de processos de Lévy: as caminhadas de
Lévy (LWs) e os voos de Lévy (LFs). O termo voo de Lévy foi usado primeiramente por
Benoit Mandelbrot [Man82| no contexto da “poeira de Lévy” (Lévy dust), definida como
o conjunto dos pontos obtidos a partir de uma sequéncia de voos de Lévy. Tal conjunto
possui dimensao fractal, como discutiremos a seguir. Nos LFs os saltos sao executados
instantaneamente (duragao nula), de forma que o buscador efetivamente se teleporta entre
as posicoes de origem e destino no espago de busca, conferindo uma caracteristica de
localidade no tempo. As taxas de transicao associadas aos LFs possuem longo alcance
espacial, tal como observamos ao derivar a Eq. (1.54). Em particular, o seu deslocamento
quadratico médio diverge. Dentre as varias aplicacoes relacionadas com os voos de lévy
[VALRS11], destacamos os lasers aleatorios [Wie08|, com impacto direto em tecnologia.

Em contraste, nas caminhadas de Lévy o caminhante viaja com velocidade finita e
constante, independentemente do tamanho do passo. Este fato acopla espaco e tempo,
isto é, as taxas de transigdo na Eq. (1.50) contém efeitos de longo alcance e de memoria
que nao podem mais ser separados. Nesse caso, o tempo de percurso é proporcional a dis-
tancia total percorrida e o deslocamento quadratico médio existe como fun¢ao do tempo,

crescendo na forma de uma difusao anémala segundo a sua assinatura dindmica. Para
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periodos de tempo muito longos as caminhadas de Lévy progressivamente se assemelham
aos voos de Lévy.

Vamos a seguir derivar algumas propriedades mateméticas da classe de distribuicoes de
Lévy no regime de longas distancias, £ > {;, onde £y é um valor minimo de referéncia, isto
é, o menor tamanho de passo que o caminhante pode executar. A mudanga de notacao
s — ( indica que agora estamos considerando uma sequéncia de saltos ou passos de
tamanho ¢ distribuidos segundo a densidade de probabilidades a-estavel de Lévy w(s) —
p(¢), que possui a fungdo caracteristica ¢, (k) dada pela Eq. (1.38) cujo parametro de
skewness f = 0, que determina distribui¢oes simétricas em relagao a ¢y. Portanto, as

distribuicoes de Lévy sao definidas a partir da transformada inversa de Fourier da funcao
®a(k), isto é,
0= [ Seeouh (160
= —e€ o . .
P oo 2m

De um modo geral, para uma distribuicao arbitraria U (0),

~ dk
Ul) = e™U(k 1.65
0= [ e, (1.65)
Ainda, podemos escrever as componentes da decomposi¢do de Fourier U(k) como uma

exponencial

U(k) = e H®), (1.66)

em que H (k) joga o papel do hamiltoaniano das integrais de caminho de estatitisca quan-
tica [JK10|. Para as distribui¢oes de Lévy simétricas 5 = 0, o hamiltoniano de Lévy H,
seria,

Hy (k) = jok®. (1.67)

Portanto, tomando j, = aff por conveniéncia, em que a ¢ uma constante, tal que a
distribuigao apos N passos, p(f) — py (),
1 (o]
pn(l) = —/ exp (—aN/l k™) cos (kf)dk, paral < a < 2. (1.68)
T Jo
Através de uma expansao em série de Taylor, o comportamento assintotico de px(¢) no

regime de /¢ largo o suficiente, pode ser escrito abaixo

0 o0 -1 n+1 n N gna am
:Z / dk( NEGE)" coskﬁzz( )1 AN F(1+na)81na2 .

n! n! T 14

n=0 n=0
(1.69)
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tal que I'(1 4+ na) representa a fun¢do Gama (extensao do fatorial). Se definirmos o
parametro © = « + 1 (que nado deve ser confundido com a média gaussiana py da se¢ao

1.3), podemos reescrever para

pN(E) _ aNF(,U) sin [7T<,u - 1)/2] (E_O)M +0 (€—2u+1) ) (170)

7T£0 14

Vamos considerar que o caminhante aleatoério unidimensional executa passos estatistica-
mente independentes e identicamente distribuidos, e ainda considerar apenas o primeiro

termo da expansao junto ao fato que para uma distribuicao estavel,

1 1
p(@ = NépN(f/Na),
ou seja,
p(0) = Auﬁ, se 0] > Lo, (1.71)

o L) sin [r(u=1)/2]

e p(¢) = 0 qualquer outro caso, com A, = i

. Por simplicidade, daqui por
diante nos referiremos ao limite assintotico da distribuicao de Lévy, dado pela expres-
sao acima com comportamento do tipo lei de poténcia, simplesmente como “distribui¢ao
de Lévy”. Além disso, convencionamos que passos “negativos”, —|¢|, sdo dados para a
esquerda e sao equiprovaveis aos realizados para a direita.

E necessario que p(¢) seja normalizada a unidade, isto é,

00 —4g 1 o q
OHdl = A —dl+ A —dl =1 1.72
/_oop<> N/_OO ‘€|M + #/EO gll ’ ( )
o que leva a A, = “T_lﬁg_l , Ou seja,

I Y
p(f) = 5 I ik se 4| > {y. (1.73)
Comparando as equagoes Eqs(1.70) com Eqs(1.73), determinamos o inverso da constante
a™!' =20 (o + 1) sin (7 /2) /(7p) no limite assintotico.

Assim, o passo médio, ou primeiro momento de p(¢),

©
() =24, /@ it (1.74)

bem como o seu segundo momento, divergem no intervalo para 1 < yu<2el1l < pu < 3,
com divergéncias logaritmicas para 1 = 2 e u = 3, respectivamente. Além disso, os outros

momentos de ordem superior também divergem com suas respectivas divergéncias loga-
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ritmicas. Portanto, p(¢) ndo obedece ao TLC, e sim ao TLC generalizado. E interessante
observar ainda que a sua dependéncia do tipo lei-de-poténcia implica na propriedade de
autossimilaridade sob mudanga de escala espacial, p(y¢) = v #p({), tipica de conjuntos
fractais, a qual permanece valida até a escala do tamanho minimo dos passos, ¢;. Con-
sequentemente, a sequéncia de pontos gerados a partir de p(¢), denominada de poeira de
Lévy, apresenta uma geometria fractal com dimensao dy = p — 1 [VALRS11].

Por outro lado, ¢ importante notar que para g > 3 temos a média (novamente, nao
confundir com o indice de Lévy) ux = N{¢) = 0 e a variancia finita 02 = N (u—1)03/(u—
3), recaindo no limite gaussiano governado pelo TLC para um numero suficientemente

grande de passos [dS10]:

- ! ex —'u—_?)x2
_\/QWN(u—l)E%/(;L—?,) p( ON(pu—1) )v (1.75)

PN(.I')

N
comx =y . ;.
Por fim, se considerarmos um truncamento na cauda longa, isto é, se alterarmos o
regime assintotico do tipo lei-de-poténcia em valores suficientemente elevados de ¢ para

um decaimento exponencial,

0, se l < Ly,

w(l) = ﬁ, se by < <\ (1.76)

Be P se |0 > A,

entao todos os momentos tornam-se finitos, mesmo no intervalo 1 < p < 3, condigao
suficiente para que a distribuigao w(¢) acima obedeca o TLC [dS10]. Em outras palavras,
a dindmica associada a distribuigao truncada dada acima é inicialmente superdifusiva, mas
converge ap6s um numero suficientemente grande de passos para a dindmica browniana.
Portanto, enfatizamos a importancia da cauda longa para que a distribuicao apresente
superdifusao e todas as caracteristicas interessantes do ponto de vista da Fisica, inerentes

as distribuigoes de Lévy.

1.7 Um Modelo de Busca Aleatorias

Nesta se¢ao apresentamos as caracteristicas gerais do modelo de buscas aleatorias que seréa
considerado neste trabalho. Tal modelo captura a esséncia da dinamica do forager no caso
limite em que as relagoes predador-presa sao ignoradas e a aprendizagem é minimizada, e

consiste de um caminhante buscando por sitios aleatoriamente distribuidos em um espaco
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d-dimensional de busca. Associamos um comprimento A ao livre caminho médio da dis-
tribuicao de sitios-alvo. Além disso, dotamos o caminhante de um raio de visao r,, dentro
do qual ele consegue detectar sitios-alvo. Assim, durante a busca no espaco d-dimensional
o caminhante cobre, efetivamente, um “corredor” cuja secgao transversal é proporcional a
r4=1. Dessa forma, podemos dizer que \ é o comprimento médio desse corredor entre dois
sitios vizinhos quaisquer: .

v
tal que p é a densidade de sitios.
Especificamente, o comportamento do forager ao realizar a busca segundo este modelo

¢ descrito da seguinte forma [VBH'99:

1. Se um sitio-alvo se encontra dentro do seu raio de visao r,, entao o caminhante se

dirige em linha reta (balisticamente) até ele.

2. Se nao existem sitios dentro do seu raio de visao r,, entao em seu j-ésimo passo o
forager escolhe uma direcao aleatoria e um comprimento de passo também aleatorio,
{;, a partir de uma distribuicao de probabilidade p(¢;). Ele entao se move para uma
nova posi¢ao, sempre procurando sitios até uma distancia méxima r, de si ao longo
da caminhada. Se nenhum sitio ¢ detectado, ele para apos ter viajado a distancia ¢;,
escolhendo uma nova direcao e uma nova distancia ¢;,; de outro modo, ele procede

como descrito na regra 1.

O caso especial em que o caminhante encontra dois sitios simultaneamente equidistan-
tes é extremamente raro, ou seja, pode ser desconsiderado sem acréscimo ao algoritmo.

Portanto, a primeira regra determina o processo de encontro dos sitios pelo cami-
nhante, definindo o comprimento r, como um parametro de alcance de deteccao. A
segunda regra determina a natureza estocéastica do processo de busca, isto é, determina a
evolucao da caminhada a cada passo, em direcoes e comprimentos aleatorios, de acordo
com a distribuicao de probabilidades p(¢;). A natureza da distribuicao de probabilida-
des sob os vinculos do raio de visao e livre caminho médio da distribuicao de sitios-alvo

determina o regime do comprimento de passos.
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Sforager

(a) Forager se dirigindo balisticamente (b) Forager realizando uma caminhada
para o sitio que se encontra dentro do seu aleatoria segundo a regra 2 do modelo de
raio de visao r,. busca.

Figura 1.8: Comportamentos esquematicos do modelo de busca aleatoria.

De fato, as regras do comportamento do forager e o seu mecanismo de busca se vin-
culam ao parametro A a partir da comparagao deste com o comprimento do raio de visao
r,. Por exemplo, o regime em que A > r, representa a situagao de escassez de recursos,
em que longos passos de busca podem se tornar vantajosos. Por outro lado, para altas
densidades de sitios-alvo, A 2 r,, o mecanismo de detec¢ao domina o processo de busca,
ou seja, hd um aumento do ntimero de caminhadas balisticas de curto alcance e pouca
aleatoriedade é necessaria no processo de busca. Podemos, assim, passar & questao da

eficiéncia das buscas aleatorias.

1.7.1 Eficiéncia das Busca Aleatoérias

A seguir, abordaremos a questao geral de qual é a estratégia estatistica para a escolha da
densidade de probabilidades dos tamanhos dos passos, p(¢), que otimiza a eficiéncia da
busca por objetos aleatoriamente distribuidos (sitios-alvo). Foi mostrado por G. M. Viswa-
nathan et al. [VBH'99] que, quando os sitios estdo homogénea e escassamente distribuidos
e podem ser visitados qualquer niimero de vezes, a estratégia 6tima é aquela em que p({) é
dada por uma distribuicao de Lévy com comportamento do tipo lei de poténcia associado
a um expoente u =~ 2. Este resultado encontra suporte empirico em estudos envolvendo
espécies tao distintas entre si quanto albatrozes [HWQ™ 12| e diversos tipos de predadores
marinhos [HQD" 10|, dentre varias outras [VALRS11]. Por outro lado, para ambientes
ricos em alimentos estudos tedricos [VBHT99| e empiricos [VALRS11,HWQT12, HQD*10|
concordam que estratégias brownianas e de Lévy sao indistinguiveis do ponto de vista
da eficiéncia da busca. Na verdade, devido & segunda regra de comportamento do mo-
delo da segao anterior, o forager tem o seu percurso alterado (passo truncado) quando
um sitio entra no seu raio de visao. Este fato tem uma consequéncia direta para a dis-

tribuicao efetiva dos tamanhos dos passos, que se torna entao uma distribuicao de Lévy
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truncada [VBH'99|. Tal distribuigdo possui momentos grandes porém finitos, de modo
que o caminhante passa a apresentar comportamento gaussiano apés um numero extre-
mamente grande de passos, embora preservando a dindmica superdifusiva durante o longo
regime que o antecede. Esse limite de corte superior relacionado & mudanca entre regimes
na verdade reflete a condi¢ao natural de finitude e limitacao dos processos de buscas reais
(associados a animais, radares, celulares, etc.), devido, no caso, por exemplo, das buscas
por alimentos realizadas por animais, as restricoes biolégicas que podem levar & morte do
forager se nenhum sitio de comida for localizado a uma certa distancia maxima. Esse pa-
rametro de corte superior esta associado a densidade de sitios-alvo no caso de distribuicao
homogénea e, portanto, também ao seu livre caminho médio .

De acordo com os interesses biologicos podemos distinguir entre dois tipos béasicos de
busca [VBH99|. Na busca destrutiva, quando ocorre o encontro de um sitio este nao
mais se torna disponivel para uma busca posterior. Desse modo, é necessario introduzir
um sitio adicional no espago de busca para manter a densidade de sitios constante. Por
outro lado, na busca nao-destrutiva o forager pode visitar um mesmo sitio varias vezes.
Uma opcao intermediaria, talvez mais realista do ponto de vista bioldgico, representa a
situacao em que, uma vez encontrado, o sitio torna-se indisponivel a um novo encontro
futuro apenas durante um intervalo de tempo finito. Assim, dependendo do tipo de
busca, pode surgir um mecanismo de competicao entre os regimes de comportamento
caracterizados por um grande nimero de curtos passos na proximidade de um sitio ja
encontrado e a existéncia de passos longos que eventualmente levem o forager a regices de
sitios ainda nao visitados. Para cada tipo de busca as melhores estratégias sao distintas

e podem ser quantificadas pela eficiéncia da busca, definida como

numero de sitios encontrados

= , - - 1.78
g distancia total percorrida ( )
Assim, uma busca eficiente é aquela que alia o encontro de muito sitios ao longo do menor
percurso realizado. Para que a enficiéncia seja adimensional basta multiplicarmos por
uma constante de comprimento e tomarmos como unitaria.

Na definicao de 7, a distancia total percorrida pelo forager pode ser escrita como o
produto do ntimero total de sitios encontrados, Ny, pela distancia média caminhada entre
o encontro de dois sitios consecutivos, denotada por (L), de modo que

Ny 1

n= m = W (1.79)
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No proximo capitulo determinaremos uma forma analitica para (L) em buscas unidimensi-
onais por sitios homogeneamente distribuidos e no capitulo 5 estudaremos a sua expressao
em ambientes heterogéneos.

Em uma primeira aproximagao, podemos escrever que (L) =~ (n)(|{|), em que (n) e
(|¢|]) denotam o namero médio de passos entre o encontro de dois sitios consecutivos e o
tamanho médio do passo individual, respectivamente. Nesse caso, a eficiéncia pode ser

escrita como .

Ty

Notamos, entdo, que uma alta eficiéncia pode resultar de (n) pequeno e/ou de {(|¢|) pe-

(1.80)

queno. Nesse sentido, por um lado valores grandes de p em geral definem o regime de
saltos pequenos, em que na média sao necessarios muitos passos até o encontro de um
sitio. Por outro lado, valores pequenos de p determinam o regime de grandes saltos e
menor numero de passos até o encontro, o qual no limite u — 1 determina trajetorias
balisticas (trajetérias indefinidamente em linha reta). E possivel, portanto, que surjam
situagoes em que o maximo em 7 ocorra para valores intermediarios de g [RBALT09b].

Usando a distribui¢ao de Lévy, p(¢) ~ £~#, podemos escrever aproximadamente que

A 00
[e=rde+ X [ e=mde

" by pw—1 A2H — 7“3*“ A2
(Y — () (M) asy
[ t-nde 2 H o

Ty

De fato, a segunda integral no numerador é aproximada & “campo médio”, pois assume
que todos os passos com tamanho igual ou superior a A sao truncados pelo encontro de
um sitio-alvo [RBALT09b].

Em busca destrutivas (indice d), o nimero médio de passos entre encontros suces-

sivos, (ng), se comporta assintoticamente no limite A > r, de escassez de recursos
como [VBHT99|

(M) ~ (A/Tv)“ﬂ, para 1<pu<3 (182)
(nau) ~ (Nr,)?, para p>3. '

O tultimo caso corresponde a dindmica browniana. Para o caso nao-destrutivo (indice p),
tem-se nesse regime que (n,) ~ (ng)*/? [VBH99).

Para buscas nao destrutivas no regime escasso, substituindo as expressoes acima para
(1€]) e (ny) em n e derivando com relagao p, encontramos que a eficiéncia é 6tima para
fopt = 2 — 8, onde § =~ 1/[In (\/r,)]? para A > r, [VBH'99]. Por outro lado, o mesmo
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procedimento no caso destrutivo leva a uma eficiéncia maxima para jopy — 17, corres-

pondendo ao regime balistico.
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Figura 1.9: Grafico do produto entre o livre caminho médio associado a distribuigao de
sitio-alvo A e a eficiéncia da busca 1 em funcao do expoente p da distribuicao de Lévy
em uma dimensao, para o caso de buscas nao destrutivas [RBAL1T09b], (a) a partir da
equagao 1.80 e (b) de simulagoes numeéricas. (c¢) An em duas dimensdes, para A = 5000; a
inser¢ao mostra (¢) como uma funcio de p para A = 10 (linha continua), A = 10? (tragos),
e A = 10® (longos tragos). Todos os dados foram obtidos usando 7, = 1.

Simulagoes numéricas, Fig.1.9 deste modelo para uma e duas dimensoes mostram
que os resultados aproximados obtidos acima para [opt S&0 robustos em ambos os ca-
sos destrutivo e nao-destrutivo no regime escasso de sitios homogeneamente distribui-
dos [VBH'99]. Contudo, é importante ressaltar que essa independéncia dos resultados
com a dimensao é nao trivial. Por exemplo, nas caminhadas aleatoérias autoexcludentes

(self-avoiding random walks), em que nao é permitido ao caminhante visitar o mesmo
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ponto do espaco mais de uma vez, o expoente de Hurst varia com a dimensao até uma
dimensao critica superior d. = 4, acima da qual ele assume o valor browniano, H = 1/2
para d > d.. Nesse caso, para d < d. o caminhante entra em modo superdifusivo devido a
restri¢gao espacial, embora acima de d. o espaco de busca se torna suficientemente grande,
de modo que ¢é improvavel que o caminhante revisite algum ponto da trajetoria. Embora
alteracoes no modelo de busca possam gerar dependéncia de alguns de seus resultados
com a dimensao, aparentemente o valor de Jopt Permanece robusto no contexto de sitios
homogénea e escassamente distribuidos. No capitulo 4 veremos, contudo, que a introdu-
¢ao de heterogeneidades no espago de busca pode levar a valores do expoente 6timo no

intervalo 1 < popt S 2-
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Capitulo 2

Principios Teoéricos da Busca Aleatoéria

em Uma Dimensao

FE do mesmo modo que hd
muitas velocidades num so dia
e nesse mesmo dia

muitos dias

asstm nao se pode também dizer
que o dia tem uwm unico centro
(feito um carogo ou um sol)
porque na verdade um dia tem

mumerdvets centros . ..

Excerto de Poema Sujo
Ferreira Gullar
maio-outubro/1975

Buenos Aires

Neste capitulo descreveremos os principios teéricos do caminhante aleatorio que rea-
liza uma busca por sitios-alvo distribuidos homogeneamente em uma dimensao. Sob essas
condigoes iremos analisar o processo de busca em func¢ao do nimero discreto de passos
(“tempo” discreto) do caminhante com densidade geral de probabilidades para os tama-
nhos de passos, p(¢). Definiremos um operador integral para as caminhadas aleatorias,
cujo célculo efetivo seré realizado no limite discreto do espaco de busca. Embora o re-
sultado obtido para a eficiéncia da busca seja valido para qualquer p({), neste trabalho
iremos focar no estudo das buscas de Lévy. Por fim, passaremos ao limite de tempo
continuo para um caminhante de Lévy, estabelecendo os principais resultados que serao

utilizados na determinacao da dinamica energética do caminhante no proximo capitulo:
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as expressoes para o comprimento médio do passo e para o nimero médio de passos entre
dois encontros sucessivos. No capitulo 5 estenderemos estes resultados para as buscas em

ambientes com distribui¢oes heterogéneas de sitios-alvo.

2.1 Buscas de Lévy num Espaco Unidimensional com

Bordas Absorventes

Inicialmente, vamos revisar o tratamento formal para o calculo do comprimento médio
e do nimero médio de passos da busca realizada por um caminhante de Lévy em um
intervalo unidimensional com bordas absorventes onde estao localizados os sitios-alvo. Os
calculos seguirao a abordagem desenvolvida por Buldyrev et al. [BHKT01, BGH*01].

Considere inicialmente um caminhante aleatério, com raio de visao r, e dinamica
ditada pelas regras gerais do modelo da secao 1.7, procurando por sitios-alvo num espaco
unidimensional em que os sitios encontram-se regularmente espacados de distancias A
entre si. Como desejaremos aplicar os resultados desta segao a distribuigoes p(¢) do tipo
lei de poténcia, precisamos definir um tamanho minimo de passo, ¢y, tal que p(£) = 0 se
|¢| < £y. Observamos que ¢, pode ser feito tao pequeno quanto possivel, desde que ¢y # 0.
Em geral, utilizaremos ¢y = r, nos capitulos 4 e 5.

Suponha que o caminhante inicie a primeira busca a partir de uma posi¢ao inicial
zo no intervalo r, < zg < A —r,, com sitios-alvo (bordas absorventes) localizados nas
posigoes z = 0 e z = A (devido ao seu raio de visao, se 0 < xg <7, ouse A —71, <z < A
o caminhante procederia deterministicamente até o respectivo sitio em x = 0 ou x = A,
segundo a regra 1 do modelo da se¢do 1.7). Considere ainda que, & medida que a busca se
desenvolve e varios encontros ocorrem, a cada encontro o caminhante reinicia o processo
sempre a mesma distancia xg a direita do ultimo sitio detectado. Por exemplo, suponha
que apods alguns encontros o sitio localizado na posicao x = 10\ seja detectado; nesse caso,
o caminhante reiniciara a préxima busca a partir da posicao x = 10\ + zy. Considerando,
contudo, que cada busca por um novo sitio é independente da busca pelo sitio anterior,
podemos realizar a descrigao estatistica do processo de busca como estando restrito apenas
ao intervalo r, < x < A —r,.

Como discutido no capitulo 1, a densidade de sitios-alvos ¢ dada por p o 1/A, de
modo que estaremos particularmente interessados no regime de escassez de recursos em
que A > r, e p < 1. Além disso, consideraremos condigoes periddicas de contorno
no capitulo seguinte de anélise energética da busca (ver a Fig. 2.1). Nesse contexto,
generalizaremos também o tratamento apresentado neste capitulo a fim de considerar

uma fungao densidade de probabilidades para a distribuigao de posigdes iniciais, 7(zg). A
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partir desta consideragao, sera possivel introduzir heterogeneidades no ambiente de busca
através de escolhas apropriadas para 7(xg), tornando o modelo mais realista do ponto de

vista biolégico.

foragexr

A =Ty

R f

Ty To

> -

(a) Busca com condigoes periddicas de (b) Busca realizada num segmento de
contorno realizada numa circunferéncia de comprimento A.
perimetro .

Figura 2.1: Forager com raio de visao r, realizando uma busca aleatéoria num espago
unidimensional de comprimento A.

Iniciaremos o nosso estudo calculando a distancia média percorrida até o encontro de
um sitio, (L)(zg), por um caminhante que iniciou a busca na posi¢ao r, < g < A — 7.
Posteriormente determinaremos também o niimero médio de passos até o encontro do
sitio, (n)(zo).

O comprimento total percorrido apés n passos realizados pelo forager é dado por

n

Ln=>_Iti],. (2.1)

=1

onde |¢;| denota o comprimento do i-ésimo passo. Suponha que no n-ésimo passo um dos
sitios (em x = 0 ou em x = \) seja encontrado. E de esperar, portanto, que o comprimento
total da caminhada até o encontro seja uma func¢ao da posicao inicial do caminhante, isto
é, L, = L,(xo).

Considerando a média sobre todas as possibilidades de caminhadas que encontram um

dos sitios no n-ésimo passo, temos

n

(L) = > _(ti])- (2.2)

i=1
Notamos agora que n pode variar de 1 a oo, isto é, o sitio pode ser encontrado apés o
primeiro passo, n = 1, ou mesmo ap6s um nimero muito grande de passos. Definimos P,
como a probabilidade de encontrar o sitio apés n passos, a qual é nao uniforme e depende

de n. Assim, ao realizarmos a média sobre todas as caminhadas possiveis partindo de
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Zop € que encontram um dos sitios ao seu final, temos que levar em consideragao o peso

estatistico associado aos encontros realizados apoés diferentes valores de n, isto é,

(L) =) Pu(Ln). (2.3)

Uma vez que P, reflete uma probabilidade, temos o vinculo de sua normalizacao, isto é,
> o, P, =1, assegurando que um sitio-alvo, quer em z = 0 ou em z = A, sempre sera
encontrado no final. Neste sentido, vale observar que o processo de busca também pode ser
interpretado como um problema de primeira passagem por um dos sitios-alvo absorventes.
De fato, associando uma velocidade constante ao caminhante, a quantidade (L) também
pode ser interpretada como a distdncia ou o tempo médio de primeira passagem (first-
passage-time) para se encontrar um sitio-alvo ou uma fronteira absorvente. Voltaremos a
explorar esta analogia no capitulo 4.

Para determinar P,, definimos p,(x,) como a fungdo densidade de probabilidade de
encontrar o forager entre as posigoes x,, e T, + dz, apds n passos. Portanto, a probabi-
lidade de que o caminhante ainda nao tenha encontrado um sitio apés n passos é dada

por
A—Ty
P, = / pn () dy,. (2.4)

Por outro lado, a probabilidade complementar de encontrar um sitio em algum passo
n' > n + 1 equivale a
Pyspi1=1—PF,. (2.5)

Desse modo, a probabilidade de encontrarmos um sitio precisamente apos n passos é
Po = |Pusns1 — Pusn| = [Py = Paal, (2.6)

tal que, usando a Eq. (2.4) e descartando os sub-indices das variaveis x, podemos escrever

n-| () — pule)ld. 27)

Assim, [p,—1(x) — pn(2)] representa a densidade de probabilidade de encontrar um sitio-
alvo exatamente apos n passos em funcao da posicao x de partida do n-ésimo passo. Vale
notar ainda que, uma vez que p,(z) esta associado ao nao encontro de um sitio apos n

passos, entao p,_1(z) > p,(z), pois a probabilidade de encontrar um sitio cresce com n,
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como de fato demonstraremos a seguir. Com estas consideragoes, a Eq. (2.3) ¢ reescrita

CcOomo

=3 [ a0 = )0
_Z/A " depaa Z/A " dwpn(@) (L) ().

Trocando os indices na primeira soma, n := n + 1, e adicionando o termo de n = 0 na

(2.8)

segunda, levando em conta que por defini¢ao (Lg) = 0, obtemos

=3 [ @)@ -3 [ de)La @)

o (2.9)
=Y [ @) (La@) - (L) @)
A partir da Eq. (2.2) temos que
(L) () = ([a]) + ([2]) + - + {|€nl), (2.10)
e, portanto,
(L) () = (L) () = (([6a]) + {I€]) + o+ (a]) + {[lnia])) +
— ({[ea) + (]} + - 4 {[n])) (2.11)

= ([lnsa])-

Desse modo podemos escrever a expressao para (L) como
00 A—Ty
=3 / dpn(@) (|ns]) (@). (2.12)
n=0"v"v

Notamos que (|/,,41])(x) denota o comprimento médio de um passo individual comegado
em z, e portanto nao depende explicitamente de sua ordem n + 1, mas apenas da posi¢ao
inicial z. Por outro lado, observamos também que para chegar a posicao x apos n passos
foi necessaria uma sequéncia de n — 1 passos anteriores, de modo que a posi¢ao , 1
na qual o passo n comeca depende de x,_5, que por sua vez depende de x,_3, e assim

sucessivamente até a dependéncia em z, presente em (L). Portanto, ao levarmos em conta
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a possibilidade de truncamento do passo pelo encontro de um sitio, a média ou primeiro

momento do tamanho do passo iniciado em o, (|¢|) = [ [(|p(¢)d{, torna-se

xo—4o A—Ty
(10])(zo) = (xo — x)p(x — 20)dX + (x — zo)p(x — zo)dz +
/’“v . /mo% . (2.13)
+(xo —12) /_ p(x — zo)dx + (A —r, — 20) /A_ p(x — x0)dx,

na situacao em que 7, + ¢y < g < X\ — r, — {y, onde, como definido anteriormente, ¢,
é o menor comprimento de passo que o caminhante pode executar. Realizando acima a

substituicao ¢ = x — xg, obtemos

—{o A—ry—T0
(16D (o) = / RGOS / p(0)de
Ty 0 (2.14)

o0

—(zo—1v)
+(zg — 71y) / p(0)dl + (N — 1y — x0) / p(£)de.
oo A—ry—0

As duas primeiras integrais acima representam, respectivamente, os deslocamentos para
a esquerda e para a direita que nao sao truncados pelo encontro de um sitio. As terceira e
quarta integrais representam deslocamentos truncados pelo encontro respectivo dos sitios
em x =0 ez = A\ segundo a regra 2 do modelo da se¢ao 1.7. Devido a restricao para
o tamanho minimo do passo, ¢y, observamos que a primeira integral se anula para zy no
intervalo r, < x¢ < r, + fo, enquanto que a segunda nao contribui se A\ —r, — {5 < 1y <
A—Ty.

Apos as consideragoes acima, podemos escrever a Eq. (2.12) na forma

=% [ depnle)e o) (2.15)

Para a resolugao da integral (2.15), vamos primeiro trabalhar o termo p,(z), que, de uma

forma geral, pode ser explicitado pela integral a seguir:

A—Ty
pi(w;) = / pi—1(Ti—1)p(zi — i1)dzioy. (2.16)
Acima, estamos somando sobre todas as possibilidades de alcancar a posicao x; apos i

passos, tendo saido da posi¢ao z;_; e realizado um passo de comprimento |z; —x;_1|, com

probabilidade p(x; — z;_1)dz;_1.
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Por exemplo, se a posigao inicial do caminhante ¢ definida por xg = a, com 7, < a <
A — 1, entdo a densidade de probabilidade py(zo) é dada pela fungao delta de Dirac,

po(xg) = 6(xg — a). Dessa forma,

A—Ty
pi(z1) = / pol(wo)p(x1 — 20)do = p(21 — a). (2.17)

Recursivamente, para determinarmos a densidade de probabilidade py(x2) apos os dois

primeiros passos, temos

A—Ty
palws) = / or(20)p(ws — 21)day

A—Ty A—7Ty (218)
= / / p(zy — x1)p(x1 — 20)po(x0)daidxy.
Por indugao, podemos concluir para o n-ésimo passo que
A—Ty
pn(xn) = / P(x — Tn— 1)pnfl(xn71)dxn71
(2.19)

[H /A i d; p(zis1 — Ii)] po(o)-

Finalmente, substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.15), obtemos

— go/rv —Ty { [ / T dCL‘Z $z+1 — l’z)] po(x())} <|£|>(xn)d$n (22())

Na proxima se¢ao definiremos um operador integral que nos permitira avancar no célculo
de (L).

2.2 Operador Integral de Caminhadas Aleatoérias

Para iniciar um tratamento mais formal, vamos definir o operador integral
+oo
LIF@IE) = [ b6~ 0)f @), (2.91)

conhecido na literatura como integral de Fredholm, no mesmo espirito de Buldyrev et
al.  BHKT01,BGH"01]. Em outras palavras, o operador £ realiza a convolugao da fungao

de entrada f(x) com uma distribuigdo de probabilidade p(§ — x).
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2.2. OPERADOR INTEGRAL DE CAMINHADAS ALEATORIAS

Para o nosso caso temos que

A—Ty
Llon@©) = [ bl ~ Dhpula)d (2.22)

Por outro lado, de acordo com a Eq. (2.16),

A—To
wmmmmmnz/’ P(nst — ) pr(n)d
= pn+1(Tnt1); @, = varidvel muda, (2.23)

[Lon(n)](2) = prya ().

Assim, aplicando o operador iterativamente, temos, para n=0,

p1(x1) = [Lpo(o)](21); (2.24)

para n=1,

pa(z2) = [Lp1(z1)](72)
= [ﬁ[ﬁpo(ﬂfo)]](fz) (2-25)
= [L%po(0)](x2);

e, mais geralmente,
pu(@) = [L"po(w0)] (). (2.26)

Antes de prosseguir no célculo de (L), faremos algumas consideragoes gerais sobre as
propriedades essenciais de linearidade e norma do operador L.
Notamos inicialmente que £ é um operador linear como consequéncia direta da sua

forma integral, Eq. (2.21), uma vez que

{LIf () + 9(2)[} () = [£(@)]() + [Lg()](£)- (2.27)

Para analisarmos a norma do operador £, vamos seguir critérios de Anélise Funcional.
Seja IF o espaco de todas as funcoes continuas sobre o corpo de R, definidas no intervalo
fechado [r,, A —1,] C R, tal que F = {f : [r,, A —1,] = R}, e seja ainda F dotado de um

produto escalar definido por

A—Ty
<ﬁma3=/’ f@)g@)de,  © € [rA—r,) (2.28)
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CAPITULO 2. PRINCIPIOS TEORICOS DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DIMENSAO

e uma norma dada por

A—Ty
1= [ 1P (229

v

tal que os indices C' e R relacionam a norma com o intervalo fechado no corpo dos reais,
respectivamente. Da forma como definimos, F é Banach*. Nesse contexto, é valido o

seguinte teorema.

Teorema 3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz [Sax00]). Se ' é um espago com um pro-

duto escalar definido, (-,-), entdo

L0 < 1Al

para f,g € .
Em conexao com este fato, vale a proposicao abaixo.

Proposicao 1 (Norma operatorial de £). O operador L, tal como definido na Eq. (2.21),

¢ limitado e tem norma operatorial | L] < 1.

Demonstragao. Seja T um operador tal que 7 : F — F, isto é, T € B(F,[F), com B,
os espago de todas as aplicagoes de ' — [, também Banach. Seja a norma operatorial

definida como [Sax00]

T = swp I
rer.f#0 | f]]

onde sup indica que todo o objeto deve ser avaliado no ponto de maximo. Entao, para

determinarmos ||£||, notamos que

A—Ty
jesi= s | [ e =y p(a)e
7pe ’ Tv
Teor 3 A—Ty A=y (230>
<  sup / p(§ — x)dx / f(x)dz|,
fevafo Ty Tv
e portanto
A=y A—ry
I p(f—ﬂﬁ)dw‘ i f(x)dx‘
I] < sup
JEF,f#0 I ”f(x)d:r‘ (2.31)
A—Ty
< sup / p(§ — x)dx|.
el f#0 | Jr,

*Um espago que possui uma norma completa, isto é, uma norma majorada (uma norma com sup =
“supremum”; tal como o conjunto gerado por n/(1+n), n € N, que tem “supremum” igual & unidade).
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2.3. CALCULO DE (L) E (n)

Finalmente, como p(§ — x) é uma fun¢ao densidade de probabilidade e a dltima integral
acima é maximizada para & = \/2, entao temos que

/T A_ p(§ — z)dx

I£]] < sup
JEF,f£0

=N <1 (2.32)

]

O valor de N pode ser tomado como a norma do operador £, e a sua interpretacao
fisica estd associada & probabilidade de que um caminhante partindo da posi¢ao no meio
do intervalo ndo encontre as bordas absorventes. Portanto, ao substituir a Eq. (2.26)
na Eq. (2.4), podemos escrever a probabilidade de que o caminhante permaneca nao

absorvido apds n passos como

A—Ty
P = / L7 po] (2)d < N,

In(P,) <nlnN.

(2.33)

Como N < 1, temos que In N < 0. Assim, definindo v = |In |, podemos escrever
P, < exp(—yn), (2.34)

de modo que a probabilidade de que o caminhante permanecga nao absorvido apds n passos

decai exponencialmente com n.

2.3 Calculo de (L) e (n)

Apos a definigdo do operador integral £, podemos combinar o resultado (2.26) com a
Eq. (2.15) para obter

=3 [ el )@, 255

ou ainda

=" %Zmpg )l ) (2.36)

Uma vez que o operador L € linear e possui norma menor que um, a soma infinita converge

e portanto podemos escrevé-la como a série geométrica

Z L pol(@) = [(1 = £) ol (), (2.37)
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CAPITULO 2. PRINCIPIOS TEORICOS DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DIMENSAO

tal que 1 é definido como o operador identidade com 1 € B(F,[F), cuja aplicacao se
realiza por 1f(z) = f(x).
Considerando agora que o caminhante inicia a busca na posi¢ao x¢o = a, com r, < a <

A — 1y, entdo a partir da expressao po(zo) = 0(z¢ — a) obtemos

= [ (1= 0700 - a)] @) @) (2:38)

Como mostramos, uma vez que £ € B e ¢ linear, entao (1 — L)™' € B e também é
linear. Ou seja, podemos escrevé-lo em uma forma integral com um nicleo representado

por K (z,z0) € F?, de modo que

mz/’f/”Kw%Wm—MMWMMm
S (2.39)

A—Ty
3/ K (2, €)(|0]) () de

O nucleo K(x,€) pode ser interpretado fisicamente como o propagador do caminhante
aleatorio que executa a propagacao da posicao & até a posicao x.

Para o caso especifico em que a densidade de probabilidade de se deslocar de um
ponto x a um ponto & em um passo é funcdo de |z — &|, temos que £ = T(|z —¢&|) e
(1—L)"'= 9Q(|xr —&]), o que implica em K(z,€&) = K(&,2) = f(|Jx —&|). Assim, a partir
da Eq. (2.39),

<m:/rkv@WMMx
v (2.40)

A—Ty
- [ Ko,
tal que, utilizando a expressao para po(xo) com a identificagdo & = a, obtemos finalmente*

(L)(a) = [(1 = £)"(|€))(x))(a). (2.41)

*Vale notar que, aplicando (1 — £) pela esquerda em ambos os lados da Eq. (2.41), obtemos

(- L)L) = (1 - L)[(1 - L)~ {el)]
(L)(2) = [L(L)(a)](z) + (|€]) (2)-
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2.4. DISCRETIZAGAO DO ESPACO DE BUSsCA

De forma analoga ao calculo de (L), o nimero médio de passos até um encontro é

dado por

— Z P.n
=3 [ o) = ol 202
_Z/A Tvda:pn (n+1) Z/A rvdxpn z)n.

Novamente, assim como fizemos para (L), escrevemos

A=ry | X
(n)(a):/ Zﬁnpo dx

_ / T K ) (2:43)
= [(£ = 1)~ h(=)](a),

tal que h(z) = —1 é uma func¢ao constante que realiza acima um papel similar ao do
comprimento médio de um passo, (|¢|)(z), no calculo de (L).

O operador (1 — £)~! é denominado resolvente e captura analiticamente as proprie-
dades espectrais de £. De fato, uma vez que (1 — £)~! é o operador inverso de (1 — L),
entao, como mostramos, ambos pertencem ao espago Banach das operacoes lineares que
levam F em F, isto ¢, £, (1 — L) e (1 — £)~! € B(F,F). Portanto, pela relagao direta

-1

entre os operadores, é possivel construir o espectro de (1 — £)~" a partir do espectro de

L.
Como veremos na proxima segao, as expressoes (2.41) e (2.43) podem ser resolvidas

numericamente através de um processo de discretizacao do espago de busca.

2.4 Discretizacao do Espaco de Busca

A fim de obter valores numéricos para (L)(a), formalmente dado pela Eq. (2.41), vamos
subdividir o intervalo continuo 0 < x < A em subintervalos pequenos o suficiente (muito
menores, por exemplo, que qualquer parametro de comprimento do modelo: ¢y, r,, A) para
permitir a convergéncia do calculo computacional via, por exemplo, o software Matlab.
Isto corresponde a subdividi-lo em M = A/Az intervalos de tamanho Az, tal que as
posicoes acessiveis ao caminhante sejam dadas por x = iAz, com ¢ = 0,1,..., M. Os

sitios-alvo localizados em x = 0 e x = A (bordas absorventes) sao agora identificados pelos
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CAPITULO 2. PRINCIPIOS TEORICOS DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DIMENSAO

indices ¢ = 0 e i« = M, respectivamente. A continuidade é recuperada tomando o limite

Axr — 0e M — oo, com A\ = M Az finito. Além disso, definimos ¢y = qAzx e 7, = VA,

com ¢,v € N, ou seja, o intervalo continuo aberto (r,, A —r,) é mapeado no intervalo

discreto, adicionando e retirando uma unidade respectivamente, v + 1, M — v — 1 para se

evitar as bordas. Inicialmente, para discretizar a Eq. (2.40) transformamos a integral em

um somatorio, isto é,

e portanto

M—-v—-1

(L)) = Y K(wyz)(|) (@) A

i=v+1

(2.44)

Podemos associar o somatorio (2.44) ao produto matricial K-AX, de dimensao* dim(N?),

da matriz nuclear

correspondente

K(I‘l, xl)
K(l’i, .1’1)
K(zj,x1)

K([L’N, 1‘1)

K(l’l, SL’I)
K(in, Q?l)
K(mb mz)

K(SE’N, ZL‘,)

K(l’l, 27j>
K(xh xj)
K<xj’ xj)

K(zn, ;)

K(z1,zn)
K(x;,xN)
K(xth)

K(.’L’N,ZL‘N)

ao nucleo K(z;,z;), com K(xj,z;) = K(z;,z;) e K(x;,x;) = 0 para todo

7, pela matriz de deslocamentos

AX =

AZL’l
0

0

0

AZL'Z'

0

0
A[EN

*Para que a contagem da dimensao fique correta precisamos somar uma unidade & diferenca dos limite de
integragao, isto é, para se contar todas as posigoes é preciso levar em conta a a posicao zero adicionando
uma unidade & diferenca, ou seja, N=(M —v—-1)—(v+1)+ 1 =M —2v — 1.
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2.4. DISCRETIZAGAO DO ESPACO DE BUSsCA

correspondente as respectivas subdivisoes do intervalo, com Ax; = Ax para todo i. Na
Eq. (2.44) o comprimento médio do passo atua como um vetor coluna N-dimensional
dependente da posicao inicial, (@) Portanto, no espago discretizado o vetor coluna /N-
dimensional (ZS representa o conjunto das distancias percorridas para se encontrar um
sitio, partindo-se de cada posigao inicial possivel dentro do intervalo, para uma dada
distribui¢do de comprimentos de passos discretizados, p(¢). Explicitamente, (B: K-

—

AX (]£]) pode ser escrito como

<L1> 0 tee K(Jfl, $1)AI’
<Ll> K(x;, .xl)A:c . O
(L;) K(zj,x1)Az -+ K(zj,2;)Az
(Ly) K(zy,z1)Az -+ K(xy,z)Az
K(zy,2)Ax -+ K(z1,2n5)Ax ([4:])
K(z,z))Ax - K(z;,zn)Az a)
: . : : (2.45)
0 o K(zg,an)Az || (4G])
K(zy,z))Az - 0 (Ient)

Dessa maneira, a j-ésima linha do vetor (L) determina o comprimento médio, (L)(z;), da
busca iniciada na posicao discretizada x;.

Ao escrevermos © = x; = iAx e z; = £ = jAx, o comprimento de passo ¢ = |x; —
z;| = |i — j|Az possui densidade de probabilidade p(x; — z;)dz; = p(|i — jlAz)Az. A
discretizacao do operador integral £ se da, entao, a partir da definicio da matriz de

transi¢ao L, de dimensao N? e elementos* L;;, de modo que

[ﬁpn Z L ,fpn

M—-v—1 (246)
[Lon(x:)l(x;) = > Lijpa(),

i=v+1

*Com Lij = Lji e L“ =0 para todo 1.
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CAPITULO 2. PRINCIPIOS TEORICOS DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DIMENSAO

reduzindo um pouco,

M—-v—1

[Lonili = D Lijpni (2.47)

i=v—+1

Recursivamente, em analogia com as Eqgs. (2.16) e (2.22),

Prnu, = [Lpn—l,unfl]un
M—-v—1

- § Lun,un,1pn—1,un,1

Up—1=v+1
M—-v—1 M—-v—1

- : : Lu’ruunfl : : Lunflu“n72pn_2yunf2

Up—1=v+1 Up—2=v+1
M-v-1 M-v-1 M-v-1

— Z Z Z Lun,unfl Lun,l,un,QLun,g,unfgpn73,un,3 (248)

Up—1=V+1 Uup_o=v+1 up_3=r+1

M—-v—1M-v—1

M—-v—1 M—-v—1
= § : E : E , E , L“nyunflLunflyun72 ’ "Lu27U1Lu1,uopO,u0

Up—1=V+1 Up_o=r+1 u1=v+1 ug=v+1
n—1[M-v-1

:H Z Lu;ﬁq,uk £0,uo-

k=0 Lup=vr+1

Uma contribuigao ao tratamento, foi realizada ao expressarmos de forma alternativa
Pn.u, @ Partir da interpretacao dos elementos L;; da matriz de transicao L, que levam o
caminhante da posicao x; para x;, utilizando a notagao de Dirac da Mecanica Quantica.
Nesse contexto, definimos os vetores de estado | uy ), os quais formam uma base completa
no intervalo v+1 < u, < M —v—1, correspondente ar, < xp < A\—7,, representando todas
as posigoes possiveis apos k passos. Consequentemente, a expressao Z% i1 g Y ug | =
1 é definida como a realacao de completeza, que significa que o caminhante existe e esta
em algum lugar deste intervalo apos k passos. Assim podemos escrever qualquer transi¢ao

como L;; = (u; |L|u; ). Portanto,

M—-v—1 M—-v—1M-v-1

Pruy, = Z Z Z (ug Ll ug—1) - (ug L u ) (us Ll uo )poy-  (2.49)

up_1=v—+1 u1=v+1 ug=v+1
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2.4. DISCRETIZAGAO DO ESPACO DE BUSsCA

Acima observamos a presenca de n— 1 relagoes de completeza e do produto de n elementos

da matriz de transicao, ou seja,

M—-v—1

P = > {1 [L" 0 ) pouo- (2.50)

ug=r+1

Notamos ainda que a propriedade de normalizacao da funcao delta de Dirac no limite
M—-v—-1
uo=r+1 6

delta de Kronecker no limite discreto, com xg = ugAx e a = u,Ax. Em outras palavras,

. A—r N ~
continuo, [ §(zg — a)dry = 1, corresponde a relagdo w.u, = 1, envolvendo a
v )

as deltas de Dirac e Kronecker se relacionam através de

0
O0(xg — a) = —2==. 2.51
(0 — a) — 22 (251)
Agora podemos escrever a Eq. (2.35) no limite discreto com as devidas consideragoes.
Por exemplo, notando que dr — Az e que (|¢|)(z;) vai num vetor coluna | (|{|),u;),

portanto o vetor que representa o conjunto de todas as distancias médias percorridas
—

H
para se encontrar um sitio, partindo-se de cada posigao inicial, (L)= K - AX (|¢|) vai no
“ket” | (L), u, ) entao
oo A—Ty
W= [ a1 )i,
n=0""v
oo M—-v—-1n—-1[M-v-1
discr
LCTESS i SR 1| DI P[ITRHRY
n=0 u;j=v+1 k=0 [up=v+1
oo M—-v—1M-v-1 (252)

=3 S () e ) A

Desse modo, expressamos formalmente a média sobre todas as configuragoes das distan-
cias médias para encontro de um sitio, partindo-se de cada posigao inicial, isto é, a leitura
do resultado de Eq. (2.52), pode ser entendida como a média sobre todas as configura-
¢oes partindo-se da posicao inicial x,. Em seguida, o mesmo procedimento que levou a

Eq. (2.41), quando realizado no limite discreto, permite escrever

M—-v—1

[{L)ua) = D (g |(1 = L) ua ) {[€]),uy), (2.53)

u]':V-i-l
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CAPITULO 2. PRINCIPIOS TEORICOS DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DIMENSAO

onde 1 é matriz unitéria de dimensdo N2 e (1 — L)™' é a matriz inversa de (1 — L).
Para obter resultados numeéricos a partir da Eq. (2.53), resta somente determinar os
elementos L;; da matriz de transicao L. Isto pode ser realizado pela comparagao entre
as Eqs.(2.22) e (2.47), que leva a conclusdo de que L;; representa no limite discreto a
probabilidade p(x; — z;)dz; de se executar um passo de comprimento entre |z; — z;| =

li — j|Az e |z; — ;| + dzx; = (]i — j| + 1)Az. Portanto, escrevemos

|xi—xj |+ Az
P(lz; — x| < [0] < |x; — ;| + Az) = / p(l)de, (2.54)

|z;—y]

que implica em

(Ji—j]+1) Az ( )
Li:L-i:/ pO)de, i #],
’ ’ li—j| Az (2.55)

Uma vez que tenhamos calculado L;; para uma dada distribuicao p(¢) de comprimentos
de passos, invertemos a matriz (1 — L) para determinar a distdncia média percorrida
até um encontro, (L)(a), e a eficiéncia da busca, n(a), dadas pelas Egs. (2.53) e (1.79),
respectivamente. Na proxima secao, estes calculos serao especificamente realizados para

a distribuicao de Lévy.

2.5 Buscas de Lévy no Limite Espacial Discreto

Como discutido na sec¢ao 1.6, o regime assintotico da distribuicao de Lévy para os com-

primentos dos passos possui a forma da lei de poténcia

Ol — o)

= A—

(2.56)

onde introduzimos a fungao © de Heavside,

1, se [l| > {y;

Ol — b)) =
0, se |[¢| <,

para levar em conta o comprimento minimo do passo, £y, e a constante A é determinada

pela condigao de normalizacao da distribui¢ao p(¢):

—1
A= %eg—l, 0> 1. (2.57)
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2.5. Buscas DE LEvY NO LIMITE ESPACIAL DISCRETO

Os elementos da matriz L s@o entao calculados substituindo as Eqs. (2.56) e (2.57) na
Eq. (2.55), tal que
1 1 1

com L“ =0.
Para se determinar (L)(xg) via a Eq. (2.53) para a distribuigao de Lévy, é necessario
ainda calcular (|¢])(zo) e a sua forma discretizada (|¢|);. Substituindo a Eq. (2.56) na

Eq. (2.14), obtemos para cada um dos intervalos especificos de x os seguintes resultados:

e para 1, + Lo < w9 < A =1y — Lo,

A=mo—rv) | Lo(1-p) (zo—7v)/l0)2~H

et = 4 g L ] et <psnens2
(/\ﬂgim) + 20+ In((xo —10)/bo))], sep=2

(2.59)

desse modo, a forma discreta, segundo as consideragoes do inicio da secao 2.4, é

escrita como

(M—i—v)Az Az(1—p) ((5=1)/q)2— "
(€]); = 2 +ﬂm%ﬁ 1+ PZ ., osel<pu<3,ep#?2,

? (2.60)
WEwIBe 922 1+ In((i — v)/q))],  se p=2;

e para r, < xg < 1, + ly:

(zo—rv) Lo(1—p) (A—=zo—1v)/l0)>H
(el (o) = 7t 2000 1+ T—p
—(m;”) + 21+ In((A =z —10)/b0))], sep=2

, sel<pu<3ep#?2,

(2.61)
e no caso discreto,
(i=v)Az | gAz(1—p) (M—i-v)/q)**
+ 1+ == 1 sel<pu<3e 2,
(1¢]); = 2 2(2=n) Lo a i (2.62)

U222 4 22 (14 In((M — i —v)/q)], se p=2;

e para o intervalo A — 7, — g < 29 < A — 1y

foll=p) (wo=rv)/€0)>~" (A=zg—1y)/o)>~H
(1)) (zo) = m”)P+ 1=y T = , sel<pu<3epns#?2,
Co[L + In([(A — 2o — 1) (20 — 1)]/2/4o)], s =2

(2.63)
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e no caso discreto,

Az(1—p) ((i—v)/q)?~* (M—i—v)/q)%*
gy, [ [ S ] e <sens2
Al + (M =i~ )i =), sep=2,

(2.64)

Agora que determinamos o comprimento médio de uma busca de Lévy em funcao da
sua posi¢ao inicial, uma questao de fundamental importancia passa a ser encontrar a de-
pendéncia com o ponto de partida do caminhante do ntimero médio de passos realizados
até o encontro. Tal questao sera analisada na proxima se¢ao ao tomarmos o limite tem-
poral continuo da busca aleatéria, ou seja, o limite em que o ntimero discreto de passos

assume o carater de uma variavel “tempo” continua.

2.6 Busca de Lévy no Limite Temporal Continuo

Vamos considerar agora o limite temporal continuo da busca aleatoéria de Lévy com bordas

absorventes, em que, ao invés de uma sequéncia de passos discretos, como por exemplo
no caso da Eq. (2.16),

P (z) = / e — O PL()e,

a funcao densidade de probabilidade de encontrar o caminhante no ponto = varia conti-
nuamente com o tempo, constituindo uma equacao de difusao fracionaria, como descrita
na segao 1.5. Notamos que a equag@o acima traz a mudanga de notagao p,(x) — P, ()
em relagao & Eq. (2.16), a fim de se aproximar da discussao realizada na segao 1.5.

De forma geral, a difusao usual browniana é descrita por um modelo local, ou seja, em
pequenas escalas de tempo a evolucao da funcao densidade de probabilidades para uma
dada posigao ¢é afetada tipicamente apenas por pontos relativamente préoximos no espaco.
Contudo, devido ao carater de longo alcance da distribuicao de Lévy e a divergéncia no
seu segundo momento, a dindmica dos processos de Lévy é descrita por uma equagao de
difusao fracionaria com caracteristica superdifusiva, como discutido na se¢ao 1.5.

No caso dos processos de busca de Lévy, de acordo com Buldyrev et al. [BHK'01,

BGH™01] é possivel definir o operador

D, = lim ;%[ L4 (l) — 1], (2.65)

Lo—0
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onde, de acordo com as Egs. (2.21) e (2.56), a sua agdo numa funcdo continua f(§) ¢ dada

por

Pt = Jim 5 {52 | E @ | gl @] - 10}

bo—0 — ) erty (T —¢

(2.66)
Realizando uma integracao por partes, obtemos
— 4 14
Daf<§> — 21011_{10 {Eaa |:.f(€ 5 0) + f(f;’ 0) . f(é-):|
17 Sl #(x)da AT () dae ] }
2 { /r (§— ) +/§+eo =9 "

_ Sy JO=r) (2.67)

2(5 - 7,”)04 2<)‘ — Ty — éﬁ)a

*

Para @ < 2, o primeiro termo vai a zero de acordo com %fﬁ‘o‘f”(f) . De uma forma

compacta, representamos

B A—Ty sign(x_£> N Vdr — f(?“v) . f()‘_rv)
D= M g

onde o primeiro termo acima corresponde ao valor principal da integral’ em torno de ¢, e
f'(z) é a primeira derivada da fungao f(z). Este operador ¢ similar ao operador 9*/9z* da
equagao de difusao normal e pode ser expresso como uma combinagao linear das derivadas

fracionarias a esquerda e & direita de Riemann-Liouville!. Para avaliarmos as correcoes

*Para

) = i L2 =S

temos que ) ) )
SF @) = Sf@+h) + S f(@ —h) = f(@).

tO valor principal da integral é definido por

Derivada & esquerda:

1 4t
7= iy |
Derivada & direita: ) PR )
7= o a)%/gﬂ EErIrANAS
com transformadas de Fourier .Z{2¢f} = (Fik)* f (k).
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para nucleos do operador £, do tipo lei de poténcia truncada, vamos definir o operador

diferenca

dy = (5% [La(lo) — 1] — Do, (2.69)

que decai com £3~* quando £y — 0. A partir das Eqs. (2.67) e (2.68) podemos concluir

que d, é proporcional & segunda derivada operatorial, isto é,

a d?

dy =03 —
0 (e —2)da?

+ O5). (2.70)
No caso em que o niicleo de L, po(|z — &), tem comportamento assintotico p(z) =
yz~@+D[1 + O(1)] para x — 0o, podemos obter correcdes para d, expandindo f'(z) em
série de Taylor, isto ¢, f'(x) = f'(&) + f"(&)(x — &) + O((z — £)?). Assim, o operador D,
é bem definido para uma classe de fungdes que possuem segunda derivada.

Em analogia com a equagao de difusao de buscadores aleatérios evoluindo num tempo
continuo, Eq. (1.42) com v = 0, podemos, de modo similar a Eq. (1.59), definir uma
equacao de difusao fracionaria para a busca de Lévy motivados pela proporcionalidade

entre os operadores D, e 9*/0x? num dominio de bordas absorventes, isto ¢,

OP(z,t)

:_gpap t 2.71
S = 1. DaPlt), (2.71)

em que ty ¢ o tempo de duragao de cada passo e J, = £ /ty ¢ o andlogo fracionério do
coeficiente de difusao normal.

Uma vez que o operador D, é uma funcao continua do operador L., entao D, €
B(F,F). Este fato ¢ 1til para determinarmos as solugdes da Eq. (2.71). Consideramos
inicialmente que P(x,t) pode ser expresso como uma série de autofung¢oes do operador
Do, Dofr(x) = wifr(z), restritas as condigoes absorventes, fi(r,) = fr(A —r,) = 0, tal
que [SS93]

o0 A—Ty
Plat) =Y e ila) [ R(OP(E o) (2.72)

Esta forma da solugao, no contexto da equagao de difusao fracionaria com dindmica
superdifusiva, num intervalo finito de bordas absorventes; foi proposta primeiramente por
Gitterman [Git00]. As autofungoes fi(x) podem ser aproximadas por autofungoes do
laplaciano com bordas absorventes, isto ¢, \/2/(\ — 2r,)sin[rkz/(\ — 2r,)], tal que os
autovalores w; tém um comportamento assintético para grandes valores de k dado por

wg ~ —[k/(A—2r,)]* < 0. Resultados numéricos confirmam estas consideragdes na regiao
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longe das bordas absorventes, mas mostram que as autofuncoes f; tém comportamentos

distintos proximos as bordas [BHK*01]. Por exemplo,
filx) ~ (z—71,)*?, (2.73)

proximo a borda x = 0, isto é, para z — 7, .
Podemos agora calcular o tempo médio da busca de Lévy no limite temporal continuo
da Eq. (2.43). Uma vez que, a partir da defini¢do do operador diferenga, o operador

L—1=L2[Dy+da(lo)] (2.74)

é inversivel e pode ser expandido em séries de d, (), tal que d,(¢y) — 0 quando ¢y — 0,

entao

(L—1)"'=4,°D;' (1 —d,D;' +..)). (2.75)

Utilizando agora a Eq. (2.43), obtemos

(n)(zo) = [(£ = 1) h] (o)

(2.76)
= [(5°D; (1 — do D' + .. )R] (20).
No limite em que £y < A, entao d, D, h(xg) < h(zg), de modo que
(n)(x0) = [£5 D3 h] (x0)- (2.77)

Dessa forma, o tempo médio para o encontro numa busca de Lévy com bordas absorventes

pode ser formalmente escrito como [BHKT01]

(6)(@n) = to(m) (wn) = —,25(D; W) = (o) (2.78)

onde aw = — 1. Acima, a fungao g(x) satisfaz*
D,g() = hiz) = -1, (2.79)

com g(r,) = g(A —r,) = 0. A partir da Eq. (2.68),

T sign(€ — @)
Dyug(z) Zyi Wg (£)d€ = h(z). (2.80)

*Uma vez que D, D, ' = 1.
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Esta equacao pertence a uma classe de equagoes integrais com um nucleo de Riesz fracio-
nario [Pod99], cuja solucao para 1 < o < 2 foi obtida por Sonin através do seu algoritmo

de inversao [Sonb4]. Em particular, uma equagao do tipo

A—7y : _ v
/ [aisign(§ — x) + as HE)dE = h(z), 1, <E<A—r, (2.81)

2|¢ — x|

tem solucao geral
¢(z) = Ado(x) + ¢1(), (2.82)

em que ¢o(z) = [(A — 1y — 2)(z — r,)]*! ¢ a solugdo da equagio homogénea com h(z) =

0. Por outro lado, o caso geral

d A—Ty tl—a d t tl—a
¢(Z> = BOCZ(’B_l)E/ mdt% m¢($)d$ = h(g), (283)

tal que r, <& <\ —r,, com

—2sin(7f)(a)

B, = , 2.84
F(ﬁ)F(l — ﬁ — a)(a1 + a2)”7r ( )
sin[m (8 — a)] = ¢, sin(wp) (2.85)

e 14
¢, = (“2 - al) . (2.86)

ai + ao

Para a Eq. (2.80), v = 1, as = 0 e a3 = —1, de modo que ¢, = —1. O namero infinito

de solugdes determinado pela relagdo 5 = «/2 + k, tal que k é um inteiro, fica restrito

a apenas duas solugoes devido a condigao de convergéncia das integrais para 0 < o < 2,

isto é,
d A=Ty e d t ya/Q
= B, (0‘/21)—/ —dt—/ ————h(y)d 2.
¢1(Z) z dz : (t_Z>a/2 dt . (t—y)a/2_1 (y) Y ( 87)
© A 1 t /2
d e te d y“
= — Bz — —dt—/ —— = h(y)dy. 2.88
(]52(2) z dz . (t—Z)O‘/2_1 dt . (t_y)a/g (y) Y ( )

A partir da relacao D, g(z) = h(x), e notando que ¢(x) = ¢'(z), com g(z) obedecendo a

condigao de contorno g(r,) = g(A —r,) = 0, entdo

o) = | 5(2)d-.
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Para o nosso caso de interesse em que h(x) = —1, a solugdo da equagao integral é ¢;(x)

para a = 4 — 1, de modo que

o) — sinfr(p—1)/2] V(g — D2
g9(z) T =1)/2 [(A =7y —2)( v)] - (2.89)

A solugao pode ser verificada por performar um contorno de integracao no entorno

do corte [r,, A — r,] no plano complexo, computando o residuo do integrando no infinito.

Ainda podemos estabelecer g(x) através da expansdo nas autofungdes de D, isto é,

glan) ==Y~ filan) [ il

k=1

que nao difere substancialmente da solucao obtida pelo método da inversao.

Assim, no limite ¢5 — 0 definimos o niimero médio de passos até o encontro da busca
de Lévy no limite temporal continuo a partir do primeiro termo da expansao formal,
Eq. (2.75), de modo que

_ﬁﬂﬂM—Uﬂ](A—m—x@@m—m)w*w.

(n)(xo) = 05" () = T =1)/2 P (2.90)

No limite browniano p > 3, regido pelo TLC, retomamos a equagao de difusao normal,
Eq. (1.42) com v = 0, com coeficiente de difusao D = (u — 1)03/[2to(1n — 3)], tal que

(t) = 2(\ — 2)/(2]). (2.91)

Finalmente, em analogia com o procedimento anterior, podemos determinar uma ex-
pressao analitica para a aproximagao do limite continuo do comprimento médio da traje-
toria antes do encontro com um sitio, L,,, em termos de funcoes hipergeométricas, fazendo
h(z) = s(x), isto é,

Yu(2) + ¢l = 2)

) = o = | S D DB - U2 - 0/2) o.02)
+2AM#—2 sin (7(pu — 1)/2)(z — 22)w-1D/2 -
m(p—2) ’
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tal que z = xg/\, M = \/ly; no numerador a fun¢ao B é a fun¢ao de Euler definida
como B(a,b) = I'(a)l'(b)/T'(a +b). A fungao v, (2) engloba a funcdo hipergeométrica F,
tal que

-1 pu—1 p—1
wu(z):F(Q—’u2 ’,u2 ,MQ +2,z>z(“_1)/2+1.

A fungao hipergeométrica é definida por,

a) s~T(n+a)l(n+b) ,
Z C'(n (

I
Fla.b.e;v) = 5o3rw Ot o)

n=0

Este resultado surge da aproximacgao ao considerar o operador diferencial fraciona-
rio d, junto ao algoritmo de inversao de Sonin para a equacao de difusao fracionaria.
Apresentando duas singularidades, para p — 2 (alteragdo do carater da busca balistica-
superdifusiva) © = 3 (buscas gaussianas). A aproximagao so se realiza no limite de £
deixando de ser valida nos contornos absorventes. Entretanto, este resultado sera de
grande utilidade para investigagoes numéricas.

As equagoes (2.59)-(2.64) para (|¢])(zo) e (2.90) para (n)(xq) serao fundamentais nesse
trabalho, uma vez que na anélise energética da busca de Lévy apresentada no proximo

capitulo iremos aproximar o comprimento médio da busca por (L) = (|¢|)(n).
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Capitulo 3

Dinamica Energética das Buscas

Aleatoérias de Lévy

Muitos

muitos dias h4 num dia s6
por que as coisas mesmas
0s compoem

com sua carne (ou ferro
que nome tenha essa
matéria-tempo

suja ou

nao) os compoem

Ezxcerto de Poema Sujo
Ferreira Gullar
maio-outubro/1975

Buenos Aires

Ao atribuirmos energia ao caminhante no processo de busca, surgem naturalmente os
estados de vida e morte, isto €, se a energia chega a zero ao longo da dinamica da busca o
forager é considerado morto. Nesse contexto, aplicaremos aqui os conceitos da Mecanica
Estatistica de Nao-Equilibrio associados as transicoes de fases dinamicas para um estado
absorvente [Hin06.

Como veremos, tais transicoes de fase ocorrem no ponto critico para a sobrevivéncia
do caminhante e envolvem processos de primeira passagem, isto é, processos em que pela
primeira vez o forager passa pelo zero de energia. O zero de energia é portanto considerado

um estado absorvente.
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O principal objetivo desse capitulo é, portanto, apresentar um modelo de dindmica
energética das buscas aleatorias de Lévy, estabelecendo os pardmetros de ordem e expo-
entes criticos da transicao de fase para um estado absorvente. A nossa abordagem se dara
através de estudos analitico e numérico da equacao de estado do caminhante, de acordo
com ideias gerais da teoria unificada do problema de foraging [MC86|.

Um fator indispensavel para a sobrevivéncia dos organismos é a energia calérica mi-
nima para sustentar as suas atividades metabolicas. Muitos organismos gastam uma
consideravel parte de suas vidas essencialmente procurando por alimento. A peculia-
ridade da Fisica do problema de foraging é ampliada quando lhe adicionamos um me-
canismo de balango energético entre a energia consumida e a acumulada por exemplo
pelo encontro de alimentos, procurando, dessa forma, aproximar a abordagem tradicio-
nal [VALRS11,RBdL*09b, VBH99| de aspectos biologicos mais realistas. Abstratamente,
esse mecanismo pode ser gerado por variaveis estocésticas de carater aditivo e, como ve-
remos, introduz uma dindmica na transi¢ao de fase para o estado absorvente (caminhante
morto) que enriquece o problema da busca aleatoria, tornando-o adequado para anélise
através da Mecanica Estatistica de Nao-Equilibrio. Neste trabalho, propomos um modelo
que descreve a dinamica energética do forager ao longo da busca, numa abordagem que
permite um tratamento analitico, em contraste com um modelo anterior proposto por
Faustino et al. [Fdd*07] que se concluia numa aproximagao analitica tipo campo médio
para o modelo de buscas.

Historicamente, a teoria da otimizacao do balanco energético da busca dos organis-
mos por recursos, foi primeiramente proposta por MacArthur et al. em 1966 [MPG66|
partindo de modelos mateméticos com numero elevado de parametros. Apoés consideravel
progresso, uma revisao da situagao até 1981 foi realizada por Kamil et al. [KDP87], e no-
vamente em 1986 por Stephens et al. [SK86b], incluindo a descri¢do dos principais fatores
ecologicos e psicologicos do comportamento do forager. Mais recentemente, um resumo
do conhecimento sobre o comportamento e ecologia do forager foi descrito por Stephens et
al. [SY07|. Por outro lado, a interface com a Fisica do problema de busca aleatoria foi ex-
plorada em 2011 por Viswanathan et al. [VALRS11]. Nesse contexto, nossas contribui¢oes
contemplam as transi¢coes de fase do modelo matematico des buscas aleatérias de Lévy
quando levamos em conta a dinamica energética, analisando a estatistica de encontros de

sitios.

3.1 Modelos de Busca com Balanco Energético

Um modelo de busca aleatéria que leve em conta a dinamica do balango energético deve

incluir os processos de entrada e dissipacao de energia. De acordo com as regras que
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descreveremos para o comportamento do forager na busca por sitios-alvo, quando um
encontro ocorre uma quantidade de energia g lhe é adicionada. Por outro lado, ao se des-
locar o forager consome energia. De um modo geral podemos descrever essa dissipacao em
termos de alguma func¢ao do tamanho do passo, f(¢) [RBd*03]. Inicialmente vamos, por
simplicidade, considerar essa dissipacao linearmente proporcional a ¢, isto &, f(¢) = ||,
onde a > 0 denota uma constante de dissipacao e que a velocidade do forager continua a
mesma a medida que perde ou ganha energia. Neste trabalho nao trataremos o caso em
que a velocidade muda & medida que se consome energia, isto é, uma velocidade v = v(/);
ou uma velocidade que muda ao longo do encontro de sitios, isto ¢ uma velocidade de-
pendente do nimero de encontros, v = v(n). Por essas consideragoes, surge naturalmente
a questao da universalidade dos resultados do modelo, isto é, a alteracao, por exemplo,
na forma da funcao de dissipacao deve provocar uma mudanca nos expoentes criticos
associados a transicao de fase? Esta questao sera discutida no final desse trabalho.

Tao logo definamos os mecanismos de consumo e armazenamento de energia no modelo
de busca, poderemos fazer previsoes sobre a sobrevivéncia do forager e estudar a eficiéncia
da sua estratégia de busca. Como discutiremos, estas previsoes podem se conectar aos
estudos ecologicos de extingao e sobrevivéncia das espécies.

Como vimos no capitulo introdutorio, a literatura aponta [VALRS11, HWQ*12] para
buscas eficientes geradas por um caminhante com uma distribuicao de comprimentos de

passos, |¢| > {y, do tipo lei de poténcia,
p(l) ~ " com 1<p<3. (3.1)

Ao somar os comprimentos dos passos, obtemos distribuigoes estaveis de Lévy, para 1 <
i < 3, e browniana, para g > 3. Em nosso estudo consideraremos que o caminhante
procura por sitios utilizando a p(¢) acima, ao longo de uma extensao unidimensional de
comprimento A com condi¢oes periddicas de contorno.

Consideramos que apds n passos a energia acumulada do caminhante pode ser escrita
como [FddT07,FLR*12]

=& + Z — alt]), (3.2)

onde & ¢é a energia inicial do caminhante, necesséria para a busca ter inicio, e |{;| é
o comprimento do i-ésimo passo da caminhada, sorteado a partir da distribuicao (3.1).
Quando (ndo) acontece um encontro de sitio-alvo no i-ésimo passo, temos ¢; = 1 (§; = 0).

Vale observar que uma equagao similar a Eq. (3.2), com dissipacao de energia direta-

mente proporcional ao tamanho do passo, também foi proposta [BML09| no contexto de

65



CAPITULO 3. DINAMICA ENERGETICA DAS BUSCAS ALEATORIAS DE LEVY

um modelo deterministico de agentes inteligentes se comportando como foragers de Lévy
em ambientes heterogéneos.

No nosso contexto, tencionamos descrever a dinamica energética de um processo de
busca que simule, na medida do possivel, os encontros biologicos. Para este fim, é neces-
sario fazer escolhas apropriadas para os parametros do modelo. Por exemplo, a escolha
g > a tipicamente levaria a um forager imortal, que jamais pereceria por falta de ali-
mento; por outro lado, a consideragao g < a\ certamente implicaria na morte do forager
apoOs poucos passos sem encontrar nenhum sitio-alvo. Tais situagoes sao tuteis para ex-
trairmos informagoes sobre o modelo nos casos limites. Entretanto, nesse trabalho o nosso
foco principal estd na analise da dinAmica da busca no regime intermediario em que o fo-
rager consegue em média sobreviver durante um longo tempo antes de eventualmente se
extinguir, isto é, a dinamica da busca no limiar da extingao.

Vamos a seguir descrever as regras do modelo de busca com dinamica energética. Na
verdade, procuraremos contrastar o modelo utilizado neste trabalho com um modelo simi-

lar, porém com diferengas importantes, introduzido por Faustino et al. [FddT07, FLR*12].

1. Inicialmente, as posi¢oes do caminhante de Lévy e do alvo sao sorteadas aleatoria-

mente em um segmento de comprimento A com condigoes periddicas de contorno.

2. O forager escolhe uma diregao aleatéria e um tamanho de passo a partir da Eq. (3.1),
e inicia a busca com velocidade constante. No nosso modelo o alvo é considerado
estatico. No modelo de Faustino et al. [FddT07, FLR" 12|, ele pode se movimentar
com velocidade idéntica a do forager, tendo escolhido uma direcao aleatéria e um
tamanho de passo também a partir da Eq. (3.1), porém com um expoente p que

pode em geral ser distinto do expoente do forager.

3. A cada passo de comprimento ¢; que realiza, o forager perde uma quantidade de

energia f(¢;) = «a|f;|, como descrito pela Eq. (3.2).

4. Ao longo da busca, o forager checa continuamente se o alvo encontra-se dentro do
seu raio de visao, r,. Se o alvo nao é detectado até o final do seu passo, uma nova
dire¢do e um novo comprimento de passo sao escolhidos para o forager, de acordo

com a regra 2.

5. Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade de energia g é
adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo é entdo criado em uma
posicao aleatoria e o processo recomeca a partir da regra 2, continuando até que
um dos critérios de parada, definidos a seguir para cada modelo, seja satisfeito,

finalizando o processo de busca.
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Os critérios para o término da busca constituem uma distingdo importante entre o
nosso modelo e o modelo de Faustino et al, jA que os critérios para termino da busca
determinam as estatisticas dos modelos. Em ambos os modelos, um dos critérios de
parada é o evento em que o forager morre por falta de energia, isto é, quando a sua
energia acumulada ao longo de varios encontros, Eq. (3.2), atinge o zero pela primeira
vez (estado absorvente), que definimos como critério de sobrevivéncia. Este ultimo
critério pode ser desativado para analisarmos o modelo sem alterar a estatistica. A seguir,
descreveremos as escolhas realizadas.

No modelo de Faustino et al. o caminhante finaliza a busca ap6s percorrer uma dis-
tancia maxima (Lpax) pré-determinada, gerando uma estatistica de busca essencialmente
vinculada as flutuagoes da distancia total percorrida, o que definiremos como critério de
busca. Em suma, a regra 5 para este modelo é complementada por estes critérios de

parada, sendo reescrita da seguinte forma.

5. Faustino et al. Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade
de energia g é adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo ¢ entao
criado em uma posicao aleatéria e o processo recomeca a partir da regra 2, con-
tinuando até que o forager percorra uma distdncia méaxima (critério de busca)

ou até que a sua energia atinja o zero pela primeira vez (critério de sobrevivén-

cia) [Fdd*07,FLR*12]|.

Deixando a parte o critério de parada devido a morte do forager, é interessante notar que,
quando a busca é encerrada apos percorrer uma certa distancia maxima pré-determinada,
geralmente ela é interrompida entre o encontro de dois alvos, mesmo que o forager ainda
tenha suficiente energia acumulada para prosseguir. Como veremos, em nosso modelo
adotaremos o critério de encerramento da busca apds o encontro de um ntmero maximo
de sitios-alvo. Além de evitar esta interrup¢ao durante o transcorrer da busca, este critério
permitira também um tratamento analitico do modelo.

De acordo com a Eq. (3.2), podemos escrever

En=E+ (90; — alty])
> o

ng == €0+Nfg—OéLNf,

emque Ny =" 0;¢eL Ny = >, 4| s@o, respectivamente, o ntmero de alvos encontra-
dos e comprimento total da caminhada apds n passos. No contexto do modelo de Faustino
et al., como a distancia total percorrida L é o parametro associado ao critério de parada
da busca, na qual um total de N alvos sao encontrados, os autores adotaram o ganho

energético normalizado, (En, — &)/ L, como a quantidade de interesse a ser estudada. De

67



CAPITULO 3. DINAMICA ENERGETICA DAS BUSCAS ALEATORIAS DE LEVY

fato, uma vez descontado o efeito da energia inicial &, esta quantidade deve se anular no
ponto da densidade critica de sitios (ver a Fig. 3.1). Para tentar explicar os resultados
numeéricos obtidos, Faustino et al. utilizaram uma abordagem analitica com uma apro-
ximagao a campo médio, de modo similar ao tratamento realizado por Viswanathan et
al. [VBHT99] para o estudo das buscas de Lévy por sitios-alvo estéticos.

A anélise de Faustino et al. [FddT07, FLR"12| se inicia considerando que o nimero
Ny de alvos encontrados apds n passos ¢ dado pela razao entre n e o ntimero médio de
passos entre dois encontros sucessivos, (Ns), isto é, Ny =~ n/(N,). (Para evitar confusao,
estamos mudando a notagdo com relagao ao capitulo 2: (n) — (N).) Essa expressao é
aproximada porque, a cada encontro, a posi¢ao do novo alvo é aleatoriamente distinta da
posi¢ao inicial do alvo anterior. Como reportado na Ref. [VBH'99|, o comportamento

assintotico de (Ny) no regime de escassez de recursos, A > r,, é dado por
(Ny) =~ (A1) 1. (3.4)

Assim, L =Y. ¢; = Ny(l); 4+ (n — Ny)(€)n, em que (€); ((¢),;) representa o comprimento
médio de um passo simples truncado (nao truncado) ao encontrar (ndo encontrar) um

alvo. A manipulagao algébrica destas quantidades leva a [Fdd*07]

- g .
(Ev =&)L~ Ny — .~ (3:5)

Para incluir os efeitos de flutuacao na sobrevivéncia das caminhadas com energia proxima

a zero, os autores introduziram um termo multiplicativo N'(\, u), tal que

€= 80/L~ | =y ) VO 30
onde s
N p=C (?) , p<3 e C = constante. (3.7)

A dependéncia do fator multiplicativo com o expoente pu — 3 implica que tais flutuagoes
sao irrelevantes no regime browniano de passos curtos, isto ¢, para p — 3. Observamos a
partir da Eq. (3.6) que N'(\, ) afeta como o ganho de energia varia com A e p. Finalmente,
argumentando que, na média, A/2 tem o papel de um limite superior de truncamento, os
autores escrevem

()¢ ~ (3-8)

68



3.1. MODELOS DE BusCcA coM BALANGCO ENERGETICO

e, numa aproximagao a campo médio como na Ref. [VBHT99|,

[ deep(e)
TN den(o)
N >2u 9 (3.9)

R
p—2 <A>1u_1'

Ty

nt

A comparacao entre os resultados numéricos e a aproximacao tedrica do modelo de
Faustino et al., apresentada na Fig. 3.1, mostra um quadro qualitativamente compativel,

embora quantitativamente insatisfatério [Fdd*07, FLR*12]. E interessante notar que a

l T ‘ T 4 |Vv ¥ ¥
30 ' Searcher Target N AT
ST T @f e b
40+ cous30 p=20 OLF 4 ¢ >
0 f v p=30 pell ofF W
=l - a 120 =30 gpg% 4 g‘ :
;} uf s+ H20 =20 "oﬁ? " -
| | o u=20 =Ll R
ZZD' Z ] "
Y g
10F -
. N B T A
I T 0 Mt :
g /d g /d
(a) Aproximagao analitica considerando o sitio-  (b) Dados numeéricos obtidos da simulagao to-
alvo fixo. Os valores de p sao correspondentes  mando a média sobre 500 caminhadas.
ao forager.

Figura 3.1: Ganho energético normalizado pelo comprimento pré-determinado da busca,
L, em fungao da densidade de alvos normalizada p = g/d, com d = 2\, para vérios
valores dos expoentes de Lévy do forager e do alvo, de acordo com o modelo proposto
por Faustino et al. [FddT07]. Para o alvo, u = 3 (regime de pequenos passos) corresponde
aproximadamente & situagao de sitios fixos. Os parametros utilizados foram &, = 100,
g =100, o = 100, r, = 1, L = 10* e velocidades unitarias para o forager e para o alvo.

quantidade (En, — &)/ L define essencialmente dois regimes distintos do comportamento
do forager em fungao da razao g/\: uma fase nula na regiao g/ < (g/\)., em que o forager
encontra-se no estado absorvente (morte) devido ao fato de ter atingido energia nula ao

longo da busca realizada num ambiente escasso (g < a)); e um regime de sobrevivéncia,
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na regiao g/A > (g/A), em que (En, — &)/L ¢ finito e a busca se desenvolve num
ambiente mais abundante em recursos (g 2 a)). Os autores argumentam, entdo, que o
valor g/A = (g/\). corresponde ao ponto critico de uma transi¢do de fase dinamica de
segunda ordem entre os estados absorvente e ativo [FLR™12|. Vale notar ainda que quanto
menor o expoente do forager, isto é, quanto mais proxima do regime balistico (u — 1) for
a sua dindmica de busca, maior a regido de valores do parametro g/A em que a fase ativa
ocorre.

Vamos voltar o foco agora para o nosso modelo e os resultados que dele derivam.
Como mencionado, uma distingdo importante com relagao ao modelo de Faustino et al.
diz respeito ao critério de parada para a finalizacao da busca, ou mais especificamente ao
que denominamos de critério de busca. Diferentemente do modelo proposto por Faustino
et al., em que a busca é finalizada apos o forager percorrer um comprimento maximo Ly,
no nosso modelo ele conclui a procura apés encontrar um numero mdzimo de encontros de
51108 N f max, gerando uma estatistica dependente das flutuagoes do nimero de encontros
N¢. Naturalmente, assim como no modelo de Faustino et al., caso o forager assuma
energia nula ao longo da busca, ele ingressa num estado absorvente (morte) e a busca é
imediatamente finalizada (critério de sobrevivéncia).

Vale mencionar ainda que nosso modelo esta de acordo com a teoria unificada do pro-
blema de foraging [MC86|, segundo a qual, sendo X (¢) a variavel de estado que caracteriza

a condi¢ao do forager no tempo ¢, entao
X(t+1)=X(t)— o+ Z;, (3.10)

onde a; e Z; sao as respectivas variaveis aleatorias que definem a perda de energia associada
a escolha da estratégia de busca i e o ganho de energia pelo encontro de alimento. Ainda

nesse contexto, a variavel de estado esta vinculada aos limites
r. < X(t) < C, (3.11)

em que . é uma energia critica que determina a morte do forager, a qual eventualmente
pode ser normalizada a zero, e C é a capacidade méxima de armazenamento de energia,
isto é, a energia maxima que o forager pode acumular [MC86]. A dinamica estabelecida
pela perda de energia, «;, e pela energia ganha pelo niimero de encontros com os sitios-
alvo, NyZ;, determina a evolucao do processo de busca. No nosso caso especifico, a; ¢
mapeado naturalmente na fungao dissipacao f(¥;), associada a estratégia de busca.

Em suma, o correspondente a regra 5 para nosso modelo é descrito da seguinte forma:
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5. Regra para N; Quando um encontro acontece, o alvo é eliminado e uma quantidade
de energia g é adicionada ao forager, segundo a Eq. (3.2). Um novo alvo é entao
criado em uma posicao aleatoria e o processo recomeca a partir da regra 2, continu-
ando até que o forager encontre Ny .y sitios-alvo (critério de busca) ou até que

a sua energia atinja o zero pela primeira vez (critério de sobrevivéncia).

Como veremos a seguir, a alteracao no nosso modelo para a implementacao da regra
5 acima permite uma aproximacao analitica mais fiel aos resultados numeéricos. Por hora,
e até o final deste capitulo, vamos focar na obtencao de resultados analiticos com base
no nosso modelo, tais como a determinacao do ponto critico que separa os regimes de
extingao e sobrevivéncia do forager, isto é, o ponto em que a energia acumulada atinge o
zero pela primeira vez, e o calculo do comportamento assintotico da probabilidade (taxa)
de sobrevivéncia do forager em fungao do nimero de sitios encontrados. Tais resultados
serao comparados no capitulo 4 com os resultados numéricos obtidos através de uma
simulacao computacional do modelo do tipo dinadmica molecular, isto é, com a posicao
do forager sendo iterativamente atualizada enquanto as condigbes para a sua mobilidade
forem satisfeitas.

O nosso ponto de partida é a expressao para a energia acumulada pelo forager apos o

encontro de NNy sitios em n passos,

SNf 250+Nfg—ozLNf, (312)
e que
n ni ni+ng n Ny
Ly = |6l =3 6+ > ltl+--+ > b, n=3 n;
i=1 i=1 i=n1+1 i:n(Nf,1)+1 j=1 (313)

Ly, = Li(21) + La(22) + - - + Ly, (2n,),

onde L;j(x;) e nj(x;) denotam, respectivamente, o comprimento e o ntimero de passos da
j-ésima caminhada partindo da posi¢ao z; até o encontro do proximo sitio-alvo (j + 1).
As somas sobre j de L; e nj; resultam, naturalmente, no comprimento total Ly, e no
namero de passos da busca até o encontro de Ny sitios.

Para continuarmos, vamos tomar a média sobre configuracoes das caminhadas. Uma
forma de definirmos a média sobre as configuragoes possiveis de caminhadas que partem da

posicao x;, notando que os indices r denotam configuracoes diferentes para as caminhadas
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que comegam na mesma posi¢ao, b o nimero de configuracoes que pode ser interpretado

como caminhadas, ou ainda como uma populacao de caminhantes, é tal que

b
(Li)(zy) = lim %ZL;(%), (3.14)

que converge para uma configuracao média que pode ser Entao se,

ni

L, = Z ‘£z| = L1<l’1)
=1
ni1+n2

L2 = Z ’€z| = LQ(SL’Q),

i=n1+1

(3.15)

podemos escrever que Lo(z1) = Y 2, |4, isto é, Lo(z1) ¢ uma dada configuracdo para
uma caminhada que comeca em x;. De tal modo que sempre existirao configuracoes
de caminhadas tais que, L (z;) = L} (x;), umas vez que estamos utilizando a mesma

distribui¢ao de passos p(¢) para cada uma das configuragoes. Assim,

(Li)(7;) = (Li)(x;) = (L)(x5),

ou seja, a soma para o comprimento total apés Ny encontros de sitio torna-se

(Lng) = (L)(21) + (L) (22) + - - + (L) (2n,)

Ny 3.16
(Ly,) = Y (L)(x)). 10

J=1

Com o resultado acima, obtemos a média da energia sobre as configuragoes de caminhadas

com uma dada sequéncia {z;} de posigoes iniciais:

Ny

En,({2}) = & + Nyg —a ) (L)(z)): (3.17)

j=1

Com o intuito de ndo sobrecarregarmos a notagao, simplificamos acima (Ex,)({z;}) —

En,({251).
A seguir, vamos realizar a média sobre todos os conjuntos possiveis de posicoes iniciais,

{z;}, dentro do intervalo r, < z; < A — r,. Para este fim, vamos considerar uma fungao
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densidade de probabilidade para o sorteio da posicao inicial, 7(x;) = n(z) para todo j,

tal que qualquer posi¢ao no intervalo tenha a mesma probabilidade, isto é,

1
(@) = 3— T (3.18)
com norma unitéria,
A—Ty A=y
/m, / - 2m e
_ [ A=y (3.19)
A —2r, v

=1

E interessante notar que a simetria do espaco de busca, em conjunto com o fato de
que deslocamentos para a esquerda ou direita sdo equiprovaveis, implica em (L)(z) =
(LY(A — z), para r, < x < A\/2 (ver Fig. 3.2). Em outras palavras, para o célculo do
comprimento médio da busca até atingir qualquer um dos sitios-alvo, (L), uma busca
iniciada a uma distancia x do sitio da esquerda e A — x do sitio da direita é indistinguivel
de uma busca iniciada a uma distancia A — x do sitio da esquerda e x do sitio da direita.
No caso de condic¢oes periddicas de contorno, os dois sitios-alvo identificam-se num s0,
como mostrado na Fig. 2.1, e a simetria descrita acima continua valida. Podemos nos
aproveitar deste fato para dividir o dominio da integral no espago de busca ao meio e

multiplica-la por dois, obtendo

Ny a2
B (o] = &0+ Npg =203 [ (L) (a,)m(ad, (3:20

J=1

A sobrelinha acima denota a média sobre as posi¢oes iniciais. Definindo

m

A2
(L)(z) = 2/ (LY(x)m(z)dz, (3.21)

de modo similar ao primeiro momento de uma distribuicao, escrevemos

Ny
8Nf({xj}) =& + Nyg—a Z mi,j, (3.22)

Jj=1
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<L>de
V2

<L>min -

Ty

(a) (L) x (b) & x (L)

Figura 3.2: (a) Esbogo do comprimento médio de uma caminhada até o encontro de um
dos sitios-alvo, distantes entre si de A\, em funcao da posicao inicial. No caso de condig¢oes
periodicas de contorno, os dois sitios-alvo se identificam num s6. A simetria do espago de
busca implica em (L)(x) = (L)(A—x), parar, <z < A/2. (b) Esbogo da relagao inversa,

z((L})-

onde notamos que, no caso da busca de Lévy num espago de extensdao A\, m; = m(A\, p)
para todo j. Novamente, desejamos nao sobrecarregar as expressoes com as notacoes das

médias, chegando, assim, a energia média apos o encontro de Ny sitios-alvo:
Eny (N 1) = & + Npg — aNym(\, ). (3.23)

Nosso modelo analitico consiste em aproximar o comprimento da caminhada entre
dois encontros consecutivos como o produto do tamanho médio de um passo pelo nimero

médio de passos entre dois encontros [RBd*03],

(L) (@) = (n)(z) - () (), (3.24)

em que (n,)(x) (ocultando o indice p por simplicidade) e (¢)(x) sao dados, respectiva-
mente, pelas Egs. (2.90) e (2.59), isto é,
sin|m(pu —1)/2 _ _

() = S Dy oz,
{y m(p—1)/2 (3.25)

(0)(z) = ﬁ {[)\ — oz =) =) — 2 — 1)} :
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A fim de controlar os erros da aproximagao acima e conhecer seus efeitos, comparamos na
Fig. 3.3 o resultado da Eq. (3.24) com aquele obtido a partir da discretizagao do espago de
busca realizada no capitulo anterior, Eq. (2.53). Percebemos que a discrepancia observada
no regime 1 > 2 pode ser praticamente sanada pela introdugao de um fator multiplicativo

A(\, p), obtido numericamente pelo ajuste das curvas, isto é,

(L)(x) = AX, p)(n)(x) - () (). (3.26)

Por outro lado, observamos que o fator é desnecessario para pequenos valores de p, ou
seja, A(A\, u < 2) & 1, comprovando a eficicia da nossa aproximagao nesse regime. Para
fins didaticos, as duas primeiras colunas da Fig. 3.3, isto é, u < 2, as curvas vermelhas
(resultados para (L) sem a prensenca do fator) e as curvas verdes (resultados para (L)
com a prensenca do fator) se coincidem perfeitamente com as curvas pretas pontuadas
em circunferéncias.

A determinacao analitica do fator é um problema em aberto, no entanto nossos estudos
numeéricos apontam que ele permanece positivo para yu — 3. Além do mais a aproximacgao
do limite continuo prediz um fator de (\/ 50)‘%1 para o nimero de voos nas vizinhancas
das bordas absorventes [BHKT01,BGH" 01| que corrobora com nossos resultados.

Além disso, como veremos no capitulo 4, o fato de usarmos apenas a regiao de maior
extensao de z no calculo de (¢)(z), isto &, 7, + by < x < X\ — 1, — {y, Eq. (2.59), levara
a uma discrepancia um pouco maior em relagao aos resultados numéricos no regime de
pequenos A e grandes pu, em que o forager permanece muito tempo proximo as bordas
absorventes.

Nosso objetivo a seguir ¢ analisar o ponto em que a energia do forager atinge o zero,
isto é, o ponto onde ocorre a transi¢ao de fase para o estado absorvente (morte do fora-
ger). Como discutido, no nosso contexto de buscas aleatérias com dindmica energética o
sistema evolui estocasticamente através de deslocamentos do caminhante intermediados
por eventuais encontros de sitios-alvo, implicando em perdas e ganhos de energia. Desse
modo, quando a sua energia acumulada ao longo da busca atinge o zero pela primeira vez
o caminhante se extingue, entrando no estado absorvente. Uma vez fixadas as densidades
de probabilidades para os comprimentos dos passos, p({), e para as posigoes de reinicio
da busca apds um encontro, m(zg), a dindmica da busca é essencialmente controlada pelos
parametros que caracterizam o ambiente de busca, A (inversamente proporcional & den-
sidade de sitios-alvo) e g (ganho energético em um encontro) (nesse trabalho fixamos os
valores de r,, {y e a). De fato, quando a razao p = g/\ (ou ainda p = g/(\ — 2r,), ao
levarmos em conta a detec¢ao do sitio a uma distancia r, do forager) é muito pequena a

extingao em tempos longos é certa e o forager ingressa num estado absorvente irreversivel,
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Figura 3.3: Comparagao entre as curvas de (L) (z) versus x obtidas a partir da computagao
numérica com o software Matlab da Eq. (2.53) no espago de busca discretizado, linha preta
e da aproximagao expressa pela Eq. (3.24), para varios valores de y e A, linhas vermelhas.
A introducao do fator de corregao A(A, i) nesta ultima corrige as discrepancias observadas
para p > 2, linhas verdes. De fato, obtemos que A(A, u < 2) =~ 1.
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do qual ele nao consegue mais escapar; por outro lado, grandes valores de p asseguram
que o forager prospera, configurando um estado dinamico ativo. A fronteira entre prospe-
ridade e extingao é marcada, como veremos a seguir, pelo ponto critico p., que caracteriza
uma transicao de fase continua entre os estados absorvente e ativo. Ao fixarmos g e va-
riarmos apenas A, temos, de forma andloga ao modelo de Faustino et al. [FddT07]|, que
o ganho energético (En, — & )/Ny deve se anular no ponto critico A = .. Desse modo,

reescrevemos a energia média apés o encontro de Ny sitios-alvo como

SNf()\,,u) =& + Nrg — aNgm(A, p),

Ex. (A ) — & (3.27)
al N S =g —am(\ p).
i

Para distinguir as duas fases, vamos definir a funcao ganho energético por conveniéncia
[Fdd*07, FLR*12,Sta71]
Eny; — &o

Nya (3.28)
=9 m(A, u).
a 7

(0

Observando que ¥ nao se anula na fase absorvente (£ = 0), contudo, apresenta o
mesmo comportamento na criticalidade, isto é, rigorosamente definimos o parametro de

ordem

£
Ny’

v (3.29)

tal que ¥ = + Af“ , cuja analise realizada indicam os mesmos expoentes criticos para
fOé
a definicao do ganho energético 1, que passaremos a chamar de parametro de ordem
intercambiavelmente.
Desse modo, o ponto critico ocorre quando ¥ = 0 em p. = g/(A. — 2r,), ou seja,
g = am(\, 1). O pardmetro de ordem 1) é entao nulo para p < p. (estado absorvente) e
nao nulo para p > p. (estado ativo).
Associado a definicao do parametro de ordem estd o expoente critico 3, que carac-

teriza como v tende a zero nas vizinhangas da transicao de fase sobrevivéncia-extingao
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do forager. Substituindo a aproximagao (L) = A(A, u)(n) - (¢) em m(A, un), Eq. (3.21),

obtemos

A p) (A7 sinfr(p—1)/2]
S . / o G a4

o rv](“_l)/2 [z — TU](M—U/Q %
0 m(p—1)/2 (3.30)
X b
2(2 — p)

A—2r,

. {[/\ —r— TU](Q_“) + [z — Tv](Q_N) —2(p — 1)} .

Organizando os termos constantes,

. A—Ty
_— AN, ) J1-m/2 sin[r(p —1)/2] / do (A — 3 — | D2 [ 0D

A=2r, P w(p=1)2-p) ),

A d (3.31)

X {[)\ — =) 4 —r ) 2y — 1)} :
e distribuindo o produto dentro da integral,

A A—Ty
m = %/ dx {[(A — 1y —z)(x — 1) P IN =y — 2] B4

FON =1y — 2) (@ — 1) V2 [z — ) E 4 (3.32)

—2[(A =y = @)@ =) * T (-1},

de modo que, substituindo em %, obtemos

A—Ty
VY =g/a — —A)(\A_’/;)TCH / de [N =71y —x)(x — rv)](“*l)/2 =7, — x](Q_“)—i—
)\77‘:
_ A/g)\, /;)CM / dr [(/\ —ry — l’)(l‘ . TU)](,u—l)/Q [l‘ . Tv](Q—u) + (333>
— 27, ,
A A—Ty

Podemos ainda reescrever

A\ p)C, (A 1 1
¥ =g/a— % / dz(A —r, — )20 (g — )20 Dy
A—Ty 1 1
_ A)(\/\, ;;)CM / dx(/\ —ry — :L’)i(“fl)(x o 7‘1,)5(37“)—1— (3'34>
—2r, J,
A )\7 C A—Ty -
P2 [ 0 e
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notando que no ponto critico g = am(X\, 1), de modo que

1/J(>‘7 :u) = m(/\67 M) - m()" M) (335>

Apos realizarmos as integragoes acima, temos que

(0 _1 A()‘c: :u) <)‘c - 27“7))2 @ (N — 1) (:u - 3)

C 8 Ae = 21y Cos (%71’/1,) *
1AQG ) Ao —2r) 7 (u—1) (u—3)
8 )\c - QTU COS (%Tﬂu) (336)
A= 1) o= 20 2 AT (b )
)\c_2rv F(l—f—%,u)
— A & A
Simplificando,
LA m(p—1) (p—3)
— =—A(A;, pt) (Ae — 21,
C., 4 (s 1) { ro) cos (17p) *
K,
- 27yl (3u+3) (3.37)
+ A(/\w :u) (AC - 2Tv)u ! (1 - ,U) 2 2 :
X I(L+50)
D,
— e & A,
ou ainda,

1
VA, 1) =7 (A = 2ry) A(Ae, ) Cu Kt

4
+ (e = 2r)" P AN, 1) Cu D+

X (3.38)
~1 (A —=2r,) A\, ) CL K+

— (A =2r)" P AN 0)CLD,,.

Vamos agora analisar o parametro de ordem v nas vizinhangas do ponto critico, con-
siderando a variavel
Ae —2ry, A —2r,

e : 3.39
p . (3.39)

com ¢ — 0, tal que

g g

Ae — 21, A—2r,
=c+
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Como o fator A(A, px) é uma fungao suave de A, entdao a proximidade do ponto critico

permite expandi-lo em série de Taylor, de modo que

dA
AN p) = A, )+ = (A =X)+--,
ON |y,

onde definimos A, = A(\., ). Assim, desprezando termos de mais alta ordem em A — A,

proximo ao ponto critico, escrevemos

1
V(A 1) 1 (Ae = A) AuCL K+

(3.40)
+ [ —2r)" 7 = (A= 2r,)" '] ALCLD,..
Multiplicando 1 por 1 = g1 g=k-1)
L g (Ae—A)
77Z}(>‘a M) :Zg(u_l) q A,U,CMK,U,"‘
- - (3.41)
(Ae — 21,)" ! (A —2r,)" ! .
* g(ﬂ—l) o g(H—l) g(“ )ANCMD;M
de modo que, reescrevendo 1) para identificarmos ¢,
1 )\C - 2rv )\ - 2Tv
V(A 1) =1 [( p ) — ( p )] 9A,C, K, +
- - 3.42)
Ao —2r, \ M ()\—Zr)“l (
= v v (n—1)
+ - g*YaA,C.D,,
[( g ) q nCutdp
ou ainda,
1
w()‘vli) = ZgAuC,uKu €+
(3.43)

+

g g

A—2r, N\ =2, \ M
(25 (52 Jsncin
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levando a

V(A p) = (igAMCMKM) e+

pn—1
A—2r g et A—2r, \ "
z 1 — v w=Y4,C,D,.
|55 (estm) -(57) | aan
——
(3.44)
A equacao acima pode ser expressa na forma
1
¢(A7M) = ZlgA,uCuKu e+
(3.45)

+

- 1\ _
a1 (1 + 55) —a" 1] g 1)AuCuDu~

Tomando o limite em que A\ — \., tal que a — a. e € — 0, podemos expandir em série de

Taylor,
1\ 1
(1+3¢) =14 2t-DerOE),
a c
tal que
1
w()‘nu) = Z_lgA,uC,uK,u e+
. (3.46)
#lat b - e+ 0(@) - a0 AGD,
Retornando acima o valor de a.,
1
1?(&#) :ZgA,uCprg‘i‘
N — 99 \ A2 (3.47)
+ gV A4,0,D, (T) (L—1e+0 (),
e reorganizando os termos,
W) = | 2gACLK, + g* D A,CD (AC_%)H( 1)|e+0(e?)
&)= |9 g p—1)|e %),
19t et 9 (3.48)

Yp~e+0(7).
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Portanto, na vizinhanca do ponto critico o parametro de ordem 1 comporta-se assintoti-
camente como [Sta71]
Y~lel’, com =1 e e—0. (3.49)

Dessa forma, determinamos nosso primeiro expoente critico associado ao parametro de
ordem que descreve a transicao de fase para o estado de extingao do forager.

No capitulo 4 veremos que a definicao de ) nao é a tnica possivel para o parame-
tro de ordem que governa a transi¢do, de modo que uma outra quantidade (a taxa de
sobrevivéncia, definida na se¢ao 3.3) também possuird as mesmas caracteristicas gerais.
Analogamente, determinaremos o seu expoente critico associado, assim como outros expo-
entes criticos que caracterizam a transicao de fase. No capitulo 4 apresentaremos também
as curvas do ganho energético do nosso modelo e faremos a comparagao direta com as do
modelo de Faustino al. [Fdd*07, FLR™12].

Antes, porém, comentaremos na se¢ao a seguir sobre a eficiéncia das buscas aleatorias
quando consideracoes de energia sao levadas em conta, em contraste com a eficiéncia

estatistica, Eq. (1.79), em que tais fatores nao fazem parte da anélise das caminhadas de
busca [VBH'99].

3.2 Eficiéncia Energética e Entropia das Buscas Alea-
torias

A discussao realizada no capitulo 1 sobre a eficiéncia das buscas, baseada na quantidade
n definida estatisticamente [VBH'99], Eq. (1.79), ndo leva em conta a influéncia dos feno-
menos dissipativos presentes ao longo da caminhada aleatoria. Para contornar este fato,
introduzimos, em acordo com a Ref. [MC86|, uma fungao que descreve o custo energético
associado a locomogao do forager, f({L)), caracterizada por ser monotonicamente cres-
cente com a distancia média percorrida entre dois sitios, (L). Nesse sentido, uma nova

eficiéncia energética pode ser agora definida como

Eny

= ;
LtOt,N‘f

Ne (3.50)

onde Ey + € Liot, N, denotam, respectivamente, a energia média acumulada e o comprimento

médio total de uma busca que encontra Ny sitios. Novamente, para efeito de estudo da

eficiéncia 7g, podemos aproximar Lo, v, = Ny(L) e, similarmente, Ey, = Ny F, tal que

E=g- f(L) (3.51)
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¢ a energia média acumulada entre o encontro sucessivo de dois sitios. Neste caso, como
vimos, surge o vinculo natural £y, > 0; isto ¢, para que o forager permanega vivo a sua
energia acumulada ao longo da busca deve se manter positiva.

A partir da comparagao com a Eq. (1.79), escrevemos

ne = (9 — fin, (3.52)

em que nn = 1/(L) é a eficiéncia estatistica. A extremizagao de 7g implica em F'(n)dn/du =
0,com F(n)=g—f— n%, onde consideramos f = f(n). Uma vez que f(n) é monotoni-
camente crescente com (L) = 1/n, entdo df /dn < 0. Portanto, F' > 0 e o extremo de ng

coincide com o da eficiéncia estatistica de n. Finalmente,
d*ne Jdp? < 0 (3.53)

nos pontos extremos, caracterizando de fato uma eficiéncia energética maxima. O re-
sultado acima para a eficiéncia energética 7¢ indica que a introdugao de uma funcgao de
custo locomotivo arbitraria nao altera os resultados para os valores de ppy obtidos via a
Eq. (1.79) para a eficiéncia estatistica, mas a sua presenga pode limitar significativamente
o intervalo de valores de p1 aceitaveis devido ao vinculo &y, > 0 [RBA03].

Energia e entropia sao conceitos centrais em Fisica Estatistica. Também o sao, por-
tanto, no contexto das buscas aleatorias. Nesse caso, como discutimos, a energia é im-
portante devido aos ganhos e custos energéticos associados aos encontros de alimento e
a locomogao, determinados a partir da fisiologia do proéprio forager. Por outro lado, a
entropia esta associada com a desordem relativa ao meio e a informacao disponivel (por
exemplo, a entropia de Shannon [VALRS11]). No contexto biolégico, os organismos em
geral tém sistemas nervosos que permitem o aprendizado de novos comportamentos em
face as informagoes obtidas sobre as caracteristicas do ambiente. Nesse sentido, a memoria
do caminhante relativa ao espago de busca torna-se também um ingrediente importante.
Observamos, contudo, que devido & complexidade do problema ainda nao foi desenvol-
vida uma teoria geral para compreender como a informacao pode interagir e modificar os
padroes de comportamento do forager [VALRS11].

Passaremos, agora, ao estudo da taxa de sobrevivéncia do forager ao longo da busca,
uma quantidade essencial na descrigao estatistica do problema e que também tera papel
fundamental na transicao de fase para o estado absorvente.
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3.3 Taxa de Sobrevivéncia do Forager

A taxa de sobrevivéncia do forager num processo de busca aleatoria com um estado
absorvente (morte) é certamente uma quantidade de grande interesse a ser calculada.
No presente contexto, a taxa de sobrevivéncia é definida como a probabilidade, I'(t) ou
I'(Ny), de que o forager ainda se encontre no estado ativo apés um tempo ¢ ou um nimero
Ny de encontros de sitios-alvo. Como veremos a seguir, a taxa de sobrevivéncia possui
algumas caracteristicas comuns ao parametro de ordem v com respeito ao ponto critico:
na fase absorvente I' é nula, enquanto que na fase ativa o seu valor é finito. Nesta secao
nos determinaremos analiticamente a taxa de sobrevivéncia a partir de um mapeamento
realizado entre a caminhada aleatoria real do forager e uma “caminhada aleatoria” em que,
ao invés de passos reais de comprimento ¢;, sao executados “passos’ de “comprimento”
(variavel aleatoria energia) £, correspondendo & energia acumulada entre os encontros
dos (j — 1)-ésimo e j-ésimo sitios.

Dois conceitos importantes para o calculo da taxa de sobrevivéncia do forager sao
as respectivas probabilidades P(£,t) e F(E,t) de encontrar o forager com energia £ no
instante de tempo t e de encontra-lo pela primeira vez com o valor de energia £ no tempo
t. Notamos, portanto, que a absor¢ao (morte) do forager corresponde a um problema de
primeira passagem pelo estado de ganho energético nulo apés um tempo t. Por forca da
analogia com as caminhadas aleatorias tradicionais, no que se segue a variavel tempo ¢
apenas designara o nimero de encontros de sitios pelo forager, Ny.

Iniciamos o célculo da taxa de sobrevivéncia I'(¢) estabelecendo a conex@o analitica
entre P(E,t) e F(€,t). Na fungao P(&,t) o valor de energia £ pode ter sido atingido no
instante ¢ pela primeira vez, ou entao o forager pode ter retornado ao valor £ apos té-lo

atingido uma ou mais vezes:

P(E,t) = 0eg,b0+ Y F(E,)P(En,t —1). (3.54)

<t

O primeiro termo acima representa o valor no instante inicial ¢y = 0 da energia do forager
ao comecar a busca, &. Até o instante ¢ < t a sua energia acumulada atinge o valor
€ pela primeira vez com probabilidade determinada por F(€,t'). Para t —t' existe uma
infinita multiplicidade de retornos ao valor £ partindo de &, isto é, o préximo termo na
expressao acima é dado entao pela soma de F(E,t)P(Ey,t — t') sobre todos os tempos ¢’
possiveis [NCFY01, Red01].
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Para inverter a relagao acima vamos utilizar as fungoes geratrizes,

P(£,2)=) P(Et)2 e F(£,2)=) F(E 1) (3.55)
t=0 t=0
de modo que

iPEtz —25550(51502 +ZZF(‘: t/ 50,t—t>
t=0

t'<t t=0

(3.56)
= e+ Y ZF (E )P (&g t — 1)1+
<t t=0
—5550+ZZF8 2" P(Ey,t — )2
e (3.57)
=0eey+ Y Y F(E.t)"P(&,7)7",
t'=0 =0
ou seja,
P(gv Z) = 55,50 + P<‘€07 Z)F(((;, Z) (358>
Resolvendo para F(&, z) INCFY01,Red01], temos para £ # & que
P, 2)
F = 3.59
(€:2) = Fem (3.59)
e para & = &,
1

Portanto, o nosso objetivo a seguir é calcular a fungao P(&,t). Para tanto, vamos tragar

um paralelo entre um caminhante aleatorio tradicional, com passos efetuados no espaco

real, e uma “caminhada aleatoria” de “passos de energia”’, como mostra a Fig. 3.4.
Comecamos considerando o forager localizado a uma distancia inicial x; do primeiro

sitio a ser procurado, sorteada a partir da densidade de probabilidades 7(z1) = 7 (z).

fSimilar 4 mudanca de coordenadas da integracio sobre duas areas iguais limitadas por uma reta t = ¢/
(y = x): denotando por A a area acima da reta e por B a area abaixo, e passando do somatorio para a
integracao, entao

ZZ /dt/ thB/oodt’ OodtT:ift/ dt/ dT*ZZ

t' <t t=0 v —07=0
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Como sabemos, esta posicao inicial do forager determina o comprimento médio percorrido
até o primeiro encontro, (L)(z1), que por sua vez leva & energia média acumulada entre
o ponto de partida e o encontro do primeiro sitio, Eq. (3.17) com Ny = 1: E} = g —
a(L)(z1). De modo similar, dada uma sequéncia aleatoria e estatisticamente independente

de distancias iniciais sorteadas até o encontro de Ny sitios,

{zi} ={z1, 72, ., 2N, ], (3.61)

teremos uma sequéncia aleatoria de energias acumuladas entre dois encontros sucessivos,

diretamente associada & sequéncia {x;}, isto é
{Ei} ={E1, By, ..., En, } (3.62)

Observamos que a soma Ey, ({7:}) = 50+vazfl E; corresponde a energia média acumulada
pelo forager até o encontro de Ny sitios, Eq. (3.17). E interessante notar que a sequéncia
{E;} também pode ser interpretada como uma sequéncia de “passos de energia” realizados
por um caminhante aleatério. Em particular, segundo esta analogia €y, representa a
“posicao” do caminhante apos Ny “passos”. Nesse sentido, como os passos de energia sao
estatisticamente independentes e tém tamanho bem determinado, isto é, possuem média
e variancia finitas, entao para um ntmero suficientemente grande de encontros, Ny > 1,
a soma Ey, serd distribuida por uma gaussiana, de acordo com o Teorema do Limite
Central. De fato, como vimos na secao 1.3, ao considerarmos um caminhante aleatorio
tradicional iniciando a sua caminhada a partir da posicao xy, com passos de comprimento
s; estatisticamente independentes sorteados com probabilidade w(s;)ds;, com w(s;) =
w(s), entdo a sua posigdo apoés N > 1 passos, ty = Tg + Zfil s;, seré distribuida de

acordo com a gaussiana (1.29):

1 1 )
P N)= ——— — —x9— Ns 3.63
(xNa ) \/Wexp |: QNO'E ('TN Zo S) :|7 ( )

tal que 02 = (As)? = s2 — 52 representa a variancia da variavel comprimento de um passo
simples. Em analogia com o caminhante aleatério tradicional, ao fazermos as associagoes

w(si) = w(E;), com w(k;) = w(E), e que 1y — Ey,, escrevemos

1 1 —
P Ny) = —— - — & — N/E)? .64
) = g [T~ B o
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| Caminhante Aleatorio | ’Energia do Fomger‘
51 (L) (x0)
R e
1 1 > | ' 2
0 7o 7o+ 51 0 w (L) (z0)
52 (L) (1)
Apés o primeiro passo Sq: Apés o primeiro encontro:
Ty = Xg + S1. & :gO+[g_Oé<L>(x1)]
Ap6s o segundo passo So: Apobs o segundo encontro:
To = X1 + So. & =&+ [g - O[<L>(l’2)]
Apos N passos: Apés Ny encontros:
N Ny
TN = X0+ Z Si. Eny =&+ Z[g — a(L)(x;)].
i=1 -
E;

Figura 3.4: Mapeamento da dinadmica energética do forager, partindo de um valor inicial
&o (lado direito), em uma caminhada aleatoéria tradicional partindo de z (lado esquerdo).

—2 —_
onde 0% = E~ — E2, com
Emax

E= / Ew(E)dE, (3.65)
Emin

onde F.;, e Fn.« denotam os valores minimo e maximo de F, respectivamente. Levando

em conta que F; é uma fungao de (L)(x;), e que (L)(x;) é distribuido para todo i de

acordo com a densidade de probabilidades f((L)), entao

E = /EEmaX Ef((L)) ‘%' dE. (3.66)

min

Na equagao acima relembramos que os colchetes angulados denotam a média sobre as
configuragoes de caminhadas que partem de uma dada posicao inicial, enquanto que a
sobrelinha representa a média sobre a distribuicao de posigcoes iniciais das buscas.

O resultado acima pode ser obtido escrevendo a probabilidade de que a energia média

acumulada entre dois encontros esteja entre E e E+ dE, w(E)dE, em fun¢ao da probabi-
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lidade correspondente de que o comprimento médio percorrido entre dois encontros esteja
entre (L) e (L) + d(L):

fUL))d(L) = /d<L> w(FE)dE. (3.67)

A integral acima soma sobre todos os possiveis valores da energia entre F e ' + dE que

levem ao valor do percurso entre (L) e (L) + d(L):

(L)+d(L) dE
FULY) (LY = /(L> w(E) 'M‘ i), (3.68)
ou seja, .
FULNA(L) = w(E) 'M‘ i), (3.60)
de onde obtemos
o(B) = 10|52, (3.70)

em concordancia com a Eq. (3.66).
Um calculo similar pode ser realizado para explicitar a conexao entre as fungoes densi-
dade de probabilidades associadas as variaveis (L) e x. De fato, uma vez que (L) = (L)(x)

e m(x) denota a distribuigdo de posigdes iniciais z apds cada encontro, entao

dx

fU(L)) = 2m(x) (L)

, < < \/2. (3.71)

Acima levamos em conta a simetria do espaco de busca discutida na se¢ao 3.1. Com um

pouco mais de detalhe, escrevemos inicialmente que

. (L)max
) = /( (L) F((L))d(L), (3.72)

L>min

em que (L)min € (L) max denotam os valores minimo e maximo de (L)(x), respectivamente.

De modo similar ao célculo apresentado acima, notamos que

-1

ALY iy, (3.73)

dx!

(L)+d(L)
d = m(x\dx' = m(x
FULN (L) /K e 7 /< ()

L)

Acima, o intervalo no limite inferior da primeira integral indica que f((L)) somente
contribui se o valor da variavel 2z’ estiver associado a um valor de (L) no intervalo

[(L),(L) + d(L)). Por outro lado, devido & simetria do espago de busca, como os ca-
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minhantes que iniciam a busca em x sao estatisticamente indistinguiveis daqueles que a
iniciam em A —x (em ambos 0s casos os sitios mais proximo e mais distante estao a distan-
cias e A — z do ponto inicial), entdo (L)(x) = (L)(A —x). Como consequéncia, qualquer
valor de (L) pode sempre ser obtido a partir de duas posigdes iniciais = distintas, uma
em cada metade do intervalo de busca, como mostra a Fig. 3.2. Entao, se denotarmos

¥ =x4ex =xg, comr, <xza<AN2elA2<xp<\N—r,, tal que x4 =\ — xp,

1) +<7T(x’) 1) ]d(L>, (3.74)

tal que, quando substituimos a expressao acima na Eq. (3.72), obtemos

podemos escrever

d{L)
dx’

d{L)
dx’

_ A/2 A—Ty
( >:/ <L>(:1:A)7r(:1:,4)dm,4—|—/)\/2 (LY(xg)m(zp)dxp. (3.75)

Notando que os subindices A e B sao mudos, encontramos

A—7Ty A/2
Ty = / (L) () () d = 2 / (L) (2)7(x)d, (3.76)

em que 7(x) = (A — ) devido a simetria mencionada.

Sob estas consideragoes, podemos retomar a Eq. (3.66) e reescrevé-la na forma

E(r) = g — o(L)(2),

_ A2 (3.77)
F—g—2a / (L) (2)7 () d,
ou, usando a defini¢do dada a Eq. (3.21),
E=g—am. (3.78)

Finalmente, reescrevemos a distribuicao gaussiana P(Ey,, Ny) em termos de m como

1

1
/27 Nyos 2Nyo,

No ponto critico, em que g = am (ou A = A, para g fixo), a gaussiana acima permanece

P(En,,Ny) = (En; — & — Nyg + aNym)?|. (3.79)

centrada em & para qualquer valor de Ny, apenas se alargando a medida que mais sitios

vao sendo encontrados. Em outras palavras, nesta situacao ha uma grande probabilidade
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de que o forager ingresse no estado absorvente, uma vez o ganho energético ¢ dado por
Y ox € — &. Por outro lado, para g > am (regime de abundancia de recursos, A < \.) a
gaussiana se desloca no sentido de energias acumuladas positivas & medida que Ny cresce,

aumentando também a probabilidade de sobrevivéncia do forager, como pode ser visto na
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Figura 3.5: Probabilidade de que o forager tenha energia acumulada £ (com a notagao
E =¢) ap6s Ny encontros. Utilizamos os parametros & = 100, « e o unitéarios, g = am
para Ny =5 e g > am para Ny = 20, 50.

desloca com o aumento de Ny no sentido de energias negativas, aumentando rapidamente
a probabilidade de que o forager seja absorvido, como mostra a Fig. 3.6.

Por fim, uma vez que obtivemos a probabilidade da energia acumulada em fungao do
nimero de encontros, P(En,, Ny), podemos retomar o calculo da taxa de sobrevivéncia
do forager no instante ¢, I'(t), notando que a associagdo Ny <+ t representa uma descri¢ao
pictorica do tempo para a realizagao de uma busca com Ny encontros. Desse modo, para
um numero suficientemente grande de encontros, Ny > 1 ou ¢t > 1, podemos considerar

a gaussiana em funcao do parametro de ordem v fazendo £ — &, = ati):

1

\/27to?,

exp —L(atdz—tE)Z ) (3.80)

2to,

Py, t) =
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Figura 3.6: Probabilidade de que o forager tenha energia acumulada £ (com a notagao
€ =¢) ap6s Ny encontros. Utilizamos os pardametros & = 100, a e o unitarios, g = am
para Ny =5 e g < am para Ny = 20, 50.

0

N
o

Assim, na vizinhanca do ponto critico, com A — A,, E — 0 e 1) — 0, obtemos o compor-
tamento assintotico de P(1),t) para t > 1:

1

—. 3.81
\/ 2mto?, (3:81)

Podemos, entao, considerar a probabilidade de primeira passagem pela condi¢ao de ganho

P(wﬂf) ~

energético nulo, £ = &j, como sendo uma probabilidade de primeiro retorno ao valor
Y =0, tal que F(&),z) — F(» =0, z) na Eq. (3.60).

Partindo das fungoes geratrizes, Eq. (3.55), vamos considerar a variavel ¢ continua e
passar os somatorios para integrais. Em analogia com a transformada de Laplace, vamos
reescrever 2! = e~!™(1/2) com s = In(1/z), tal que possamos considerar o limite superior de
integragao como ¢ = s~! = [In(1/z)]~! [Red01]. Assim, para obtermos o comportamento
assintotico para tempos grandes, basta tomarmos o limite s — 0. Por considerar ¢ como
um limite de corte superior, introduzimos erros numéricos da ordem de O(1), que, apesar
disso, preservam o comportamento assintotico da taxa de sobrevivéncia [Red01]. Dessa

maneira, o tempo de corte superior ( esta relacionado com o nosso critério de parada da
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busca ap6s o encontro de um nimero maximo de sitios. Portanto, escrevendo a partir da

defini¢ao das fungoes geratrizes, Eq. (3.55), no limite temporal continuo,

P, z) = /000 P, t)'dt, e F(y,z) = /000 F(y,t)2'dt. (3.82)

Tanto para F'(v, z) como para P(v, z), encontramos

00 ¢ ¢
F(,2) = / F(b, et ~ / P, et dt ~ / Fond. (3.83)
0 0 0
Na vizinhanga do ponto critico, utilizando o comportamento assintético para P(1),t),

obtemos entao

¢ 1 1
P(0, z N/ .
(0.2) 0 V2mot V21og

Finalmente, a probabilidade de primeira passagem por 1) = 0 no instante ¢, com z = 1—s

dt =~¢2, ~= (3.84)

para s — 0, é dada por

1 1
F(0,2) =1= =55 = 1= —omin (3.85)

A taxa de sobrevivéncia até o tempo (ntmero de encontros) ¢ é determinada pela pro-
babilidade complementar da probabilidade de primeira passagem até o tempo t. Como
¢ ¢ um tempo de corte superior e um limite assintotico, podemos intercambiar as va-
ridveis sem mais consideragoes, ou seja, F'(0,z = 1 —1/() — F(0,() — F(0,t), tal
que I'(¢() = 1 - F(0,z = 1 —1/¢). Assim, para t > 1, o comportamento da taxa de
sobrevivéncia na vizinhanca do ponto critico, A — A., é dado por

1
F(t) ~ \/T—O'Etil/{ (386)
ou, retornando a notacao do ntimero de encontros, Ny > 1,
1 —1/2
['(Nyg) ~ Ny (3.87)

2mog

Este decaimento assintotico de I'(Ny) com N, /2 est4 de acordo com a previsao do teorema
de Sparre Andersen [And53, And54, DGNO09].

No préximo capitulo, faremos a anélise numérica da taxa de sobrevivéncia proxima ao
ponto critico, determinando o seu expoente critico associado e comprovando a previsao

acima para o seu comportamento assintotico.
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Capitulo 4

Analise de Escala para o
Comportamento Critico e Resultados

Numéricos

... E se acrescento que a
harmonia universal do mundo €
a fonte de toda beleza, serd
possivel compreender que valor
devemos atribuir aos lentos e
PENOSOS Progressos que nos
fazem, pouco a pouco, conhecé-la

melhor?

Excerto de “O Valor da Ciéncia”

Henri Poincaré, 1905

Neste capitulo vamos apresentar os nossos resultados obtidos através de simulagoes
numéricas do modelo de busca aleatéria associado aos desenvolvimentos analiticos do
capitulo 3, incluindo a estimativa para os expoentes criticos que governam a transi¢ao
de fase para o estado absorvente no limiar de extincao do forager. Os expoentes serao

determinados utilizando hipoteses de escala e ajustes nao-lineares.

4.1 Resultado Numérico para o Expoente Critico

Primeiramente, vamos recordar a partir da se¢ao 3.1 que no modelo descrito neste tra-

balho as buscas aleatorias se encerram (i) se o ganho energético se anular ao longo da
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busca (¢ = 0) (critério de sobrevivéncia) ou (ii) se Ny sitios-alvo sdo encontrados
(critério de busca). Vale mencionar ainda que no modelo considerado por Faustino et
al. [FAd*T07,FLR"12] o critério de sobrevivéncia é o mesmo, enquanto que o critério de
busca corresponde ao término da caminhada apés a execugao de um percurso de tamanho
L.

Na simulagao numérica realizada, procuramos incorporar todas as regras do modelo
apresentado nas secoes 1.7 e 3.1. Em particular, para gerar passos de tamanhos distri-
buidos de acordo com o regime de lei de poténcia da distribuicao de Lévy utilizamos o
chamado método da inversao, detalhado no Apéndice A.

Realizamos simulac¢oes numéricas levando em conta duas possibilidades de utilizagao
dos critérios acima. Na primeira, consideramos o critério de sobrevivéncia (CS) desligado
(off) e o critério de busca (CB) ligado (on). Em outras palavras, o forager termina a
busca apo6s encontrar N sitios, podendo apresentar qualquer valor de energia (mesmo
negativo) ao longo da busca; se ao final de Ny encontros a sua energia acumulada é
negativa, entao o forager é considerado morto. Na segunda possibilidade, ambos CS e
CB estao ligados (on). Nesse caso, se o forager assume um valor negativo de energia
acumulada em qualquer momento ao longo da busca, entao ele é considerado morto e a
busca é abortada. E interessante comentar que os desenvolvimentos analiticos do capitulo
3 estao mais proximos da primeira possibilidade acima, uma vez que nenhuma restri¢ao
foi imposta para a positividade da energia acumulada no calculo. De fato, a concordancia
mostrada a seguir entre os resultados analiticos e numéricos de acordo com a primeira
possibilidade ratifica esta afirmativa.

Para podermos comparar os resultados do nosso modelo com os do modelo de Faustino
et al. [Fdd*07]|, vamos inicialmente realizar uma mudanga de variavel no ganho energético

Y, Eq. (3.37), escrevendo-o em fungao da densidade p = g/\. Portanto,

B

Glpop) = 2 = (3 _ 2rv> A,CL K+
S (4.1)
_ (% _ Qn,) A,C.D, .
em que
_a-wyesinfr(p—1)/2]
o=l e
)
= coS (%ﬂ'u) 7 (4.2)
o 2nyal (et )
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Como mostra a Fig. 4.1, os nossos resultados analiticos estao em muito bom acordo
com os numeéricos na situa¢do em que apenas o critério de busca esta ligado (CB). No
limite gaussiano, pu = 2.9, existe uma pequena discrepancia entre as curvas analitica e
computacional para pequenas distancias entre os sitios (baixos valores de A e grandes p),
quando em comparagao com o tamanho médio dos passos. Essa diferenca surge devido
ao fator A(A, p) ndo corrigir completamente a nossa aproximagao para A pequeno, uma
vez que nesse regime de baixo A e p gaussiano o forager tende a se encontrar num regime
quase-localizado (passos curtos muito provaveis) proximo das bordas. Nesse caso, o fato
de usarmos apenas a regiao de maior extensao de x no calculo de (¢)(z), isto é, r, + {y <
r < A—r,—Vy, Eq. (2.59), na aproximacao da Eq. (3.24) tem um efeito maior. Além disso,
segundo discutido no capitulo 2, de acordo com Buldyrev et al. [BGH'01] é justamente
no regime de A pequeno e forager proximo as bordas que as aproximacoes que levaram &
expressao para (n)(x), Eq. (2.90), apresentam problemas.

No caso de ambos os critérios ativados, isto é, CB e CS on (CB + CS), o forager
termina a sua busca apo6s encontrar Ny sitios ou apds a sua energia chegar a zero. Nesse
caso, quando o forager morre, a sua energia tem contribuicao nula para a média, fato este
que provoca uma reducao na curva de 1) em comparacao com o resultado obtido apenas
com CB on, como mostra a Fig. 4.1. De fato, quando o critério de sobrevivéncia esta
desligado individuos que tém energia negativa ao longo da busca eventualmente podem
readquirir energia e terminar com ¢ > 0 ap6s o encontro de Ny sitios, aumentando assim
o ganho energético médio.

E interessante compararmos os resultados da Fig. 4.1 com os obtidos numericamente
por Faustino et al. [FddT07|, Fig. 3.1. Nesse caso, o critério de busca adotado (finalizagao
ap6s um percurso de tamanho L) leva a definicdo do ganho energético (parametro de

ordem) como
_E-&
Y=

A mudanca de concavidade em 1), observada na Fig. 4.1, nao é notada em v, Fig. 3.1.

(4.3)

De fato, a medida que a densidade p aumenta o parametro de ordem 1) cresce in-
definidamente, enquanto que no nosso modelo ¢ apresenta uma saturacao assintotica,
v — g/a = 100 para g > am; (p > p. ou A > \.), correspondendo ao resultado
intuitivo para o maximo valor da energia, Ex, — Nyg.

Passaremos agora a vizinhanga do ponto critico, a fim de determinar o expoente critico

B, um novo resultado na literatura, que descreve o comportamento do forager préoximo
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Figura 4.1: Ganho energético, v, em fungdo de p = g¢/A, na aproximagao anali-
tica e resultados numéricos com ambos os critérios de sobrevivéncia e busca ligados
(CB 4+ CS), ou com apenas o critério de busca ligado (CB). Resultados obtidos para
w = 1.1,1.5,2.01,2.5,2.9, e parametros g = 100, & = 100, r, = 1, a =1, {5 = 1 e
Ny = 1000. A média computacional foi realizada sobre 10* buscas. Para curvas com CS
desligado, isto é, apenas CB, 1 pode se acumular negativamente.

a transicao de fase extingao-sobrevivéncia, o qual foi definido na Eq. (3.49). A partir da
Eq. (3.48) podemos escrever

Y(e, ) = b, Ae, 9)e,

1 - Ao — 2, \ 72 (4.4)
b(ps Ae, g) = ZQA;LC/AK# + g™ 1)AuCuDu <T> (1 —1).
Novamente, como estamos interessados no parametro de ordem em funcao de p, para a

efetiva comparagao com vy, vamos definir a nova variavel

g g
A—=2r, A —2r, (4.5)

0
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Assim, podemos concluir usando a Eq. (3.39) que

0= g _ g
A—2r, A, — 21,
=m0 gy (e 2~ 2
xg/g g* [)\c —2r, A- 213)} (4.6)
(Ac = 2rp)(A = 2ry) g g

92

= v —2r) (N — 210)

E.

Finalmente, no limite A — \., ou seja, ¢ — 0 e o — 0, temos que

e = (A‘—Q)Q (47)

9

Desse modo, a expressao para 1 torna-se

Ae — 21, 2
Y(0, 1) = b, Acs 9) <T> o, 0—0. (4.8)

A expressao acima permite identificar o expoente critico § = 1, assim como o fizemos na
Eq. (3.49) para ¢(e, ). A comparacao entre os resultados analitico e numéricos de 1) na
regiao critica pode ser vista na Fig. 4.2.

Para obtermos o expoente  numericamente no caso da simulagao com o critério de
sobrevivéncia desligado (o), ajustamos os dados numéricos por uma fun¢do nao-linear
do tipo y = ag(x — x¢)™, usando dois pardmetros independentes, ag e a; = Bog. Como
indicado na Fig. 4.3, obtemos uma boa concordancia, B.g ~ = 1, para varios valores de
1. Mais adiante, mostraremos os expoentes criticos associados a cada parametro numa
tabela, para uma visao geral do quadro de transicao.

Para determinarmos os expoentes criticos a partir das simulacoes com ambos os cri-

térios ligados (CB + CS), vamos realizar uma analise de escala na proxima segao.

4.2 Hipoteses de Escala e os Expoentes Criticos 5’ e v

O objetivo da teoria de escala é fornecer uma descrigao do sistema nas proximidades do
ponto critico baseando-se na hipétese de que as suas propriedades sao invariantes sob
certas transformagoes especificas de escala. Como vimos no capitulo 1, as transi¢oes de
fase dinamicas e de equilibrio guardam algumas similaridades entre si. Por exemplo, em

uma transicao de fase de equilibrio magnética pode se perguntar até que distancia espacial
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Figura 4.2: Regiao na vizinhanca do ponto critico para cada valor de y da Fig. 4.1.

se faz tipicamente sentida uma flutuacao no spin de um dado sitio. Isto define o chamado
comprimento de correlagao espacial. Por sua vez, numa transi¢ao dindmica, como a que
estudamos nesse trabalho, faz sentido perguntar até que “distancia” temporal a influéncia
de uma flutuacao na energia do forager é sentida, definindo, assim, um comprimento de
correlagao temporal, £. A resposta a ambas as perguntas depende da distancia ao ponto
critico de cada transicao. Em particular, ambos os comprimentos de correlacao divergem
na forma de uma lei de poténcia & medida que o ponto critico é aproximado, o que define
o seu expoente critico associado.

E importante notar, por exemplo, que a taxa de sobrevivéncia do forager depende
fortemente das suas flutuacoes de energia nas vizinhancas do ponto critico, pois, como
mencionado, £ — oo quando A — A.. Em outras palavras, nas proximidades do ponto

critico uma pequena flutuagao na energia acumulada do forager ocorrida num dado ins-
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Figura 4.3: Ganho energético, 1, em fungao de p — p., na vizinhanga do ponto critico
para varios valores de p, para a simulagao numérica com o critério CB de sobrevivéncia
desligado (off). Parametros como na Fig. 4.1. As linhas solidas representam os melhores
ajustes nao-lineares que determinam o expoente critico a; = [og.

tante pode ter um efeito relevante para o estado do sistema em um tempo bem posterior
(por exemplo, uma pequena flutuagao na energia em A\ — \. pode levar ao ingresso do
forager no estado absorvente irreversivel). Nesse sentido, vamos analisar a seguir a taxa
de sobrevivéncia do forager em fungao do nimero de encontros, I'(n) (para simplificar,
vamos mudar a notagdo Ny — n, em relacdo ao capitulo anterior). De fato, I'(n) pode
ser vista como um agente genuino para a caracterizagao do fenémeno critico da dinamica
energética, pois depende explicitamente do nimero de encontros, o qual herda o conceito
de tempo e define os efeitos dindmicos. Além disso, possuimos a sua previsao analitica
para efeito de comparacao, a qual foi obtida no capitulo 3.

Vamos iniciar assumindo a hipotese de escala [Sta71,Hin06| segundo a qual os aspectos

fisicos do problema sao preservados sob as seguintes mudangas de escala:
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(x — Xe) = alx — xe) n—a’n P — aPm r — aﬁlf, (4.9)

onde a é um fator de escala arbitrario. Ainda, definimos a varidvel comprimento es-
pecifico entre dois sitios x = A/g, e o subindice “on” indica que a anéalise a seguir
seré feita com base em resultados numéricos de simulagdes com ambos os critérios de
busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on), isto ¢, teremos trés observaveis distintos de
acordo com as estatisticas geradas a partir dos critérios ligados ou desligados, a saber:
1 — Analitico — S0 — Numérico — Sog ~ S € 1o, — Numérico — S,,. Em outras
palavras, acionar ou desativar o critério de sobrevivéncia corresponde estatisticamente a
dois quadros fisicos distintos para as buscas: o estado absorvente é somente acessado apos
n encontros se CS off ou pode ser acessado em qualquer j < n se CS on.

Para uma funcdo F'(z) homogénea qualquer, temos a?F'(x) = F(az), ou de uma forma
mais geral, a? F'({z;}) = F({a*x;}), em que z; é o expoente de escala correspondente a
variavel x;. Em particular, no nosso caso 8’ & o exponente critico associado a taxa de
sobrevivéncia I" que, como discutido na secao 3.3, também apresenta propriedades de um
parametro de ordem da transicao. Considerando que nas vizinhancas do ponto critico da

transicao de fase dinamica de segunda ordem

won(”? X) = a*ﬂond}(a*l/n’ a(X - XC>>7

4.10
L(n,x) =a P T(a"n, a(x — xc)), .

a arbitrariedade do parametro a nos permite escrever a ¥n = 1, de modo que ao fazer
I'(1,ax) = f [""(x — Xc)], entdo

T(n,x)=n"""f[n"(x = xo)] .

O 4.11
Do, ) = g™/ f [y (x = x0)| .

onde n e ng sao numeros de encontros distintos (a serem utilizados na definigao das fung¢oes
auxiliares adiante), tal que ng ¢ um limite inferior para garantia do teorema do limite
central, isto €, acima desse regime, os resultados numéricos indicam convergéncia para
o TLC. E interessante comparar a expressio acima com a previsao analitica do capitulo
anterior para o limite assintotico da taxa de sobrevivéncia do forager na vizinhanca do
ponto critico, I' ~ n~1/2 para x — x. e n > 1. Nesse caso, o expoente 3 = 3 = 1 (ver
discussao a seguir) implica em v = 2, analiticamente. O caso anélogo para v, sera feito

adiante. No limite assintotico de tempos (nimero de encontros) extremamente grandes,
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a taxa de sobrevivéncia assume a forma tipica em funcao da distancia infinitesimal ao
ponto critico em transicdes de segunda ordem [GdIT79), isto €, lim, e I' ~ |x — xc|?, com
X — Xe. Nesse regime, a funcao de escala possui a forma, f [nl/”|x — Xc” ~ 8 (x—x.)?.

A Fig. 4.4 mostra uma situacao tipica com & = 100, g = 100, r, =g =1 e a = 1,
mediada sobre 500 réplicas de 103 caminhadas de busca, cada. Para todos os valores de
parametros considerados, I'(n, x) varia continuamente de 1 (x < x.) a 0 (x = X.), 0 que
confirma o seu papel de possivel parametro de ordem da transicao de fase do estado de

sobrevivéncia para o estado de extingao.
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L L B L L
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Figura 4.4: Taxa de sobrevivéncia, I'(n, x), versus x = \/g para varios valores de n e p,
com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Os parametros
utilizados foram g = 100, r, = {y = 1, & = 100 e a = 1. Foram realizadas médias sobre
500 réplicas com 10® caminhadas de busca, cada.

Supondo agora que a func¢ao f(x) seja analiticamente bem comportada, podemos uti-
lizar algumas funcoes auxiliares para exprimir os expoentes criticos associados a transicao
de fase, essa maneira de obter os resultados numéricos é conhecida como grupo de renorma-
lizagao fenomenologica [Sta71l, Hin06]. Primeiramente, vamos definir a fungao k(ng,n, x)

a fim de determinar o expoente critico /v, em que ny é um limite inferior para converg:

(4.12)
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A partir da hipétese de escala do grupo de renormalizacao fenomenoldgica, podemos

fe) () I o)
Assim,
mew__ , <n> F M (x = xe)]
In|—2~|=-0F/vlIn|— ) +In , 4.14
me) = () e 5 0 v .
de modo que
nl/y — Ye
k(ng,n,x) = —p0"/v+ ! In il 1/V(X xe)] (4.15)
m(%) cf%o(x—xa]
Para x — x., determinamos
k(no,n,x.) = —0'/v. (4.16)

A Eq. (4.16) indica que curvas numéricas k para uma dada escolha de ng e valores de
n distintos devem se cruzar no ponto critico y = Yy.. Este cruzamento determina o
valor de x. e também o expoente /v &~ 0.5 para cada valor de p investigado, como
mostra a Fig. 4.5. Além disso, verificamos que outras escolhas para ny também levam ao
mesmo expoente '/v, como, por exemplo, mostra a Fig. 4.6 para ny = 400. Ainda os
resultados indicam que os expoentes nao apresentam dependéncia em p. Por outro lado,
uma importante dependéncia é observada em Y. como fungao de pu, tal que, as buscas que
possuem uma dindmica mais rapida (estratégias de carater balistico, p — 1) apresentam
mais baixas densidade critica.

Por outro lado, para determinar o expoente v, e assim também o expoente ' via o

conhecimento de /v, vamos definir o observéavel

aX lnr(na X)
Oy InT'(ng, x)’

h(ng,n, x) (4.17)

com 0, = 0/0x. Para calcular as derivadas envolvidas, vamos definir a varidvel de escala

dindmica

y=n""(x — xe),
9 (4.18
Y nl/u )



4.2. HIPOTESES DE ESCALA E 0S EXPOENTES CRITICOS (' E v

n, = 100
u=25 p=2.01

k(nynx)

n=1000

n=5000

n=10000
n=15000
n=20000
n=25000
n=30000

Q|||||||||||||||||||||-

Blv=0.5

1111 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111

1111 | 1111 | 111 | 111 | 11| b=
1111 | 1111 | 111 | 111 | 11| b=
1111 | 1111 | 111 | 111 | 11| b=

042 043 044 045

o
@
o

B/v=0.50

T
2
S

046 053 054 055 056 057 083 084 085 086 087 141 142 143 144 145 19 191 192 193 194

X

Figura 4.5: Observavel k(ng,n,x) versus x = A/g para ng = 100 e varios valores de n e
i, com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Para todos os
valores de p obtemos /v ~ 0.5. Os parametros utilizados foram g = 100, r, = {5 = 1,
& = 100 e o« = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 10° caminhadas de

busca, cada.

tal que

D(n,x) =n"?"f(y),

Analogamente para n = ny,

Assim, temos que

or'(n, x) _ n_ﬂ,/ya_f@ _ n_ﬂl/”“/"a—f (4.19)
ox Jy Ox oy’
ar(n(hX) _ =B v/ a.f . _ 1w
oy o oy V=T (X — Xe)- (4.20)
Olnl(n,x) 10U
ox - Toy
1 _4,,0f 0y
= o == 4.21
r" dy Ox ( )
— l —ﬁ’/y+1/ya_f
r oy’

103



CAPITULO 4. ANALISE DE ESCALA
RESULTADOS NUMERICOS

PARA O COMPORTAMENTO CRITICO E

n, = 400

u=2.9 u=25 p=2.01 p=15 p=11
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Figura 4.6: Grafico similar & Fig. 4.5, mas para ny = 400. Para todos os valores de p,

obtemos /v =~ 0.5.

Portanto,

r
h(”o: n, X) -

No ponto critico,

L'(n,x)

(no; x) (g) g f
Oy, f

no

T(xeon) =n"77" f(0),
ayf|y:0 = ayofly():Oa

de modo que

h(”Oa n, Xc) =

n
Ny

Finalmente, em x = x,,

ny” " £(0)
~ A f(0)

)1/1/

Inh=(1/v)In (ﬁ>

(1) B’ Jv+1/v 3yf|y:0

o ayof |yo=0

no
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ou seja, a inclinagao da curva log-log de h em funcao de n/ny determina o expoente critico
1/v no ponto x = x.. Manualmente, isto equivale a tragar uma reta vertical passando
pelo ponto critico nos graficos da figura 4.7, cujos cruzamentos com as curvas h(ng, n, x)
(para os varios n) determinam o locus dos pontos que podem ser ajustado por uma fungao

linear no grafico log-log para determinacao do ponto critico.

n, = 100
u=2.9 n=25 p=2.01 p=15 p=11

45 TT T[T 1T

n=500
n=5000
n=10000
n=15000
n=20000
n=25000
n=30000

35

30

25

20

h(n, n.x)

15

10

S

\

AN

||\‘\\||||

Toa vl I T . T AT T T e Toa b I T
044 0442 0444 0446 0556 0558 056 05620854 0856 0858 086 143 1432 1434 14361914 1916 1918 192

Figura 4.7: Observavel h(ng,n, x) versus x = \/g para ng = 100 e varios valores de n e
, com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Os parametros
utilizados foram g = 100, r, = o =1, & = 100 e a« = 1. Foram realizadas médias sobre
500 réplicas com 10? caminhadas de busca, cada.

Apesar de conhecermos o valor de x. (Tabela 4.1) obtido , por exemplo, a partir
da funcao k, nao sabemos a priori se x. apresentara o mesmo valor quando calculado
a partir do observavel h. Entao o que fazemos é varrer uma pequena regiao em torno
do ponto critico, determinando um grande niimero de curvas logaritmicas construidas a
partir dos cruzamentos de h(ng, n, x) variando n, com retas verticais (retas tracejadas da
Fig. 4.7) que passam por x ~ x.. A curva logaritmica que melhor se aproxima de um reta
na Fig. 4.8 é entao aquela que esta sobre o ponto critico. Devido as caracteristicas das
curvas h(ng,n,x), qualquer pequena variagdo em torno do ponto critico determina uma
grande flutuagao no valor do expoente 1/v. Portanto, de todos os observaveis utilizados
para a determinagao do ponto critico e dos expoentes este é o mais sensivel, ou seja, aquele
que precisa ser calculado a partir de uma varredura mais fina realizada ao redor do ponto

critico. Isto surge devido a rapida variagao das curvas logaritmicas.
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Podemos calcular a derivada numérica da fungao In h em fungao de In(n/ng) para toda
a familia de curvas com ng fixo e n e y variaveis, analisando qual delas se aproxima de
uma constante. Assim, determinamos os valores de y. e o expoente v para os valores
de p investigados, de tal modo que podemos concluir que v ~ 2.0. Este tltimo passo é
realizado através da identificagdo da inclinacao da reta obtida pelo ajuste linear da curva
determinada por x., marcada em azul na Fig. 4.8 com ny = 100, para cada valor de pu.

Novamente, para a escolha ny = 400 os expoentes também estao em bom acordo com

n,=100
u=2.9 u=25 u=2.01 u=15 p=11
2
10 T T T T T T

h(n,nx)

X, ~ 0.4445 X, ~0.5596 | X, ~0.8572 7| X~ 14330 7| X, ~ 19162
1/v = 0.5229 1/v = 0.5302 1/v =0.5211 1/v = 0.4887 1/v = 0.5008
100 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 1 IIIIII‘ 1 IIIIIIII 11 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 111 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 11
100 100 10° 100 10° 10’ 100 10° 10° 100 10° 10° 100 10° 10°
n/n0

Figura 4.8: Gréfico log-log do observéavel h(ng,n, x) versus n/ng para ny = 100 e vérios
valores de y e p, com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS
on). A curva em azul, corresponde ao caso Y = Y.. Em ordem respectiva em valores
de p decrescente, da esquerda para direita p = 2.9,2.5,2.1,1.5,1.1, os valores de x.
sao aproximadamente y. ~ {0.4445 5 0.5596, 0.8572, 1.4330, 1.9162} e as fragoes de v
correspondentes 1/v = {0.5229, 0.5302, 05211, 0.4887, 0.5008}. Para todos os valores
de i obtemos, como pode ser visto, v = 2.0. Os parametros utilizados foram g = 100,
e = by =1, & = 100 e o = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 10°
caminhadas de busca, cada.

aqueles obtidos para ny = 100, como mostra a Fig. 4.9. Na secao 4.5 apresentaremos um

resumo dos expoentes criticos e valores de . obtidos a partir dos diversos observaveis.
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10°
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n0:400
u=2.01

n=15

p=1.1

—
>
[y
= 10" e 1 F — 1 F =
S C 1 E 1 C 1 L ]
= - - - - - - - - -
X, ~ 04445 X, ~ 0.5590 X, ~ 0.8572 X, ~ 1.4354 X, ~ 1.9162
T = 0.5204 1= 0.5135 1v = 05148 1v = 05161 199 = 0.5000
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Figura 4.9: Gréfico similar a Fig. 4.8, mas para ny = 400. Em ordem respectiva em
valores de i decrescente, da esquerda para direita, os valores de . sao aproximadamente
Xe ~ {0.4445, 0.5590, 0.8572, 1.4354, 1.9162} e as fragdes de v correspondentes 1/v =
{0.5229, 0.5204, 05135, 0.5148, 0.5000}. Para todos os valores de p, obtemos v ~ 2.0.

4.3 Expoente Critico p da Dinamica Espacial

Uma vez que determinamos o comportamento dindmico da energia do forager a partir da
analise de como a sua energia evolui com o namero de sitios encontrados e a distancia ao
ponto critico, vamos agora investigar nesta se¢ao a dinamica espacial da busca, ou seja,
como o comprimento médio da caminhada varia em fun¢ao de n e y nas proximidades da
transicao para o estado absorvente. Para isso, vamos definir um observavel 7 associado
ao espaco observando que, para uma populacao de N foragers, o comprimento médio
total percorrido até o encontro de n sitios em um ambiente de densidade y depende do
comprimento médio do encontro entre dois sitios sucessivos ((L)(z)) e do nimero de

sobreviventes (V). Em termos gerais, temos que

7= FL);(x; {xi};), T(n, ], (4.26)

onde {z;}; denota a sequéncia de posicoes iniciais das buscas realizadas pelo j-ésimo fora-

ger. Particularmente, para cada forager podemos definir uma parametro de sobrevivéncia

em um ambiente de densidade x, p;(n, x), tal que p;(n, x) = 1 se o forager esta vivo apos
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n encontros de sitios e pj(n, x) = 0, caso contrario. Como consequéncia, para uma popu-
lacao de NV foragers, a taxa de sobrevivéncia média ap6s n encontros pode ser expressa

em termos das varidveis p; como

1 N
X)) = 37 b1, xX)- .
Dn.x) = 57 2 pi(n) (a.27)

Algumas propostas para a definicao do observéavel 7 foram realizadas no contexto da
dindmica de avalanches em modelos de evolugao [Ant97|, através de um mapeamento
envolvendo uma média ponderada das probabilidades de retorno a origem pela primeira
vez apds n passos no instante . Em uma outra proposta [FMLO01|, 7 descreve o tempo

de relaxacao de um determinado processo dinamico envolvendo dois tipos de particulas

st
"= < 1= ps(t)dt > ’ (4.28)

em que pp ¢ a densidade de particulas do tipo B, cuja reagao com as particulas do tipo

interagentes, A e B:

A é definida por
B+ A—2B.

Este modelo foi construido na tentativa de caracterizar a propagacao de uma epidemia
infecciosa [FMLO1].

Com base nas ideias previamente discutidas, uma forma natural de definir o obser-
vavel 7 pode se dar através da convolucao discreta do pardmetro de sobrevivéncia pelo

comprimento total até o encontro do n-ésimo sitio:

N
3 (k) = 1 P 0 Ly, i) (4.29)

onde o comprimento médio da caminhada do j-ésimo forager apos n encontros, (Liot);,
foi denotado por (Ly,) na Eq. (3.16). E interessante observar que 7 também apresenta
caracteristicas gerais comuns aos parametros de ordem 1) e I': se todos os foragers estao
mortos apos n encontros (fase absorvente, x < x.), entdo p; = 0 e 7 = 0; por outro lado,
na fase ativa em que y > x. temos que 7 > 0. Em particular, para dados n e x > x.,
7 assume o seu valor maximo quando todos os foragers estao vivos, p; = 1. De fato, a
Eq. (4.29) também permite interpretar 7 como a convolugao dos parametros de ordem
anteriores, isto ¢, 7 = F[(L),T'] = 7w ~ 1 % ', tal que 7o = T/n representa o seu valor

normalizado pelo nimero de encontros. Em suma, 7 ou 7, dao uma medida da evolucao
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dindmica do comprimento espacial médio da caminhada de busca proximo a transicao de
fase para o estado de extingao do forager.
Considerando a média da Eq. (4.29) sobre as posigoes iniciais de cada forager, escre-

vemos, de acordo com a Eq. (3.21),

N
-1
7(n,x) = N ij(n7X)<Lt0t>j(n’X7 {xi};)
j=1
1 N n A—Ty
— o nm0Y [ de(e) (D) (4.30)
j=1 i=1 /v
1 N
= 7 2= i (1 )ms ().
j=1
Assim, seguindo nossa definicao para Ty,
1 N
Trel(n7 X) = N Zp](nv X)m] (X) (431)
7=1

Desse modo, como discutimos, podemos caracterizar duas possibilidades de situacoes
extremas, a partir da taxa de sobrevivéncia em fun¢ao da distancia especifica e do nimero

de encontros I'(n, x):

Trel<n7 X) = 07 se F(na X) =0 (extin(;éo); (4 32)

T (n,x) = f(x), se I'(n,x) =1 (extrema prosperidade).

A Fig. 4.10 mostra o comportamento de T(n, x) para os parametros de simulagao
& = 100, g = 100, r, = ly = 1 e a = 1, com a média realizada sobre 500 réplicas de
103 foragers, cada. Observamos nas curvas apresentadas as tendéncias descritas acima.
Ainda, a medida que a densidade de alvos cresce y & dindmica do comprimento total
descresce diferentemente para cada estratégia p, isto é, ey — 0 quando x — oo. Em
outras palavras, os foragers andam pouco para encontrar um sitio proximo, sendo mais
eficiente para estratégias balisticas em que mesmo para sitios muito afatados, uma grande
populacao de caminhantes sobrevivem percorrendo distancias relativamente pequenas em
comparagao as estratégias difusivas.

De uma forma geral, nas vizinhancas do ponto critico deve surgir um novo expoente

critico p associado & dindmica espacial, uma vez que sob a transformagao de escala dis-
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Figura 4.10: Observavel 7(n, x) versus x = \/g para vérios valores de n e p, com ambos
os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Os parametros utilizados
foram g = 100, r, = ¢y = 1, & = 100 e a« = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas
com 10? caminhadas de busca, cada.

cutida na secao 4.2 temos que T — a7y, de modo similar as transformacgoes de ¢ e I'.

E de se esperar, portanto, que na regiao critica, Y — X¢, tenhamos

7—rel(nv Xc) m_:\i]/a nizl, (433)

onde definimos o expoente 2z’ = p/v. Mais especificamente, aplicando a hipdtese de escala

em T, identificamos uma nova funcao de escala ¢, tal que

7—rel<n7 X) = nfp/y’¢ |:n1/1/ (X - XC) . (434)

Em principio, consideramos acima o expoente v/ distinto do expoente v associado a taxa
de sobrevivéncia, I'. Contudo, veremos a seguir que os resultados numéricos mostrarao
que eles sao idénticos, em concordancia com a hipétese de escala, uma vez que ambos

ditam como a variavel n se comporta sob uma transformacao de escala.
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Para determinar os expoentes p e v/ procedemos analogamente a taxa de sobrevivéncia
na secao anterior. Para tanto, definimos a funcao auxiliar

ln |: Trel(nax) ]

Trel (TLO 7X)

Qno,n,x) = ————~— (4.35)

In (ﬂ) 7
no

que leva ao valor 2z’ = 0.47 para vérios valores de p, como mostra a Fig. 4.11. Um anélise

n, = 100
(0]
n=29 n=2.01 p=1.1
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X

Figura 4.11: Observavel Q(ng, n, x) versus x = A/g para ng = 100 e varios valores de n
e i, com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Para todos
os valores de p obtemos 2’ = 0.47. Os parametros utilizados foram g = 100, r, = 5 = 1,
E = 100 e o = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 10% caminhadas de
busca, cada.

similar a apresentada na secao anterior para o céalculo do expoente v também indica que
os valores de v/ se mantiveram dentro do intervalo 1.92 — 2.00 para ambos ng = 100
e ng = 400, em concordancia com os resultados para v apresentados na Fig. 4.8. De
fato, como comentado, era de se esperar que v e 1/ fossem os mesmos, uma vez que a
hipotese de escala para o nosso problema admite apenas uma variavel de escala dinamica,
Eq. (4.18). A partir dos valores de 2’ e v/, finalmente determinamos p = 2’/ no intervalo
0.90 — 0.96, de modo que o expoente p determina a plasticidade do comprimento total

ap6s n encontros para a populacao de foragers.
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4.4 Limiar de Extincao: Expoente (,,

Nesta secao apresentaremos os resultados numéricos da anélise de escala do comporta-
mento critico do parametro de ordem v na situagao em que ambos os critérios de busca
¢ sobrevivéncia estao ligados (CB + CS on). Nesse caso, vamos denoté-lo por ,, e
determinar o seu expoente critico associado, (,y,.

Aplicando a hipétese de escala para 1,,, escrevemos

Yon(n, x) = n P/ S InM" (x — Xc)] , (4.36)

onde S ¢é a funcao de escala correspondente. Observamos que v,, deve estar de acordo

com os seguintes limites assintoticos:

Bon .. . L.
on(00,X) ~ (X — Xe limite estacionario),
Yon(00; X) (()x Xe)”" ) (4.37)

won(n7 XC)

(extingdo).

Além disso, em completa analogia com os observaveis k(ng, n, x) e h(ng,n, x), definimos

as fungoes auxiliares A(ng,n, x) e F(ng,n, x) para determinar os expoentes [,, e v

1n |: Yon(n,X) :|

A(?’L()’TZX) = "Z’on(:OyX) ’
in (%) (4.38)
Oy Inen(n, x)
F n ’n’X = X )
0100 = G T enl10, )
tal que, para y — ¥,
Bon
A(no, nx.) = T
1 n (4.39)
In F(ng,n, x.) = ﬁln )

Desse modo, determinamos (3,, ~ 2 e V" & 2 para os regimes limites = 1.1 e u = 2.9,
fixando ng = 400 e utilizando os parametros & = 100, g =100, r, = ¢y =1 e a =1, com
meédias sobre 500 réplicas de 10 foragers cada, como mostra a Fig. 4.12. Essencialmente
os mesmos valores de 3,, e V" também foram verificados para outras escolhas de u e ng.

A diferenca de comportamento crescente de decrescente para os u diferentes, se deve
essencialemte a transicao do carater das estratégias, isto é, a mudanca das estratégias

superdifusivas tendendo ao caso balistico u — 1 para estratégias brownianas u — 3.
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Notamos, entao, que o resultado v” = v mais uma vez demonstra a existéncia de
apenas uma variavel de escala dinamica do sistema. Em adigao, fisicamente, o expoente v
determina a maneira pela qual a populacao de foragers sobrevive & medida que se encontra
sitios, isto €, nossos resultados indicam que a dinamica deste modelo é caracterizada
exclusivamente pelo comprimento de correlagao de encontros, o qual evidencia o efeito da

flutuagao de um j-ésimo encontro na energia da busca como um todo.
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Figura 4.12: Observaveis A(ng, n, x) e F(ng,n, x) em fungao de y = \/g (graficos acima)
e n/ny (graficos log-log abaixo), para ng = 400 fixo, p = 1.1 e p = 2.9, com ambos o0s
critérios de busca e sobrevivéncia ligados (CB + CS on). Para ambos os valores de u
obtemos f3,, ~ 2 e V" ~ 2. Os parametros utilizados foram g = 100, r, = o = 1, & = 100
e o = 1. Foram realizadas médias sobre 500 réplicas com 10? caminhadas de busca, cada.

2

4.5 Universalidade do Problema de Foraging com Dinéa-

mica Energética

Destinamos esta se¢ao ao resumo de alguns dos principais resultados do presente capitulo,
tais como os valores das densidades criticas e dos expoentes criticos. Em seguida, discu-
tiremos possiveis aplicagoes destes resultados em diversos contextos de buscas aleatorias

com dinamica energética.
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De acordo com os nossos resultados numéricos apresentados na Tabela 4.1, temos qua-
tro expoentes criticos bem determinados e universais com respeito ao parametro p. Para

trés deles apresentamos também as suas respectivas previsoes tebricas para comparagao.

B Bon I8 v p
Simulacao | 0.98(4) | 2.02(5) | 1.00(7) | 2.00(8) | 0.94(3)
Analitico 1 - 1 2 -

Tabela 4.1: Tabela de expoentes criticos obtidos numérica e analiticamente para varios
valores de p. Correspondentemente temos Yog — 5 Yon — Bon, I — B/, n — v,7 — p.

Cada um dos parametros de ordem e observaveis definidos neste capitulo determina
um valor critico do comprimento especifico y. para cada g, conforme apresentado na
Tabela 4.2. Observamos um excelente acordo entre os diversos valores numeéricos, bem
como entre estes e o valor analitico apresentado na linha da fungao ¢ (u, x), obtido a partir

da equagao g = amy(A., p) (ver capitulo 3).

Observavel Xe para g = 1.1 | x. para p = 2.01 | x. para u = 2.9
k(ng,n, x) 1.9170(6) 0.8565(6) (
Q(no, 1, \) L.9164(4) (4) A44A(0)
h(ng,m, x) 1.9162(1) 0.8572(1) 0.4445(1)
(7) (7) (7)
(7) (7) (7)

Yon(n — 00, X) 1.9164

Do(n — 00, x) | L.9172(7 0.8560(7 7
(1, X) 1.9163 0.8634 0.4471

Ang, n, ) 1.9167(4) 0.8565(4) 0.4445(4)

F(no, 1, X) 1.9167(1) 0.8565(1) 0.4445(1)

Tabela 4.2: Tabela de valores da densidade critica . obtidos numérica e analiticamente
(linha da funcado 1 (u, x)) para varios valores de p.

E interessante comparar os nossos resultados para o problema de foraging com os do
problema de percolagao direcionada (directed percolation - DP), geralmente considerado
como “o modelo de Ising das transigoes de fase dinamicas” [Hin06|, dada a sua diversidade
de aplicagoes e mapeamentos (ver também a se¢ao 1.2). Primeiramente, notamos que os
nossos parametros de ordem, 1,, e I', possuem expoentes criticos ' # B,, (' = 1 e
Bon = 2), com ambos os critérios de busca e sobrevivéncia ligados. Em contraste, a
existéncia de uma simetria adicional especifica do problema de DP (simetria de reversao
de rapidez ou rapidity reversal symmetry) faz com que, nesse caso, §° =  para parametros
de ordem com defini¢oes similares as do nosso problema [Hin06]. No nosso contexto essa
simetria é mapeada ao se inverter a trajetoria do forager até a condigao inicial, o que
nao é possivel devido a aleatoériedade dos passos, diferentemente da DP em que, uma vez

percolada a trajetoria pode ser invertida caracterizando a simetria.
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Por outro lado, é importante mencionar ainda que o resultado ' #  também é ob-
tido no contexto do problema do autémato celular de Domany-Kinzel (cellular-automaton
Domany-Kinzel - CDK), cujo comportamento nas vizinhangas da criticalidade é mapeado
no modelo de percolagao direcionada compacta |[Lii06]. Além deste, os modelos do votante
(voter model - VM), Ising cinético de ndo-equilibrio (non-equilibrium kinetic Ising model -
NEKIM), de Glauber e os modelos que envolvem ramificagoes e aniquilagdes de caminhan-
tes aleatorios (branching and annihilation random walks - BARW) também apresentam a
auséncia da simetria DP especifica, de modo que 3’ # 8 [O04].

Uma outra distingao importante com respeito ao modelo DP é o fato deste apresentar
a evolucao do sistema no espaco e no tempo, caracterizando, assim, a presenca de variaveis
de escala espacial e dindmica e os respectivos expoentes criticos associados, geralmente
denotados por v; e 1. No nosso caso, a escala espacial A se confunde com o préprio
parametro de controle do sistema (anilogo a probabilidade de percolagdo p no problema
DP ou a temperatura em muitas transi¢oes de fase de equilibrio), de modo que apenas a
variavel de escala dindmica é definida associada ao expoente v.

Por fim, mencionamos também que o nosso sistema é caracterizado por uma “inte-
ragao” de longo alcance (distribuicdo de Lévy) [HHLOS8, p. 213|, em contraste com a
interagao de curto alcance (distribui¢ao uniforme) do modelo DP. Estes motivos nos per-
mitem concluir que a classe de universalidade do problema de foraging com dindmica
energética nao satisfaz a conjectura de Janssen and Grassberger, que faz com que uma
grande diversidade de sistemas apresentando transicao de fase dindmica pertenca a mesma
classe de universalidade do problema DP [Hin06].

4.6 Flutuacoes do Forager e Extingcoes Biologicas

Vale comentar ainda sobre os nossos resultados no contexto da extincao biologica de
organismos em meios com recursos escassos [FLRT12, MA97]|.

A conexao é realizada através do fendmeno critico descrito pela taxa de sobrevivéncia
na proximidade da transicao, a qual, como vimos, é governada essencialmente pela estra-
tégia de busca de alimentos, segundo a teoria unificada do problema de foraging [MCS86].
Por exemplo, em um ambiente de densidade escassa de sitios-alvo um forager tipico pode-
ria aumentar o quanto possivel a sua difusividade como uma estratégia de sobrevivéncia,
tal como o faz a borboleta azul Karkloof* [SLO7|. No contexto das buscas de Lévy, isto
pode ser feito considerando valores menores de p. Tais escolhas, entretanto, podem ser
limitadas por vinculos fisicos [New06]|, heterogeneidade do meio, etc. Nesse sentido, os

ambientes escassos em conjunto com tais limitagoes podem naturalmente levar a extingao

*Nome cientifico: Orachrysops ariadne.
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da espécie. Contudo, sendo este um fendmeno critico, fortes flutuacoes estao presentes
para Y — X., de modo que pode existir uma fracao de foragers que sobrevivem préximo
ao ponto critico durante um tempo t, consideravel. O tempo t, é o tempo de relaxagao do
sistema em diregao ao equilibrio ou tempo para extingao [GSO98|, o qual é proporcional ao
comprimento de correlacao temporal da busca, &, isto é, t5 ~ &,, que diverge exatamente
no ponto critico, isto quer dizer que a fracao de foragers que sobrevivem terminam a
missao. Naturalmente, se o sistema permanece indefinidamente no ponto critico a espécie
seré extinta, assim ¢y descreve o tempo para que o sistema atinja o equilibrio (no ponto
critico o sistema nao entra em equilibrio). Uma vez que o nimero de encontros numa
situagao real ou computacional é sempre finito, o tempo t,; pode ser calculado através do
estudo dos efeitos de tamanho finito do sistema, isto é, usamos um tempo t, suficiente-
mente grande para que ocorra a convergéncia do teorema do limite central no regime de
um grande ntimero de encontros. Computacionalmente, no nosso caso especifico t; é dado
entao pelo nimero méaximo de encontros considerados numa dada busca, e.g. t, = 30000.
Se t, for longo o suficiente para que os recursos sejam regenerados [LBTT10| ou para que
haja adaptagao da estratégia de busca ao ambiente escasso [SL0O7|, entao a espécie pode
nao ser extinta, uma vez que os foragers remanescentes podem restaurar o niimero original
de individuos via mecanismos de reprodugao/replicagao [LBT10,PA06]. Eventualmente,
uma mudanca adaptativa em g ou algum outro fator de impacto positivo pode retirar a
espécie da regiao de criticalidade, aumentando as suas chances de sobrevivéncia a longo
prazo.

O tempo em que o sistema permanece na criticalidade, t., naturalmente dependera
do sistema ou da ecologia em questdo. A razao S = ty/t. é, portanto, um importante
quantificador do tempo de crescimento ou decrescimento populacional em condigoes ad-
versas do processo de busca por alimento [FLR*12]. Analogamente, para um processo de
busca associado ao encontro social com a finalidade de reprodugao [LBT*10], podemos
escrever a mesma razao S — R com ty, — t, descrevendo o tempo tipico para que haja
reprodugao/replicacdo. Entao, R e S descrevem os mecanismos chaves em condigoes ad-
versas de extingao-sobrevivéncia de uma espécie. Por exemplo, se a razao R for muito
pequena, isto é, se a reproducao estiver comprometida, é certo que em condigoes adversas
havera extingao. Esta aproximagcao, contudo, nao leva em conta os diversos recursos que
a natureza dispoe para a preservagao da vida.

Durante a histéria da vida na Terra as extingoes em massa tém ocorrido com al-
guma frequéncia (existem pelo menos cinco grandes eventos identificados [Alr08]), tendo
sido apontadas como fenomenos criticos de extin¢ao [SBFJ95]. Tem-se argumentado que
a busca por alimento é o gerador de pequenas perturbagoes em ecossistemas comple-

xos [SBFJ95, Alr08]. E interessante notar que uma lei de poténcia com expoente apro-
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ximadamente 2, foi observada a partir da andlise de fosseis [SM96] para o ntimero de
extingoes em funcdo do seu tamanho (medido pelo nimero de familias extintas), de modo
bastante similar & lei de poténcia da distribuicao de tamanhos de avalanches, descritas
como um fenoémeno de criticalidade auto-organizada [FCMS*96]. Nesse caso, por exem-
plo, dobrando-se o tamanho da extin¢ao, ela demora quatro vezes mais para ocorrer.

De uma forma geral, nao é um fato extraordinario nem trivial que a dindmica energé-
tica associada as taxas R e S capte os primeiros aspectos de uma extin¢ao. Em tltima
analise, na adversidade esses dois mecanismos em conjunto capturam os aspectos funda-
mentais que determinam as extingoes desde microorganismos até espécies extremamente
complexas do ponto de vista evolutivo. Por exemplo, no evento de extin¢gao dos homens
de Neanderthal, que aconteceu ha cerca de 30.000 anos ap6s a tltima Era do Gelo, quando
o seu sistema ecologico tornou-se completamente adverso |Gil07], a direta competi¢ao por
recursos [MF11] com os homens modernos, dotados de maior mobilidade e melhores es-
tratégias de busca por alimento [BDF11,BHGO06|, é apontada como o fator nocaute para
a sua extingao [MF11].

Finalmente, é importante enfatizar que, apesar de levar em conta alguns dos mecanis-
mos relevantes da busca por recursos, o nosso modelo é consideravelmente minimalista,
uma vez que nao considera muitos ingredientes biol6gicos. Por outro lado, nenhum modelo
até o presente momento tem se mostrado completo o suficiente do ponto de vista realista.
Ha4, nesse sentido, diversos modelos mateméticos deterministicos [YYS12, MGTO06| e néo
deterministicos para explicar os fendmenos de extin¢ao [SM96, Alr08, SBFJ95, MGTO06].
Contudo, por estar de acordo com a teoria unificada do problema de foraging [MC86| po-
demos concluir que, apesar de nao conter todos os ingredientes, o nosso modelo captura
alguns dos resultados gerais da busca aleatoria de Lévy [VBHT99, Bar07], tais como, por
exemplo, a determinacao da melhor estratégia de busca em funcao da densidade de re-
cursos disponiveis [HQDT10,HWQ*12]. Assim, em ultima andlise, podemos reportar que
extingoes sao fenomenos criticos decorrentes da propria evolugao dindmica do sistema em
questao, corroborando as hipoteses seminais dos autores que descrevem extingoes como
criticalidade auto-organizada [SM96, BTW87, Jab05]. Nesse sentido, mesmo num estado
estacionario ou de equilibrio, em que as taxas de sobrevivéncia e reproducao das diversas
espécies se equilibram dinamicamente numa cadeia alimentar organizada, flutuacgoes pro-
vindas dos processos de busca por alimento em espécies chaves [Pai95, CZdSS03] podem
determinar extingbes em massa por efeito em cadeia [SM96]|, ou mesmo explosoes evolu-
tivas através do alivio de uma pressao especifica de predagao ou competigao [CZdSS03],
como por exemplo na evolucao dos mamiferos, antes contida pela predagao dos dinossau-
ros [Jab05], ou da competigao entre bactérias, fungos e virus [PA06|. Este fato decorre

imediatamente da invariancia de escala do nosso modelo, isto é, pequenas pertubacoes
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podem se propagar em todas as escalas [BTWS87|, podendo desencadear uma “avalanche
de extincdes”. E importante comentar que ndo estamos negando que vérias acoes externas
aos ecossistemas™ tenham causado eventos de extingao, nem somos os primeiros a teorizar
sobre extingoes e criticalidade, mas acreditamos estar contribuindo com um argumento
robusto, para enfatizar que eventos de exting¢ao sao também manifestacoes de criticali-
dade auto-organizada provocadas por flutuacoes na busca por recursos, a partir de um
modelo de busca em que sao permitidos ao forager de Lévy passos extremamente longos,

se comparados a estratégias brownianas.

*E.g., impulsos aleatoérios do tipo “intervencoes divinas”.
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Capitulo 5

Buscas Aleatorias em Meilos

Heterogéneos
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Buenos Aires

Neste capitulo estudaremos como a eficiéncia da busca e a sua dinamica de difusao
dependem da introducao de flutuagoes nas posicoes iniciais do forager. De um modo geral,
investigaremos como a heterogeneidade na distribuicao de recursos no meio afeta a difusi-
vidade das buscas eficientes no caso de densidades escassas de sitios-alvo [RBAL*11]. Em
particular, apresentaremos o nosso principal resultado, o qual pode ser empiricamente tes-
tado [SWRT06, WWL*11,GHV*11,SSAS10,MOJ10, MW99|: o aumento da difusividade
do forager (contemplando, inclusive, as buscas superdifusivas) no sentido de favorecer o

sucesso dos encontros de sitios-alvo em cenarios heterogéneos.
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5.1 Distribuicoes de Posicoes Iniciais

De acordo com a discussao apresentada no capitulo 1, no regime de baixas densidades de
recursos do problema de foraging duas situagoes limites tém sido extensivamente conside-
radas [VBH99]: (i) buscas nao-destrutivas, em que apés um encontro o forager recomeca
a busca a uma pequena distancia do tltimo sitio localizado, e (ii) buscas destrutivas, em
que, uma vez localizado, o sitio é destruido, de modo que a distancia média do forager aos
demais sitios é grande no regime de escassez de recursos. Como vimos, a maxima eficiéncia
para as buscas nao-destrutivas é obtida para valores intermediarios de u, isto é, u ~ 2, en-
quanto que para as buscas destrutivas tem-se que p — 1 (regime balistico). E importante
observar ainda que, ao se variar a distancia inicial ao sitio mais proximo [RB09a, Rey10|
ou o grau de revisitabilidade ou regeneracao temporal dos sitios-alvo, surgem valores in-
termediarios para a estratégia de busca mais eficiente, 1 < p < 2 [RBdAT03, SRVA04].
Nessa ultima situacao, é interessante comentar também, em conexao com a dindmica
energética da busca, que devido ao efeito do custo energético de deslocamento do forager
o intervalo dos valores de pu em que o ganho de energia permanece positivo é de fato
limitado [RBd*03, SRVd04], como discutimos na se¢do 3.2. Nesse sentido, estratégias de
buscas caracterizadas por passos muito grandes, tendendo ao limite balistico, podem nao
ser acessiveis, uma vez que isto implicaria em um alto custo no balango energético.

O efeito da densidade global de recursos no comportamento do forager tem sido bem
documentado [HQD*10,SWR*06,BPP*03b,LM08,BGL*10]. Por outro lado, a anélise do
papel para a eficiéncia da busca das flutuacoes locais na densidade de sitios-alvo em cena-
rios heterogéneos é um problema ainda pouco explorado. Ambos constituem fatores chaves
para a compreensao da otimizacao das buscas na situacao em que o forager possui apenas
uma percepg¢ao limitada do ambiente ao seu redor [RB09a, Rey10, RBd™03, SRVA04].

Nesse contexto consideraremos a seguir no nosso modelo de buscas aleatorias diversos
graus de inomogeneidades na distribuicao de recursos através da introdugao de flutuagoes
nas distancias iniciais do forager aos sitios-alvo. O efeito destas inomogeneidades na
eficiéncia da busca seré analisado qualitativamente para o caso geral e quantitativamente
para as buscas de Lévy, no regime de baixas densidades globais de recursos.

O ponto de partida é o nosso modelo de busca, com regras apresentadas nas sec¢oes
1.7 e 3.1. Nele a busca se d& em um espaco unidimensional com condig¢oes absorventes de
contorno separadas por uma distancia A, isto é, com os sitios-alvo localizados em x = 0 e
x = \. Cada vez que um encontro ocorre a busca é reiniciada e uma nova posigao inicial é
sorteada a partir da fungao densidade de probabilidades 7(zg). Nos capitulo precedentes
sempre consideramos 7(xy) uniforme. E nosso interesse, agora, introduzir variacoes em

7(xo) de modo a contemplar situagoes em que, por exemplo, o forager tenda na maioria
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das vezes a recomecar a busca com sitios por perto, como em uma distribuicao de sitios
agregados. A forma funcional de 7(xg) determina, entdo, o cenario de busca, cujo grau
de heterogeneidade pode ser alterado pela escolha apropriada de 7(x).

Nesse sentido a busca destrutiva representa a situagao limite em que 7(xg) é bastante
aguda e simétrica com respeito ao meio do intervalo, x = A/2, pois nesse caso ambos
os sitios extremos estao igualmente muito distantes do forager no regime de escassez
de recursos. Por outro lado, distribui¢oes m(xg) que geram condigoes assimétricas estao
relacionadas aos cenarios de agregacao de sitios-alvo.

Mais especificamente, o caso destrutivo é descrito pela escolha
m(xg) = 6(xg — A/2), (5.1)

onde d(xy) denota a fungao delta de Dirac. Isto implica que cada busca sempre comega
exatamente equidistante das bordas. Flutuacoes com respeito a essa situagao podem ser
introduzidas ao considerarmos, por exemplo, uma distribuicao de posi¢oes iniciais com

decaimento exponencial poissoniano (Fig. 5.1):
(o) = aexp[—(A/2 — xo)/al, (5.2)

onde 7, < g < A\/2, a é a constante de normalizagao e consideramos m(xg) = m(\ — xo)
para a simetria do espaco de busca. Acima, o parametro a determina o quanto as posicoes
iniciais estao na média dispersas ao redor do centro do intervalo, 2o = A/2. De fato, quanto
maior o valor de o, mais espalhadas ao redor de g = \/2 encontram-se as posigoes iniciais.
Por outro lado, no limite de maxima assimetria entre os dois sitios nas bordas o forager

reinicia a sua busca sempre a menor distancia possivel do sitio mais proximo, isto é,
m(xg) = d(xo — 10). (5.3)

Essa situacao corresponde ao caso nao-destrutivo descrito acima. Similarmente, flutua-
¢oOes com respeito a essa situagao podem ser introduzidas considerando uma distribuicao

poissoniana que decai a partir de xg = r,:
7(xg) = bexp[—(zg — 1v) /], (5.4)

onde 7, < xgp < A\/2, b é a constante de normalizacdo e m(xg) = (A — xo).
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Figura 5.1: Esboco, em ordem respectiva da esquerda para direita e de cima para baixo,
das Egs. (5.3), (5.1), (5.2) e (5.4). No tltimo quadro (abaixo & direita), esbocamos a
Eq. (5.2) com zg — A — xo.

5.2 Acoplamento com os Cenarios de Buscas Unidimen-
sionais

Assim como nos capitulos precedentes, vamos considerar a seguir um caminhante alea-
torio com condic¢oes de contorno absorventes em uma dimensao, cujos comprimentos dos
passos sao distribuidos pela densidade de probabilidades p(¢), com igual probabilidade de
sentidos, isto é, esquerda e direita tém a mesma probabilidade de serem escolhidas. O raio
de visao r, define a distancia para a deteccao de sitios. Portanto, se os sitios-alvo estao
localizados nas posicoes x = 0 e x = X entao o forager pode comecar a sua caminhada
dentro do intervalo r, < x < XA — r,. O nosso interesse consiste em ambientes escassos,
determinados pela condi¢ao A > r,,.

A grandeza fisica de interesse agora é a eficiéncia estatistica, 1, que esté diretamente

relacionada com a otimizagao das estratégias de buscas [VBHT99|. Como vimos na sub-
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secao 1.7.1, esta quantidade é calculada como a razao do nimero de sitios encontrados

(considerado suficientemente grande) pela disténcia total percorrida pelo caminhante:

n
Ltot

n (5.5)
De fato, para uma dada sequéncia {x¢;} de posigoes iniciais do forager ao longo de uma

caminhada de busca, escrevemos explicitamente que

n

nzoid) = 7~y

(5.6)
Ou seja, a eficiéncia depende do ensemble de posigoes iniciais {z;} sorteadas de acordo
com 7(zg;) = 7(xp), para todo i.

A média no ensemble das posigoes iniciais define o acoplamento da busca com os
cenarios heterogéneos. Isto é, ao invés de usarmos uma fun¢ao densidade de probabilidade

uniforme (cenéario homogéneo),
1

A —2r,’

como fizemos até aqui ao longo deste trabalho, podemos escolher fungoes que determinam

(5.7)

m(z0) =

distribui¢oes de xy com diversos graus de assimetria e heterogeneidade. Para realizar tal

meédia, utilizamos a Eq. (3.76), de modo que

1
o o9

onde usamos acima o resultado (Lot ) ({z0:}) = n(L),. Uma vez que também tencionamos
analisar qualitativamente o efeito da heterogeneidade na eficiéncia das buscas realizadas
com uma distribui¢do de tamanhos de passos geral, p(¢), adicionamos acima o subindice p

para indicar a dependéncia de (L) com a escolha de p(¢). A partir da Eq. (5.8) escrevemos

entao

A2
7l =2 / (LY, (o) (o) o, (5.9)
onde, de acordo com a Eq. (2.41),
(L)p(wo) = [(L — L)) ()] (o), (5.10)

com (|¢|)(z) dado pelas Eqgs. (2.59)-(2.64). Assim como fizemos no capitulo 2, devido a
complexidade do niicleo resolvente do operador integral £, determinamos (L), (zo) através

da discretizacao do espago de busca, com o auxilio do software Matlab.
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A seguir, apresentaremos resultados qualitativos para o caso de uma distribui¢ao p(¢)

geral e quantitativos para buscas de Lévy.

5.2.1 Eficiéncia das Estratégias de Busca em Ambientes Hetero-

géneos: Caso Geral

Consideramos, primeiramente, os casos limites em que a posi¢ao inicial apés um encontro,
Tg, € sempre a mesma. Como vimos, essa situagao nos permite compreender os meca-
nismos da eficiéncia das buscas em condigdes completamente simétrica (busca destrutiva,
ro = A/2) e maximamente assimétrica (busca nao-destrutiva, xo = r,). No caso simé-
trico os sitios estao inicialmente equidistantes do forager, com \/2 > r, no regime de
baixas densidades de recursos. De um modo geral, a distribuicao dos comprimentos de
passo, p({), pode ser caracterizada por um conjunto de parametros {k;}. Assim, existe
um determinado subconjunto {k;}s que apresenta a méaxima eficiéncia 7 da busca no caso
simétrico. Como os sitios estao inicialmente muito distantes do forager, esta estratégia
também corresponde a de mais rapida difusividade. Por exemplo, no caso de uma dis-
tribuicao de Lévy do tipo lei de poténcia, p(¢) ~ ¢~# | n é maximizada com a estratégia
balistica (ver os dados relativos a ¢ de Dirac na Fig. 5.2) [VBHY99|: k15 = ptopts — 1.

Por outro lado, na situagao de maxima assimetria a busca mais eficiente apresenta um
compromisso entre executar passos largos para acessar os sitios mais distantes e passos
curtos para vasculhar as vizinhancas de um possivel sitio préximo. Neste caso, o subcon-
junto {k; }.s representa a solugao intermediaria entre uma difusividade normal (browniana)
e a mais rapida possivel. No caso das buscas de Lévy nao-destrutivas, sabe-se [VBH 99|
que K1 as = Hoptas ~ 2 (ver os dados relativos a § de Dirac na Fig. 5.4).

Quando as posigoes iniciais nao sao mais constantes, surge a possibilidade de cenarios
heterogéneos, com estratégias de busca eficientes de difusividades intermediarias com
respeito aos casos acima.

Vamos, inicialmente, considerar que o forager possa recomecar a sua busca a partir
de posigdes xy mais provavelmente distribuidas em torno de zop = A/2 (caso destrutivo).
Neste caso, esperamos que as posicoes iniciais proximas aos sitios localizados em = = 0
e x = A tenham pequenas probabilidades de ocorrer. Isto implica numa fungao m(z)
decrescente de g = A\/2 a 9 = r,, Eq. (5.2). Consequentemente, ambos 7(zg) e (L),
na Eq. (5.9) crescem monotonicamente de 7, a A/2 (o crescimento de (L), ¢ ilustrado na
Fig. 5.3). A contribui¢ao mais relevante do produto (L),(zq)m(x¢) para a eficiéncia média,
Eq.(5.9), surge, portanto, das posi¢oes proximas a xo = A/2, exatamente como ocorre no
caso destrutivo. Desse modo, é de se esperar que a situacdo descrita pela Eq. (5.2) tenha

dindmica 6tima similar a do caso destrutivo, {k; }s.
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5.2. ACOPLAMENTO COM 0OS CENARIOS DE BUSCAS UNIDIMENSIONAIS

Em contraste, no caso assimétrico as flutuacoes nas posi¢oes iniciais com respeito ao
caso nao-destrutivo podem ser introduzidas por uma funcdo m(zq) decrescente de xy = 7,
a g = A2, Eq. (5.4). Portanto, quando (L),(zo) aumenta e m(z) diminui de zy = r,
a ro = A/2, a posigao inicial associada com a contribui¢do mais relevante para o pro-
duto (L), (zo)m(zo) na Eq. (5.9) se encontra em algum ponto no intervalo entre xy =7, e
o = /2. Como consequéncia, o conjunto de parametros {k;}.s que otimizam a eficiéncia
no caso nao-destrutivo pode dar lugar a um outro conjunto, {k;}in, que represente uma
solugao com difusividade intermediaria entre os casos nao-destrutivo e destrutivo, isto é,
uma dinamica eficiente com expoente de difusdo aumentado (superdifusao) em relagao a
busca nao-destrutiva. Eventualmente, em situagoes em que a distribuigao m(zg) assimé-
trica possui grandes pesos para posigoes proximas a g = A\/2, as estratégias 6timas se
aproximam do caso completamente simétrico, isto é, {k;}ine — {ki}s. Neste caso, o re-
gime intermediario da lugar a um fenémeno de passagem (crossover) do comportamento
dinAmico superdifusivo para o balistico.

Observamos ainda que em principio podemos aplicar esta discussao qualitativa para
espacos de busca com dimensoes mais altas. Nesta situacao, a trajetéria de busca pode
de fato ser aproximada por uma sequéncia de movimentos retilineos [VBH™99, BFd*08].
Apesar disso, notamos que o encontro de sitios em duas ou trés dimensoes ocorre com
probabilidade consideravelmente mais baixa, uma vez que as diregoes extras resultam
num alargamento do espago de busca, reduzindo, assim, a taxa de encontros e a eficiéncia
das buscas. Assim, de modo geral a influéncia da heterogeneidade do meio em dimensoes
mais altas é reduzido, se comparado ao caso unidimensional. Podemos, portanto, concluir
que a analise unidimensional aqui apresentada é de fato 1til no estabelecimento de limites
superiores do efeito dos cenarios heterogéneos nas buscas aleatorias.

A seguir aplicaremos os argumentos acima, validos para uma distribuicao de passos

geral, p({), ao caso particular da busca de Lévy.

5.2.2 Eficiéncia das Estratégias de Busca em Ambientes Hetero-
géneos: Caso Lévy
No caso especifico das buscas de Lévy, assim como vimos considerando até aqui no presente

trabalho, o forager se desloca com passos de comprimento sorteado a partir da funcao
densidade de probabilidades

— et
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Figura 5.2: Eficiéncia média, 7, obtida a partir da Eq. (5.9), versus p para os casos
da busca de Lévy destrutiva (fungao § de Dirac) e de buscas de Lévy com diferentes
distribuigoes simétricas de sitios-alvo ao redor de zo = A/2, Eq.(5.2) com diversos valores
do pardmetro « (cenarios com varios graus de heterogeneidade). Quanto maior o valor
de «, mais espalhadas ao redor de xy = A/2 encontram-se as posigoes iniciais. O caso
homogéneo, 7(zy) = (A — 2r,)~!, também é mostrado. Em todos os casos, a eficiéncia
da busca ¢ maxima para ;4 — 1 (dindmica balistica), demonstrando a robustez dessa
estratégia quanto a flutuagoes com respeito a situacao de busca destrutiva. Os parametros
usados foram A = 10% e r, = 1. As linhas s6lidas sao apenas um guia visual.

e p(f) =0 se |¢| < £y, onde ¢, representa o limite inferior para o tamanho dos passos, com
a escolha ¢y = r, por simplicidade. O caso ; < 1 nao é permitido por representar fungoes
nao normalizéveis. Como discutimos no capitulo 1, a Eq. (5.11) corresponde [SK86a,
SM95, RBAL*09a| ao limite assintotico de longo alcance das distribui¢oes de Lévy a-
estaveis, tal que a = p — 1, as quais apresentam dindmica superdifusiva (balistica no caso
i — 1) e s@o governadas pelo teorema do limite central generalizado (o regime browniano
difusivo corresponde a p > 3).

Vale comentar que a trajetoria de busca eventualmente contém truncamentos de passos
devido ao encontro de sitios-alvo, de acordo com as regras do modelo de busca definido na

se¢ao 1.7. Assim, a lei de poténcia da Eq.(5.11) de fato nao se extende até o infinito, o que
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Figura 5.3: Comprimento médio percorrido por um forager de Lévy entre dois encontros
consecutivos, (L),, em func@o da sua posicao inicial fixa, x(, para varios valores de p. As
linhas solidas representam os resultados obtidos pela discretiza¢ao numérica da Eq. (2.41)
e os simbolos denotam os ajustes nao-lineares realizados através da regressao multipla,
Eq. (5.12). Os parametros usados foram A = 10% e 7, = 1.

implica em uma distribuigao efetiva de Lévy truncada [MS94]. Apesar disso, no regime
de escassez de recursos, A > r,, a busca deve manter as propriedades de uma caminhada
de Lévy nao truncada durante a maior parte da sua realizacao. Mais precisamente, no
regime A\ > r, é pequena a razao do nimero de passos truncados pelo de nao truncados,
essencialmente dada [VBH™99,BGH*01,BHK*01] pelo inverso do nimero médio de passos
entre sitios-alvo consecutivos, R ~ (A/r,)3="/2 ¢ R ~ (\/r,)'™*, para os casos nao-
destrutivo e destrutivo, respectivamente. Além disso, a justificativa para distribuicoes
truncadas também surge naturalmente no contexto de animais que buscam por alimento,
uma vez que passos de tamanho infinito ou mesmo muito grande séo proibitivos [PMJ11].

Para determinarmos os efeitos das flutuagoes nas posigoes inicias nas buscas de Lévy,
precisamos estudar explicitamente o comportamento da integral na Eq. (5.9). Primeira-
mente, no que diz respeito a distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos
por um forager de Lévy com posigao inicial xg, (L),(zo), a discretizacao da Eq. (2.41)

segundo a prescri¢cao da segao 2.4 leva ao resultado mostrado em linhas solidas na Fig. 5.3
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para varios valores de pu, A = 1000 e r, = 1. Nesse grafico a presenca da simetria
(L)p(z0) = (L)p(A — x) pode ser conferida.

No caso da busca nao-destrutiva na auséncia de flutuagoes, em que 7(zo) ¢ dada
pela delta de Dirac, Eq. (5.3), a existéncia de uma eficiéncia méaxima para um expoente
intermediario fioptas ~ 2 (Fig. 5.4) na condigdo de méaxima assimetria, xy = r,, pode ser
compreendida da seguinte forma. Por um lado, no limite 4 — 1 o forager de Lévy pode
acessar os sitios mais distantes numa trajetoria balistica apés um pequeno ntmero de
passos bastante largos, implicando num alto valor de (L),(z¢ = r,) e, portanto, em baixa
eficiéncia. Em contrapartida, no limite browniano, u — 3, o forager tende a encontrar os
sitios mais proximos (sempre presentes no caso nao-destrutivo) apo6s um grande ntimero
de pequenos passos, o que também implica em altos valores de (L),(xy = 7,). Desse
modo, o compromisso entre estas duas tendéncias gera um méaximo de 7 para um valor
intermediario, floptas ~ 2.

No caso da busca destrutiva, com m(xy) dada pela Eq. (5.1), os sitios proximos estao
ausentes, de modo que uma solugao envolvendo o compromisso discutido acima nao é mais
possivel. Nessa situagao, no regime A > r, o forager deve se deslocar balisticamente, com
Hopt,s — 1, até os sitios distantes a fim de maximizar a sua eficiéncia da busca.

Passemos agora a discussao da busca de Lévy na presenca de flutuagoes com respeito
as fungoes delta de Dirac. Uma vez que a solugao exata para a Eq. (2.41) ndo é conhecida
até o presente momento, o estudo de (L),(xo) pode ser realizado ao considerarmos uma

regressao multipla dos dados obtidos a partir da discretizacao da Eq. (2.41), tal que

(Do) = S0 iy (5.12)

i=0 j=0

Como indicado em simbolos na Fig. 5.3, um ajuste excelente é obtido através da Eq. (5.12),
com N, = 10 e N, = 8. A eficiéncia 7 pode entao ser calculada para vérios valores
do parametro « através da substitui¢ao da Eq. (5.12) na Eq. (5.9), juntamente com as
Egs. (5.2) ou (5.4), e executando a integrac@o analiticamente. Os resultados encontram-
se mostrados nas Figs. 5.2 e 5.4, para flutuagoes com respeito aos casos destrutivo e
nao-destrutivo, respectivamente.

Por um lado, considerando flutuacoes para distancias iniciais longinquas dos sitios,
Eq. (5.2), notamos na Fig. 5.2 que a eficiéncia é qualitativamente similar aquela da condi-
¢ao completamente simétrica (busca destrutiva), Eq. (5.1), concordando com os argumen-
tos gerais da secao 5.2.1. Nestes casos o méximo da eficiéncia é atingido para u — 1. No

intervalo 1 < p < 3 a presenca das flutuagoes aumenta muito pouco o valor da eficiéncia.
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Estes resultados indicam que as estratégias balisticas permanecem robustas na presenca
de flutuagoes nos sitios que estao a grandes distancias iniciais do forager.

Por outro lado, a presenca de flutuagoes nos sitios que estao inicialmente proximos do
forager, Eq. (5.4), reduz consideravelmente a eficiéncia das buscas, em comparagao a con-
digdo completamente assimétrica, Eq. (5.3), como mostra a Fig. 5.4. Neste regime, quando
as flutuagdes aumentam consideravelmente o peso de posigoes iniciais mais distantes («
maiores), as estratégias de Lévy otimas apresentam o caréater superdifusivo incrementado,
observado na localizagao do maximo de eficiéncia na Fig. 5.4, que se desloca a partir do
valor Lopt as A 2 em direcao a estratégia balistica, piope — 1, & medida que maiores valores
de « sdo considerados na Eq. (5.4). De fato, como discutimos no capitulo 1, uma dimi-
nuicao no valor de pp esta diretamente relacionada com um aumento no expoente de
Hurst [VALRS11,SK86a,SM95| e, portanto, no incremento também do expoente de difu-
sao. Vale comentar, por fim, que o limite o« — oo corresponde a situacao de distribuicao
uniforme, 7(xg) = (A — 2r,)!, também mostrada nas Figs. 5.2 e 5.4.

Para quantificar a passagem (crossover) observada na Fig. 5.4 entre os regimes com
Hopt,as = 2 € [opy — 1 em funcao do aumento do parametro «, vamos considerar a seguir
a fungao pept(), que identifica a localizagao no eixo p do maximo de 7 para cada curva
da Fig. 5.4. Como sabemos, uma solugdo com fiope(a) < 1 nao é possivel, visto que
corresponde a uma fungdo (5.11) nao normalizavel. Assim, todos os valores tais que
Q> Qeross levam a um maximo na eficiéncia em fiope () — 1. Nesse sentido, overess marca
o limite acima do qual as estratégias balisticas de busca sao as mais eficientes.

O valor de piopt(a) pode ser determinado a partir da condi¢do de minimo de mp(a)

(ou maximo de 7, segundo a Eq. (5.8)):

o(L)

_8/’ —— (5.13)
ou equivalentemente,

f( = Hopt, @) =0, (5.14)

tal que, considerando as Egs. (5.4), (5.9) e (5.12), escrevemos

No | L[ ikt | A\ F
Flp,a) =243 ayjn’™ {Z [m (6‘““’7‘2_'“ —e 2 (5) )] } (5.15)
k=0 ’

i=0 j=0

com A = {2alexp(—r,/a) — exp(—A/(2a))]} 7. As solugoes popi() da Eq. (5.14) para
A = 1000 e r, = 1 sdo indicadas na Fig. 5.5 como os zeros da fungao f(u,«). Elas também
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aparecem na Fig. 5.4 na forma de simbolos vazios, marcando a localizagao do maximo de

cada curva de eficiéncia. Por fim, o crossover pode ser determinado através de
Flp =17 = Qeregs) = 0. (5.16)

No caso da distribui¢ao 7(zy) dada pela Eq. (5.4), obtemos s & 312.2 para A = 103 e
r, = 1 (ver detalhe da Fig. 5.5).
Para avaliarmos a robustez das discussoes acima, consideramos como uma alternativa

a Eq. (5.4) uma distribuigao de posigdes iniciais do tipo lei de poténcia decrescente,
m(z) = Cxy”, (5.17)

com r, < xg < A\/2 e m(xg) = (A — ), em que C' é uma constante de normalizagao.
Diferentemente das distribuigoes (5.2) e (5.4), a caracteristica de cauda longa apresentada
pela Eq. (5.17) confere propriedades de autoafinidade e invariancia de escala para ()
sobre um longo intervalo de alcance espacial no regime de baixas densidades de sitios,
A > r,. Além disso, a evidéncia de distribui¢oes com invariancia de escala tem sido
reportada também no contexto biologico de animais que buscam por alimento [SSHT08|.
A partir de uma andlise similar & feita acima com a Eq. (5.4), encontramos que todas
as estratégias de buscas O6timas de Lévy com v < Vgess =~ 0.35 apresentam dinamica
balistica, enquanto que as solugoes com superdifusao aumentada surgem para v > Vepogs-
Estes resultados também estao de acordo com a discussao geral da secao 5.2.1.

Vale comentar ainda que, uma vez que as estratégias balisticas tém eficiéncia reduzida
em espagos com dimensées mais altas [RB09b], é possivel que em duas e trés dimensoes
tais estratégias sejam limitadas, por exemplo, pelo balango energético da busca. Apesar
disso, buscas nao necessariamente balisticas, mas com superdifusividade aumentada, 1 <
Lopt < 2, podem surgir em ambientes heterogéneos em dimensoes mais altas.

Destes resultados concluimos que, na presenca de distribui¢coes poissonianas nas dis-
tancias inicias com a < g, €Stratégias de Lévy para as buscas com propriedades de
superdifusao aumentada, 1 < fiopt < flopt,as = 2, Tepresentam a condigao de otimizacao das
solugoes. Dessa forma, as buscas em ambientes heterogéneos podem se beneficiar desse
incremento na difusividade do forager. Por outro lado, para flutuacoes suficientemente
fortes com a > o5 UM cTOSSOVET para a estratégia balistica emerge a fim de possibilitar

o acesso eficiente do forager a regides distantes onde os sitios encontram-se distribuidos.
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5.3 Ecologia do Forager

O efeito da limitacao de recursos na mobilidade animal é bem documentado. E co-
nhecido, por exemplo, que a escassez provinda da competi¢ao por recursos induz altas
taxas de dispersao |Bye00, SGN| e deslocamentos de longo alcance a partir do habitat
dos individuos [Sou99, BDF08|. A fragmentacao do habitat também altera a forma de
dispersao, frequentemente aumentando o seu alcance espacial [VHPH*07]. No contexto
do comportamento do forager na busca por alimento, o carater global da densidade de
recursos tem sido consideravelmente investigado, com fortes evidéncias apontando para
a passagem das estratégias brownianas para as superdifusivas quando os animais ingres-
sam em ambientes escassos a partir de regioes abundantes em recursos. Esta fato tem
sido observado desde espécies de microrganismos [BPP*03a] até grandes predadores ma-
rinhos [HQD™10, SWR™06, BGL*10]. Em contraste, muito pouco é conhecido até o mo-
mento sobre o sucesso das buscas com respeito a influéncia da heterogeneidade e das
flutuacoes locais na densidade de recursos.

A maior parte dos esforgos tedricos com base na teoria de buscas aleatérias tem provido
apenas aproximacoes limitadas para a questao das buscas eficientes, uma vez que elas
assumem ambientes demasiadamente simplificados com relacao a distribuicao de recursos
[RBALT09b, BLMV11]. Nao obstante, alguns poucos estudos simulacionais tém apontado
para o efeito da heterogeneidade do ambiente sobre a eficiéncia da busca, incluindo fatores
de mobilidade dos sitios e a consideragao de diferentes tipos de forager [BL08, SSHT08,
BFAL108,PW10,PBG09|. Nesse contexto, os nossos estudos dao suporte a hipotese de
que os processos de busca estao conectados a distribuicao de sitios e a sua dinamica. De
fato, os nossos resultados mostram que a estratégia 6tima de busca pode se alterar, e.g de
superdifusividade para movimentos balisticos, dependendo da heterogeneidade do cenério.
Acreditamos que o presente estudo avanca neste topico ao apontar para os mecanismos
gerais de busca (se¢ao 5.2.1), essenciais para a compreensao de resultados anteriores sobre
a dinamica do problema de foraging [BL08, SSHT08, BFAL 08, PW10].

A partir da descrigao dos mecanismos chaves de acoplamento dos ambientes com a di-
fusividade do forager, mostramos que as flutuagoes estatisticas no conjunto das condig¢oes
iniciais das buscas tém papel essencial para a determinacao de qual estratégia de busca é
a ideal. A presenca destas flutuacoes define uma base para o entendimento da nao univer-
salidade dos padroes de busca e mostra que o aumento na difusividade favorece o sucesso
dos encontros em ambientes heterogéneos com agregacao de sitios. Como consequéncia, as
condicoes de busca por alimento em que as estratégias de Lévy aparecem como ideais sao
muito mais amplas [BLMV11,RB09a,PJ08, JPB08| do que apenas no cenario homogéneo

originalmente analisado [VBH"99].
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Em ambientes complexos e dindmicos com escassez de recursos, nem as estratégias
de Lévy, nem as brownianas ou mesmo as balisticas podem ser consideradas univer-
sais [PJ08,JPB08|, uma vez que flutuagdes nas distribui¢es de sitios-alvo podem induzir
alteragoes entre dois regimes de busca. FEsta observagao tem sido confirmada empirica-
mente [HQD*10, HBD*12], mostrando que os foragers exibem padroes de movimento
que nao podem ser sempre aproximados por Lévy, balisticos ou modelos exponenciais.
De um modo geral, observa-se que no regime de baixas densidades de recursos as estra-
tégias superdifusivas de Lévy permanecem como solugoes ideais numa ampla variedade
de ambientes heterogéneos, com expoentes no intervalo 1 < pqp < 2, dependentes das
propriedades especificas do ambiente.

Estratégias intermediarias entre as balisticas e as superdifusivas podem surgir de-
pendendo de o quao fortes sejam as flutuacoes espaciais na distribuicao dos sitios-alvo.
Dados recentes em espécies de dgua-viva [HBD*12] reportam sobre buscas de Lévy com
estratégias de expoente fiope = 1.18. Além disso, estudos com predadores marinhos tém
encontrado valores tais como, por exemplo, jopt = 1.63 [SSH'08|. Estas superdifusoes in-
crementadas com respeito ao expoente &~ 2 emergem em ambientes heterogéneos e com
dinamica complexa, como é o caso dos predadores marinhos [HQD*10,SWR*06, MRS 06].
Em particular, os nossos resultados permitem uma predi¢cao empiricamente testavel: am-
bientes heterogéneos podem promover a emergéncia do aumento na difusividade (expoente
de difusao) do forager compativel com as buscas eficientes de Lévy [SWRT06, WWL*t11,
GHV'11,SSAS10,MOJ10, MW99|.
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Figura 5.4: Eficiéncia média, 77, obtida a partir da Eq. (5.9), versus p para os casos da
busca de Lévy nao-destrutiva (fun¢do d de Dirac) e de buscas de Lévy com diferentes
distribuigoes de sitios-alvo ao redor de zg = 7, Eq.(5.4) com diversos valores do parame-
tro « (cenérios com varios graus de heterogeneidade). Quanto maior o valor de «, mais
espalhadas ao redor de zy = r, encontram-se as posicoes iniciais. O caso homogéneo,
m(xo) = (A —2r,)~!, também é mostrado. Observamos que & medida que posigoes iniciais
adquirem peso maior distante de o = r, (o maior) a estratégia 6tima de busca desloca-se
da situagao nao-destrutiva superdifusiva, p ~ 2, em direcao a dinamica balistica, u — 1,
com aumento na difusividade (expoente de difusao) do forager. Os simbolos vazios repre-
sentam os maximos de 77 calculados pela condigao f[u = fiopt(@)] = {LY,/Optl y=pioye = 0
A passagem (crossover) para a dinamica balistica 6tima ocorre para flutuagoes suficien-
temente fortes, isto &, para @ > Qgross ~ 312.2. Os parametros usados foram A\ = 10% e
r, = 1.Novamente, as linhas s6lidas sao somente um guia visual.
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Figura 5.5: Determinagao da estratégia 6tima de buscas de Lévy com flutuagoes pois-
sonianas nas distancias iniciais dos sitios proximos ao forager, Eq. (5.4). A condigao
J (i = popt, @) = 0, para A = 10° e r, = 1, determina o expoente 6timo, fiopt (), associ-
ado a estratégia de méxima eficiéncia. No detalhe: uma vez que estratégias com p < 1
nao sao permitidas, valores de o > Qieross &~ 312.2 levam & eficiéncia maxima obtida para
i — 1, determinando um regime dominado por buscas de dinamica balistica.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos inicialmente uma breve histéria do problema da busca de
recursos por animais na natureza (problema de foraging), enfatizando os principais pon-
tos e conceitos a partir de uma revisao da literatura especifica. A nossa abordagem
ao problema teve como base as ideias e conceitos desenvolvidos no contexto da Fisica
Estatistica, incluindo o estudo das caminhadas aleatérias, transicoes de fase dindmicas,
analises de escala e classes de universalidade, dentre outros. De fato, apresentamos os
fundamentos teéricos das buscas aleatorias e os aplicamos numa abordagem analitica a
dindmica energética da busca, baseada em um modelo de acordo com a teoria unificada
do problema de foraging [MC86]. Através de uma aproximac¢ao bem mais precisa que a
de campo médio [VBHT99], determinamos a evolugao energética do caminhante aleato-
rio no regime de escassez de recursos, com resultados em excelente concordancia com as
simulagoes numeéricas.

Calculamos analiticamente o parametro de ordem associado & transicao de fase dina-
mica para o estado de extingao do forager, bem como o seu expoente critico associado, 5.
Desenvolvemos um mapeamento conciso da energia do caminhante aleatério através do
teorema do limite central, a fim de obter a taxa de sobrevivéncia dos foragers em fungao
do ntimero de sitios encontrados. Nesse contexto, determinamos também o expoente cri-
tico v, relacionado ao comprimento de correlacao temporal do problema e & sua variavel
dindmica de escala.

Utilizamos as hipoteses de escala para determinar numericamente os expoentes criti-
cos f[on, Na situacao em que ambos os critérios de busca e sobrevivéncia estao ligados, 3,
associado a taxa de sobrevivéncia, e v. Explorando as bases das classes de universalidade
das transicoes de fase de nao-equilibrio, notamos no nosso problema que f3,, # . Reali-
zamos entao uma discussao comparativa com o problema de percolagao direcionada (DP),

em que f(,, = ' devido & presenca da simetria de reversao de rapidez. Concluimos que
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CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

as transigoes de fase dinamicas encontradas nas buscas de Lévy com dinamica energética
e no problema DP pertencem a classes de universalidade distintas.

Definimos, ainda, um observavel para analisar a dindmica espacial do forager, isto
é, como o comprimento da sua caminhada de busca evolui com o encontro de sitios,
e determinamos o expoente critico p associado. Verificamos também a consisténcia da
nossa hipotese de escala através do expoente v, que apresentou o mesmo valor obtido a
partir de calculos independentes.

Nos observamos que estratégias balisticas permitem aos buscadores permanecerem na
fase ativa em cenarios de buscas mais adversos. Em outras palavras, menores valores
do indice de Lévy (u) permitem densidades criticas mais baixas ou cenarios mais rare-
feitos. Interessantemente, as propriedades gerais de buscas aleatorias proximas no limiar
de criticalidade sao governadas pelos expoentes criticos que nao dependem da dinamica
da busca, ao passo que a dinamica ¢ diretamente associada com a estratégia de busca,
definida a partir do indice u. Em adigao, estratégias balisticas estao intrisecamente ligada
com ganhos energéticos elevados.

Todas essas caracteristicas impactam consideravelmente a dindmica das buscas em
ambientes escassos. Atualmente, quando os recursos sao baixos, os buscadores (e.g., um
animal em atividade de caga, um forager) poderiam aumentar sua difusividade o quanto
possivel para encontrar sitios-alvos longinquos.

A determinacao dos expoentes criticos da transi¢ao para o estado absorvente no limiar
de extingao deve constituir, do nosso ponto de vista, um resultado relevante para os
estudos ecologicos da extingao de espécies. Uma vez que determinamos que as flutuagoes
de energia das buscas podem determinar fatores nocautes para a extingao.

Alternativamente, uma vez que este fenémeno critico envolve flutuacoes de muitas
magnitudes, uma pequena tendéncia a acumulagoes positivas pode garantir a sobre-
vivéncia de espécies em condigoes adversas [SLSR'12|, como demostramos numérico-
analiticamente através dos paradmetros de ordem definidos, e em conformidade com as
Hipoteses de Escalas e as técnicas do Grupo de Renormalizacao Fenomenolégico para
interpretar os efeitos de criticalidade.

Estudamos, ainda, os mecanismos chaves de acoplamento da busca com o ambiente,
e a questao de como a heterogeneidade na distribucao de recursos afeta a eficiéncia das
interagoes de encontros no regime escasso. Nestas condigoes encontramos que as estra-
tégias com aumento no expoente de difusdo (incluindo os casos superdifusivos) surgem a
medida que ambientes heterogéneos com ampla distribuicao de distancias iniciais entre o
forager e os sitios-alvo préoximos sao considerados.

A partir da descricao destes mecanismos, mostramos que as flutuacoes estatisticas no

conjunto das condigoes iniciais das buscas tém papel fundamental para a determinacao
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de qual estratégia de busca é a ideal. A presenca dessas flutuacgoes de fato define uma
base para o entendimento da nao universalidade dos padroes de busca, e mostra que um
aumento na difusividade favorece o sucesso dos encontros em ambientes de agregacao,
quando comparado ao caso homogéneo. Nesse sentido, concluimos que as estratégias su-
perdifusivas de Lévy permanecem como solugoes ideais numa ampla variedade de ambien-
tes heterogéneos, com expoentes no intervalo 1 < piope < 2, dependendo das propriedades
especificas do ambiente.

Nesse contexto, os nossos resultados permitem uma predicao empiricamente testa-
vel: ambientes heterogéneos podem promover a emergéncia do aumento na difusividade
(expoente de difusao) do forager compativel com as buscas eficientes de Lévy.

Por fim, as perspectivas relativas a este trabalho, giram em torno de explorar outras
dimensoes através de contornos especificos, analisar a universalidade do forager via outras
fungoes de custo energético, considerar um mapeamento por teoria de campos e grupo de
renormalizacao tratando diretamente o problema do forager através da Equacao Mestra
e da Equacao de Langevin [JT05| para explorar aspectos téoricos. Estudar uma possivel
assinatura de avalanches no observavel que descreve a dinamica espacial do forager para

aplicacao no contexto da extincao das espécies.
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Apéndice A
Gerador de Foragers de Lévy

Para realizarmos a simulagao, sendo que o computador gera uma variavel aleatoria u
contida no intevalo [0, 1] é necessario entao, escrever uma distribuigdo de densidade de
probabilidades apropriada, isto é, é necessario utilizar a fung¢ao acumuladade de distribui-
¢ao de probabilidades até o tamanho de passo ¢, F'({), tal que F'(¢) C [0,1] podendo ser

interpretada como a variavel aleatoria gerada pelo computador , ou seja,

Fo) = /g w(s)ds, (A1)

entao, invertendo a fun¢ao obtém-se o comprimento de passo gerado aleatoriamente, isto é,
¢ = F~1(¢). Este método é¢ denominado método da inversao [BL09]. Para uma densidade
de Lévy, w(s) = As™", com A = (p — 1)/20,7", segue que

4 / 1—p
=1- (—) , (A.2)
t lo

e portanto, um passo aleatério de Lévy é gerado no computador, fazendo u = F({), ou

¢
F(0) :/ As Hds = ﬂﬁl’“
N L—p

_1 . s 1 [N . . .
seja, £ = lp (1 —u)T+ . Para um passo gaussiano, com média nula e variancia unitaria,

tomando F({)? para calcular a integral em coordenadas polares, temos,

le
{=4/—2ln (62 0 — 7Tu2).

Utilizando este método, os foragers podem ser gerados a partir da equacgao para sua

energia 3.2,

& =&+ Z — alt],). (A.3)
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