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Resumo

Utilizando ferramentas de Anélise Funcional e Topologia, estudamos propriedades de
periodicidade assintotica de solugoes brandas para certas equagoes de evolugao. Mais
especificamente, desenvolvemos uma teoria de existéncia e unicidade de solugoes brandas
pseudo S-assintoticamente periddicas para certas equagoes de evolugao hiperbdlicas, como
também, para uma versao abstrata da equacao de onda amortecida, a qual modela as
vibragoes de estruturas flexiveis que possuem material de amortecimento interno e forca
externa. O problema de periodicidade assintética é hoje um dos assuntos mais ativos na
teoria de comportamento de solucao para equacoes diferenciais. Observamos que os sistemas
concretos normalmente possuem variagoes internas ou sao submetidos a perturbacgoes
externas que nao sao periodicas. Em muitas situagoes reais, podemos supor que estas
perturbacoes sao aproximadamente periddicas em um sentido amplo. Surgiu recentemente
a nocao de periodicidade S-assintotica, que é uma generalizacao da classica periodicidade
assintotica. Esta nova nocao tem interessantes aplicagoes em varios ramos das equagoes
diferenciais, e isso tem motivado consideravel interesse no topico. Em adigao, um novo
espaco de fungoes S-assintoticamente periodicas foi introduzido, ele é chamado o espago das
funcoes pseudo S-assintoticamente periddicas. A metodologia desenvolvida neste trabalho
sera extremamente tutil para modelos fisicos concretos. Para exibir a aplicabilidade de
nossos métodos, mostramos aplicacoes concretas de nossos métodos a estruturas flexiveis,
problemas do calor, equacoes fracionarias e viscoelasticidade. Além disso, devido a sua
importancia real, damos uma atencao especial a teoria de viscoelasticidade. Neste caso,
estudamos a existéncia, unicidade, regularidade, possivel continuag¢ao para um intervalo
de existéncia maximal e critério de explosao de solugoes brandas locais de uma familia de

equagoes de Volterra provenientes da teoria viscoelastica.

Palavras-chave: Periodicidade assintoética. Solugoes brandas. Equagoes de evolugao.

Estruturas flexiveis. Viscoelasticidade.



Abstract

Using tools of Functional Analysis and Topology we study properties of asymptotic
periodicity of mild solutions for some evolution. More specifically, we developed a theory
of existence and uniqueness of pseudo S-asymptotically periodic mild solutions for some
hyperbolic evolution equations, as also, for an abstract version of the damped wave equation
which model the vibrations of flexible structures possessing internal material damping
and external force. The asymptotic periodicity problem is one of the most active subjects
in behavior theory of solutions of differential equations at present. We observe that real
systems usually exhibit internal variations or are submitted to external perturbations
which are not periodic. In many real situations we can assume that these variations are
approximately periodic in a broad sense. It has recently emerged the notion of S-asymptotic
periodicity which is a generalization of the classical asymptotic periodicity. This new
notion has interesting applications in several branches of differential equations. This has
motivated considerable interest in the topic. In addition, a new space of S-asymptotically
periodic functions was introduced. It is called the space of pseudo S-asymptotically periodic
functions. The methodology developed in this work is extremely useful for concrete physical
models. To show the applicability of our methods, we show concrete applications of our
methods to flexible structures, heat problems, fractional equations and viscoelasticity. In
addition, due to its real importance, we give special attention to viscoelasticity theory.
In this case, we studied the existence, uniqueness, regularity, possible continuation to a
maximal interval of existence and blow-up criterion of local mild solutions of a family of

nonlinear Volterra equations coming from the theory of viscoelasticity.

Keywords: Asymptotic periodicity. Mild solutions. Evolution equations. Flexible struc-

tures. Viscoelasticity.
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1 Introducao

No inicio do século 20, o mateméatico dinamarqués Harald Bohr introduziu o conceito
de funcao quase periodica, tal conceito generaliza de maneira natural as fungoes periddicas.
A teoria de Bohr rapidamente atraiu a atencao de muitos matematicos famosos da época,
entre eles A. S. Besicovitch, S. Bochner, J. von Neumann, V. V. Stepanov, H. Weyl, N.
Wiener e M. Fréchét. A nocao de quase periodicidade desempenha um papel crucial em
véarios campos, incluindo a analise harmonica, fisica, sistemas dinamicos, etc. Atualmente,
existem na literatura varios conceitos que representam a ideia de fungao aproximadamente
periddica, por exemplo: as funcgoes assintoticamente quase periddicas, definidas em 1941
por M. Fréchét em (I, 2)); as fungoes assintoticamente periddicas, definidas em 1949 por
N.G. De Bruijn em (3); e as fung¢oes quase automorficas, definidas em 1962 por Bochner
em (4)).

O problema de periodicidade assintética é hoje um dos assuntos mais ativos na
teoria de comportamento de solucao para equagoes diferenciais. Observamos que os sistemas
concretos normalmente sao submetidos a perturbagoes externas que nao sao periddicas.
Em muitas situagoes reais, podemos supor que estas perturbacoes sao aproximadamente
periodicas em um sentido amplo. Surgiu recentemente a nocao de S-assintoticamente
w-periodicidade em (), que é uma generalizagao da classica w-periodicidade assintotica.
Esta nova nocao tem interessantes aplicagoes em varios ramos das equagoes diferenciais,
e isso tem motivado consideravel interesse no topico (B, 6, [7, 8, @, 10, 11)). Em adigao,
em (I2) um novo espago de fungoes S-assintoticamente w-periddicas foi introduzido,
ele é chamado o espaco das fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas (PSAP,
abreviado). Naquele trabalho propriedades qualitativas deste tipo de fungoes, e também
foi discutida a existéncia de solugoes brandas pseudo S-assintoticamente w-periddicas
para equagoOes funcionais neutrais abstratas. Algumas aplicagoes envolvendo equagoes
diferenciais ordinarias e parciais com retardo foram apresentadas 1, entre outras coisas.
Em (13) os autores estudaram a existéncia e a unicidade de solugoes (brandas) PSAP,
para uma classe de equacgoes diferenciais fracionarias abstratas, eles também provaram
propriedades interessantes sobre esse tipo de fungoes, muitas dessas sao fundamentais em

nossos métodos.

Nesta tese, estamos interessados em estudar propriedades de periodicidade as-
sintotica de certas equagoes de evolugao definidas sobre espagos vetoriais abstratos de
dimensao infinita, bem como suas aplicacoes a modelos concretos como estruturas flexi-
veis, problemas do calor, equagoes fracionarias e viscoelasticidade; além disso, devido a
sua importancia real, daremos uma atencgao especial a teoria viscoelastica, estudando a

existéncia, unicidade, regularidade e continuagao de solu¢oes para uma classe de equagoes
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de Volterra provenientes desta teoria. A metodologia desenvolvida neste trabalho sera

extremamente util para modelos fisicos concretos.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos. O Capitulo 1, intitulado “Preliminares”,
possui o objetivo de tornar o texto o mais autossuficiente possivel. Nele algumas definigoes
e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho serao relembrados. Por exemplo,
faremos uma revisao das generalizagoes de fungoes periddicas. Revisaremos também alguns
ingredientes cléssicos da Analise Funcional, tais como operadores setoriais, poténcias
fracionérias de operadores, espacos intermediarios e semigrupos hiperbolicos. Recordaremos
objetos importantes da teoria de viscoelasticidade. Por fim, na ultima secao deste capitulo

enunciaremos diversos teoremas que serao usados de maneira chave ao longo do texto.

No Capitulo 2, nomeado “Periodicidade assintotica para equacoes de evolucao
hiperbolicas”, estudaremos condig¢oes suficientes para a existéncia e a unicidade de uma
solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica para a seguinte equacao de evolugao
semilinear:

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t € R, (1.1)

em que o operador A : D(A) C X — X é o gerador de um semigrupo hiperbdlico sobre X
e f ¢ uma funcao continua adequada. O desenvolvimento desta teoria esta diretamente
conectado com a teoria de semigrupos. Um aspecto fundamental deste estudo esta em
desenvolver um resultado de composicao eficiente para este tipo de funcoes e, portanto,
com a ajuda da teoria de semigrupos hiperboélicos e de teoremas de ponto fixo adequados,
obter solugbes PSAP,,. Recentemente, em (14] [15) foi estudada a existéncia de solugoes

(brandas) quase automorficas para a equagao (|1.1).

Equagoes de evolucao do tipo hiperboélico é um campo ativo de pesquisa atual.
Equagoes hiperbdlicas atraem o interesse de matematicos e fisicos em vista de suas
aplicagoes a modelos reais (16, [I7). Observamos que muitos autores tém considerado
equagoes de evolugao lineares hiperbolicas no &mbito espagos de Hilbert (I8, 19, 20, 21,
22, 23], 24)).

Observamos que a existéncia de um semigrupo hiperbélico sobre um espaco de
Banach X garante uma interessante decomposicao algébrica do espaco vetorial. De fato,
nossos resultados de existéncia de solucao, como também muitas de nossas estimativas,

dependem profundamente de tal decomposigao (ver Teorema |3.2)).
Os resultados desse capitulo estao contidos no artigo (25]).

No Capitulo 3, chamado “Periodicidade assintética para sistemas de estrutu-
ras flexiveis”, desenvolveremos uma teoria de existéncia de solu¢oes brandas pseudo

S-assintoticamente w-periddicas para uma versao abstrata da equacgao de onda amortecida

u + ou” = BAu+ AU + f,
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a qual modela as vibracoes de estruturas flexiveis que possuem material de amortecimento
interno e forga externa f. Mostraremos aplicagoes concretas de nossos métodos para

estruturas flexiveis, conducao de calor, equagoes fracionarias e viscoelasticidade.

O interesse em compreender como as estruturas flexiveis se comportam em satélites
ou em veiculos espaciais é uma das motivagoes de estudar tal problema. Em (26)), que é
um relatorio técnico da NASA, sao disseminadas informagoes praticas para os engenheiros

que trabalhavam na teoria de controle para tais tipos de veiculos.

Durante as ultimas décadas, o uso de sistemas estruturais flexiveis tem aumentado
em importancia (27, 28, 29] 30, [31], 32, 33, 34)). O estudo de uma estrutura aeroespacial
flexivel é um problema da teoria de sistemas dindmicos regido por equagoes diferenciais
parciais. Nos consideramos aqui um modelo matematico de uma estrutura espacial flexivel
como um painel retangular uniforme fino, por exemplo, um conjunto de células solares
ou um veiculo espacial com acessorios flexiveis. Este problema é motivado tanto por

consideracoes da engenharia quanto da matematica.

Por (35)), a dinAmica de vibragoes lineares de estruturas elasticas é regida pela
equagao de onda u”(x,t) = c2Au(x,t), em algum dominio adequado, em que A denota o
Laplaciano tomado na variavel espacial x e ¢ > 0 ¢ a constante velocidade de onda. Esta
equagao esta formulada com base na lei de Hook, em que o estresse o é simplesmente
proporcional a tensao e, que significa ¢ = Fe, E sendo o moédulo de Young da estrutura
elastica. Mas a dinamica das vibracoes elasticas de estruturas flexiveis é, na pratica,
nao-linear. Ainda por (35), um modelo linear mais realista das vibragoes nao-lineares de
estrutura elastica, em que o estresse o nao é proporcional a tensao e é descrito pela relagao
constitutiva o + Ao’ = E(e + pe’), em que A e u sdo constantes pequenas satisfazendo
0 < A < p. Por (29), a dinAmica de vibragoes das estruturas elasticas sdo regidas mais

precisamente pela equagao diferencial de terceira ordem
M (tx) +u(t, 1) = A(Au(t, ) + pAd'(t, x)),

do que pela equacao de onda simples. Em relagao as propriedades qualitativas, Bose e
Gorain (29) e Gorain (35)) estudaram estabiliza¢do e obtiveram a taxa de decaimento
exponencial da energia explicita para a solu¢ao do problema matemaético acima sujeito a

condigoes de fronteira mistas.

Observamos que sistemas reais usualmente apresentam variagoes internas ou sao
submetidos a pertubacoes externas. Em muitas situagoes nés podemos assumir que estas
variagoes sao aproximadamente periddicas em um sentido amplo. Nosso propodsito é analisar

a periodicidade assintética da equacao
M (t,x) +u(t, ) — A (Au(t, v) + pAd' (t,x)) = g(t,u(t,z)), t > 0. (1.2)

A motivac¢ao para incorporar g como uma perturbacao de entrada na equacao diferencial

regente origina-se do fato de serem muito pequenos os valores que estas assumem, e estao
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sempre presentes em materiais reais, desde que o sistema vibre (36). Recentemente, de
Andrade e Lizama (37) estudaram a existéncia de solugoes (brandas) assintoticamente
quase periodicas para a equacao . Agarwal et al. (38) trataram do problema de
existéncia de solugoes (brandas) assintoticamente periodicas da equagao . Andrade et
al. (39) estudaram a estrutura topologica do conjunto das solugdes brandas da equagao
(1.2), mais especificamente, os autores mostraram que o conjunto das solugoes brandas
deste problema, sobre [0, 1], é compacto e conexo no espago das fungoes continuas, esta
propriedade é conhecida na literatura como a propriedade de Kneser. Observamos que em
(40) os autores que o operador A é o gerador de uma familia (A, ¢?, ¢*u1)-regularizada em
L? (ver Definigao [4.1)).

Consideremos a seguinte equacao abstrata
au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' (t) = f(t), t >0, (1.3)

em que A é um operador linear fechado agindo sobre um espaco de Banach X, o, 3,y € R
e f é uma fungao com valores em X. Observamos que em geral nao podemos esperar
que esteja bem-posta (41). Também é conhecido que, a fim de analisar a boa-
colocagao, uma abordagem direta leva a melhores resultados do que os obtidos por uma
redugao a uma equagao de primeira ordem (42)). Gostariamos de salientar que, em geral, a
desvantagem pratica da ultima abordagem é que encontrar um espaco ideal é geralmente
dificil, e a estrutura do espaco de fase pode ser complicado e inconveniente para aplicagoes

computacionais.

A regularidade maximal em espacos de Holder para a equacgao foi recentemente
caracterizada por Cuevas e Lizama (43)). Os métodos para se obter este estudo estao contidos
m (44)). Poblete e Pozo (45)) caracterizaram a regularidade maximal de em espagos de
Besov. Por outro lado, Fernandez, Lizama e Poblete (40) caracterizaram a LP-regularidade
maximal de . Para obter esta caracterizacao, os autores introduziram a nocgao de
familias (a, 8, 7)-regularizadas e eles usaram a técnica de multiplicador de Fourier com
valores em operadores em espagos UMD (este assunto é estudado em (46, Capitulo 2)).
Em (47), os autores estudaram regularidade de solu¢oes brandas e fortes para (1.3) em
um espaco de Hilbert com condigoes iniciais apropriadas, um estudo deste tipo também é
feito em (48).

Nos concentraremos no estudo de condigoes suficientes para a existéncia e unicidade
de uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-peridédica para equagoes semilineares

abstratas da forma
au” (t) +u"(t) — BAu(t) — yAU' (t) = f(t,u(t)), t > 0.

Isto é conseguido por um método misto, combinando ferramentas de certas familias
fortemente continuas da teoria de operadores com a teoria de ponto fixo. Os resultados

deste capitulo estao contidos no artigo (49).
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No Capitulo 4, estaremos interessados na teoria de existéncia, unicidade, regulari-
dade e continuacao de solugoes para uma familia de equagoes de Volterra provenientes da

teoria viscoelastica.

Viscoelasticidade é a propriedade dos materiais que apresentem caracteristicas
viscosas e elasticas. A viscoelasticidade pode ser estabelecida a partir de modelos mecénicos.
Estes modelos geram relagoes constitutivas que sao equagoes integrais. Efeitos dependentes
do tempo indicam que o comportamento tensao-deformacao de um material mudara com
o tempo. Um material viscoelastico ira retornar a sua forma original depois que toda
forga de deformacao for removida (isto &, ele ird mostrar uma resposta elastica), mesmo
que isso leve um tempo para acontecer (ou seja, terd uma componente viscosa para a
resposta). Os materiais elasticos armazenam toda a energia proveniente da deformagao.
No entanto, materiais viscoeldsticos nao armazenam toda a energia da deformacao, de
fato eles dissipam uma parte dessa energia. A habilidade de dissipar energia é uma das
principais razoes para o uso de materiais viscoeldsticos para o isolamento de vibragao,

amortecimento de ruido e absor¢ao de choque (36, 50, 51, 52)).

O estudo do comportamento viscoeléstico de um material é de interesse de muitas
areas. Os materiais utilizados para aplicagoes estruturais de interesse pratico podem
apresentar um comportamento viscoelastico que influencie profundamente o desempenho
desse material. Os materiais utilizados em aplicagdes de engenharia podem apresentar um
comportamento viscoeldstico como um efeito colateral nao intencional. Como também,
pode-se deliberadamente fazer uso da viscoelasticidade de certos materiais no processo de
construgao para alcancar um objetivo especifico. Viscoelasticidade também ¢é de interesse
em alguns ramos da ciéncia dos materiais, metalurgia e fisica do estado sélido. Além disso,
a matematica proveniente da teoria de viscoelasticidade gera bastante interesse dentro da

comunidade matematica.

O comportamento viscoelastico foi estudado por figuras eminentes, tais como
Boltzmann, Coroilis, Gauss e Maxwell. A teoria de equacoes integrais e de analise funcional
desenvolvida por Volterra (53) fornece grande parte da base mateméatica do comportamento

viscoeléastico.

O campo velocidade v(t,z) de um fluido viscoelastico incompressivel isotropico
e homogéneo que ocupa uma regiao €2, sendo 2 C R? um dominio limitado suave, &
governado pelas equagoes
/ ¢
v(t,x) = / da(T)Av(t — 1,2) — Vp(t,x) + h(t,x), t >0, z € Q,
V-v(t,x)zoO, t>0, ze (1.4)
v(t,z) =0, t >0, x € 0
v(0,2) = vo(z), x € Q,

\

utilizando as condig¢oes de contorno antiderrapantes; aqui p(t, z) denota a pressao hidros-
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tatica no fluido, o nicleo da(t) é o moédulo de cisalhamento e h(t,z) é um campo forga
externo ao corpo, por exemplo, a gravidade (54], 55). Lembramos que materiais lineares
isotropicos e homogéneos sao descritos por meio de duas fungoes materiais, o médulo de
cisalhamento da e o moédulo de compressao db. Se o material é além disso sincrono ou
incompressivel, apenas o modulo de cisalhamento é necesséario. O caso a(t) = ag parat > 0
corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade ag > 0, e ([1.4)) torna-se entdo o bem
conhecido sistema linear de Navier-Stokes. Ja o caso a(t) = F(é—il) parat>0ea € (0,1)

corresponde a um material tipo-poténcia (54} 55)).
Sendo 2 C R? um dominio limitado suave, vamos considerar a seguinte familia de
equacgoes de Volterra nao-lineares

( t
up = / dga(s)Au(t —s,x) = Vp+h— (u-V)u, em (0,00) x £,
0
div(u) =0, em (0,00) x €, (1.5)
u =0, sobre (0,00) x 0f2,

u(0,2) = uo(x), em ,

o

['(a+1)
a = 0 corresponde ao fluido Newtoniano com viscosidade 1, e o problema ([1.5)) torna-se as

em que p e h sao fungdes dadas, 0 < a < % e go(t) = , t > 0. Note que o caso

equagoes de Navier-Stokes

u=Au—Vp+h—(u-V)u, em (0,00) x Q,
div(u) =0, em (0,00) x €,
u =0, sobre (0,00) x 0f2,

u(0,z) = up(x), em €,

(1.6)

Por outro lado, quando 0 < a < %, dg., denota o moédulo de cisalhamento de um material

Tipo-Poténcia.

Reologia, definida como a ciéncia da deformacao e do fluxo, ¢ um importante
campo de estudo cientifico (56). Um conhecimento do assunto é essencial para cientistas
empregados em muitas industrias, incluindo as que envolvem plasticos, tintas, detergentes,
6leos, etc. Para a industria do petroleo, conhecer o comportamento reolégico dos diversos
tipos de fluidos utilizados nas etapas de perfuracao é fundamental. De fato, propriedades
como viscosidade, plasticidade, elasticidade e o escoamento da matéria sao obtidas por
uma analise reologica do fluido, isto é, os parametros reoldgicos de um fluido definem o
comportamento de seu fluxo. Tais parametros sao determinados considerando um modelo
matematico especifico para cada fluido, o qual influencia diretamente no calculo das perdas
de carga na tubulacao e velocidade de transporte dos cascalhos resultantes de perfuragoes
do solo feitas para a extragao do petroleo. Um dos modelos mateméticos mais aceitos pela

industria do petroleo para fluidos de perfuragdo é o modelo de poténcia (57).
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Por todo o texto, apresentaremos varias observagoes e exemplos, levando a uma
melhor compreensao do trabalho. Realmente, um realce deste trabalho estid em fornecer
uma grande quantidade e variedade de exemplos com especial importancia de natureza
aplicada na literatura que vao favoravelmente ajudar a construir uma intuicao e lancar
uma melhor compreensao a respeito do poder das nossas ferramentas e resultados abstratos.
Especificamente, como ja salientamos, nos lidamos com estruturas flexiveis, conducao de

calor, equacoes fracionarias e equagoes integrais provenientes da viscoelasticidade.
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2 Preliminares

Apresentaremos neste capitulo notagoes, defini¢oes e fatos relevantes que serao uti-
lizados ao longo deste trabalho. Pretendemos com isso tornar o texto o mais auto-suficiente
possivel. Entretanto, por motivo de brevidade nao faremos detalhes das demonstracoes de

alguns resultados aqui apresentados.

Durante o texto, (X, ||+ ||x) e (Y, ]| - |ly) denotam espagos de Banach. Com o intuito
de tornar o texto mais limpido, em alguns momentos usaremos apenas || - || para denotar
a norma || - ||x ou a norma || - ||y. Pedimos que o leitor fique atento para que nao haja

confusao. Para r > 0, a notagdo B, (X) representa a bola fechada {x € X : ||z||x <r}.

A notagao B(X,Y') representa o espago dos operadores lineares limitados de X em
Y munido com a ||T'||g(x,y) := sup{||Tz|y; = € X, ||z[[x <1}, e abreviamos para B(X)
e |l [|sx) quando X =Y. Se T pertence a B(X), T™ denota a n-ésima iteracao de 7" para

cada inteiro nao-negativo n.

Seja I € R um intervalo (possivelmente ilimitado), Cy(I; X') denota o espago de
Banach formado pelas fungoes continuas e limitadas de I em X equipado com a norma do
supremo. Definimos Cy([0, 00); X') como o subespago de todas as fungdes f em Cj ([0, 00); X)
tais que tllglo | f(®)|lx = 0. Além disso, se X = R ou C, escrevemos Cy(I) e Co(R™) ao invés
de Cy(I, X) e Cy(RT; X), respectivamente. C*(R*; X)) denota o espaco das funcoes k-vezes
continuamente diferenciaveis de R™ em X. Denotamos o espaco das func¢oes localmente
integraveis por L}, .. C?(I; X), B € (0,1), denota o espago de todas as fun¢des continuas e
limitadas u : I — X tais que ||ul/g = sup {M cs,tel, s # t} < +00. Definimos

|s—t|?
llullcs := |Julloo + |Ju||5, € observamos que C?(I; X) é um espago de Banach se munido
com a norma || - ||cs, esse conjunto é chamado o espago das fungoes Holder continuas.

Seja A um operador linear fechado definido sobre X. Denotamos por p(A) o
conjunto resolvente de A, e por o(A) o espectro de A (isto é, o complemento de p(A) no
plano complexo). D(A) denota o dominio de A, e consideramos D(A) como um espago de

Banach munido com a norma do grafico, ||z||4 = ||z||x + ||Az|| x-

2.1 Funcoes periédicas e suas generalizagoes

O proposito desta segao é relembrar as defini¢oes e enunciar algumas das proprie-
dades basicas da teoria de periodicidade que serao essenciais no decorrer deste trabalho.

Comecaremos definindo o espaco das fungoes periddicas.

Definicao 2.1. Uma funcao continua f : R — X é chamada periodica se existe uma
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constante w > 0 tal que
f(t+w) = f(t), paratodo te€R.

Neste caso, dizemos que w é o periodo de f e dizemos que f é uma funcao w periddica.

Denotamos por P,(X) o conjunto de todas as fung¢oes continuas f : R — X que
sao w-periddicas. Nao ¢ dificil verificar que P, (X) é um subespago de Cp(R; X) e que

P,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme, || - ||o, ¢ um espago de Banach.

A seguir, daremos o conceito de fungoes quase periddicas. Esse conceito é devido a
H. Bohr.

Definicao 2.2. Uma fungao continua f : R — X é chamada quase periddica, se, para
todo € > 0, existir [(¢) > 0 tal que, todo intervalo de comprimento I(¢) contem um nimero

T com a propriedade
[fE+7)—fOl <e,

para todo t € R. O ntumero 7 é chamado de e-periodo de f. O conjunto de todas as fungoes

quase periddicas f : R — X seré denotado por AP(X).

A teoria das fungoes quase periodicas foi desenvolvida no periodo 1924-1926 pelo
matematico dinamarqués Harald Bohr. Ele escreveu trés artigos bastante longos (58, 59} [60),
ambos com o mesmo titulo, “Zur theorie der Fast Periodische Funktionen”. Harald Bohr
também publicou o livro (61) que sintetizou o conhecimento basico sobre o assunto, pelo
menos para o periodo inicial de seu desenvolvimento. A teoria de Bohr rapidamente atraiu a
atencao de muitos mateméticos famosos da época, entre eles A. S. Besicovitch, S. Bochner,
J. von Neumann, V. V. Stepanov, H. Weyl, N. Wiener e M. Fréchét. A nogao de quase
periodicidade, que generaliza o conceito de periodicidade, desempenha um papel crucial

em varios campos, incluindo a analise harmonica, fisica, sistemas dindmicos, etc.

Observamos que AP(X) ¢ um subespago de Cy(]0,00); X). Além disso, AP(X)
munido com a norma | - ||s é um espaco de Banach (62, Secdo 3.5). E facil observar que
toda funcgao periddica é quase periddica, porém a reciproca nao é verdadeira. A funcao
f R — R, definida pela regra

f(t) = sint + sin(v/2t),

¢ uma funcao quase peridédica que nao é periddica, ver [Figura 1

Em geral, a fungao f : R — X definida por
f(t) = ae™ + bei‘/it, a,be X,a#0,b+#0,

¢ uma func¢ao quase peridédica que nao é periddica.
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Figura 1 — Grafico da funcao f(t) = sint + sin(v/2t).

Fonte: Produzido pelo autor.

Introduziremos agora a nogao de quase periodicidade assintética. Este conceito que
generaliza o conjunto das fungoes quase periodicas é devido M. Fréchet (I, [2]). Denotaremos
por Cy([0,00); X) o conjunto de todas as fungdes continuas h : [0,00) — X tais que
tlgglo h(t) = 0. E um fato bem conhecido que Cy([0,00); X) equipado com a norma do

supremo é espaco de Banach.

Defini¢ao 2.3. Uma fun¢ao continua f : [0,00) — X é chamada assintoticamente quase
periddica se admite uma decomposicao f = g+ h, em que g € AP(X) e h € Cp([0,00); X).

Representaremos por AAP(X) o conjunto das funges assintoticamente quase periddicas.

Em (63, Proposigao 5.1.1) é mostrado que
AAP(X) = AP(X) @& Co([0,00), X).

Além disso, por (63, Teorema 5.1.1), AAP(X) munido com a norma || - ||, € um espago
de Banach. Um fato conhecido é que as func¢oes assintoticamente quase periddicas sao

limitadas e uniformemente continuas (63, Proposicao 5.1.2).

De maneira analoga, para w > 0, o espago das fungoes assintoticamente w-periddicas
¢é definido por
AP,(X) := P,(X) & Cy([0,0), X).

O espago AP, (X) munido com a norma da convergéncia uniforme, || - ||, ¢ um
espaco de Banach. Além disso, AP, (X) é um subespago proprio de AAP(X). Fungoes

assintoticamente periodicas apareceram pela primeira vez no artigo de N. G. de Bruijn (3)).

Denotemos por S,,(X) o subespago de Cy([0, 00); X) formado por todas as fungoes
u(-) tais que limy o (u(t + nw) — u(t)) = 0, uniformemente para n € N, munido com
a norma da convergéncia uniforme. E facil ver que S,(X) é um subespaco fechado de

Cy([0,00); X). Se u € S,(R) segue de (5) que u ¢é assintoticamente w-periodica.

2.1.1 Funcoes S-assintoticamente w-peridédicas

O conceito de fungao S-assintoticamente w-periddica com valores num espago de

Banach X ¢é muito recente. Nos tltimos anos, alguns autores tém estudado as propriedades
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e as aplicagoes dessas fungoes (5, [6l [7, 9] [64). O seguinte conceito foi introduzido por

Henriquez, Pierri e Téboas (5).

Defini¢ao 2.4. Uma funcao f € Cp(R™; X) é chamada S-assintoticamente w-periodica se

limy o0 (f(t +w) — f(t)) = 0. Nesse caso, dizemos que w ¢ um periodo assintotico de f.

Usamos a notagao SAP, (X) para representar o subespago de Cy(R™; X)) formado
por todas as fungoes S-assintoticamente w-periddica. Observamos que o espago SAP,(X)
munido com a norma da convergéncia uniforme é um espaco de Banach. E claro que
toda fungao assintoticamente w-periddica é uma fungao S-assintoticamente w-periddica.
No entanto, a reciproca nao é verificada (64], 65). Uma diferenca importante entre esses
dois tipos de fungoes é que a imagem de uma func¢ao assintoticamente w-periédica é um
conjunto relativamente compacto, enquanto a imagem de uma funcao S-assintoticamente

w-periddica é apenas um conjunto limitado.

Definigao 2.5. Dizemos que uma funcao continua f : Rt x X — Y é uniformemente
S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X, se para todo subconjunto
limitado K de X, o conjunto {f(¢,x) : t > 0,2 € K} for limitado, e para cada ¢ > 0 existir
T(K,e) > 0 tal que, ||f(t,z) — f(t +w,z)|| < e para todo t > T'(K,¢) e todo x € K.

Defini¢ao 2.6. Uma funcao continua f : Rt x X — Y é chamada assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X se para todo ¢ > 0 e todo
conjunto limitado K C X, existirem constantes 7' = T, g e 6 = . x > 0 tais que
|f(t,x) — f(t,y)|]| <e, paratodot >T e x,y € K com |z —y| <.

Lema 2.7. (J) Seja f : RT x X = Y wma fung¢ao uniformemente S-assintoticamente
w-periodica sobre conjuntos limitados de X e assintoticamente uniformemente continua
sobre conjuntos limitados de X. Se u : RT — X for uma funcao S-assintoticamente
w-periddica, entio a fungao de Nemytskii F': R™ — Y definida por F(t) = f(t,u(t)) serd

S-assintoticamente w-periodica.

2.1.2 Funcoes pseudo S-assintoticamente w-peridédicas

Comegamos com alguns conceitos e notagoes.

Definigao 2.8. (12) Uma fungao f € Cy([0, 00); X) é chamada pseudo S-assintoticamente

periddica, se existir w > 0 tal que,

lim %/O (s +w) = f(5)||xds = 0. (2.1)

h—o0

Nesse caso, dizemos que f é pseudo S-assintoticamente w-periddica.
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Usamos a notagdo PSAP, (X) para representar o subespaco de Cy([0,00); X)
formado por todas as funcoes pseudo S-assintoticamente w-peridédicas. Observamos que
PSAP,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme é um espago de Banach. Além

disso, em (I2], Proposigao 2.1) foi mostrado que
AP,(X) = SAP,(X) — PSAP,(X), com PSAP,(X)# SAP,(X).

Observagao 2.9. (13) Observamos que u € PSAP,,(X) se, e somente se, para cada € > 0,
C.={t€0,00) : ||u(t + w) —u(t)||x > €} for um conjunto ergddico. Lembramos que um

ACN[0,4])
t

conjunto mensuravel C' C [0, 00) é um conjunto ergodico se — 0, quando t — oo,

em que A\ denota a medida de Lebesgue.

Definigao 2.10. (I13)) Dizemos que uma fungao continua f : [0,00) x X — Y é uniforme-
mente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X, se, para

todo subconjunto limitado K C X,

t

1
lim — [ sup||f(s+w,z)— f(s,2)||lyds = 0. (2.2)
t—oo ¢ 0 z€K

Observagao 2.11. (I13) Parae > 0 ¢ x € K, definimos C., = {t € [0,00) : ||f(t +w,x) —
f(t,x)||ly > ¢}. Entao (2.2]) é equivalente a

A(Usex e NM0,1])

; — 0, quando t — oc.

Definigao 2.12. (13) Uma funcdo continua f : [0,00) x X — Y é chamada assintoti-
camente limitada sobre conjuntos limitados de X, se, para todo subconjunto limitado

K C X, existir T > 0 de forma que o conjunto {f(t,z) : t > T,z € K} seja limitado.

E bem conhecido que o estudo da composicao de duas func¢ées com propriedades
especiais ¢ bésico e importante para investigacoes de comportamento assintotico e periodico.
Comecamos com o seguinte resultado na teoria de fungoes pseudo S-assintoticamente

w-periodicas.

Lema 2.13. (13)) Seja f : [0,00) x X — Y wma funcgdo assintoticamente limitada
sobre conjuntos limitados de X, assintoticamente uniformemente continua sobre conjuntos
limitados de X, e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos
limitados de X . Se u :[0,00) — X for uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica,

entdo a aplicagao de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) serd pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Corolario 2.14. (13)) Seja f :]0,00) x X =Y uma fungdo assintoticamente limitada
sobre conguntos limitados de X, e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica

sobre conjuntos limitados de X que satisfaz a sequinte condi¢ao:
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(Cioc) Para cada o € RT, para todo t € RT e quaisquer x,y € B,(X) temos

1t x) = F&9)lly < Li(o)]lz = yllx,

em que Ly : [0,00) = RT € uma fungdo continua.

Sew :[0,00) = X for uma fun¢ao pseudo S-assintoticamente w-periddica, entio a aplicag¢io

de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) serd pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Lema 2.15. (13) Seja f : [0,00) x X — Y wuma fun¢do uniformemente pseudo S-

assintoticamente w-peridodica sobre conjuntos limitados de X e que satisfaz a condi¢do:

(C1) Para quaisquer u,v € Cy([0,00); X), limy_yo0 1 fot llu(s) —v(s)||xds = 0 implica que
limy o0 ¢ fg [|f(s,u(s)) — f(s,v(s))||lyds = 0.

Sew :[0,00) = X for uma fun¢ao pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao a aplicag¢io

de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) serd pseudo S-assintoticamente w-periddica.

2.1.3 O espago de fungoes PSAPF,(R; X)

Nesta segao introduziremos o conceito de funcao pseudo S-assintoticamente w-
periddica cujo dominio ¢ R. Para conveniéncia do leitor, enunciaremos e demonstraremos

algumas propriedades muito similares & apresentadas na Secao [2.1.2

Definigao 2.16. Uma funcao f € Cy(R; X) é chamada pseudo S-assintoticamente perio-

dica, se existir w > 0 tal que,

1

lim — [ [|f(s +w) = f(s)llds = 0.
Neste caso, dizemos que f é pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Usamos a notagao PSAP,(R; X) para representar o subespago de Cy(R; X) for-
mado por todas as fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Observamos que
PSAP,(R; X) munido com a norma da convergéncia uniforme, | - ||, ¢ um espago de

Banach.

Definicao 2.17. Dizemos que uma fungao f : R x X — Y ¢ limitada sobre conjuntos
limitados de X, se para todo subconjunto limitado K C X, o conjunto {f(¢,z) :t € R,z €
K} é limitado.

Definicao 2.18. Uma fungao continua f : Rx X — Y é chamada uniformemente continua
sobre conjuntos limitados de X, se para todo € > 0 e todo conjunto limitado K C X,
existir um 0 = 0. ¢ > 0 tal que || f(¢,z) — f(t,y)|| < e para todo ¢t € R e quaisquer z,y € K
com ||z —y| < 6.
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Lema 2.19. Assuma que f : R x X — Y ¢é limitada sobre conjuntos limitados de X
e uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X. Entao f satisfaz a sequinte

condicao.

(C1)* Para quaisquer u,v € Cyp(R; X),
1 t 1 t
tim 5o [ s) = o(s)ds =0 imptica queJim 5 [ (s, u(5) = Fls.0(s))lds =

Demonstracao. A demonstracao deste resultado é, sem modificacoes essenciais, similar a

demonstracao do |[Lema 2.15| que é feita em (13, Lema 2.1). O

Definicao 2.20. Dizemos que uma funcao continua f : R x X — Y é uniformemente
pseudo S-assintoticamente w-peridédica sobre conjuntos limitados de X, se para todo
subconjunto limitado K C X,

lim = /t sup || f(s +w,z) — f(s,z)|lds = 0.

t—o0 2t _t2€K

Lema 2.21. Seja f : R x X — Y wuma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X, uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X e uniformemente pseudo S-
assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X. Se u : R — X € uma funcao
pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao a fungao de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) €

pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragao. Pelo [Lema 2.19, sabemos que f satisfaz (C1)*. Portanto, é suficiente

demonstrar que

lim — /_t 1f (5 4w, u(s +w)) — £(s, uls +w))|ds = 0. (2.3)

t—oo 2t

Observe que

t

[ Wt euts v ) = s uts s < [ sup 1G5 +i0) = o2

consequentemente (2.3) é verificada. O

Lema 2.22. O espaco PSAP,(R; X) ¢ invariante por translagao.

Demonstragao. Seja u pertencente & PSAP,(R; X). Para s € RT e t > s, observamos que

2%/1 |u(T +w+s) —u(t + s)|ldr < (1 + ;) (2(,5 :_ . /T:S) |u(T + w) — U(T)HdT) :

e

%/_ttHu(TjLw—s)—u(T—s)HdT§(1—1—;)( ! /HS Hu(Tw)—u(T)udT).

Q(t + S) —(t+s)

Portanto a fun¢do 7 — u(7 + s) pertence & PSAP,(R; X), para cada s € R. O
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Definigao 2.23. (55) Uma familia de operadores fortemente mensuravel {S(¢) };>0 € B(X)

é chamada uniformemente integravel (ou fortemente integravel), se

| Is@lande < o
0

Lema 2.24. Se {S(t)}i>0 for uma familia de operadores uniformemente integravel e
u € PSAP,(R; X), entdo a funcao v, : R — X, definida por

v, (t) = / S(t — s)u(s)ds,

—0o0

pertence o PSAP,(R; X).
Demonstragao. A funcao v, é continua, pois, dado h € R,
[ou(t + h) = vu(B)] < /0 [S(s)(u(t = s+ h) —u(t — s))l| ds,

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, limy,_,o ||v,(t+h) — v, ()| = 0.
Pela estimativa
[ou(®)[] < 1St [ulley@x) ¥t =0,

concluimos que v, € Cp(R; X).
E claro que v, € Cy(R; X). De fato, basta notar que
[vulleymx) < 11S]eellulley rix)-

Para t > 0, obtemos

1 t 1 t 0o

5 | I vw) —oinlar < o [ [T IS©lacollutr = s+ w) - u(r - 5)dsdr
—t —tJO

= [ s,
em que o
D,(s) = 5 /_t |lu(t — s +w) —u(r — s)||dr.

Usando que o espago PSAP,(R; X) é invariante por translacao (Lema 2.22), segue que
T — u(T — s) pertence a PSAP,(R; X) para cada s € R e, consequentemente, ®;(s) — 0
quando ¢t — oo. Agora, visto que ®; é limitada e que s — [|.S(s)||px) € integravel em

[0, 00), entao, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

t
lim / 15(5) 150 @e(5)ds = 0.
t—o0 0

A demonstragao agora esta completa. O
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2.2 Operadores setoriais e analiticidade

Iniciaremos esta secao definindo semigrupos fortemente continuos e seus geradores.

Definigao 2.25. Dizemos que uma familia de operadores lineares (7'(t));>0 C £(X) ¢ um

semigrupo, se

(i) T(0) = I (operador identidade); e,
(i) T(t+s)=Tt)T(s),¥ t, s > 0.
Se, além disso
(iii) || T(t)x — z|| = 0 quando t — 0", V 2 € X, dizemos que o semigrupo é fortemente
continuo (ou que ¢ um Cp-semigrupo).

Definicao 2.26. Seja (7'(t)):>o um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

Chamaremos de gerador infinitesimal o operador A : D(A) C X — X definido por

Az = Jim LBz =@
t—0+ t
onde

D(A) = {x € X : lim M emste}.

t—0t

Enunciaremos agora o Teorema de Hille-Yosida, o qual caracteriza um gerador de

um Cy-semigrupo. A sua demonstragao pode ser encontrada em (66, Teorema 11.3.8).

Teorema 2.27 (Teorema de Hille-Yosida). Seja (A, D(A)) um operador linear sobre um
espaco de Banach X e sejam w € R, M > 1 constantes. Entao, as sequintes propriedades

sao equivalentes:

(i) (A, D(A)) € o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares (T'(t))i>0 que
satisfaz
IT(t)|| < Me**, Vvt >0.

(ii) A € fechado, densamente definido, (w,00) C p(A) e

|A=A"s(X) < MA—w)™, VA>w e VneN,

(i1i) A € fechado, densamente definido, e para todo X € C com Rel > w, X\ € p(A) e

(A = A)"||5(X) < M(Reh —w)™, ¥neN.
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Para mais detalhes e propriedades da teoria de semigrupos de operadores limitados
(66, [67).
Vamos agora descrever uma curva no plano complexo que nos sera muito 1til no

desenvolvimento do Capitulo

Definigao 2.28. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existem r > 0 e 0 € (w/2,7)

tais que, Ha = Hay; + Has — Has, em que os caminhos Ha; sao dados por
Hay = {te";t € [r,00)};
Hay = {re';t € [-0,0)};
Has := {te™:t € [r,00)}.
Também escrevemos Ha = Ha(r, ) para mostrar da dependéncia do angulo e do raio (ver

Figura 2).

Figura 2 — Caminho de Hankel Ha = Ha(r,0)

A

Hal

—Ha3

Fonte: Produzido pelo autor.
Considere a € R e ¢ € (0, 7). Definimos entao os seguintes subconjuntos do plano

complexo,

Sap ={Ae€eC: ¢ <|arg(A\—a)| <7, X\#a}; (2.4)

Yoo ={Ae€C: |arg(A —a)| < ¢, X\ #a}. (2.5)
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As Figuras 3| e (4| ilustram, respectivamente, os “setores” S, 4 € g4, coma > 0e ¢ € (0,75).

Observe que =S¢ = X_g -

Figura 3 — Setor S, 4

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4 — Setor ¥, 4

Fonte: Produzido pelo autor.

Nos agora iremos considerar a possibilidade de estender o dominio do parametro de
um semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real nao negativo.
E claro que, a fim de preservar a estrutura de semigrupo, o dominio no qual o parametro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de niimeros complexos.

Definicao 2.29. Seja ¥ 5 o interior do conjunto 3 4. Dizemos que uma familia de

operadores lineares limitados {T'(¢);t € ¥ , U{0}} é um semigrupo analitico, se:



Capitulo 2. Preliminares 29

(i) A fungao ¥, >t T(t) € B(X) ¢ analitica;
(i) T(0) =1, T(t+ s) =T(t)T(s) para quaisquer t,s € 3o 45U {0}; e

(iii) lim; o T'(t)z = z, para todo x € X (observe que ¢t — 0 por pontos de ¥ ,).

Usaremos a notagao de Nagel (66, Definigao 11.4.1) para definir operadores setoriais.

Definicao 2.30. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente

definido. Dizemos que A é um operador setorial, se existem 6 € (0,7), M > 1 e p € R tais

que, Eu,ﬂ/2+9 - p(A) €

M
1A = A) ) < =k para todo A € Xy 7/240-

Neste caso, dizemos que A é u-setorial de angulo 6.

Observagao 2.31. Seja A : D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido.
E facil ver que —A é setorial se, e somente se, existem ¢ € (0, Z), M >1eacR tais que,
Sa,¢> - p<A) e

M
H()\ — A)ilulg(X) < m, para todo A\ € Sa@'

Observacgao 2.32. Observamos que algumas referéncias definem operador setorial de
maneira diferente a [Defini¢ao 2.30, Em (68, Definigao 1.3.1), Henry define operador setorial

como sendo um operador que satisfaz as condigoes da|Observacao 2.31} Ja em (69) Definigao

2.0.1), Lunardi define operador setorial como um operador que satisfaz as condigoes da

[Definicao 2.30, exceto a condi¢ao do operador ser densamente definido. Alertamos apenas

que o leitor esteja atento para que nao haja confusao.

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada em (68, Teorema 1.3.4).

Teorema 2.33. Suponha que A: D(A) C X — X seja um operador setorial; isto é, que
existem constantes C' > 1, a € R e ¢ € (5, m) tais que, Yoy C p(A) e

C
(A= A) M)y < ——, para todo \ € T 4.

A—al’
Entao, A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t);t > 0} C B(X) com
1
() = —,/ MO — A) A, >0,
2m a+Ha

em que a+Ha = a+ Ha(r,¢) € o deslocamento do caminho de Hankel (ver|Defini¢ao 2.28),

com 1 pequeno. Além disso, t — T(t) se estende a uma funcao analitica de X gm €M
’ 2

B(X) (ou a complezificagio de X, se X € um espago de Banach real) e para algum K > 0,
|T(0)|lsx) < Ke™, e ||AT(t)|sx) < Kt~ 'e™, para todo t > 0.

Por fim, ;
%T(t) = AT (t)

¢ um operador limitado para qualquer t > 0 e (0,00) 3t +— T(t) € B(X) € continua.
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2.3 Poténcias fracionarias

Poténcias fracionarias de operadores lineares fechado foram primeiro construidas
por Bochner (70)) e depois por Feller (71)), para o operador Laplaciano. Essas construgoes
dependem essencialmente do fato que o Laplaciano gera um semigrupo. Phillips (72])
mostrou que essas construgoes (para indices positivos menores que um) eram parte de uma,
construcao mais geral baseada no teorema de representacao de Kolmogoroft-Levy para
distribuigoes infinitamente divisiveis. Balakrishnan (73) construiu um calculo operacional
para geradores infinitesimais proporcionando, em particular, um estudo sistematico da
representacao e propriedades destes operadores. Depois, Balakrishnan (74) deu uma nova
definicao e estendeu sua teoria para uma classe de operadores mais ampla. Ao mesmo
tempo, duas definigoes foram introduzidas por Krasnosel’skii-Sobolevskii (75) e Kato (76));
outros resultados foram obtidos por eles, e também por Yosida (77) e Watanabe (78).
Essas teorias foram reconstruidas por Komatsu com um ponto de vista unificado numa

série de artigos, todos com o nome “Fractional powers of operators” (79, 80, 811 [82] 83, 84).

As poténcias fracionarias de operadores setoriais desempenham papel fundamental
na teoria de existéncia de solugbes para equagoes diferenciais parciais nao lineares do tipo
parabdlico e a analise do comportamento assintotico de solucoes para estes problemas.
Mais detalhes dessa teoria podem ser encontrados em (68, [85)). As demonstragoes dos

teoremas enunciados nesta se¢ao podem ser encontradas em (68)).

Para a Defini¢ao seguinte, lembramos que dado z € C tal que Rez > 0, entao a

funcao Gama é definida por

F(z):/ t*le~tdt.
0

Definigao 2.34. Suponha que —A é um operador setorial com Rec(A) > 0, entdo para

a > 0 definimos

1 (o]
A = —/ t* 1T (t)dt,
t fy Y

em que (7'(t))>0 ¢ 0 Co-semigrupo gerado por —A (ver [Teorema 2.33) e I' denota a funcao

Gama.

Teorema 2.35. Se —A é um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0, entdo para
qualquer o« > 0, A= € um operador linear limitado e injetivo sobre X. Além disso, para
quaisquer o, 3 > 0,

ATATF = A (eth),

Definigao 2.36. Suponha que —A é um operador setorial com Rec(A) > 0, entdo para
a > 0 definimos
A% = (A7), com D(A%) = Im(A™%).

Além disso, definimos A° := I (operador identidade sobre X).
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Teorema 2.37. Seja —A é um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0, entdo as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Se a> 0, entao A* € fechado e densamente definido.
(ii) Se a > f3, entao D(A%) C D(AP).
(iii) A“AP = APAY = A*+B sobre D(AY), em que v = maz{a, 5, + 3}.

(iv) AT (t) = T(t)A* sobre D(A%), para t >0, em que (T(t))i>0 € 0 semigrupo gerado
por —A.

Teorema 2.38 (Desigualdade do Momento). Seja —A é um operador setorial sobre X
com Rea(A) > 0. Se 0 < a <1, entao existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de
A tal que,

|A%z||x < C||Az|lzlx®, Yz € D(A).

Definigao 2.39. Seja —A é um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0. Para cada

a > 0, definimos o espaco
X := D(A%), munido com a norma ||z, := |[|A%| x.

Teorema 2.40. Seja —A € um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0. Entdo as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Para cada o > 0, X munido com a norma || - ||o € um espago de Banach.
(i) XO=X e X' = D(A).

-

(iii) Se a > B >0, entdo X ¢ um subespaco denso de X” e a inclusdo i : X* — XP ¢

continua.

(iv) Se A tem resolvente compacto, a inclusao X® C X? é compacta sempre que o >
B =>0.

Proposicao 2.41. Seja A um operador setorial sobre X com Reo(—A) > 0, g, C p(A)

para algum ¢ € (3,7), e
|(A— A)_1||B(X) < M|)\|_1, para todo \ € X 4.
Entao, existe uma constante k tal que,
I(=A)7 (A = A) " zllx < kA" lz]lx,

para 0 < B <1, A€ ¥y exr € X.
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Demonstracao. Pela desigualdade do momento (Teorema 2.38)), existe uma constante C,
que depende apenas de A, tal que

I(=A)° A=A zllx < CAN=A)2[Z = 4) ek
Cll(A = A+ A)A = A) )| M PN ]l
ClAA = A" = Dallx M PPl
C((M + 1)l )" M =P INP ][5
C(M + 1Az x.

IN A

IN

Tomando k = C(M + 1), concluimos a demonstragao. ]

2.4 Semigrupos hiperboélicos e espacos intermediarios

Nesta secao, estudaremos uma classe de semigrupos que nos fornecem uma interes-

sante informacao algébrica sobre o espaco de Banach que estao definidos.

Definigao 2.42. Um semigrupo (7°(t)):>o ¢ chamado hiperbolico se existe uma projegao
P e constantes M, > 0 tais que T'(t) comuta com P, ker P é invariante com respeito a
T(t), T(t) : Range(Q)) — Range(Q) é inversivel e

|T(t)Pz| < Me ||z, for t >0,

|1T(t)Qz| < Met||x||, for t <0,
emque Q=1—Peparat <0, T(t)=T(—t)"".

Observacao 2.43. (a) Exemplos especiais de semigrupos hiperbolicos sao aqueles gera-
dos por operadores setoriais. E bem conhecido que um operador setorial gera um
semigrupo analitico. O livro de Lunardi (69) d4 um tratamento sistematico da teoria
bésica de semigrupos analiticos em espacos de Banach gerais e fornece referéncias

para o tema.

(b) Suponha que A gera um semigrupo analitico (T'(¢))s>0, entao (7())¢>o ¢ hiperbolico
se, e somente se, o(A) NiR = () (66)).

Agora, relembramos a nogao de espacos intermediarios. Os espagos intermediarios
sao de importancia crucial na teoria de regularidade para equagoes de evolugao abstratas.

Seguiremos a terminologia usada no livro de Lunardi (69).

Sejam X e D dois espagos de Banach, com normas || - || e || - || p, respectivamente,

e assuma que D esta mergulhado continuamente em X.

Definicao 2.44. Seja 0 < a < 1. Dizemos que um espaco de Banach Y, que satisfaz
D CY C X, pertence a classe J, entre X e D se existe uma constante ¢ > 0 tal que

llzlly < cllz]|'=*]|z]|%, para todo & € D. Neste caso, escrevemos Y € J, (X, D).
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Definigao 2.45. Sejam A : D(A) € X — X um operador setorial e a pertencente &
(0,1). Um espago de Banach (X,, || - ||») é chamado espago intermediario entre X e D(A)
se X, € Jo(X, D(A)).

Observagao 2.46. Exemplos concretos de espagos intermediérios entre X e D(A) (0 <
a < 1) incluem D(—A%), os dominios das poténcias fracionarias de A, e os espagos de

interpolagao reais D 4(«, 00), para mais detalhes (69).

Fechamos esta se¢cao com um resultado sobre semigrupo analitico hiperbélico e

espagos intermediérios, o qual iremos precisar mais a frente.

Lema 2.47. (1})) Seja (T'(t))i>0 um semigrupo analitico hiperbdlico sobre X com gerador
A. Para a € (0,1), seja (Xa, || - ||o) um espaco intermedidrio entre X e D(A). Entao

existem constantes positivas C(«a), M(«), § e v tais que

IT(t)Pz|o < M(a)t™ %"z, t>0,
IT()Qza < C(a)e’ |||, t<0.

2.5 Resolventes

O conceito de resolvente, que ¢ fundamental para a teoria de equagoes de Volterra
lineares sera introduzido e discutido nesta se¢ao. Tal conceito é aplicado a equagoes nao-
homogéneas para se obter varias féormulas de variagao de parametros. Para mais detalhes

sobre o tema, indicamos o leitor a (59, Segao I.1).

Sejam X um espaco de Banach complexo, A um operador linear ilimitado e fechado

em X com dominio denso D(A), e a € L}, (R™) um nticleo escalar nao identicamente nulo.

Consideramos a equagao de Volterra

u(t) = f(¢) +/O a(t — s)Au(s)ds, t e J, (2.6)

em que f € C(J;X), J=[0,T]. Vamos denotar por X4 o dominio de A equipado com a
norma do grafico || - ||4 de A, isto ¢, ||z||a = ||z|| + ||Az||; X4 ¢ um espago de Banach, pois

A é fechado, e é continuamente e densamente mergulhado em X. Usaremos a abreviacao

(ax f)(t) = /ta(t —s)f(s)ds, teJ,
0
para a convolugao.

As seguintes nogoes de solugoes de (2.6) sdo naturais.

Definigao 2.48. Uma fungao u € C'(J; X) é chamada
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(a) solugao forte de (2.6]) sobre J se u € C(J; Xa) e (2.6) ¢é satisfeita sobre J;

(b) solugao branda de (2.6)) sobre J se axu € C(J; X4) e u(t) = f(t) + A(a * u)(¢)
sobre J;

(c) solugao fraca de sobre J se
(u(t), z%) = (f(t),2") + ((a x u)(t), A"2")

sobre J, para cada z* € D(A").

Pode-se verificar que toda solucao forte de (2.6) é um solugao branda, e que cada
solu¢ao branda é uma solugao fraca. Se em adigao, o conjunto resolvente p(A) de A é
nao-vazio, entao toda solu¢ao fraca ¢ também uma solu¢ao branda (55, Proposigao 1.1.4).
Em geral, nem toda solugao branda é uma solucao forte.

Note que quando a(t) = 1e f € CY(J; X), é equivalente ao problema de
Cauchy

u(t) = f(t) + Au(t), u(0) = £(0). (2.7)

Com um momento de reflexdo percebe-se que os conceitos de solugao dados na[Defi]

nigao 2.48) coincidem com aqueles que sao usualmente empregados em (2.7)). Similarmente,
sea(t)=te feC*J;X), (2.6) ¢ equivalente a

i(t) = f(t) + Au(t), u(0) = f(0), a(0) = f(0), (2.8)

e os conceitos de solugao para ([2.6)) se tornam aqueles para os problemas de segunda ordem
23).
A seguinte definicdo de boa colocagao é uma extensao direta de problemas de

Cauchy ({2.8)) bem-postos.

Definigao 2.49. A equagao (2.6) é chamada bem-posta se para cada z € D(A) existe

uma unica solugao forte u(t; x) sobre RT de
u(t) =x + (a* Au)(t), t>0, (2.9)

e (xz,) C D(A), x, — 0 implica que u(t; z,) — 0 em X, uniformemente sobre intervalos

compactos.

Agora definiremos uma resolvente para (2.6)).

Definigao 2.50. Uma familia {S(¢)}>0 C B(X) de operadores lineares limitados em
X é chamada um resolvente para (2.6]), ou operador solug¢ao para (2.6)), se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
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(S1) S(t) é fortemente continua sobre R e S(0) = I;

(S2) S(t) comuta com A, o que significa que S(t)D(A) C D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para
todo z € D(A) et > 0;

(S3) a equagao resolvente & satisfeita
t
S(t)r =x+ / a(t — s)AS(s)xds para todo x € D(A), t>0. (2.10)
0

Observamos que um problema (2.6) bem-posto admite um resolvente, a saber,
S(t)r =u(t;x), xe€ D(A), t>0.
A proxima proposi¢ao afirma que a reciproca também é verdadeira (55, Proposigao 1.1.1).

Proposicao 2.51. (2.6)) estd bem-posta se, e somente se, (2.6) admite um resolvente S(t).
Neste caso, temos em adi¢ao Range(a* S(t)) C D(A) para todot >0 e

t
S(t)x =z + A/ a(t — s)S(s)xds para todo x € X, t>0. (2.11)
0

Em particular, Aa xS € fortemente continua em X.

Corolario 2.52. (2.6) admite no mdzimo um resolvente S(t).

Para o caso a(t) = 1 mencionado acima, o resolvente S(t) torna-se o Cp-semigrupo
et gerado por A. Enquanto que no caso a(t) = t, o resolvente S(t) torna-se a familia

cosseno C'o(t) gerada por A.

A seguinte proposicao mostra uma férmula de variacao de parametros para equagoes
de Volterra (2.6). Lembramos que W™!(J; X) denota o espaco de todas as fungoes
f:J — X tendo derivadas distribucionais D®f € L'(J; X) de ordem o < m.

Proposigao 2.53. Suponha que (2.6) admite um resolvente S(t) e seja f € C(J; X).
Entao

(i) se u € C(J;X) é uma solu¢io branda de (2.6), entao S x f € continuamente

diferencidvel sobre J e

d t
u(t) = %/ S(t— 8)f(s)ds, teJ: (2.12)
0
em particular, solugoes brandas de (2.6) sao unicas;

(ii) se f € WH(J; X) entdo

u(t) = S(t)f(0) + /OtS(t —s)f(s)ds, teJ, (2.13)

¢ uma solugao branda de ([2.6]).
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Definigao 2.54. Uma resolvente S(t) para (2.6) ¢ chamada diferencidvel, se S(-)x €
WEL(RT: X) para cada z € D(A) e existir ¢ € L}, tal que

loc

1S(t)x| < @(t)|z|4 quase sempre sobre RY, para cada z € D(A).

Sendo J um intervalo compacto, denotamos por BV (J; X) o espago de todas as

fungoes k : J — X de variagao limitada forte, isto é
N
Var(k | ;) = sup {Z k(t;) —k(t; 1) to<ti <--- <ty, t; € J}
j=1

é finito. Observamos que S(t) é diferenciavel sempre que a(t) pertencer a BV,.(RT). Se

S(t) for diferenciavel e f € C(J; X4), entdo (2.12)) pode ser reescrita como
t
u(t) = F(t) + / S(t— 8)f(s)ds, ted (2.14)
0

Dizemos que uma funcao v € L (R*; X) é de crescimento exponencial (ou

Laplace transformdvel), se [ e “*v(t)|dt < oo para algum w € R; neste caso, definimos

a transformada de Laplace de v por
() :/ e Mu(t)dt, Rel > w.
0

Vamos definir abaixo uma classe de resolventes Laplace transformduveis.

Definigao 2.55. Suponha que S(t) é uma resolvente para (2.6)). S(t) é chamado ezpo-

nencialmente limitado se existem constantes M > 1 e w € R tais que
|S(t)| < Me“*, para todo t > 0; (2.15)
(M,w) é chamado um tipo de S(t). O crescimento limite, wy(S), de S(t) &

wo(S) = inf{w : IM > 0 tal que (2.15) ¢é satisfeita}.

Suponhamos que S(t) é um resolvente exponencialmente limitado para (2.6)), entao

a transformada de Laplace

H(\) = 8(\) = / e MS(t)dt, Rel > w,
0

esta bem-definida e é holomorfa para ReA > w. O préximo resultado é um teorema de

geracao de resolventes exponencialmente limitados.

Teorema 2.56. Seja A um operador linear fechado e ilimitado sobre X com dominio
D(A) denso e seja a € L, (RY) satisfazendo [~ e *'|a(t)|dt < co. Entao ([2.6) admite

loc

um resolvente S(t) de tipo (M,w) se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:
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(H1) a(X) #0 el/a(N) € p(A) para todo X > w;
(H2) H(\) = (I —a(M\)A)™' /X satisfaz as estimativas
I H™M(\)| < Mn!(A—w)™ ™Y XA >w, neNU{0}.
Agora, consideremos a seguinte equagao integral
R(t)x = a(t)x + A/Ot a(t — T)R(T)xdr, t >0, (2.16)

ao invés de (2.11)). Uma solugao de (2.16) é chamada resolvente integral para (2.6), a
defini¢ao precisa é como segue.

Defini¢ao 2.57. Uma familia {R(t)}:>0 C B(X) é chamada resolvente integral para ([2.6))

se as seguintes condigOes sao satisfeitas.

(R1) R(-)z € L},.(R™; X) para cada x € X, e |R(t)|5x) < ¢(t) quase sempre sobre RT,
para algum ¢ € L] (R*;C);

loc

(R2) R(t) comuta com A para cada t > 0;
(R3) a equagao resolvente integral é satisfeita
R(t)xr = a(t)x + /Ot a(t — T)AR(T)zdr, Yo € D(A) e quase todo t > 0.  (2.17)
Suponha que R(t) é uma resolvente integral de (2.6)), seja f € C(J; X) eu € C(J; X)
uma solucao branda para . Entao R * u é bem-definida e continua. De e
axu=(R—AaxR)xu=Rxu—RxAa*xu=Rx* f,

ou seja, Rx f € C(J;X4) e de (2.6) obtemos

t
u(t) = f(t) + A/ R(t—s)f(s)ds, teJ (2.18)
0
A unicidade do resolvente integral para (2.6)) vem da equagao ([2.18]).
Se ambos, S(t) e R(t) existem para ([2.6)), as relagoes entre S e R sao dadas por

R(t)Ax = S(t)x para xz € D(A), t >0, (2.19)

R(t)x = (ax S)(t)xr parax € X, t > 0. (2.20)

O caso do problema de Cauchy (2.7)), isto ¢, a(t) = 1, temos R(t) = S(t); enquanto
para a equagao de segunda ordem ([2.8)), S(t) = Co(t), a familia cosseno gerada por A, e
R(t) = Si(t), a familia seno gerada por A. E possivel que R(t) exista mas S(¢) ndo exista,

e vice-versa.

Finalizamos essa se¢ao com o seguinte teorema.
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Teorema 2.58. Seja A um operador linear fechado e ilimitado sobre X com dominio
denso D(A) e seja a € L, (R") que satisfaz [;° e “'|a(t)|dt < co. Entio (2.6) admite

loc

uma resolvente integral R(t) tal que

|R(t)| < e“*o(t), para quase todo t > 0,

para alguma o € L*(RT) se, e somente se, as sequintes condigoes sio satisfeitas:

(K1) a(\) #0 e 1/a(\) € p(A) para todo \ > w;

(K2) K(\) =a(\)(I —a(N\)A)™! satisfaz as estimativas

Z()\ — W) K™\ /n! < M para todo A\ > w.

n=0

2.6 Viscoelasticidade Linear

Uma rica fonte para equagoes de Volterra é a teoria de materiais viscoelasticos.
Nesta secao apresentaremos alguns conceitos basicos dessa teoria. Para mais detalhes nos

indicamos a referéncia (55, Segao 1.5).

Considere um corpo tridimensional representado pelo conjunto aberto 2 C R3
com fronteira 92 de classe C*. Pontos em  (isto é, pontos materiais) serao denotados
por x,y,---. Associada a esse corpo, existe uma fungao estritamente positiva py € C (ﬁ)
chamada densidade de massa. Forgas atuantes deformarao o corpo, e o ponto material
x serd deslocado para uma nova dire¢ao = + u(t, ) no tempo t; o campo vetorial u(t, x)
é chamado deslocamento. A velocidade do ponto material x € €2 no tempo t é dada por
v(t,z) = u(t,x), em que u representa a derivada parcial de u em relagdo a t. A tensdo

linearizada no corpo devido a uma deformacao ¢ definida por:
1
e(t,x) = §(Vu(t,x) + (Vu(t,2))"), teR, z € Q,

isto é, (t,z) é a parte simétrica de Vu.

Uma dada histéria-tensao do corpo causa estresse em um caminho a ser especificado,
expressando as propriedades do material que o corpo é produzido. O tensor estresse seré
denotado por S(t, z); ambos, e(t,z) e S(t, x), sdo simétricos. Seja h(t, ) uma forga externa

ao corpo, por exemplo a gravidade. Entao o equilibrio de for¢a no corpo torna-se

po(x)i(t,x) = divS(t, z) + po(x)h(t,z), t € R, x € .

Um material é chamado incompressivel se nao existe mudanca de volume no corpo

) durante uma deformacao, isto é, se

det(I + Vu(t,x)) =1, t e R, z € Q, (2.21)
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¢ satisfeita; em outro caso, o material ¢ chamado compressivel. Para a teoria linear, (2.21))

pode ser simplificada para
divu(t,z) =0, t e R, x € Q.

Para tornar o sistema completo, temos que adicionar uma equacao que relacione o estresse
S(t,z) com u e suas derivadas, tais relagdes sdo chamadas leis constitutivas ou relagoes de

estresse-tensao. Se o material é isotrdpico, as leis constitutivas sao
o0 1 oo
S(t,z) = 2/ da(t,x)é(t — 7, x) + gI/ (3db(T, x) — 2da(T, z))tre(t — 7, x),
0 0

St 7)== / " dk(r,2)S(t— 7o2) + ST / h (ldzu, ) — Ldi(r. @) teS(t — 7.2),
2 Jo 3 Jo 3 2
em que Z é o tensor identidade. Os niicleos b e | descrevem o comportamento do material
sobre compressao, enquanto a e k determinam sua resposta ao cisalhamento. Portanto, db
é chamado maddulo de compressao e da é chamado mddulo de cisalhamento. Em geral, a e
b sao fungoes independentes, entretanto, se b(t, x) = Sa(t, ) para alguma constante 8 > 0,
entao o material é chamado sicrono. Um material é chamado homogéneo se py, A, K nao
dependem de z € Q, em que A e K sdo expressoes que aparecem nas leis constitutivas (55

Secao 1.5).

Se o material for incompreensivel, isotropico e homogéneo (com py(x) = py = 1,

para simplificar), entao

i(t,z) = / da(T)Au(t — 1,2) — Vp(t,z) + h(t, ),
0
V-u(t,z) =0, t e R, z €Q,

(2.22)

em que p € a pressao hidrostdtica. Estas equagoes devem ser suplementadas pelas condigoes

de fronteira.

Materiais lineares isotropicos e homogéneos sao descritos por meio de duas fungoes
materiais, o médulo de cisalhamento da e o moédulo de compressao db. Se o material é além
disso sincrono ou incompressivel, apenas o médulo de cisalhamento é necessério. Vamos

mencionar brevemente alguns modelos padrao bem conhecidos:

(i) Solido de Hookean

(ii) Fluido Newtoniano

(iii) Solido de Kelvin-Voigt

1
a(t) =v+put, k(t)==(1—e ") t>0.
u
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(iv) Fluido de Maxwell

1 1
H=v(l—e ™) kit)==+= t>0.
a(t) =v(l —e "), k(t) u+v’ >

(v) Solido Poynting-Thompson

7 t
a(t) = pot +v(1— ), k() = pg" |1 — p(po + u)‘le“u@ioum] t>0.

(vi) Material Tipo-Poténcia
to tl—oa

a(t) = Tlas1) k(t) = T2 —a) t>0, em que € (0,1).

Por fim, se considerarmos um fluido viscoelastico incompressivel isotropico e ho-
mogéneo que ocupa uma regiao €2, o campo velocidade v(t, z) do fluido é governado por
(2.22), dai o problema de condi¢ao inicial correspondente torna-se

¢ t
v(t, z) = / da(t)Av(t — 7,2) — Vp(t,xz) + h(t,x), t >0, x € Q,
0
V-ou(t,z) =0, t >0, v €, (2.23)
v(t,z) =0, t >0, z €
v(0,2) = vo(z), x € Q,

\

utilizando as condigbes de contorno antiderrapantes; aqui p(¢, z) denota a pressao hidros-
tatica no fluido e o nicleo da(t) é o moédulo de cisalhamento. O caso a(t) = ag para t > 0
corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade ag > 0, e (2.23) torna-se entao o

bem conhecido sistema linear de Navier-Stokes.

2.7 Meétodos Topolbgicos

Para conveniéncia do leitor, nesta se¢ao, enunciaremos diversos resultados utilizados

durante o texto.

Iniciaremos enunciando o Principio de contracao de Banach, a demonstracao desse

resultado pode ser encontrada em (86, Teorema 1.1.1).

Teorema 2.59 (Principio de Contracao de Banach). Seja (M,d) um espago métrico

completo nao-vazio e seja F': M — M uma contracao. Entao F' possui um unico ponto

fixo.

Corolario 2.60 (Principio dos Iterados). Seja (M,d) um espago métrico completo nao-
vazio e seja F': M — M um mapa tal que, para algum n natural, F™ é uma contragao.

Entao possui um unico ponto fixo.
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Demonstracao. Suponhamos n > 1, e seja z o tnico ponto fixo de F". Entao
F'(Fz)=F(F"z)=Fz,
ou seja, F'z também é um ponto fixo de F". Pela unicidade, F'z = z. O

Antes de enunciarmos o proximo resultado de ponto fixo, precisamos definir a
medida de nao-compacidade de Kuratowski. Sejam V' C X um subconjunto limitado no
espago de Banach X e ¢ > 0. Uma c—cobertura de V' é uma familia de subconjuntos
{Vi; V; € X}; com didmetros menores ou iguais a €. Definimos agora a medida de nao-

compacidade
¢(V) :=inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de V'}.

Como o nome sugere, a medida de nao-compacidade da uma ideia da “falta de compacidade”
de um conjunto ou operador dado. Tal situagao aparece em muitos campos: equagoes
integrais com nicleos fortemente singulares, operadores de superposi¢ao nao-lineares entre

varios espagos de fungoes e muito mais (87)).

Proposigao 2.61. (88) Sejam V,W subconjuntos limitados de um espago de Banach X.

Entao,

(i) £(V) =0 se, e somente se, V for relativamente compacto;

(i) E(V) =&(V) =&(co(V)), em que W denota o fecho convexo de V;
(iii) E(AV) = |NE(V), para todo escalar ;
(iv) §(V) <EW), se VS W;
(v) EV +W) <E(V) +EW);
(vi) Se dim X = oo, entdo {(Bgr(X)) < 2R.
O proximo resultado de ponto fixo é uma generalizacao do conhecido teorema de
ponto fixo de Darbo. Abaixo, £ denota a medida de nao-compacidade de Kuratowski.

Lema 2.62. (89) Sejam B um subconjunto fechado e convexo de um espago de Banach X
e F': B — B um operador continuo tal que F(B) € limitado. Para qualquer subconjunto
limitado C' C B, defina F'(C) = F(C) e F*(C) = F(co(F*1(C))), n = 2,3,---. Se
existe uma constante 0 < k < 1 e um inteiro positivo ng tal que para qualquer subconjunto
limitado C' C B,

E(F™(C)) < kE(C),

entao F possui um ponto firo em B.
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A demonstrac¢ao do proximo resultado pode ser encontrada em (86, Teorema 6.3.2).

Teorema 2.63 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Seja C' um subconjunto convezo
(nao necessariamente fechado) de um espago linear normado E. Entdo um mapa compacto

F . C — C possui ao menos um ponto fixo.

A demonstrac¢ao do proximo resultado pode ser encontrada em (86, Teorema 6.5.4).

Teorema 2.64 (Alternativa de Leray-Schauder). Seja C' um subconjunto convexo de
um espaco de Banach X, e assuma que 0 € C. Considere F' : C — C wma func¢ao

completamente continua, e seja
e(F) ={z € C;z = M\F(x) para algum 0 < X\ < 1}.

Entao e(F) € ilimitado ou F possui um ponto fizo.

Para utilizar o 7?7 vamos estabelecer um critério de compacidade em um espago de
Banach especial. Seja h* : [0,00) — R uma funcao continua tal que h*(t) > 1 para todo

t € [0,00), e h*(t) — oo quando t — co. Para o proximo resultado, vamos considerar o

lim ) :0},

' ihoo B (1)

espaco

Oh*(X) = {U € O([O, OO),X)

munido Ccom a norma
\ = sup )|l
>0 h*(t)

O seguinte resultado pode ser encontrado em (90, Lema 2.8).

lu

Lema 2.65. Um conjunto K C Cy+(X) € um conjunto relativamente compacto em Cp(X)

se ele verifica as sequintes condigoes:

(¢-1*) Para todo b > 0, o conjunto K, = {uho iU € K} € relativamente compacto em
C([0,0]; X).
(c-2*) limy_, o, H,;i((tz)” = 0 uniformemente para todo u € K; isto €, para todo € > 0, existe um

T > 0 tal que H;i(g)u < g, para cada t > T, para todo u € K.

Agora, vamos estabelecer um critério de compacidade para outro espaco de Banach
especial. Seja h : R — R uma fun¢ao continua tal que h(t) > 1 para todo ¢t € R e h(t) — oo
quando |t| — oo. Consideramos o espago

cu(x) = {u e O ) im 1~ 0},
munido com a norma
Ju()]]

||u||p = sup ———.
teR

h(t)

O seguinte lema pode ser encontrado em (91, Lema 2.6).
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Lema 2.66. Um conjunto K C C,(X) é um conjunto relativamente compacto em Cp(X)

se ele verifica as sequintes condigoes:

(c-1) O conjunto K(t) = {u(t);u € K} € relativamente compacto em X para cada t € R.
(c-2) O congunto K € equicontinuo.

(c-3) Para cada € > 0 eziste L > 0 tal que ||u(t)|| < eh(t) para todo u € K e todo |t| > L.

Para finalizar esta se¢ao, enunciaremos o Teorema de Rellich-Kondrachov, a de-

monstrac¢ao deste teorema pode ser encontrada em (92, Teorema 9.16).

Teorema 2.67 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q2 C RN é um conjunto aberto, limitado

de classe C' com fronteira T' limitada. Entdo nds temos as sequintes inje¢oes compactas:

1 1 1
Wr(Q) c LYQ) Vg€ [1,p*), em que —=~-——, se p<N,
(@) € L) Vg e Lp) 2=l 1
WhP(Q) C L9(Q) Vg € [p, +00), se p=N,
wir(Q) c C(Q), se p> N.

Em particular, W(Q) C LP(Q) com injegao compacta para todo p (e todo N ).
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3 Periodicidade assintética para equa-

coes de evolucao hiperbdlicas

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos condic¢oes suficientes para a existéncia e unicidade de
uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica para a seguinte equacao de

evolucao semilinear:

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), te R (3.1)

com A : D(A) € X — X o gerador de um semigrupo hiperbolico sobre X e f é uma

funcao continua adequada.

Observamos que a existéncia de um semigrupo hiperbélico sobre um espaco de
Banach X nos da uma interessante informagao algébrica sobre este espaco vetorial. De fato,
seja (T'(t))+>o um semigrupo hiperbolico sobre X. Entao existem subespagos fechados e
(T'(t))¢>o-invariantes, X e X, tais que X = X, & X,,. Além disso, os semigrupos restritos

(T5(t))e>0 sobre X e (T,(t))i>0 sobre X, possuem as seguintes propriedades:

(i) O semigrupo (T(t))s>0 ¢ uniformemente estavel sobre Xj.

(ii) Os operadores T, (t) sao inversiveis sobre X,, e (T,,(t)™!);>0 ¢ uniformemente estével
sobre X,.

Esta decomposicao algébrica serd muito importante em nossa abordagem.

3.2 Existéncia de solugoes pseudo S-assintoticamente
w-periddicas

Nesta segao lidaremos com resultados gerais sobre a existéncia de solugoes (brandas)
pseudo S-assintoticamente w-periédicas para o problema semilinear . Estudaremos
este problema com hipoteses tipo Lipschitz sobre a nao linearidade f. No6s provaremos
cinco novos resultados (Teoremas [3.2] [3.5] [3.10} [3.12] [3.13)). Também nés consideraremos

o problema (3.1)) com hipoteses complementares sobre o termo nao-linear que permitem

abordar novos resultados a equagoes mais gerais.
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3.2.1 O caso linear

Para lidar com o problema semilinear (3.1]), consideraremos primeiro o caso nao-
homogéneo
u'(t) = Au(t) + g(t), t €R, (3.2)

em que A : D(A) € X — X é o gerador de um semigrupo hiperbolico (T'(t)):>o €

g : R — X é uma funcao continua.

Relembremos o seguinte conceito de solu¢do branda de (3.2)).

Definigao 3.1 ((14)). Uma solugao branda de (3.2)) em X ¢é uma fungao continua limitada
u: R — X que satisfaz

t
u(t) = T(t — s)u(s) + / T(t — r)g(r)dr, (3.3)
para todos t,s € R com t > s.
Temos o seguinte resultado de existéncia de solugoes pseudo S-assintoticamente
w-periddicas para a equagao (3.2)).

Teorema 3.2. Se g for uma fungao continua limitada, entao existird uma inica solu¢ao

branda de (3.2) dada por

t 00
u(t) = / T(t — s)Pg(s)ds — / T(t —s)Qg(s)ds, (3.4)
—00 t

para todo t € R. Além disso, se g for pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao u(-)

serd também uma funcao pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Observagao 3.3. Um resultado similar ao teorema anterior foi obtido por Boulite et al.
(I4)) para a existéncia de uma solu¢ao branda quase automorfica de (3.2). Nos ultimos

anos foi dada uma atencao notavel as dindmicas quase automorficas.

Demonstracao do[Teorema 3.2 Seja u(t) definida por (3.4]), entéo

2M
() !<M/ Mg )\!d5+M/ " g(s)llds < — lgllesmx).
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Logo u é uma fungao limitada. Além disso,

T(t— s)u(s) + / T(t—r)g(r)ydr = /s T(t—r)Pg(r)dr — /OO T(t—r)Qg(r)dr

—0o0

+ [ 1= ngtr)ar
— /t T(t —r)Pg(r)dr + /tT(t —7)Qg(r)dr

— 00

_ /OO T(t—7r)Qg(r)dr
= / T(t —r)Pg(r)dr — /too T(t—r)Qg(r)dr

— 00

= u(t)v
para todo t > s e todo s € R. Isso mostra que v é uma solugao branda de (|3.2)).

Agora trataremos da unicidade, seja v uma func¢ao continua limitada que satisfaz
B3, entiio

t
Pu(t) =T(t — s)Puv(s) +/ T(t —o)Pg(o)do, t > s, t,s € R.
Como v é limitada, logo
IT(t = 5)Pu(s)|| < Me " |v]le,mx), t > s.

Portanto T'(t — s)Pv(s) — 0 quando s — —o0 e noés obtemos

Pu(t) = / " T(t— 0)Pglo)do, t € R. (3.5)

—0o0

Note que,

Qu(t) =T(t — s)Qu(s) + /tT(t —0)Qg(0)do, parat>s, t,s €R,
logo
T(t—s)Qu(s) = Qu(t) — /tT(t —0)Qqg(o)do, parat > s, t,s € R.
Observamos que aplicando T'(s — t) esrn ambos os lados na igualdade acima, obtemos
Qu(s) =T (s —t)Qu(t) — /tT(s —0)Qqg(o)do, t > s, t,s € R.
Aproveitando o fato que
|T(s —t)Qu(t)]| < Me“(sft)HvHCb(R;X) — 0, as t — oo,

noés imediatamente observamos que

Qu(s) = — /00 T(s—0)Qg(o)do, s €R. (3.6)
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Segue das expressoes (3.5)),(3.6) que

t

v(t) = Pu(t) + Qu(t) = / T(t—s)Pg(s)ds — /too T(t —s)Qg(s)ds Vit e R,

—00
isto é, u = v, 0 que demonstra a unicidade da solucao.

Agora, suponhamos que g é pseudo S-assintoticamente w-peridédica. Note que,

5 [ sar—uoas < o [ [ 16 = nPtatr ) - gty | as
o _tt /:OT@—T)Q(g(Tw)—g(T))dT s

< 5 [ | 16 =nrut+ o - gmar|as

e [ 1= 0Pl +) - gl ds

v || 16 =t +) - | as

v [ 6=t +) - gty as

= L(t) + Ly(t) + I3(t) + L4().

Agora, estimaremos os termos [;(t) separadamente.

e Para o primeiro termo do lado direito,

M t )
Lt < Mgl / / e drds
t —t J s+t

_ MHgHOO /t e—u(s—i-t)ds

pt —t
Mllgl| 1
pro ot

de onde deduzimos que I;(t) — 0 quando t — oc.

e O termo I5(t) pode ser estimado por
M t s
o) < 5 [ [ e lgtr+w) - g(olards
—tJ—t
M t t

-ur ( / e—ms—ﬂds) lg(r +w) — g(r)dr
2/ o+ ~g(lar).

IN
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o que implica que I5(t) — 0 quando t — oo.

e O terceiro termo ¢ limitado superiormente por

L) < //e“ST)HgT—l—w) o(7)||drds

= o [ ([ i) o+ ) - gl
< (%/Wmf+w o(o)lir ),

portanto I3(t) — 0 quando t — 0.

e Finalmente,

Mgl
L) < Hgll // s
— MHgHOO 1/ e 'ust
t
<zmmg;
J— MQ t’

o que demonstra que lim;_,, I4(t) = 0. Isto completa a demonstracao que u € PSAP,,(X).
]

3.2.2 O caso semilinear

Nesta subsecao estamos interessados em estudar a existéncia de solugoes pseudo
S-assintoticamente w-periddicas para a equagao (3.1). Ao fazé-lo, usaremos a seguinte

terminologia.

Definigao 3.4. Uma fungao continua limitada u : R — X que satisfaz a equagao integral
t
u(t) =Tt — s)u(s) +/ T(t—o)f(o,u(o))do, t > s, t,s €R, (3.7)
é chamada solugao branda para a equagao (3.1)).

Iniciamos com o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Seja f: R x X — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X, uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X que verifica a condig¢ao de
Lipschitz

1£(t2) — Ft )l < Lo —yll, ¥t € R, Yo,y € X, (3.8)

em que L : R — (0, 00) € uma fungao tal que existe uma constante K >0 com O(t) < K < 1
para todo t € R, em que

t [e§)
= M/ e M (s)ds + M/ "= L(s)ds. (3.9)
o ¢
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Entao a equagio (3.1) possui uma tinica solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.
Demonstragao. Seja A : PSAP,(R; X) — PSAP,(R; X) o mapa definido por

Au(t) = / T(t—s)Pf(s,u(s))ds — /too T(t—s)Qf(s,u(s))ds, (3.10)

—0o0

comu € PSAP,(R; X). Pelo|Lema 2.21|a fun¢ao s — f(s, u(s)) é pseudo S-assintoticamente
w-periodica. Além disso, pela demonstracao do nos inferimos que o operador
A mapeia PSAP,(R; X) em si mesmo. Para u,v € PSAP,(R; X) nos obtemos que

lAu(t) — Ao(t)]| < /:HT@—sﬂ%ﬂ&uwn—fwwwnm%
+/WMW—$QUQW®»—N&M$MM8
M/) $)llu(s) — v(s)||ds

+M/)w“5 $)[[us) — v(s)||ds

< O()]lu = vl

IN

Consequentemente, ||Au — Av||o < K||u — v||o, € isto prova que A é uma contragao sobre
o espaco PSAP,(R; X), portanto A possui um tnico ponto fixo u € PSAP,(R; X). A

demonstragao estd completa. O]

Consideremos a seguinte condicao.

(PS1) \HLH\ < (1 —e™)/2M, em que p e M sdo dadas pela Definigao e ||[L]]] =
supteRf s)ds.

Corolario 3.6. Seja f uma fungdo como no com L satisfazendo (3.8)). Se a
condicao (PS1) for satisfeita, entao a conclusio do serd verificada.

Demonstragao. Seja O(t) como no [Teorema 3.5| Precisamos estimar O(t), nos temos a

seguinte limitacao
t o0 t—m
/ e M (s)ds = Z/ e M= (s)ds
t

—0 m=0t—(m+1)
: Z S
< Ll||, (3.11)
e analogamente, podemos checar que
/OO et (s)ds < — ||| L|||- (3.12)
t L —en
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Por (3.11)) e (3.12]), deduzimos que

2M
o) < — = lIILNIF < 1.

T 1—eH

Por conseguinte, concluimos o resultado desejado. O]

Observagao 3.7. O corolario anterior aplica-se no caso em que a fun¢ao L(-) é uma

funcao integravel com a L;-norma suficientemente pequena.

Outra aplicacao interessando é a seguinte:

Corolario 3.8. Seja f : Rx X — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de X,
e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X que
verifica a condigao com L(-) satisfazendo ||L|| < p/2M, em que ||L|| s = sup,eg L(t).
Entao a equacao possut uma unica solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstra¢ao. Observamos que f é uniformemente continua sobre conjuntos limitados
de X. Além disso, O(t) < %HLHOO < L O

Observagao 3.9. Observe que o Corolério inclui o caso em que L é uma constante

suficientemente pequena.

Teorema 3.10. Seja f: R x X — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de
X que verifica a condi¢ao de Lipschitz , com L : R — (0,00) uma funcao localmente
integravel tal que limy_, % fft L(s)ds = 0. Se, em adi¢ao, a condi¢ao (PS1) ¢ satisfeita,

entao a equagao (3.1) possui uma tinica solugao branda S-assintoticamente w-periddica.

Observacao 3.11. Antes de desenvolver mais detalhes técnicos, devemos notar que no
Corolario [3.6| usamos o fato que f é uniformemente continua sobre conjuntos limitados de

X. Contudo, no [Teorema 3.10| a perturbagao f da equagao (3.1) ndo é necessariamente

uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, logo, nés nao podemos usar o lema
de composicao para fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas (Lema 2.21)). Para

superar esta dificuldade nos precisamos usar uma decomposicao adequada de fj L Au(s +

w) —Au(s)||ds, em que A é o operador definido por (3.10)). Observamos que o [Teorema 3.10

inclui o caso em que L(-) é uma fungao integravel nao necessariamente limitada com a

Lq-norma suficientemente pequena.

Demonstra¢ao do[Teorema 3.10. Definimos o mapa A sobre o espaco PSAPF,(R; X) pela
expressao ($3.10). Devemos entdo provar que A estd bem definido. Para mostrar esse
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fato, primeiro notamos que a funcdo u(-) é limitada, e segue da Definigao que

supseg || f (¢, u(t))|| < oo. Consequentemente,
[Au(t)] < Msup||f(t u(t ||/ e Ht= S>ds+Msup||f(t ult ||/ eHt=3) g

= 2M sup||f(¢, u(t) ||/ e "ds

teR

M
_ %supr(t,U(t»H’

teR

para todo ¢t € R. Por outro lado, nés temos a seguinte estimativa

1 t s+w

5 || Tetw- 0P
_t —

— /S T(s—7)Pf(r,u(r))dr

o0

t
i/ |Au(s +w) — Au(s)|ds <

ds

1 t

+2_t t/erwT(S—i—w—T)Qf(T,u(T))dT

- /OO T(s—1)Qf(1,u(r))dr|| ds

< i/_t/_s T (s —7)P(f(T 4+ w,u(T +w)) — f(r,u(7)))|| drds
/t/ 1T (s —1)Q(f (7T + w,u(r +w)) — f(r,u(r)))|| drds
= L)+ Lt

Abaixo, vamos estimar os termos [;, i = 1,2, da expressao acima. Definimos B = {u(t) :
t € R}.

e Para o termo [ (t) nos obtemos
M o[tort
L) < —/_t/_ e f(r + w,u(r + W) — £(r, u(r))||drds
/ / =N (T 4+ w, u(t 4+ w)) — f(1,u(t +w))||drds

/ / e K| f(r,ulr + w)) — f(r, u(r))|[drds
= Il<)+12 )+ I (t).

Em seguida, estimamos os termos Ii(t), i = 1,2, 3.

ee Para o termo I (¢) obtemos

M t [e'e)
I < —( sup ||f<t,as>||) | [ eanas
t tGR,xGB —t J s+t

M
< — ( sup ||f(t,x)||) — 0, quando t — oo. (3.13)

L= \ter,zeB
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ee Para o termo I%(t) nos temos a seguinte estimativa

reB

M t s
By < 5 [ [ e swlpir s ) - fro)drds
—tJ—-t
M t

= 5 g (/T e_H(S_T)ds) sup || f(T +w,x) — f(7,2)||dT

reB

IN

M1 [
— (—/ sup || f(T +w,x) — f(T,I)HdT) — 0, quando t — oco. (3.14)
K 2t —t z€B

ee Para o termo I3(t), a estimativa

M t S
If’(t) < g/ / G_M(S_T)L(T)”U(T +w) —u(7)||drds
—tJ¢

M t t
< %/ (/ e_“(S_T)ds> L(T)dr
—t T

e o)

lim I} (t) = 0. (3.15)

t—o00

De (3.13), (3.14) e (3.15) podemos deduzir que

IN

implica que

lim T, (t) = 0. (3.16)

t—o00

e Resta examinar o termo I5(t), notamos que
M t t
o) < 5 [ [ NIl + ) - frar+ ) drds
—tJs
M t t
s [ [ et + ) - s atr) ards
—tJs

M t o] (s—r
+a// (7w ulr +w)) — (7, u(r)l|drds

= Iy(t) + I2(t) + I3(t).

Estimaremos os termos Ii(t), i = 1,2, 3.

ee Estimamos o termo I3 (t) por

nw < M ( /d) sup [ (r +w,2) — f(r,2)||dr
0

2t —t zeB

M /(1 [
— (—/ sup || f(T +w,x) — f(7, a:)HdT) — 0, quando t — oco. (3.17)
12 2t —t z€EB
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ee Para o termo I3(t) temos a estimativa

Mju||so
2(t) < ||u|| //e“(S 7) T)drds
—tJs

_ MH:HOO /i (/t (s— r)ds> L(r)dr

oM ||ulls (1 [
Il (2_t/ L(T)dq—) — 0, quando t — oo. (3.18)
p ¢

IN

ee Para o termo I3(t) nos obtemos

M t ]
B < 5 (s o) [ [ eranas
t teR,xzeB —t Jt—s
M
< —2( sup ||f(t,:v)||> — 0, quando t — oo. (3.19)
Wt \ter,zeB

De (3.17),(3.18) e (3.19), inferimos que

lim I»(t) = 0. (3.20)

t—o00

De (3.16) e (3.20]), deduzimos que

lim —/ |Au(s + w) — Au(s)ds||ds = 0.

t—oo 2t

Por outro lado, podemos inferir que A é uma contracao sobre PSAP,(R; X). Essa passagem
pode ser obtida de maneira analoga ao argumento da demonstragao do Corolario [3.6] Isto

conclui a demonstracao do teorema. O

No proximo resultado nés devemos considerar perturbagoes locais de (3.1). No

processo de obtencao de nosso resultado, vamos requerer a seguinte hipotese.

(C2) Assuma que f : R x X — X é localmente Lipschitziana com respeito a segunda
variavel, isto é, para cada nimero positivo o, para todo t € R e todos z,y € B,(X)
nos temos || f(t,z) — f(t,y)|| < Ls(o)||lx — y||, em que Ly : [0,00) — [0,00) é uma

funcao nao-decrescente.

Teorema 3.12. Seja f: R x X — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de

X que satisfaz a condi¢io (C2). Se existir r > 0 tal que

2M

A (L) + Lol ) <1 (32)

entao existird uma solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica u(-) de (3.1)).
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Demonstracao. Nao ¢é dificil verificar que a condi¢ao (C2) implica que f é uniformemente
continua sobre conjuntos limitados de X, logo, pela demonstragao do [Teorema 3.5, o mapa
A : PSAP,(R; X) — PSAP,(R; X) definido em (3.10) esta bem definido. Além disso,
como f ¢ limitada sobre conjuntos limitados de X, logo f(+,0) é uma funcdo limitada em
R. Para u € PSAP,(R; X) com ||ul|s < 7, n6s obtemos que

Nl < 21 [ MG uts)) = Fs0lds + 0 [ (5,0
M [T s )~ Fs0)lds 4 M [ e (s, 0]

< M/ B9 L1 s >||ds+M/ e | £(5,0) | ds
+M/ Wi=s) ||u()Hds+M/ B9 7 (s, 0) | ds

< TLA >|runoo+%supuf<t 0)|

<

2M
(Lf< )7“+sup|!f(t,0)|!) .
% teR
Portanto,
1A < 7~ (3.22)

Por outro lado, para u,v € PSAP,(R; X) com ||ul|oc < 7 € ||v]|oc < 7, n6s obtemos que
t

[Au(t) = Av(B)]| < ML(?“)/ eI lu(s) — v(s)l|ds

—0o0

ML) /t e =3 () — v(s)ds

Isto menciona que

2M L(r)

Ay — Av]| < |t — v]|o- (3.23)

De (3.21)), (3.22) e (3.23)) segue que A é uma contracao sobre B,.(PSAPF,(R; X)). Portanto
existe um unico ponto fixo u € B, (PSAP,(R; X)) de A. Isto completa a demonstragao do

teorema. O

Em seguida, vamos considerar perturbagoes mais gerais para a equagao (3.1 do
que as que temos considerado até agora. Seja h : R — R uma funcao continua tal que

h(t) > 1 para todo t € R e h(t) — oo quando |t| — co. Consideremos o espago

Ch(X) = {u ceCR;X): lt%gnw% = O}
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munido com a norma ||u||;, = Sup,cg HZE—)’;;” Denotamos por (r, h)(t) e 5(r) as seguintes

expressoes

v(r, h)(t) = /t e MW (rh(s))ds + /OO MW (rh(s))ds,

—00 t

B(r) = sup %w, B)(0).

Teorema 3.13. Seja [ : R x X — X uma func¢ao limitada sobre conjuntos limitados
de X, uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X. Além disso, as sequintes

condicoes sao cumpridas.

(PS2) Existe uma fungio continua nao-decrescente W : RT — RT tal que || f(t,z)] <
W (||z||) para todo t € R e para todo x € X.

(PS3) Para cada r > 0, limp_e ﬁv(r, h)(t) = 0.

(PS4) Para cada e > 0, existe 6 > 0 tal que para todos u,v € Cy(X), ||u— || < & implica

que

[N u) = sl + [ o) = s ols)) s <

— 00

para todo t € R.

(PS5) Para todos a,b € R, com a < b, er >0 o conjunto {f(s,h(s)z) :a <s<bx €

X, ||lz|| < r} € relativamente compacto em X.

(PS6) liminf ——

r—oo (1)
Entao a equagao (3.1)) possui uma solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

> 1.

Demonstragao. Definimos o operador A sobre C(X) por (3.10]). Nosso objetivo ¢ mostrar
que A tem um ponto fixo em PSAP, (R; X). Devemos mostrar que temos todas as condigoes

necessarias para aplicar o teorema da alternativa de Leray-Schauder.
Procederemos em seis passos:

Passo 1. O primeiro passo em nossa analise sera provar que A estd bem definido. Seja u

pertencente ao espago Cj(X), entao

[Au@] %/t e—u(t—s)W(

ht)  — ht) ) h(s)
M g (e N
+h<t>/t W( hs) ))d
< Ml ) ().

hit)
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Logo, segue da condi¢ao (PS3) que Au pertence ao espago Cp,(X).

Passo 2. O mapa A é continuo de C}(X) nele mesmo. De fato, dado € > 0, seja § > 0 a

constante envolvida na condi¢ao (PS4). Se u,v € Cp,(X) com ||u — v|| < 4, entdo
Iut) = Ao] < M [P o) — (s s
0 [ eI s ul) — s 005D ds < M
t

Tendo em mente que h(t) > 1 para todo t € R, obtemos que ||[Au — Av||, < Me. Como

€ > 0 é arbitrério, isto mostra a afirmacao.

Passo 3. Agora mostraremos que A é completamente continuo. Tomemos V' = A(B,(Cp(X)))
e v = Au para u € B,.(C,(X)).

e Inicialmente, provaremos que V(t) = {v(t) : v € V} é um subconjunto relativamente
compacto de X para cada t € R. Utilizando a condi¢ao (PS3), dado £ > 0, podemos

escolher a > 0 tal que

M/ W (rh(s))ds + M MW (rh(s))ds < e.
t+a

Podemos escrever

v(t) = /OaT(s)Pf(t—s,u(t—s))ds—/_ T(s)Qf(t —s,u(t —s))ds

+/_aT(t—s)Pf(s,u(s))ds—/ T(t— )Qf(s,u(s))ds.  (3.24)

—0o0 t+a

No6s devemos checar que os tltimos dois termos do lado direito da igualdade acima sao

dominados por €.

H/ T(t—s)Pf(s,u(s ))ds—/t:o T(t — $)Qf (s, u(s))ds
< M /t ae_ﬂ(t—s)W(h(S)T)ds—i—M meﬂ(t—s)W(h(s)r)ds <e. (3.25)

Usando (3.24)) e (3.25)) nos agora obtemos

V(t) C aco(Ky) + aco(Ks) + B:(X),

em que co(K;) denota a envoltéria convexa de K; e chamamos
Ky :=A{T(s)Pf(§,M(E)x) :0< s <a, t—a<E<t, o] <r},

Ky = {~T()Qf (€ h(©)r) : —a < s <0, t <E < t+a, [lo] <r}.

Usando a propriedade (PS5), inferimos que K, i = 1,2 é relativamente compacto, o que
estabelece nossa afirmacgao.

e Agora mostraremos que V' é equicontinuo. Seja s > 0, faremos a seguinte decomposigao.
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t+s
Au(t +s) — / T(t+s—71)Pf(r,u(r))dr + /t Tt —71)Qf(1,u(r))dr

T(t+s)P—=T(1)P)f(t — ,u(t — 7))dr

7)Q —T(7+s)Q)f(t — T,u(t —7))dr

+

_|_
\\\c\

T(t+s—71)P=T(t—7)P)f(r,u(r))dr

+ . Tt—71)Q —T({t+s—71)Q)f(r,u(r))dr

= Ji(t) 4+ J2(t) 4+ J3(t) + Ja(t) + J5(t) + Js(2).

Precisamos estimar os termos J;(t), i = 1,2, --- ,6. Resumidamente isto é feito como se

segue: para qualquer € > 0, podemos escolher s suficientemente pequeno e a > 0 tais que

Met ( / T e W () + / N e“(t_T)W(h(T)T)dT> <

—00 t+a

(=N O

|77+ )P = T()P)f(t = Toult =) < =,

|7+ 9)Q = TEQ(t = mult =) <
independente de u € B, (Ch(X)).

As seguintes estimativas sao uteis:

t+s t+s
L)+ L@ < M / e MW (h(r)r)dr + M / e IW (h(T)r)dr
t t

9 €

I €
6 6 3
[J3(t) + Ja(@)|| < e/6+¢/6=¢/3,

IN

t—a
10 < oM / MDY (h(F)r)d,
Il < 2Me / MY (h()r)dr,
t+a
| J5(t) + Js(t)]] < €/6.

Essas estimativas provam que ||Au(t + s) — Au(t)|| < e, para s suficientemente pequeno e

independente de u € B,(Cy(X)), sendo assim, concluimos que V' é equicontinuo.

e Vamos mostrar que para cada ¢ > 0, existe L > 0 tal que ||Au(t)|] < eh(t) para
todo u € B,(Ch(X)) e todo |t| > L. Observamos que 12401 < M) (r,h)(t), para cada

h(t)
[Aw@®)||

u € B,(Cy(X)). Isto, junto com a condigao (PS3), rende-nos que 555 — 0, quando

|t| = o0, e esta convergéncia ¢ independente de u € B, (Cy(X)).

e Portanto, o conjunto V satisfaz todas as condi¢oes do [Lema 2.60] isto completa a

demonstra¢ao que V' é um conjunto relativamente compacto em Cj(X).
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Passo 4. Analisaremos agora a limitagdo do conjunto {u € Cp,(X) : u = AMu, A € (0,1)}.
Seja u pertencente a C(X) uma solugao da equagao u = Au, A € (0,1). Note que

[ < My([Julln, 2)(£) < B(lulln)h(E)-

Portanto,

[u(®)]]
h(t)

Assim, nos provamos a estimativa

< B(|Jul|n), for each t € R.

Ll
Bl < ¢ (3.26)

Combinando a estimativa (3.26) com a condigdo (PS6), concluimos que o conjunto

mencionado acima é limitado.

Passo 5. Do |Lema 2.21fe do [Teorema 3.2 segue que A mapeia PSAP, (R; X) nele mesmo.
Pelo Passo 2, A : Cj,(X) — Cy(X) é uma fungao continua, logo A~* <PSAPW(R; X)Uh(X)) é

um conjunto fechado de Cy,(X). Disto e do fato que PSAP,(R; X) C A~} (PSAPW(R; X)Ch(X)) :

noés podemos considerar

Cr(X)

Ch(X)

A:PSAP,R;X) " = PSAP,(R; X) ",

em que B denota o fecho de um conjunto B no espago C(X). O argumento usado na

primeira parte desta demonstracao implica imediatamente que este mapa é completamente
continuo. Aplicando o teorema da alternativa de Leray-Schauder, [Teorema 2.64] deduzimos

que o mapa A possui um ponto fixo u € PSAP,(R; X)Uh(X).

Passo 6. Para finalizar a demonstracao do teorema, resta provar que u é pseudo S-
assintoticamente w-periddica. Seja (uy,), uma sequéncia em PSAP, (R; X) tal que u,, — u,
quando n — oo na norma Cp(X). Dado € > 0, seja § > 0 a constante vista na condi¢ao
(PS4), podemos selecionar ng € Z* grande o suficiente de maneira que ||u,, — ul[, < 9§
para todo n > ng. Observamos que para n > ng, ||Au, — Au|l» < e. Isto significa que
(Auy,), converge para Au = u uniformemente em R. Isto implica que u € PSAP,(R; X),

pois (PSAP,(X), | - |lsc) € um espago completo. E isto conclui a demonstragao. O

3.3 Solugoes brandas PSAPF,, em espacos intermediarios

No que segue, estaremos interessados em solugoes brandas PSAP,, sobre X, para
a equagao de evolugao semilinear , em que A é um operador setorial ilimitado com
dominio nao necessariamente denso em um espago de Banach X, e X,,, a € (0,1) é um
espago de Banach intermediario entre X e D(A) (ver Definigao . Assumimos que A é o

gerador de um semigrupo analitico hiperbolico (T'(t));>o (ver|Lema 2.47) e f: Rx X, — X
é uma fungao apropriada.
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Definigao 3.14. Uma solugao branda de (3.2) em X, é uma fungdo continua limitada
u: R — X, satisfazendo (3.3)).

Definigao 3.15. Uma solugao branda de (3.1)) em X, é uma fungado continua limitada
u: R — X, satisfazendo (3.7).

Comecamos com o seguinte resultado

Teorema 3.16. Se g € PSAP,(R; X), entao existe uma inica solugao branda u(-) €

PSAP,(R; X,) de (3.2)) dada por (3.4).

Demonstragao. Seja u(-) a fungao definida por (3.4)), entao
[u(®)lla < M(a)/o s~ |g(t - )HdS+C(04)/0 e *|lg(s +1)||ds

< (Mprra -+ C9) g,

em que ['(+) denota a fungdo gama. Portanto a fun¢ao u : R — X, é limitada.

Por outro lado, a estimativa

[u(s +w) —u(s)lla < /_ 1T (s = 7)P(g(T +w) = g(7))[[adT

[e.e]

- TN = Qg +w) — g(r)adr
< M(a) / (s 1) gl 4 w) — g(r)ldr

+0la) [ I g(r +w) — g(r)|dr,

nos da

- /_t (s + ) — u(s)]|ads

IN

lg(r +w) — g(7)ldrds

ERIA
S [ [T gt ) - gt

M(«)

t —t
= B2 [ e gt 4 w) - g(o)ards
—t J —o00

a)/
7/
S

)+ L(t

= I(t)

Clg(r +w) — g(7)|drds

Cg(r +w) — g(7)|ldrds

I3(t) + L(t).

[ -
/ eC|g(r + w) — g(r)||drds
[
+
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Precisamos estimar os termos I;(t), i = 1,2, 3, 4.

e Para o termo I;(t) obtemos a seguinte cota superior

n < Mgl / / e~ drds
t —t J s+t
M 00
< —(a)tHgHOO (/ —7(8+t)/ “drds + (2t)1_°‘/ e‘”dr)
—t s+t 2t
Qt 11—« 2t 1 2t 1
— (a)HgHOO (( ) / e ds — / e—'yssl—ads i <2t) —a —2')/15)
t l—a Jy 1—a/ vy

21704 1 a—2 1 2ty 21704
< M(a)||gllso ( —_ 7 —/ e s 7%s + t_ae_%t) ,
Y1 —a)tr (1-a)t ) o

1 o 1
além disto, ;/ 7% %ds < / s =lem8 g = tF(Q —a) — 0 quando t — oo. Logo,
0 0
noés deduzimos que

I,(t) - 0, quando t — oo.

e Vamos agora examinar o termo I5(t), argumentando como acima obtemos

L) = MO ([ smeras) o+ - glo)lan

< M Ta-a) (5 [ o) - gnler).

por isso,

I,(t) - 0 quando t — oo.

e Fazendo uso de um argumento similar ja feito na demonstracao do [leorema 3.2 obtemos

as seguintes estimativas para os termos I3(t) e I,(t).

1) < D (5 [ g+ - atolr )

Cla)lgll 1
L) < ——""="
(1) < YOl
Consequentemente [;(t) — 0 quando t — oo, i = 3,4. Portando u € PSAP,(R; X,), isto

completa a demonstracao. O]

Teorema 3.17. Seja f : R x X, — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X, uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X, que verifica a condi¢ao de
Lipschitz

1£(t,2) = F(t )]l < L)l —yllas Y EER, V 2,y € Xa, (3.27)
em que L : R — (0,00). Se existir uma constante v > 0 tal que ((t) < v < 1 para todo

t e R, em que

C(t) = M(a)/ (t —s)" % ") L(s)ds + C(a) /too S L(s)ds,

—00
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entio a equagdo (3.1) possuird uma unica solugao branda pseudo S-assintoticamente

w-periodica em X,.

Demonstragdo. Definimos o mapa A™ sobre o espago PSAP,(R; X,) pela expressao
(3.10). Do [Lema 2.21| e do [Teorema 3.16| nos inferimos que A™ mapeia PSAP,(R; X,)
nele mesmo. Finalmente, podemos deduzir que A™ ¢ uma v-contracao sobre o espaco
PSAP,(R; X,). O resultado segue disto. [

Corolario 3.18. Seja f: R x X, — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X,
e que verifica a condi¢ao de Lipschitz (3.27), com L(-) tal que || L]~ seja suficientemente

pequena. Entao existe uma unica solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica de
(13.1) em X,.

No processo para obter o proximo resultado, vamos requerer a seguinte hipotese

(C4) Assuma que f: R x X, — X ¢ localmente Lipschitz continua com respeito a segunda
variavel, isto é, para cada numero positivo o, para todo t € R e quaisquer x,y € B, (X)
no6s temos ||f(t,z) — f(t,9)|| < Ls(o)|lz — ylla, onde Ly : [0,00) — [0,00) é uma

fungao nao decrescente.

Teorema 3.19. Seja f: R x X, — X uma funcao limitada sobre conjuntos limitados de
X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de

X, e que satisfaz a condigao (C,). Se existe v > 0 tal que

1
(M@ T(1 = )+ Cl@)d™) (Lytr) + T sup 0. 0)]) < 1,
teR
entao existe uma solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica (3.1) em X,.

Demonstragdo. Definimos o mapa A™ sobre o espago PSAP,(R; X,) pela expressao
(3.10). Seja u em B, (PSAP,(R; X,)), entdo

Sup A u(t) || < <M(a)70‘—11“(1 — )+ @) (L(r) + %ilelRl? I1£(t, O)H) r<r.

Portanto B,(PSAP,(R; X,)) ¢ invariante pelo operador A™. Por outro lado, A" é uma

v-contragao, onde v = (M(a)éa_ll“(l — )+ %

do teorema. O

) L(r). Isto completa a demonstragao

3.4 Aplicacoes e Métodos

Nesta se¢ao, nés mostramos aplicacoes concretas de nossos resultados como também

aplicamos nossos métodos para equacgoes fracionarias.
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Exemplo 3.20. Dado k£ > 0, consideramos o sistema escalar

{x’(t) = —ka(t) + f(1),
y'(t) = kyt)+ fo(t),

ondet € Re fi, fo € PSAP,(R;R). Observamos que (3.28)) pode ser reescrita na forma

(3.28)

Z(t) = Az(t) + g(t), (3.29)

. —k 0
0 k

Claramente o(A) NiR = ) e portanto

e

co1m

y(t) = — /00 ek(t_s)fg(s)ds.

t

Vamos considerar outro tipo de problemas. Comegamos com:

Exemplo 3.21. Consideremos a : R — R uma funcao pseudo S-assintoticamente w-
periédica; sejam L : R — R uma funcdo continua integravel e ¢ : R — R uma funcao

Lipschitziana com ¢(0) # 0. Consideramos o seguinte problema

%u(t,x} = %u(t, ) + a(t) sin(L(t))g(u(t, ))®o(z), t € R, x € RT, (3.30)
lim u(t,z) =0, t € R, x € R,
T—00

com @y € Co(RT) N LY(RT, e"dr). Para estudar este problema na forma abstrata (3.1)),
nos trabalhamos no espago de Banach X = Cy(RT) N LY (R*, ¢"dr) munido com a norma

zllx = |]lc,®+) + 2|l e+ erar)- Seja A o operador dado por Ay = ¢' com dominio
D(A)={pe X :peC'(R"),¢ € X}.

Observe que o(A) NiR =@ (ver (93)). Nos podemos agora formular nosso resultado como

segue.

Proposigao 3.22. Assuma que a norma L' da fungao IN/() em (3.30) € suficientemente
pequena e que existe K, > 0 tal que |g(x) — g(y)| < K,|x — y|, para quaisquer x,y € R.

Entao existe uma inica solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periodica de (3.30)).



Capitulo 3. Periodicidade assintdtica para equagoes de evolugdo hiperbolicas 63

Demonstracao. Para a conveniéncia do leitor, nés discutiremos brevemente alguns argu-
mentos da demonstragao da proposi¢ao. O problema pode ser modelado como uma
equagao diferencial abstrata da forma definindo u(t)(x) = u(t,x), t € R, x € RT;
parat € R, p € X e x € R, definimos f(¢,¢(x)) como a perturbacao associada ao

problema ((3.30)) e seja K um subconjunto limitado de X. Temos as seguintes estimativas:

sup [ f(t, 0)llx < llallcym (Kg sup [[oflx + Ig(0>|> [[Pollx (3.31)
peK peK

£t ) = f(s, o)l < (Ia(t) — als)| + la(s)|| L(t) — i(S)}) (Kyllellx + 19(0)]) |o] x,
(3.32)

t

1 1 [t 1 N
% sup || f(s +w, @) — f(s,0)||xds < (g/ la(s + w) —G(S)\d3+;HCLHCb(R)HLHl)
—t peK —t

Y (Kg sup [lellx + \g<o>|) 1B, (333
peK

1£(t @) = F(t ) x < Kgllalleym L)1 Rollo,@ e — ¢llx, (3.34)

onde t,s € R e p,v € X. Além disso, nao é dificil observar que as estimativas
e implicam que f : R x X — X é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periddica sobre conjuntos limitados de X. Note que implica que f é limitada sobre
conjuntos limitados de X. Da estimativa segue a condi¢do de Lipschitz (3.8) com
L(t) = K,||allc,) |®ol| e+ L(t)|. Suponha que ||L]|; é suficientemente pequeno, pelo
, o problema possui uma tnica solucao branda pseudo S-assintoticamente

w-periddica. O

Exemplo 3.23. Dado b > 0, consideramos a seguinte equacao diferencial parcial

o) o 9)
au(t,x) = @u(t,x) +bu(t,x) + f <t, %u(t,x)> , teR, x €][0,1],

u(t,0) =u(t,1) =0, t € R,

(3.35)

onde u(t,r) € R e f é uma funcao continua definida sobre R?. Definimos o operador A

por Ap = ¢ 4 by, sobre o espago X = C([0,1]), com dominio

D(A) = {p € C*([0,1]) : ¢(0) = p(1) = 0}.

E conhecido que A é um operador setorial e, portanto, A é o gerador de um semigrupo
analitico que nao é fortemente continuo no zero (14)). Além disso, o espectro de A é dado
por o(A) = {b—n27% : n € N}. Tomando b tal que ¥ € (1,00) \ Q, entdo o(A) NiR = 0.

™

Portanto, o semigrupo analitico gerado por A é hiperbolico. Tomamos X, = D4(a, 00),

ver (Observagao 2.46, 3 < a < 1, entdo

Xo=C5([0,1]) = {w € C**([0,1]) : (0) = (1) = 0}.
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Em (3.35) nés supomos, por exemplo, um termo néo linear F' : R x C2%([0, 1]) — C([0, 1])

dado por
ka(t)

1+ (@))

onde a(+) é uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica. Note que F' é uniforme-

F(t,p)(x) = f(t,¢'(z))

mente pseudo S-assintoticamente w-periédica sobre conjuntos limitados de C2%([0, 1]) e ¢
globalmente k||al|c, w)-Lipschitziana. Se k ¢ suficientemente pequena, entao, pelo
deduzimos que (3.35)) possui uma tnica solugdo branda pseudo S-assintoticamente

w-periddica.

Exemplo 3.24. Sejam a : R — R uma funcao pseudo S-assintoticamente w-periodica e
h(t) uma funcao continua tal que h(t) > 1 para todo t € R e h(t) — oo quando |t| = oo.
Seja f : R — R uma funcdo tal que |f(z) — f(y)| < ®(|z — y|), para quaisquer =,y € R,
onde @ : [0,00) — [0, 00) é uma fungao continua nao-decrescente que satisfaz as hipoteses
(F1) e (F2) de (13} Secao 4), que sao

(F1) @, = sup,>,®(t) < oo, (0) =0,

(F2) Para todo o > 0, / o <%) ds < +o0.
NS s
Consideramos a seguinte equagao diferencial parcial

%u(t, x) = %u(t, z) + ou(t, ) + a(t)f (/O7r =t (t)u(t, C)d{) Oy(z),t € R,z € [0, 7],

u(t,0) =u(t,m) =0, t € R,
(3.36)
onde 0 > 0, e ®y € L?[0, 7].

Definimos o operador A por Ay = 9" + o1, para todo ¢ € D(A), onde
D(A) ;= {y € L*[0,7n] : " € L*[0,7] e ¥(0) = () = 0}.

Observamos que A é setorial, e portanto A é o gerador de um semigrupo analitico T'(¢). O
espectro de A é dado por o(A) = {—n? + 0 : n € N} tal que o(A) NiR = (), sempre que
o # n?, para cada n € N. Entao o semigrupo T'(t) é hiperbolico.

Seja f(t,¢) dada por

F(t0)(@) = a(t)] ( / ' hl(t)w(C)dC> Bolx), t € R, ¢ € L7[0,7].

Consideremos K um subconjunto limitado de L*0, 7], sejam u e v em Cj,(L*[0,7]) e

@, € L?[0,7]. Temos as seguintes estimativas:

1) lom < lal®)] (@ (07 OVTellizom) + 1FO)) @020

< alloyw (® (Valglizom) + FO)]) [olzon,  (3:37)
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£t ) = F&, ) 200 < Nlallc,@ |1 Poll 20, @ (V7 lle — ¢l L210,) (3.38)
1 t
5 sup  ||f(s+w, @) — f(s,0)| 20,xds

—t ”‘P”L?[OJ—] <r

< (8 + 1FON) 1@alisg (55 [ lalo-+) = alolas)
Hlloallollas (5 [~ 250 )as), (3.39)

A0 _ 2Nl (2o +170)) 1ol
ht)  — ph(t) ’

(3.40)

Sl eI f (s uls)) = fls,v(s)) | zmds + [ e f(s,u(s)) = f(s,0(5) |l n2p0.mds
< Zllallcy@ ol 2 ® (vallu — vlla) -
(3.41)

De deduzimos que f : R x L?[0, 7] — L?[0, 7] ¢ limitada sobre conjuntos limitados
de L?[0,7]. A estimativa implica que f é uniformemente continua sobre conjuntos
limitados de L%[0,7]. A estimativa implica que f é uniformemente pseudo S-
assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de L*[0,x]. De podemos
definir W em (PS2) como W(€) = ||al|c, @) (®(v/TE) + | F(0)])[|®o || 2j0.- Segue de
que a condi¢ao (PS3) ¢é satisfeita. Como ®(-) é continua, a estimativa (3.41) mostra
que (PS4) é assegurada. Observamos que (94, Teorema 1) implica que a condigao (PS5)

esté assegurada. Pelo [Teorema 3.13| o problema ((3.36)) possui uma solug¢ao branda pseudo

S-assintoticamente w-periddica.
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4 Periodicidade assintotica para siste-

mas de estruturas flexiveis

4.1 Introducao

A dinamica de vibragoes lineares de estruturas elasticas é matematicamente regida
por uma equagao de onda (35). Porém, a dindmica das vibragoes elasticas de estruturas
flexiveis é, na pratica, nao-linear. Em (29)), Borse e Gorain mostraram que a dinamica
de vibragoes de estruturas flexiveis que possuem material de amortecimento interno é

modelada por uma equacao da forma
M+’ = A (Au+ pAu'), 0< <y,

sobre um dominio limitado € em R™ com fronteira suave I', em que A denota o operador

Laplaciano e ¢ > 0 ¢é a constante velocidade de onda.

Nosso propoésito é analisar a periodicidade assintotica da equacao
M (t,x) +u(t, 1) — A(Au(t, v) + pAd' (t,x)) = g(t,u(t,z)), t > 0.

Observamos que por (40) o operador A ¢é o gerador de uma familia (), ¢, ¢?u)-regularizada
em L? (ver [Definicao 4.1)).

Consideremos a seguinte equacao abstrata
au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU'(t) = f(t), t >0, (4.1)

em que A é um operador linear fechado agindo sobre um espaco de Banach X, o, 8,7 € R
e f é uma funcao com valores em X. Estamos interessados com o estudo de condigoes
suficientes para a existéncia e unicidade de uma solucao branda pseudo S-assintoticamente

w-periddica para equagoes semilineares abstratas da forma

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — yAU' (t) = f(t,u(t)), t > 0. (4.2)
Isto é conseguido por um método misto, combinando ferramentas de certas familias
fortemente continuas da teoria de operadores com a teoria de ponto fixos.
4.2 Familias regularizadas

Sejam «, 3,7 > 0 dados. Seguindo (37)), denotamos

a(t) = —(af —v) + t+ (af — fy)e’t/a, teRT, (4.3)
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k(t) = —a+t+ae™* t € R (4.4)

A fim de dar uma definigdo consistente de solugao branda para a equagao (4.2)) com
base em uma abordagem teorica de operadores, definimos familias (o, 3, v)-regularizadas

como segue.

Definigao 4.1. (37) Seja A um operador linear fechado com dominio D(A) definido sobre
um espago de Banach X. Dizemos que A é o gerador de uma familia (o, 3, v)-regularizada

{R(t)}+>0 C B(X), se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

(R1) R(t) é fortemente continua sobre RT e R(0) = 0;
(Ra) R(t)D(A) C D(A) e AR(t)x = R(t)Az, para todo x € D(A), t > 0;

(R3) A seguinte equagao é assegurada:
t
R(t)r = k(t)x + / a(t — s)R(s)Axds, para todo € D(A), t > 0.
0
Neste caso, R(t) é chamada familia («, 3, v)-regularizada gerada por A.

Por (95)), resultados sobre perturba¢ao, aproximagao, comportamento assintotico,
representagao, bem como tipos de teoremas ergodicos para familias (o, 5, y)-regularizadas
podem ser deduzidos do contexto mais geral de familias (a, k)-regularizadas. Notamos que

uma familia (o, 5, v)-regularizada corresponde exatamente a uma familia (a, k)-regularizada,

com a e k definidas em (4.3)) e (4.4)), respectivamente.

Observagao 4.2. (37) A é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada se, e somente

se, existe 2 > 0 e uma fun¢ao fortemente continua R : R™ — B(X) tal que

A2+ a)? -
¢ 2 3 1
1 (X +a) - /°° iy )
—A T = e "R(t)xdt, Rel > i, v € X.
B+’M(5+M ) 0 ©) g

Observacao 4.3. Seja —B um operador auto-adjunto positivo sobre um espaco de Hilbert
H tal que aff < . Entao B é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada limitada
sobre H, {R(t)}+>0, que é dada por

A 1 A2+ a\d -1
R(A)_BJW/\ ( B+ A _B> ’

ReX > 0, em que R denota a Transformada de Laplace de R, mais detalhes sao feitos em
(40).
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Como na situagao da teoria de semigrupo, temos diversas relagoes de uma familia

(o, B, v)-regularizada e seu gerador.

Proposicao 4.4. (37) Seja R(t) uma familia («, 5,7)-reqularizada sobre X com gerador
A. Entao:

(a) R(-)x € C*(R"; X), para todo x € D(A);

(b) Sejax e X et >0, entdo f(f a(t — s)R(s)xds pertence a D(A) e
t
R(t)r = k(t)x + A/ a(t — s)R(s)zds.
0

O seguinte resultado é uma extensao da féormula de variacao de parametros padrao
para o problema de Cauchy de segunda ordem, o qual d4 uma descricao completa das
solugbes para a equagao linear abstrata com condigdes iniciais u(0) = x, v/(0) = v,
u”(0) = z, considerando A o gerador de uma familia («, /3, y)-regularizada R(t). Por uma
solucdo forte de nos entendemos que é uma fungao u € C'(R™; D(A)) N C3(RT; X)
tal que v’ € C(R*; D(A)) e que verifica (4.1)).

Proposicao 4.5. (37) Seja R(t) uma familia («, 5, 7)-reqularizada sobre X com gerador
A. Se fe L, .(RT,D(A?%), x € D(A%), y € D(A?) e z € D(A?), entio u(t) dada por

loc

u(t) = aR"(t)m+R'(t)x—vAR(t)x—i—ozR'(t)y—l—R(t)y—i—aR(t)z—l—/tR(t—s)f(s)ds, t>0,
’ (4.5)
¢ uma solugao de (4.1).

4.2.1 Regularidade da convolucao

Assuma que A é o gerador de uma familia (a, 3, v)-regularizada e diferenciavel
R(t). A seguinte hipotese foi introduzida em (37)):

(ED) Existem constantes M > 0 e p > 0 tais que [|R'(¢)||sx) + [|R(t)||px) < Me™#,
para todo t > 0.

Para resumir, dizemos que R(t) e R'(t) sao exponencialmente estaveis. O seguinte resultado
sobre regularidade da convolugao sob fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas é

um ingrediente essencial para obtermos nossos resultados.

Lema 4.6. Seja R(t) uma familia (o, B,7)-regularizada exponencialmente estdvel sobre X

com gerador A. Se u pertence a PSAP, (X), entdo a fungio v : [0,00) — X definida por

v(t) = /0 R(t — s)u(s)ds

pertence & PSAP,(X).
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Demonstracao. Temos a seguinte estimativa

t
e M
o)l x < M]Julloo / etds) < fulls

em que M ¢ a constante envolvida na condi¢ao (ED). Consequentemente v € Cy([0, 00); X).

Ademais, para t > o > 0, obtemos

1 t M t w
2 [+ —o@lsdr < F [ [ e cagar
vy / / e u(€ +w) — u(€)| xdédr
M t TH+w e
< 7/0/ e u(r +w — €) xdédr

M t t
5 [ [ e oule +w) - @) xdrag
0 J¢
Agora, estimaremos os termos [;(t) separadamente.

Para o primeiro termo do lado direito nés temos

M o t Ttw M . t M N
[1(t) < M/ / e—,uédng < ||UH w / e dr < HUH w
t 0 T t 0 lu/t

Y

de onde nos inferimos que

I,(t) - 0 quando t — oo.

Estimamos o segundo termo por

nw = 3 ([7 i) lute+ o) —uolg
M

< S ([Ter) ([ e+ - wtehiae)
= A [ e - uocae).

0 que mostra que

t—o00

Isto completa a prova que v € PSAP, (X). ]

4.3 Existéncia de solucoes pseudo S-assintoticamente
w-periodicas

Nesta secao, discutimos a existéncia de solugoes pseudo S-assintoticamente w-

periddicas para as equagoes (4.1]) e (4.2)).
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4.3.1 O caso linear

Nesta subsecao, examinamos a existéncia e unicidade de solugdes pseudo S-assinto-

ticamente w-periddicas para a equacao linear abstrata (4.1)).

Teorema 4.7. Seja R(t) uma familia (o, B,7y)—regularizada sobre X com gerador A
que satisfaz a condigio (ED). Se f € PSAP,(X) ¢ tal que f(t) € D(A?) para todo
t > 0, entao a equacao com condigoes iniciais u(0) = 0, u'(0) = y € D(A?) e
u”"(0) = z € D(A?) possui uma unica solugdo forte u € PSAP,(X).

Demonstragdao. Considere f em PSAP,(X) tal que f(t) € D(A?) e y,z € D(A?). Da
[Proposigao 4.5 a solugdo para a equagao (4.1]) é dada por

u(t) = aR'(t)y + R(t)y + aR(t)z + /Ot R(t —s)f(s)ds.

O implica que a funcao t — fg R(t — s)f(s)ds é pseudo S-assintoticamente

w-periodica. Além disso, nao é dificil verificar que

o [ R+~ R

t
«
< & [ IR G +w)y - R @yldr
0

X
2M t 2M
< 20 [ ermar) iyl < 22
t 0 ut
por isso
t
lim & [ (R(r +w) — R/(r)y)dr = 0. (4.6)

t—oo t 0

Podemos deduzir por um caminho anélogo que R(+)y ¢ uma func¢do pseudo S-assintoticamente
w-periodica. Portanto, u € PSAP,(X). O

Observagao 4.8.

(a) Um resultado similar ao teorema anterior foi obtido em (37) onde foi assumido que

a perturbagao f fosse uma fungao assintoticamente w-periodica.

(b) Em (43), Cuevas e Lizama estudaram a boa colocagao em espagos de Holder para a
equagao (4.1)) definida em R. Para obter seus resultados, eles usaram um teorema de
multiplicador devido a Arendt et al. (44, Teorema 5.3).

Corolario 4.9. Seja R(t) uma familia (0, 8, B)-regularizada sobre X com gerador A e
assuma que R(t) tende a zero exponencialmente quando t — co. Se f € PSAP,(X) € tal
que f(t) € D(A?) para todo t > 0, entio a equagdo

{ w'(t) = B(Au(t) + Au'(£)) + f(t), ¢ >0,
uw(0) =0, ¥/ (0) =y € D(A?),

possui uma solugdo uw € PSAP,(X).
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4.3.2 O caso semilinear

Agora, nés vamos considerar a equagao (4.2) com condig¢oes iniciais

u(0) =0, u/'(0) =y, u"(0) = z. (4.7)

Para comegar, vamos relembrar a definigao de solu¢ao branda para (4.2)-(4.7).

Definigao 4.10. (37) Seja R(t) uma familia («, 3, 7)-regularizada sobre X com gerador

A. Uma funcao continua u : R — X satisfazendo a integral
t
ult) =R W)y + ROy + Rz + [ Rit = )f(s,uls))ds,
0
onde y, z € X, é chamada solugao branda para o problema (4.2)-(4.7).

Inicialmente nos estudaremos condi¢oes para existéncia e unicidade de solucoes

brandas do problema (4.2))-(4.7) quando a funcao f for Lipschitz continua.

Teorema 4.11. Seja R(t) uma familia («, 3,7)-reqularizada sobre X com gerador A
que satisfaz a condi¢ao (ED). Assuma que f : [0,00) X X — X € uma fungao conti-
nua assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X, e que verifica a condi¢ao
de Lipschitz

It 2) = f(ty)llx < Lylle —yllx, VEERT, Yo,y e X (4.8)

Se %Lf < 1, entao existe uma unica solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periodica

u(-) de (@.2)-(4.7).
Demonstragao. Definimos o operador A sobre o espagco PSAP,,(X) pela expressao
t
Au(t) = oR'(t)y + R(t)y + aR(t)z + / R(t — s)f(s,u(s))ds. (4.9)
0

Mostraremos inicialmente que Au estd em PSAP,(X) sempre que u € PSAP,(X). Segue
de nossas hipoteses que f(-,u(+)) é uma fungao limitada. Além disso, usando a condigao

(ED), obtemos a seguinte estimativa:
M
[Auleyo.erx) < (o + DMlyllx + aMllzix + == ¢ ut Do (4:10)

Da demonstragao do os primeiros trés termos do lado direito de (4.9)
sao funcoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Por outro lado, pelo [Lema 2.13]

a funcdo s — f(s,u(s)) é pseudo S-assintoticamente w-periodica, logo, pelo [Lema 4.6]
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fOtR(t — s)f(s,u(s))ds € PSAP,(X). Além disso, para u,v € PSAP,(X), temos a

estimativa

[Au(t) = Av(B)]| < M/O e I Lsllu(s) - v(s)llxds

t
< MLf (/ €'usd3) “u - UHCb([O@O)?X)
0

o ML

1w — vl ey ([0,00):%) 5

o que prova que A é uma contragao sobre o espago PSAP, (X), disto, nés concluimos que

A possui um tnico ponto fixo u € PSAP,(X). A demonstragao estd completa. H

Observacgao 4.12. Sob as condi¢oes do [leorema 4.11] nés temos a seguinte estimativa

para a solucao u(-) de (4.2))-(4.7):

Ju()] x M
sup 7= < M((a+ 1Dlyllx + allzllx) + —1F (-, 0)lley qo00):x)-
>0 e S U
De fato,
t
lu(®)llx < Me " ((a+1)llyllx +allz]lx) + M/ e || f (s, uls))l|xds.
0
Logo

t t
elu(®)llx < M((e+ 1)Hy|\x+OtHZHx)+M/ e“SHf(&O)deSJrMLf/ e"[u(s)|| xds.
0 0
Usando a desigualdade de Gronwall-Bellman, segue que
M t
ol < (el Dlls +allsle) + 31 [ (5, 0)wds ) Mo
0

M
< (M((a +1)[lyllx + ellzlx) + FHf(', O)ch([o,oo)m) eMht,

Portanto H (t)H M
Uu X
ToMIg < M((a+Dllyllx + alz]x) + 7”]”(', 0) [l (10,00); ) -

Isto conclui a discussao da [Observacao 4.12]

A observagao seguinte pode ser pensada como um resultado de perturbacao.

Observagao 4.13. Sob as condigoes do com a constante de Lipschtiz L

nao necessariamente pequena, existe um g > 0 tal que, para qualquer A\ € [0, \g], o

Teorema 4.11| pode ser aplicado para a fungao Af (¢, x).

Observagao 4.14. Um resultado similar ao teorema anterior foi obtido em (37) quando

f, satisfazendo (4.8]), é assintoticamente quase periodica, ver [Definicao 2.3
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Antes de discutir o préximo teorema, temos a seguinte observacao.

Observacao 4.15. Consideremos o seguinte problema semilinear

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' (t) = f(t,u(t),u'(t)), t >0, (4.11)

u(0) = 0, w/(0) =0, u"(0) = 2, (4.12)

em que A é o gerador de uma familia («a, 3, v)-regularizada R(t) que satisfaz a condigao
(ED), e f:[0,00) x X x X — X & uma funcdo continua assintoticamente limitada sobre
conjuntos limitados de X x X e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica

sobre conjuntos limitados de X x X tal que

1tz 2") = f(ty.4)x < Lallz = yllx + Loll2’ — ¢'llx, ¥V 2,y,2"y € X,t > 0.
Por (96), uma fungao continua u : R™ — X satisfazendo a equagao integral
t
u(t) = aR(t)z + / R(t — s)f(s,u(s),u'(s))ds, ¥Vt >0,
0

onde z € D(A), é chamada solu¢do branda para o problema (4.11))-(4.12]).

Dizemos que f é uma funcao pseudo S-assintoticamente w-peridédica diferenciavel
se f, f' € PSAP,(X). Note que se f € PSAP,(X) é diferenciavel e f’ é uniformemente
continua, entao f' € PSAP,(X). Denotamos por PSAP(X) o conjunto de todas as
fungoes pseudo S-assintoticamente w-periodicas diferenciaveis. O conjunto PSAPL(X) ¢
um espago de Banach munido com a norma || f{|psarix) = || f|lcyqo.00):x) + 11l (0,000:%) -

Repetindo maior parte das demonstracoes anteriores, nao é dificil observar que se
2max{ Ly, Ly} Mpu~! < 1, entao o problema — possui uma tnica solucao branda

pseudo S-assintoticamente w-periddica diferenciavel.

Demonstracio. Definimos o operador A sobre o espaco PSAP}(X) por

Au(t) = aR(t)z + /0 R(t — s)f(s,u(s),u'(s))ds.

Como R(0) =0 e z € D(A), entdo

(Au)' (t) = aR'(t)z + /0 R (t — s)f(s,u(s),u'(s))ds.

Pelos Lemas e , as funcoes Au e (Au) pertencem a PSAP,(X). Portanto, A :
PSAP!(X) — PSAP!(X) estd bem definido. Com alguns célculos mostra-se que o
operador A é uma 2M max{Ly, Ly} u~'-contracao. ]
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Antes do proximo Teorema, vamos definir o espaco ergddico
1 /7
PAPy)(X) = {gb € Cyp([0,00); X) = lim —/ lo(t)|| xdt = 0}. (4.13)
T—oo T 0

E conhecido que uma funcdo u pertence a PAPy(X) se, e somente se, para cada € > 0, o

conjunto C, = {t € [0,00) : ||u(t)||x > €} é um conjunto ergodico (97)).

Teorema 4.16. Seja R(t) uma familia (o, B,7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condicao (ED). Seja f : [0,00) x X — X uma fun¢do assintoticamente limitada
sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica

sobre conjuntos limitados de X e que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz
If(t.2) = fty)lx < Ly®)llz —yllx, VEERT, Va,y € X, (4.14)

em que Ly : [0,00) = RT € uma funcgdo integrdvel e limitada sobre [N, c0), para alguma
constante N > 0. Entao o problema (4.2))-(4.7)) possui uma tinica solug¢io branda pseudo

S-assintoticamente w-periodica.

Demonstrag¢ao. Usaremos as mesmas notagoes da demonstragao do |[leorema 4.11] Dividi-

mos a demonstragao em dois passos.

Passo 1. O primeiro passo em nossa analise serd provar que A estd bem definido.
Inicialmente observamos que f satisfaz a condi¢ao (C1) do . De fato, sejam u e
v pertencentes a Cy([0, 00); X)) tais que v — u esta no espago ergodico PAP,(X), definido
em (4.13). Tomamos K = Im(u) U Im(v). Pela Defini¢ao 2.12] existe Tk > 0 tal que
o conjunto {f(t,x) : t > Tx,x € K} é limitado. Por outro lado, existe N > 0 tal que
{Ls(t) : t > N} é limitado. Escolhemos T" = max{N,Tx}. Como f, u e v sao fungdes

continuas, logo f(-,u(-)) e f(+-,v(:)) sado limitadas em [0, T]. Tomamos

LY :=sup Ly (1),
>N

Kuw = sup [[f(s,u(s))llx + sup [[f(s,v(s))llx,
t€[0,T7] t€[0,T]

Krx:= sup [ f(t,2)]x,
(t,z)€[T,00) X K

e para € > 0, tomamos C. = {t € [0,00) : [[v(t) — u(t)|| > €}. Para t > T,

o] W) = ssoelinds < 5 [ o) = sl ol s
1
o [ G ms) = S, s

1
s [ Ll - o) s
[TH\Ce

1 2 L3
S EICUWT + ;ICTJ()\(OE N [T, t]) + TE(t - T)
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Como Cjs é um conjunto zero ergddico, logo limy_, fot | f(s,u(s)) — f(s,v(s))|lxds = 0.
Por conseguinte, se u pertence a PSAP,(X), entdo segue do que a funcao s —
f(s,u(s)) é pseudo S-assintoticamente w-periodica, e, pelo [Lema 4.6, Au € PSAP,(X).
Portanto A estéd bem definido.

Passo 2. O mapa A possui um tnico ponto fixo em PSAP,(X). Se u,v € PSAP,(X),

entao

lAu(t) — Av()lly < M / B9 L1 (5) us) — v(s)||xds

< M ( / Lf<s>ds) It = lleyomerny

< M| Lglillw = vl ey (10,00):)

Portanto,

I - Wl < o ( | Ly ([ zotrrar)as) = vleyomc

2

M2 t
< 5 ([ 2t = vllagoms

(M| L|1)?
< Tllu — V|l ([0.00): %)

Em geral, temos a seguinte estimativa

) - @i < D e, g0 (4.15)

Como

W < 1 para n suficientemente grande, pelo Principio dos Iterados (ver

Corolario 2.60]), A possui um tnico ponto fixo u € PSAP,(X). Isto conclui a demonstragao.
]

Observacgao 4.17. Observamos que para obter (4.15) é suficiente supor que a funcao
t — R(t) seja limitada, isto &, sup,c(g ) [|R(t)|l50x) < +00. Mas a condigao de R(t) ser

integréavel foi necessaria para usar o |Lema 4.6|

Um resultado similar pode ser estabelecido quando f satisfaz uma condicao Lipschitz

local. Denotamos
0= (a+1)M|yllx +aM|z]x, Ci:=Ls(0)0+suplf(s,0)]x,
s>0

em que M é a constante da condigao (ED). Consideremos a condigao enunciada no

Corolario 214

(Croc) Para cada o € RT, para todo t € Rt e quaisquer z,y € B,(X) temos

1f(t2) = F&9)lly < Li(o)]lz = yllx,

em que Ly : [0,00) — R* é uma fungéo continua.
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Temos o seguinte resultado.

Teorema 4.18. Seja R(t) uma familia (c, B,7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condi¢ao (ED). Seja f :[0,00) x X — X uma fun¢dao assintoticamente limitada
sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica
sobre conjuntos limitados de X, e que satisfaz a condigao (Cpe). Se existe v > 0 tal

que % (Lf(Q +7)+ %) < 1, entao existe uma solugao branda pseudo S-assintoticamente

w-periddica u(-) de (4.2])-(4.7)

Demonstragao. Observamos que como f é assintoticamente limitada sobre conjuntos

limitados de X, logo f(-,0) é uma fungao limitada sobre R*, portanto C; < +oo. Tomamos
PSAPY(X) = {u € PSAP,(X) : u(0) = 0}.

E claro que PSAPY(X) é um subespaco fechado de PSAP,(X). Seja A® : PSAP%(X) —
PSAPY(X) o mapa definido por

A%u(t) = /0 R(t —s)f(s,aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))ds, (4.16)

em que u € PSAPY(X). Visto que s — aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z é uma fungio pseudo
S-assintoticamente w-periddica, logo s = oR/(s)y+R(s)y +aR(s)z+u(s) € PSAP,(X).

Do [Corolario 2.14] a funcao

s — f(s,aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))

¢ pseudo S-assintoticamente w-periodica, e usando o [Lema 4.6|, concluimos que A® esta
bem definido.

Para u,v € PSAPS(X) com ||ul|c,((0,00):x) ||Vl cy(0,00):x) < 7, obtemos que

[Au(t) = A%v(@)llx < M/O e ML (0 + 1) [[uls) — v(s)l|xds

t
< ar ([ ) 10+ )l - oo
0
M
< gLf(Q + 1)l = vllcy (0,000, %) -
Portanto,

[A®u — A%l (10,00):x) <

L (0 +7)lu— vy o,00):x)-

=5

Por outro lado, para u € PSAPY(X) com ||ul|c,(0,00):x) < 7, temos

i

M M
AUl ¢y (0,00):x) < FLf(9+7“)HUHCb([o,oo);X)+701

M
< _(Lf(0+T)+g)TST.
W r
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Das estimativas acima, segue que A® é uma contragao sobre B,.(PSAP%(X)). Entao
existe um tnico ponto fixo u € B,(PSAP?(X)) para o operador A®. Para finalizar a

demonstragao, nés observamos que
v(t) = u(t) + aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z
é uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periodica de (4.2)-(4.7)). O

Teorema 4.19. Seja R(t) uma familia («, B,7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condi¢io (ED). Assuma que f :[0,00)x X — X € uma fun¢ao assintoticamente
limitada sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periodica sobre conjuntos limitados de X e que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz , em

que Ly : [0,00) — R € localmente integrdvel. Tomamos

¢
We(t) = M/ e ML (s)ds,
0

em que M e p sao as constantes envolvidas na condigao (ED). Suponha que as sequintes

condicoes sao cumpridas:

(W1) sup We(t) < 1,
>0

1 l
(W2) Tim ~ / W, (t)dt = 0.
[—00 l 0

Entao o problema (4.2))-(4.7) possui uma solug¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstragao. Definimos o mapa A sobre o espago PSAP, (X) pela expressao (4.9). Para

u € PSAP,(X) abreviamos a notagao escrevendo

V(t) = /O Rt — ) f(s, uls))ds. (4.17)

Primeiro provaremos que A é bem definido. Tomamos € > 0 e o conjunto B = Im(u),
dado que f é uma funcgao assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, e
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X,
existe T' = T'(B) suficientemente grande tal que { f(¢,u(t)) : ¢ > T } é limitado e

1 t
—/ sup || f(s +w,x) — f(s,x)||xds < ﬁ, para t > T. (4.18)
t Jo zeB 2M

Escolhemos
ICu = sup || f(t,u(t))| x,
>T

Ko = sup [[f(t u(t))]|x-

t€[0,T]
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Uma vez que f(-,u(-)) é uma fungao continua, logo K7 < +00. Observamos que

sup ||f(t,2)|lx < Ku+ Kr.
t>0,2€B

Portanto,
M
[Aul|cy(o,000x) < (a0 + 1) Mllyllx + aM|z]|x + M(/Cu+/CT),

o que mostra que Au é uma fungdo limitada em [0, c0). Como, por (4.6), aR'(*)y, R(-)y
e aR(-)z pertencem a PSAP,(X), resta mostrar que a fungdo V(-) dada por (4.17))
pertence a PSAP,,(X). Visto que f nao é necessariamente assintoticamente uniformemente
continua sobre conjuntos limitados de X, nao podemos usar o lema de composicao. Para
superar esta dificuldade nés precisamos usar uma decomposicao adequada da funcao

fo (t +w) — V(t))dt. Para | > T, temos a seguinte decomposigao

7 [ v = 3 [ [ R )6+ wuts+ ) = s, uls))dsd

; %Ai[R@—QU@+ww@+w»—ﬂ&M$D%ﬁ

i %/Ol/ttwR(s)f(ter—s,u(t+w—8))d8dt

= [ [ RO 5t s b )~ ot asa
bg [ R 6 et ) = s+ s
; %Ai[R@—$U@m@+w»—ﬂ&MQD®ﬂ

1 l t+w
+ j/o /t R(s)f(t+w — s,u(t +w — s))dsdt

Abaixo, estimaremos cada um dos termos [;(1), 1 <i < 4, da expressao acima separada-

mente.

e Para o termo [;(l) podemos verificar a seguinte estimativa:

2M
Il < (/‘/’-WMﬁ)pﬁﬁgu@wm

2M
< T+—-(1—e*")) (K,+K
() s
2M 1 1
S - (T + _> (Icu + ,CT)_7
p It !
o que implica que
lim [;(1) = 0. (4.19)
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e Para estimar I5(l), primeiro vamos decompor I5(l) como abaixo
1 l T
L(l) = —/ / Rt —s)(f(s +w,u(s +w)) — f(s,u(s +w)))dsdt

//Rt—s (s +w,u(s +w)) — f(s,u(s +w)))dsdt
= +[2

Agora nos estimaremos os termos I4(1), i = 1, 2.

ee Para o termo I3(I), noés obtemos

IO / / M| £ (s + w, us +w)) — (s, u(s +w)) | xdsdt
< M / e ( / sup [ +,5) = f(5,2)lLxds )

zeB

M —u(t-T) [ L ' _
< / z ( / sup | (s + .2 f<s,a:>||xds> it
—put M€
< Tl (/0 ”dt) 5 <5 (4.20)

ee Para o termo I3(I) nés temos a seguinte estimativa
M l l
15O < T [ [ e+ wuts ) = fls,uls + ) Lxdsde
< / (/ e “(ts)dt) sup || f(s +w,x) — f(s,2)||xds

zeB
< ——/ sup || f(s +w,x) — f(s,z)||xds < € (4.21)
M l 0 zeB 2
De (4.20) e (4.21) segue que ||I2(])||x < €, para todo | > T, portanto
lim I5(l) = 0. (4.22)
l—o0
e Estimamos o termo I3(l) por
M w(t—s)
IO)x < 1f (s, u(s +w)) = f(s,u(s))|| xdsdt
M
< / / ML () s + w) — u(s) | xdsdt
< Aullaomrny [ Wilo)
de onde,
lim I5(1) = 0. (4.23)

l—00
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e Finalmente, para o termo I,(1) nds temos

M l t+w
IL(D|x < T// e M ft+w—s,ult+w—s))|xdsdt
0 Ji

M

< —( sup ||ftf€||x) / / e dsdt
[ t>0,zeB
M

< —w( sup ||f(t,$)||x)/ e Mdt
[ t>0,z€B 0

<

Mo (s Ireol ).

o \i>00eB

o que implica que
lim 1,(1) = 0. (4.24)

l—00

De (4.19),(4.22),(4.23) e (4.24), segue que

I
%/ (V(t+w) —V(t))dt — 0, quando t — co.
0

Por fim, provaremos que A é uma contracdo de PSAP,(X) nele mesmo. Se u,v €
PSAP,(X) et >0, entdo

IAut) = Aol < M [ MG uls) = Fsso(s))lds
< M [ ML) )  ofs) s
< (s /0) lu — llesgomrc

Da condi¢ao (W1) concluimos nossa afirmagao. Isto completa a demonstra¢ao do
rema 4.19| O

Observagao 4.20. Resultados similares aos Teoremas o foram obtidos em (13)

para equacoes de evolucao fracionarias.

Observagao 4.21. Por (13), a fungdo Wy(-) possui as seguintes propriedades:

(i) Se W; € L'([0,00)), entdao (W2) é satisfeita.

(ii) Se Ly € L'([0,00)) com M| Ly|l11 (00 < 1, em que M é dado em (ED), entao
(W1) e (W2) sao asseguradas.

(ili) Se Ly € L},.([0,00)) e limyo0 7 fo L¢(t)dt =0, entao (W2) é cumprida.

Abaixo iremos considerar perturbagoes mais gerais para o problema (4.2 . do

que as que temos considerado até agora.
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Usaremos o teorema de ponto fixo de Schauder. Gostariamos de salientar aqui que
este teorema apresenta uma desvantagem quando tratamos com um dos mais importantes
casos: quando o espago de trabalho M consiste de fungdes continuas ¢ : [0,00) — X
e P: M — M com P continua e M fechado, convexo e nao-vazio (98). O Teorema de
Schauder requer que M seja compacto ou P mapeia M em um subconjunto compacto K
do espago M. Estas condig¢oes nao sao dificeis quando M consiste de fungoes continuas
¢ : |a,b] — X uma vez que podemos frequentemente arranjar as coisas de modo que PM
é equicontinuo e entao aplicamos o teorema de Ascoli-Arzela. Mas quando tratamos com a
compacidade, pode ser bastante complicado estabelecé-la no caso onde consideramos o
intervalo inteiro [0, 00). Para superar esta dificuldade, introduzimos um espago adequado
contendo M.

Seja h : [0,00) — [1,00) uma fungao continua nao-decrescente tal que h(t) — oo

quando t — 0o. Denotamos por C(X) o espago

Ch(X) = {uEC([O,oo);X) :tliglo%—O}, (4.25)
munido com a norma ()]
Il =52 ety

Para estabelecer nosso proximo resultado, consideramos fungoes f que satisfazem

a seguinte condigao de limitacao.

(W1)* Existe uma funcio continua ndo-decrescente W : [0,00) — [0,00) tal que
IIf(t,2)|lx < W(||z|]x) para todo t € [0,00) e x € X.

Denotamos

B(e) = sup% / eIV (Eh(s))ds (4.26)

>0

Teorema 4.22. Seja R(t) uma familia («, 3,7)-regularizada sobre X com gerador A
que satisfaz a condigio (ED). Seja f :]0,00) x X — X uma fung¢do assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, assintoticamente limitada sobre
conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre con-
guntos limitados de X e que satisfaz (W1)*. Assuma ainda que as sequintes propriedades

sao assequradas.

(D1) Para cada & > 0,
1 t
T —p(t
(D2) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer u,v € Cyp(X), |Jlu — ||, < 0
implica

t

sup M [ e M| f(s,u(s)) — f(s,0(s))|xds < e.

t>0 0
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(D3) Para cadaa >0 er >0 o conjunto {R(a—1t)f(t,x):0<t<a, v € X, |lz||x <r}
¢ relativamente compacto em X e para cada 0 < § < a, (R(a+s—¢) — R(a —
€))f(& x) = 0 quando s — 0, uniformemente para ||z| < r.

Se

lim inf@ <1, (4.27)

E—o00

entao o problema (4.2)-(4.7) possui uma solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstracio. Seja CP(X) o espaco das funcgdes u € C(X) tais que u(0) = 0. E claro
que CP(X) é um subespago fechado de Cj,(X). Definimos o operador A® sobre C(X) por
(4.16). Segue da condi¢ao (D1) que o operador A® esta bem-definido. De fato, observamos
que para v € CP(X),

|Au(t)lx ‘M»AffMquwﬂﬂeuw+4a@y+anww+wmﬂmxﬁ

h(t) ~ h(t
M [ —
< g [ I Dl + ad <) + o)) ds
0
M [ —~ ~
< m/ e H=9W (h(s)L)ds — 0, quando t — oo,
0

em que L = M(a+1)||y||lx +aM| z||x + ||v]|n. Portanto, A% € C?(X) sempre que v € C.
Agora dividimos o resto da demonstracao em alguns passos.

Passo 1. O mapa A® ¢ continuo de C?(X) em CP(X). Esta afirmagao ¢ uma consequéncia
direta da condigao (D2). De fato, sejam u,,u em CP(X) tais que u,, — u em Cj(X)
quando n — oo. Dado ¢ > 0 qualquer, seja § a constante envolvida na condigao (D2).

Existe ng € N tal que ||u, — ul|, < J, entdo

[A un (t) = A®u(t)]| x

Aup, — Aul|y =
A" ulln sup )
M t
< sup —— / e M| £ (s, R/ (s)y + R(s)y + aR(s)z + u,(s))
>0 h(t) Jo

—f(s,aR/(s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))| xds < e,

o que mostra a afirmacao.

Passo 2. Afirmamos que A® ¢ uma funcao completamente continua. Tomamos r > 0 e
definimos os conjuntos V = A®(B,(CY(X))) e V() = {A®u(t) : u € B,(CY(X))}. Primeiro
mostraremos que V(f) ¢ um conjunto relativamente compacto em X para cada t > 0.

Levando-se em conta o teorema do valor médio para a integral de Bochner, sendo

K={R(t—s)f(s,2):0<s <t |zllx <h(t)(M(a+1)lyllx +aM|z]x +r)} (4.28)
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entdo V(t) C teo(K), em que co(K) denota o fecho do conjunto co(K), enquanto co(K)
denota a envoltoria convexa do conjunto X, que é o menor conjunto convexo que contem
K. Usando a condi¢ao (D3), inferimos que V() ¢é relativamente compacto em X. Agora,
consideramos b > 0 fixado e V;, o conjunto formado por todas as fungoes v € V restritas ao
intervalo [0, b]. Tomemos v = A®u com u € B,(Cy(X)) e s > 0. Uma vez que para cada
7>0e0<(<a, (Rlat+p—<¢) —R(a—())f(¢ z) = 0 quando p — 0, uniformemente

para ||z||x < 7, da seguinte estimativa
[o(t +s) —v(®)]x < M/ e M EOW (R(E) (M (o + 1)llyllx + aM]|z]|x + 7)) dé

/ I(R(t+5— €) — Rt — €)F(E.aR (E)y
(€)y + aR (€)= + u(E)||xde.

inferimos que V}, é equicontinuo. Com as mesmas notac¢oes, mostraremos agora que E — 0,
quando ¢ — oo, independente de u € B,.(CP(X)). De fato, isto segue de (D1) e da

estimativa

””ﬁiﬂ'x = hj\(i) / e HIT (h(s)(M(a+ Dllyllx + oMzl x +r))ds.

Pelo [Lema 2.65( obtemos que V' ¢ um conjunto relativamente compacto em Cj(X). Isto

prova que A® é completamente continuo.

Passo 3. Afirmamos que existe p > 0 tal que A®(B,(C}(X))) C B,(CP(X)). De
fato, se assumirmos que a afirmacao é falsa, entao para todo p > 0 podemos escolher
u” € B,(CP(X)) tal que ||[A®(u?)||, > p. Obtemos

p < IAu’]l, < B(M (e + Dlyllx + aMllz]x + p).

Consequentemente,

B(M(a+1D|yllx +aM|z|x + p)
M(a+ Dllyllx + M|zl x + p
+MM%4WWX+MWVMﬁMﬂa+UMMﬂ%MNﬂX+m
p M(a+1)|yllx +aM|z|x +p

8
€

Passo 4. Considerando u € PSAP’(X), uma vez que f satisfaz todas as condigdes do
concluimos que a func¢ao

Portanto 1 < liminf,_,. o que é contrario a (4.27)).

s = f(5,aR (s)y + R(s)y + aR(s)y + u(s))

¢ pseudo S-assintoticamente w-periodica. Aplicando o obtemos que A®(PSAPY(X)) C

PSAPY(X). Consequentemente, combinando com o Passo 3, nés inferimos que

A® (B,(CR(X)) N PSAPY(X)) C B,(CH(X)) N PSAPY(X),
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e também

A (BICRX) N PSAPYX)") € A% (B,(CR(X)) N PSARI(X))"

C B,(CY(X))N PSAPY(X)

em que B" denota o fecho de B em Cy(X). Aplicando o teorema do ponto fixo de

Schauder, ver [Teorema 2.63 deduzimos que o mapa A® possui um ponto fixo u €
B,(C)(X))N PSAPY(X)

h

Passo 5. Finalmente, vamos mostrar que u € PSAP?(X). Seja (u™),, uma sequéncia em
B,(C(X)) N PSAPY(X) que converge para u na norma de Cj,(X). Da condi¢ao (D2) e
da desigualdade

AU = ullcyooo)x) = [AZU" = A%u||c,(0,00):x)

IN

sup s [ (5. 0R (s)y + R+ aR(5)z + 1 (5)

—f(s,aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))| xds,

obtemos que A®u" — u quando n — oo, uniformemente no intervalo [0,00). Uma
vez que A®u" € PSAPY(X), entdo u € PSAPY(X), o que conclui a demonstragao do
[Teorema 4.22] O

Faremos agora uma importante observacao que permitira futuras aplicagoes.

Observagao 4.23. A hipotese (D3) do[Teorema 4.22|é cumprida nas seguintes situagoes:

(a) Para cada a > 0 e r > 0 o conjunto {f(t,x) : 0 < t < a,x € X,||z|| < r}é

relativamente compacto em X.

(b) O operador R(t) é compacto para t > 0 e R(-) é uniformemente continuo sobre
(0, 00).

Antes de prosseguir faremos a seguinte observagcao.

Observagao 4.24. Vale ressaltar que em um artigo recente (98), Burton e Zhang ana-
lisaram o segundo teorema de ponto fixo de Schauder no espago de fung¢des continuas
limitadas em [0, 00) com vista a exigir que o mapa seja localmente equicontinuo ou invés
de exigir que o mapa seja compacto (98, Teorema 2.1a). Esta importante simplifica¢do nos
permite deduzir a existéncia de uma solucao branda continua limitada para o problema
(.2)-(4.7). Seremos mais especificos, seja R(t) uma familia (a, 8,7)-regularizada sobre
X com gerador A que satisfaz a hipotese (ED) e também que para cada r > 0, a > 0
eé€f0,a],  Rla+s—&) —R(a—¢&))f(&x) = 0 quando s — 0, uniformemente para

|z]] < r. Seja f:]0,00) x X — X uma fungao uniformemente continua sobre conjuntos
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—Wf(é) < 1, em

que M e u sao dados em (ED), entdo o problema (4.2)-(4.7) possui uma solu¢ao branda

limitados de X (ver [Defini¢ao 2.18) que satisfaz (W1)* e % liminfe

continua limitada.

Demonstracio. Seja CY o espaco das funcdes u € Cy([0, 00); X) tais que u(0) = 0. E claro
que Cy é um subespago fechado de Cy([0, 00); X). Definimos o operador A® sobre C} por

([4.16). Para u € CP podemos mostrar as seguintes estimativas:

M~
AUl < EW(M(Oé + Dllyllx + aM|l2llx + llulloyo.cox))- (4.29)

|ACu(t +5) — Au(t)||x < M(/ e_‘”dT)
0
W (M(a+ Dllyllx + aM|lzl|x + l[ulle,qocox)

/|| (t+s—71)—R(t—2s))
X f(1,aR(T)y + R(T)y + aR(7)y + u(7))|| xdr. (4.30)

Segue dessas estimativas que o operador A® est4 bem definido. Afirmamos que existe o > 0
tal que B,(C}) ¢ invariante por A®. De fato, se assumirmos que a afirmagao ¢ falsa, entao
para todo o > 0 podemos escolher u? € B,(Cy) tal que [|[A®u?||c,(0,00):x) > 0. Disto, nao

é dificil provar que

MW (M(a+ Dlyllx + aM|lz]x + o)

po Ma+1)ylx +aM]z]x +o

W(M(a+D)|lyllx + M| z]|x + o)
M(a+D|yllx +aM|zllx +o

M
+M—U(M(Oé + Dllyllx + aM|z|x)

Essa desigualdade implica que 1 < % liminfe_ o @, o0 que é impossivel. Por

conseguinte, nossa afirmagao esta provada.

Note que A® é um mapa continuo de B, (Cy) em si mesmo. Sejam w,, e u pertencentes
a B,(CP) tais que u, — u quando n — oo uniformemente no intervalo [0,00). Nao ¢é
dificil mostrar que (A®u™), converge para A®u. De fato, seja &€ um ntmero positivo
qualquer, tome p := M(a+1)|ly||x + aM|z||x +o. Visto que f é uniformemente continua
sobre conjuntos limitados de X, existe 0 > 0 tal que ||f(¢,z) — f(t,y)[lx < {7¢ para
todot > 0e ||z —yllx <& com ||z][x < p, e |ly]lx < p. Podemos escolher ny € N tal
que ||u, — u||(;b([0,oo);X) < 0 sempre que n > ng. Disto, nés obtemos imediatamente que
AU — Au||o < e.

Por outro lado, da estimativa ([4.30) inferimos que A®(B,(CY?)) é localmente equi-
continuo, isto é, para cada T' > 0, as fungdes em A®(B,(Cy)) restritas ao dominio [0, 7]

sao equicontinuas. O fecho de A®(B,(C?)) na norma || - ||; estd em B,(Cp). Para ver isto,
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¢ suficiente mostrar que B, (CY) é fechado em C},(X). Considere u,, em B, (Cy) e suponha
que existe u € Cp(X) com |lu, — u|lp, — 0 quando n — co. Entao, com alguns calculos

obtemos que
[u(0)[[x = [lun(0) = w(0)][x < A(O)]Jun —ulln

[u(t) = ulto)llx < lun — ulla(h(t) + h(to)) + [lun(t) — un(to)lx-

Assim, mostramos que u(0) = 0 e u € C([0,00); X). Visto que ||ulloo < sup ||t |loc <

n>1

o, n6s deduzimos que u € B,(CY). Isto prova que B,(C}) ¢ fechado em Cy(X). Finalmente,
o teorema de Burton-Zhang (98, Theorem 2.1a) nos leva a deduzir que A® possui um ponto
fixo u € B,(Cy). Podemos facilmente concluir que v(t) = aR'(s)y + R(s)y+ aR(s)z +u(t)
é uma solugao branda continua e limitada de (| . . Isto finaliza a demonstracao da

observacao. O

Teorema 4.25. Seja R(t) uma familia («, 3, 7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a hipétese (ED). Considere que f : [0,00) x X — X € uma fun¢do uniformemente
pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X, e que f(-,0) é

limitada em [0,00). Assuma ainda que as sequintes propriedades sio verificadas.

(E1) Eziste uma fungio continua nao decrescente W : [0, 00) — [0, 00) com W(0) =0 tal

que

1f (& h(t)x) — f(Eh()y)|x < Wz —yllx),
para todo t > 0 e quaisquer x,y € X, onde h € dada em ({4.25))

¢)
(E3) Para cada a >0 e cada r > 0, o conjunto {f(t,z) :0<t<a,x e X,|z|x <r} €

relativamente compacto em X.

(E2) u € PAPy(X) implica que W (Hu ”X> € PAB)(R).

M
(E4) —li:gm inf ng) <1, onde M e u sio as constantes dadas em (ED).
1% —00

Entao o problema (4.2))-(4.7) possui uma solug¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstracao. Usaremos as mesmas notagoes que na demonstracao do [leorema 4.22]

Sejam u e v pertencentes a Cp(X) e sejam @ e ¥ pertencentes a Cy([0, 00); X). Temos as
seguintes estimativas

o R (s)y + R(s)y + aR(s)z + us)
el < ar e A(s) )

M / B £(s,0) | xds

< (Wt -+ Dlyll + adlzLs + ula) +swp 760l ) - (431)
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Awﬂ&m$y4@ﬁwwﬂws43VUMQ&§$M)%’ (432

/Ot e M9 f(s,u(s)) — f(s,v(s))||xds < /Ot eHIW <HU(S> T U(S)HX> o
)

IN
= |
=
=
|
=
ED

[Au — A%, < sup— M /t e M=y (Hu(s) — U<S)||X> ds
>0 h(t)

< =Wl ol (4.34)

Observamos que (4.31)) (resp., (4.32)) implica que A® esta bem-definido (resp., (C1) é
satisfeita). Visto que W é continua, a estimativa (4.33|) mostra que (D2) esté assegurada.

Usando novamente que W é continua e (4.34]) nos obtemos que A® é um mapa continuo
de CY(X) em CP(X).

Afirmamos que A® é um mapa completamente continuo. Observamos que V() C
tco(K), onde K é dado em (4.28)). Da condigao (E3) segue que K é relativamente compacto,
o que implica que V() é compacto. Agora, tomando v = A®u, com u € B,(CY(X)),

obtemos

lo(t+5)—v(®)]x < M / o=
X (W( aR'(§)y + R(E)y + aR(§)z | ul(f)

_|_
+ /H (t+s—&)—R(E—¢))

h(€) h(€)
X (& aR(€)y + R(E)y + aR(E)z + u(€))]], d¢

M
< —(1 =)
1

)+ .00 ) dg

X

< (WOt Dl -+ adlell -+ ) + sl .00

+ /0 |(R(t+5s—¢&) —R(t—¢))
X (& aR(€)y + R(E)y + aR(E)z + u(€))]], d¢

e aplicando (E3) novamente, obtemos que V}, é equicontinuo.
Por outro lado,

L@lx M
Wt = h(bp

(W (ot Dyl + bzl x +r) +sup | £(2.0)]1x).
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Consequentemente,

% — 0, quando t — oo, independente de u € B,.(C}(X)).

Pelo [Lema 2.65| concluimos que A® é completamente continuo.
Observamos que existe ry > 0 tal que A®(B,,(CY(X))) C B,,(CY(X)). De fato,

se assumirmos que a afirmagao é falsa, entao para cada r > 0 podemos escolher u" €
B.(C(X)) tal que ||A®(u")||5 > r. Portanto,

M (M(a + Dlyllx +aMll]x 1) W(M(a+ Dllyllx +aM|z]x +7)

1
7 M(o+ Dllyllx + aMllz]lx +r

T
M1

+——sup || f(£,0)[x.
M T >0

Sendo assim, deduzimos que 1 < % lim infe_, @, o que contradiz nossa hipotese (E4).

Para o resto da demonstragao, faz-se uso de um argumento similar ja usado na demonstragao

do [Teorema 4.22 O

E conhecido na literatura que o estudo de propriedades das solucdes quando a
perturbacao da equagao nao é necessariamente Lipschitz é tecnicamente mais dificil. Porque,
nestes casos, é crucial lidar com teoremas de ponto fixo mais gerais que o principio de
contragao. Para concluir esta secao, estudaremos a existéncia de solugoes brandas de
— com condig¢oes nao-locais como suplemento do teorema anterior. Tal aspecto

sera explorado por nés usando uma generalizagao do bem conhecido teorema de ponto

fixo de Darbo (ver [Lema 2.62)). Mais precisamente, consideramos

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' () = f(t,u(t),u' (1)), t € [0,1], (4.35)
w(0) = 0,4 (0) = 0,u"(0) = g(u), (4.36)
emque f:[0,1]x X xX — X eg:C([0,1], X) — X sao fungoes adequadas e A gera uma,

1]
familia (o, 8, v)-regularizada R(t) tal que as fungées t — R(t) e t — R'(t) sdo continuas
de [0,1] em B(X).

Uma fungao continua u : [0, 1] — X é chamada uma solu¢ao branda de (4.35))-(4.36))

se satisfaz a equagao integral

u(t) = aR(t)g(u) + /0 R(t — 8)f(s,u(s),u'(s))ds, t € [0,1].

Observagao 4.26. As condi¢oes nao-locais podem ser aplicadas na fisica com melhor
efeito que o problema de Cauchy usual. Por exemplo, considere o fenémeno de difusao de u,
uma pequena quantidade de gas em um tubo, e assuma que a difusao é observada através
da superficie do tubo. Se existe também uma pequena quantidade de gas no tempo inicial,
entao a medi¢ao em u(0,z) da quantidade do gas nesse instante pode ser menos precisa
que a medigao u(0,x) + Zle Biu(T;, z). Indicamos ao leitor os artigos (99, 100, 10T, 102]).
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Denotamos
Sup{“R(t)HB(X) it e [O, 1]} + SUP{HR,(t)HB(X) it e [0, 1]} = MRR’- (437)

A seguir, forneceremos os resultados preliminares que serao usados para demonstrar o

nosso resultado (ver [Teorema 4.31)). Sem confusdo, usaremos £ para denotar a medida de
nao-compacidade de Kuratowski em X e C(]0,1]; X).

Para um conjunto B de fungoes u : [0,1] — X introduzimos a notagao

B(t) == {u(t) : u € B} o /01 Blt)dt :— {/Olu(t)dt cue B} |

Para qualquer M C C'(]0, 1]; X) limitado, considere M’ = {2z’ : x € M} C C([0,1]; X).

o~

Pode-se mostrar que (M) = £(M’) é uma medida de nao-compacidade sobre C* ([0, 1]; X).

Lema 4.27. (89) Seja B C C([0,1]; X) limitado e equicontinuo, entao co(B) C C(|0, 1]; X)

também € limitado e equicontinuo.

Lema 4.28. (103, [89) Seja B C C([0,1]; X) limitado e equicontinuo. Entao t — &£(B(t))
é continua sobre [0, 1],

§(B) = sup{{(B(s)) : s € [0, 1]}

5( /0 1B(s)ds> < /O ' e(B(s))ds.

Denotamos C7!, = (:;), 0<m<n,ebS, = Z Cfs"’jz.

=0 J

. 1
Lema 4.29. (104) Suponha que 0 < e <1, h > 0. Entdo S, = o <—> , quando n — o0,
nS

em que s > 1 € um numero real arbitrario.

Para estabelecer nosso proximo resultado, precisamos introduzir as seguintes hipo-

teses:

(F1) g: C'([0,1]; X) — X ¢ continua e compacta.

(F2) f:]0,1] x X x X — X satisfaz as condi¢oes tipo Carathéodory, isto ¢, f(-,z,y) é
mensuravel para quaisquer x,y € X e f(t,-) : X x X — X é continua para todo
t €0,1].

(F3) Existe uma funcao m € L'(0,1;R") e uma fungao continua nao-decrescente @ :
R* = R tal que [ £(t,2,y)]x < m(t)®(|2llx + [lyllx), para quaisquer .,y € X e
quase todo t € [0, 1].
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(F4) Existe uma fungao H € L'(0,1;R™") tal que para qualquer subconjunto de fungoes
S < ¢H([0,1]; X),
E(f(8S(1),S'(1)) < H)S(S' (1)),

para quase todo t € [0, 1].

Observagao 4.30. Assumindo que a funcdo g satisfaz a hipotese (F1), ¢ claro que g leva
conjunto limitado em conjunto limitado. Por esta razao, para cada R > 0 denotaremos

por gr o nimero

gr = sup{[lg(w)[| : [ullorqo.nx) < R}

Estamos em posicao para estabelecer nosso resultado. Tomamos nota que condigoes

semelhantes as feitas no [Teorema 4.31] foram consideradas anteriormente na literatura
(L05]).

Teorema 4.31. Sob as condi¢oes (F1)—(F4). Se existe uma constante R > 0 tal que
1
OJMRRIQR + MRR/q)(R)/ m(s)ds < R,
0
entao o problema (4.35))-(4.36]) possui ao menos uma solugao branda.

Demonstragio. Definimos o operador A : C1([0,1]; X) — C([0,1]; X) pela expressio

t
Au(t) = aR(t)g(u) + / R(t —s)f(s,u(s),u'(s))ds. (4.38)
0
Primeiro mostraremos que A é um mapa continuo. Para fazer isso nés consideramos uma
sequéncia {u,}, em C*([0,1]; X) tal que w, — w na norma || - ||c1(jo,1],x)- Podemos deduzir
que

A, — Aullogox) < OétSI[épu IR |I3x)|lg(un) — g(u)||x
€10,

+ sup [[R(1)]sx /Hfsun )s tn(5)) = f(s,u(s),u'(s))] xds.

t€(0,1]

(4.39)

Da mesma forma, podemos mostrar que

|(Aun) = (Au) oo < Sup IR () 5x (allg(un) —g(u)llx
/ 1/ (s, un(s), ug, (5)) —f(&U(S),U'(S))IIXdS)- (4.40)

Segue das desigualdades (4.39)) e (4.40|) que
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1Run = Kuller o) < aMrmlg(nm) — g(u)]x
1
-%Aprfjg 17 (5 tn(s),d(s)) — (5 u(s), (5))l|xds

Em seguida, visto que g ¢ um mapa continuo e que f satisfaz as condigoes Carathéodory,
concluimos que

A, — ]\Ju"cl([()’l];x) — 0 quando n — oo.

Por outro lado, para u € Br(C*([0, 1]; X)),

Aullorpaxy < @ (Sup IR®)15x) g IIR’(t)IIB(X>) lg(w)llx
€|0,

te(0,1]
+ <t§%p1 |R()]x +t21[317)u||73’(t)||3<x>>
/’m O (Jus)lx + [14/(5) 1 x)ds
< aMgrign+ Mer®(R) /0 Cn(s)ds < R

Isto significa que Br(C*(]0,1]; X)) é invariante por A e A(Br(C*([0,1]; X))) é um conjunto
limitado. Tomando v = Au, com u € Br(C([0, 1]; X)), da decomposi¢ao

v(t+s)—v(t) = a(R(t+s)—R())g(u)+ /t s R+ 5 — &) (€, u(€), ' (€))de
‘*AQR“+3—fV—R@—ﬁnﬂ&u@xw@»%,

deduzimos que A(Br(C([0,1]; X))) ¢ um conjunto de fun¢des equicontinuas.

Defina B = co(A(Br(C'(]0,1]; X)))), entdo, pelo [Lema 4.27, B e B’ sdo equiconti-
nuos. Note também que A:B— Béum operador continuo e limitado. Tendo em mente
as propriedades da medida de nao-compacidade com o inferimos as seguintes

estimativas:

§(A(B) (1))

IN

(R (t)g(B)) + ¢ </0 R'(t —s)f(s,B(s), B'(s))ds)

IN

aMrr&(9(B)) + Mrrs /Otf(f(s,B(s),B'(s))>ds

< MRR’/ H(s)¢(B'(s))ds

Mprr&( /H
= MRR/f(B)/O H{(s)ds

IA
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, existe ¢ € C([0,1]; R™) tal que fol |H(s)—

1
Uma vez que H € L'(0,1;R"), para § <
Mprr:
©(s)|ds < 6. Portanto,

t
¢(AB)1) < Mrrdl (/ |H(s) — ¢(s)|ds +/ o(s )ds>
0
< Mrri(B)(0+ ||90|!C([0,1];R+)t) :
A equicontinuidade do conjunto K(B)’ é uma consequéncia da seguinte decomposi¢ao

(Aw) (t+5) — (Au)'(t) = a(R/(t+s) —R'(t))g(u)

+ RI(t+ s = &) f(& u(§), u'(£))dE

t

* /0 (RI(t+5 =€) = R'(t = &) f(&,u(€),v'(€))dE, u € B.

Visto que /NX(B)’ ¢ limitado e equicontinuo,pondo a = Mgr/6 € b = Mzr/||¢|lc(o,1r+) €
usando novamente o podemos portanto concluir que

o~ o~ ~ ~

E(A(B)) = £(A(B)) < (a+b)E(B).
Do mesmo modo, temos a estimativa:
ERBY(0) < Mrr [ HEEERB) ()i

= M [ H)ERB) ()ds
< Mwd(B) | Hs)a+bo)is
< Mprél </ |H(s) s)|(a+ bs)ds + /Ot o(s)(a+ bs)ds)
< (a(a +1th)+0b (at + %b)) £(B).

Isto significa que para todo t € [0, 1] temos a estimativa

¢ (Rwro) < G

Além disso, uma vez que A*(B)’ ¢ limitado e equicontinuo, entao

£ (7\2(3)) —¢ (7\2(3)') < (a2 +2ab + g) £(B).

Segue de um processo indutivo que para todo n € N

¢ (Amyo) < (ZO” il )>A< ) (4.41)

7=0
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De fato, suponhamos que (4.41)) é satisfeita para n, entao
¢(A(BY(1) < Mpw / H(s)e (A"(5)(5)) ds
bt n+1 ) N
Cm n+1— ]( : n+1 ]
> crars ) (et ) aw

7=0

IN

= n+1 + Z L+ Cm n+l1—j (bjt') + ((st—):lr)‘) g(B)

n+1

e DA ](l;t!) )g(l’p’).

7=0

Dado que, para todo n € N o conjunto de fungoes /N\”(B)’ é equicontinuo, logo

3 (K"(B)) < <i Crand g) E(B).

i=0 J

Ademais, como 0 < a < 1 e b > 0, segue do que existe ng € N tal que

no

v
g Ci0a™" Epn — =1 < 1. Por conseguinte,
: j!
7=0

~

§(Amm) < réB)

Segue do |[Lema 2.62| que A possui um ponto fixo em B. Este ponto fixo é uma solucao

branda do problema (4.35))-(4.36]). O

Observagao 4.32. Sob as condiges do [Teorema 4.31} apenas substituindo (F4) pela

condicao:

(F4)*¢ ( S'(t)) <w ) para qualquer subconjunto de fungoes S C C*([0,1]; X)
e para quase todo t €0, 1], com 0 <v<

MRR’ :
Concluimos que o conjunto de todas as solugoes brandas do problema (|4.35))-(4.36) é

compacto. Com efeito, isto ¢ uma consequéncia de (106, Teorema 3.2).

4.4 Aplicacoes e métodos

Para ilustrar a estratégia geral, bem como descrever alguns aspectos da nossa
abordagem, vamos considerar algumas aplicacoes de nossos resultados a estruturas flexiveis,

conducao de calor, equagoes fracionarias, e viscoelasticidade.

Denotamos por H™(Q) o espago de Sobolev de fungoes que estao em L?(f2), junto
com todas as suas derivadas de ordem < m. H}()) é o subespaco de Hilbert de H*(2),

formado de fungoes que se anulam sobre 0.
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4.4.1 Estruturas Flexiveis

Seja € um conjunto conexo, aberto e limitado em R"™ com fronteira suave 0f2, e

0 < A < v. Consideramos a equagao
u” + " = A (Au+ vAY), (4.42)

tais equagoes surgem nas variacoes de estrutura flexivel que possuem material de amorte-
cimento interno e que sao modeladas pelo “modelo linear standard” de viscoelasticidade
(29). Observamos que o caso A = 0 ¢ chamado modelo de viscoelasticidade de Voigt (32)).
Defina a = \, B = ¢® e v = ®v. Entdo a8 < 7. E conhecido que o operador Laplaciano
com condigoes de Dirichlet A com dominio H*(2) N Hg(£2) é um operador auto-adjunto
sobre L?(Q) e 0(A) C (—00,0), em que H™(£2) denota o espago de Sobolev de fungdes que
estao em L?(Q), junto com todas as suas derivadas de ordem < m. H}(Q) é o subespago
de Hilbert de H'(Q2), formado de fungoes que se anulam sobre 92. Segue de (40, Teorema
3.2) que A ¢é o gerador de uma familia («, 3,7)-regularizada R(t) sobre X = L*(Q2). De
(37, Proposicao 3.1) sabemos que u(t) = R (t)z é a tnica solugao de com condic¢oes
iniciais u(0) = ¥/(0) = 0, e v”(0) = z € D(A?). Definindo v = u + A/, a equagao (4.42))
torna-se

V'(t) = FAu(t) + E(v — N AU (1), (4.43)
com a condigao inicial v(0) = 0. O funcional energia desse sistema ¢ dado por

1
E(t) = 3 /Q (V') + S|V + EA(v — \) V') d,

aqui V designa o gradiente.

Foi provado por Bose e Gorain (29) que a energia do sistema tende para zero
quando t — oo, isto &, existem constantes N > 0 e p > 0 tais que E(t) < Ne ** para
t > 0. Em particular, da defini¢do de E(t) segue que existem constantes N* >0 e u > 0
tais que [|[Vo(t)| 2@ < Ne ™ e ||[VU/(t)||12() < N*e™, para todo t > 0. Segue da
desigualdade de Poincare (92)

laR(t)zl2) < vllez@) + Al 22
< CUHVUHLQ(Q) + C’u/)\||Vu'||L2(Q)
< N*(Cy + ACyr)e

|aR!(t)z]| 20y = [|v' ()] 2) < Cul| VU || 20 < CwN*e .

Usando as estimativas anteriores e o principio da limitagao uniforme, podemos verificar

que existe uma constante M > 0 tal que

IR () ll5(2(0)) + IR 520y < Me™, ¢ > 0. (4.44)
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Consequentemente, R(t) satisfaz a condicao (ED). Agora, do concluimos
que para cada f € PSAP,(L*(Q2)) tal que f(t) € D(A?) para todo t > 0, a equagao linear

u”"(t) + 2 (t) = E(Au(t) + vAU' () + f(t), (4.45)
com condigoes iniciais u(0) = 0, v/(0) = y € D(A?) e u”(0) = z € D(A?) possui uma
tinica solugao u € PSAP,(L*(Q)).

Observacao 4.33. Em (90) (resp. (37)) os autores mostraram que a solugao de (4.45))
é assintoticamente w-periodica (AF,) (resp., assintoticamente quase periddica (AAP))

sempre que a perturbacdo pertencer & AP, (resp., AAP).

Proposigao 4.34. Assuma que a(-) € uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica
com ||al|c,([o,00):r) Suficientemente pequeno e que g € Cy(R;R) € uma func¢io Ly— Lipschitz.
Entao existe uma tinica solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica para o

problema

Opu(t, x) + Nou(t, v) = (Au(t, ) +vAdu(t, v)) +a(t)g(u(t,z)), t >0, x € Q; (4.46)

u(0,-) =0, Ju(0, ) =y, Ouu(0,-) = 2. (4.47)

Demonstragao. Seja f(t,p) a pertubagao associada ao problema (4.46[)-(4.47). Temos as

seguintes estimativas:

1F ()2 < 0()llallcyocormllgllenmry, t >0, ¢ € L), (4.48)

1f(t,0) — fto, eo)llre < v(Q)?gllo,mmlalt) — alto)]
+Ly|lal|cy(0,00:) |0 — @ollr2(@)s t.to >0, ¢, 00 € L*(R),
(4.49)

1 /[ v llgllc, e
2 [ s s e~ s olads < Tloem
0 ¢eEK

/0 la(s +w) — a(s)|ds,
(4.50)

em que K C L*(Q) é um conjunto limitado, e

1£ (£, 0) = £t )2 < Lyllalleyqooom e = Yllz@, t 20, 0.4 € LX(Q).  (4.51)

Observamos que a estimativa (4.48)) implica que f é limitada e as estimativas (4.49)) e (4.50))

implicam que f é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica sobre conjuntos

limitados de L*(€2). Como ||a||¢,(j0,00)r) € suficientemente pequeno, segue do [Teorema 4.11
que (4.46)-(4.47) possui uma tnica solugao pseudo S-assintoticamente w-periodica. ]
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Consideremos o problema
Opu(t, ) + ANOwu(t, ) = (Au(t,r) + vAdwu(t,z))

+pa(t) ( /Q u<t,g)d5)2q>o(x), t>0, 2€Q, (4.52)

com condigoes iniciais (4.47)), em que p > 0 e &y € L*(2). Do [Teorema 4.18| deduzimos o

seguinte resultado.

Proposicao 4.35. Assuma que a(-) € uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica
e que p € um suficientemente pequeno. Entdo o problema (4.52) com condigoes iniciais
(4.47) possui uma solugdo branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Para conveniéncia do leitor, esbogaremos brevemente o argumento da

demonstracdo. Seja f(t, ¢) a perturbagao associada a (4.52)). Temos as seguintes estimativas:

1£ ¢ @)z < v(@lelllalle,wooom I Pollzz@llelliz), 20, ¢ € LAQ),  (4.53)

sup  |1f(t 9|22 < v(Q)]plllallc,o,00)m) |Poll L2y (4.54)
tZOv||‘PHL2(Q)§7"

1f(t,0) = f(to, V)2 < |plv(Q)||Poll L2 <|a(t) - a(to)|||90||%2(sz)

Hlalleyooers 6+ Ullz@lle = Bl ), (455)

< |P|TQU(Q)||(I’0||L2(Q)
- t

/0 la(s+w)—a(s)|ds,
(4.56)

1 t
;/ sup  ||f(s+w, @)= f(s,¢)llL2@ds
0

||‘PHL2(Q)§7"2

1t @)= f(s,9)l20) < lplo (@) Poll 2y lalley o0z ([€llz2@) + 1] 22()) 0= 22(0)-
(4.57)

Tendo em mente que p é suficientemente pequeno, concluimos a demonstracao

usando o [Teorema 4.18 O

Seja a : [0,00) — R uma fungao continua e integravel, g € Cp(R;R) e p € R.

Consideremos o seguinte problema

Opu(t, x) + Nowu(t, v) = (Au(t, v) + vAJu(t, ) + psin(a(t))g(u(t,z)), t > 0,2 € Q,
(4.58)

com condi¢oes iniciais (4.47)). Do [Teorema 4.19, deduzimos o seguinte resultado.
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Proposigao 4.36. Assuma que |p| € suficientemente pequeno e que existe Ly > 0 tal que
lg(z) — g(y)| < Lylx — y| para quaisquer x,y € R. Entao o problema (4.58)-(4.47)) possui

uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracao. Por razoes de brevidade, faremos apenas um esbogo da demonstragao.

Seja f(t, ) a perturbagao associada a equacao (4.58]). Temos as seguintes estimativas:

t
/ sup || f(s+w,0) — f(5,9)|r2yds < 2|plo()?|lgllo,mm) llall ooy,  (4.59)
0

”‘P”L2(Q) <r

1 (t ) = f(E, ) 2@ < lplla(®)|Lglle — ¥l 0)- (4.60)

Sendo W (t) = M|p|Ly [; e #=*)|a(s)|ds, entdo

Wi(t) < Mlp|Lgllall Lt (o.00; (4.61)
1 [ M|p|L 1([0.00
L Jo wl
Concluimos a demonstragao usando o [Teorema 4.19] O

Sejam L : [0,00) — R uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periodica e h(t)
uma fungdo continua nao-decrescente de [0,00) em [1,00) tal que lim; o A(t) = co. Seja
g : R — R uma fungao tal que |g(z) — g(y)| < ¥(|x — y|), para quaisquer z,y € R, em
que V¥ : [0,00) — [0,00) é uma fungao continua ndo-decrescente que satisfaz as seguintes

condicoes
(G1) Voo = sup,s( ¥(t) < 400,

(G2) Para todo o > 0, / v (L> ds < +00.
0 h(s)

Consideremos a equagao

Opu(t, r) + Nowu(t,r) = c (Au(t,z) + vAdult,x))
+L()g ( / hl(t)u(t,g)dg) By(z), t> 0,2 €Q, (4.63)
0
com condigoes iniciais (4.47) e @y € WH2(Q), em que W™2(Q) = H™(Q).

Proposicao 4.37. Sob as condi¢oes acima, se ¥ satisfaz a sequinte condi¢ao:

(G3) u € PAP,(L*(Q)) implica que U (%) € PAPy(R).
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Entao o problema (4.63), com condigoes iniciais (4.47)), possui uma solug¢do branda pseudo

S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragao. Seja f(t,¢) a perturbagao associada a equagao (4.63]). Temos as seguintes

estimativas:
17t < ILllomors) (@@ lglliza) + 19O I1@ollie  (464)
1 t
- u s+w,p) — f(s, 2(ds
3 s bne) = ool
1 t
< (@O + O [l ([ 126 +0) — L6l
[ 21}(9)1/27’) S)
Hloaliz (3 [ 12 (25 ) a
< (WO + O @ulia (7 [ 126+ - L6)as)
0

1 o 20(Q)Y2r
+¥ (HLHCb([U,OO),R)||(I)0HL2(Q)/(; \I’ (W dS . (465)

A estimativa (4.65)) e a condigdo (G2) implicam que f é uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periédica sobre conjuntos limitados de L?(€2). De (4.64) podemos

definir W em (W1)* por
W () = I Lllcy(io.00rm) (T (0(2)172) + 19(0) ) |Bo| 2.
Sendo u e v pertencentes a Cy([0, 00); L*(2)), obtemos que
/Ot 1/ (s, u(s)) = f(s,v(s))l2@ds < [[Lllcy o0y [ Poll2@)

X /Otxl/ (U(Q)1/2 lu(s) _hvs()s)”“(”)) ds. (4.66)

De (G3) e (4.66), a condigao (C1) é assegurada. Podemos verificar que
1
Ble) = Ll Lllesooerm | Poll 2@y (Woo + 19(0)])

(ver (4.26))) e também que as condigoes (D1) e (4.27) sao verificadas. Se u,v € Cj,(L*(2)),

entao

t
/0 eI (s, uls)) = f (5, 0(5)) | 2@ ds < ;HLHCb([o,oo);R)H‘I’OHL%Q)‘I’ (0( )2 [lu = vll1) -
(4.67)

Uma vez que ¥(-) é continua, a estimativa (4.67) mostra que a condi¢ao (D2) do

¢ satisfeita. Um argumento envolvendo Teorema de Compacidade Rellich-
Kondrachov (ver [Teorema 2.67)) prova que o conjunto

K={f(t,p):0<t<a, p€L*Q), llollz@ <7}
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¢ relativamente compacto em L?({2), para mostrar este fato, usamos a seguinte estimativa

sup [f(E @)llwra@) < ILleyooorm) (0(Q)2r) + [g(0)]) | Pollwr20)-

tZQH‘PHLQ(Q)ST

Consequentemente, pela [Observacao 4.23| (a), a hipotese (D3) é verdadeira. Usando o

|Teorema 4.22| e o [Lema 2.15, o problema (4.63) com condigbes iniciais (4.47) tem uma

solucao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica. O

4.4.2 Um problema do calor unidimensional

O seguinte problema do calor unidimensional foi estudado em (38|, [107])

ou_ o
ot 0x?’
u(z,0) =0, x >0,
ou

%(07 t) = u(0,t) + k[u(0,t) + csin(#)]?, t >0,

em que k > 0 e ¢ € R. Usando os resultados da Segao 6 de (107, Capitulo IV), segue que

t>0, >0,

este problema pode ser resolvido se se pode resolver o problema

o0 = 1 /0 (t = 5)V2[y(s) + h(y(s) — csins)¥lds, £ >0, (4.68)

em que y(t) = u(0,t). O nucleo é singular e nao esta em L'[0, 00). Por isso, nao
poderé ser usada para definir um mapa compacto ou uma contracao. Em muitos problemas
classicos envolvendo equacoes diferenciais parciais e suas equagoes integrais associadas
aparecem o termo (¢ — s)~/2? no nicleo (108, 109, T10, 11, 112, 113, 114). Podemos
mostrar que possui uma tnica solucao assintoticamente 2w-periddica. De fato, seja

R(t) o resolvente de a(t,s) = —————. Pelo livro do Miller (107, Teorema IV.6.2) segue

A/ T(t—s)
que 0 < R(t) < \/%’ quando t € (0,00), R € C((0,00);R") e [ R(t)dt = 1. Usando a

0
formula de variacao das constantes para a equagao integral (107, Capitulo IV) podemos

escrever (4.68) como

y(t) = —k/o R(t — s)(y(s) — csin s)ds. (4.69)

Dai, vemos que todos os nossos problemas sobre a equagao (4.68)), acima menciona-
dos, desapareceram. Agora, é claro que o método de ponto fixo é uma ferramenta natural
para obter solucao assintoticamente periodica de (4.69)).

Seja 0 < ¢ < ﬁ, entao /£ —e > 0. Escolhemos ¢ € R tal que [c] <

% ({"/% — 5) . Considerando espago S, (R) definido na , defina o conjunto S =
{¢ € Su(R); ||¢]leo < |¢| + €} € 0 operador

To(t) = —k/o R(t — 8)(¢(s) — csin s)3ds,
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paratodot >0e ¢ € S. Se ¢ € 5, entao
To(t)] < k:/ R(t — 5)|¢(s) — csins|’ds
0
< & [ Rt =)o) + fel)'ds
0

t
< k(2| +5)3/ R(s)ds < e.
0

Por outro lado, podemos verificar que

Ikl

| To(t+ h) — To(t)| < k(2|c| + ¢)? (/Ot |R(s + h) — R(s)|ds + R(s)ds) —0

0

quando |h| — 0. Consequentemente, 7" ¢ um mapa continuo de S em Cy([0, 00); R).

Sejam g¢(t, z) definido por g(t,z) = (z — c¢sint)® e K um conjunto limitado em R.

Temos as seguintes estimativas:

3
lg(t,z)| < (sup|x|+|c|> ,t>0exeK,
reK

2
lg(t,z) — g(t,y)] <3 (sup]x| + |c|> lt—y|l, t>0ex € K.
zeK

Note também que g(t+2mn, x) = g(t,x), paratodot > 0 e z € R. Levando em consideragao
(38, Lema 2.1), observamos que t — (¢(t)+csint)? é assintoticamente 27 —periédica sempre

que ¢ possuir a mesma propriedade.
Em seguida nés precisaremos do lema abaixo, o qual serda demonstrado depois.

Lema 4.38. Se f € S,(R) eI'f : [0,00) — R € dado por

t

i) = | R(t—s)f(s)ds,

0
entao I'f € S,(R).
Usando o [Lema 4.38 nés deduzimos que T'S C S. Ademais, para ¢y, ¢ € S,
t
|Tp1(t) — Tos(t)] < k:/ R(t — s) |(¢2(s) — csins)® — (¢1(s) — csins)®| ds
0

t
< 3K+ [ Rt - 9)l6a(s)  n(s)lds
0
< 3k(2lel+ )61 — b2l
Visto que 0 < € < \/2;%’ entao /7 < \/LgTy por isso |¢| < 3 <\/L376 — 5> . Portanto 3k(2|c| +

£)? < 1. Isto implica que T' é uma contracao. Desta maneira, nossa afirmacao esté

demonstrada.
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Demonstracao do[Lema 4.58 As seguintes estimativas sao responséveis pela continuidade

e limitagao da aplicagao I'f :

t k|
ITf(t+R) =T L) < [|f ]l (/0 |R(s + h) — R(s)|ds +/0 R(s)ds) — 0, quando |h| — 0,

(&

IT flloo < [1f]loc-

Dessas estimativas obtemos que I'f € ([0, 00); R). Para ¢ > 0, selecionamos L > 0 tal
que || f(t+nw) — f(t)|| < e paratodot > LecadaneN, e [ R(s)ds <e. Notamos que

Cf(t+nw)—Tf() = /Oan(t+nw—s)f(s)ds+/O R(t —s)(f(s+nw) — f(s))ds

+/L R(t—s)(f(s+w)— f(s))ds.

Consequentemente, para t > 2L ¢é verificado que

t+nw t 00
r - T 00 R(s)ds 4+ 2| f|loo R(s)d R(s)d
S+ ) =Tl < fle [ R +207 e [ RGste [ R
< <l flle + 1)

o que finaliza a demonstragao. m

Na estrutura PSAP,,, que é o Leitmotiv deste capitulo, a discussao precedente

motiva o seguinte resultado geral.

Teorema 4.39. Considere a equacao escalar real

y(t) = _#/0 (t — s)_l/Q(y(s) + G(s,y(s)))ds, t > 0. (4.70)

Suponha que a fun¢ao G : [0,00) x R — R € assintoticamente limitada sobre conjuntos
limitados de R, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos

limitados de R e continua localmente Lipschitz com respeito a sequnda varidvel, isto €,
‘G(t,l‘) - G<t7y)‘ < L(rﬂ‘% - y’a

para todo t > 0 e quaisquer x,y € R com |z| <7 e |y| <r, em que L :[0,00) — [0,00) €
uma fungao nao-decrescente. Se existe o > 0 tal que L(0) 4+ L sup,sq |G(t,0)| < 1, entdo a

equagao (4.70) possui uma solu¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Usando a féormula de variacao das constantes, podemos escrever (4.70))

como

y@z—ﬁRwﬂm@mwm
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Defina S® = {¢p € PSAP,(R) : ||¢||oc < 0o} e
t
7°0(t) =~ [ Rlt - 5)G(s.0(5))ds
0
para todot >0 e ¢ € S®. Se ¢1, Py € S, entao

T (1) — T2u(t)| < / R(t — ) |G (s, 6(s)) — G(s. 61(5))] ds

t
< [ Rit= L@ or(s) = ol ds
< L(o)]¢1 — ¢oflso-
Consequentemente,
1791 — Tl < L(0)[|61 = $2|oc- (4.71)

Por outro lado, para ¢ € S®, nos obtemos

IT9¢lloc < L(0)[|6llc + suP20|G(t,0)| < (L(0) + 07" sup0lG(t,0)]) o < o,

t |h|
IT®G(t + h) — T®H(t)] < & </0 IR(s + h) — R(s)|ds +/0 \R(s)]ds) =0

quando |h| — 0. Portanto T® é um operador continuo que mapeia S® em Cy([0, 00); R).

Vamos precisar do seguinte resultado.

Lema 4.40. Se f € PSAP,(R), entao I'f € PSAP,(R), em que I'f € dado no|Lema 4.58,

Usando o|Corolario 2.14{e o[Lema 4.40| deduzimos que S® é invariante pelo operador

T°. Por (4.71)) inferimos que T® é uma contracao e isto finaliza a demonstragao. O

Demonstragao do[Lema 4.40 Da demonstracao do [Lema 4.38] observamos que I'f €
Cy(]0,00); R). Por outro lado,
dr

¢ [iwsea —rspr < 3 [ [ vo - peas

N[ R+
- [ R =910

// NS (7 +w — 5)|dsdr

/ / R(r — )|f(s +w) — f(s)|dsdr

; 0 0
= L(t)+ L(t).

dr

IN

Vamos estimar os termos [;(t) e I5(t) separadamente.
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e Para o primeiro termo do lado direito, nés temos a estimativa

Li(t) < HfHOO// s)dsdr
< Uiy /”“LM
- Yot

oo 1
- ﬁ ; [V T+w— \/—]
4 oo 1
e usando o fato
g (B w)?? — 32 iy SEw o+ Btw? 4 0 1 0
t—o0 t oo £5/2 (1+%)3/2+1 ]

nos inferimos que [;(t) — 0 quando t — oo.

e Para o segundo termo, nés obtemos
L(t) = / / (1 —s)|u(s +w) — u(s)|drds

_ _/ (/ R(r)d )|u(s—|—w)—u( )|ds

< /|us+w — u(s)|ds,

o que mostra que lim;_, I5(t) = 0. Isto completa a demonstracao que I'f € PSAP,(R).
O

Antes de proceder com o proximo resultado (ver [Teorema 4.43|), vamos nos concen-

trar nas duas seguintes observacoes.

Observagao 4.41. Observamos que a fungdo A(t) = (7t)~1/2 satisfaz as hipoteses (A1),
(A2) e (A3) de (107, Capitulo IV), que sao:

(A1) A€ C(0,00)N LY 0,1).
(A2) A(t) ¢ positiva e ndo-crescente para t > 0.

(A3) Para cada T' > 0, a fungao A(t)/A(t + T') é ndo-crescente em ¢ para 0 < t < occ.
Um calculo simples nos permitiré concluir que A(t) satisfaz também a seguinte propriedade:
(A4) A fungio t — [/ A(s)ds é ergodica.

Observamos que (A4) ¢ vélida para todo w € R*. Isto finaliza a discussdo da observagao.
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Observagao 4.42. Seja A(t) uma funcao tal que (A1), (A2), (A3) e (A4) sao verificadas.
Seja R(t) o resolvente de a(t,s) = —A(t — s). Pelo livro do Miller (107, Teorema IV.6.2)
segue que 0 < R(t) < A(t) quando t € (0,00), R € C((0,00); R*) e [~ R(t)dt < 1. Se u é
uma funcao pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao ¢t — f(f R(t — s)u(s)ds também
é uma funcao S-assintoticamente w-periddica. A demonstragao desta afirmacao faz uso de
uma construgao similar & usada na demonstragao do [Lema 4.40] Por motivo de brevidade,

os detalhes deixamos a cargo do leitor.

O seguinte teorema é o homologo do para a classe geral de fungoes
A(+) que satisfazem as condigoes da |Observagao 4.42]

Teorema 4.43. Considere a equacgao escalar real

y(t) = —/0 At — s)(y(s) + G(s,y(s)))ds, t > 0. (4.72)

Suponha que A(t) satisfaz a hipétese (A1-4) da|Observacao 4.4 e G satisfaz as condigoes

do [Teorema 4.39. Entao a equagao (4.72) possui uma solugao pseudo S-assintoticamente

w-periddica.

Antes de concluir esta secao, nés forneceremos uma aplicacao para ilustrar a

utilidade do [Teorema 4.43|

Corolario 4.44. Suponha que A(t) satisfaz a hipdtese (A1-4) da|Observacao 4.43. Seja f
pertencente & PSAP,(R) e seja g : R — R uma fung¢ao localmente Lipschitz com g(0) = 0,

isto €, para cada numero positivo r, |g(x)—g(y)| < Ly(r)|x—y|, para quaisquer z,y € R com
lz| <rely| <r, em que L, é uma fungdo nao-decrescente. Se Ly(2]| f|loo) +Lg(|| fll) < 1,

entao a equacao

t
y(t) = —/ At —s)(y(s) + g(y(s) — f(s)))ds, t =0, (4.73)
0
possui uma solugcao pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracao. Seja G(t,z) dada por G(t,z) = g(x — f(t)) e seja r um nimero positivo e

z,y € B,(R), entao

Gt x) = Gt y)| = lglz = f{t) = g(y = F()] < Ly(r + [ flloe) |z =yl

1G(t,0)] = [g(=f () = g(O)] < Ly(ll fllso) [ f -
Pondo L(§) = Ly(§ + || f]le), entao

1G5 0o

L(”f”oo)—'_w

< Ly 2l fllo) + Lg([[ fllo) < 1.
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Por outro lado, é verdade que

1/; sup |G(s +w, ) — Gls, )|ds < W/Otlf(erw)—f(s)\ds.

t Jo zeB.(R)

Portanto G é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos
limitados de R. Concluimos a demonstragao usando o [leorema 4.43 O]

Em seguida, aplicaremos nossas técnicas para fluxo de calor nao-linear em uma
barra homogénea de unidade de comprimento de material com memoria, com a temperatura
u = u(t,r) mantida em zero em x = 0 e x = 1, em que t é o tempo e x é a posigao.
Assumiremos que a historia de u é prescrita para t > 0 e 0 < z < 1 (115, 116, 117),
u(0,2) = up(z), 0 < x < 1, é a distribuigdo de temperatura inicial dada. Denotamos o
calor fornecido externamente por f(t,z). De acordo com a teoria de fluxo de calor em

materiais com memoria, o fluxo de calor é tomado como
t
q(t, ) = —u,(t,z) — / b(t — s)ug(s,x)ds, t >0, 0 <z <1,
0

em que os subscritos denotam diferenciacao com respeito a x. Observamos que ao escrever
a funcao ¢, é assumido por simplicidade e sem perda de generalidade que a histéria da
temperatura u é prescrito como zero para t < 0; para mais detalhes e referéncias a teoria

fisica subjacente, indicamos Nohel (117). A lei de equilibrio de calor é, entao,

Dai, a temperatura u satisfaz o problema de valor inicial e de fronteira

gt (t,x) = aa— (u(t,az‘) —i—/o b(t — s)u(s,x)ds) + f(t,z), (t,z) e RY x [0,1], (4.74)

u(t,0) =u(t,1) =0, t >0, (4.75)

uw(0,z) = ug(x), x € [0,1]. (4.76)
Se consideramos o problema ([4.74)—([4.76) em X = L?(0,1), entéo a fungéo relaxamento
de fluxo de calor b(-) é tal que b € L'(R*, B(X)). Definimos A = 25, D(A) = H*(0,1) N

H}(0,1), entao A gera um semigrupo analitico sobre X e para qualquer o € (7, m),

Ala) = {X € C : |arg\| < a} C p(A). Agora definimos b(A = [ e Mb(t)dt, R(0) = 1
(mapa identidade) e

1 ~
R(t)u = 57 / M — A(1+ b)) ud\, ue X, t>0,
T Jr

em que I' consiste de I'[,T'y e I's, em que I'y = {re? : 7+ > 1}, Ty = {1 —0 < 3 < 6}
ey ={re®:r>1} com 6 € (5,7), orientado de modo que para alguns «, 3 € (5, 7),
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A € A(a) implica 1 +Z()\) existe, nao é zero e A(1 4 b(\))~! € A(B). Sob essas condigdes,
se up € D(A), entao

u(t) = R(t)up + /Ot R(t—s)f(s)ds, t >0,

é uma solucao de (4.74)—(4.76) (115).

De (115, Secéo 3), existe uma constante M > 0 tal que ||R(t)||px) < Me™ ', para
todo t > 0. Se escolhermos f € PSAP,(X), ug € D(A), entao as fungoes t — R(t)uyg
et — fg R(t — s)f(s)ds estao em PSAP,(R). Portando, a solu¢do u(:) é pseudo S-

assintoticamente w-periodica.

4.4.3 Equacgoes fracionéarias

O Calculo Fracionério é o campo da analise matematica que trata da investigacao
e aplicagoes de integrais e derivadas de ordem arbitraria. A forca de derivadas de ordem
nao-inteira estd em sua capacidade de descrever situagoes reais de forma mais adequada
que as derivadas de ordem inteira, especialmente quando o problema possui memoéria
ou propriedades hereditarias. Observamos que existe muito interesse em desenvolver a
analise tedrica e métodos numéricos para equagoes fracionarias. Em particular, algumas
propriedades de periodicidade assintotica das solucoes para estas equacoes tém sido
estudadas (91, [118)).

Comecamos considerando a seguinte equacao diferencial fracionaria que foi discutida
em detalhe por Burton (L10§]):

‘Dix(t) = —kg(t,z(t)), t >0, 0<q¢g<1; z(0) =2z €R, (4.77)

com g(t,x(t)) = z(t) + f(t) + G(t,z(t)), k uma constante positiva, e G : [0,00) x R - R e
f :]0,00) — R sdo ambas fungoes continuas. A derivada fracionaria de Caputo de ordem

g de uma funcao = é definida por

e Di(t) — ﬁ /0 (t — 5)~12/(s)ds, (4.78)

em que I'(+) é a fungao gamma (119).

Queremos estudar a existéncia de solugoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas
de ([@.77). E apropriado observar que nossa abordagem é baseia-se na férmula de variacio
de parametros de Miller (I07)). A ideia é reescrever (4.77) como uma equagao integral com
ntcleo singular. No entanto, o niicleo é completamente mono6tono. Isto nos permitira usar
a teoria de ponto fixo. Notemos que uma ideia similar ja foi usada em (120)) e também
(121). Seguindo (119), a equagao é reescrita como:

k t q—1 k t q—1
) /0 (t— $) " a(s)ds — —— /0 (t— )T (f(s) + C(s, 2(s)))ds. (4.79)

x(t) = z(0) — m )
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Escrevemos a parte linear como

B
—>/O(t—s) z(s)ds. (4.80)

2(t) = xg — T

Afirmamos que z(t) é pseudo S-assintoticamente w-periédica. E instrutivo fazer a
demonstragao. Defina o nicleo singular como C(t) = %tq_l. Para cada T > (0 temos uma
propriedade importante que é fOT C(s)ds < co. C(t) é completamente mondtona sobre
(0, 00) no sentido que (—1)*C*)(t) > 0 para k = 0,1,2,--- e t € (0,00). Além disso, C(t)
satisfaz as condigoes (A1), (A2)e (A3) da|Observacao 4.41, Portanto, um teorema de

Miller (107, Teorema 6.2) afirma que se a equagao resolvente para o nicleo C' é

qfl—i t — )T R(s)ds
Rit) = 5~ o /0 (t — 5)7 R(s)ds, (4.81)

entdo o resolvente, R, existe como um elemento de L'(RT) e é tinico nesta classe. Note
que R satisfaz 0 < R(t) < C’( ) para todo t > 0, logo R(t) — 0 quando t — co. Visto que
C ¢ L'0,00), logo fo s)ds = 1. Por (107, Teorema 7.2) podemos ver que R é uma
fungdo completamente monétona sobre (0, c0). Por outro lado, pela formula de variagao
de parametros (107, Capitulo I) podemos escrever a solucao z(t) de como

2(t) = 24 (1 - /0 t R(s)ds) . (4.82)

z2(s +w) — z(s) = —xg /S+w R(7)dr.

/ / r)drds
/ / r1lrds

Consequentemente,

Logo,

%/0 |2(s +w) — z(s)|ds <

IN

_ Fk(|qxi_ 1)% ((t + w)q—H patl q)
O] ((t +w)2an) _ t2(‘1+1)) ( 1 )
I(g+1) ta+2 (1+ =)™ 41
_ k|x(0)| (wQ(q“) N 2(q + 1)w?et! 1 0(t)>
T(g+1) \ a2 a1 farl ¢
1

X<<1+%>q“+1>'

Como consequéncia da derivagao anterior, nés temos

lim %/0 2(s +w) — =(s)|ds = 0. (4.83)

t—o0
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Disto, podemos concluir nossa afirmacao.

Por outro lado, a equagao (4.79) pode ser escrita na forma

z(t) = F(t) — %/0 (t —s) 2 (s)ds, (4.84)
em que . t
F(t) = x¢ — m /0 (t —5)17 (f(s) + G(s,2(s)))ds. (4.85)

Tendo em mente a equagao resolvente (ver (4.81])). A solu¢ao do sistema linear
(4.84) pode ser escrita em termos de F' como segue

z(t) = F(t)— / R(t — s)F(s)ds

- <1 ) - %/Ot(t—s)q_l (f(s) —i—G(s,x(s)))ds
ré{ //Rt—s u)™ (f(U)+G(u,x(u))>duds

q)

- z()—m/o(t—u)q () + G u,w(w) ) du
+% /Ot </:R(t —s)(s — u)q_lds) (f(u) + G(u,x(u)))du
= z(t)—i—/o (—%(t—u)ql%—/o u%(t—u—s)qu(s)ds)
X (f(u) + G (u, x(u)))du
— () + /Ot R(t — u) <f(u) + G(u,x(u)))du.

Portanto, (4.79) pode ser escrita como

x(t) = 2(t) + /Ot R(t —s) (f(s) + G(s, x(s)))ds. (4.86)

Proposicao 4.45. Suponha que f € PSAP,(R) e que G satisfaz as condig¢oes do
. Se eziste o > 0 tal que L(o) + % (|zo| + || flloo + Supeso |G(¢,0)]) < 1, entdo

(4.77) possui uma solugdo pseudo S-assintoticamente w-periddica.
Demonstracao. Iniciamos a demonstracao definindo o operador

(Po)(t) = 2(t) +/O R(t —s) (f(s) + G(s, gb(s)))ds, (4.87)

para todo t > 0, e ¢ € C3([0,00);R). Para ¢, ¢ e ¢o pertencentes a Cy(]0, 00); R), temos

as seguintes estimativas:

[PO@] < |zo] + [ Flloo + L{[8]lo0)|9loc + sup [G(5, 0)] := Co, (4.88)
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[Po(t + h) = Po(t)] < Cy ( /t; R(s)ds

¢ ||
; / [R(s + h) — R(s)ds + / R<s>d8>’

(4.89)

[Po1(t) = Poa(t)] < L(max{[$1]loo, [92llcc D01 = P2l co- (4.90)

Seja ¢ € PSAP, (R), pelo [Corolario 2.14} a fun¢ao s — f(s) + G(s, #(s)) é pseudo
S-assintoticamente w-periodica. Uma vez que C(t) = %tq_l satisfaz as hipoteses (A1-4)

da |Observa<;éo 4.42L nos notamos que a fungao t — fot R(t — s)(f(s) + G(s, ¢(s)))ds

é pseudo S-assintoticamente w-periddica. Deste fato e tendo em mente (4.89) e que

z(-) € PSAP,(R), concluimos que P mapeia PSAP,(R) em si mesmo. Observamos que
de (4.88)), a bola B,(PSAPF,(R)) é invariante por P. Ademais, segue de (4.90) que o
operador P : B,(PSAP,(R)) — B,(PSAP,(R)) é uma L(o)—contracao. Isto completa a

demonstragao. O]

Exemplo 4.46. Considere a equacao diferencial fracionéria do tipo Caputo

‘Diz(t) = —x(t) — va(t)z?(t),t > 0, (4.91)

x(0) = zo, (4.92)

com 0 < ¢ <1,a:[0,00) = R uma fun¢ao pseudo S-assintoticamente w-periddica, e |v|

suficientemente pequeno.

O ponto de partida é observar que podemos escrever (4.91]) como

t
z(t) = 2(t) + V/ R(t — s)a(s)x*(s)ds,
0
em que z(t) é dada por (4.82)). Defina
t
(P = 2()+v [ Rt = S)als)els)’ds,
0
para todo t > 0, e p € ([0, 00); R). Temos as seguintes estimativas:

1Polley0.00)m) < 2ol + [Vl llallcyo.00)m) 12112, (0.00)m):

[Pp1 — Poalloyooym < |V!||a!|cb<[o,oo);R>(H901||2c,,([o,oo);R)+||901||cb([o7oo>;R)H902||cb([o,oo>;R>

+||902||%b([o,oo);R) 1 = 2llcy(0,00)R)-
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Uma observacao importante deve ser feita neste momento. Note que para ® € PSAFP,(R),

a fungao s — a(s)®(s)? é pseudo S-assintoticamente w-periddica. De fato,

L 3 t
o [ lals +w)ts 0 — als)els)las < Il (peorm [ lats )~ ato)las
0 0

n 3||90||2cb([0,oo);R) lallcy(o,00m)

t
< [ lels+) = o).

Do fato que z(+) é uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica (ver (4.83)) e da

[Observacao 4.42| n6s notamos que Py(-) é pseudo S-assintoticamente w-periodica. Para
m, entdo By, (PSAP,(R)) é invariante
por P e o operador P de By, (PSAP,(R)) em si mesmo ¢ uma o-contragao com o =
12|al|o|wo[?. Isto finaliza a discussdo do Exemplo [4.46]

completar a discussao, escolhemos |v| <

Exemplo 4.47. Consideramos a equagao escalar
°Dix(t) = f(t) — a(t)z(t),t > 0, (4.93)

com condic¢ao inicial , em que 0 < ¢ <1, a,f :[0,00) - R sdo fungdes pseudo
S-assintoticamente w-periddicas e existem ntimeros positivos € e M tais que 0 < ¢ < a(t) <
M. Defina k = ¢ + %(M —¢) > 0, entao por (122, demonstracao do Teorema 2.1) existe
um « € (0,1) tal que

la(t) — k| < ak, para todo t > 0. (4.94)

Definimos P : PSAP,(R) — PSAP,(R) por

(Pp)(t) = 2(t) + %/0 R(t —s)f(s)ds — /0 R(t —s) (CL(S)T_I{:) (s)ds, (4.95)

em que z(-) é dado por (4.92). Sabemos que z(-) pertence & PSAP,(R). Da[Observacao 4.42]
nés obtemos que ¢ — k=" [ R(t—s) f(s)ds ¢ pseudo S-assintoticamente w-periodica. Sendo
¢ € PSAP,(R), entao a fungao s — (a(s) — k)¢(s) pertence & PSAP,(R). Novamente
usando a |Observa(;éo 4.42|, observamos que t — fot R(t — s)(a(s) — k)k~tp(s)ds pertence a
PSAP,(R). Portanto P esta bem definido. Ademais, por (4.94), notamos que P é uma

contracao.

Exemplo 4.48. (123)) Consideremos a equagao de difusao de onda dois-termos fracionaria
nao-linear com o operador tempo no sentido de Caputo e um termo de forca nao-linear
FeLx(0,T)xR), T>0,z€eR,

loc

82
e Ditult, ) + oDt ) — a—;;@, ) = F(t,u(t,x)), (4.96)

sujeita as condicoes
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em que 0 < ay, 1 <2,e f,g € LP(R), com 1 < p < 0.

Existéncia de solugoes super-viscosas e sub-viscosas em LP(R) para foi
recentemente estudada em (124). O método de Stojanovic e Gorenflo usado em (124))
baseia-se na aplicacao sucessiva das transformadas de Laplace e de Fourier, a fim de chegar
em uma equacao linear Tipo de Abel Volterra. A desigualdade de Gronwall produz a

solugao super-viscosa assumindo uma condi¢ao de Lipschitz sobre o termo de forca.

Tomando X = L?[0,27], 1 =1, o =v, a1 =a+1, fi=Fcom0<a<f<1le
F(t,x) = 1o+ °D(b(t) sin(x)), em que 7 < 0, obtemos a equagdo

2
D u(t, 2)+v CDlu(t, x) = @(t,x)—FTu(t, z)+°Dy (b(t) sin(u(t, z))), t > 0,z € [0, 27].

0x?

(4.98)
Em (123)) os autores demonstraram que é possivel dar uma abordagem abstrata de
operadores para a equacao , para isto define-se primeiro uma familia solucao de
operadores fortemente continua. No entanto, esta familia nao satisfaz a propriedade de
semigrupo. Por meio do uso desta classe de familias de operadores, a solugao para a
equacao pode ser escrita em termos de uma férmula de variacao de constantes. Ela
nos dé a estrutura necessaria para aplicar uma abordagem tedrica de operadores na anéalise

de solugoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas para a equagao fracionéria (4.98|).

Observamos que ([4.98]) pode ser reescrita na forma
D u(t) + v “DPu(t) — Au(t) = °D$ f(t, u(t)), (4.99)

com Au = g% +7u. Assumindo as condigoes de fronteira de Dirichlet u(t,0) = u(t, 27) = 0,
consideramos A com dominio D(A) = {u € L?[0,2x] : u” € L?[0,27],u(0) = u(27) = 0}
e a ndo-linearidade f(t,p)(z) = b(t)sin(p(z)) para todo ¢ € L?[0,27] e x € [0,27]. E
conhecido que o operador A ¢é T-setorial de tipo negativo e angulo S7/2 para todo 5 < 1,
(123, Exemplo 6.1) e (9, Exemplo 3.8). Entao, por (123, Teoremas 3.2 e 4.1), A gera uma

familia («, 8),-regularizada S, 5(t) que satisfaz a estimativa

< ¢ t>0
T 17|t +uth) T

1a,8(8) | 5x) (4.100)

para alguma constante C' > 0 que depende somente de a, 5.

Observagao 4.49. Note que uma fungao u : R* — L?[0, 27] é chamada solucao branda

da equagao (4.99)) com condigbes iniciais e de fronteira nulas, se satisfaz
t
u(t) = / Sas(t — 8)f(s,u(s))ds, (4.101)
0
para cada t € RT.

O leque de aplicagoes das fungoes quase automorficas inclui, atualmente, equagoes

de evolugao lineares e nao-lineares e sistemas dinamicos. A dinamica quase automorfica



Capitulo 4. Periodicidade assintdtica para sistemas de estruturas flexiveis 112

ganhou uma quantidade notavel de atencao nos tltimos anos. Uma referéncia basica que
contem uma exposicao da teoria unificada de fungoes continuas quase automorficas é o
livro de N’Guérékata (125). Nesta diregao, Keyantuo et al. (123) demonstraram o seguinte

resultado.

Proposigao 4.50. (123) Suponha que b € L'(R") e b(t) — 0 quando t — oo. Entdio a
equacao (4.98), com condigoes iniciais e de fronteira nulas, possui uma unica solu¢do
branda u(t,z) que se decompée como uma soma com wma primeira parte que € quase

automorfica e uma sequnda parte que tende para 0 quando t — oo.

Proposigao 4.51. (126) Suponha que b € L*(RT) N SAP,(R). Entio a equagdo (4.93),
com condigoes iniciais e de fronteira nulas, possui uma unica solugao branda u(t,x) tal

que u(-,x) € S-assintoticamente w-peridodica.

Observagao 4.52. Em geral, se A é um operador p-setorial de angulo 87 /2, com p < 0;
uma fungao u : R™ — X é chamada solugao branda para a equagao (4.99)) sujeita as

condigoes iniciais u(0) =z e v/(0) =y, x,y € X, se satisfizer
t
u(t) = Sa,ﬂ(t)ﬁ(91*Sa,ﬂ(t))y+V(gl+a—ﬁ*Sa,ﬂ(t))l‘Jr/ Sap(t—5)f(s,u(s))ds, (4.102)
0

para cada t € RT, em que gg(t) = % para t > 0, e no caso que 8 = 0 definimos
go(t) := dp, a medida de Dirac concentrada na origem. Note que, por (4.100)),

Tim 1S05(8)llscx) = 0. (4.103)

sup ||tSa,8(t)||Bx) < +00, para cada a > 0. (4.104)
t>a

Visto que A é u-setorial de angulo 57/2, segue da demonstragao do Teorema 4.1 em (123))
que A>T+ v\P € p(A) para Re(\) > 0 e

M
At + DB — g

[+ 007 = A)Hsx) <
para todo A € C tal que Re(\) > 0. Consequentemente,

Hga’g()\)ﬂlg(x) — 0 quando A — 0, (4.105)

em que §aﬁ denota a transformada de Laplace de S, g. Levando em conta (4.104)) e (4.105]),

segue do teorema de Hardy-Littlewood (127, Teorema 4.2.9) que
t

lim [ S,p(s)ds =0. (4.106)

t—o00 0

Suponha a < f e 0 < € < 8 — a. Da demonstragao de (126, Teorema 3.2) existe uma

constante ¢ > 0 tal que
1914+0—p * Sas(t)lBx) < ™. (4.107)
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De (4.103)), (4.106)) e (4.107) obtemos que as fungdes S, 5(-)x, (91 * Sa5(-))(Y) € (g14a—p *
Sa5(+))(x) estao em Cy([0, 00); X). Em particular, essas fungoes pertencem & PSAP, (X).

Isto completa a discussao da |Observacao 4.52]

Em seguida, nos concentraremos na nao-linearidade f de (4.99). Verificamos que

1f @, @) = f(E, )l z20,2m < [0l — Pl 120,27 (4.108)
para todo t > 0, e ¢, € L?[0, 27]. Inferimos que

L sw 15+ w0 = £ ) pands < L7 [ s +w) = bio)lds. (4.109)
0 0

tJo llellg2g00m=r

Se b ¢ uma funcao limitada, entao |f(t,¢)(z)| < [|b]|lc,([0,00)%) Para todo t > 0, x € [0, 27].

Portanto f é uma funcao assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de
L?[0,27]. Se b é pseudo S-assintoticamente w-periodica, entao, por (4.109)), f é uniforme-

mente pseudo S-assintoticamente w-periédica sobre conjuntos limitados de L?[0, 27].

Temos assim o seguinte resultado.

Proposicao 4.53. Suponha que b € PSAP,(R) com ||b||c,(j0,00)r) Suficientemente pequeno.

Entao existe uma unica solug¢ao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica de (4.98)

com condigoes iniciais € de fronteira nulas.

Observagao 4.54. Se A é um operador u-setorial de angulo /2 e < 0, entdao A gera
uma familia (o, 8),-regularizada S, 5(t) que satisfaz uma estimativa como (4.100)), por
iss0 Sag(t) ¢ uniformemente integravel, ou seja, [|Sasllt = [y~ 1Sa,8()||5x)dt < +oc.
Ademais, a fungao t — ftHw 1Sa,8(t)||Bx)dt & ergédica. Entao Sa g * f € PSAP,(X),
quando f € PSAP,(X). A demonstracao dessa afirmacao faz uso de uma construgao

similar a utilizada na demonstracao de (13, Lema 2.4).

A [Proposicao 4.53 € uma consequéncia imediata do seguinte resultado geral.

Teorema 4.55. Sejam 0 < a < <1 ev >0. Assuma que A € um operador p-setorial
de dngulo /2 e pp < 0. Seja f:[0,00) x X — X uma funcao continua assintoticamente
limitada sobre conjuntos limitados de X e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periddica sobre conjuntos limitados de X que verifica a condi¢ao de Lipschitz (4.8)), em
que a constante de Lipschitz Ly satisfaz ||Sapl1Ls < 1. Entdo existe uma unica solugdo

branda pseudo S-assintoticamente w-periddica u(-) de
D () + v *DPu(t) — Au(t) = D f(t,u(t)), t >0

com u(0) =z, v (0) =y (especificados em X ).
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Demonstragao. Seja S, (t) a familia (o, 8),-regularizada gerada por A. Definimos o

operador K, g sobre o espaco PSAP,(X) por

(Kapu)(t) = Sa,s()r + (91 % Sap(t))y + V(G140 * Sa,p(t))7 + /0 Sap(t — ) f(s,ul(s))ds.

Do e das Observagoes e deduzimos sem muita dificuldade que K, s

esta bem-definido. Nao dificil verificar que K, g é uma ||.S, /|1 L1 —contracao. O

4.4.4 Resultados adicionais sobre conducao de calor

Vamos considerar a equacao integro-diferencial parcial de segunda ordem

2

%Q(t,x) + 6(0)%9(25,@ = a(0)A0(t,z) — /OO Bt — s)%@(s,w)ds

+/ &(t — $)AO(s, x)ds + a(t)b(O(t, ) (z)  (4.110)

—0
Esta equagao aparece no estudo de conducgao de calor em material com memoéria cf
(38, 90, 128 129, 130} 13T}, 132)). Observamos que [(t) (resp., a(t)) é chamada funcao
de relaxamento de energia (resp., estresse), # ¢ o campo temperatura sobre um corpo.
Observamos que se assumirmos que [3(t) = 0, entao é a equagao que rege 0S
movimentos longitudinais unidimensionais de uma barra viscoeléstica de densidade 1 (130).
Durante esta se¢ao, nés iremos supor que €2 é um subconjunto conexo, aberto e limitado
de R3 com fronteira C°°. Também assumiremos que o e (3 sao funcoes que assumem
valores reais, de classe C? sobre [0,00) com «(0) e 5(0) positivos; a : [0,00) — R e b sdo
fungoes adequadas. Se nos suprimirmos a dependéncia de x € €2 e assumirmos que 6(¢, x)
¢é conhecido para t < 0, podemos colocar o problema como

0" (t)+6(0)0'(t) = a(O)AG(t)—/t ﬂ’(t—s)@’(s)ds+/t o (t—s)AB(s)ds+a(t)b(0(t)), t > 0,

’ ’ (4.111)
em que ¢’ denota a derivada de 6 com respeito a t e A é o Laplaciano sobre 2 com condigao
de fronteira 6 |so= 0. Consideramos com condigoes iniciais

O primeiro passo para modelar o problema (4.111f)-(4.112) sera considerar o espaco
X = H}(Q2) x L*(Q), e o operador linear

I ), (4.113)
a(0)A —p(0)1

sobre o dominio D(A) = (H*(Q) N HY(Q)) x H}(Q), e definimos B(t) = F(t)A, em
que F(t) = [F;(t)] : X — X, t > 0, é definido por Fi;(t) = Fi2(t) = 0, Fy(t) =
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=B ()1 + 5(0)(/(0)/a(0))I, Fao(t) = (/(t)/c(t))I. Com a introdugao da variavel

(t)
:( 0 (4.114)

0 (4.115)
a(t)b(0(t)) ) .

e com a definicao de

g(t, u(t))

a equagao (4.111)) com condigao inicial

To

0
M®=<O>€%®MLWM (4.116)
toma a forma da seguinte equagao integro-diferencial de Volterra

u'(t) = Au(t) + /Ot B(t — s)u(s)ds + g(t,u(t)), t > 0. (4.117)

Segue do artigo de Chen (I33) que A gera um Cy—semigrupo (7'(t)):>o tal que [|T'(t)|x) <
Met para todo t > 0 e algumas constantes M, v > 0.

Observamos que propriedades das solucoes da equagao (4.117) tém sido estudadas
em varios contextos, por exemplo boa-colocagao (129, [134), soluc¢des brandas (135l 130), e
periodicidade assintotica (90, 128, 137, 138).

Definicao 4.56. (139) Uma familia {R(¢) : ¢ > 0} de operadores lineares continuos sobre
X é chamada de operador resolvente de (4.117]) se as seguintes condigoes sao verdadeiras.

(R1) Paracadaz € X, R(0)x =z e R(-)z € C([0,00); X).
(R2) O mapa R: [0,00) = L(D(A)) é fortemente continuo.

(R3) Para cada y € D(A), a funcdo t — R(t)y ¢ continuamente diferenciavel e

d

dtR( )y = AR(t)y—i—/Ot B(t—s)R(s)yds = R(t)Ay—l—/Ot R(t—s)B(s)y(s)ds, t > 0.

Para mais informagoes sobre operador resolvente, nés indicamos ao leitor os traba-
lhos (129, 139) e suas referéncias.
Assuma que o/ (t)e, o'(t)e, B'(t)e e §”(t)e?" sdo fungdes limitadas e uniforme-

mente continuas sobre [0, 00), e que para todo ¢t > 0,

()] masx{(0). 1115 5 <

()] maax{5(0), 1% < T




Capitulo 4. Periodicidade assintdtica para sistemas de estruturas flexiveis 116

Entao, pelo teorema de Grimmer (129, Teorema 4.1), existe um operador resolvente R(t)

para a equacao (|4.117)) satisfazendo
IR(1)|ls0x) < Me™ 3%, ¢ > 0. (4.118)

Definigao 4.57. (I39) Uma funcdo u € Cy([0,00); X) é chamada solugdo branda de

,
u(t) = R(t)u(0) + /0 R(t — s)g(s,u(s))ds, t > 0.

Introduzimos as seguintes condigoes para a fungao b : H} () — L*(Q)

(I1) b satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

[6(61) — b(02) | L2y < Lo|01 — 2 51 ()
para quaisquer 61,6, € H}(Q).
(I2) b satisfaz a condicao tipo Holder
16(01) = b(62) || L20) < Lo[|01 — 02|71 )
para quaisquer 61,6 € H}(Q).

(I3) Existe uma fungao continua nao-decrescente h : [0,00) — [1,00) tal que h(t) — oo

quando t — oo e

[ A
: —L(t—s) T _
(I3), tliglo _h(t)/o e 2" h(s)"ds =0,

t
(I3), sup/ e 3= a(s)|h(s)ds < +oo.
0

t>0

E particularmente adequado iniciar com os seguintes resultados sobre periodicidade
assintotica de (4.111))-(4.116]) a fim de mostrar o estado de arte deste problema. Observamos

que o espago S, (X) foi definido na [secao 2.1{

Proposigao 4.58. (38) Assuma que (I1) ¢ satisfeita e que a € S, (X). Se (2M /)| allso Ly, <
1, entao o problema (4.111))-(4.116) possui uma unica solugao branda assintoticamente
w-periddica (ver Segdo[2.1.9).

Proposicao 4.59. (90) Assuma que (I1) é satisfeita e que a(-) € S-assintoticamente
w-periddica. Se (2M /7)||allooLs < 1, entio o problema ([EI11)-[@.116) possui uma tnica

solugao branda S-assintoticamente w-periodica.
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Proposicao 4.60. ([128) Suponha que as hipdteses (12) e (13) sao verificadas e que a(-)
€ S-assintoticamente w-periodica. Entao o problema (4.111))-(4.116|) possui uma solugao

branda S-assintoticamente w-periddica.

Isto conclui nossos resultados introdutérios sobre periodicidade assintotica de

(4.111})-(4.116). Em seguida, vamos nos concentrar na nao-linearidade g de (4.117]), temos

as seguintes estimativas:

ot w)ll sy ez < lalloo (Lolluls@yera) + 10Oz (4.119)
1 t
z/ sup lg(t +w,u) — g(t, u)|| g3 @) xL2@dt
0 ”u”Hé(Q)xLQ(Q)Sr
Lyr™ + ||6(0 t
< = Ht< 2z / la(s + w) — a(s)|ds. (4.120)
0

Segue de (4.119) e de (4.120]) que a fungao
g:[0,00) x Hy(Q) x L*(Q) — H () x L*()
¢ limitada sobre conjuntos limitados de Hj () x L*(Q);

19t Wl 3 @)xc2@) < Wllull g @)xL2@)

com W (&) = ||allse(Lpé™ + 16(0)||2()) € g ¢ uniformemente pseudo S-assintoticamente

w-periodica sobre conjuntos limitados de H}(Q2) x L*(Q).

Além disso, da estimativa

lg(t, 1) = g(t, V) |y @)xr20) < la®)|Lollu = vll50)r2 @) (4.121)

para todo ¢ > 0 e quaisquer u,v € H}(Q) x L*(Q), obtemos que g é assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de Hg () x L*(Q). Segue de (I3) que

para u,v € Cp,(Hj () x L*(Q2)) podemos inferir que

t . t
L/ e*(’Y/Z)(th)W(gh(S))ds < lafloo Lo€™ (ﬁ/ 6(7/2)(ts)h(5)-rd8>
0

h(t) Jo
2([6(0)|| £2(q)

— 0, t = oo, 4.122
) (4.122)

t
SUP/ 6(77/2)@75”’9(3,“(5)) - 9(577)(3))”H3(Q)><L2(Q)d5
0

t>0

t
< (sup/ e(_7/2)(t_5)|a(s)|h(s)7d8) lu— |- (4.123)
0

t>0
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8)

Com alguns calculos, mostra-se que liminf,_, 3

< 1, em que

A1) = sup s [ PCIT en(s)as

Finalmente, visto que ) é um conjunto limitado com fronteira C'*°; o teorema de compa-

cidade de Rellich-Kondrachov, ver [Teorema 2.67}, prova que o conjunto {a(s)b(f) : 0 <

s < s0,0 € Hy(Q), |0l gz ) < 7}, so > 0, & relativamente compacto em L*(Q2). Por um
resultado similar ao MPE deduzimos nosso novo resultado.

Proposicao 4.61. Suponha que as hipdteses (I2) e (13) sio assequradas e que af-)
€ pseudo S-assintoticamente w-periodica. Entao o problema (4.111))-(4.116)) possui uma

solugao branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

4.4.5 Equacoes integrais da teoria viscoelastica

O seguinte problema de fronteira e valor inicial é um exemplo tipico de um problema
unidimensional em viscoelasticidade, como movimentos de cisalhamento simples, torcao

de uma barra, tensao simples, (55, Segao 5.4)

w(t, z) = /Ot da(T)uge(t — 7,2) + h(t,x), t >0, x € [0,1], (4.124)
u(t,0) =u(t,1) =0, t >0, (4.125)
u(0,z) = vo(x), = € [0, 1]. (4.126)

Aqui a : R" — R é uma funcao de variacao limitada sobre cada intervalo compacto
J =1[0,T] com a(0) = 0, e os subscritos ¢ ou x denotam a derivada parcial com respeito a

variavel correspondente.

Para obter uma formulacao como uma equacao integral de evolucao abstrata,
escolhemos um espaco de fungoes, digamos X = L?[0, 1], definimos um operador A por
Au(z) = tge(x) com dominio D(A) = {u € L?[0,1] : uy, € L?[0,1],u(0) = u(1) = 0}. E

conhecido que A gera um semigrupo analitico limitado com 0 € p(A).

Observamos que ap6s uma integracao com respeito ao tempo t, (4.124]) torna-se
t
u(t) = / a(t)Au(t — m)dr + f(t), t >0, (4.127)
0

com a fungao de forga f(t) = vo(-) + fo dr, t > 0, e de estado u(t) = u(t,-). Para

conclusoes adicionais, indicamos ao leitor o hvro do Priiss (55).

Relembramos as seguintes definigoes.
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Definigao 4.62. (55) Uma fungao a € L} .(R.) ¢ de crescimento subexponencial se

loc
J,” e a(t)|dt < oo, para todo e > 0.

Defini¢ao 4.63. (55, Defini¢ao 3.3) Seja a € L}, (R") de crescimento subexponencial

loc

e k € N, a fungado a(t) é chamada k-regular se existe uma constante ¢ > 0 tal que
IAma™(N)] < cla())| para todo Re(\) >0 e 0 < n <k, onde G denota a transformada de
Laplace de a.

A fim de termos uma melhor compreensao do estado da arte, iniciamos com os

seguintes resultados.

Teorema 4.64. (140) Suponha que a(t) € 1-regular, de tipo positivo, completamente
mondtona e que satisfaz a(oo) = limy_, a(t) > 0. Seja g : [0,00) x L?[0,1] — L?[0, 1] uma

fungao continua limitada tal que as sequintes condigoes sao assequradas.

(J1) |lg(t, ) = g(t,V)|lz2pa) < Lglle — |l 22p0,1], para quaisquer ¢, € L?[0,1] e todo
t >0, em que L, € RT.

(J2) Para cada conjunto limitado K C L?[0,1], limy_o(g(t,0) — g(t + nw,p)) = 0
uniformemente para p € K en € N,

Se Ly € suficientemente pequeno, entao o problema

u'(t) = /Ot da(T)Au(t — 1) + g(t,u(t)), t >0, (4.128)

u(0) = vy € L?[0,1], (4.129)
possui uma unica solugdo (branda) assintoticamente w-periddica.

Teorema 4.65. (38) Sob as condigées do resultado anterior, substituindo (J1) por

(J1)* |g(t, ) — g(t, )| 210.1] < Lg(t)|l0 — ¥l 12p0,1), para quaisquer ¢, € L*[0,1] e todo
t >0, em que Ly(-) € localmente integrdvel sobre [0, c0).

Se supy> fg |1S(t = s)|lBx)Lg(s)ds < 1, em que S(t) € a familia resolvente gerada por A.
Entao o problema (4.128])-(4.129) possui uma tnica solug¢ao (branda) assintoticamente

w-periodica.

Teorema 4.66. (8) Suponha que a(t) € 1-reqular, de tipo positivo, completamente mono-
tona e que satisfaz a(co) = limy o a(t) > 0. Seja g : [0, 00) x L2[0,1] — L2[0, 1] uma fungio
uniformemente S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de L*[0,1] que

satisfaz a condi¢do de Lipschtiz (J1). Se L, € suficientemente pequeno, entdo o problema

(4.128])-(4.129) possui uma unica solugao (branda) S-assintoticamente w-periddica.
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O seguinte teorema estabelece um dos principais resultados desta subsecao.

Teorema 4.67. Suponha que a(t) € 1-reqular, de tipo positivo, completamente mondtona
e a(0o) = lim;_,o a(t) > 0. Seja g : [0,00) x L2[0,1] — L?[0, 1] uma fungdo uniformemente
pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados e assintoticamente limi-
tada sobre conjuntos limitados de L*[0,1] que satisfaz a sequinte condi¢ao de Lipschitz:

para cada o > 0, temos

Hg(t?gp) - g(taw)HLQ[O,l} < Lg<U)H()0 - wHLQ[O,lb Vite R+7 v @,w € BU(L2[07 1])7
em que Ly : [0,00) — [0,00) € uma fungao continua. Se existe r > 0 tal que

s

1Szt @+ Bz20.1) (Lg (r + 1S Ollecllvoll20.m) + ——

em que S(-) € a familia resolvente associada a A e
C(5300) = Lo (1S C)llcllvoll 2o, [ SO lloo [v0ll 2.1y + sup llg (s, Ol 220,

entdo o problema (4.128))-(4.129) possui uma solugdo (branda) pseudo S-assintoticamente

w-periddica.

A demonstracao do depende fortemente de uma abordagem tedrica

de operadores, vamos incluir a demonstragao para a conveniéncia do leitor.

Consideramos a seguinte equagao integral de Volterra de tipo escalar
t
u(t) = / a(t — s)Au(s)ds + f(t), t >0, (4.130)
0

em que A é um operador linear fechado ilimitado em um espaco de Banach complexo X,

ea € L} (R") éum nicleo de crescimento subexponencial (ver [Defini¢ao 4.62), o que

significa que fooo e “|a(t)|dt < +o0, para cada € > 0, nesta situacao, a transformada de
Laplace, a(A), existe para todo Re(\) > 0. Devido as suas aplicagoes em varios campos das
ciéncias, as equacgoes do tipo , bem como seus tratamentos numeéricos, estao atraindo
um interesse crescente. Propriedades das solucoes de tém sido extensivamente
estudadas nos tltimos anos (8, 140}, T41], [142)).

E conhecido que a equacao (#.130) é bem colocada se, e somente se, admite
uma familia resolvente (55), isto é, existe uma familia fortemente continua S(t), t > 0,
de operadores lineares limitados definidos em X, que comuta com A, o que significa que
S(t)D(A) C D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo z € D(A) e todo t > 0, e que satisfaz a

equagao resolvente

t
S(t)r =x+ / a(t — s)AS(s)xds, para todo z € D(A),t > 0.
0



Capitulo 4. Periodicidade assintdtica para sistemas de estruturas flexiveis 121

S(t) é chamada familia resolvente da equagao (4.130) gerada por A. Formalmente, a

transformada de Laplace da familia resolvente é representada por
H\) = (A= xa(\N)A) (4.131)

O problema de encontrar condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade das familias
resolventes, em geral, é dificil de manusear. Arendt e Priiss em (143)) estudaram a existéncia,
de lim;_,o, S(t) = P em varios sentidos. Em particular, eles deram condigoes suficientes
para a estabilidade forte de S(t). Em (144) os autores deram condigoes suficientes para a

estabilidade uniforme da familia resolvente em espagos de Hilbert e Banach.

Relembramos a seguinte definigao.

Definigao 4.68. (55)) A equacao (4.130) é chamada parabolica, se as seguintes condigoes

sao asseguradas.

(P1) a(M) #0e1/a(N) € p(A) para todo Re(\) > 0.

(P2) Existe uma constante M > 1 tal que |[H(\)|sx) < & para todo Re()\) > 0, em

A
que H(A) é dado por (4.131)).
Antes de prosseguir, faremos algumas observagoes tteis.

Observagao 4.69. Se (4.130]) admite um resolvente analitico S(t) que é limitado em algum

setor, entao (4.130) é parabdlica. Uma situagao padrao que conduz & equagao parabolica é

1
loc

a seguinte: seja a € Lj,(RT) de crescimento subexponencial (ver [Definigao 4.62)) e de tipo

positivo e seja A o gerador de um Cy-semigrupo analitico e limitado em X. Entao, por

(55, Corolario 3.1), (4.130]) é parabolica.

Observagao 4.70. Suponha que a(t) é l-regular e que é uma equacao parabolica
que admite um resolvente S(¢) uniformemente integravel, entao, por (144, Corolario 3),
S(t) é uniformemente estavel. Observamos que da parabolicidade e da 1-regularidade de
a(t), temos, por (55, Teorema 3.1), a existéncia de uma familia resolvente S(¢) continua e
limitada para t > 0, consequentemente S(-) € L}, .(RT, B(X)).

loc

Consideremos a seguinte equagao semilinear de Volterra

V'(t) = /Ot da(t)Av(t — 1) + g(t,v(t)), t >0, (4.132)

’U(O) =1y € X, (4133)
em que a : R™ — R é uma fun¢ao adequada com a(0) = 0.

Relembramos a seguinte definigao.
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Definigao 4.71. (55, Proposi¢ao 1.2) Suponha que A gera uma familia resolvente S(t).
Uma fungao u € Cy([0,00); X) é chamada uma solu¢ao branda de (4.132))-(4.133) se u(+)

satisfaz a equacao integral

u(t) = S(t)vo + /Ot S(t—s)g(s,v(s))ds, para todo t > 0. (4.134)

Introduziremos a seguinte notagao: C1(S;vo) == L, ([[:S () eo||vollx) 1S () llol|vol| x +
SUP¢>0 llg(t,0)|lx.

Teorema 4.72. Suponha que A gera uma familia resolvente integrdvel e uniformemente
limitada S(t) tal que t — [/ S(

g:[0,00) X X — X uma fun¢ao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica

(s)ds seja uma fungao ergddica, para algum w € RY. Seja

sobre conguntos limitados de X e assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de

X tal que para cada nimero positivo o, e quaisquer ¢,V € B,(X), nds temos

lg(t2) = g(t.9)lx < Lo(o)llz —yllx, vE=>0,
com Ly : [0,00) = [0,00) uma fungdo continua. Se existe r > 0 tal que

15 (LN 150 eellvoll ) + M) <1

Y

entdo, o problema (4.132)-(4.133)) possui uma solugao (branda) pseudo S-assintoticamente

w-periodica.

Demonstracao. Vamos seguir uma estratégia similar a da demonstragéo do Teorema
. Seja F': PSAPY(X) — PSAPY(X) uma mapa definido por (Fv)( fo
s)g(s,v(s) + S(s)vg)ds, onde v € PSAPY(X). Uma vez que S € Ll(R+,B( )), do

|Corolario 2.14} obtemos que s — g(s,v(s) + S(s)vg) é pseudo S-assintoticamente w-

periddica. Levando em consideragdo que S(t) ¢ uniformemente integravel e que t —
[T S(s)ds € ergodica, concluimos que F estd bem-definida. Para u,v € PSAPY(X) com

l|lull ey (10,00):x)5 [V 64 (10,00);x) < 75 Obtemos

[Fu = Folly(po.000:x) < 1Sl L (r 4 [[1S () llool[vollx) 1w = vl 10.00):x)

C1(S;U0)) r<r
T

0]y (10,000 < 15 (Lg(“r ISClleellvollx) +

Das estimativas acima, segue que F ¢ uma contragio em B, (PSAP°(X)), o que nos dé o

resultado desejado. O]

Demonstm(;do do . Pela|Observagao 4.69 u(t) = a* Au+ f(t), com f(t) =

fo ))ds + vy, € parabohca Visto que A gera um semigrupo analitico limitado

com 0 € p(A) e que a é completamente mondtona com a(oco) = limy_, a(t) > 0, uma
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olhada em (55, Corolario 10.1) mostra que A gera um resolvente analitico uniformemente
integravel S(t). Usando o fato que a(t) é 1-regular, segue de (144, Coroléario 3) que S(t)
é uniformemente estavel. Seja ¢ um ndamero positivo e t; € Rt suficientemente grande,

obtemos a seguinte estimativa

1 t o+w tl 0 c c

n S(rydr||  do < SO+ [ [S(lsxdr <5+ 5 =e

tJo /o B(X) t 4 2 2
Disto, noés inferimos que t — f:w S(o)do é uma fungao ergodica. Agora, o |Teorema 4.67
segue do [Teorema 4.72| O

Seja 0 C R™ um dominio limitado com fronteira suave e compacta 0§2 que é
ocupada por um fluido viscoelastico incompreensivel linear. Assumindo que o fluido esté
em repouso para t > 0, seu campo velocidade u(t, z) é governado para t > 0 pelo seguinte

problema

( t
u(t, x) = / Au(t — 1,z)da(T) — Vp(t,z) + g(t,x), v € Q, t >0,
0

(9) (Vou)(t,z) =0, parax € Q, t >0,
u(t,z) =0, paraxz € Q, t >0,

{ ©(0,2) = vo(z), para x € Q.

Aqui p(t,x) denota a pressao hidrostatica; g(¢,z) um campo de forga externo;
vo(x) o campo de velocidade inicial; Vo designa o divergente com respeito a variavel x.
A condi¢ao V o u = 0 significa que o fluido é homogéneo e incompressivel. Neste caso,
dizemos que u € livre de divergéncia ou solenoidal. O moédulo de relaxamento de tensao
da(t) de um material viscoelastico linear tem a forma geral a(t) = ag + aoot + fot ai(s)ds,
t > 0, em que ag, as > 0 sdo constantes, e a;(t) > 0 é ndo-crescente e de tipo positivo,
lim; 00 a1 () = 0. O caso a(t) = ap para t > 0 corresponde ao fluido Newtoniano com
viscosidade ag > 0 e () torna-se a bem conhecida equacao de Navier-Stokes linear (55)).
O sistema de Navier-Stokes foi introduzido por Navier (145). Existem muitas aplicagoes
importantes para essas equagoes, por exemplo em meteorologia, em termo-hidraulica, na

fisica dos plasmas, na industria do petroleo.

Seja LZ(Q; R™) o espago de todos os campos vetoriais em L? livres de divergéncia,
isto é, LZ(Q;R") = {u € C(Q;R") : Vou = O}”'HQ. Por (146, Lema 2.5.3), observamos
que LZ(;RY) = {f € LA(;R") : Vo f =0, N-f |so= 0}, N - f |so denota o trago
generalizado. Visto que 2 é um aberto conexo e 9 é compacta de classe C', ao menos.
E conhecido que E*(;R™) = {Vp : p € W (Q;R"), Vp € L*(Q,R")} ¢ ortogonal &
L3(92;R™). Tsto conduz & decomposicao tnica de cada f € L2(2;R"), f = fo + Vp, com
fo € LB RY), Vp € BX(LR"), (fo, Vp) = 0, [[fI3 = [l foll3 + [[Vpl3- A decomposicao

anterior é chamada decomposigao de Helmholtz de f. Em particular, vemos que E?(2;R")

¢ um subespaco fechado de L*(2;R"). Como consequéncia disto, obtemos um operador
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linear limitado P : f — Pf de L?(Q;R™) para LZ(€;R") definido por Pf = f,. P ¢é
chamada a proje¢ao de Helmholtz, com a norma do operador ||P|| < 1. Observamos que

P é um operador auto-adjunto (146]).

Note que PVp = 0, pela definigao de P, e

/Ot /Os Au(s — 7,2)da(T)ds = /Ot a(t — 7)Au(r, 2)dr.

Sendo assim, observamos que o problema (9) pode ser reescrito como uma equagao de
Volterra abstrata da forma ([¢.130) em X = L2(€2;R™), com A = PA, o operador de Stokes,
com dominio

D(A) = W2 R") n Wy (4 R™) N L3(; R™)

e f: R — LR é definida por f(t) = vy + [y g(s)ds e g € C(R*; L3(QR™)),
g(s)(z) = g(s,x), vo € LA(;R™).
E conhecido que o operador de Stokes é auto-adjunto e semidefinido negativo, e,

por conseguinte, d4 origem a uma familia cosseno limitada em L3(£2; R"). Visto que Q ¢

um dominio limitado, observamos que o operador de Stokes é inversivel (143, 147, [148)).

Teorema 4.73. Suponha que a; € C'(0,00) e —ay(t) € nao-crescente, convezra e a(t) #
ast. Se a forca externa g(-) € pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao o problema

() possui uma unica solugao (branda) pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragao. Por (143, Teorema 7.4), o problema (9) admite um resolvente S €
LYRF, B(LA(S;R™))) N Co(RT; B(L2(2;R™))). Consequentemente,

u(t) = S(t)vo + /OtS(t —8)g(s)ds, t >0

¢ a tnica solugao (branda) de (9) em PSAP,(L*(Q;R™)). O
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5 Sobre uma familia de equacoes de

Volterra da teoria Viscoelastica

5.1 Introducao

Seja 2 C R? um dominio limitado suave. Motivados nas discussoes feitas nas Secoes
e |4.4.5, vamos considerar a seguinte familia de equagoes de Volterra nao-lineares
/ t
up = / dga(s)Au(t — s,z) — Vp+h — (u-V)u, em (0,00) x Q,
0
div(u) =0, em (0,00) x €, (5.1)
u =10, sobre (0,00) x 01,

[ u(0,2) = up(z), em €,

(67

t
['(a+1)
particularmente interessados na teoria de existéncia, unicidade, regularidade e continuagao

1

em que p e h sdo fungoes dadas, 0 < a < 3 e gu(t) = , t > 0. Estamos

de solugoes para o problema acima.

Note que o caso a = 0 corresponde ao fluido Newtoniano com viscosidade 1, e o
problema (j5.1)) torna-se as equagdes de Navier-Stokes

u=Au—Vp+h—(u-V)u, em (0,00) x Q,
div(u) =0, em (0,00) x €,
u =0, sobre (0,00) x 012,

u(0,2) = ug(x), em €,

(5.2)

Por outro lado, quando 0 < a < %, vimos na Subse¢ao que dg, denota o moédulo de

cisalhamento de um material Tipo-Poténcia.

Neste capitulo, desejamos discutir a boa colocagdo do problema (b.1)) em L?(£2, R?).
Nossa estratégia serd reescrever o problema (j5.1)) como uma equagao integral em um espago

de Hilbert adequado. Consideremos a projecao ortogonal
P:L*(Q,R% — H,,

em que H, ¢ o fecho de {u € C*(,R3) : div(u) = 0,u-n = 0} em L*(2,R3). Aqui, n
representa o campo normal unitario apontando para fora de 02. O problema pode ser

visto como uma equacao integral de evolugao abstrata sobre H, dada por

t t t
u(t) = / ga(t — s)Au(s)ds —|—/ Ph(s)ds — / P(u(s) - V)u(s)ds +ug, t>0, (5.3)
0 0 0
em que A: D(A) C Hy — H, € 0 operador de Stokes A = PA com dominio

D(A) := H*(Q,R*) N {u € Hy(Q,R?) : div(u) = 0}.
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Suponhamos por um momento que u : [0, 00) — H, satisfaz (5.3]). Aplicando a transfor-

mada de Laplace formalmente, obtemos
a(N) = A" AQUN) + XPR(N) + ATTE() + A
= (1 = A" A)G(N) = ATHPR(N) + F(N) + o]
= A~@HD O A)g(N) = AHPR(A) + F(X) + ],
em que F(u) = —P(u - V)u. Tomando \*™! € p(A), entao
a(X) = AT — A)TEPR(A) + AT (AT — A)TEE(N) + AT (AT — A) .

Usando a transformada inversa de Laplace, deduzimos que
t t
u(t) = Eu(tA)ug + / E.((t —s)A)F(u)(s)ds + / E.((t —s)A)Ph(s)ds, t >0,
0 0

em que E,(tA) é a transformada inversa de A*(A*™ — A)7! se t > 0, e E,11(0A) := 1,
em que I denota o operador identidade. Na préoxima Se¢ao, mostraremos que esta funcao
estd bem definida para todo o € [0, 1).

Motivados pela discussao acima e pela literatura relacionada, ver por exemplo (55)),

adotaremos o seguinte conceito de solugao do problema (5.3)):

Definigao 5.1. Seja 7 > 0.

(i) Uma fungdo u : [0, 7] — H, é chamada solu¢ao branda do problema ((5.3)) em [0, 7]
se u € C([0,7]; H,) e para todo t € [0, 7]

u(t) = Eo(tA)ug + /0 E.((t —s)A)F(u)(s)ds + /0 E.((t — s)A)Ph(s)ds.

(i) Uma funcdo u : [0,7) — H, é chamada solu¢ao branda do problema ((5.3) em [0, 7)
se para qualquer 7" € [0,7), u é uma solugdo branda para (5.3)) em [0, 7'].

Nossos principais propositos sao determinar condig¢oes suficientes para existéncia
e unicidade de solugao branda do problema (5.3]), analisar a possivel continuagao desta

solugao para um intervalo maximal de existéncia.

5.2 Sobre a familia de Mittag-Leffler associada ao ope-
rador de Stokes

Nesta se¢ao estamos interessados em demonstrar algumas propriedades da familia
{Ea(tA) }i>0. A estratégia para demonstrar essas propriedades consiste basicamente em
escolher um caminho de Hankel Ha(r,n) adequado (ver Defini¢ao [2.28) e usar a bem
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conhecida estimativa do operador resolvente associado ao operador de Stokes (149, Teorema,
1.1). Primeiramente, vamos demonstrar que estas fungoes estao bem definidas para todo

a€[0,1).
Seja A: D(A) C H, — H, o operador de Stokes A = PA com dominio

D(A) := H*(Q,R*) N {u € Hy(2,R?) : div(u) = 0}.

Sendo « € [0, 1), considere 1y € <@, 7r) tal que

Yo = {A € C\ {0} : arg(A)| <mo} C p(A),

||()‘ - A)_IHE('HmHu) < Cl)‘|_17 VA€ E7707
para alguma constante C' > 0. Sejan € (2, a’%) : note que se arg(\) = 7, entao arg(A**!) =

(a + Darg(A) = (a + 1)n < no. Ou seja, se arg(\) = 7, entao \**t € ¥, C p(A) e
1O = ) e, ) < O, ver Figuras fle[§

Figura 5 — Setor X, .

Proposicao 5.2. Considere o € [0,1). A fungao

1
— / AN — AT\, set >0,
Eo(tA) :== < 2mi Jp,

1, set =0,

(5.4)

em que Ha € um caminho de Hankel adequado e I é o operador identidade, estd bem

definida e existe uma constante M > 1 tal que
| Ea(tA)zllp, < M|zl

para quaisquert >0 e x € H,.
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Figura 6 — Mapa \**!,

Demonstracao. Parar >0en e (%, 07_4[:1) seja

1
E,(tA) = 2_m/H eMAYNTE — A)TlaN, t >0,

em que Ha é o caminho de Hankel (ver Defini¢ao [2.28))

Ha = Ha(r,n) = {se:r<s<oo}U{re”:|s|<ntU{se™ :r<s< oo}
= HCL1+HGQ—HCL3.

Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = 1/t, entao

e Sobre Ha,
1 1 © ) A ,
'—. / NN —A) T wdN || = — / e s ((se™) T — A)TleMads
270 J g, H, 2w || )i Ho
C o0 - ) .
< — |es(cos77+zsmn)t||Sez77|oc|sez77|—o¢—1||xl|H0ds
27[_ l/t
C 0o
- GStCOSnS_ldSHZL‘H'HU
27T 1/t
¢ OO st cos C e
< o [ etdshal, = S el
™ Jin 27 | cosn)|
e Sobre Has
L/ 6)\t)\a(>\a+1 _ A)_l.flfd)\ _ i /77 ereist(reis)a((reis)a+1 . A)_lrz’eisxds
270 J pay " 27 ||/,
c [ C
< 5 _necossr“r_a_lrdstHHU < %e%HxHHU.

e Sobre Has procedemos como em Hay.

Ho
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Tomando M > 0 como o maximo de todas as cotas obtidas acima, deduzimos que
E,(tA) esta bem definido para cada t > 0.

Vamos mostrar agora que a integral em (5.4) é independente de r > 0 e de

n e (g,a"—ﬁl) Considere 7,77 € (0,00) e 1,1 € (g,l’jr—oa), sem perda de generalidade,

suponha que 7 > n e r > r'. Seja D a regiao entre as curvas Ha(r,n) e Ha(r',n') e para
cada n € N seja D,, ;= DN{z € C: |z| <n}, (ver a[Figura 7). Pelo Teorema da Integral

~
/

Figura 7 — Regiao D,,

de Cauchy,
/ eMAY(NTE — A)Ld) = 0.
dDn

Seja Ry e Ry os arcos contidos em {z € C: |z| = n}, entao

!

/ etne‘” (nesz)a ((nesz)a-‘rl . A) 1TLZ'€SZdS
n

/ ez\t)\a<)\a+1 o A)_ld)\
Ry

L(Ho) L(Hs)

n
S C/ entcossnanfaflnds
n
,r]l
S C/ €nLtdS:CQnLt<T],—77)7
n

em que L = sup coss < 0. Portanto, a integral acima tende para zero quando n — oo.
s€[n,n']
Um procedimento similar mostra que a integral sobre o arco Ry tem a mesma propriedade.

Consequentemente,

/ e)\t)\oa()\a—i-l _ A)_1d>\ _ / 6At)\0¢(>\(1+1 _ A)_1d>\,
Ha(n,r)

Ha(n',r")

e isto conclui a demonstracao. O]



Capitulo 5. Sobre uma familia de equagoes de Volterra da teoria Viscoeldstica 130

Observagao 5.3. Se considerarmos 0 < o < ¢ < 1 para algum ¢, entao os angulos 7,

e 1 ndo precisam depender de « (apenas de c¢). De fato, basta tomar g € ((H;)W, 7r> e

ne (g, ln—JfC) . Portanto, se existir ¢ tal que 0 < a < ¢ < 1, podemos escolher um caminho
Ha independente de a.

Consequentemente, se ag, o, € [0,1) para todo n =1,2,--- sdo tais que lim «a,, =
n—0o0

o, podemos escolher um caminho Ha tal que FE,, esteja bem-definido para todo n =
0,1,2,---.

O proximo resultado nos garante a continuidade forte da familia { £, (tA) }1>0 sobre
Ho,

Proposicao 5.4. A familia de Mittag-Leffler {Eq(tA)}i>o € fortemente continua sobre
Ho,.

Demonstracao. Seja 7 > 0 e considere {t,},en C (0,7) tal que t,, — 7 quando n — 0.

Claramente existe 0 > 0 tal que 0 < § < t,, < 7 para todo n € N. Note que, para x € H,

1
E,(tA)x — E,(t,A = —
IEalr)e = BultuA)elln, = 5|

/ (e/\T . ektn))\a<)\a+l _ A)ill'd)\
Ha

Ho

Como na demonstragao da [Proposicao 5.2} analisaremos a integral acima sobre os caminhos

Hay, Has e Has separadamente. Aqui vamos considerar r > 0 constante. e Sobre Haq,

' SC’/ e
HO_ T

Como 571 = 0 quando n — oo e

in in
TSe tnse
— €

s~ ds|zla,

/ (&7 — AT (AT — A) T wdA
Haq

in in
TSe tnse
e e n

in in _ — —
TSse _etnse s 1 < (673C0577+etn5C0577)5 1 < (eTscosn+€cscosn)8 1

— — Y

e

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
[o¢]
/ e
'

/ (6)\7 . ektn))\a(/\oc—‘rl - A)_ll‘d)\
Hao

Tsel . etn setn

s7'ds — 0, quando n — oo.

e Sobre Has,

Tre's tpre®s

(& — e

U . .
< C/ e — e ds|| |, -
Ho -

Como

— 0 quando n — oo e

s is
Tre thre
— e

< eTT'COSS +€tnrcoss S 267’7”,

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

U . .
18 18
/ e — e | ds — 0 quando n — oo.
-1
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e Sobre Has procedemos como em Haj.

Portanto, ||E(TA)z — E,(t,A)x|l%, — 0 quando n — oo, para x € H,. Ana-
logamente, se considerarmos {t,}n,en C (7,00) tal que t, — 7 quando n — oo, entao

| Eo(tnA)x — Eo(TA)z||3, — 0 quando n — oo, para = € H,.

Para mostrar a continuidade forte em ¢ = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

1
I=— (/ eM—IdA) I,
21 \JHa

em que [ é o operador identidade. Logo, fixando ¢ > 0, se x € D(A), entao

1
|BaltA)r —allw, = 5 / DAL A)! = A~Uzd)

™ Ha Ho

1
- / eAt[)\a(/\oH—l . A)—l o A—l(}\a—f—l o A)—l(/\a—f—l o A)]Jid)\

2 Ha Ho
_ L / MATETE — A) T Axd)

27T Ha Ho

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha,, Ha, ¢ Hasz separada-

mente, aqui vamos considerar r = 1/t.

e Sobre Hay,
1 AMy—1/ya+l -1 ¢ - stcosmn ,—a—2
— eENATT(NYT — A)T AxdA < —||Ax||q, e*t =g ds
27 || JHa, He 27 1/t
Cf [o¢]
< ol [ et
27T 1/t
C COS
= Azt — — 0,
27 | cos |
quando ¢t — 0.
e Sobre Has,
1 Aty —1 1 1 c ! 2
— / AT — A) Tt Axd) < —||Ax||Hg/ R A o
27 || Hay " 2 —n
C n
— —||Ax||HUt°‘+1/ e“®4ds
27 —n
< C

oA, 14 ez — 0,
s

quanto t — 0F.
e Sobre Has, basta proceder como sobre Haj.

Portanto,
lim |E,(tA)x — x|y, =0, se x € D(A).
t—0+

Resta mostrar que
lim ||E,(tA)x — x|y, =0, Vo € H,.
t—0+
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Como D(A) é denso sobre H,, dados z € H, e € > 0 escolhemos y € D(A) e § > 0 tais
que

€ €
lo =yl < 537 ¢ 1Ba(tA)y =yl < 3

Entéao, para 0 <t <94

, ose 0<t<é.

w

[Ea(tA)z — xlly, < [[Ea(tA)(x =y, + [EaltA)y —ylu, +lly — zlln,

€ €
< MH:U—yHHg+§+3—M <e.
Portanto,
lim ||Ey(tA)z — x|y, =0, Yz e HE.
t—0t
Isto conclui a demonstracao. O]

O proximo resultado garante a continuidade forte da familia de Mittag-LefHer com

respeito ao parametro a € [0, 1).

Proposicao 5.5. Sejam oy, ap € [0,1), comn = 1,2,--- | tais que o, — ap quando

n — 00. Entao para todo v € H, et > 0,
E,, (tA)r — E,(tA)z, quando n — oo.

Além disso, essa convergéncia € uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstracao. Primeiramente, pela|Observacao 5.3/ podemos escolher um (tinico) caminho

Ha para o qual os operadores E,, e F,, estejam bem definidos. Sendo = € H,, entao

E,, (tA)x — E,,(tA)x = 1 M (AT A) Tl — ANt — A)Tlg]d),

21 J g,

para todo t > 0. Como A é um operador setorial, logo
A% (A — A) T = A (AT — A) Ty, < (A AT A AT ||,
= 20\ |z}, -
Por outro lado, para cada A € p(A) fixado
[ A (Aot — ATl — Ao (Xt — A) Tyl — 0, quando n — oo,

uniformemente para ¢ em intervalos limitados, pois |e*| ¢ limitada se t € [0,7] e A € Ha.
Portanto, do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, concluimos a demonstragao.
O

Seja {e};>0 0 semigrupo analitico gerado pelo operador de Stokes (68, [149). Note
que se a = 0, a fungao Ey(tA) é dada por

1
E0<tA) = Q_M/H €At<)\ - A)_ld)\, t>0.

Portanto, pela unicidade da transformada de Laplace, a familia { Ey(tA)}+>0 coincide com

o semigrupo {e'};>0. Sendo assim, o préximo resultado é um corolario da [Proposigao 5.5|
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Corolario 5.6. Seja {e4};>0 0 semigrupo analitico gerado por A. Para cada v € Hy e
t>0,
lim E,(tA)z = ez,

a—0t

uniformemente para t em intervalos limitados.

Agora estamos interessados em estudar o comportamento da familia de Mittag-
Leffler nos espacos de poténcias fracionérias associados ao operador de Stokes HY :=
D((—A)?), B> 0. Para 3 > 0 esta escala satisfaz

HE — H?P(Q,R?).

Observamos que da continuidade da projegao P : L?(2,R3) — H, os seguintes mergulhos

sao verificados

6 3
By L7 (Q, R < < 2
7-[O'(_) O'( ) )7 r—3_4/37 O_5<47
¢ 3
B s L5, R? > _= <
Hy < L3 (Q,R?), 5_3_45, 4<ﬁ_0,

em que L1(Q2,R3) é o fecho de {u € C*(Q,R?) : div(u) = 0,u-n =0} em L4, R?), ver
por exemplo (149, [150).

Proposicao 5.7. Sejam o € [0,1) e § € [0,1), entdo existe M > 0 tal que para todo
reH, et >0,
1Ea(tA)z]lys < Mt=HD5 ]y, .

Demonstracao. Sejam « € [0,1) e B € [0,1). Procederemos de maneira analoga a demons-

tragao da |Proposigzio 5.2|. Parar >0en € (%, a"—fr)l)

1
E,(tA = —
ot )y = o

Y

Ho

/ ekt)\a(_A)B<)\a+1 o A)ild)\
Ha

em que Ha é o caminho tomado na demonstracao da [Proposicao 5.2|

Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = 1/t, entdo:

e Sobre Ha,, utilizando a [Proposicao 2.41]

1 k[~ i
- / e)\t)\a(_A)ﬁ()\a—‘rl . A)_lxd)\ < = estcosnsas(oz—‘rl)(ﬁ—l)dsnx||Ho
27T Hay Ho 2'/T 1/t
k (o, ¢]
- v estcosnsﬁ(aJrl)fldSHx”ﬂo’
2w 1/t
em que k é a constante que aparece na |Proposicao 2.41|
Caso 1: Se B(a+1) —1 <0, entao
ﬁ estcosnsﬁ(a+1)fld8 < ﬁtlﬁ(aJrl)/ estcosnds
21 Jip 27 1/t

ke s
27 | cos |

IA
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Caso 2: Se B(a+ 1) — 1 > 0, integrando por partes

t 00
ﬁ 9] stcosnsﬁ(a-i—l)—lds _ ﬁ |:65 COSUSB(Q+1)_1:|

o 1/t6 21 | tcosn

1/t

k oo, stcosn
c (Bla+1) — 1)sPetD=24g

Cor 1/¢ tcosn

ke s

<
~ 2w |cosn
k 1) — 1 t27,8(a+1) oo
(ﬁ((l/—l— ) ) / estcosnds
27| cos |t It
S ko et t*ﬁ(oﬂrl) + k(ﬁ(a + 1) - 1)€Cosnt*5(a+1)

27 | cos 7| 27| cos n|?
< ﬂ 14+ ; t—Blat1)
27| cos 7| | cosn|

e Sobre Has, utilizando a |Proposicao 2.41},

1 k n

% /H eAt)\a(_A),B(Aa-i-l_A)—ll,d)\ < % etrcoss,r,ar(a+1)(6—1)rd8||l,||Hd
az Heo -n
k —(a+1)8 ! cos s
- X e dsloll,
™ -
kne
s — U D3] 2|,

e Sobre Hag, procedemos como em Haj.

Tomando M > 0 como a maior das cotas acima, concluimos a demonstracao. [l

Observagao 5.8. Dados 0 <0 <3< 1exz € H, alProposigao 5.7/ implica

1Ea(tA)z]lyys = [ Ba(tA)(=A) xllyz-0 < MO0V (= A) gy, = M= ]y,

1 1
Particularmente, para 0 < < 1 a familia de operadores {t?“*VE, (tA) : HZ — H§+9}t>0
1

é uniformemente limitada, pois, se x € H2
[tV B (tA)z]| 1y < tOTIME D ]| 0 = M x| 4,
H2 HZ HE

portanto
[t Ba(t A

. 1
com M independente de t. Além disso, dado ug € ‘Hé entao

IItQ(““)Ea(fA)uOIIHéw — 0, (5.5)
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)

1
quando ¢t — 0T. De fato, dado € > 0 tome x € H§+9 tal que ||z — ugHH% < 5=, e escolha

—6(a+1)
0= (;) , portanto, se 0 <t <9,

2M ||| 1
H?H

IN

[V Ea(tA)uoll, go < 1TV Ea(tA) (o — 2|, 300 + 17TV Ea(tA)] 30

< MV ug — x| )+ M la]|
< & X g .
- 2 92 7

Com isto concluimos a observagao.

Proposigao 5.9. Sejam «, 5 € [0,1), entiao a familia de operadores { E,(tA)}i>o € forte-

mente continua sobre o espago (H2, | - [l 20)-

Demonstragao. Seja T > e considere uma sequéncia {t,} C (0,7) tal que t,, — 7 quando

n — oco. Entdo, para z € H?,

1
|Ba(TA)z — Eu(tnA)zll,s = =

/ (e — M) A (At — A) M (—A) zd)
21 | Ha

Ho

Vamos analisar a integral acima sobre os caminhos Hay, Has e Has separadamente. Aqui

consideraremos r > () constante.

e Sobre Hay,

Tse' etnsem

s_ldsH:z:HHg.

/ (A — M) XA — A)TH(=A)Pzd)N|| < / e
Haq H T

o

Ja vimos na demonstracao da|Proposicao 5.4| que a integral do lado direito da desigualdade

acima tende para 0 quando n — co.

e Sobre Has,

Pela demonstracao da |[Proposicao 5.4} a integral do lado direito da desigualdade acima

is

n .
S/ eTre _etnre“’ dSH:EHHE
Ho -n

/ (X — M) A2 (A = )7 (= A)PadA
Hao

tenda para 0 quando n — oo.
e Sobre Has procedemos como sobre Haj.

Portanto, [|E,(TA)x — Eo(tyA)zll,s — 0 quando n — oo, para z € HP. Analo-
gamente, se {t,},en C (7,00) é uma sequéncia tal que t,, — 7 quando n — oo, entao
| Ea(tnA)x — Eo(TA)z|l,6 — 0 quando n — oo, para x € HZ. Sendo assim, a familia
{Ea(tA)}i50 ¢ fortemente continua sobre (M, || - [|,,)-

Para mostrar a continuidade forte em ¢ = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

1
I=— [ eld),

211 Ha
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em que [ é o operador identidade. Logo, fixando ¢ > 0, se z € D(A), entao

1
|Ba(tA)e -zl = — / DEAL — A)! = A~1zd)
7 27 Ha ’,L[g
1
= — / AT AT = AT = AT — A) T A — A)JadA
27T Ha ’Hg
-1 / MATEATE — A) T Axd)
27T Ha ’HE

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha,, Ha, ¢ Hasz separada-

mente. Aqui consideraremos r = 1/t.

e Sobre Hay,
1 k o
- / eAt)\fl()\zJﬁl —A)flAaj'd)\ _HA:CHHU/ estcosnsfls(a+1)(f3*1)d8
27 || JHay WP 27 1/t
< _HA',L,H t1+a+1)( [3)/ eSteosm ] o
1/t
cosn
— Al He 00Dy,
| cos|

quando ¢t — 0.

e Sobre Has,

1
21

/ MATEATE — A) T Axd
Has

< ﬁHAg;HHU /n etreossp=lplat DBy g
H 2m -

k (a+1)(1-P) K cos s
= ) sl e=sds
& -

k
< 2—277€HA95HHJ(&+1)(17B) — 0,
m

quanto t — 0.
e Sobre Hag, basta proceder como sobre Haj.
Portanto,

tlir(g |Ea(tA)z — zlls = 0, se x € D(A).
Resta mostrar que
: _ — B
t1_1>r51+ |Ea(tA)x — 2, = 0, Vo € H,.
Como (D(A), || - |l,,2) € denso sobre (HZ, | - |,), dados 2 € HS e e > 0, escolhemos
y € D(A) e 6 > 0 tais que

e [|[Ea(tA)y —ylls < 5, se 0<t <.

Wl M

o = ylhp < 57
Entao, para 0 <t <9

|Ea(tA)z =zl < [[Ea(tA)(z — )||HB+HE (tA)y—y||Hg+||y—x||Hg

A

M —
[ yIIHﬂ+3+ 3M <
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Portanto,
: _ — B
tl—lgi | Ea(tA)z — zll,s = 0, Vo € H,.
Isto conclui a demonstracao. O]

5.3 Existéncia de solucoes brandas

L, . o 1
Nesta se¢ao nos consideraremos o problema ({.1)) com dado inicial ug € Hz = H,.

No6s lembramos que H&,U ¢ o completamento do conjunto
C’&U ={uecC}) : div(u) = 0}
1
com a norma |[|ul|| = (|[Vul)3, + ||u\|3{0)% Note que para todo u € HE,

lll, 3 = Vellae,.

Além disso, para u € HZ a funcao F(u) = —(—A)"1P(u- V)u esta bem definida em #, e
1

se u,v € HZ, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que

| = F@)lln, < e(llull g + il y)lu—vll (5.6)

I1F @l < ellull? 1. (5.7)

o

Para a demonstragao dessas afirmagoes nés recomendamos os trabalhos (I51], [150).

Nesta se¢ao, B : (0,00) x (0,00) — (0, 00) denotara a funcao Beta que é definida

por

1
B(a,b) = / (1 —5)""ts"ds.
0

1
Teorema 5.10. Considere o € [0,1/3). Seja ug € HE e suponha que Ph : (0,00) — H,
¢ uma fungdo continua tal que ||Ph(s)||s, < ks?, para algum k > 0 e v > 1. Entdo

1
existem uma constante 19 > 0 e uma unica solu¢ao branda u € O([O,T@];%3> para o

problema (5.3)). Além disso, para todo 0 < 6 < min {l 1=3a }

2 A(atl)

1
1+0

ue C0,m]; HE )

t(o‘+1)9||u(t)||H%+9 — 0 quando t — 0.

Demonstragao. Seja > 0 tal que ||u0||H% < £. Considere 7 > 0 tal que para todo
0<t<m ’
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- 1 — —a
MEB (To‘,wr 1) 52 < %,

~ 1-3a 1 - 30(
Mecpt = .
cut < — (5-8)
Considere o conjunto
1
K = {v € C’([O,Tg];’}—[é); sup [Jv(s)| 1 < u}.
0<s<70 L%
Sobre K definimos o operador
t t
Tu(t) = Eu(tA)ug + / (—A)%Ea((t — 5)A)F(u)(s)ds + / E.((t — s)A)Ph(s)ds,
0 0
em que F(u) = —(—A)"1P(u - V)u. Nosso proposito ¢ mostrar que K ¢ T-invariante e

que T' é uma contracao. Inicialmente, provaremos que 7' : K — K esta bem definido e
dividiremos essa parte da demonstragao nas duas afirmagoes seguintes. Usaremos ([5.7)

para estimar as desigualdades abaixo.
1
Afirmacgao 1: Se u € K, entao Tu € C([O,Tg];Hg).

De fato, seja 1, € (0, 7] e considere {t¢,},n C [0, 7] tal que lim,, , t, = 7. Entao

| Tu(tn) — TU(TI)HH% < |Ea(tnA)uo — Ea(TlA)UOHHé

o

=

" / A Balta ~ 9)4) = Eul(n — 5)A)F@)(5)] s
T / (Bl — $)4) = Eal(r ~ ) A)PRGS)| s

+ [ IEA Bl = 9P,y s

=

+/tn IBal(r = ) A)PRG)| s
= I1(n) + Ia(n) + I3(n) + I4(n) + Is(n).

Analisaremos separadamente cada termo I;(n), para i = 1,2, 3,4, 5.

e Para [1(n) : pela |Proposicao 5.9 a familia {E,(tA)}i>o é fortemente continua sobre
1

H2 logo é facil notar que

Li(n) = [|[Ea(t,A)ug — Ea(ﬁA)uOHH% — 0, quando n — oo.

e Para I3(n) : como a familia {E,(tA)}:>o ¢é fortemente continua sobre HC%, pela [Propo-
sicio 5.9) logo ||(—A) 1 (Ey((t, — s)A) — Eo((1y — s)A))F(u)(s)HH% — 0 quando n — 0.
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Além disso,

[(=A)H (Bal(tn = $)A) = Eal(rs = ) D) F@)(5)]]_

o

)
< M ((tn — )75 4 (1 — )" | F(u)(s) |1,
< Me((ty, — 8)71@) 4 (7 — 5) 710D ||u(s) ]2 ,

7_[2

o

< Mep((ta — )71 4 (r = ) 71HD),
em que o ultimo termo da desigualdade acima é integravel em s sobre (0,¢,). Portanto,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, I5(n) — 0 quando n — oc.

e Para I3(n), note que

[(Ea((tn = s)A) = Ea((11 — s)A)) Ph(s)|

. < Mk((tn _ s)_%(““)s'y + (1 — s)_%(a+1)37>.

STV

Como o lado direito da desigualdade acima é integréavel em s sobre (0, ,), logo pelo mesmo

argumento usado em I(n), concluimos que I3(n) — 0 quando n — co.

o Para Iy(n) -
L) = [ AR B = P, g
< 01 [ (= ) F (o)
< dte [ (= fuge) s

T1—tn ) 5 4 _
< Mc;f/ s~1@gs = NMep? (1 — t,)

— 0,

quando n — oo.

e Para I5(n) : Is(n) = /tT1 |Ea((11 — S)A)Ph(S)HHldS

quando n — oo.

Portanto,
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1
Um argumento similar prova o caso 11 € [0,7) et,, — 71 . Sendo assim, Tu € C([0, 7o]; HE).
Afirmacgao 2: HTu(t)HH% < u, para todo t € [0,79] e u € K.

De fato, se u € K, entao

»M'—‘

ITu®l, 3 < Ea(tA)uoll 3 /II Eo((t = s)A)F(u)(s)l], yds

o

# [ 1B = 9P,y

< gHM / (t = 5) oD F(u)(s) s
0
t
AN [ (¢ = ) D Ph(s)
0
t t
< E#—Mc/ (t — 5)" 3@ ||y(s)|)2 1ds—|—Mk/ (t—s) 2D grds
2 0 H2 0
oo, - ' 3
< §+Mcu2/(t—s)_4(a+1)ds
0
~ t —L(a+1
+Mkt$<““)ﬂ/ (1—f> ot (fyds
. / /
12 ~ t 3 ~ 1 L 1
= §+Mcu2/ 5_4(O‘+1)d3+Mkt7_2(a+1)/ (1—s) 2@t Dgtds
0 0
_ ﬁ+ AMcp tl(l—Sa) + MEB a’7+1 t%(l—a)—f—'y
2 1-3«
Lo n
< EyB B,
S gty

Mostraremos agora que 7' é uma contracao sobre K, para isso usaremos a desigual-

dade (5.6)). Se u,v € K, entao

S

ITa(t) = Te)] y < [ I(=A)Eal(t = ) A)(F(u)(s) - (w)(s))ds]|_ 4

1
H

(t — 5)" 1O E(u)(s) — F(v)(s)||3,ds

IN
=

IN

o

Mo [ (6= (o)l g + 106 g ) ) = o(s)]y s

3

QMcu/O (t —s)"al

8Mcp 1
= i3 ) —v(t)] 1.
T34 S lu®) = v, 4

IN

©ds sup u(t) — o) ,
0<t<ro He

Por (5.8) segue que %{fti(l_ga) < % para todo t € [0, 7], logo T' € uma contragao sobre

K e portanto possui um tnico ponto fixo u € K.

1
Para provar a unicidade da solu¢ao branda, considere v € C([0,7]; HZ) outra
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solugao branda do problema (j5.3)). Entao para todo t € [0, 7]

((t = s)A)(F(w)(s) — F(v)(s))ll 3 s

N»—'

lut) —v(®)]; < / (-

Hs
=M / (t = 5) XD F(u)(s) = F(0)(6)]ln, ds
< e [ (=T (u)] g + ] lhuls) = o)y ds

< We swp (o)l + loe)lg) [ 0= 973 u() = o) yds

0<s<mg o 7 4

Logo pela Desigualdade Singular de Gronwall (68 Lema 7.1.1, pg 188), |lu(t) —U(t)HH% =0

para todo t € [0, o).

Para concluir a demonstragao, considere 0 < # < min {%, ﬁ} . Entao para todo
€ (O, To],

Ol g0 < [ NEA B = DOE@I, ot

o

A S)A)Ph(S)!\H;,+eds + | Balt Aol g0

< 31 [ (6= o) B Ew) ()
M / (t =)~ D Ph(s) |, ds + Mt~ a4
0 o
t
< e [ (05 T us) P yds
0 He
—i—Mk/ (t — 5)" GO v g 4 M= 0etD ||y | v
0
~ ( +0)(a+1)
< Mc sup {|u(s)|? l}t_(i+9)(a+1)/ <1 — —) ds
0<s<o H2 0 14
- t —(340)(a+1) y -
+Mkt<§+9><a+1)t7/0 (1— ;) ’ (;) ds + Mt~ ugl|_,

1
= Mec sup {||u ||2 }t (3+0)(a+1)+ /(1—3) (3+0)(a+1)
0

0<s<19 o'

1
+Mkt(;+9)(a+1)+v+1/ (1—5)~ @O g gg + N0t ||y |
0

1
2
Hs

: 3
= Mc Sup {llu(s Hi% }t’(%w)(a*l)“B (1 — <4_1 + 9) (a+1), 1)

S ST0

1
HE

5 1 .
4 Mkt~ (B0t (1 - (5 + 9) (a+1), 7+ 1) + MO |y |

1y
Portanto, u : (0, 79] — H2"" esta bem definido. Além disso, da estimativa acima vemos
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que para t > 0
@ Y L(1-3a 3
D ult)] g < e sup {[u)]? 4 }H0B (1 () 1>,1)

R 1
—|—Mk3t%(1_a)+7B (1 — <§ + 9) (Oé + 1)7’7 + 1)

+7 | Eq (tA)uo o

Da |Observacao 5.8 segue que o lado direito da inequagao acima tende para 0 quando

t — 0". Com um argumento similar ao usado na Afirmacao 1, provaremos que u €
1
C ((O,To];%§+9> . Seja 71 € (0,70] e considere {t,}neny C (0,71) tal que lim t, = 7.
n—o0
Entao,

lultn) —ulm)l, poo < [ Ea(tad)uo — Ea(riA)uoll, 410

o

+ [T IHEA E(t = 94) = ol = D F@], o

o

n / OBt = 9)4) ~ Eul(r — ) DPHS)] 3

NG

[N B = DD, g

# [ IE(7 = APHE) ot
= 1i(n) + Ix(n) + I3(n) + 14(n) + I5(n).

Analisaremos separadamente cada termo I;(n), para i = 1,2, 3,4, 5.

1
e [1(n) — 0 quando n — oo, pois {E,(tA)}>0 é fortemente continua sobre TR pela

|Pr0posi(;éo 5.9|. Observamos que podemos usar a |Proposi(;éo 5.9 pois 0 < 4};_3;‘;), logo

(1+a)(3+0) <1.

e Para I5(n), note que

(= A)5 (Bal(tn = $)A) = Eal(r1 - S)ADF () (3)]], 3+

o

<N [ty = )" G0 o (7 — )" CHOCD] Y P(w)(s) |,

< Mc [(tn _ S)—(%+e)(a+1) + (1 — S)—(%+0)(a+1)] sup lu(s)||? ;.
0<s<70 HS

3
Pela [Proposi¢ao 5.9 a familia {E,(tA)}i>o ¢ fortemente continua sobre H§+9, e pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, I5(n) — 0 quando n — oo.

e Para I3(n), note que
IEa((tn — 5)A)) = Eal(r = s) A)IPA()I], 310

< Me [(tn — S)—(%+6)(a+1) +(r — S)—(%—i—@)(a—l—l) §7.
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1
Como {E,(tA)}i>o ¢ uma familia fortemente continua sobre 12", pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue I3(n) — 0 quando n — oc.

e Para I,(n), basta notar que

o

| I B = DOF@) | yeads < e [ (=9 GO a2 ds
tn tn o

~ T1—1ln
< Mec sup |Ju(s)|]? 1/ s a0t g
HZ 0

0<s<7g
logo I4(n) — 0 quando n — oc.

e Para I5(n), note que
1 ~ 1
/ | Eo((m1 — S)A)Ph(S)HH%JerS < Mk:/ (11 — s)~ (@t g7 gg
th s tn

1
_ MCT;(5+9)(04+1)+1/ (1_8)—(%+9)(O‘+1)37d37

logo I5(n) — 0, quando n — .

Um argumento similar demonstra o caso 7, € (0,7) e t, — 7, . Portanto, u €
346 : ~
C ((O, ol H2 " ) Isto conclui a demonstragao. O

Daremos continuidade ao nosso estudo do problema (j5.3)) demonstrando que a
solucao branda proveniente do [Teorema 5.10| tem uma tinica continuac¢ao para um intervalo

maior de existéncia.

1
Definigao 5.11. Seja u : [0, 7] — H& uma solu¢ao branda do problema ((5.3]). Se 7" > 0 e
v:[0,7+T] — HZ é uma soluc¢ao branda do problema ([5.3), entao dizemos que v é uma,

continuagao de u em [0, 7 + 7.

1
Teorema 5.12. Sob as condi¢oes do|Teorema 5.10, seja 19 e u : [0,70] — Hé a solugdo

branda do problema (5.3). Entdo existe T > 0 e uma unica continuacdo u* de u em
[O, To + T]

1
Demonstragao. Para p > 0 fixado, como {E,(tA)}>¢ ¢ fortemente continua sobre Hs e

3
sobre Hg, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim+ /TO(—A)}l(Ea((t —5)A) — Eq((10 — 8)A)) F(u)(s)ds . =0,
t—7, 0 'H?
lim /TO(EQ((IS —5)A) — Ey((10 — s)A))Ph(s)ds|| , = 0.
t—7, 0 HE

Sendo assim, podemos considerar T' > 0 tal que, para todo t € [y, 79 + T,

|Ea(tA)uo — Eu(noA)uol| y < %

1
2
o
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/OTO(—A)‘I*(Ea((t = 8)A) = Ba((10 — 5)A)) F(u)(s)ds

/OTO(EQ((t — $)A) — E.((1o — s)A))Ph(s)ds

4M
1 - 3a

~ 1
(cre® + 2epllulro)ll, y + IF () (7o) I, ) (¢ = 70) 1073 <
~ 1 1 1
Mkt”ﬂ(lo‘)/ (1—s)2@tg7ds < g

K]

t

Seja K o conjunto de todas as fungoes w € C’([O, 70+ T7; Hg) tais que w(t) = u(t)
para todo t € [0, 7] e

Defina o operador A sobre K por

PN
gj
—
—
~
|
V)
SN—
s
N—
’T‘jg
—~
S
SN—
—
w
SN—
¥
»
|
O\:‘\
&)
Q
Yy
—
~
|
[V
N—
s
SN—
o
>
—
V)
SN—
<
»

Aw(t) = Eo(tA)uy + /O A

em que F(w) = —(—A)1 P(w - V)w. Mostraremos que A : K — K esta bem definido e que

é uma contragao.

Se w € K, entao para todo t € |19, 70 + T

[Aw(®) — a3 < [EaltA)uo — EalroAyuoll 4

- |

[ B = 90) = Bul(ro = 5)4) Phs)as

(Eo((t —s)A) — Eo((10 — $)A)) Fu(s)ds

N

1
H

1
HE

+ / (—A)iE,((t — s)A)F (w)(s)ds

1
HE

+ /t E,((t — s)A)Ph(s)ds

1
He

T0

t

Lrlilom / (t = )4V F(w)(3)] 3, s
70

IN

t
-I—Mk/ (t— 3)_%(0‘“)37&9

70

IN

1
+op+ Mkt%<“+1)m/ (1—s) 2D g1ds

70

M/ (t =) 73| Fw)(s) = F(w)(70) I, + | Fulo) o, )ds
3

t
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IN

MC/ (t—S)’%(““)(Hw(S)IIHC% +lumo)ll, Pllwls) —ulm)ll, yds

T0 g

t
+M / (t — )~ 1O | Fu(ro) ||, ds
T0

1
+§M + ]\;[ktwé(l_a)/ (1— s)_%(o‘“)s"’ds

70

t

t
e [ =9 1 uls) = u(ml,y + 2l yeds

70

IN

o t—70 4
N Pulm)l, [ 51 ds + S
0

s~ g

IA

O\{*
|
3

)

Wep(+2lu(m)]

4

5 _ t—710 ;
A Fu(lh, [ e ds + g
0

4M
1 -3«
< W

~ 1-3«c 4
(e + 2emlm)l, g + 1E ) (70}, ) (¢ = 70) 5 + =

1

Além disso, Aw € C([0, 79 + T]; HZ). De fato, seja T € [19, 70 + T') e considere {t,}nen C

(7,70 + T] tal que lim ¢, = 7, entdo
n—oo

1Aw(tn) = Aw(T)]_y < [|Ea(tnA)uo — Eal(rA)uoll 4

o

1
HE

; / (A (Bal(ta — $)4) — Bal(r — $)A) F(w)(s)ds

| [ Bl ts = 5)4) = Eal(r = 5) ) Phs)ds

+ / (=AY Ea((tn — 5)A)E(w)(s)ds

1

+ /T E.((t, — s)A)Ph(s)ds ¥

Analisaremos cada termo I;(n) separadamente.
1
e [1(n) — 0 quando n — oo, pois {E4(tA)}i>0 ¢ fortemente continua sobre Héa.

e Para I5(n), note que

|=a)
< Me [(tn —s) T (r— s)‘“i*“]

NI

(Ea((tn = 5)A) = Ea((T — S)A))F(w)(S)‘

1
HE

sup [[w(s)||? ;.
0<s<r HE

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada Lebesgue, usando a desigualdade acima e a
3
continuidade forte da familia {E,(tA)}+>o sobre Hg, concluimos que I3(n) — 0 quando

n — oQ.
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e Para I3(n), note que

[(Eal(tn — 5)A) = Ea((T = 5)A)) Ph(s)[|_

H3
< Mk(t, — s) 2@ 4 Mk(r — )73+,
Logo I3(n) — 0 quando n — oo, pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue.

e Para I,(n),

tn
h@)gﬂh/<m—gﬂMWM$Wgs
T H"

tn—T
< Mc sup Hw(s)\|21/ st gg
0<s<to+T He Jo
_ N sup Jw(s)| y — (- 1)
ogsgr]ngT n2l—3a " :

Logo, I4(n) — 0 quando n — oc.

e Para I5(n),

—(a+1)

tn
Is(n) < Mk/ (t,—s)” 2z s'ds

T 1 —(a
= Mkt,? 7 [ (1-s) " s"ds.

T

tn

Logo, I5(n) — 0 quando n — co. Portanto,

lim ||Aw(t,) — Aw(T)HH% = 0.

n—oo
Um argumento similar prova o caso 7 € (10,70 + T € {t, }nen C [70, 7]. Por conseguinte,
Aw e K sew € K.

Por fim, mostraremos que A é uma contragao sobre K. De fato, se v,w € K, entao

|Av(t) — Aw(t)||7{% =0 se tel0,7),

[Av(t) = Aw(®)]_ 3 < / H(—A)%Ea((t—S)A)(F(w)(S)—ﬁ(v)(S))HHU%dS

< 1 [ (- 9 HEIIE) ~ P ds

.
< Mgﬁu—@fWme@m@+ww$hgmu@—w$ué@
s.M&m+wwmw@yék—srﬂ%%hmigwww@—v@w
_ 18i”;a<u )l )= m)' 5 s fls) —o(s)],
< §K§QWWM@—v@w@.

1
H2
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Portanto A é uma contragao sobre K e isto conclui a demonstracao. O

1
Definigao 5.13. Seja u : [0, Tyuee) — HE uma solucdo branda do problema ((5.3)). Dizemos
que Tqe € 0 tempo maximal de existéncia de u, se Tye: = +00, Ou se nao existir uma

continuagao de u para um intervalo [0, Tynaz]-

O préximo teorema é o nosso resultado sobre existéncia global ou a explosao da

solucao em tempo finito. Necessariamente, temos o seguinte:

Teorema 5.14. Sob as condigoes do seu € a solugao branda do problema

(5.3) com um tempo mazimal de existéncia Tmax < +00, entdo

lim sup ||u(t)||

t—Tmax

1 = OQ.

HS

Demonstragao. Suponha que existe R > 0 tal que Hu(t)HH% < R para todo t € [0, Tmax)-

Considere {t;};en tal que t; = Tpax quando j — oo. Dado ¢ > 0, utilizando o fato de
1

E,(tA) ser uma familia fortemente continua sobre HZ e o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, podemos tomar N € N tal que, para todos n,m > N,

1ot A)io — Ealta AJuol, g < 5.
| A Eallta = 94 = EalGume = DAV Py < 5,
[N A Eul (= 90) = Bl = AV F @Iy < 5
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Nas desigualdades acima nés supomos, sem perda de generalidade, ¢, < t,,. Portanto,

”u(tn) - U(tm)Hﬂé < HEa(tnA)UO - Eoz<th)u0HHé
tn
+ [T -4
0

=

(Ea((tn = 8)A) = Ea((tm — s)A)) Fu(s)| yds

HE
[ IE(t = 94 = Bulltn = ) A)PRS)y s
# [N Bt~ DO P g
# [ B = 90 PH g
< S [ A E = 94— Eul(ae — AN Eu(o)]y s

I = 9)4) = Bul(t = AD PRy

tm Ca(a
+Me / (t — 3)—3(4*“ lu(s)||? + ds
tn HE

(at1)

tm -
+Mk:/ (tm —s)” 2 s'ds <e.
in

1 1
Portanto, {u(t,)}nen € HE € uma sequéncia de Cauchy e portanto existe @ € He tal que

lim,, o0 u(t,) = @. Sendo assim, podemos estender u sobre [0, Ti,ax] obtendo a equagao

el

u(t) = Ey(tA)ug + /0 (—A)1E,((t — s)A)F(u)(s)ds + /0 E.((t — s)A)Ph(s)ds,

para todo t € [0, Tiax]. Porém, pelo [Teorema 5.12 podemos estender a solugao para um

intervalo maior, e isto é uma contradicao. O]

Usando os Teoremas [5.10] [5.12] e [5.14] concluimos o seguinte resultado para as

equagoes de Navier-Stokes.

1
Corolario 5.15. Seja ug € HE e suponha que Ph: (0,00) — H, € uma fun¢ao continua
tal que ||Ph(s)|lx, < ks”, para algum k >0 e algum v > —%. Entdo existe uma constante

1
Tmaz > 0 € uma dnica solu¢ao branda u € C([0, Tz ); Ha) das equagdes de Navier-Stokes

u = Au+ Ph — P(u-V)u, t >0,
u(0) = up.
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1
Se Taz < 00, entao limsup ||u(t)|| 1 = oco. Além disso, u € C'((0, Trmaz ;7—[3+9 para todo
fHZ

t—>Tmaz c

0 € (0,3). Finalmente,

t9||u(t)||H%+0 — 0 quando t — 0T,

para todo 6 € (0, 1).
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6 Conclusao

Neste trabalho, estudamos a existéncia e unicidade de solugoes brandas pseudo
S-assintoticamente w-periddicas para certas equagoes de evolugao definidas sobre espagcos
de Banach, e aplicamos nossos métodos a estruturas flexiveis, problemas do calor, equagoes
fracionarias e viscoelasticidade; além disso, com relacao & teoria de viscoelasticidade
mostramos ainda resultados de existéncia, unicidade, regularidade e continuagao de solugoes

brandas para uma classe de equacoes nao-lineares de Volterra provenientes desta teoria.

Num primeiro momento, demonstramos teoremas de existéncia e unicidade de
solucoes brandas pseudo S-assintoticamente w-periddicas para equacoes de evolugao hiper-
bolicas. Observamos que equagoes hiperbodlicas aparecem em um amplo leque de disciplinas.
Os principais ingredientes para alcangarmos nossos resultados foram a teoria de semigrupos
hiperbolicos e espagos intermediarios. Mostramos aplicagoes concretas de nossos métodos.
Nossos resultados contribuem para o desenvolvimento da teoria de periodicidade assintotica
de equacoes de evolucao, a qual tem ganhado uma quantidade notavel de atencao nos

altimos anos.

Num segundo momento, estudamos periodicidade assintética para estruturas flexi-
veis possuindo material interno amortecido e forca externa. Para obter nossos resultados,
utilizamos teoria de operador e argumentos de ponto fixo. A utilidade dos métodos de
ponto fixo para aplicacoes tem aumentado enormemente para o desenvolvimento de efi-
cientes técnicas para calcular pontos fixos. Dedicamos muita atencao para desenvolver
uma conexao entre nosso conjunto de métodos abstratos e uma ampla classe de problemas
especificos que aparecem em estruturas flexiveis, conducao de calor, equacoes fracionarias
e equagoes integrais provenientes da teoria de viscoelasticidade. Nosso estudo sugere que é

possivel desenvolver uma importante conexao com outras aplicagoes.

Por fim, no tltimo momento voltamos a estudar uma classe de equagoes de Vol-
terra provenientes da teoria de viscoelasticidade. Para tal classe de equacoes, mostramos
existéncia, unicidade, regularidade, continuacao e um critério de explosao de solugoes
brandas para essas equagoes. Para resolver tais problemas, utilizamos teoria de operadores e
espacos intermediarios. Observamos que as equagoes de Navier-Stokes é um caso particular

estudado aqui.

Ao longo deste trabalho surgiram novas possibilidades de estudos que nao foram

desenvolvidos, citaremos algumas possibilidades nos topicos seguintes:

e Analisar a quase periodicidade de solugoes brandas para equagoes de evolugao

hiperbolicas. Como ja citamos, a quase automorficidade de solugoes brandas para
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equagoes de evolugao hiperbolicas foram estudadas por Boulite et al. (14) e por
de Andrade et al. (15)), porém a quase periodicidade para esse tipo de equagao
ainda ¢ algo nao estudado. Nesta analise, pode-se levar em consideragao o critério de
compacidade existente no espaco AP (X) para se obter novos teoremas, possivelmente

sera necessario utilizar diferentes teoremas de ponto fixo.

e Estudar o comportamento assintético dos problemas apresentados nessa tese uti-
lizando os métodos introduzidos por Miller em (I07), e analisar qual o ganho que

teremos ao utilizar tais técnicas.

e Utilizando os métodos apresentados no Capitulo |5} estudar o comportamento de uma
familia (o, 8, v)-regularizada gerada por um operador B definido sobre um espago de

Hilbert H, tal que —B seja um operador auto-adjunto positivo (ver Observagao {4.3)).

e Tendo em vista o artigo de Arrieta e Carvalho (I52)), estudar problemas de criticali-

dade para as equagoes apresentadas no Capitulo [5

e Analisar as equacoes que aparecem no Capitulo 4 com diferentes tipos de materiais

viscoelasticos. Alguns modelos de materiais sdo apresentados na Segao [2.6]
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