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RESUMO

Estudamos a dinamica de um péndulo simples de comprimento variavel em uma érbita
eliptica e a dinamica de um péndulo duplo de comprimento variavel para o caso de uma
orbita eliptica e de comprimento fixo para o caso de uma orbita circular. Em todos os
estudos, para cada caso especifico, obtivemos os Lagrangeanos, as equagoes do movimento
e os Hamiltonianos; calculamos os equilibrios e verificamos a estabilidade de alguns;
para os casos de Orbitas elipticas, com auxilio de Teorema de Krein-Gelf’and-Lidskii
e do método de Deprit-Hori, construimos curvas que separam regioes de estabilidade
e instabilidade no plano dos parametros associados ao comprimento do péndulo e da

excentricidade da elipse.

Palavras-chave: Péndulos em érbita. Estabilidade paramétrica. Deprit-Hori.



ABSTRACT

We study the dynamics of a simple pendulum with variable length in an elliptic orbit
and the dynamics of a double pendulum with variable length in an elliptic orbit and with
fixed length in a circular orbit. We obtained, for each case, the Lagrangian, the equations
of motion and the Hamiltonians; we calculated the equilibrium and verified the stability
of some equilibriums; for the studies using the elliptic orbit, using the Krein-Gelf’and-
Lidskii Theorem and the Deprit-Hori method, we constructed curves that separate regions
of stability and instability in the plane of parameters related to the pendulum length and

the eccentricity of the ellipsis.

Keywords: Pendulums in orbit. Parametric stability. Deprit-Hori.
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Introducao

Synge [19] em 1959 estudou o comportamento de um péndulo simples de
comprimento fixo acoplado em um satélite em uma Orbita circular ao redor da Terra.
Utilizando um potencial aproximado, Synge obteve seis equilibrios, quatro instaveis e
dois estaveis.

Nesta tese, no Capitulo 1, seguindo a modelagem feita por Synge estudamos o
comportamento, no plano da orbita, de um péndulo simples de comprimento varidvel
afixado em um satélite descrevendo uma érbita eliptica ao redor da Terra. Utilizamos
o potencial original do problema para estudar o Lagrangeano e concomitantemente a
equacao do movimento, com a qual foi possivel obter o Hamiltoniano. Utilizando o
Hamiltoniano encontramos dois equilibrios e verificamos a estabilidade de cada um dos
equilibrios, constatando que ambos sao estaveis.

Utilizando a técnica descrita no livro de Markeev [14], a qual faz uso do Teorema de
Krein-Gel’fand-Lidskii e do Método de Deptit-Hori, fizemos um estudo mais aprofundado
nos equilibrios, o que nos permitiu construir e explicitar as equacgoes das curvas que
separam regioes de estabilidade e instablidade no plano dos parametros associados ao
comprimento do péndulo e a excentricidade da elipse.

Em 2012, Burov, Guerman e Kosenko ja haviam feito este estudo, mas, por meio de
outra técnica, construiram as curvas apenas para uma regiao restrita de um dos equilibrios
e no outro equilibrio, por meio de uma anélise numérica, descrevem uma regiao onde se
obtém a estabilidade. No nosso trabalho conseguimos melhorar este resultado, pois é
possivel explicitar as equacoes das curvas e construi-las para os dois equilibrios.

Sarychev, em 1999, fez o estudo de um péndulo duplo numa 6rbita circular ao redor
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da Terra. Utilizando um potencial aproximado, Sarychev calculou todos os equilibrios
possiveis, mas nao verificou a estabilidade deles, apenas indicou estudos que o fizeram.
Um destes estudos, de Misra, Amier e Modi, datado de 1988, verificou a estabilidade de
equilibrios do péndulo duplo no plano da érbita.

No Capitulo 2, fizemos uma adaptacao do estudo de Sarychev para analisarmos, no
plano da orbita, o comportamento de um péndulo duplo de comprimento variavel numa
orbita eliptica ao redor da Terra. Utilizando o potencial original do problema, calculamos
o Lagrangeano e, consequentemente, as equagoes do movimento. A partir da analise das
equagoes do movimento, definimos um Lagrangeano auxiliar para obter o Hamiltoniano
do problema e utilizamos este Hamiltoniano para calcular os equilibrios. Encontramos
quatro equilibrios e selecionamos dois deles para fazer uma analise mais aprofundada.

Verificamos que os dois equilibrios selecionados sao estaveis. Nestes equilibrios
aplicamos a técnica descrita no livro de Markeev e como resultado obtivemos algumas
curvas que separam regioes de estabilidade e instabilidade no plano dos parametros
associados ao comprimento do péndulo duplo e a excentricidade da elipse.

No Capitulo 3, fizemos uma adaptacao no potencial do péndulo duplo obtido
no Capitulo 2 com o intuito de chegar no mesmo potencial aproximado de Sarychev.
Utilizando este potencial aproximado, obtivemos o Hamiltoniano para o péndulo duplo
numa orbita circular. Calculamos os equilibrios existentes e verificamos a estabilidade
de alguns, conseguindo obter os mesmos resultados de Misra, Amier e Modi [16]. Este
Hamiltoniano que descreve o problema do péndulo duplo numa 6érbita circular com o
potencial aproximado, nos da a possibilidade de no futuro fazer, em um dos equilibrios, o
estudo da estabilidade nao-linear como aplicacao do Teorema de Arnold sobre estabilidade
em sistemas Hamiltonianos autonomos com dois graus de liberdade.

Nas Consideragoes Finais, elencamos estudos futuros a partir do que fizemos nesta

tese.
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1 Péndulo Simples

Synge [19] estudou o comportamento de um péndulo matemético simples acoplado
no centro de massa de um satélite, por meio de uma haste de peso desprezivel, com
comprimento fixo b, e junta universal, descrevendo uma 6rbita circular ao redor da terra.
Usando uma aproximagao da energia potencial, Synge encontrou 6 equilibrios, 2 estaveis
(no eixo ez) e 4 instaveis (2 no eixo ex e os outros 2 no eixo ey ). Tempos depois, Blitzer
[3] fez um melhoramento, acoplando o péndulo a uma distancia h do centro de massa do
satélite.

Utilizamos a mesma modelagem feita por Synge ao estudarmos o comportamento,
no plano da orbita, de um péndulo matematico simples numa Orbita eliptica com a

distancia da Terra ao satélite que estd em érbita dada por r, com

p
N 1.1
" 1+ecosv’ (1.1)

onde p é o parametro da orbita, e é a excentricidade e v é a anomalia verdadeira.
Utilizamos a energia potencial original, focamos em uma visao Hamiltoniana do problema
e consideramos a haste do péndulo de comprimento varidavel, b = rg, f é uma
constante. Nestas configuragoes, encontramos 2 equilibrios no eixo ez, ambos estaveis
para determinados valores do parametro [3.

Seguindo o algoritmo descrito por Markeev [14], usando o método de Deprit-Hori,
construimos curvas no plano a X e (« é um parametro que tem relagao com /3) que separam
regioes de estabilidade e instabilidade para as posicoes de equilibrio do péndulo.

Este tipo de péndulo com haste de comprimento variavel também foi estudado por
Burov, Kosenko e Guerman [4]-[5] e, como eles dizem, uma possivel aplica¢ao pratica é a

construcao de um elevador Lua-Terra.
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1.1 Equacao do Movimento

(Figura 1.1).

Assumimos que a haste do péndulo tem massa desprezivel com relacao a do satélite
e que o satélite tem massa desprezivel em relacao a da Terra. A Terra esta no ponto O,

N

Figura 1.1: Péndulo simples em orbita eliptica. Plano da orbita.

péndulo, segmento Oy P, e

A posigao do pendulo é R = Ry + Ap e é representada pelo segmento O, P, onde
Ry = rsinvey + rcosvey é o segmento O10,, p = (bsinf)e, + (bcosh)e, é a haste do

cosy (0 sinv
A= 0 1 0
—sinv 0 cosv

¢ a matriz que leva o referencial moével e e e, no referencial inercial exeyey.
A energia potencial do péndulo é

* *
R RN
Il =

Y B _T\/1+25C080+ﬁ2.

(1.3)
onde m* ¢ a massa do péndulo que se encontra no ponto P, k é o parameétro gravitacional

associado ao centro atrator, || - || é a norma Euclidiana e lembramos que 5 > 0 é uma
constante associada ao comprimento do péndulo.
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Seja w a velocidade angular associado ao movimento orbital,

n(l+ ecosv)?
(-

(1.4)

W:Dey, U=

onde o ponto denota a derivada com respeito ao tempo t e n denota o movimento médio.

Para calcular a velocidade v, seguindo [15], utilizamos
v =vo+Wwx Ap+ Ap, (1.5)

onde vy = Ry.

A expressao da energia cinética é

1 1 :
T = §m*||v]|2 = §m* {[7‘6 sin 6 + r36 cos 0 + ri/(1 + B cos 6)]?
+[7(1 + Beosd) — rB( + ) sin 9}2} (1.6)
logo,
. . 1 .. .
T =m* |(#* + 1?0 +r’0f) B cos O + r’vfp* + §r29252 — rirfBsinf| . (1.7)

Em (1.7), omitimos os termos que nao dependem de 6 e 9, uma vez que eles nao
tem influéncia na equagao do movimento (1.9).

O Lagrangeano é

L=T-11 (1.8)
e a equacao do movimento associada
doL OL
dt pg 06
nos da
T K :
rd + 270 + — [rv” — 7 — sinf = 0. (1.10)
s 72(/1+ 2B cos § + 32)3
Escolhendo v como novo tempo, utilizando as expressoes de v (1.4), as relagoes
(1.11)
i:yi’ d_2:D2d_2_2m)(1+ecosy3)esinyi (1.11)
dt dv’  dt? dv? (1—e2)2 dv

e a férmula (1.12)
K n*(l+ecosv)? (1.12)
3 (1—e2)3 '
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temos da equagao do movimento (1.10),

K [sinf

)
1+ ecosv ry/1+2Bcosf + 32

ou seja, a equacao do movimento no novo tempo v (1.13),

ﬁ2r2029// - Br <_I)2r

sinf = 0. (1.13)

" 1 1 1
+ |1
l+ecosvf (v/1+2Bcost + (52)
A linha denota a derivada com relagdo ao novo tempo v. Esta equacao (1.13) é a mesma

obtida por [4] (ver equagao (11) em [4] quando ¢ = r[3).

1.2 Abordagem Hamiltoniana do problema

A equagao do movimento (1.13) pode ser escrita como um sistema Hamiltoniano

de equagoes
0H , OH
N p9 = T A,
Ope 00

basta fazer pg = 0’ para obter a funcao Hamiltoniana

9/

(1.14)

1 1 1 1 1
H(py,0) = =p2 — ———— | = cosf + — .
(po, 0) oPe 1+ ecosv (5 JoR: \/1+250080+52>

O sistema com Hamiltoniano (1.14) tem solugoes particulares para as quais py e 0

satisfazem as relacoes (E1) e (E2) abaixo.
(E1) pp =0, 6=0. (E2) pp =0, 0=m.

Estas solucoes estao associadas com as seguintes posicoes de equilibrio sobre o eixo ey
(Figura 1.2): solucao (E1) correponde ao péndulo apontado na dire¢ao contréria a Terra,
e solucdo (E2) corresponde ao péndulo apontado na diregdo da Terra.

Definindo
(E) pp=y, 0=uz. (BE2)pg=y, O0=m+um.

obtemos os Hamiltonianos perturbados de cada solugao. Usamos esta terminologia pelo
fato de que o Hamiltoniano estd expresso nas variaveis x e y que representam o desvio do

ponto desde o equilibrio, isto é, uma perturbacao do equilibrio.
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(ED (E2) N

Figura 1.2: Posigoes dos equilibrios (E1) e (E2) do péndulo simples.

Para solugao (E1), a parte quadrética do Hamiltoniano perturbado H (1.14) é

1 1 B2+33+3]1
2 A —— —22. 8> 0. 1.15
2 2Y +1+ecosu (1+p)3 290’6 (1.15)
Para solugao (E2), a parte quadrética do Hamiltoniano perturbado H (1.14) é
1 1 B?—-38+3]1
HED — 42 22,0 < B < 1. 1.16
2 2 l+ecosv | (1—-7)3 2" p (1.16)

Para o equilibrio (E1), ndo existe restricao para o valor de 3. Para o equilibrio (E2),
nao pode ser maior que 1, porque seria o caso em que o péndulo passaria pela Terra, que
se encontra no ponto O, (Figura 1.2).

A diferenca entre os Hamiltonianos HéEl) e HQ(EQ)

esta na parte entre colchetes das
suas expressoes, entao assumindo que 3 pode ser positivo ou negativo, é suficiente consi-
derarmos apenas um tipo de Hamiltoniano perturbado. Iremos considerar o Hamiltoniano
perturbado associado a solugao (E1).

Portanto, o caso em que 5 > 0 corresponde ao equilibrio (E1) e o caso —1 < 5 <0
corresponde ao equilibrio (E2).

Seja a a seguinte funcao de 3,

P +36+3
o (1+p)p

A func¢ao « é uma funcao decrescente.

B> —1. (1.17)

Logo, consideramos o seguinte Hamiltoniano perturbado

1 o
Hy=-—y’ 4+ ——22a>0 1.18
275 +2(1+ecosy)x @ ’ (1.18)
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onde 0 <a<3,se >0e,a>3se—-1<p<0.

Expandimos o Hamiltoniano Hs (1.18) em séries de poténcia da excentricidade e,

temos
Hy(z,y,v,a,e) = HY(z,y,a) + eHy (z,y,v,a) + e Hi (2, y,v,0) +-- -, (1.19)
onde
Hy = %(y2 +az?), (1.20)
H) = (—1Y cos’ v 2?,j > 1. (1.21)

1.3 [Estabilidade dos Equilibrios

O caso limite e = 0 corresponde ao péndulo em uma érbita circular. Neste caso, o

polinomio caracteristico de

0 1
JG = (1.22)
—a 0
é
M +a=0, (1.23)
onde G é a matriz Hessiana de HY (1.20) e
0 1
J =
-1 0

Se a > 0, entao as rafzes do polindmio caracteristico (1.23), i/, sdo imagindrias
puras e o péndulo apontando no sentido contrario a Terra bem como o péndulo apontando

na diregao da Terra sao estaveis no sentido de Lyapunov.
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1.4 Normalizacao do Hamiltoniano para e =0

A normalizacdo do Hamiltoniano quadratico (1.20) é simples e poderiamos dizer
que ela é efetuada pela transformagao simplética (1.25) descrita abaixo. Mas, vamos
normalizar utilizando o método geral como descrito na Secao 2.7.1, ver também [14], ou
artigo [8], ou dissertacao [18].

O autovetor associado a i\/a da matriz JG (1.22) é

- ()

vo= (0,1)+i<—%,0>

v = 71 +418.

Assim, (r, Js) = \% de onde deduzimos

§ =sinal(r, Js) =+, K= ——m= = ai.
|(r, Js)]
Temos a seguinte matriz simplética
a1 0
N = CO]( —KkS OKrT ) = . (1.24)
0 a3

x = ofig, Yy = ain. (1.25)

A notagao Col(a; - - - a,,) denota a matriz cujas colunas sao ay, ..., a,.

A mudanca de variaveis dada por (1.25) leva o Hamiltoniano (1.19) em
o0 em m
HQ(ganayvaae) HO 5 n,a +Z%H2 g 7777/,04)7 (126)
m=1

e, em particular, o Hamiltoniano (1.20) & forma normal

HY = %x/a(rf +£2). (1.27)
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1.5 Construcao das Curvas de Fronteira

Citamos como referéncia para melhor acompanhar esta segao, a dissertacao [18] que
faz um estudo detalhado do algoritmo descrito em [14] para a construgao das curvas de
fronteira, que separam as regioes de estabilidade e instabilidade, para o caso de sistemas

Hamiltonianos com um grau de liberdade.

1.5.1 Ressonancias

Segundo o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii, se 2¢/a € Z, entao sistemas com Ha-
miltoniano (1.26) com « > 0 sao estdveis para pequenos valores de e, ou seja, o sistema
é parametricamente estavel.

Ainda de acordo com o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii, para sistemas com Ha-
miltoniano (1.26) com a > 0, os pontos geradores das curvas de fronteira, que dividem o
plano a x e em regioes de estabilidade e instabilidade, sao os pontos do eixo e = 0 nos
quais

o0a =10, (eZ\{0},

por simplicidade estes valores serao chamados de ressonancias. Estes valores de a sao

enumeraveis e satisfazem
2

¢
a=7 (€{l23. .} (1.28)

As primeiras sete ressonancias (em ordem crescente) sao

1 9
Qo =7, Q2 = I, a3 = T
25 49
s =4, ops = T s = 9, aor = T

A titulo de informacao, enunciamos o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii em sua
forma geral abaixo
Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii Consideremos um sistema linear com Hamilto-

niano

1 n
H:5;05(534-7]?)4-61‘114-621‘124‘”',
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onde Hy, Hs, . .. sao formas quadraticas nas variaveis &, ..., &,, M1, - - ., M, com coeficientes
continuos e 27-periédicos em v. Entao, para e suficientemente pequeno, o Hamiltoniano H
¢ estavel se, e somente se, as quantidades o; = J,w;, onde §; = 1, nao estao relacionadas

pela igualdade

o +o,=N, kl=12...n N==1,42 ...

1.5.2 Determinacgao dos Coeficientes

Vamos determinar as equagoes das curvas de fronteira que emanam das ressonan-

cias. Escreveremos as curvas na forma:
+ 2 3
a; = age + agee + agpe” + agee” + - - (1.29)

Estas curvas determinam as regioes de estabilidade e instabilidade no plano «a X e,
0 < e < 1, que emanam dos pontos (agy, 0).
Seja
a = gy + e + ae® + agped + - - (1.30)

Substituimos a expressao (1.30) de a em (1.26), expandimos em e e reorganizamos para

obter
[e.e] em
Hy(€,1, 1, 0o, Qg - - -y Ot - - -, €) = HI(E, 1, o) + Z —Hg” NV, gy ey Q)
m:l
(1.31)
onde
=~ 1
Hy (&1, aoe) = 5\/@%(772 +&). (1.32)

Para cada valor ag,, no Hamiltoniano (1.31) fazemos a mudanga de varidveis

&, m — x1,y; dada pelas férmulas

14 14 14
§:cos§ xl—l—sinéj Y1, n:—sing xl—l—cosg Y1 (1.33)

Entao, aplicamos o método de Deprit-Hori e obtemos um Hamiltoniano autonomo K. A

partir deste Hamiltoniano autonomo K sera possivel determinar cada coeficiente

Q1g, Qog, 3¢ - - - - (1.34)
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Obtivemos os 10 primeiros coeficientes de cada curva. Detalhamos como calcular

os coeficientes das curvas ai. Para as demais curvas o procedimento é analogo.

1.5.3 O Método de Deprit-Hori

Consideremos um sistema Hamiltoniano de equagoes diferenciais

dx OH dX  0H

ar ikl 1.35
dt  0X’ dt ox ( )
com Hamiltoniano
(o @] em
H(x,X,te) =) mHm(x, y, 1), (1.36)
m=0
onde x = (x1,...,2,), X = (Xi,...,X,) sdo os vetores coordenada e momento,
respectivamente, e e é um pequeno parametro (0 < e < 1).
Fazemos uma transformacao simplética
x, X =y Y (1.37)
que leva o Hamiltoniano (1.36) a forma
(0] em

m=0
que dara os valores dos coeficientes (1.34) das curvas (1.29) que separam as regioes de
estabilidade/instabilidade.

Para obtermos o Hamiltoniano autonomo K, utilizamos o método de Deprit-Hori
que esta baseado no fato de que a transformacao no espaco de fase definida pelo movimento
de um sistema Hamiltoniano é candnica. Neste método, ver [14], ou Capitulo 3 de [18],
ou ainda o artigo [8], a fungao geradora W (x, X, t) tomada como fun¢ao Hamiltoniana,
conduz a definicao da transformagao simplética (1.37).

O método da as seguintes relacoes de recorréncia que determinam os polinomios

homogéneos K,, do Hamiltoniano K.

KO == H07 (139)

m—1
Kp=Hy+ Y (Co N\ LiHp j+ Ch K j) —

j=1

DW,,
Dt ’

(1.40)
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onde
DwW,, oW,
= — L H, 1.41
Dt at e (1.41)
J—
Kji= LK — ZCS VLK o, (1.42)
|
b= 14

S T—nY (1.43)

e L;f denota o colchete de Poisson de f e W;, a saber
Lif =\ 35 — | % : 1.44
= (o) (v %) (149

Resolvendo as equgdes que surgem das férmulas (1.39) e (1.40) obtemos o Hamil-

toniano K (1.38).

1.5.4 Coeficientes das curvas af

Vamos determinar os coeficientes a1, o1, 31, . . ., g1, g1 que definem as curvas
+ —
O valor de apg; ja é conhecido, ag, = }L e, neste caso, 2,/ag; = 1.

Fazemos a mudanca de variaveis £, 7 — z, X dada pelas féormulas
§:cosgx+singX, n:—singx—i-cong. (1.45)

Esta mudanga, ver em Cabral [6] o complemento do Capitulo 4 do livro da referéncia [14],

é dada pela seguinte fungao geradora dependente do tempo v.

oy X
S X x)Ms & 1.46
(€)= 5+ X2+ 0 (1.46)
cuja derivada no tempo é

S 1

5 = —5 CKQl(.ﬁL'Z + X2) (147)
Assim, apds esta mudanca de varidveis, o Hamiltoniano (1.31) se torna
o0 6m .
=HI+ > —H (1.48)
m=1

onde

HY = 0. (1.49)
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Logo, com o Hamiltoniano (1.48) estamos aptos para iniciar o procedimento de
Deprit-Hori descrito de forma resumida na Subsecgao 1.5.3.

Da férmula (1.39), temos que Ky = 0. Para m = 1, da férmula (1.40), temos

oW,
K, =H)— 1.50
1 7{2 ay ( )
e, para obter Ky e Wy, calculamos
1 2 . .
K, = Dy Hy(y,Y,v)dv, Wi= [ (H;— Ky)dv. (1.51)
0
De modo analogo, repetimos o procedimento para m = 2 e assim por diante.
Portanto, obtemos o Hamiltoniano autéonomo K,
o0 em
K=FKo+)Y_ — o, (1.52)
m=1
onde
KO - 07
1 1 1
Kl = 5 |:<—§ —|—0611> y2 + (g + 0511> Y2:| s
1[/15 ay 15 an
K2 = 5 |:<6—4 — 7 — 20(%1 + 20(12) y2 + (6_4 + 7 - 2&%1 + 20&12) Y2:| (153)
O Hamiltoniano K (1.52) pode ser escrito na forma
K= k20y2 + kuyY + k(]QYQ, (154)
com
em m m
kij = Z %kfj ), kgj ) constante. (1.55)
m=1

Como a equagao caracteristica de

_kll _2k02
2k20 kll

JD’K =

N — (K2, — 4kaokoz) = 0
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a regiao de estabilidade é definida por k%, — 4kgokoz < 0, cuja fronteira é
k2, = 4kookos. (1.56)

Igualando nesta identidade (1.56) os termos de mesma poténcia em e podemos
sucessivamente calcular os coeficientes aq1, a2, a1, . . ..

De acordo com as equacao (1.56), as equagoes de segunda e terceira ordens, sao

respectivamente
1 2
4(—£%+%f) =0, (1.57)
1la ad,  apa
4 < o T) _ (1.58)

Resolvendo sucessivamente as equagoes (1.57), (1.58) e as equagdes de ordem

superior em e, obtemos

1
11 = ig»
9
a1y = _ES’
A 9
13 — :F20487
B 603
N Y
1341
- T 1.
Q15 :F524288’ ( 59)
o _ 159687
6= 16777216’
957681
oy = —_—
7= T536870012°
1641123
g = ————o
18 268435456
186937137
Qg = _——
19 = T37138053472
L _ 4815500769
HO T 099511627776

Portanto, temos as curvas

1 1 9 9 , 603 , 1341 , 159687

_2 J— _—,_———————
17 3°7128° To0a8” T 327es” T moaa”  16777216°
057681 . 1641123 , 186937137

536870012°  263435456° | 137438953472°
4815500769

T 1099511627776

(1.60)
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N _1+16_162_ 9 B 603 L 1341 5 159687 5
L4008 128 2048 32768 524288 16777216
957681 . 1641123 186937137

T536870012° 268435456 137438953472
4815500769 |,

1009511627776

(1.61)

Gréficos das curvas aj e o no plano a X e no intervalo 0 < a < %, para0 <e <1,

sao exibidos na Figura 1.3.

L0F T T T i
08|
06|
0.4}

02/ 1

oob.. ..o N ]

Figura 1.3: Graficos das curvas o (azul) e af (amarela) no plano a x e.

Portanto, os sistemas para os quais o ponto (a,e) estd localizado entre as duas
curvas de fronteira o] e o) sdo instdveis, enquanto que aqueles para os quais o ponto
(o, €) esté & esquerda da curva o (azul) ou & direita da curva o (amarela) sio estaveis,

desde que nao pertencam a regioes de instabilidade de outras ressonancias, ver Figura 1.4.



1.6 Equacoes das Curvas

6 7

Explicitamos a seguir, até ordem e° ou e

ordenadas da esquerda para direita no plano a x e (Figura 1.4):

26

, as equacoes das curvas de fronteira,

B 119, . 603 , 1341 ;
_r 19 _ 19 1.62
“ 178 128° To0°  32mest T moams’ T o) (1.62)
1 1 9 603 1341
+ - It 2 3 _ 4_ 5 1L O(ef
“ 178 128° T 20m°  32mes”  saosst T O
1 19 889
— 1__2__4
@2 3¢~ 216° ~ Toaan® T O
9207, 9, 56151, 5139 )
O = T 5 T 5018°  262144° 20971’ T O€)
9 207, 9 56151 5139
+ _ 3 4 5 6
O = 7~ 556% To0a8°  26212a¢ T 2097ima T O
22 , 1313 2157091
_ 4__ 4 6 7 1
a4 5 " 333°  Toesizsot Ol (1.63)
B 25 1775 , 4341475 , 225 10437896525 & 4 0N
ay = — — —— e
5 4 768 C T 7077888 T 2007152° T 32614907904 € ’
25 1775 , 4341475 295 10437896525
aF = ———— et — e’ — e® 4+ O(e")
1768 T 7077888 T 2007152°  32614907904° ’
11T , 304389 , 389172579 & 4 0N
ag = —— e
6 35 ¢ 7 3430000 840350000 ’
497007 ,  GS58378L , 3208824658027 .
of = 2_T7 &8+ O(e").
1 1536°  56623104°  5218385264640°

Nao encontramos a divisao das curvas as, ay € ag em termos até a ordem e

10

As curvas a; e of irdo se diferenciar uma da outra a partir dos termos de ordem

e’. Seguem abaixo os termos das curvas a; a partir da ordem e’

7

- 1225
7= T 536870012
L 15T227623880800477
T T 384741108791377920°
0003175
- 1.64
49 = 5199023255552 (1.64)
. 2086269254499059082649
710

7091548117242677821440°

As curvas az e af, as e ai, a; e ai estdo muito préximas uma da outra de

maneira que, na escala do gréafico (Figura 1.4), nao é possivel fazer a distingao entre cada

par de curvas a;, e o) (£ =3,5,7).
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Um fato curioso é que as curvas o] referentes a ressonancia 2,/ag; = 1 passam a
se diferenciar uma da outra a partir do termo e, fato semelhante ocorre com as curvas
ai,af e af que sado referentes as ressonancias 2,/aps = 3,2,/ags = 5 e 2\/agr = 7,
respectivamente, e passam a se diferenciar uma da outra a partir do termo €3, e’ e e’

respectivamente. No artigo [12], Kholostova também nota um padrao para as curvas que

ela obtém no problema especifico estudado por ela.

10k ‘ B

0.8 - B

0.6 - -

04F 4

0.2 -

0.0 B

Figura 1.4: Gréficos das curvas aj a af, ordenadas da esquerda para a direita. Plano

axe 0<a<®0<e<].
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1.6.1 Grafico das Curvas o], ad e af

Apresentamos os graficos das curvas «f, af e af numa escala onde é possivel

distingui-las.

0.8 B

0.6 - \ -

021 B

007w L L L L L L L L L L L L L L L L L L w7

Figura 1.5: Gréficos das curvas az (azul) e o (amarela), 0 < e < 1.

] L R B S B

0.98 - R

0.96 - R

0941 B

0.90 |- T T T T T T T |

L L L L L L L L
0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30

Figura 1.6: Graficos das curvas oy (azul) e o (amarela), 0.9 < e < 1.



08786 [ .
0.8784 7 ;
0.8782 — ,
0.8780 7 i
0.8778 7 7
0.8776 — ,

0.8774 |- B

08772, |

1
3.880 3.882 3.884 3.886 3.888 3.890

Figura 1.7: Gréficos das curvas a; (azul) a o (amarela).

osessse T T T T T T
0996995} ,
0.996994:— ,
0,996993} ,
0.996992:— ,

0.996991 - B

0996990, |, )y
549900 549902 549904 549906 549908 549910 549912 549914

+

Figura 1.8: Graficos das curvas o (azul) a a7 (amarela).
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1.7 Estabilidade/Instabilidade: comparativo

No estudo de Burov, Guerman e Kosenko [4], utilizando outros métodos, eles
exibem regides de estabilidade e instabilidade para o caso de 0 < a < 0.5 (Figura 1.9 —
imagem extraida do artigo [4]). Ressaltamos que o que chamamos de parametro «, eles
denominam por K, e o que chamamos de [, eles denominam por 7; o plano que eles
tratam é e X K. A regiao de instabilidade apresentada por eles, se assemelha com a regiao
que obtivemos delimitada pelas curvas a; e aj, no mesmo intervalo 0 < o < 0.5. Nao
afirmamos que a regiao é igual, porque as equagoes das curvas da regiao obtida em [4]
nao sao explicitadas. Fizemos uma rotacao e espelhamento na figura do artigo [4] para
melhor visualizagao (Figura 1.10).

Em [4], pelo fato da equagao do movimento obtida a partir do Hamiltoniano (1.15)
ser uma equagao de Hill, a regiao de estabilidade delimitada pela cor cinza (Figura 1.9),

refere-se ao teste de Zhukovsky aplicavel a equagoes de Hill, no qual diz que

Se ”;’;2 < pv) < (”+T—12)7r2 (n =0,1,...), entdo a solugao nula é estavel no

sentido de Lyapunov.

. . . 2
Mais precisamente, neste caso considera-se p(r) = B (fj’g)ﬂg?’ : +61COSV,

T = 27 e as regioes
cinzas correspondem a verificagao destas desigualdades para os casos em que n é igual a 1
e 2. Mais detalhes sobre este teste no Capitulo VIII do livro de Yakubovich e Starzhinsky
[22].

Um ponto que queremos destacar é a abrangencia que conseguimos para o
parametro . No artigo [4], a varia no intervalo 0 < a < 0.5 e no nosso estudo fizemos
I<a< %9, mas esta analise pode se estender para qualquer valor de o > 0. Para valores
de a > 3, Burov, Guerman e Kosenko [4] relatam que, pelo fato de § ser limitado nesta
condicao, entao é mais conveniente fazer o estudo com [ ao invés de a e informam que,
no estudo numérico feito por eles, tem-se estabilidade nos intervalos de 0 < g < 0.8 e
0 < e <0.9. Na tabela abaixo estd um comparativo entre os valores de v e 3 estudados

nesta tese.



al 3| 1| % 4 = 9 2
B 3.97]0.84]0.16 | —0.14 | —0.30 | —0.40 | —0.48

Lembramos que o intervalo 0 < a < 3 corresponde ao equilibrio no qual o péndulo

aponta no sentido contrario a Terra. Se a — 37, entao § — 0; e, se a« — 0, entao

B — 4o00.

O intervalo o > 3 corresponde ao equilibrio no qual o péndulo aponta no sentido

da Terra. Se o — 3%, entao 8 — 0; e, se « — +oo, entdo 8 — —1.
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Figura 1.9: Regides de instablidade (preto) e estabilidade (branco e cinza) encontrada no

artigo [4].
- T
=
DE}
N '|
x

L

L
[
—

¥ -
- .2
=
Ao
.k 'm
(=
MM (al M T (al (al M R
2] o M . ul .2 0.2 . u.J

Figura 1.10: Comparativo entre as regioes de instabilidade. Na esquerda, regiao de

instabilidade (preto) obtida em [4]; na direita regiao de instabilidade (azul) delimitada

- +
pelas curvas a; e af .
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2 Peéndulo Duplo: caso eliptico

Sarychev [17] considerou o movimento de um sistema de trés massas (P; de massa
my, P de massa ms, e Oy de massa my) conectadas por duas hastes rigidas de massa
desprezivel PP de comprimento [; e POy de comprimento [y, cujo centro de massa, O,
descreve uma érbita circular ao redor da Terra. As duas hastes estdao conectadas entre si
por uma junta universal no ponto P. Tal sistema é chamado de péndulo duplo. A Figura

2.1 exibe a configuragao proposta por Sarychev.

Ae,
Pl
Z1
ef 0, o , 0,
--" P s~
-7 I S
7 N
7/ | N\
/ \
/ I \
/ ey \

Figura 2.1: Péndulo duplo em érbita circular ao redor da Terra.

A orientacao dos eixos O,z; (j = 1,2) é determinada relativamente ao referencial
orbital e,e e, com o eixo e, direcionado ao longo do vetor radial conectando o centro de
massa da Terra com o centro de massa O do péndulo duplo; o eixo e, é perpendicular ao
eixo e;, estd no plano da érbita e na diregao do movimento orbital do péndulo; e o eixo e,
é perpendicular ao plano da érbita e completa a triade da mao direita. Esta orientacao é

definida por meio dos angulos de Euler ¢; (angulo de precessao) e 6; (angulo de nutagao).
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Também sao utilizados os referenciais PXY Z (Figura 2.2) e O, XY Z (Figura 2.3)

cujos eixos sao paralelos a e e e,.

Figura 2.2: Haste [y no referencial PXY Z.

Figura 2.3: Haste [ no referencial O; XY 7.

Sugerimos a leitura do artigo de Guerman [9] que detalha o caso geral de estruturas
em Orbita compostas de varios corpos conectados por hastes, bem como os artigos de

Kholostova [10] e [11] por tratar de movimentos de péndulo duplo.
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2.1 Coordenadas dos vetores a; e a»
Consideramos os vetores

—_—
a; = PPl = (alxyalyaalz)a (21)

Ay = O?:(GQIaCLanQQz)' (22)

Os vetores a; e ay auxiliam na obtencao das coordenadas dos pontos P, P, e O3 no
referencial e eye..

Temos que, no referencial PXY 7,

a1, = lysinfysinyy,
A1y = ll sin 91 COS wla (23)
a1, = licosby,

e, no referencial O, XY 7,

Ao, — lQ sin 62 sin 1/)27
agy = lysinfycossy, (2.4)

sy = lgcosfy.
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2.2 Peéndulo duplo numa érbita eliptica

Usaremos a mesma notacao e, em parte, a configuracao formulada por Sarychev

com as seguintes modificagoes, dadas pelas condigoes (C1) a (C5) abaixo

C1. a oOrbita é eliptica com raio r = —E2—;

1+ecosv’
C2. as hastes tem comprimento variavel, [y = I = 75 e onde S > 0 é uma constante;
C3. as massas sao iguais, m; = mg = mg = m;

C4. trabalhamos no plano da 6rbita, ou seja, 11 = 1o = 7 (Figura 2.4);

C5. utilizaremos a energia potencial em sua configuragao original.

A

e
X

<

\
\
: >
]

e
/ 7/
7
Figura 2.4: Péndulo duplo em uma o6rbita eliptica. Plano da oérbita.
Nestas condigoes, os vetores a; (2.1) e ay (2.2) ficam na forma
a, = (a1, a1,) = (rfcosby,rfBsinby), (2.5)

ay = (Gg,,a9,) = (rfcosby, rfsinby). (2.6)
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Temos por objetivo descrever os pontos P,P; e O; apenas em funcao das

coordenadas no referencial mével ege,. Ressaltamos que O = 0 = (0,0). Consideramos

os vetores
—
dl = OPl = (d127d1$>’
—
d2 = 002 = (d227 d2x)7 (27)
dy = OP = (dy,, dsy).
Como o centro de massa do sistema estd na origem, temos
md1 —+ mdg + md3 =0
e, além disso, temos as relagoes
alzdl—d37 32:d3—d2.
Logo, obtemos
1 1 1
d, = §(ag +2a;), dy= —g(al +2ay), dz= 5(—31 + ag). (2.8)
Portanto, no referencial mével eze,, P = (di,diz), 00 = (da,,do,) € P =
(d3z7 d3m>, onde
1 1 ) .
di, = grﬁ(cos Oy + 2cosby), dip = grﬁ(sm 0y + 2sinb,),
1 1 . .
dy, = —grﬁ(cos 01+ 2cosby), doy = —grﬂ(sm 01 + 2sinbs),
1 1 . .
ds, = grﬁ(cos 0y — cosby), ds, = grﬁ(sm 0y — sinby). (2.9)
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2.3 Lagrangeano do Péndulo Duplo

Seguindo o que foi feito na Se¢ao 1.1 para o péndulo simples, para cada ponto P,

O, e P escrevemos a posicao de cada ponto em relacao ao referencial inercial na forma
Rp, =Ro+Ap1, Ro,=Ro+A4p:, Rp=Ro+ Aps
com Ry = rsinveyx + rcosvey, A é a matriz dada em (1.2) e
p1 = diz€; +dyze., p2 = doz€, + da.e., p3 = d3.€; + ds.e..

Assim, utilizando a expressao da velocidade dada pela equagao (1.5), temos que a

velocidade para cada ponto Py, Oy e P é, respectivamente,
vi=vo+w X Apy+ Ap, (0 =1,2,3).

Utilizamos a féormula geral da energia cinética

3
1
T = Z EmgHVEHQ
/=1

para obter

3
my . . .
= Z 5 Aldea + (des + )] + (des + 7 = D)} (2.10)

=1

Assumindo m; = my = m3 = m e substituindo as coordenadas de P;,0Oy e P,

dadas em (2.9), na energia cinética T (2.10), obtemos a energia cinética do péndulo duplo

1 . . ..
T = gmﬁ2{[r202 + 72 + 200, + 200, + r20,05) cos(6, — 6y)

—r7(6y — 6y) sin(By — ;) 4 r2(67 + 62 + 206, + 206,)}. (2.11)

Em (2.11) omitimos os termos que nao dependem de 6; e éj (1=1,2).
A energia poténcial do péndulo duplo é dada por

R K19 R1MMs3

- - ,
IRel - [Rooll R

U:

o que nos leva a

_ ’{Z \/d?x . (2.12)
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onde £ é o parametro gravitacional associado ao centro atrator.
Considerando m; = mg = mg = m e substituindo os valores dados em (2.9) na

férmula (2.12), obtemos

U="-U, (2.13)

onde

U =3 =
\/9 + 562 — 66 cos Oy + 452 cos(0; — O2) — 123 cos b
. 1
V9 + 262 — 68 cos by — 282 cos(6; — 6y) + 63 cos Oy

+ ! . (2.14)
V9 + 582+ 128 cos b + 432 cos(6 — 02) + 63 cos b

Usando a energia cinética T (2.11) e a energia potencial U (2.13), o Lagrangeano

L do péndulo duplo numa 6rbita eliptica é dado por

L=T+U. (2.15)
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2.4 Equacoes do Movimento
As equagoes do movimento associadas ao Lagrangeano (2.15) sdo dadas por
———-==0 (j=1,2), (2.16)
que nos levam as seguintes equacoes

1 : N
gﬁzm{[Zm‘D + 720 + 20705 + 1720] cos(0; — 65)
—[rit — 120 — 2r%00y — 120,) sin(6y — 6,)
ou

+2(2r70) + 1%0,) 4 2(2r70 + 170)} — 5 = 0 (2.17)
1

1 . N
562m{[2r7'“v + 720 4 2r70y 4+ 17260,] cos(0y — 65)
+[rit — 20 — 2r2 00, — 120,] sin(0;, — 6,)
ou

+2(2r70; + 7%0,) 4 2(2r70 + r20)} — o = 0 (2.18)
2

Passando ao novo tempo v, utilizando (1.4), (1.11) e (1.12), as equagdes (2.17) e

(2.18) ficam na forma
2 " 1 1" 1 2 . 2 ;.
56’1 + 592 cos(0; — 6y) + 502 sin(f; — 6y) + §92 sin(f; — 6,)

1 1 19U
_ | = q — —_——— = 2.1
1+ecosv (3 sin(th — 2) 32 891> 0 (2.19)

2 1 1 2
-0y + =07 cos(6; — 02) — 50’12 sin(6, — 6,) — gﬁll sin(6; — 65)

3 3
1 1 19U
— [ —=sin(6y —6)) — —=—] = 0. 2.2

1+ ecosv ( 3sm( ) 32 802> 0 (2.20)
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2.5 Hamiltoniano do Péndulo Duplo

A fim de determinar o Hamiltoniano para o nosso problema do péndulo duplo,
utilizaremos a técnica da Transformada de Legendre, que é um método para se passar
de um sistema Lagrangeano para um sistema Hamiltoniano, e vice-versa. Para tanto,

definimos a fungao

~ 1 1 -
L= g(0’12 + 07 + g(9’1 + 0,04 + 05) cos(0; — 0y) + U, (2.21)
onde
G- — 1 (Leoso—oy+ L (2.22)
~ l+ecosv \3 RGNy '

A funcio L satisfaz as equacdes do movimento (2.19) e (2.20) ao desenvolvermos

d oL 0L

2o (j=1,2). 2.2

Logo, aplicando a Transformada de Legendre na fungao E, temos que a expressao

do Hamiltoniano do péndulo duplo é dada por
H = p10] + p20y — f, (2.24)

onde p; e py sao0 os momentos definidos por

oL 2, 1 1
P = w = 59/1 —+ g COS(¢91 — 92)6/2 + § COS(QI - 92); (225)
1
oL 2, 1 1
Py = 8_95 = 50’2 + 3 cos(6y — 696 + 3 cos(0y — 0s), (2.26)

Substituimos as expressoes de py, ps € L na equacgao (2.24) para obter

1 1 1 ~
H =07+ 07+ 3 cos(fy — 02)6,605 — U. (2.27)

3 3
Das equagdes (2.25) e (2.26), obtemos expressoes de 0] e 0, em funcao de py, po, 01, 0o,

, 6p1 — 3p cos(f — By) — 2cos(fy — O3) + cos?(6; — 0y)
= 2.2
o 4 — cos?(6, — 65) ’ (2.28)
, 6py—3picos(f — Oy) —2cos( — 02) + cos?(6, — 60y)
b2 = 4 — cos?(0 — 63) ' (229)
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Em seguida, substituimos os valores de 6] (2.28) e 60 (2.29) em (2.27) para obtermos a

expressao final do Hamiltoniano do péndulo duplo H,

H_

g(elv 02ap1ap2)

—U (2.30)

com

© 12— 3cos?(0, — 6y) ’

9(01,02,p1,p2) = 97 + p3) — (6p1 + 6p2 + Ip1p2) cos(f; — b5)

+(2 + 3p1 + 3p2) cos® (01 — Oy) — cos® (0, — 6y).

(2.31)

Portanto, as equagoes do movimento (2.19) e (2.20) podem ser escritas como um

sistema Hamiltoniano de equacoes

oH
8])1_ 1
oH _
861_ pl?

onde H ¢é a funcao em (2.30).

oOH

= =0, 2.32
apQ 2 ( )
oOH

T — ) 2.



43

2.6 Equilibrios
O Hamiltoniano H (2.30) possui os seguintes equilibrios
El. 6,=0, 6,=0, pi=1  p=1
E2. 0, =, Oy =, p=3, P2 =3,
E3. 6, =0, Oy =, p=—z Dy = —
E4. 0, =, 6y =0, pL=—= Py = —

Os equilibrios (E1) e (E2) correspondem ao péndulo duplo esticado: (E1) apontado
na dire¢ao contréria a Terra e (E2) apontado na diregao da Terra.

Os equilibrios (E3) e (E4) correspondem ao péndulo duplo dobrado: (E3) apontado
na dire¢ao da Terra e (E4) apontado na dire¢ao contraria a Terra.

Na Figura 2.5 exibimos uma nocao da configuracao de cada equilibrio de acordo
com o posicionamento dos pontos P, P, e O,. Os eixos OX e OZ na Figura 2.5 servem
apenas como referéncia e nao representa sua posicao real como visto na Figura 2.4.

Fizemos um estudo mais aprofundado sobre os equilibrios (E2) e (E3).

O
pl 2 p 1 02 P
, P p I I
;_T‘ 0, P, P P =0,
(E1) (E2) (E3) (E4)

Figura 2.5: Representagao dos equilibrios (E1), (E2), (E3) e (E4).
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2.7 Equilibrio (E2): ¢ =70, =7

Figura 2.6: Configuracao do equilibrio (E2).

No equilibrio (E2), os trés pontos P, P; e Oy sao colineares, para verificar esta
informagao basta substituir os valores #; = 7 e 65 = 7 nas equagoes (2.9). O ponto P estd
na mesma posicao que o centro de massa do péndulo duplo, ponto O (Figura 2.6). Neste
caso, o parametro  pode variar para valores maiores que 0 e menores que 1, 0 < 5 < 1,
£ =1 seria o caso em que o ponto P; estaria na Terra.

Neste equilibrio, fazendo 0; = 7+ 2; e p; = % +y; (j =1,2), a parte quadrética

do Hamiltoniano perturbado é

H® — 2 2, L Do — e — 2
Y1 y1y2+y2+1+ecosy[(%+ Yo — V3 — Ya)T]

—2mi1T2 + (1 + Y2 — 273 + Y4)73), (2.34)

onde 0 < f<1le

1 1 1

o1 — B8P  91+p/> T 6p1- B

1 1

BT e M6 (2:35)

2
7125—
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Sejam G®) a matriz Hessiana de H® com e =0 e

0O 010
0 001
Jy = , (2.36)
-1 0 00
0 —10 0
entao, desde que 0 < 8 < 1, a matriz
0 0 2 -1
0 0 -1 2
J,GP = (2.37)
—2(71 =27 — 73— ") 2m 0 0
2m —2Mm+r2—21+m) 0 0

tem os seguintes autovalores imaginarios puros +iw; e tiwy, onde w; e wy sao chamados

de frequéncias e sao dadas por

w1 = V2371 + 372 — 313+, ws= V237 +37% — 3y — T, (2.38)

com

I'= \/3\/37f +37172 +73 — 37173 — 9273 T 95 — Y2 — v+ 5

Portanto, no intervalo 0 < 8 < 1 o equilibrio (E2) é estavel.
Fazemos um procedimento semelhante ao que foi feito no Capitulo 1. Expandimos

o Hamiltoniano H® (2.34) em e para obter

H® = H(()2) ($17$2, yhy?) + i emHg)(ﬂ?h T2, Y1, Y2, 1/), (2-39)
m=1
onde
HY = g} —yup+v3+ (0 + 292 — 75 — a)7]
—2v12122 + (71 + 72 — 293 + )75 (2.40)
e
HY = (=1)"cos™ v[(y1 + 272 — 3 — ya)ai

211y + (1 + 2 — 293+ Y4)7d], m > 1. (2.41)
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2.7.1 Normalizacao de HSQ)

O autovetor associado a iw; é v; (j =1,2), com

v =r;+1is;, j=1,2, (2.42)
onde
r = <0707r1371)7 S1 = (81178127070)7 (243)
To = (Oa 07 a3, 1)7 So = (5217 S92, 07 0)7 (244)
e
S Y2+ — 27+ T
1 - P
’ 371+ 72 — 273+
5 wi(ye +73 — 27+ 1)
H 2(Q2 + )
go = wiBnt 27— %)
2 2(Q 4 T ’
_ Yo+ v3— 27— T
T2z = — )
3N+ —273+n%
5 wa(ye +73 — 27 —1T)
21 )
G — L wiBn 29— — )
» 2(9 - ’er) ’
com

Q =372 + 67172 + 272 — 67173 — 5y2y3 + 272 + Yaya + Y3va — V2.

Calculamos

wil' (T + v2 4+ 73 — 274)
r, JJ4s1) = ) 2.45
(reJiss) = G 2 ) @ D) (2.45)
wol'(T' — 2 — v3 + 274)
ro, J4Sy) = : 2.46
(e Jase) = g )@ — i) (2:46)

Se 0 < <1ef#0.589001, entdo d; = sinal(ry, Jys1) = +, dy = sinal(ry, Jys9) = + €

1 o
Kj = m (1=1,2). (2.47)

. L. e . 2) . .
A matriz N da transformacao simplética linear que normaliza Hé ) é a matriz cujas

colunas sao construidas com os vetores (2.43) e (2.44) do seguinte modo, ver Capitulo 1
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de [14], ou Segao 2.1 de [1], ou Secao 4.2 de [20],

N = COI( —K181 —K2S2 5114}17”1 (521{27’2 ) (248)

Ela define a seguinte mudancga simplética de coordenadas

Ty = —kisué — Kasa1&2

Ty = —K1812§2 — K282280

Y1 = K1T13N1 + Kalashe

Y2 = K1+ K. (2.49)

que transforma (2.39), reorganizado de tal forma que,

oo em
H(Q) (517 527 m,n2,V, ¢, 6) - H(()2) (§17 527 m, 12, /8) + Z %Hr(r?)(gh §27 n,1n2,V, ﬁ)? (250)
m=1 ’
no qual o termo auténomo (2.40) fica normalizado,

1 1
Hy? = (& + ) + 5w(E + 1), (2.51)
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2.7.2 Ressonancias

Para o caso do equilibrio (E2), aparecem ressonancias do “tipo basico” e do tipo
“combinacao de ressonancias simples”. A nomenclatura de cada tipo de ressonancia esta
entre aspas, porque é a denominacao dada por Markeev [14].

Apresentamos as trés primeiras ressonancias do “tipo bésico” em ordem crescente

tais que 2wy € Z e 2ws & Z:

= 0.383867 (2w =7T), (2.52)
= 0494725 (2w =8),

g = 0561842 (2w; =9).

Trés primeiras ressonancias do “tipo bésico” em ordem crescente tais que 2w; & Z

e 2wy € Z:

B = 0.323437 (2wy =4), (2.53)
= 0.504656 (2w =5),

= 0.604858 (2ws = 6).

Duas primeiras ressonancias do tipo “combinagao de ressonancias simples” em

ordem crescente tais que wy + wq € Z, 2wy € Z e 2wy & Z:

B = 0.224683 (w;+ws=D5),

B = 0441031 (w; +wy =6).

Estudamos o comportamento das curvas que emanam das ressonancias [3y; =
0.383867 (2.52) e fpz = 0.323437 (2.53) no plano § x e. Para construgao das curvas,
seguiremos o algoritmo dado no livro de Markeev [14], o qual é descrito na tese de Araujo

[1], Secao 4.2.1.
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2.7.3 Construcao das Curvas: [

No Hamiltoniano H?) (2.50), substituimos 3 por

B = Bot + Pue + Pae® + PBare’ + - - (2.54)

e reorganizamos de modo que

e}

HO = H e o) + X HD (€, v B Bres ., Bl (2.55)

m=

com

52 (51752)7 n= (7717772)'

Mostraremos como ¢ feita a construcao da curva ate ordem e para o caso em que
Bo1 = 0.383867 (2.52). Neste caso, N =7, pois [y satisfaz 2w (8p) = N =7, e 5 (2.54)

fica na forma
B = Bor + Brie + Bare® + Bsie’. (2.56)

A notagao w;(f) significa w; calculado em [Fy,.
No Hamiltoniano H®) (2.55), para o caso em que [y = 0.383867 (2.52), fazemos

a mudanca de variaveis

N N
§&1 = cos <?V> x1 + sin (51/) Xy, L=

N N
n = —sin (§y> x1 + cos (?V> Xy, m=Xy, (N=7), (2.57)
para obter
1 2 em
H(2) = 50_}(1’% + X22) + mz_l ﬁHmCﬁla Ta, le XQ, 6017 Ce ,ﬁml, I/), (258)
onde
w = wy(fo1) = 2.12663. (2.59)

Esta mudanga de variaveis (2.57) se assemelha com a mudanga descrita no Capitulo
1, ver equagoes (1.33) e (1.45).
Estamos aptos para aplicar o método de Deprit-Hori com o Hamiltoniano H®?

descrito na equagao (2.58).
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Utilizando as férmulas de recorréncia (1.39) e (1.40), até m = 3, determinamos o
Hamiltoniano K®V = 32 _ €7 K,,, associado ao Hamiltoniano H® (2.58) e a ressonancia
Bor (2.52). O Hamiltoniano K'Y nos dara os coeficiente By, Ba1 € Bs1.

De acordo com o método de Deprit-Hori, pelo fato de N = 7 ser impar, a funcao

W tem periodo 47 em v. Se N fosse par, o periodo seria 2.

Da férmula (1.39), temos
1
Ky = 50.;(:53 + X3). (2.60)

Para m = 1, da férmula (1.40), temos

oW, oW, oW, oW,

Ky =H + - Y, Yoot - L 2.61
1 1 w | Y2 oY, 2 D1 2 9y BT ( )

Escrevemos Wy, H 1(2) e K da seguinte forma
Wi = Do Wl Y YS, (2.62)

vitvetpr+u2=2

2 vy, V2 1 2

HY = 3 Gy Yy, (2.63)

vitvo+pu1+pe=2
K= DD e ;o € E (2.64)

vi+vo+p+pus=2
Igualando os coeficientes de mesma poténcia em vy, ys, Y7, Yo do lado esquerdo e
direito da equacao (2.61), obtemos dez relagoes que serdo organizadas em quatro grupos

independentes um do outro.

Grupo 1:
R A dw_%é%)
2000 2000 Qv
21 21
k§012) = hg(n)o - —dIVOIO, (2.65)
KD pen _ dwiin
0020 0020 Qv
Grupo 2:
dw
21 21 21 1100
k&of) = hgm)o + ww§00)1 T T
v
dw
21 21 21 1001
k%oo)l = hg00)1 - ngloz) T T a (2‘66)
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Grupo 3:
dw
21 21 21 0110
k((m%) = hén)o + Ww(()m)l T T
dw
21 21 21 0011
k((]Ol)l = h§)01)1 - Ww(()n)o T T (2-67)
Grupo 4:
dw'Y
21 21 21
k(()OO)Z = h(()00)2 - Ww((no)1 - %;
(21) _ (D) ey ey, dwlio)
kowor = howor + 2w(Weoon — Woagn) — PR (2.68)
dw@
21 21 21
k’(()zoz) = h62o)o + Ww((no)1 - %-
v
Do Grupo 1 (2.65) segue, em virtude de W ser de periodo 47, que
(21) 1 [ o (21) (21)
k3000 = in haoo0dV, w00 = (hzooo - k’2000)dV7 (2-69)
0
21 I 21 21
kgm)o = E/o hgm)od% w1010 = (hgm)o - k’%m%)d% (2~70)
21 L[ o 21 21
k’(()o2%) = . ; h(()OQ)OdVv Wop20 = (h((m)o - k‘émﬁ))dv . (2.71)

Podemos resolver este sistema pelo método de variagao de parametros, ver em [6]
o complemento ao Capitulo 4 do livro [14].

Do Grupo 2 (2.66), as fungoes wﬁé)o e w%é)l podem ser determinadas 47-periddicas

em v para qualquer escolha das constantes kﬁé% e k%é)l Para simplificarmos K7, tomamos

21 21
kilo)o =0, kgoo)l =0. (2~72)

Entao, uma solugao 4m-periédica do sistema de equagdes do Grupo 2 (2.66) pode

ser obtida da seguinte maneira. Definimos

Jl(il)[)) = / (hﬁ%))o sin wr + h%%))l cos wv)dv,
0

J{ﬁéi = /0 (hﬁt)o coswy — h%%)l sinwv)dv, (2.73)
21 1 21 21

aglo)o = 73 (J1(10())(47T) + cot 27WJ1(001(477)> ;
21 1 21 21
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Assim, as solugoes do sistema (2.66) sao

21 21 21) . 21 21
w&lO)O = <J1(105(V) + aglO)O sinwr) + (Jl(oo%(V) + agoo)l) coswv,
21 21 21 21) 21)y .
w%lo)o = (Jl(IO())(V) + aglo)o CoswWv) — (J1(001( ) + agOO)l) S Wr. (2.75)

Para resolver o sistema de equagdes do Grupo 3 (2.67), fazemos do mesmo jeito
que foi feito no sistema do Grupo 2 (2.66).

Para resolver o sistema de equacoes do Grupo 4 (2.68), fazemos o seguinte ajuste
21 21 21
u = w(()lo)h U= w(()oo)2 w((noz)a Q= 2w, (2.76)

entao a segunda equacao do Grupo 4 e a equacao obtida pela subtracao da primeira pela
terceira equacao do Grupo 4 produz o seguinte sistema

du

Y = h8BY o0 — —

0101 0101 I

21 21 21 (21 dv
kc()oo)2 - k((moz) = héOO)Q - hozo% Qu — i (2‘77)

A estrutura deste sistema (2.77) é anédloga ao sistema do Grupo 1 (2.65). Logo, temos

21) 21) 21
k(()101 0, k(()ooz_k((mz) (2-78)

e as solugdes 4m-periddicas do sistema (2.77), u(v) e v(v), sdo obtidas de modo analogo

ao que foi feito na resolugao do sistema do Grupo 1 (2.65).

Inserindo u(v) ao invés de w[(flé)l na ultima equagao do Grupo 4 (2.68), obtemos a

equacao
(21) (21) dw(%é%)
ko200 = Nozeo + wu — “dy (2.79)
Assim, de (2.78) e (2.79) temos
@) _ @) _
Kosoo = Koooz = -— / 0200 + wu)dv,
21 21
w(()zoz) = /(hém)o +wu — k(()zoz))dV- (2‘80)

Da equagao (2.76) concluimos

21 21
wc()oo)z = (()20)0 +v(v). (2.81)
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Para calcular Ky, usamos a férmula (1.40) para m = 2, escrevemos W, H§2) e Ky

na forma
Wor = D wi L u Y (2.82)
v1+vo+pr+p2=2
2 V1 1%
Hé = Z h(wwmgyl YoYU Yy, (2.83)
v1+vo+p1+pe=2
Ko = ) ke YYE, (2.84)

v1+vo+p1+pe=2
obtemos os grupos de equagoes semelhantes aos grupos (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) e
resolvemos de modo analogo. Fazemos o mesmo procedimento para calcular Kj.

Escrevemos o Hamiltoniano K'Y da seguinte forma

1 @
KB = 5 (w + 2k0200)(yz + Y2> + kzooo@h + k10103/1Y1 + k00)20Y127 (2~85)
onde ;
em 2m
V1V2,u1M2 Z E V1V2M1M2’ k:(V1V2)M1#2 = constante. (286)
m=1

Por exemplo,

) (2.04319)(10713) 32
Y, = =€ S L ~ 0, (2.87)

K2, = (0.325846)e + (1.64606)ef11 + (0.310869)e 81,

+(4.33779)e? 37, + (8.22908)e” 55, + (1.64606)e? By

+(8.67557) ¢ 311801 + (1.64606)e> By, (2.88)
kS, = (0.325846)¢® + (1.64606)e301 + (0.310869)¢ By

+(4.33779)e% 32, + (8.22908)e 53, + (1.64606)e? By,

+(8.67557)e>B11 821 + (1.64606)e” Bs;. (2.89)

Igualando os termos de segunda, terceira e ordens superiores em e em ambos os
membros da equagao

(k%)m) = 4k§000k0020 (2-90)

nos permite obter 817 = 0, o1 = —0.197955 e 31 = 0. Portanto, temos a curva

Br = Boi + Biie + Pare® + Bare® = 0.383867 — (0.197955)e>. (2.91)
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2.7.4 Construcao das Curvas: [y

Para a construgao da curva que emana de By = 0.323437 (2.53), fazemos a seguinte

mudanca de varidveis no Hamiltoniano H® (2.55)

N N
51 = i, 52 = COS (51/) To + sin <§V) X2

N N
m = X1, 1= —sin (EV) Ty + COS (51/) Xy, (N =4), (2.92)
para obter
1 S em
H(Z) = 5&)(,{[}% —+ X12) + WLZ:l EHm(ml’ Ta, X17 XQ, 5017 . ,ﬁml, I/). (293)
Neste caso,
w = wi(Boz) = 3.32949. (2.94)

Com o Hamiltoniano H® como descrito na equacio 2.93, estamos aptos para
aplicar o método de Deprit-Hori, semelhante ao que foi feito para calcular a curva ;.

Apo6s todo o procedimento, obtemos a curva

By = 0.323437 — (0.199891)€>. (2.95)
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2.8 Equilibrio (E3): ¢, =0,0, ==

Figura 2.7: Configuragao do equilibrio (E3).

No equilibrio (E3), os pontos P; e Oy estdo na mesma posi¢ao, P, = Oy e os trés
pontos P, P; e O, estao sobre o eixo e,, para verificar esta informacao basta substituir os
valores 6; = 0 e 05 = 7 nas equagoes (2.9). O centro de massa do péndulo duplo, ponto
O, esta entre os pontos P e P, = Oy (Figura 2.7). Neste caso, o parametro (3 pode variar
para valores maiores que 0 e menores que %, 0<pB< %, pois § = % seria 0 caso em que O
ponto P estaria na Terra.

Todo o procedimento que foi feito no Equilibrio (E2) na Segao 2.7, repetiremos
aqui no Equilibrio (E3).

Neste equilibrio, fazendo 0, = x1,0, = 7 + 29 ¢ p; = —% +y; (j =1,2), a parte

quadratica do Hamiltoniano perturbado é

H® = Yi + iy + Y5 + 11 ccosw [g&l(xf + 23) + 4,02$1$2] ) (2.96)
onde 0 < B < % e
1 3 9 6 9
1 6 23-26)° 28(3-268)° (3+p6)> 26(3+p) 297
1 N 3 12 (2.98)
7T 3T B GAP |
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As fungoes 1 e @y sao positivas no intervalo 0 < § < %

O polinémio caracteristico de J,G®) é
M (81 4 2(02) A2 + 1207 — 303, (2.99)

onde G® ¢ a matriz Hessiana de H®) com e = 0 e J; é a matriz (2.36).

O polinomio (2.99) tem as seguintes raizes para \?

V2 —(8e1+200) £ /(81 + 2)” — (12 — 3p5)
2

= —4p1—paE2(p1+p2). (2.100)

Logo, A serd imaginério puro se a expressao —4¢; — @y £ 2(¢1 + p2) for negativa, o que
sera possivel para todos os valores de 3 no intervalo 0 < § < %
Portanto, o equilibrio (E3) é estdvel para todos os valores de 5 no intervalo

0<pB< % e as raizes do polindomio (2.99) sado imagindarias puras, +iw; e tiws,

w1 = /201 — 0o, wa = V3201 + @o. (2.101)

Expandimos o Hamiltoniano (2.96) em e para obtermos

H® = HéS) (1, 22, Y1, Y2) + Z €er(,::’)(331, T2, Y1, Y2, V), (2.102)
m=1
onde
HY =y} + 190 + 43 + o1( + 23) + o122 (2.103)
e

HY = (~)"cos™vipi(a} +23) + oma, m> 1. (2.104)

m
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2.8.1 Normalizacao de Hé?’)

Descricao dos autovetores associados a matriz JyG®).

O autovetor associado ao autovalor iw; é

V] = ( fat , — G s —]_7 ]_) =1r + ’iSl, (2105)
200 — w2 201 — o
onde
rn = (Oa 07 _]-7 1) >
w1 w1
§1 = ,— ,0,0 .
' (2901 — 2 201 — P2 )
O autovetor associado ao autovalor iwy é
iCUQ z'w2 .
Vg = | — ,— 1,1 ) =1y +is9, 2.106
’ ( 201+ @2 201+ @2 ) L ( )
onde

Ty = (0707171>7

w2 ]
S = | — ,— ,0,0 ).
? ( 201+ 92 201+ @2 )

Assim, §; = sinal(ry, Jys1) = +, 02 = sinal(ry, Jys2) = + e

V201 — ¢ \/5\/671

K —_= = N
1 /o 5

I V2p1+ 2 V6,/w
2 — .

V2v/3 6
Utilizamos o mesmo padrao de matriz N (2.48) para obter a seguinte mudanga de

variaveis definida pelas férmulas

\/2&]1 \/6&)2
T = — &+ &2,
2(JJ1 QOJQ
v/ 2w v/ 6w
Ty = 1514‘ 252,
204)1 2(4)2
v/ 2wy v/ 6ws
Yy = — 5 m + G 2,
v 2w v/ Bw
Yo = i+ 5 2 1. (2.107)
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Aplicamos esta mudanca de varidveis (2.107) no Hamiltoniano H® (2.102), que,

em particular, fard com que o Hamiltoniano H(()g) (2.103) seja escrito na sua forma normal

1 1
HyY = Z01(& + 1) + wa(& + 7). (2.108)
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2.8.2 Ressonancias

Para o caso do equilibrio (E3), aparecem ressonancias do “tipo basico” e do tipo
“combinacao de ressonancias simples”.
Apresentamos as trés primeiras ressonancias do “tipo basico” em ordem crescente

tais que 2wy € Z e 2wy & 7

= 0.533608 (2w = 2), (2.109)
= 0.960277 (2w = 3),

B = 1.10976 (2w, =4).

Trés primeiras ressonancias do “tipo basico” em ordem crescente tais que 2w, & Z

e 2wy € Z:

B = 0.298837 (2wp=4), (2.110)
= 0564763 (2ws = 5),

= 0.71415 (2w = 6).

Duas primeiras ressonancias do tipo “combinacao de ressonancias simples” em

ordem crescente tais que wy + wy € Z, 2w € 7Z e 2wy & 7

= 0.334508 (wg 4+ we = 3),
B = 0.689636 (w;+ ws =4).

Estudamos o comportamento das curvas que emanam das ressonancias [y =

0.533608 (2.109) e Sz = 0.298837 (2.110) no plano 5 x e.
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2.8.3 Construcao das Curvas: [y, 02

Procedemos de modo andlogo a construgao das curvas referente ao equilibrio (E2)

e obtemos as seguintes curvas

B = 0.533608 — (0.381665)¢>,

B = 0.208837 — (0.283153)¢”.



2.9 Graficos das Curvas
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Figura 2.8: Grafico da curva f;.
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Figura 2.9: Grafico da curva (.

61



0.8 -

0.4 -

0.0~

Figura 2.10: Grafico da curva 653).

0.6 -

02+

0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.11: Grafico da curva 553).
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3 Peéndulo Duplo: caso circular

Sarychev [17], quando fez o seu estudo do péndulo duplo em 6rbita, calculou todos
os equilibrios possiveis para o caso circular. Com uma modificacao do Hamiltoniano
obtido no Capitulo 2 (2.30), vamos obter e verificar a estabilidade de casos particulares
dos equilibrios correspondentes as solugoes (9), (11), (14) e (15) de [17]. No nosso caso,
estamos fazendo as seguintes consideragoes: vamos nos restringir ao caso circular (e = 0,
r constante), o estudo é feito no plano da drbita (1 = 5,92 = 5), L =l = rf e

myp = Mo = M3z = M.

3.1 Energia Potencial aproximada

Consideremos a energia potencial (2.22) no caso em que e = 0 escrita da seguinte

forma
ﬁ—lcos(e —9)—1—1(7 (3.1)
- 3 1 2 /82 ? .
onde
~ 1 1 1
U=3 — + — + — |, (3.2)
\/ 9+ U, \/9+U2 \/9—0—U3
e
U = 582 —68cosf + 453 cos(f; — by) — 12 cos b, (3.3)
Uy = 2B%—6B8cost —25%cos(6; — 0y) + 63 cos b, (3.4)
Us = 5824128 cos 0y + 45 cos(; — 0,) + 63 cos b5 (3.5)

Observamos que U (3.2) é apenas uma maneira de reescrever a expressio (2.14).
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Vamos fazer a mesma aproximacao da energia potencial considerada por Sarychev

[17].

Para cada termo de U na forma \/91+_I7j (j=1,2,3), vamos expandir em U; e

considerar os termos até segunda ordem em f.

Por exemplo,

b,

1
/9 L0 3 54 648
1 532 2
= § - 5% + ﬁcos 0, + 5 cos® 0y — 2—752 cos(f — b2)

—l—§5 cos By + §,@ cos 01 cos Oy + §ﬁ cos? 5.

Assim, ap6s fazermos cada expansao e substituirmos na férmula de U (3.2), temos

a expressao final

1
U = B> (COS2 0, — 3 cos(f; — 0y) + cos 0 cos B + cos® 02> , (3.7)

na qual omitimos os termos que nao dependem de 6,6, por nao serem relevantes a
dinamica do sistema.
Portanto, substituindo (3.7) em (3.1), temos que a forma final do potencial

aproximado é

U = cos? 6, + cos 6 cos Oy + cos? 05. (3.8)

3.2 Hamiltoniano do Sistema

Utilizando a energia potencial aproximada (3.8) para o caso em que e = 0, temos

que o Hamiltoniano (2.30) fica na forma

_ 9(91,92727171?2)
12 — 3 cos?(0; — 605)

— (cos? 0 + cos 0 cos Oy + cos® 0y), (3.9)

onde g(01, 602, p1,p2) é dada pela expressao (2.31).
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3.2.1 Equilibrios

O Hamiltoniano H (3.9) possui os seguintes equilibrios

D1. 6, =

D2. 6, =

D3. 6, =

D4. 6, =

D5. 6, =

5. =3 m=5 m=j

3%, 92:3%, p1:%, pQZ%

5 02:3%, p1:—%7 PQZ_%'
37”, 922%, p1:—%, PQZ_%'

D6. 91:71', 92:7'(', P1 :%, pgzé

D7. 6, =0, 0y =, plz—:l,), pgz—%
D8. 6, =, 0y =0, D1 :—%, pgz—%.
D9. 0, =0, 92:2%7 plz_é7 pQZ_%
D10. 6, =, 02 = 3, p1=—é7 pQZ_%
D11. 01:%”, 0, =0, plz—%, pgz—é
D12. 01:%, 0y =, D1 :—é, pgz—%.

Os equilibrios (D1) a (D4) correspondem a posi¢ao péndulo ao longo do eixo OX

(relacionado a solucao (9) de Sarychev [17]).

Os equilibrios (D5) a (D8) correspondem a posi¢ao péndulo ao longo do eixo OZ

(relacionado a soluca@o (11) de Sarychev [17]).

Os equilibrios (D9) e (D10) correspondem a situagao em que o eixo de simetria

0121 é paralelo ao eixo OZ e o eixo de simetria Oyzy estd no plano OX Z (relacionado a

solugdo (14) de Sarychev [17]).

Os equilibrios (D11) e (D12) correspondem a situagdo em que o eixo de simetria

Oy 2y é paralelo ao eixo OZ e o eixo de simetria O;z; estd no plano OX Z (relacionado a

solugdo (15) de Sarychev [17]).
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Figura 3.1: Configuragao dos equilibrios (D1), (D6), (D10) e (D12).

3.2.2 Estabilidade dos Equilibrios

Vamos verificar a estabilidade dos equilibrio (D1), (D6), (D10) e (D12) (Figura
3.1), pois sao casos particulares que foram estudados por Misra, Amier e Modi [16].

Na Figura 3.1, o eixo OX Z serve apenas como referéncia e nao representa sua
posicao real como visto na Figura 2.4.

No equilibrio (D1), fazendo 6; = Z + z; e p; = 5 +y; (j = 1,2) no Hamiltoniano

(3.9), entao a parte quadratica do Hamiltoniano perturbado é
HPY = —(af 4+ 215 + 73) + 47 — 1192 + 4.
O polinémio caracteristico de J,GPV é
PPYON) = AT —6M2 +9 = (A —V3)2 (A +V3)?, (3.10)

onde GPV é a matriz Hessiana de HPY e J; é a matriz (2.36).

O polinémio caracteristico PP1(\) (3.10) possui as seguintes raizes duplas: /3 e
—+/3, portanto o equilibrio (D1) é instével.

Procedendo de modo andlogo para os demais equilibrios (D6), (D10) e (D12),

obtemos os dados:

3
HPD = S(af+23) + 5] — 192 + 43, (3.11)
1122 xy29  T22 2
H(P10) L2122 202 e + 242), (3.12)

12 3 12 5

2 2
2
HP = —2oh = =2 2R (2 e+ 208). (3.13)
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PP — A 19X 427 = (A —i3) (A +43) (A — ivV3) (A + iV3), (3.14)
pr10) — ()\—' %(2+\/_9><>\+z 2+\/@)

()\— %( 139—2)) <A+ %( 139—2), (3.15)
pD12) _  p(D10) (3.16)

Portanto, apenas o equilibrio (D6) é estavel, os demais equilibrios (D1), (D10) e
(D12) sao instéaveis. Esta conclusao corrobora com o que é feito por Misra, Amier e Modi

(ver secao 3 de [16]).



Consideracoes Finais

De um modo geral, notamos que tanto no caso do péndulo simples quanto no
péndulo duplo, os equilibrios estaveis quando usamos um potencial aproximado para o
problema, mantém-se ao usarmos o potencial original.

Referente ao Capitulo 1, que trata do péndulo simples em uma 6rbita eliptica,
temos interesse em fazer um estudo mais geral, seguindo a ideia de Burov, Kosenko e
Guerman [4], que considera a massa do satélite no ponto Os.

Referente ao Capitulo 2, temos interesse de estudar o comportamento dos demais
equilibrios (E1) e (E4), bem como outras ressonancias no caso dos equilibrios (E2) e
(E3), por exemplo, as ressonancias do tipo “combinagao de ressonancias simples”. Além
de estudar o problema da forma geral como descrita por Sarychev [17], com as massas
mi, Mg € m3 Nao necessariamente iguais, o mesmo referente aos comprimentos Iy e [s.

Fazendo uma jungao do estudo feito nos Capitulos 1 e 2, temos interesse de estudar
um péndulo simples articulado, que seria o caso do péndulo duplo proposto por Sarychev
[17] no caso em que my = mg = 0, acoplado no centro de massa de um satélite, como
proposto por Synge [19]. Com este estudo do péndulo simples articulado, poderemos fazer
um comparativo da estabilidade do péndulo simples normal.

Seria possivel, de acordo com o equilibrio (E3) do Capitulo 2, pensar em uma
adaptacao para estudar o comportamento de um dumbbell com uma haste de comprimento
variavel, onde, por exemplo, em uma ponta teriamos um objeto de massa m e, na outra
ponta, um objeto de massa 2m. Um dumbbell (haltere em portugués) é uma estrutura
constituida por duas massas unidas por uma haste. Ver o artigo [7] para mais detalhes

da estrutura de um dumbbell.
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