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RESUMO

Esta pesquisa teve como objetivo elicitar requisitos, prototipar e validar um software para
abordar a taxa de variagdo de fun¢des em uma abordagem variacional. A prototipacdo do
software adotou um Modelo de Processo de Software desenvolvido com base na Engenharia
Didatico-informética (EDI), que alia aspectos da Engenharia Didatica & Engenharia de
Software e, que foi desenvolvida por Ricardo Tiburcio em sua pesquisa de mestrado, paralela
a esta. Tal processo é constituido de cinco fases: (i) Analises Preliminares, nas quais o
conceito matematico foi situado em relacdo aos aspectos cognitivos, epistemologicos,
didaticos e informaéticos, (ii) Anélise de Requisitos, na qual os resultados das Analises
Preliminares foram traduzidos em requisitos do sistema, (iii) Analise a priori e Prototipacao,
nas quais o prototipo foi desenvolvido considerando-se as situagdes de uso a serem
abordadas, (iv) Experimentacdo, na qual o software foi testado com os estudantes e (V)
Anédlise a Posteriori e Validacdo, nas quais foi analisado se o prot6tipo atendeu aos objetivos
especificados na sua concepcdo. Além da EDI, articularam-se na fundamentacdo uma
sistematizacdo da utilizacdo das tecnologias digitais na Educacdo Matematica e um quadro
de referéncia para analisar a contribuicdo do protdtipo na abordagem de taxa de variacao - o
Quadro de Ag¢des Mentais no Raciocinio Covariacional, de Marilyn Carlson e colaboradores.
A validacdo foi realizada por meio da experimentacdo com uma dupla de estudantes da
Licenciatura em Matemética da UFPE, que realizaram duas atividades com o uso do
software, que foi chamado de Function Studium, para que fossem analisados os beneficios e
limitacOes do seu uso na abordagem da taxa de variacdo das fung¢@es afim e quadrética. Os
resultados da validacdo apontaram que: (@) Os beneficios do uso do software para a
abordagem da taxa de variacdo fundamentaram-se, principalmente, na conexdo entre os
aspectos do objeto matematico levantados nas Analises Preliminares e os recursos do
software Function Studium, requisitados e implementados com base nas necessidades
apontadas, (b) A conexao simultanea e dinamica das acGes sobre as notagcdes no software,
contribuiram para a analise do comportamento da taxa de variagdo em funcéo da variavel
independente e para relacionar a taxa instantanea com aspectos do grafico como pontos de
inflexdo e concavidade e (c) Dificuldades emergidas no experimento, revelaram a
necessidade da experimentacao de versdes parciais do software na Prototipacéo, o que sugere
a participacdo dos estudantes e uma melhor discussdo sobre a operacionalizacdo da Analise
a Priori.

Palavras-chave: Taxa de variacdo, covariacdo, Engenharia Didatico-informaética,
Engenharia de Software Educativo
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ABSTRACT

This research aimed to elicit requirements, prototype and validate an educational software to
explore the rate of change of functions in a variational approach. The prototyping process
adopted a Model of Software development based on Didactic-Informatics engineering (EDI),
which combines aspects of Didactic and Software Engineering, and was developed in parallel
with this research in Ricardo Tibdrcio's dissertation. This Process comprises five steps: (i)
Preliminary Analysis, in which the mathematical concept was analyzed in relation to
cognitive, epistemological, didactic and computational aspects (ii) Requirements Analysis,
in which the results of the Preliminary Analysis were translated into system requirements,
(iii) A priori Analysis and Prototyping process, in which the prototype was developed
considering the situations of use to be approached, (iv) Experimentation, in which the
software was tried out with students and (v) A posteriori analysis and Validation, in which it
was examined whether the prototype met the aims specified in its conception. In addition to
EDI, a systematization of the aspects of digital technologies in Mathematics Education and
a referential framework to analyze the contribution of the prototype in the approach of the
rate of change were articulated into the foundation: The Framework of Mental Actions in
Covariational Reasoning, from Marilyn Carlson and collaborators. The validation process
was done within an experiment undertaken by a pair of students of Mathematics Teacher
Training course from a Brazilian state university. They performed two activities using the
software called Function Studium, so that the benefits and limitations of its use in the
approach of the rate of change of linear and quadratic functions were analyzed. The validation
process results showed that: (a) The benefits of software used to approach the rate of change
were based mainly on the connection between the aspects of the mathematical object gathered
in the Preliminary Analyzes and the Function Studium software tools required and
implemented based on identified needs, (b) The simultaneous and dynamic links of the
actions on the notations in the software contributed to the analysis of the characteristics of
the rate of change as a function of the independent variable and to relate instantaneous rate
to the aspects of the graph such as inflection points and concavity and (c) Difficulties
emerged in the experiment revealed the need for trying out partial versions of the software
in the prototyping phase, suggesting the participation of students and a better discussion on
the operationalization of A Priori Analysis.

Keywords: Rate of change, covariation, Didactic-informatics Engineering, Educational
Software Engineering
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1. INTRODUCAO

O ensino e a aprendizagem de funcdes tém se consolidado como objeto central de
investigacGes na Educacdo Matematica, como consequéncia tanto da sua importancia e
centralidade para a Matematica como da dificuldade dos estudantes em lidar com os
conceitos que constituem esse campo.

Um dos conceitos essenciais na Escola Béasica e na introdugdo ao Calculo no Ensino
Superior é o de taxa de varia¢do, o qual € um elemento essencial para a caracterizagdo dos
diversos tipos de funcdes estudadas na Escola Basica, e no Calculo, é a porta de entrada para
a compreensao do conceito de derivada, a taxa de variagéo instantanea no ponto.

Com relacdo a abordagem desse conceito, a perspectiva covariacional caracteriza-se
por torna-lo importante (CONFREY; SMITH, 1994), pois, a covariacdo propde estabelecer
uma relacdo entre as variaveis da funcdo, no sentido de como uma varia em funcédo da
variacdo da outra. Apesar disso, tem prevalecido no ensino da taxa uma perspectiva que
privilegia apenas a correspondéncia entre valores da fungdo, em detrimento do aspecto
variacional.

No contexto dos recursos tecnolégicos utilizados na abordagem da taxa, o uso de
softwares computacionais tem se mostrado uma experiéncia enriquecedora (CASTRO
FILHO, 2001; VILLA-OCHOA, 2011). Essas experiéncias mostraram que o ambiente
computacional pode auxiliar estudantes e professores a lidar com as dificuldades no ensino
e aprendizagem dos conceitos funcionais, notadamente aspectos variacionais como taxa de
variacdo, limites e derivada.

E preciso, no entanto, que tais ambientes atendam a um conjunto de necessidades
relacionadas ao ensino e a aprendizagem do objeto matematico, que se apresentam em
diferentes areas como: aspectos cognitivos e das dificuldades dos estudantes com o conceito,
especificidades do conceito em si, restricbes relativas ao ensino do tema, além das
perspectivas e possibilidades que a tecnologia permite. Essas exigéncias fazem muitas vezes
com que os softwares desenvolvidos para o Ensino da Matematica limitem-se a dualidade
entre corresponder as necessidades didaticas e as informaticas, conforme relata Tibdrcio
(2016).

Nesse sentido, a presente pesquisa se integra colaborativamente a pesquisa de
Mestrado de Tiburcio (2016) em um projeto maior de desenvolvimento e testagem de
Engenharia de Software Educativo, a Engenharia Didatico-Informatica (EDI), que busca aliar

a Engenharia de Software os principios e métodos da Engenharia Didatica (ARTIGUE,
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1996), para produzir um Modelo de Processo de Software que retina os aspectos do ensino e
da aprendizagem do conceito matematico as possibilidades dos recursos computacionais.

A colaboragédo entre as duas pesquisas foi viabilizada no ambito do LEMATEC
(Laboratdrio de Ensino de Matematica e Tecnologia), um grupo de pesquisa da UFPE que
investiga a introducdo das Tecnologias Computacionais na Educacdo Matemaética, ao qual
sdo vinculados os pesquisadores. Nesse contexto, as duas pesquisas se relacionam da seguinte
forma: o Modelo de Processo de Software desenvolvido em Tiburcio (2016) foi aplicado
nesta pesquisa para a prototipacao e validacdo de um software, que foi utilizado como caso
para validar o Modelo naquela pesquisa.

Dessa forma, caracteriza-se como objetivo geral desta pesquisa, a prototipacdo e
validacdo de um software para a abordagem da taxa de variacdo de funcdes, orientado pelo
quadro tedrico-metodoldgico da Engenharia Didatico-Informatica. O termo prototipacao,
referente & Engenharia de Software (SOMMERVILLE, 2003) foi tomado aqui no sentido do
processo de estabelecimento dos requisitos e modelos prévios a versdo final do software, ja
a validacao corresponde a avaliagdo que busca responder se o software atendeu aos objetivos
pré-definidos.

Como hipdtese de pesquisa, buscou-se a constru¢cdo de um software que pudesse
contribuir para a aprendizagem do conceito de taxa de variagdo em uma perspectiva
covariacional, ao integrar caracteristicas que aliam as necessidades do ensino e da
aprendizagem da taxa de variagdo as potencialidades do ambiente computacional para
suportar as atividades com esse conceito.

Com tal objetivo geral tivemos como objetivos especificos:

- Analisar as dimensdes epistemoldgica, cognitiva e didatica em relacdo a taxa de
variacdo sob uma perspectiva covariacional, integrando a estas a dimensdo
informatica, de forma a estabelecer requisitos para o prototipo;

- Prototipar um software para 0 ensino de taxa de variagéo orientado pela EDI,;

- Testar e analisar o uso do software no caso das func¢Ges afim e quadratica com
estudantes de Célculo da Licenciatura em Matematica;

- Validar o software dentro do contexto e campo de situacdes construidas, utilizando-

se do modelo estabelecido na EDI.

Na secdo 2 s@o apresentados os quadros tedricos-metodologicos norteadores da
pesquisa, que além da EDI, sdo constituidos do Quadro de Raciocinio Covariacional de

16
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Carlson et al (2002) e da Sistematizacdo proposta por Kaput (1992) relativa as Tecnologias
Computacionais aplicadas ao Ensino da Matematica.

Na secdo 3 sdo descritas as Analises Preliminares, que levantaram 0s aspectos
cognitivos, epistemolodgicos e didaticos relativos ao conceito, que se articularam com os
aspectos informaticos para produzir, na sec¢do 4, a Elicitacdo e Anélise de Requisitos, que
definiram os requisitos do protoétipo.

Na secdo 5 é descrito o processo de desenvolvimento do protétipo e na secdo 6 séo
apresentados os Resultados da Validacao, que incluem o desenvolvimento do experimento e
o0 Estudo de Caso com o uso do software por estudantes da Licenciatura em Matemaética. Por

fim, a Concluséo na secéo 7.



2. FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA

Nesta secdo sdo descritas as bases tedrico-metodolégicas que norteiam a pesquisa: A
Engenharia Didatico-informéatica como base de um modelo de processo de software
educativo, desenvolvido e utilizado na prototipacdo do software dessa investigagdo; uma
discussdo com base na literatura sobre a Tecnologia na Educacdo Matematica e um quadro

de referéncia para a anélise do raciocinio covariacional de acordo com Carlson et al (2002).

2.1 A Engenharia Didatico-Informatica

A Engenharia Didatico-Informética (EDI) (BELLEMAIN et al, 2015) caracteriza-se
como uma metodologia de desenvolvimento de software educativo, que busca aliar os
aspectos do ensino e da aprendizagem aos aspectos tecnolégicos computacionais, na
concepcao e desenvolvimento de softwares educacionais de Matematica.

A EDI é objeto de estudo e desenvolvimento no grupo de pesquisa LEMATEC da
P6s-Graduacdo em Educacdo Matemaética e Tecnoldgica da UFPE, que investiga a introducao
das tecnologias computacionais no Ensino da Matematica, abordando desde o seu processo
de desenvolvimento e avaliacdo a sua integracdo no Ensino.

A presente pesquisa foi inserida na proposta do grupo e seguiu um processo dialético
e inovador em sua metodologia, ao articular-se & outra pesquisa do LEMATEC (TIBURCIO,
2016) para que, a0 mesmo tempo que utilizasse a Engenharia Didatico-Informatica como
metodologia para a prototipacdo de um software, servisse de caso para a pesquisa de Tiburcio
(2016), que tinha por objeto de estudo e desenvolvimento o Modelo de Processo de Software

baseado na EDI.
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Figura 1: Articulacéo entre as pesquisas
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Fonte: llustrado pelo autor

A ideia de um Processo de Software é utilizada aqui no sentido de um percurso de
construcdo de um software, constituido de fases especificas, conforme define Sommerville
(2004):

Um processo de software € um conjunto de atividades e resultados
associados que geram um produto de software. Essas atividades sdo, em
sua maioria, executadas por engenheiros de software. H& quatro
atividades de processos fundamentais comuns a todos os processos de
software.  Essas atividades sdo: 1. Especificacdo do software. A
funcionalidade do software e as restricdes em sua operacdo devem ser
definidas. 2. Desenvolvimento do software. O software deve ser
produzido de modo que atenda a suas especificacfes. 3. Validagdo do
software. O software tem de ser validado para garantir que ele faz o que
o0 cliente deseja. 4. Evolucdo do software. O software deve evoluir para
atender as necessidades mutaveis do cliente (SOMMERVILLE, 2004 apud
TIBURCIO, 2016, p. 36).

A Engenharia Didatico-Informatica (BELLEMAIN et al, 2015) busca fundamentar o
conjunto de atividades e fases do desenvolvimento de Softwares Educativos para a Educagéo
Matematica, reunindo as contribuicdes da Engenharia de Software as especificidades e
necessidades que o ensino e a aprendizagem de cada conceito matematico requer. Para isso,
Bellemain et al (2015) descrevem a EDI como uma aplicacdo dos métodos da Engenharia

Didatica (ARTIGUE, 1996) a Engenharia de Software, o que também justifica, segundo
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Tiburcio (2016) a utilizagdo dos termos “Didatico-Informatica” pelos autores, sendo cada um
deles uma referéncia a Engenharia associada.

Tiburcio (2014), ao analisar alguns estudos sobre o desenvolvimento e a utilizacdo de
softwares na Educacdo Matematica, observou a dificuldade de que as necessidades
especificas do ensino e da aprendizagem de cada conceito fossem atendidas por essas
ferramentas. Segundo o autor, o desenvolvimento desses softwares se guia ora pelos aspectos
tecnologicos em detrimento dos aspectos de ensino e aprendizagem, ora em uma
fundamentacédo na educacédo, porém sem estabelecer uma articulacdo com as potencialidades
tecnoldgicas, o que gerou a necessidade de aliar em uma Engenharia de Software Educativo,
as potencialidades tecnoldgicas e 0s aspectos do ensino e da aprendizagem dos conceitos.

Dessa forma, Tibudrcio (2016) apoiou a constru¢cdo de um Modelo de Processo de
Software, dentro da EDI, baseado nas contribuicbes da Engenharia de Software, da
Engenharia de Requisitos e do modelo tedrico-metodologico da Engenharia Didéatica
(ARTIGUE, 1996). Vale salientar que, o sentido do termo “modelo” empregado em Tiburcio
(2016), ndo ¢ o de exclusividade, porém o de um “percurso metodologico a ser seguido” com

base na Engenharia Didatico-Informatica.

2.1.1 A Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996) tem sido utilizada nas pesquisas em
Educacdo Matematica para a construcao de sequéncias de ensino, servindo como um modelo
direcionador da investigacdo, de forma sistematica e bem definida, comparavel ao trabalho
de um engenheiro.

Tal Engenharia é realizada em fases, quando definidos o objeto matematico e os
objetivos de investigacdo, sao realizadas as analises preliminares, com o objetivo de situar o
objeto de estudo no contexto de pesquisas ja realizadas, delimitando aspectos cognitivos,
epistemoldgicos e didaticos relacionados ao conceito ou ao campo investigado, levando em
consideracdo o campo de delimitagdes onde serd realizada a situacdo didatica.

Posteriormente as analises preliminares, é feita a concepcdo e a analise a priori, nas
quais as situacdes concebidas sdo descritas em termos dos seus objetivos e variaveis de
comando, e analisadas preditivamente no sentido das possibilidades de agédo e
comportamento dos estudantes. Assim, aplica-se a sequéncia didatica na fase de
experimentacao e, posteriormente, é feita a analise a posteriori que confrontada com a analise

a priori resulta na validagdo da sequéncia.
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A Engenharia Didatica fornece um percurso metodolégico direcionado a
investigacdo, no contexto da Didatica da Matematica, do ensino e da aprendizagem
relacionada a conceitos e campos da Matematica. No entanto, Tiburcio (2016) afirma que
esse modelo tedrico-metodoldgico torna-se de grande importancia no desenvolvimento de
softwares educativos, pois tal modelo considera aspectos como “a pluralidade de usuarios,
as finalidades, os conhecimentos envolvidos, entre outros fatores” (TIBURCIO, 2016, p.43),
tais fatores distinguem os softwares educativos daqueles concebidos para outros fins e sdo
levados em conta no seu processo de desenvolvimento, o que faz da ED um quadro de grande

utilidade para ser articulado com a Engenharia de Software:

A Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1990, 2011), que trata da construgdo
de sequéncias de ensino-aprendizagem a partir da utilizacdo de conceitos e
resultados de pesquisa, € objeto de reflexdo de inimeros estudos em
didatica da matematica. Nossa posicdo epistemolégica é considerar que a
concepcdo e o desenvolvimento de softwares educativos exigem a
mobilizacdo de uma engenharia didatica especifica que deve integrar
conceitos e métodos da informaética. Esta engenharia também faz parte do
dominio da engenharia de software, mas o desenvolvimento de um software
educativo tem especificidades que o diferenciam de outros softwares
(BELLEMAIN, 2014 apud TIBURCIO, 2016, p. 43)

Dessa forma, foi proposta em Tibarcio (2016) a articulagdo da ED com a Engenharia
de Software, para a determinacdo de um modelo que orientasse o desenvolvimento de
softwares educativos, na intencao de satisfazer as necessidades do ensino e da aprendizagem
dos conceitos matematicos envolvidos, bem como observando os principios e fases da

Engenharia de Software.

2.1.2 A articulagdo entre as Engenharias de Software e Didatica

Na construcéo de um Modelo de Processo que atendesse aos objetivos especificados
por Tibdrcio (2016), principalmente, na fundamentacdo tanto tecnoldgica quanto didatica
desse modelo, prop6s-se a articulacdo entre a Engenharia de Software e a Engenharia
Didatica.

No contexto da Engenharia de Software, Tibarcio (2016) aponta a Engenharia de
Requisitos como uma ferramenta Util na identificacdo das necessidades do software, dada a
pluralidade dos usuarios no contexto educativo. Essa engenharia prové elementos para a fase

de especificacdo (SOMMERVILLE, 2004) e é fundamental para o desenvolvimento de



softwares educacionais, pois esta ligada a conexao entre as necessidades pré-estabelecidas e
o produto final, conforme Nuseibeh e Easterbrook (2000 apud TIBURCIO, 2016, p. 40):

A principal medida de sucesso de um sistema de software é o grau em que
se encontra com o proposito para o qual foi concebido. Em termos
gerais, aengenharia de requisitos para sistemas de softwares - ER é
0 processo de descobrir a finalidade, através da identificacdo das partes
interessadas e suas necessidades, e documenta-las de uma forma passivel
de anélise, comunicacdo e posterior implementagao.

Segundo Sommerville (2004), as fases que constituem o processo de Engenharia de

Requisitos sao:

- Estudo de viabilidade: é feita uma andlise que relaciona as necessidades dos
usuarios as possibilidades tecnolégicas, no sentido de saber se estas sdo possiveis de
responder aquelas necessidades.

- Levantamento e analise de requisitos: configura-se como uma fase de levantamento
e analise multidimensional dos requisitos, tendo como fonte usuarios, sistemas,
tarefas propostas, etc.

- Especificagéo de requisitos: os dados coletados na fase anterior séo sistematizados
em um documento que estabelece os requisitos.

- Validagdo de requisitos: nessa fase os requisitos estabelecidos séo testados a fim
de serem reconhecidos como tal. Para isso, sdo estabelecidos os critérios de
pertinéncia, integralidade e consisténcia. Nesta fase cabe a modificacdo dos

requisitos.

Na articulagdo proposta por Tibdrcio (2016), as necessidades levantadas, analisadas
e documentadas nas fases da Engenharia de Requisitos tém como fonte principal as analises
preliminares realizadas nos moldes da Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996). As demais
fases do processo de desenvolvimento do software (SOMMERVILLE, 2004) e,
consequentemente, a Engenharia de Software foram articulados com a Engenharia Didética,
por Tibdrcio (2016) na figura seguinte:
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Figura 2: Comparativo entre as engenharias
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Fonte: TIBURCIO, (2016, p. 46)

Segundo o autor apesar de 0s processos que constituem cada fase de ambas as
engenharias ndo serem equivalentes, as relacdes entre eles possibilitaram articular os dois
quadros.

Como visto anteriormente, as analises prévias articulam-se com a fase de
especificacdo, na qual a Engenharia de Requisitos tem grande importancia. O resultado dessa
fase da Engenharia Didatica fornece as caracteristicas e necessidades a serem implementadas.
As etapas de concepcéo e analise a priori, nas quais é construida a sequéncia didatica e feita
uma previsdo de respostas em relacdo aos objetivos da sequéncia, articulam-se com a etapa
de desenvolvimento, na qual as caracteristicas elencadas na etapa de especificacdo sdo
implementadas e testes de unidades isoladas sdo feitos no sentido de verificar seu
funcionamento.

A Experimentacdo, etapa da Engenharia Didatica em que a sequéncia é aplicada, é
associada no contexto da Engenharia de Software com a fase de Validagédo, segundo Tiburcio
(2016, p. 47) “Validar o software significa verificar se 0 mesmo realiza o que se propde a
fazer. Fazem parte desta fase os testes, a criagdo de situacGes de utilizacdo bem como a
utilizacdo do software nas situa¢des de uso. ” O autor também associa a fase de Validagao da
ES com a fase de analise a posteriori e validacdo da ED. Com o teste do software é verificado
se as funcionalidades, além do que foi definido na andlise a priori, atendem aos objetivos do

software.
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Finalmente, o autor explica que a associagdo entre as fases da Analise a posteriori
com as etapas de Manutencéo/evolucdo do software se da por meio dos elementos que a fase

da ED fornece para o aperfeicoamento do software.

2.1.3 O Modelo de Processo de Software baseado na Engenharia Didatico-Informatica

Como afirmado anteriormente, a EDI busca aliar as contribui¢des da Engenharia
Didatica aos processos e principios da Engenharia de Softwares para fundamentar um modelo
que atenda tanto as necessidades do ensino e da aprendizagem da area a ser abordada pelo
software como as exigéncias das metodologias de sua concepg¢éo e desenvolvimento. Dessa
forma, o Modelo de Processo de Software proposto em Tiburcio (2016) visa reunir em um
mesmo percurso metodologico, os métodos e caracteristicas de ambas as engenharias.

Uma caracteristica essencial nesse modelo é a inser¢ao da dimensdo informatica no
quadro proposto pela Engenharia Didatica, que tradicionalmente aplica-se as dimensdes
epistemoldgica, cognitiva e didatica. Dessa forma, a insercdo da dimensdo informatica tem
como objetivo fazer emergir os aspectos da tecnologia computacional que incorporam e
viabilizam a representacdo dos conceitos matematicos nesse meio, além das contribuigdes e
limitagGes advindas dessa abordagem.

Dessa forma, na construcdo do Modelo no estudo de Tibdrcio (2016), as dimensdes
estabelecidas (cognitiva, epistemoldgica, didatica e tecnoldgica) permearam as etapas do

Modelo de Processo definido. Tal modelo é ilustrado na figura seguinte:



Figura 3: Verséo final do Modelo de Processo de SE
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Fonte: Tibarcio (2016), p. 56

A primeira etapa proposta no Modelo apresentado é a delimitacdo do campo, no qual
é definido o campo de conceitos matematicos a ser abordado pelo software, além disso, o
autor propde que nessa fase seja delimitada a equipe de desenvolvimento, no sentido de
definir quais profissionais fardo parte do projeto, conforme a contribuicdo esperada de cada
um.

Na segunda etapa, sdo realizadas as analises preliminares, que buscam fundamentar
a abordagem do conceito em um conjunto de pesquisas realizadas em torno dos aspectos
cognitivos, didaticos, epistemoldgicos e informaticos ligados ao campo abordado. Os
resultados dessas analises servem de base para o levantamento de requisitos do protétipo.

Na fase de analise de requisitos, a fundamentacdo na Engenharia de Requisitos
(SOMMERVILLE, 2004) permite tratar os resultados das analises preliminares, para definir
0s requisitos do sistema.

Em seguida, da-se inicio a fase de prototipacdo, na qual ha a traducdo dos requisitos
do sistema, inicialmente em modelos experimentaveis de recursos do software e de outros
elementos como o layout, para em seguida culminar no desenvolvimento do programa
propriamente dito. Concomitantemente, a anélise a priori é realizada, na qual segundo o

autor “sd0 pensadas nas situacdes de uso, nos problemas que podem surgir com a utilizacao,

25



26

nas hipdteses de respostas dos usuarios finais e (...) verifica-se o funcionamento do protétipo
para que eventuais erros sejam corrigidos...” (TIBURCIO, 2016, p. 58).

Apos a fase de prototipacdo e analise a priori, sdo realizados os testes do software, as
chamadas fases experimentais, em que o autor sugere um teste piloto e em seguida outro com
professores, para por Ultimo ser testado com o0s estudantes. Tais testes sevem para fornecer
dados para uma posterior analise que tem o objetivo de verificar se o software atende aos
objetivos previamente estabelecidos, quando explorado por seus usuarios finais (professores
e estudantes).

A Ultima etapa proposta é a de analise a posteriori e validacéo, na qual € analisado o
que ocorreu na experimentacdo e € verificado se o software atende as necessidades do ensino
e da aprendizagem dos conceitos abordados. Nesse momento, segundo o autor, se abrem

espacos para a consideracdo das sugestdes de melhorias obtidas nas fases experimentais.

2.2 A Tecnologia Computacional na Educacdo Matematica: uma sistematizacdo dos

aspectos computacionais aplicados ao ensino de fungdes

Em seu trabalho “Technology and Mathematics Education”, Kaput (1992) sistematiza
as contribui¢Ges computacionais quando aplicadas ao ensino e aprendizagem da Matematica.
O autor articula processos cognitivos e os sistemas de notagdes em Matematica, descrevendo
de que forma a midia eletrdnica se aplica aos objetivos educacionais quando prové meios nos
quais se instanciam tais notagdes.

Kaput (1992) define um sistema de notacdo como um sistema de regras que

estabelecem relagOes entre objetos nesse sistema:

Informalmente, entdo, definimos um sistema de notagcdo como um sistema
de regras: (i) para identificar ou criar caracteres; (ii) para operar sobre eles
e (iii) para determinar relacbes sobre eles (especialmente relacbes de
equivaléncia) (KAPUT, 1992, p. 523, traducdo nossa)

O autor distingue os termos sistema de notacdo e sistema de representacao,
defendendo o aspecto mais abrangente de um sistema de notacdo, para além de uma funcéo
representacional especifica, aplicando-se também a representagdes de aspectos matematicos
selecionados de uma situacdo ndo-matematica. Kaput (1992) ainda faz mais uma distin¢éo,

entre um sistema de notacdo e 0 meio no qual ele esta instanciado:
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Tecnicamente falando, um sistema de nota¢do, como um conjunto de regras
que definem objetos dele e agdes permitidas sobre eles (...), é
essencialmente algo abstrato até decidirmos instancia-lo, ou modelé-lo
usando o mundo material. Os aspectos particulares do mundo fisico que
usamos compreendem o meio no qual os sistemas de notagdo sdo
instanciados. Os quais podem incluir papel e lapis, objetos fisicos,
monitores de computador, som (como na linguagem falada), entre outros.
(KAPUT, 1992, p. 523, traducdo nossa)

As acdes em um sistema de notagdo correspondem a transformacdes dentro desse
sistema, quando se muda o objeto para outro com uma funcdo diferente ou quando se muda
a forma ou a visualizacdo do mesmo objeto. Ja as acdes entre sistemas de notacdo
correspondem as translacdes entre sistemas, para Kaput (1992) a maior parte das atividades
matematicas envolvem a coordenacdo e as translacOes entre diferentes sistemas de notacao.

Os sistemas de notacdo ainda sé@o distinguidos por Kaput (1992) quanto ao uso que
tipicamente se da a eles. Para o autor, alguns sistemas sdo usados para exibir informacdes,
por isso sao referidos como notac¢des de exibicdo, outros sistemas sdo usados como bases
para transformacdes, o autor refere-se a tais sistemas como notagdes de acdo. Kaput (1992)
pontua a ndo exclusividade de tal classificagdo, baseada apenas no uso tipico, o que de fato
sera percebido mais adiante pois novos meios ao instanciarem notagfes tipicamente de
exibicao, possibilitam acGes sobre seus objetos, dando-lhes caracteristicas de notacdes de

acao.

2.2.1 Distingdes entre tipos de midias

Kaput (1992) examina particulares distin¢cGes entre as midias tradicionais e a midia
eletronica, apontando trés caracteristicas bases: dinamismo, interatividade e captura de
procedimentos e facilidade de execucdo em um dispositivo externo versus na memoria e

cognicdo humana.

a) Midias dinamicas e Midias estaticas

As midias dinamicas sdao aquelas em que “o estado dos objetos podem mudar em
funcdo do tempo” (KAPUT, 1992, p. 525, tradugdo nossa), ja as midias estaticas ndo tém
essa propriedade, o que as coloca na dependéncia da cogni¢cdo humana para aplicar processos
como a variagao, por vezes, ainda auxiliada por recursos complementares. Na midia dindmica

a variacgdo torna-se natural e facil de ser percebida pelo usuério, pois € inerente a esse tipo de
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midia, o que contribui para aspectos importantes na aprendizagem matematica, como a

invariancia:

Um aspecto muito importante do pensamento matematico é a abstracdo da
invariancia. Mas claro, para reconhecer invaridncia — para ver o que
permanece 0 mesmo — € preciso haver variagdo. Midias dinamicas
facilitam o alcance da variacéo inerentemente. (KAPUT, 1992, p. 525,
traducgdo nossa)

b) Midias interativas e midias inertes

O sentido dado por Kaput (1992) para midia interativa, no contexto de sua discussao,
€ 0 que V& a interacdo como uma contribuicao fisica do sistema de notacdo e do meio no qual
ele esta instanciado, ou seja, uma resposta do sistema a uma acao do usuario. O meio inerte
é caracterizado, no contexto da interacdo, como aquele em que a Unica mudanca de estado,
dada a acdo do usuario, é a exibicdo da entrada. O autor coloca como caracteristica chave

para as midias interativas, a adi¢do de algo novo a ac¢éo do usuario, requerendo sua reposta.

2.2.2 Representagdes conectadas em midias dindmicas e interativas

Kaput (1992) usa o termo “hot-link” para se referir a forma como diferentes notacoes
podem ser conectadas, a traducdo “conexao a quente” nesse contexto pode ser interpretada
como uma conexdo que possibilita acbes em um sistema de notacdo simultaneamente

refletidas no outro sistema conectado:

Considerando dois sistemas, A e B, definimos “conexdo a quente” a
capacidade automaética ou através de um comando, de refletir uma acédo
tomada em um sistema A no sistema conectado B (note a direcionalidade).
E aqui onde a contribuicdo computacional se torna mais aparente em um
meio dindmico e interativo. (KAPUT, 1992, p. 530, traducdo nossa)

Dada a necessidade da representacdo de uma ideia complexa por multiplos sistemas
notacionais, uma midia dinamica e interativa que possibilita a conexdo simultanea das a¢Ges
em diferentes sistemas de notagéo, torna-se uma contribui¢do de grande importancia segundo
0 autor. J& no meio estatico, tanto as conexdes entre sistemas quanto a dinamizacéo dos seus

objetos ocorrem apenas cognitivamente (KAPUT, 1992).



2.2.3 Captura de procedimentos e facilidade de execugdo em um dispositivo externo versus

na memoaria e cognicdo humana

Na distin¢do entre os aspectos da midia eletronica e a tradicional e suas consequéncias
para a Educacdo Matematica, Kaput (1992) aponta a terceira classe das caracteristicas que
trata das tarefas que podem ser desenvolvidas com o auxilio de um dispositivo eletrénico ou
na memoria humana. Nesse contexto, sdo delimitadas as seguintes classes de aspectos:
captura e armazenamento de procedimentos, acesso facilitado, estruturado e ativo as
informacdes armazenada e aos registros de acdes do usuario.

A captura e armazenamento de procedimentos realizados pelo usuario é uma
funcionalidade particularmente usada em softwares de geometria como o Cabri-géometre
(BELLEMAIN; LABORDE, 1997), segundo Kaput (1992) essa caracteristica contribui para
que o usudrio teste a generalidade de uma hipotese gerada em um procedimento particular
sobre um objeto matematico aplicando o procedimento em outras classes de objetos. Outros
tipos de aplicagbes como armazenamento de medidas ou taxas e criagcdo de fungdes reais
especificas podem servir ao contexto de funces.

Kaput (1992) aponta a funcionalidade de que uma vez armazenados tais
procedimentos ou informacdes, possam ser acessados de forma pratica e facil através de
hipertextos ou hipermidias e até grafos direcionados que descrevem o estado dos objetos e
as transformacoes que eles sofrem quando o usuério age sobre eles. O uso de links ainda pode
ser potencializado para incorporar ligagcdes externas ao sistema, como direcionamento a uma
pagina da internet ou a um video relacionado ao conceito tratado.

As funcionalidades de captura, armazenamento e acesso as informagdes ou ao registro
das acdes do usuario provém uma forma de reflexdo sobre as estratégias de quem usa o
dispositivo ou pode servir como uma poderosa ferramenta para pesquisa por meio da analise

das acdes dos estudantes.
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2.2.4 Impactos e contribui¢des da nova tecnologia no ensino da &lgebra e fungdes

Entre as contribuicbes computacionais sistematizadas por Kaput (1992), foram
selecionadas as que mais se inserem no contexto do ensino de fungdes, seja por tratarem
diretamente de recursos aplicaveis graficos e representacGes de funcdo ou por atuarem de
forma indireta, porém ativa na abordagem funcional.

a) Uso da midia dindmica para instanciar variaveis

A midia dindmica é defendida por Kaput (1992) como sendo o ambiente ideal para
abordar varidveis: “A midia dindmica é a casa natural das variaveis, preferencialmente a
midia estatica, que requer que o usuario aplique muito a variagao cognitivamente.” (KAPUT,
1992, p. 534, traducao nossa). O autor coloca esse ponto como uma importante contribuicao
para o desenvolvimento da ideia chave de varidvel, tirando o foco do significado como valor
desconhecido e abrindo mais espago para a abordagem variacional, fundamental para
trabalhar conceitos relacionados a funcdo (CONFREY; SMITH, 1994; CARLSON et al,
2002).

b) Construcao de novas nota¢des conectadas em conjunto para representar ideias e processos

algebricos

O avango das novas tecnologias tem propiciado a implementacgéo de diversos recursos
que articulados as representacdes de funcdo podem funcionar como auxiliares na sua
compreensdo. Os Micromundos tém expressado essas possibilidades, o Modellus
(TEODORO et al, 1997) cria simulac@es interativas articulando um modelo algébrico a
diversos registros que descrevem o comportamento do fenbmeno modelado, inclusive
tornando possivel a representacdo por notagcdes ndo convencionais como tabelas ou gréficos,
mas aquelas implementadas pelo usuario na construcao da simulagéo. Ainda é possivel o0 uso
de imagens ou videos na constru¢ao do modelo.
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Figura 4 - Software Modellus
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Fonte: Disponivel em http://www.mat.uc.pt/~mat0616/aulas/modellus/modellus.html

c) A compreensao de gréficos, incluindo escalas e o papel da experiéncia numérica

Kaput (1992) coloca a compreensdo de escalas como central e ndo mero coadjuvante
na compreensao de funcgdes, além de pontuar que o seu desenvolvimento ndo vem rapida e
automaticamente. Um exemplo de problema relacionado a uma fraca compreenséo de escala
é a relacdo entre a inclinacdo ou coeficiente angular e funcGes afins (LIMA et al, 2005;
RAMOS, 2007).

A natureza do grafico de coordenadas utilizado pelos estudantes é descrita como
improdutiva: “Ha poucas marcas de escala e indicacdes, € ndo ha grade de fundo disponivel
para estabilizar as percep¢des” (KAPUT, 1992, p. 535, traducao nossa). Estas limitacfes sao
potencializadas pela natureza estatica do ambiente que instancia estes graficos, em
contrapartida, Kaput (1992) afirma que os ambientes possibilitados pela midia dindmica
providenciam a reescala e a visualizacdo do gréafico de diferentes formas, inclusive provendo
transices animadas entre visualizagbes com escalas diferentes.

Em tais ambientes, ainda é possivel alterar as marcas e o valor numérico de tais
escalas, a parametrizacdo do intervalo e a ferramenta do zoom dindmico, provendo a melhor
visualizacao do grafico ou de partes dele, aspectos importantes no tratamento com escalas
segundo o autor. Avang¢os computacionais também permitem enfrentar o problema grafico
gerado na “intersegdo grafica” de pontos ou curvas que por definicdo ndo se cruzam.

Um outro aspecto que contrasta a construgdo de gréaficos mediada por computador

dinamicamente com a feita a mdo é a experiéncia numérica, que segundo Kaput (1992) é


http://www.mat.uc.pt/~mat0616/aulas/modellus/modellus.html
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atalhada ao ser usada a tecnologia computacional. Softwares que trabalham fungéo tém
procurado reduzir esta limitacdo possibilitando importantes dados numéricos no préprio
grafico ou articulados a representacfes como a tabela com intervalos definidos pela acdo do

usuario:

Figura 5 - Gréfico da funcéo afim articulado com dados numéricos no GeoGebra

x | f(x)
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w

] N0
Entrada:

Fonte: Disponivel em https://tube.geogebra.org/student/m125573

d) Automatizacao de calculos rotineiros ou “dispensaveis”

Kaput (1992) traz a discussdo a respeito da delegacdo de calculos rotineiros ou
complexos a tecnologia através de calculadoras instanciadas no computador. A justificativa
para o uso dessa ferramenta é o alivio da carga cognitiva para o estudante, que ao lidar com
um conceito matematico apresentado em diferentes situagdes e representacfes, compromete-
se cognitivamente com uma acdo que nem sempre € importante para a construcdo do
conhecimento alvo. A questdo, segundo Kaput, € qual a importancia da tarefa do célculo

numeérico para o objeto do conhecimento trabalhado:

Por exemplo, ao eliminar o passo numérico na passagem da equacao para 0
grafico, como a compreensdo de grafico estd sendo mudada (Kieran &
Wagner, 1989)? Sem o componente numérico fica incompleto de alguma
forma? (...) Fazer o célculo é educacionalmente importante? (KAPUT,
1992, p. 533, traducéo nossa)

Calculadoras de sistemas simbolicos também ganham destaque, ndo apenas pela
implantacdo de recursos mais dindmicos e praticos como clicar e arrastar uma variavel em

uma fatoracdo como pelo instanciamento de recursos auxiliares ao calculo simbolico como


https://tube.geogebra.org/student/m125573
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graficos. Da mesma forma, porém, é preciso refletir quando os recursos de simplificacdo ou
fatoragdo constituem apenas “cargas cognitivas” podendo ser delegadas a tecnologia.

A calculadora pode assumir papel principal e auxiliado por recursos graficos ou pode
assumir papel auxiliar mais especificamente como ferramenta de célculo numérico
instanciada em um outro tipo de software, como por exemplo no contexto das fungdes este
recurso pode ser usado para o célculo da variacdo da funcéo no intervalo, ou da sua taxa de
variacdo, cujo calculo numerico para valores reais torna-se dispensavel para o estudante que

lida com o conceito funcional.

e) Variacdo Paramétrica

A variacdo paramétrica (Kaput, 1992) é uma funcionalidade da midia eletronica
geralmente aplicada a articulacdo entre 0 modelo algébrico e representacdo gréfica, € um
recurso computacional bastante Gtil no tratamento de algebra e fungdes, pois permite uma
rapida e préatica atribuicéo de valores para analisar o comportamento de um modelo funcional
ou testar um conjunto de valores apenas fazendo deslizar um botéo na tela.

Esta utilidade tem sido relatada como uma vantagem e uma contribuicdo do uso
computacional por pesquisas que abordam o uso de tecnologias computacionais no ensino e
aprendizagem de funcdo (ROCHA; MIRAGEM, 2010; LAUDARES et al, 2012; SILVA,
GITIRANA, 2013). Um exemplo bastante Gtil do uso computacional da variacdo paramétrica

é a analise da influéncia dos coeficientes do modelo algébrico no gréfico de uma fungéo.

2.2.5 A Plasticidade representacional

Kaput (1992) define a plasticidade representacional como a capacidade de um meio
de suportar uma variedade de formas notacionais, aspecto fundamental para um ambiente
que aborde fungdes. O autor atribui @ midia eletrdnica a capacidade de criagdo de notacdes
dindmicas conectadas entre si, possibilitando a conexd@o entre acdes realizadas em uma e
outra notacdo. Sdo analisadas formas de manifestacdo dessa plasticidade de acordo com
Kaput (1992):

a) Mudanca de notacgdes de exibicdo para notacdes de acdo

As acodes do estudante nas notagOes podem sofrer mudancas dependendo do meio no

qual sdo instanciadas. Segundo o autor, quando se passa de um meio estatico para um meio
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dindmico, as novas agdes se baseiam na natureza do novo meio, fazendo com que as notagdes
passem a permitir a acao do usuario de forma interativa com o meio. Segundo Kaput (1992),
exemplos podem ser vistos em graficos que permitem translacdo e rotacdes, exibicdo de
informacd@es pré-definidas por meio de um simples clique no eixo do gréfico e até mesmo a
acao direta no gréafico para definir novas delimitaces.

A tabela é outro exemplo de notagdo que se abre para novas possibilidades de agédo
guando instanciada em uma midia dindmica, essa nova condicao possibilita, segundo Kaput,
gerar tabelas de dados de quaisquer intervalos, formar diferencas sucessivas entre os dados
da tabela, acdo fundamental em uma abordagem covariacional de fungdo e com foco na taxa
de variacdo, além de outras possibilidades que tornam a tabela uma notacdo de acéo e ndo

meramente de exibicéo.

b) Novos sistemas de notacdo e simula¢bes

Kaput (1992) situa o surgimento de novos sistemas de notagfes no contexto da
dualidade concreto-abstrato, em como essas notacGes estabelecem conexdes equilibradas
entre esses dois aspectos. O autor divide tais notagdes em duas classes: “Um tipo tenta
expressar abstracfes em novos termos concretos, e 0 outro expressa situacdes concretas em
formas estruturadas que suportam abstracao e generalizagdo. ” (Kaput, 1992, p. 539, traducéo
nossa).

O autor ainda afirma que as novas notagdes conectam situagdes a serem modeladas e
notagdes matematicas formais usadas como linguagem para a modelacdo. A simulacdo é
citada como um exemplo de representacdo manipuldvel, na qual o manuseamento do
estudante é feito naturalmente dentro da situacdo estabelecendo uma conexdo entre 0s
aspectos matematicos incorporados a simulacdo e uma representacdo matematica.

As simulacgdes dindmicas, além de especialmente Uteis a uma abordagem funcional
que articule situag@es modeladas por funcéo e representagdes matematicas, se mostram Uteis
principalmente quando esses modelos tém como uma variavel o tempo, softwares como o
Modellus (TEODORO et al, 1997) permitem a “encenac¢do’ da situacdo modelada pelo tempo
definido pelo usuério.
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c) Sistemas de notacdo sobrepostos

A sobreposicao de sistemas de notacdo ganha mais forca e importancia com as possibilidades
de instanciamento de videos e imagens. Kaput (1992) apresenta uma série de possibilidades
a partir dessa funcionalidade, que incluem o uso de ferramentas de desenho, célculo ou

medidas para atuar sobre a imagem, o video, ou um outro sistema de notagdo como o gréfico.

Figura 6 - Imagem no Software Modellus
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Fonte: Teodoro et al (1997)
2.2.6 Foco no que é essencial

Kaput (1992) coloca como essencial a intera¢éo entre o estudante e o sistema usado,
no sentido de que é necessario que, seja qual forem os aspectos incorporados, estes alcancem
os estudantes e ndo passem despercebidos na sua utilizagdo. Tdo importante quanto o
instanciamento desses aspectos ou funcionalidades é a incorporacdo de “motivagdes” ou
direcionamentos que levem os estudantes a atingir os objetivos educacionais para 0s quais 0S
aspectos foram instanciados. Assim, o autor descreve fatores que demandam a atencdo do
estudante e como aspectos computacionais auxiliam a cogni¢do humana a manter o foco no

que é essencial.

a) Translacdes entre notagcdes e modelos

O processo de translacOes entre sistemas de notag6es demanda uma carga cognitiva

acentuada, conforme Kaput (1992):

O processo de relacionar agdes em uma notacdo A com acles ou
consequéncias em outra B relacionada, frequentemente se mostra



esmagador. Em particular, é preciso estar engajado em trés diferentes
atividades: (i) acbes em A que resultam em mudangas de estado em A; (ii)
acoes em B que resultam em mudancas de estado em B; (iii) coordenagdo
de objetos, relagdes e mais importante, mudancas de estado entre A e B.
(KAPUT, 1992, p. 541, tradug&o nossa)

Essa limitacdo é ainda mais acentuada em um sistema onde as a¢es realizadas se
perdem no decorrer da atividade do estudante, ndo permitindo o resgate de tais a¢des. Kaput
(1992) sugere que ‘gravagodes repetiveis de a¢des’ ajudam os estudantes a, por meio da
reproducdo da acdo, atenuar a dificuldade, entretanto outro aspecto computacional que
favorece ainda mais esse processo €, segundo o autor, a desvinculacao das a¢Ges de translagédo
entre notagdes a uma sequéncia: “Ag¢odes em A podem ser refletidas em B imediatamente ou
quando o usuario estiver pronto para visualiza-las. ” (KAPUT, 1992, p. 541, tradugdo nossa)

Um caso particularmente interessante de translacdo entre notagdes descrito por Kaput
(1992), conecta uma situagdo a uma representacdo matematica que serve como um modelo

dinamicamente manipulédvel dela, de forma a estabelecer duas formas de interag&o:

Quer pelo ajuste das caracteristicas da situagdo e examinando as
consequéncias dessas mudancas na representacdo matematica, ou pelo
ajuste dos parametros na representacdo matematica e examinando suas
consequéncias na situagdo descrita. (KAPUT, 1992, p. 541, traducdo nossa)

Figura 7 - Esquema de translagéo entre modelos
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Fonte: llustrado pelo autor

b) Conexdes dinamicas entre notacdes

Segundo Kaput (1992) a conexdo dindmica entre notacdes pode facilitar a
visualizacdo da variacao especialmente quando em graficos de coordenadas. Tal conexdo se

justifica por “expor diferentes aspectos de uma ideia complexa e revelar os significados de

36
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acOes em uma notacdo por meio da exibicdo das suas consequéncias em outra notagdo. ”
(KAPUT, 1992, p. 542, traducdo nossa)

O autor aponta que ideias complexas raramente sdo bem representadas quando se usa
apenas um sistema de notacdo, sugere entdo diferentes notacdes conectadas de forma
dindmica para auxiliar a exposi¢do das diferentes faces do conceito. No Célculo, a taxa de
variagdo serve como exemplo: “Taxa de variacdo pode ser vista em notagdes que incluem
variacdo instantanea, inclinacdes de graficos de coordenadas, derivadas algébricas formais,
e em quocientes de diferencas numéricas, entre outros. ” (KAPUT, 1992, p. 542, traducéo

nossa)

2.3 Raciocinio Covariacional: Um quadro para referenciar a atividade com taxa de

variagao

A Covariacdo é uma das abordagens propostas para se trabalhar funcdes (CONFREY:
SMITH, 1994), na qual o conceito é apresentado de forma a estabelecer uma relagéo entre
variaveis, a fim de entender como uma varia em funcdo da variacdo da outra. Essa
abordagem, segundo Confrey e Smith (1994) tanto facilita a visibilidade do conceito de taxa
de variagdo como o torna mais importante, ja os estudos citados por Carlson et al (2002)
apontam para a importancia dessa abordagem para conceitos do Calculo como limites e
derivadas.

Carlson et al (2002) definem o raciocinio covariacional como: “... atividades
cognitivas envolvidas na coordenacdo de duas quantidades variaveis enquanto se observam
as formas como elas mudam uma em relagao a outra” (CARLSON et al, 2002, p. 354,
traducdo nossa) e estabelecem quadros para analisar as acdes mentais no raciocinio de
estudantes em situacdes de funcdo com foco covariacional e niveis de desenvolvimento para
as imagens de covariagao.

Um primeiro quadro descreve e classifica as acbes mentais € 0s comportamentos
associados a elas, o segundo estabelece niveis de desenvolvimento das imagens mentais dos
estudantes, onde a no¢do de imagem mental é referenciada em Thompson (1994) e baseada
em uma construgdo "...dindmica, originada em acGes e movimentos corporais de atengéo, e
como fonte e suporte de operagfes mentais (...) tem seu foco na dindmica das operacdes
mentais” (THOMPSON, 1994 apud CARLSON et al, 2002, p. 354, tradugdo nossa).
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Segundo os autores, os niveis mentais sdo desenvolvidos “conforme uma imagem

individual

de covariacdo se desenvolve,

ela suporta mais sofisticado

raciocinio

covariacional”. (CARLSON et al, 2002, p. 357, traducéo nossa).

Quadro 1- AcBes mentais no raciocinio covariacional: Quadro Teorico

Acdo mental

Descric¢do da acdo mental

Comportamentos

MA1

Coordenar o valor de uma
variavel com a mudanga em
outra

-Indicar aos eixos com indicagdes verbais da
coordenacdo das duas varidveis. Ex.: y muda
com a mudanga em x

MA2

Coordenar a direcdo de
mudanca de uma variavel
com a mudanga em outra
variavel

-Construir uma reta crescente;

-Verbalizar uma consciéncia da direcdo de
mudanca no valor de saida enquanto
considera mudancgas no valor de entrada.

MAS3

Coordenar a quantidade de
mudanca de uma variavel
com a mudanca em outra
variavel

-Plotar pontos/ construir retas secantes
-Verbalizar uma consciéncia da quantidade de
mudanca no valor de saida enquanto
considera mudancgas no valor de entrada.

MA4

Coordenar a taxa de variacao
média da funcdo com
incrementos uniformes de
mudanga na varidvel de
entrada

-Construir retas secantes contiguas para 0
dominio

-Verbalizar uma consciéncia da taxa de
variacdo do valor de saida (com respeito ao
valor de entrada) enquanto considera
incrementos uniformes no valor de entrada.

MAS

Coordenar a taxa de variacao
instantanea da funcdo com
mudangas continuas  na
variavel independente para
todo o dominio da funcéo

-Construir uma curva suave com claras
indicagGes de mudanga de concavidade
-Verbalizar uma consciéncia da mudanca
instantanea na taxa de variacdo para todo o
dominio da funcdo (direcdo de concavidades
e pontos de inflexdo s&o corretos)

Fonte: Adaptado de Carlson et al (2002, p. 357)

Um segundo quadro é estabelecido por Carlson et al (2002) com base no quadro de

acOes mentais, associando um nivel de desenvolvimento para cada conjunto de a¢es mentais

suportadas pelas imagens de covariagao:
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Quadro 2 - Niveis de raciocinio covariacional

Nivel

Ac0des mentais suportadas

L1 — Coordenagao

As imagens de covariagdo podem suportar a acdo mental de coordenar a
mudanca de uma variavel com a mudanca em outra variavel (MAL)

L2 — Direcao

As imagens de covariacdo podem suportar as aclGes mentais de
coordenacdo da direcdo de mudanca de uma variavel com a mudanca em
outra variavel. As a¢bes mentais identificadas como MAL e MA2 séo
ambas suportadas por imagens desse nivel.

L3 - Coordenacéo
quantitativa

As imagens de covariacdo podem suportar as acdes mentais de coordenar
a quantidade de mudanca em uma variavel com a mudanca em outra
variavel. As acGes mentais identificadas como MAL, MA2 e MAS3 sdo
suportadas por imagens desse nivel.

L4 - Taxa média

As imagens de covariacdo podem suportar as acGes mentais de
coordenar a taxa média de variacdo da fungdo com mudancas uniformes
na variavel de entrada. A taxa média de variagdo pode ser decomposta
para coordenar a quantidade de mudanca da varidvel de saida com
mudancas na variavel de entrada. As acGes mentais de MA1 a MA4 sdao
suportadas por imagens desse nivel.

L5 - Taxa
instantanea

As imagens de covariagdo podem suportar as acGes mentais de
coordenar a taxa instantanea de variacdo da funcdo com mudancas
continuas na variavel de entrada. Este nivel inclui uma consciéncia de
que a taxa instantanea de variacdo resulta de cada vez menores
refinamentos da taxa de variacdo média. Também inclui consciéncia de
que os pontos de inflexdo estdo localizados onde a taxa de variagdo
muda de crescente para decrescente, e vice-versa. As agdes mentais de
MAL a MAbS séo suportadas por imagens desse nivel.

Fonte: Adaptado de Carlson et al (2002, p. 358)

O objetivo do uso do quadro teoérico de Carlson et al (2002), foi o de toma-lo como

um quadro de referéncia para a analise da contribuicdo do prototipo desenvolvido no

entendimento dos estudantes acerca da taxa de variagdo em uma perspectiva covariacional.

Os autores reconhecem a possibilidade da contribui¢do da tecnologia computacional nesse

sentido:
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Devidamente fundamentada e juntamente com formacdo suficiente de
professores, estas tecnologias oferecem ferramentas valiosas para
estudantes na aprendizagem para aplicar o raciocinio covariacional para
analisar e interpretar situacdes dindmicas de fungdes. (CARLSON et al,
2002, p. 374, tradugdo nossa)

Um exemplo da aplicacdo desse quadro tedrico em uma abordagem da tecnologia
computacional foi provido por Villa-Ochoa (2011) na andlise do raciocinio covariacional de
um estudante com o auxilio de situagcdes em simulagcdes em softwares. Este caso mostrou as
possibilidades providas pela tecnologia usada, como a agdo do estudante em modelos
dindmicos, interativos e com o uso de representacdes diversas conectadas (como tabelas,

graficos e modelos geométricos).



3. ANALISES PRELIMINARES

Nesta se¢do sdo apresentadas as anélises preliminares que deram suporte a analise do
objeto matematico em seus aspectos epistemoldgicos, de ensino e aprendizagem, dos
aspectos cognitivos relativos as dificuldades dos estudantes quando lidam com o conceito e
da sua abordagem com o uso de tecnologias computacionais.

As andlises preliminares fundamentaram o levantamento de requisitos para o
prototipo por meio dos principios, caracterizacBes e necessidades relativas ao conceito
apontados nessa fase e que se integram aos quadros ja estabelecidos na fundamentacédo
tedrica (Quadro de Carlson et al (2002) e sistematizacdo de Kaput (1992)) para servir de base

a elicitacdo e anéalise de requisitos.
3.1 Taxa de variacdo média e taxa de variagao instantanea

A taxa de variacgao estd presente em varios conceitos e na analise de fendbmenos nas
mais diversas ciéncias. No entanto, antes da nocao de derivada, esta analise se restringe a
taxa de variacdo média, que permite apenas o seu calculo para um intervalo [a,b] do dominio,
por exemplo, a velocidade média de um movel entre dois instantes de tempo.

A taxa de variacdo média pode ser expressa algebricamente como o quociente da
diferenca entre dois valores de f(x2) e f(x:) pela diferenca entre os dois valores
correspondentes x. e X1 (STEWART, 2001), isto é, uma medida comparativa da variagdo em

y=f(x) dada uma variagéo correspondente em x:

ﬂ _ f(x2) — f(x1)

Ax Xy — X1

41
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Figura 8: Representacédo grafica da taxa de variacdo média
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Fonte: Elaborado pelo autor

Esta expressdo também ¢é escrita nos livros didaticos de formas distintas porém com

a mesma estrutura, a exemplo de Ribeiro (2010): “Seja uma fungdo f: R—»>R . Dados x e R ¢

fx+h)- f(x)
h

x+h e R, com h+0, 0 niUmero chama-se taxa de variacdo da funcgéo f no intervalo

de extremos x e x+h.” (RIBEIRO, 2010, p. 105), e Guidorizzi (2001): “Seja a fungdo y =
f(x). A razdo f (x + 4x) - f (X) / Ax é a taxa media de variacdo de f entre x e Ax.”
(GUIDORIZZI, 2001, p.196).

Quando a diferenca x se torna cada vez menor, o que significa uma aproximacéo dos
pontos X1 e Xz, percebe-se intuitivamente que o valor da taxa média pode ser calculado para
intervalos cada vez menores, permitindo precisar cada vez mais o comportamento da fungéo
em uma perspectiva variacional.

Com o conceito de limite, é possivel que essa aproximacao seja feita de forma que x
tenda a zero, permitindo chegar ao conceito de taxa de variagdo instantanea, a derivada da
funcdo em um ponto. A passagem da taxa média para a instantanea é expressa da seguinte

forma:



Ay

lim
Ax—0 Ax

que, com y = f (x) e h real diferente de zero, é equivalentemente a:

i L) = f&)

h—0 h

Figura 9: Representacdo da taxa instantanea no grafico
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Fonte: Elaborado pelo autor

A taxa instantdnea é associada por meio da derivada com sua interpretacdo
geométrica, a declividade da reta tangente em um ponto dado. Nesse contexto, é possivel
partir da associacdo da taxa de variacdo média com segmentos contidos em retas secantes a
curva e obter a taxa de variagdo instantanea (reta tangente) pela aproximacao das secantes a

reta tangente ao ponto dado.
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Figura 10: Da taxa de variacdo média a taxa de variagdo instantanea: o contexto geométrico
das retas secantes e tangentes ao grafico
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Fonte: Elaborado pelo autor

3.2 A taxa de variacao nas funcdes afim e quadratica: uma perspectiva variacional

3.2.1 Fungéo afim

A partir de uma perspectiva variacional a funcdo afim é caracterizada como uma
funcdo real de variaveis reais e continua que possui taxa de variagdo constante, dessa forma,
como afirmam Lima et al (2005) “acréscimos iguais em X correspondem a acréscimos iguais

em f(x)” (LIMA et al, 2005, p.100).



Tabela 1: Variagdo na fungao afim

k - ak+b -
k+h h ak + b+ ah ah
k + 2h h ak + b + 2ah ah

k+(n-1)h - ak+b+a(n-1)h -
k + nh h ak + b + anh ah

Fonte: Elaborado pelo autor

A taxa média de variacdo para tal f, dada por f (x) = ax + b € a seguinte:

fx+h)—f(x) ax+ah+b—ax—b

h h
E a taxa instantanea:
ax+ah+b—ax—0>b
lim =
h—-0 h
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Assim, a taxa de variacdo de uma funcao afim para todo valor de x corresponde ao

valor do coeficiente a de f(x) = ax + b.

3.2.2 Funcéo quadrética

Lima et al. (2005) ao caracterizarem a funcdo quadratica enunciam o seguinte

teorema:
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“A fim de que a fungdo continua f: R -> R seja quadratica € necessario e
suficiente que toda a progressdo aritmética ndo-constante Xxi, Xz, ..., Xn, ..

seja transformada por f numa progressao aritmética de segunda ordem néo
degenerada y1= f(x1), y2= f(X2), ..., yn= f(Xn), ...” (LIMA et al., 2005, p.
149)

Tal caracterizacdo nos permite ter uma abordagem variacional, que relaciona a
variacdo em x com a variagdo em f(x), essa relacao estabelece uma taxa de variacao variavel
porém com um padrdo de comportamento, de forma que para acréscimos sucessivos iguais

em X resultam, em f(x), acréscimos com diferencas sucessivas constantes:

Tabela 2: Variacdo na funcdo quadratica

k - ak? + bk +c - -
k+h h ak®+ bk + ¢ + ah?+2ahk + bh ah?+2ahk + bh -
Kk + 2h h | ak®+ bk + ¢ + 4ah?+ 4ahk + 2bh |  3ah?+2ahk+bh 2ah?
k + 3h h | ak?+ bk + ¢ + 9ah?+ 6ahk+3bh 5ah?+2ahk+bh 2ah?
k+(-3)h | - f(k + (n -3)h)
k+(-2h | h f(k + (n -2)h) (2n-5)ah?+2ahk-+bh
k+(-1h | h f(k + (n -1)h) (2n-3)ah?+2ahk+bh 2ah?
k + nh h f(k + nh) (2n-1)ah?+2ahk+bh 2ah?

Fonte: Elaborado pelo autor

O padréo de variacdo das diferengas sucessivas de f(x) relaciona-se com a variagao

de x conforme a expressao:

A(A f(x)) = 2a(Ax)?
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A taxa média de variacdo da funcdo quadratica € dada por:

fO+R) - fG)
) _

ax? + 2axh + ah®> + bx + bh + ¢ — (ax* + bx + ¢) _
- =

2ax + b+ ah
A taxa de variagdo em funcdo do ponto de f dada por f (x) = ax? + bx + ¢ é a seguinte:

fleth)- F()

Taxa instantanea (x) = lim
h—-0 h

Taxa instantanea (x) = }lliTr(l) 2ax +b+ah = 2ax + b

Assim, a taxa de varia¢do de uma funcdo quadratica em cada valor de x corresponde
a2ax +b.

3.3 O conceito de taxa de variacdo no Ensino Médio e Superior

A taxa com que uma grandeza varia e a propria no¢ao de variagdo estdo presentes
desde os anos iniciais, mesmo que informalmente ou em um contexto mais simples. No
entanto, quando este conceito é apresentado formalmente, é definido na sua formula final ou
como apenas uma propriedade (CONFREY; SMITH, 1994), além de ser muitas vezes
desconectado das aplicacdes ja vistas em sala de aula ou ligados a situagdes especificas como
a velocidade.

A dificuldade em se abordar funcdo nos seus aspectos variacionais, parece residir em
parte na dualidade dos tipos de abordagem para este tema, ou seja, ou covariacdo ou
correspondéncia (CONFREY; SMITH, 1994), é observavel nos livros didaticos que quando
é introduzido o contetdo de fungdes, geralmente, se tem partido de uma abordagem de
correspondéncia entre valores, e a covariacdo tem se restringido a poucos exemplos
aplicativos. Por outro lado, a midia estatica em que se instancia o livro didatico contribui

ainda mais para que néo seja possivel discutir o conceito que é essencialmente dinamico.
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3.3.1 O conceito de Taxa de Varia¢do no Ensino Médio

Castro Filho (2011) defende que o desenvolvimento do conceito de taxa de variagdo
é afetado pela forma isolada como se estudam os tipos de funcGes, pois ao invés de o conceito
direcionar e fundamentar os diferentes tipos de funcgdes reais, € definido no ambito de cada
funcdo de forma abstrata, como se fosse apenas uma propriedade da funcédo especifica e ndo
a propria esséncia do tipo de funcdo real de variavel real.

Essa abordagem isolada e restrita é notavel nas colegdes usadas no Ensino Médio,
por isso o esfor¢o em inserir a perspectiva variacional ja na Escola Bésica ainda nao tem sido
satisfatério. Dante (2010) e Ribeiro (2010) abordam taxa de variagdo no contexto de algumas
funcdes especificas, restringindo o conceito as fungdes afim e quadratica, um privilégio que
parece ser devido a “praticidade” do registro algébrico nos casos das fun¢des polinomiais,

cujo tratamento leva a expressdes especificas para descrever a taxa de variacao.

Figura 11 - Taxa de variagdo da funcédo afim

6. Taxa de variagio da funcao afim f(x) = ax + b

O parametro a de uma funcao afim f(x) = ax + b é chamado de taxa de varia¢do (ou taxa de crescimento). Para
obté-lo, bastam dois pontos quaisquer, porém distintos, (x,, f(x,)) e (x,, f(x,)), da funcao considerada.
Assim, f(x,) = ax, + b ef(x,) = ax, + b, de onde obtemos que f(x,) — f(x,) = a(x, — x,) e, portanto,

_ fix,) — f(x,)
FEOT

v

A taxa de variagao a é sempre constante para cada fungao afim, e isso € uma caracteristica importante das
fungdes afins. Por exemplo, a taxa de variagao da funcao afim f(x) = 5x + 2é 5eadafuncdaog(x) = —2x + 3é —2.
Observagdo: A taxa de variagao de uma funcgao afim f(x) = ax + b pode ser obtida fazendo f(1) — f(0). Note que
f(1) = a + bef(0) = b. Logo, f(1) — f(0) = (a + b) — b = a. Assim, f(1) — f(0) = a. Voltaremos a esse assunto no volume 3.

14 Matematica

Fonte: Dante (2010, p.214)

Figura 12 - Taxa de variagdo da funcédo afim

Taxa de variacio de uma funcio afim
flx+h)-f(x)
h

Sejaumafuncdo f:R —R. DadosxeRex+heR, comh=0,0nimero

chama-se taxa de variacdo da funcdo f no intervalo de extremos x, x+h.

A taxa de variacdo de qualquer funcéo afim f(x): ax+b é constante e igual ao coe-
“ciente a, pois:

flx+h)-f(x) a(x+h)+b—(ax+b): ax+ah+b-ax-b _ah_

h h h P

Fonte: Ribeiro (2010, p. 105)



A abordagem do conceito de taxa de variagao € restrita ndo so a familias especificas
de fungbes, mas a representacdes especificas. A manipulacdo do registro algébrico por meio
da ‘formula’ e a limitagdo do tratamento da taxa aos elementos desse registro ¢ evidente,
enquanto representacdes como tabelas e graficos, apesar de mais aplicaveis a uma abordagem
covariacional (CONFREY; SMITH, 1994; CARLSON et al, 2002) sdo explorados de forma
limitada covariacionalmente.

Figura 13 - Taxa de variagdo da funcdo quadratica

Taxa de variacdo da funcao quadratica

Ao estudarmos funcdo afim, vimos que a taxa de variacdo da funcdo no intervalo de

flx+h)—f(x)

extremos x, x+h é uma constante, dada pelo nimero P

, 0 qual correspon-
de ao coeficiente a na expressdo f(x)=ax+b.

No caso de uma funcdo quadratica, a taxa de variacdo ndo é uma constante, mas tam-
bém é dada por este niimero. No entanto, dada a funcdo quadratica f(x) =ax’+bx+c, a
taxa de variacdo da fungdo no intervalo de extremos x, x +h é dada por:

f(x+h)-fF(x) a(x+h) +b(x+h)+c—(ax*+bx+c) h(2ax+ah+b)

- = =2ax+ah+b
h h h

Se h for um valor proximo de zero, temos: ah = 0 e, dessa forma: 2ax+ah+b = 2ax + b,

ou seja, a taxa de variacdo da funcdo quadratica serd aproximadamente 2ax +b.

Fonte: Ribeiro (2010, p. 150)
Quando é abordado na representacdo grafica, o conceito de taxa de variacdo é

conectado ao contexto geométrico da pardbola e desviando o foco do aspecto variacional,

limitando o significado da taxa.

Figura 14 - Gréafico no contexto geométrico da reta tangente a parabola.

A taxa de variagdo de uma funcdo quadratica, quando A se aproxima de zero, corres-
ponde & inclinagdo da reta tangente & pardbola f(x)=ax® + bx +c no ponto (x,, y,).

T2 2 R T
L& | S S S
. ‘ t
y=a)}(2+bx+c____\i(xz)’) el ]
|
1 ]\ { /|
| L\ | /1, -
s i \\‘ 7 | A inclinagdo da reta tangente no ponto
o = aXg DX "'—E"Kj(?orlyo)fi (xo,yo) é dada por 2ax +b.
| 3

|
[6] X } 27 | X
|

Fonte: Ribeiro (2010, p. 150)
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3.3.2 O conceito no Ensino de Calculo no Ensino Superior

Apo6s uma breve analise de alguns livros didaticos usados nos cursos de Célculo
(LEITHOLD, 1994; STEWART, 2001; GUIDORIZZI, 2001; SIMMONS, 1987), foi
percebido que o conceito de taxa de variacdo aparece no Ensino Superior de forma bastante
especifica. Apesar de ser um conceito bastante geral e apropriado de ser abordado nas no¢des
introdutdrias de funcéo e seus padrdes de variacao, os autores geralmente abordam esta nocéao
apenas nos capitulos relacionados a derivada, onde de fato o conceito é abordado com mais
propriedade e recursos matematicos para uma analise mais profunda.

Ao ser abordada nos capitulos relativos a derivacdo, a nocdo de taxa de variacao, que
é a principio independente de contextualiza¢do com problemas fisicos ou de outras ciéncias,
apareceu nesses capitulos sempre ligada a contextos como velocidade ou reta tangente ao
grafico, ou ainda como uma interpretacao da derivada: “A velocidade no movimento retilineo
corresponde ao conceito mais geral de taxa de variacdo instantanea (LEITHOLD, 1994, p.
167)”.

A nocdo de taxa de variagdo parece ganhar sentido apenas quando emerge de um
problema aplicado as ciéncias, o significado da taxa como um aspecto puramente matematico
de comparagdo entre duas variaveis parece ndo ter espaco: “De fato, o limite (...) surge
sempre que calculamos uma taxa de variagdo em uma das ciéncias ou engenharia tais como
a taxa de reacdo em quimica ou o custo marginal em economia. ” (STEWART, 2001, p.156).

Além da velocidade, outro contexto ligado & ideia de taxa de variagdo é a inclinacdo
da reta tangente ao grafico. Stewart (2001) faz trés relacOes: a da reta tangente como limite
da reta secante ao grafico em relacdo a um ponto, a velocidade como limite da velocidade
média e a taxa instantdnea como limite da taxa media quando Ax tende a zero. A relag&o entre

a taxa de variagdo e a inclinacéo da reta tangente € vista abaixo:

A conexd0 com a primeira interpretacdo € que se esbogarmos a curva
y = f(x), entdo a taxa instantanea da variagdo serd a inclinacdo da tangente
a essa curva no ponto onde x = a. Isso significa que quando a derivada for
grande (e portanto a curva sera ingreme no ponto (...) os valores de y
mudardo rapidamente. Quando a derivada for pequena, a curva sera
relativamente achatada, e os valores de y mudardo lentamente.
(STEWART, 2001, p.152)
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Em Leithold (1994), a derivada é introduzida na abordagem da inclinacdo da reta
tangente, ja a taxa de variacao, vista como uma interpretacdo da derivada € ligada ao contexto
do movimento e da velocidade.

Apesar da dependéncia de um “contexto auxiliar” para abordar a taxa de variacao, os
autores deixam clara a associacdo direta entre taxa ¢ derivada. Em “Um Curso de Calculo”,
Guidorizzi (2001) ao fim do capitulo de derivada, reserva um topico com o titulo “Velocidade
e aceleracdo. Taxa de variacdo”, onde a partir de um exemplo de um ponto que Se move
sobre um grafico, insere a definicdo da taxa média de variacdo e posteriormente associa a

taxa de variagcdo com a derivada de forma direta:

Seja a fungdo y = f(x). A razdo f (x +4x) - f (x) /Ax é a taxa média de
variacdo de f entre x e Ax. A derivada de f, em x, é também denominada
taxa de variacdo de f, em x. Referir-nos-emos a dy/dx como a taxa de
variacdo de y em relagdo a x. (GUIDORIZZI, 2001, p.196)

Simmons (1987) chama a derivada de taxa de variacdo, além de conceitua-la em uma

perspectiva covariacional mais explicita entre as variaveis:

Para toda a funcdo y = f(x), a derivada dy/dx chama-se a taxa de varia¢do
de y com relagdo a x. Intuitivamente, esta € a variagdo em y que seria
produzida por um acréscimo de uma unidade de x se a taxa de variacdo
permanecesse constante. (SIMMONS, 1987, p.89)

Leithold (1994) define a taxa de variacao obtendo-a como o limite da taxa de variacédo

média quando Ax tende a zero:

... & taxa média de variacdo de y por unidade de variacdo de x, quando X
variar de X1 a X1 + 4x, serd entdo f (x1 + 4X) - f (x1) / Ax = Ay / Ax . Se o
limite desse quociente existir quando Ax tende a 0, esse limite sera o que
intuitivamente consideramos como a taxa de variagdo instantanea de y por
unidade de variacdo de x em x;. De acordo com essas considera¢des, temos
a definicdo a seguir: Seja y = f(x); a taxa de varia¢do instantanea de y por
unidade de variacdo de x em x; ¢ f ’(x1) ou equivalentemente, a derivada de
y com respeito a X em Xi, se ela existir no ponto xi1. (LEITHOLD, 1994 p.
167)

Stewart (2001) segue a mesma linha, toma o incremento Ax = X2 - X1 € sua variacao
correspondente 4y = f (x2) - f (x1) e define a taxa média de variagdo de y em relagdo a x no
intervalo [ X1, X2 ] como sendo o quociente:

4y = f(x2) - f(x1)

AX X2- X1
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O autor toma o quociente acima considerando intervalos cada vez menores de X2 e X1
e define a taxa de variacdo instantanea como o limite associado a esse quociente quando Ax

tende a zero.

Figura 15- Definicdo da Taxa instantanea por Stewart

(4] taxa instantanea de variagdo = lim A = lim M
ax—0 Ax X=X X2 — X

Fonte: Stewart (2001, p. 152)

Figura 16- llustracdo da Taxa instantanea a partir do limite da taxa média

VA

2 2t
P(x,, fix) /- Ay

%, i)

=Y

Fonte: Stewart (2001, p.152)

Percebe-se, das defini¢cbes acima que Leithold (1994) e Simmons (1987) abordam a
taxa apelando mais fortemente para a perspectiva covariacional, com varia¢des de x afetando
a variacao de y, além de referirem-se a variagcdes em termos de unidades de cada variavel, o
gue se aproxima de uma abordagem covariacional (CONFREY; SMITH, 1994).

Em termos da abordagem representacional para o conceito de taxa de variagéo,
Simmons (1987) se utiliza do registro algébrico e do grafico, ndo necessariamente
articulados:

Figura 17 - Interpretacdo grafica da taxa por Simmons

Fonte: Simmons(1987, p. 90)



Guidorizzi (2001) limita-se ao tratamento do registro algébrico para abordar taxa de
variacdo, cuja definicdo faz baseado no contexto da velocidade e aceleracdo, para
posteriormente relaciona-la com a derivada. Ja Stewart (2001) aborda taxa de variacdo, bem
como o0s demais contetdos, em uma perspectiva rica na representacdo grafica,
articuladamente ao registro algébrico e tabular, embora o faca dentro das limitac6es impostas
pela midia estatica, na qual estdo instanciados. Leithold (1994) também explora a articulagao
entre os registros algébrico e grafico, o registro tabular ndo foi explorado para abordar
diretamente o conceito de taxa de variacdo, apesar de ser usado pelo autor em outros

contelidos.

3.3.3 Interpretacdo da concavidade e pontos de inflexao

Ao interpretar a taxa de variagdo no contexto do grafico de uma funcdo, podemos
estabelecer relagdes entre a forma como varia a funcdo e aspectos do grafico como
concavidade, pontos de inflexdo e maximos ou minimos locais. Em relacdo a concavidade,
livros de Calculo tem definido este aspecto relacionando-o geralmente com a reta tangente

ao grafico:

Se o gréafico de f estiver acima de todas as suas tangentes no intervalo |,
entdo ele é chamado de cdncavo para cima em |. Se o grafico de f estiver
abaixo de todas as suas tangentes em |, é chamado de cbncavo para baixo
em I. (STEWART, 2001, p. 297)

Simmons (1987) articula representacdes algébrica e grafica (em um contexto
geomeétrico) quando relaciona a segunda derivada com a variagdo do coeficiente angular da

reta tangente:

Uma segunda derivada positiva, f°(x) >0, indica que o coeficiente angular
f’(x) é uma fun¢ao crescente de x. Isto significa que a tangente a curva gira
no sentido anti-horario quando nos movemos ao longo da curva, da
esquerda para a direita (...) A curva € dita concava para cima. Tal curva
estd a cima de sua tangente, exceto no ponto de tangéncia. Analogamente,
se a segunda derivada é negativa, £’(x)<0 (...) a curva é concava para baixo,
ela fica abaixo de sua tangente, exceto no ponto de tangéncia. (SIMMONS,
1987, p. 154)
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Figura 18 - Concavidade e a reta tangente

f"(x)>0, logo o declive
da tangente cresce

N Concavo .~

para baixo

_~ Cbéncavo
para cima

i

P

/"(x) <0, logo o
declive da tangente
decresce

Figura 4.8

Fonte: Simmons, (1987, p. 154)

Esta relacdo se limita a uma interpretacédo grafica no contexto geométrico, o que nao
é facilmente identificavel em uma situacdo problema instanciada em outro tipo de registro,
como no estudo de Carlson et. al (2002) onde os estudantes tiveram dificuldades na
interpretacdo da taxa ao analisarem um evento dindmico modelado por uma funcao.

Na interpretacdo da concavidade que a relaciona com a taxa de variacdo instantanea
da funcao, os intervalos onde a concavidade do grafico ¢ ‘voltada para baixo’ mostram uma
taxa de variacdo decrescente, intervalos onde a concavidade é voltada para cima mostram
que a taxa de variagdo é crescente no mesmo.

Os pontos de inflexdo sdo definidos como os pontos onde ha a mudanca de

concavidade:

Um ponto como P (...) no qual o sentido da concavidade muda, chama-se
um ponto de inflex@o. Se f’(x) ¢ continua e tem sinais opostos em cada lado
de P, deve-se anular no préprio P. (SIMMONS, 1987, p. 154)

Um ponto P sobre uma curva é chamado de ponto de inflexdo se a curva
mudar de cOncava para cima para concava para baixo ou vice e versa em P.
(STEWART, 2001, p. 289)

Novamente, percebe-se uma interpretagdo grafica para este aspecto. No entanto,
quando se busca uma interpretacdo de tal ponto como um aspecto do comportamento
variacional da funcéo, pode-se, com base na interpretacdo da concavidade, dizer que a taxa
de variacdo instantanea nesse ponto muda de crescente para decrescente ou vice e versa: “Se
a funcdo f for derivavel em algum intervalo aberto contendo c e se (c,f(c)) for um ponto de
inflexao do grafico de f, entdo, se f’(c) existe, f ’(c) = 0” (LEITHOLD, 1994, p. 245). Ja nos



pontos em que a fungdo atinge um maximo ou minimo, variacionalmente falando, temos a

anulacdo da taxa instantanea naquele ponto.

Figura 19: Aspectos do grafico e a taxa de variacdo

Taxa de variagdo de f

fd

Taxa decrescente’, Taxa crescente ; Concavidade
: 3 para cima

Ponto de
maximo local

Concavidade
para baixo

Ponto de .
inflexdo -

. '-.._....-".

Taxa passa de
decrescente para
crescente

{ou vice-versa)

Ponto de
minimo local

Fonte: Elaborado pelo autor

3.4 Documentos oficiais e 0s aspectos de fungao

De acordo com os documentos oficiais para o Ensino Médio, o trabalho com funcao
deve partir da nocdo de dependéncia entre grandezas em diferentes situacGes, de forma
articulada com a resolucdo de problemas e suas diferentes representacdes, notadamente o
registro grafico, utilizando-se inclusive da tecnologia computacional como recurso
(BRASIL, 2000; BRASIL, 2002; BRASIL, 2006). Além disso, as OrientacGes Curriculares
para o Ensino Médio, enfatizam que a exploracao dessas situacdes privilegie uma abordagem
qualitativa da relagdo funcional (BRASIL, 2006).

As Orientag6es Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,

2002) dividem o eixo de Algebra e Fungdes em duas unidades tematicas, das quais uma é
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‘variagdo de grandezas’. Os aspectos de fungdo a serem trabalhados incluem “variagdes
exponenciais ou logaritmicas” e “taxa de variagdo de grandezas”.

As OCEM, ao orientar uma perspectiva qualitativa e centralizada no grafico das
funcdes, sugerem a importancia de compreender fun¢Ges em uma abordagem covariacional
e seus padrdes de variacdo:

Também ¢é interessante provocar os estudantes para que apresentem outras
tantas relacBes funcionais e que, de inicio, esbocem qualitativamente os
graficos que representam essas relagdes, registrando os tipos de crescimento
e decrescimento (mais ou menos rapido). (...) Sempre que possivel, 0s
graficos das fungdes devem ser tracados a partir de um entendimento global
da relacdo de crescimento/decrescimento entre as variaveis. (BRASIL,
2006, p. 72)

3.5 Dificuldades dos estudantes em Taxa de Variagao

Neste tdpico é apresentada uma revisdo de literatura acerca das dificuldades que 0s
estudantes encontram quando lidam com o conceito de taxa de variacdo em diferentes
contextos, na sua maioria pesquisas que abordam a taxa de variacdo na representacdo grafica

ou na articulacédo desta representacdo com situagdes problema.

3.5.1 A dificuldade em interpretar e representar a taxa de variacao

Carlson et al (2002) citaram as dificuldades que os estudantes tém para interpretar a
taxa de variacdo quando ela é representada graficamente. Nos estudos desses autores e
também nos de Monk (1992), citado por Carlson et al (2002), os estudantes tiveram
dificuldade em interpretar e representar aspectos do grafico como pontos de inflexdo e
concavidade quando articulados no contexto de uma situacéo fisica.

Isto é, os estudantes ndo conseguiam articular o comportamento da variagdo de um
modelo fisico com o seu gréafico, de forma a relacionar o momento em que a taxa mudava de
crescente para decrescente com um ponto de inflexdo e os intervalos em que a taxa era
crescente ou decrescente na situacdo como intervalos de diferentes concavidades no gréfico.
Tal dificuldade segundo Carlson et al (2002) esta ligada a dificuldade de construir uma
imagem continua da taxa.

Os autores relataram ainda dificuldades dos estudantes quando interpretavam o
grafico da taxa de variacao para obter ou descrever o grafico da funcdo que modela a situacao.
Quando solicitados a esbocar o grafico da fungéo cuja taxa de variacdo foi dada graficamente

(Figura seguinte), um quarto dos estudantes de um curso de Calculo esbogaram um grafico



igual ao da taxa de variacdo e mais da metade dos estudantes desconsideraram as mudangas

de concavidade no grafico da taxa e sua correlacdo com o grafico da funcéo.

Figura 20 - Esbocar o grafico da temperatura a partir do grafico da taxa de variacao

Given the graph of the rate of change of the temperature over an 8-hour time
period, construct a rough sketch of the graph of the temperature over the 8-hour
time period. Assume the temperature at time ¢ = 0 is 0 degrees Celsius.

rate of
change
of temp. /
L ]
] 1
2 a~~—"¢

I
8
time

Figure 3. The Temperature Problem.

Fonte: Carlson et al (2002, p. 369)

Monk (1992) indicou que dificuldades com a taxa de variagéo no registro gréfico sdo
geradas pela tendéncia para se distrair com a forma do grafico. Além disso, Gomes Ferreira
(1999) mostrou que a dificuldade de estudantes do ensino médio brasileiro em interpretar os
graficos em uma perspectiva variacional, é consequéncia em parte do tratamento dado ao
estudo de funcdes em gréaficos, que privilegia aspectos pictoricos e pontuais nessa
representacéo.

Também apareceram dificuldades na interpretacdo da taxa de varia¢do negativa, que
emergiu como um problema no estudo de Silveira (2001) com estudantes do curso de
Calculo: “Os estudantes demonstraram nao perceber que quando a funcdo € decrescente, a
variagdo da fungdo deve ter um valor negativo. ” (SILVEIRA, 2001, p.75).

Além disso, nos casos em que calculavam a variacdo em um intervalo dado, se o
resultado fosse negativo, a configuracdo do célculo da taxa mudava, sugerindo uma
desconsideragdo da taxa negativa: “os estudantes nao estavam acostumados a fazer calculos
de uma variacdo que resultasse em valor negativo, pois ao fazer a variag¢éo, consideravam o
valor maior menos o valor menor, e ndo o valor final menos o valor inicial. ” (SILVEIRA,
2001, p.74).

Na articulacdo entre equacdes e graficos, no ambito das fungdes e conceito de taxa de
variacdo, a compreensdo dos estudantes acerca da relagdo entre a taxa e a nogdo geomeétrica
da inclinacéo da reta é abordada no estudo de Teuscher e Reys (2010). Os autores apontaram

problemas na interpretacdo da taxa de variagdo em modelos lineares no contexto do gréfico.
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Os estudantes associaram intervalos com segmentos lineares representando graficos de sinais

de taxa opostos como representando a mesma taxa de varia¢do, como mostra a figura abaixo:

Figura 21 - Grafico do teste aplicado

[3,]

Graph of f(x)

Fonte: Teuscher e Reyes (2010, p. 520)

Isso mostrou que os estudantes estéo atentos apenas a valores numeéricos do gréafico,
como “o quanto varia numericamente” sem considerar o sentido da inclina¢do em uma leitura
variacional do gréfico e a articulagdo com a inclinagdo como uma ferramenta para trazer
sentido a taxa.

No que diz respeito a relacdo entre taxa de variacdo e a declividade da reta no grafico,
amplamente trabalhada no ensino de derivadas, outros autores apontaram dificuldades que
podem ser geradas pela forma como se articula tais conceitos. Lima et al (2005) chama a
atengdo para a inadequacdo do termo “coeficiente angular” para a referéncia ao coeficiente
‘a’ que representa a taxa de variacdo de uma fun¢do do tipo ax+b, os autores justificaram
com dois motivos, primeiramente, na maioria dos casos nao ha angulos nos problemas
relacionados a funcdo dada, e depois, o angulo que o gréfico da funcdo faz com o eixo
horizontal depende das unidades (escalas) para os eixos x e y, 0 que pode gerar angulos
diferentes para retas com o mesmo valor de inclinacgéo.

Ramos (2007) também abordou em uma investigacao essa relacao equivocada que se
faz entre taxa de variagdo e o angulo entre a reta e 0 eixo horizontal. A autora verificou
procedimentos equivocados de estudantes em um laboratorio experimental, que na tentativa
de determinar os coeficientes da funcéo a partir do grafico do deslocamento de um objeto em
velocidade constante, associaram a tangente do angulo a taxa de variacao, o que resulta em
problemas no caso de escalas ndo monomeétricas em tal grafico por gerar uma inclinagao

diferente da inclinacdo em um grafico monomeétrico.
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3.5.2 A dificuldade na passagem da taxa média para a taxa instantanea ou a derivada.

No Ensino Médio, a taxa de variacao é definida em tipos especificos de funcbes e em
termos da sua taxa média, sem a formalidade do conceito de limite. Ribeiro (2010), ao
calcular uma expressdo algébrica para a taxa de variacdo da funcdo quadratica, usa
informalmente esta nogdo apenas para efeitos de simplificagdo da expressdo: “Se h for um
valor préximo de zero, temos: ah ~0 e, dessa forma: 2ax+ah+b ~2ax+b” (RIBEIRO, 2010,
p. 150). A abordagem da taxa de variagdo se resume a encontrar sua expressao para um tipo
especifico de funcéo, calcular em um ponto através da formula ou estabelecer conexdes com
a reta tangente ao grafico.

Quando os estudantes encaram novamente tal conceito no Célculo, ele aparece
desvinculado de fungdes especificas, mas como o sinbnimo ou uma interpretacdo para a
propria derivada, a taxa média € revisitada fazendo com que por meio do conceito de limite
se obtenha formalmente a nocao de taxa de variacdo instantanea, a derivada no ponto.

Percebe-se, entdo, que nessa abordagem a compreenséo da taxa instantanea traz como
requisito a compreensdo de limite, além da coordenacdo de duas quantidades variando
simultaneamente. Pesquisas que abordaram a compreensdo da taxa de variacdo por
estudantes, mostraram as dificuldades quando € requerido que eles demonstrem compreender
a taxa instantanea a partir da taxa média. Carlson et al. (2002) apontaram para a persisténcia

da dificuldade com essa compreensao e sugeriram problemas de interpretacdo no gréfico:

A dificuldade em visualizar uma taxa de variacdo instantanea pela imagem
de refinamentos cada vez menores da taxa de variacdo média persiste. Esta
limitacdo (...) aparenta criar dificuldades para interpretar e compreender
precisamente o sentido de um ponto de inflexao e na explicacdo do porqué
a curva é suave (...) A analise de alguns estudantes (...) que eles ndo eram
capazes de explicar como a taxa instantdnea era obtida. Esta fraqueza
parece ser resultado de dificuldades em trazer significados para suas
construcOes e interpretacdes graficas. (CARLSON et al, 2002, p.373 ,
tradugéo nossa)

Villa Ochoa (2011), ao analisar a compreensdo de um estudante de uma disciplina
Pré-Célculo sobre a taxa de varia¢do na funcdo quadratica, verificou que, apesar de ele ter
esbocado um gréfico com curva suave, ndo havia demonstrado elementos de compreensdo
da taxa instantanea ou continuidade. Assim como em Carlson et al. (2002), alguns estudantes
acabaram tracando graficos continuos apenas porque estdo acostumados a lidar com esse tipo

de grafico.

59



A compreensdo da taxa instantanea esta intimamente relacionada com o entendimento
da nocao de limite, estudos citados por Carlson et al (2002) relacionaram a dificuldade desta
nocdo com fragilidades em relacdo ao raciocinio covariacional. Os autores acompanham a
sugestdo de Cottrill et al. (1996) de que o trabalho com limites seja desenvolvido em uma
abordagem dinémica da coordenagdo de dois valores que mudam simultaneamente, um se

aproximando de um valor limite enquanto o outro se aproxima de um valor dado.

Figura 22 - Coordenagé&o da variagdo no conceito de limite.
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Fonte: Elaborado pelo autor

3.6 O uso das Novas Tecnologias no tratamento de Taxa de Variagao

Segundo Kaput (1992), os meios dinamicos e interativos sdo propicios para tratar a
variacdo. Além disso, as possibilidades computacionais descritas pelo autor sugerem
beneficios para uma abordagem covariacional por permitirem trabalhar com diferentes
sistemas de notacdo ou representacdo interconectados. Confrey e Smith (1994) defendem a
coordenacdo de representacdes especificas articuladas para atender ao desenvolvimento da
nocao de taxa de variagdo, o que pode ser facilmente conseguido em um meio interativo,
dindmico e com um certo grau de plasticidade representacional (KAPUT, 1992).

Villa-Ochoa (2011) se utilizou dos aspectos descritos acima na analise do raciocinio

covariacional de um estudante ao propor duas situacdes apresentadas em simulagdes
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computacionais, uma delas articulando o modelo geométrico da situagdo com os registros
tabular, numérico, grafico, o que possibilitou trabalhar em um ambiente de amplas
possibilidades de recursos.

Na outra situacdo, a simulagdo articulada a agdo do estudante ao esbocar o grafico da
funcdo com lapis e papel representou um avango em relacdo a atividades totalmente
instanciadas no papel, requerendo do estudante um alto grau de comprometimento cognitivo
para interpretar a variagao.

Castro Filho (2001) no seu estudo com professores de uma escola de ensino médio,
utilizou dois artefatos tecnoldgicos, um sensor de movimento que gerava graficos em tempo
real de velocidade, posicdo e aceleragdo; e um diagrama interativo chamado “Conta
Bancaria”, que permitia associar a taxa de variagdo de forma interativa aos seus contextos
numérico de variacdo em diferencas sucessivas e grafico.

O uso dos recursos descritos acima possibilitou a conexao de taxa de variagdo por
diversos significados e representacGes, como entre a situacdo de depdsitos e retiradas, o
grafico da funcdo linear que modelava a funcdo e a nocdo de inclinacdo da reta em um
contexto geometrico. Para o autor, as tecnologias serviram tanto como ferramentas
integradoras as aulas e curriculo de funges como geradoras de contextos e significados do
conteldo para a reflexdo sobre o conhecimento dos proprios professores.

Laudares et al (2012) utilizaram dois softwares como suportes em uma sequéncia
didatica para abordar o conceito de derivada a partir de taxa de variacdo. Dentro da proposta
dos autores essas tecnologias serviram como recursos para possibilitar abordagens com
diferentes representacdes de fungéo e promoveram dinamismo e facilidade de parametrizacédo
das variaveis.

As possibilidades providas pelas tecnologias computacionais tém sido verificadas nas
investigacOes que as caracterizam tanto como suporte auxiliar como enquanto objeto de
pesquisa. As salas de aula de mateméatica podem ser realmente impactadas por essas
contribuigcdes, como coloca Carlson et al (2002) sdo oportunidades ricas pedagogicamente,
que requerem apenas fundamentacéao e formacao de professores para que se extraia a riqueza

das ferramentas tecnologicas.



4. ELICITACAO E ANALISE DE REQUISITOS

E apresentada em seguida uma articulacdo entre as delimitacBes do objeto
matematico determinadas na analise preliminar, as contribuicbes computacionais
sistematizadas na secdo da Tecnologia aplicada a Educacdo Matemaética com foco em fungéo
e taxa de variagdo, além do quadro de Carlson et al (2002), determinando a dimenséo
informaética e fornecendo elementos para o levantamento de requisitos do prototipo.

A articulacdo entre esses trés quadros teve como objetivo estabelecer inicialmente
principios fundamentais para nortear as caracteristicas e funcionalidades a serem elicitadas e
implementadas no software.

O quadro de Carlson et al (2002) aponta cinco niveis de raciocinio covariacional dos
estudantes em atividades com funcdo e taxa de variacdo: coordenacdo da mudanca,
coordenacdo da direcdo, coordenacdo quantitativa, coordenacdo da taxa média e coordenacao
da taxa instantanea. Foi proposto que o software possibilitasse aos estudantes um suporte
tecnologico para apoia-los na sua atividade e no desenvolvimento do seu raciocinio nesses
niveis.

A sistematizacdo proposta por Kaput (1992) traz aspectos que evidenciam como 0s
recursos digitais podem oferecer esse suporte na abordagem de funcéo e taxa de variacao.
Por isso, foram levantados seis aspectos computacionais que se relacionam diretamente com
a abordagem covariacional e que respondem as necessidades levantadas nas analises
preliminares, servindo por isso como norteadores para o desenvolvimento do software. Tais
aspectos sdo descritos no proximo quadro.

Os aspectos levantados na analise preliminar revelaram necessidades a serem
atendidas no desenvolvimento do software por meio de caracteristicas e funcionalidades
especificas que respondessem a essas necessidades. Em alguns casos, essas necessidades ja
haviam sido contempladas por meio dos principios mais gerais do software, como o
dinamismo e a conex&o dinamica entre diferentes nota¢des, que contrastam com aspectos do
ensino da taxa de variacdo como a abordagem do conceito em midias estaticas e o foco em
uma unica representacao.

O esquema abaixo ilustra a articulagdo para estabelecer os principios fundamentais

do prototipo:
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Figura 23: Articulagéo entre o quadro de Carlson, os aspectos computacionais e as
necessidades levantadas na analise preliminar

Quadro de Carlson Anilises preliminares Sistematizacio de Kaput
{necessidades levantadas)
_ - Wariagio abordada por um
1- Coordenagio -interpretagio grafica da taxa e ambiente dindmico
seus aspectos .
. ) - Conexdo dindmica entre
2- Diregiio -intepretagio do sinal da taxa diferentes notages

-interpretagio da variagio da taxa . .
- Sobreposigio de notages

3- Coordenagio quantitativa -interpretagdo da fungio por sua
taxa - Tranformagdoe de notaghes de
exibigdio em notagdes de agio
N T i -articulagdo com a geometria

-compreensio  da  passagem  da - Suportes para as ?ans[a?aes
entre notagoes
5- Taxa instantinea taxa meédia para a instantinea
- Articulagio entre notagdes

-abordagem dinamica do conceito = 5 £
matematicas ¢ nac-matecmaticas

-abordagem multirepresentacional

Caracteristicas fundamentais:
- Perspectiva covariacional
- Dinamismo
- Interatividade
- Conexdo dindmica de miltiplas representagies relacionadas a taxa de variacio
- Suporte ao raciocinio dos alunos por meio de ferramentas inseridas nos contextos acima

Fonte: Elaborado pelo autor

As caracteristicas fundamentais definidas sdo norteadores a partir dos quais foram
elicitados os requisitos do software, constituindo-se um referencial para guiar a concepgao
dos recursos que o integram. A perspectiva covariacional relaciona-se ao conjunto de
recursos que potencializam e favorecem a coordenacdo da variacao entre duas variaveis, ja 0
dinamismo, a interatividade (no sentido atribuido por Kaput (1992)), a conexao dinamica de
notacBes/representacdes e 0 suporte ao raciocinio, referem-se aos recursos baseados nos
aspectos computacionais levantados por Kaput (1992) em sua sistematizacéo.

Com base nos norteadores acima, sdo relacionados no quadro seguinte 0s requisitos
estabelecidos para guiar a concepcdo do software. Tal quadro relne caracteristicas e

funcionalidades que foram propostas de serem implantadas apoiando-se nos aspectos



levantados por Kaput (1992) e buscando responder as demandas das analises preliminares,
ao mesmo tempo inserindo-se na perspectiva dos niveis de raciocinio covariacional de
Carlson et al (2002).

As seis linhas do quadro direcionam as caracteristicas do prototipo por principios
contidos na sistematizagdo de Kaput (1992), as colunas séo divididas em trés secdes, onde a
primeira concentra os trés primeiros niveis de Carlson et al (2002) (coordenagdo da mudanca,
coordenacdo da direcdo e coordenacdo da quantidade), as segunda e terceira colunas
concentram as caracteristicas e funcionalidades para apoiar a coordenacao das taxas média e
a instantanea, respectivamente.

A fim de que as caracteristicas e funcionalidades levantadas no quadro seguinte
também sejam identificadas como respostas da tecnologia em relacdo aos aspectos
levantados na analise preliminar, elas foram relacionadas com os aspectos do conceito e

consequentemente com as dificuldades dos estudantes quando lidam com o conceito.
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Quadro 3: Requisitos com base no quadro de Carlson, nas analises preliminares e nas

potencialidades computacionais sistematizadas por Kaput

Coordenacéo do valor, diregdo e quantidade de variacéo
em variaveis mudando em conjunto
(Niveis 1 a 3)

Coordenagéo da taxa média
(Nivel 4)

Variagdo em um
ambiente
dindmico

Permitir variagdo por meio de um controle deslizante, pela
manipulacdo da prépria variavel no grafico ou de um
objeto em uma animacdo, facilitando a coordenagdo da
mudanca (valor, direcdo e quantidade de variagdo) de
variaveis em multiplas notagdes. (P1)

Permitir a variagéo simultanea de uma variavel enquanto
se coordena manualmente a variagcéo em outra.

Permitir varia¢do dindmica do incremento e do
intervalo considerado na taxa média por meio de
controles deslizantes ou na manipulacgéo direta
do intervalo no gréfico. (P5)

Conectar tais objetos a fim de que a variagédo no
intervalo no gréafico implique em variagdo
simultanea no incremento da taxa média. (P5)

Oferecer a opgdo de tracar o grafico a partir de um ponto e a taxa de variagdo da funcéo (P2, P3).

Ao deslizar a variavel pelo intervalo no grafico ou em um controle deslizante, a funcéo vai sendo tracada em
relacéo aos valores percorridos no dominio (continua ou discretamente) e a taxa de variagao definida (P3).
Permitir o deslize suave no gréafico e nas notagdes que representem a variagéo da taxa de variacéo continua.
Oferecer as opgoes escala automatica e zoom, para uma melhor visualizacdo da ideia de duas quantidades se
aproximando indefinidamente (P5).

Conexdo
dinamica entre
diferentes
notagoes

Conectar notagdes (grafico, animacéo, etc) a uma tabela
dindmica e a registros numéricos para facilitar a
visualizagdo da covariagdo numericamente (P1). Conectar
notacdes a um sistema de coordenadas que trace o grafico
ao se deslizar uma das variaveis incorporadas a essas
notagdes.

Conectar notagOes para dar suporte a andlise da
variagao da taxa média e a passagem para a taxa
instantanea, conectando o gréfico e a tabela as
barras dindmicas sobrepostas ao gréfico. (P1,
P2, P5)

Representar a taxa instantanea em diferentes notagdes e simbolos ou ferramentas para tornar visivel a sua
variagdo: barras em cores, graficos de barras, grafico de inclinagdo, movimento de objetos em uma animacao,
etc.

Possibilitar que o gréfico da funcéo seja tragado simultaneamente ao gréfico da taxa, além de conecta-los as
notacdes de forma que exibam a influéncia da taxa de variagdo no comportamento do modelo. (P1, P2, P3)
Conectar notacGes para expor a ideia de limite na obtencéo da taxa instantanea. (P5)

Expor a covariacdo ao tragar o grafico conforme se desliza a variavel independente, expor o aspecto da
aproximagéo indefinida ao conectar a variagdo no gréafico a uma tabela dinamica que permita aproximagao
numérica por vérias casas decimais, expor o aspecto da variagao da taxa média e a passagem para a instantanea
ao conectar o grafico e a tabela as barras dindmicas sobrepostas ao grafico possibilitando representar os
refinamentos no intervalo, etc. (P5)

Transformacéo
de notacdes de
exibicédo em
notacdes de acéo

Permitir acBes como determinar e alterar valores (por
entradas digitaveis, controle deslizante, movendo o objeto
que é ligado a variavel) sobre gréaficos, sobre objetos da
animagé&o e sobre a tabela.

Permitir tragar o gréafico da funcéo ou da taxa de variagdo
por meio do deslize da varidvel no préprio gréafico.
Possibilitar agdes sobre a tabela que conectem a mudanga
em uma variavel 8 mudanga em outra simultaneamente.

Implementar a funcéo calculadora e permitir que
ela realize calculos diretamente no gréafico ao
selecionar pontos para calcular a taxa média de
variacéo no intervalo. (P1, P2)

Permitir acbes sobre as barras dindmicas
sobrepostas ao gréafico, como alterar o valor do
incremento diretamente no gréfico para abordar
a variacdo da taxa média (P2).

Implementar no gréfico a funcdo limite, fazendo com que uma varidvel se aproxime indefinidamente de um
valor (manual ou automaticamente) enquanto outra aproxima-se de um valor limite. (P4, P5)
Permitir definir a escala ao arrastar um intervalo no eixo de coordenadas. (P4)




Quadro 4: (Continuagdo) Requisitos com base no quadro de Carlson, nas analises
preliminares e nas potencialidades computacionais sistematizadas por Kaput

Coordenacéo do valor, diregdo e quantidade de variagdo em
variaveis mudando em conjunto
(Niveis 1 a 3)

Coordenagéo da taxa média
(Nivel 4)

Sobreposicédo de

Sobrepor objetos da geometria dinamica no grafico como a reta
que indica a inclinagéo no ponto ou no intervalo. (P1, P4)
Permitir a sobreposi¢do de uma ferramenta no grafico que

Sobrepor objetos da geometria dindmica no
gréfico (como a reta que representa a inclinacdo
em um ponto ou em um intervalo) (P4)
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Sobrepor graficos da funcéo e da taxa de variacéo (P1, P2, P3, P4)
Sobrepor graficos de barras dindmicas conectados ao grafico permitindo parametrizacéo do intervalo,
de forma a exibir caracteristicas em pontos de inflexdo e concavidade, variagdo da taxa e o sinal da

cognicédo nas
translaces entre
notagdes

simulagdo no modo automatico (definindo previamente um
intervalo a ser percorrido no dominio) como manual (por meio
da mobilizacéo da variavel) de forma articulada as notagdes.
Criagdo de “macros” para permitir o armazenamento de
fungdes. (P1, P2)

Implementar a ferramenta “rastro”,
coordenagéo da diregdo.(P1, P2)
Implementar a ferramenta “memoria” para guardar o valor da
variagao de um ponto a outro. (P1, P2)

para auxiliar na

animagéo do modelo.

Criagdo de “macros” para permitir o
armazenamento de fungdes especificas na
coordenagéo da taxa média de variagdo. (P1, P2,
P3, P4, P5)

Implementar a ferramenta “memoria” para
guardar o valor da variagdo de um ponto a outro.
(P1, P2, P5)

notacdes calcule a taxa de variacao ao selecionar dois pontos e cujo valor | Sobrepor graficos de barras dindmicas conectados | taxa.(P2)
varie simultaneamente com a variag&o desses pontos. (P1, P2) | ao grafico permitindo parametrizacdo do intervalo | Permitir carregamento de uma imagem e uma ferramenta de geracéo do grafico (aproximagéo) a partir
de forma a exibir caracteristicas da variagdo da | da imagem para permitir a analise da variagéo naquele grafico (P3).
taxa média. (P2, P5)
Suporte a Em uma animagdo do modelo, permitir tanto a repeticdo da | Permitir repeticdo automatica e manual em uma | Permitir repeticdo automatica e manual em uma animagéo do modelo.

Criagdo de “macros” para permitir o armazenamento de fungdes especificas na coordenagéo da taxa
instantanea de variacédo.(P1, P2, P3, P4, P5)

Implementar a ferramenta “memoria” para guardar o valor da variagdo de um ponto a outro. (P1, P2,
P5)

Articulacéo entre
notacdes
matematicas e
ndo-matematicas

Articular o gréfico, a tabela e 0 modelo algébrico a objetos de
uma animagdo que facilitem a visualizacdo da variacéo
(mudanga, direcéo e quantidade) ou a notagdes como uma barra
dindmica de variagdo onde a altura da barra varia de acordo
com a variagdo da funcéo ou da taxa de variacéo. (P1)

Articular o gréfico, a tabela e o modelo algébrico
com objetos de uma animagéo ou notagdes como
barra dindmica de variagdo, grafico de inclinacdo
da reta, grafico de barras dinamicas, tabela
dindmica., etc permitindo uma encenagdo do
comportamento da taxa no ponto ou intervalo. (P1,
P2, P3, P4, P5)

Articular o gréfico, a tabela e 0 modelo algébrico com objetos de uma animagéo ou notagdes como barra
dindmica de variag8o, grafico de inclinacéo da reta, grafico de barras dindmicas, tabela dindmica., etc
permitindo uma encenacdo do comportamento da taxa no ponto ou intervalo. (P1, P2, P3, P4, P5)

Fonte: Elaborado pelo autor.



Quadro 5: Aspectos da analise preliminar contemplados nos requisitos do prot6tipo

ASPECTOS DA ANALISE PRELIMINAR: aspectos do conceito e cognitivos

P1 Interpretar o sinal da taxa de variacéo

P2 Interpretar a taxa de variagéo graficamente (variacéo, concavidade e
pontos de inflexdo no grafico)

P3 Interpretar a fungéo por sua taxa de variagdo

P4 ArticulacOes com o contexto geométrico (coeficiente angular,
inclinagdo e as escalas do gréafico; movimento fictivo das retas)

P5 Compreender a taxa instantanea por refinamentos da taxa média
(compreenséo de limite)

Fonte: Elaborado pelo autor

Com a articulagdo proposta, foram estabelecidos os tipos de notaces e
funcionalidades a serem requisitadas para o proto6tipo, possibilitando uma abordagem de taxa
de variacdo baseada em multiplas nota¢6es de fungdo. A seguir, sdo descritas tais notacdes e
as possiveis acdes interligadas entre elas, com alguns exemplos ilustrativos das atividades

sobre tais notacdes:

a) Modelo algebrico: Destinado a escrever a expressdo algébrica que modela a
funcdo ou sua taxa de variagdo. Os parédmetros escritos neste modelo podem ser
controlados na propria notacdo ou ao serem atrelados a um controle deslizante ou a
um objeto em outra notagéo.

b) Tabela Dindmica: A tabela dindmica oferece a possibilidade de abordar a taxa
de variacdo ao conectar-se as demais notacdes e oferecer uma perspectiva da
correspondéncia dos valores da funcdo ou da taxa de variagcdo quando as variaveis
mudam. Essa notagdo propde permitir ndo somente a exibi¢ao dindmica dos valores
das variaveis, mas relacionar a variacdo da variavel dependente (diferencas
sucessivas) ou a taxa de variagdo para os intervalos definidos no grafico. A tabela
também oferece as possibilidades de definir relagBes entre as variaveis, como
calcular a razdo multiplicativa entre valores sucessivos da tabela ou definir novas
funcdes que os relacionem.

c) Barra de variacdo: Esta barra tem a funcdo de exibir o valor e o sinal da
variacgdo ou taxa. Definida a funcédo ou a taxa de variagéo, a barra do sinal atrela-se a
variacdo da varidvel independente. Quando a taxa de variagdo (ou variacdo) aumenta

ela aumenta em altura, de acordo com o valor assumido pela taxa, 0 mesmo



comportamento para taxas negativas. Além disso exibe cores distintas para
identificar de forma pratica se a taxa é positiva ou negativa, dando maior
possibilidade de concentracdo na notacdo em que se da a acao.

d) Animacdo: A animagéo proporciona a encenagdo do modelo funcional ao
atribuir as propriedades matematicas do modelo a objetos dessa simulacéo, dando-
Ihes o comportamento de tais propriedades traduzidos na animagéo. Logo articulam-
se propriedades formais de modelos matematicos com objetos em uma notagdo nao-
matematica fazendo a articulacdo concreto-abstrato, tanto permitindo que os objetos
da animacdo sejam controlados pelas variaveis instanciadas nos modelos formais
COMO Vice-versa.

e) Grafico de coordenadas: Traca o grafico da funcdo ou da taxa de variagdo a
partir de diferentes possibilidades de entrada articuladas simultaneamente como o
modelo algébrico, a tabela, a animacgdo ou a a¢do no préprio grafico por meio do
deslize no eixo representando a variacdo da variavel independente. O gréfico de
coordenadas conecta-se a diversas notacdes e permite acGes sobre o grafico da
funcao, como definir a inclinacdo da reta no ponto dado ou calcular a taxa de variacéo
média no intervalo dado.

f) Gréfico de barras dindmicas: Este grafico serve especialmente a variacdo da
taxa de variacdo no gréfico quando se varia o incremento no intervalo na variavel
independente. A transicdo para a taxa instantanea pode ser abordada ao refinar os

intervalos com incrementos cada vez menores.
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Figura 24: llustragdo da articulacéo entre o gréfico de barras dindmicas e a tabela dindmica

f(x) = 0.1+ x-2 ]/
6 i F(5,5) - F(5) = 1,025
5 i Incremento  §(x) = f(x)=ax2+bx+c
05 a=0,1 b= 1 e=-2
& X £(x) Af(X) Taxa Média ATaxa
0 -2 - - -
0,5 -1,475 0,525 1,05 -
29 1 -0,9 0,575 1,15 0.1
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2 0.4 0,675 1,35 0,1
2 25 1,125 0,725 1,45 0,1
3 1.9 0,775 1,55 0,1
35 2,725 0,225 1,65 0,1
14 4 36 0,875 1,75 0,1
45 4,525 0,925 1,85 0,1
5 55 0,975 1,95 0,1
o . < 55 ©,525 1,025 2,05 0,1
1 o N T c 7 )
‘ @
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Fonte: Elaborado pelo autor

g) Gréfico da inclinacdo da taxa: Este grafico articula a taxa de variacdo ao
significado geométrico, associando ao valor da funcdo no ponto, uma reta tangente

ao grafico, além de exibir a sua declividade.



5. DESENVOLVIMENTO DO PROTOTIPO

ApOs a sistematizacdo das necessidades do protdtipo com base na articulacéo entre
as analises preliminares, o Quadro de Niveis de Raciocinio Covariacional de Carlson et al
(2002) e a sistematizacdo de Kaput (1992), deu-se prosseguimento ao desenvolvimento do
prototipo em interacdo com a equipe de desenvolvimento, composta por um engenheiro-
pesquisador, autor da pesquisa paralela (TIBURCIO, 2016) e um engenheiro-programador
desenvolvedor do prototipo e orientador da pesquisa de Tiburcio (2016), o professor Dr.
Franck Bellemain. Tal desenvolvimento, baseado no modelo de processo de software de
Tiburcio (2016), foi executado apoiado em interacdes entre os pesquisadores deste estudo e

0s da equipe de desenvolvimento, as quais sao descritas nas secdes seguintes.

5.1 Primeira interacdo: explicitacdo das necessidades essenciais do protétipo

A primeira interacdo teve como objetivos, por um lado explicitar para a equipe de
desenvolvimento as necessidades basicas do protdtipo, e por outro servir como uma
experimentacao do questionario que foi o instrumento usado por Tiburcio (2016) para coletar
desta pesquisa as necessidades do prototipo. A medida que as questdes nele contidas
sondavam que caracteristicas e principios seriam importantes para o software, elas mesmas
eram testadas em se cumpriam o papel de delimitar o quanto possivel as especificacdes do
protétipo.

As questbes foram enviadas pela equipe de desenvolvimento para os pesquisadores
deste estudo, e posteriormente foram discutidas em uma disciplina de Educacdo Matematica
e Tecnologica do Programa de Pés-Graduacdo PPGEDUMATEC-UFPE entre o0s
pesquisadores, os estudantes e o professor dessa disciplina, 0s quais contribuiram para a
reformulacdo das questdes no sentido de aperfeicoar o instrumento.

Abaixo seguem as questdes da primeira interacao:

- Qual conhecimento pretende-se abordar?

- Quais sdo as dificuldades de aprendizagem do conhecimento?

- Por que as simulagBes configuram-se como opg¢do para superar as
dificuldades?

- Quais as caracteristicas fundamentais que o ambiente deve conter para
atender as necessidades/caracteristicas da aprendizagem do dominio?
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- Existem ambientes que trabalham com o dominio de interesse, quais sdo
0S recursos que contribuem para a aprendizagem e o que falta nesses
softwares para contemplar as necessidades do dominio?

- Existem indicacgdes na literatura para superar dificuldades cognitivas dos
conceitos do dominio?

- Qual é o estado atual do ensino do dominio? Quais sdo as contribuicoes e
as principais dificuldades geradas pelo ensino atual?

- Quais sdo as caracteristicas do conhecimento que dificultam a
aprendizagem e o ensino? (TIBURCIO, 2016, p. 59)

Apos a discussao e reformulagdo do questionario, as novas questdes foram aplicadas
pelos pesquisadores desenvolvedores utilizando um documento on-line compartilhado entre

0s pesquisadores:

1) Qual campo de conhecimentos pretende-se abordar? Dentro deste campo
de conhecimentos delimite conceitos e definicfes que serdo trabalhadas e
qual o foco que serd dado ao conhecimento trabalhado.

2) Levando em consideracdo as tipologias de software educacionais
existentes (tutoriais, jogos, simuladores, etc.) qual tipo de software
pretende-se criar e quais sdo as justificativas para essa escolha?

3) Quais as caracteristicas fundamentais que o ambiente deve conter para
atender as necessidades/caracteristicas da aprendizagem do dominio?

4) Existem ambientes que trabalham com o dominio de interesse, quais sdo
0S recursos que contribuem para a aprendizagem e o que falta nesses
softwares para contemplar as necessidades do dominio?

5) Existem indicagBes na literatura que contribuam para o desenvolvimento
do conhecimento que serd trabalhado no software relacionadas a area
cognitiva?

6) Qual é o estado atual do ensino do dominio? Quais sdo as consequéncias
desse ensino?

7) Quais sdo as caracteristicas do conhecimento que dificultam a
aprendizagem? (TIBURCIO, 2016, p. 63)

Para responder as questBes levantadas, recorreu-se tanto aos principios norteadores
da pesquisa, com base na fundamentacdo tedrica, como as necessidades apontadas pelas
analises prévias.

Como resposta a primeira questdo, o conhecimento a ser abordado pelo prot6tipo é a
propria taxa de variacdo das principais func@es reais de uma variavel real, bem como de
funcBes obtidas por operacGes basicas (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e quociente) e pela
composicdo com essas funcbes. Além disso, foi especificado que o conceito sera abordado
sob uma perspectiva variacional de func¢do, no contexto da covariacdo, com base no Quadro
de acles e niveis mentais no raciocinio covariacional, de Carlson et al (2002), tendo como

principais conceitos a taxa de variacdo média e a taxa de variacdo instantanea (como sendo
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a derivada) das funcges reais. De acordo com as necessidades apontadas preliminarmente,
esses conceitos devem ser abordados em notacbes diversas (grafico, tabela, modelo
algébrico, etc) e articuladas com o contexto geométrico da derivada como a inclinagdo da
reta tangente ao grafico.

Com relacdo as tipologias de softwares educacionais existentes (questdo 2), foi
decidido por um ambiente computacional que permitisse simulagdes dindmicas, interativas e
em mdltiplas representacGes, a justificativa é que esse tipo de ambiente possibilita um
tratamento de carater variacional da funcdo e da sua taxa de variacdo, permitindo abordar o
conceito por ferramentas que auxiliem na anélise do que acontece com a taxa de variagdo
enquanto se varia as variaveis da funcdo. As caracteristicas fundamentais que esse ambiente
deveria conter (questdo 3) foram fundamentadas nos quadros tedricos: perspectiva
covariacional, dinamismo, interatividade, conexdo dindmica de mdultiplas representacdes
relacionadas a taxa de variacdo e suporte ao raciocinio dos estudantes por meio de
ferramentas inseridas nos contextos acima.

Na questdo 4 foi feita uma breve analise dos softwares que podiam abordar a taxa de
variacao e as suas limitagdes para contemplar as necessidades dos estudantes com o conceito.
Foram citados quatro softwares, e com base na analise do autor, explicitaram-se seus limites.

O Modellus (TEODORO et al, 1997) permite simulacdes do modelo funcional ao
incorpora-lo a diferentes objetos em uma animacdo e também possibilita representar e
descrever a encenacdo do modelo por diferentes representacdes conectadas ao modelo
algébrico. A abordagem covariacional é facilitada nesse software, pois permite encenagdes
de modelos em que a dependéncia entre as variaveis fica mais clara em “graficos animados”,
nos quais a curva vai sendo tragada conforme se varia a varidvel independente ou algum
parametro da funcdo. Com relacdo aos limites do Modellus, um deles € que a articulagédo
entre as representacdes e as possibilidades de acdo sobre o grafico principal e a tabela ndo
permitem manipulagdes diretas sobre eles, o que os caracteriza mais como notagdes de
exibicdo do que de acdo (KAPUT, 1992). Outro ponto € que, de forma geral, as simula¢es
dependem do tempo como varidvel independente, o que restringe 0 modelo ao tempo como
variavel.

O Geogebra (HOHENWARTER et al, 2015) articula a algebra e a geometria
dindmica, com madaltiplas representacGes conectadas dinamicamente. O modelo algébrico
pode ter seus coeficientes conectados a controles deslizantes, aumentando o dinamismo. A
tabela (planilha) permite acdes como criar fungdes para relacionar variaveis (semelhante as

planilhas eletrénicas usadas atualmente), o que permite uma abordagem numérica dindmica



da covariacdo entre variaveis, além da conexdo ao gréafico e ao modelo algébrico, o que
facilita a abordagem da taxa de variacdo. Um ponto que na visdo do autor, restringe esse
software no aspecto funcional € justamente o fato de ndo ser um software com foco a priori
em funcdes, e sim na articulagcdo algebra-geometria dindmica, o que faz com que aspectos
puramente funcionais ndo tenham maior foco no ambiente, como a defini¢do do dominio ou
de um intervalo especifico, a dependéncia entre varidveis ou a construcdo do gréfico
variacionalmente.

Outro software, o Winplot (PARRIS, 1985), traca o grafico da funcdo a partir do
modelo algébrico, que é conectado a controles deslizantes. A representagdo tabular é apenas
para fins de exibicdo dos valores das varidveis, ndo sendo permitida a acdo direta sobre o
grafico ou a tabela, apenas a partir do modelo algébrico. Como a funcgéo principal do software
é tracar o grafico, ndo ha conexdao com outros contextos como a geometria dindmica ou a
fisica, por isso as simulagdes sdo bastante restritas, dificultando uma abordagem
covariacional.

Ja o Casyopée (LAGRANGE, 2014) modela relacdes funcionais a partir de situacdes
da geometria dindmica e articulando multiplas representacdes de funcao, além disso, permite
o0 tratamento do modelo algébrico por um CAS (computer algebra system). A proposta do
Casyopée é de uma perspectiva covariacional, dindmica e articulada a geometria, 0 que
valoriza o seu potencial principalmente para a abordagem da taxa instantanea, sua limitacao
para a abordagem de taxa de variacdo é a falta de uma melhor articulacdo da representacao
tabular com as demais representagdes e as possibilidades de manipulacéo direta sobre essa
representacédo e sobre o gréfico.

De modo geral, o que foi explicitado para a equipe de desenvolvimento em termos de
limitacBes dos softwares citados, é que como esses softwares nao foram produzidos com o
foco na abordagem da taxa de variacdo, faltam-lhes ferramentas especificas que suportem a
atividade dos estudantes nesse conceito em um contexto covariacional, o que justificou o
desenvolvimento de uma nova ferramenta que agregasse aos valores existentes nesses
softwares e suprisse as limitacdes explicitadas.

As questbes 5, 6 e 7 do questionario exploraram os aspectos cognitivos, didaticos e
do préprio conceito de taxa de variacao. Esses aspectos foram discutidos na se¢ao que tratou
dos requisitos do protétipo com base nas andlises prévias, por isso fundamentaram
fortemente as respostas a essas questdes.

Os aspectos cognitivos (questdo 5) apontaram para uma necessidade da abordagem

do conceito articulando e conectando diferentes representacdes, além de uma perspectiva
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variacional dindmica. Na questdo sobre o estado atual do ensino do dominio e suas
consequéncias (questdo 6), os quatro aspectos principais apontados nas analises prévias
foram a abordagem do conceito em “midias estaticas” (0 que requer um esforco mental muito
grande para visualizar a variacdo), as abordagens que focalizam no tratamento algébrico
(limitam uma visdo variacional), a forma desconexa como a taxa é definida nos Ensinos
Médio e Superior (focos desconectados do conceito) e os problemas na articulagdo com 0
contexto geométrico, como a mera importacdo do conceito de reta tangente da geometria
quando é abordada a taxa instantanea ou o aspecto grafico da inclinacdo da reta e suas
associacfes com a taxa de variagdo (podem gerar entraves quando ndo abordados com a
devida importancia).

Ja os aspectos do conceito de taxa de variagdo apontados nas andlises prévias e
retomados na questdo 7 relacionavam-se a cinco pontos principais: interpretacao variacional
da taxa de variacdo e dos aspectos do grafico da funcdo; a variacdo da taxa, em que o
estudante precisa lidar com a variagéo da variagéo; o sinal da taxa, que quando negativa foi
relacionada a dificuldade de interpretacdo por estudantes; a passagem da taxa média para a
instantanea, na qual a compreensao do conceito de limite torna-se fundamental, e por fim, os

aspectos da articulagdo com a geometria ja citados nos aspectos do ensino.

5.2 Segunda interacdo: refinamento das questdes

Na segunda interacdo entre os pesquisadores, foi aplicado mais um questionario pela
equipe de desenvolvimento, por meio do qual alguns conceitos e principios emergidos na
primeira interagcdo foram revisitados para uma maior compreensao do seu papel e sentido no
prototipo.

Em seguida sdo descritas as questBes que fizeram parte dessa segunda interagéo,

aplicadas por meio de um questionario on-line compartilhado entre os pesquisadores:

1) O que o cliente entende por “simulagdes dindmicas”? Quais recursos
tecnoldgicos poderiam viabilizar tal situacdo desejada?

2) Qual o conceito de “interatividade” que o cliente pretende trabalhar?

3) As multiplas representacdes fazem referéncia aos possiveis registros de
representacao do conceito de funcéo (algébrica, tabular, gréfica, etc). Como
o cliente pretende viabilizar a visualizagdo multipla desses registros?

4) Como o cliente pretende configurar o “suporte ao raciocinio dos
estudantes”? (TIBURCIO, 2016, p. 69)
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A dindmica dessa interagdo possibilitou respostas e réplicas as questdes levantadas,
fazendo com que complementos as respostas, sugestdes ou esclarecimentos de termos nédo
compreendidos fossem feitos no proprio corpo do questionario e em momentos distintos. Na
primeira questdo foi discutido o termo simulagdes dindmicas e de que forma esse aspecto

poderia ser implementado no protdtipo.

Quadro 6: Discussao da questdo 1

Engenheiro-Pesquisador: O que o cliente entende por “simulagdes dinadmicas”? Quais recursos
tecnoldgicos poderiam viabilizar tal situacdo desejada?

Pesquisador do estudo - usuario: A expressao simulacdes dindmicas é usada no sentido de que os
objetos do ambiente possam ser manipulados dinamicamente, como as variaveis em um gréfico de
coordenadas ou um objeto ao qual é atrelado um modelo matematico que modele sua movimentagéo
na tela. O termo também faz referéncia ao dinamismo na conexdo entre notagdes e representacdes,
por exemplo, ao variar um ponto no grafico mostrar o valor da varidvel sendo modificado
simultaneamente, ou ainda, mostrar uma sequéncia de valores em uma tabela que sdo modificados
simultaneamente a variacdo no grafico.

Sugestdo do Engenheiro-Pesquisador: Para a proposta de dinamismo no ambiente que sera criado é
possivel utilizar o recurso touchscreen (bem como aproximagdo e distanciamento da tela
possibilitados pelo recurso).

Réplica do pesquisador do estudo - usuario: O Touchscreen potencializa ainda mais o dinamismo do
ambiente por permitir um contato suave e continuo com a tela, dando mais controle da a¢do de variar
pelo sujeito e evitando movimentos pausados e particionados pelo mouse ou mousepad.

A funcionalidade da tela sensivel ao toque (touchscreen) foi uma caracteristica

pensada para o prototipo, de forma a permitir a sua implementacdo em dispositivos moveis

e potencializar o dinamismo, no entanto, no decorrer do projeto esta proposta ndo se tornou

viavel para a primeira versao do software e ficou para uma fase futura de implementacéo.
Na questdo 2 foi esclarecido aos desenvolvedores o sentido do conceito de

interatividade, uma das caracteristicas fundamentais do software:
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Quadro 7: Discusséo da questdo 2

Engenheiro-Pesquisador: Qual o conceito de “interatividade” que o cliente pretende trabalhar?

Pesquisador do estudo - usuario: O sentido dado por Kaput (1992) para midia interativa, no contexto
de sua discussédo, € 0 que vé a interagdo como uma contribuicdo fisica do sistema de notacdo e do
meio no qual ele estd instanciado, ou seja, uma resposta do sistema a uma agdo do usudrio. Ele
diferencia meio inerte e meio interativo, o primeiro é caracterizado como aguele em que a Unica
mudanca de estado, dada uma agdo do usuério, é a exibi¢do da entrada. O autor coloca como
caracteristica chave para as midias interativas, a adicdo de algo novo a acdo do usuario, requerendo
sua reposta, ele aponta dois aspectos geralmente presentes em midias interativas: “limitacbes ou
suportes embutidos” (como por exemplo, a auto-escala que define automaticamente as escalas do
eixo y conforme 0 eixo X) e “agentes que realizam ag¢bes para o usudrio virtualmente” (COMO
realizar e checar calculos, dar feedback da acdo do usuério ou gravar agles e resultados para uso
posterior).

Na terceira questdo foi abordada a configuracao das multiplas representacdes na tela

do software, de que forma registros distintos poderiam ser visualizados:

Quadro 8: Discusséo da questédo 3

Engenheiro-Pesquisador: As multiplas representacGes fazem referéncia aos possiveis registros de
representacdo do conceito de funcdo (algébrica, tabular, gréafica, etc). Como o cliente pretende
viabilizar a visualizacdo multipla desses registros?

Sugestdo do Engenheiro-Programador: A divisdo da tela em partes, ou janelas que possam ser
minimizadas (com o recurso de selecionar multiplas, ou apenas uma) é uma opcdo para a
representacao de varios objetos ao mesmo tempo.

Pesquisador do estudo - usuario: Além da possibilidade da divisdo da tela e de selecionar uma ou
mais representacdes para possibilitar o trabalho com as principais representac@es, é pretendido
contemplar um dos aspectos levantados por Kaput (1992), a sobreposicdo de
notagdes/representacdes, quando esta for possivel. A sobreposi¢do de notagdes visa possibilitar por
exemplo sobrepor dados numéricos ao grafico ou objetos da geometria dindmica como uma reta
secante para representar a taxa média de variacao entre dois pontos. Além disso, pretende-se trabalhar
com gréficos sobrepostos como o gréafico da fungdo e da taxa de variacdo da funcéo sendo tragados
sobrepostos e simultaneamente ou um grafico de barras dindmico que se sobreponha ao grafico para
representar a varia¢do da taxa média em um intervalo.

Na ultima questdo foi abordada a implementacdo dos suportes ao raciocinio dos

estudantes no software. Esses suportes ganham importancia porque o software possibilitara
uma abordagem de representacfes multiplas e de forma simultanea, fazendo com que 0s
processos envolvidos nas acles realizadas nele sejam dificeis de serem processados na

mesma velocidade pelos estudantes:
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Quadro 9: Discusséo da questdo 4

Engenheiro-Pesquisador: Como o cliente pretende configurar o “suporte ao raciocinio dos
estudantes™?

Pesquisador do estudo - usuario: Kaput (1992) refere-se a esse suporte como necessario

principalmente em uma abordagem que conecte acGes em diferentes sistemas de notacdo. Para o

autor, o processo de translagfes entre sistemas de nota¢fes demanda uma carga cognitiva acentuada,

principalmente em um sistema onde as acOes realizadas se perdem no decorrer da atividade do

estudante, ndo permitindo o seu resgate. Exemplos de suporte ao raciocinio segundo o autor seriam

a “gravacdo repetivel de uma agdo” para possibilitar a reproducéo da acéo e a desvinculagdo de uma

sequéncia nas acdes de translacdo entre sistemas, 0 que permite que a¢cdes em um sistema A possam

ser refletidas em B imediatamente ou quando o sujeito estiver pronto para visualiza-las.

No contexto da taxa de variagdo e da perspectiva covariacional, ainda foram elencadas outras

funcionalidades importantes para suportar o raciocinio dos estudantes:

e Rastro da variavel (discreto e continuo);

e Variacdo automatica (por um botéo play) ou manual (ao manipular as variaveis e objetos ligados
aela);

e Macros e possibilidade de definir novas operac@es (como definir uma nova funcédo/operacdo em
uma planilha);

e Ferramenta de memorizagdo da variacdo ou da taxa de um intervalo ao selecionar dois pontos do
grafico.

Esta interacdo permitiu que a equipe de desenvolvimento estabelecesse as
caracteristicas norteadoras para o desenvolvimento do prototipo, levando o processo as

etapas posteriores.

5.3 Detalhamento dos recursos requisitados: prototipacdo com o uso do software
GeoGebra

No processo de desenvolvimento do software, uma ferramenta bastante atil para
comunicar de forma mais eficaz os recursos e as funcionalidades necessarias ao software, foi
a prototipacao utilizando o software GeoGebra. O mesmo foi escolhido por se inserir em um
contexto bastante proximo do prototipo em desenvolvimento e permitir a construcdo de
simulacBes em articulagdo com a geometria dindmica e com multiplas notagdes de funcao.

Foram construidas simulagfes para comunicar apenas 0S recursos requisitados para
serem implantados no software, desconsiderando questdes de layout, botbes e demais

aspectos construtivos. Os recursos ou fungdes simuladas foram as seguintes:

a) Tabela dindmica: a tabela dindmica foi um recurso considerado importante de ser
simulado e comunicado aos pesquisadores desenvolvedores, devido a sua

importancia para a covariagao e a necessidade da articulacdo dessa representacao
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com as demais. Era preciso reforcar a importancia de que a tabela ndo apenas
refletisse simultaneamente as a¢des no grafico, no modelo algébrico e outros, mas
que ela mesma fosse uma notacéo de acdo, conforme descrito por Kaput (1992),
na qual fosse possivel executar acdes a serem refletidas tanto na propria tabela

como em outras notagdes do software.

Figura 25: Simulacdo da tabela dindmica articulada ao grafico

R]ler L > GO & N e o @ Sc Q=
n &
A B € D
1 Tabela 1: Variacio d funcio afim =
- 2 Definaum umvalorpar avanagao de
3 _ [war x] ¥l [vary]
>y =201 4 0.429 - 1.429 |
: z 1.077 0.647 2.077 0.647
6 1.724 0.647 2724 0.647
5§ 7 2.371 0.647 3.371 0.647
yo=1.4297 8 3.019 0.647 4019 0.647
9 3.666 0.647 4.666 0.647
' 10 4313 0.647 5313 0.647
11 4.96 0.647 5.96 0.647
a8 12 5.608 0.647 6.608 0.647
13 6.255 0.647 7.255 0.647
o 14 6902 0.647 7.902 0.647
B o ’ o ! e : =8 15 7.549 0.647 8.549 0.647
. *0 = 0'42‘1 - 1077 16 8.197 0.647 9.197 0.547
17 8.84a 0.647 9.844 0.647
18 9.491 0.647 10.491 0.547
=1 19
20 I:;I
21 Ja o

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do GeoGebra

b) Barra de variacdo: A barra de variacdo foi idealizada para ser um objeto
sobreposto ao grafico, que expressasse a variagdo de forma dindmica, simples e
acessivel visualmente. Ao ser acionada, a “altura” da barra dindmica variaria com
a mudanca da variavel ou da relacdo a qual ela fosse atrelada, por exemplo, a
variacdo de y. Uma caracteristica dessa barra seria a representacdo do sinal da
variagdo por cores distintas, ajudando a visualizar intervalos do gréfico onde a

variacgao fosse negativa.
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Figura 26: Simulacdo da barra dindmica de variagdo
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Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra

¢) Animacdo: O recurso da animacéo foi idealizado para possibilitar a articulacéo
entre notagOes, tanto entre notacBes matematicas como entre notagdes
matematicas e ndo matematicas, de forma que fosse possivel incorporar uma
varidvel em objetos nessas notacOes e fazé-los variar de forma automatica ou
manual, caracterizando dessa forma uma manipulacdo indireta da variavel. Um
exemplo seria atrelar uma particula & variavel y e outro seria atrelar um quadrado

a sua area em funcao da varidvel x que expressa o valor do lado.
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Figura 27: Simulacdo da articulagdo do grafico com uma animacéo

] Variacao dinamica: —~
-Manipulagio da varidvel diretamente no grafico por meio da variavel
-Maipulacio por meio de um controle deslizante

8 -Manipulagio da varidvel diretamente em um objeto em uma animacio

-Permitir a manipulacéo da variavel diretamente
no objeto em uma animagio

-Conexio direta do objeto da animagio coma
varigvel no grafico. Ao variar o comprimento x,

Abordagem covariacional o grafico da area vai sendo construido

-Construgdo do grafico covariacionalmente: ao variar
a variavel no eixo x o grafico vai sendo tracado
-Construggo do grafico continuamente (deslize) ou
discretamente (selecionar pontos no grafico ou tabela)

s .
Area = 1.87
2
187 ¢~ 71 >

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra

d) Barras dindmicas: As barras dinamicas desempenham um papel fundamental na
analise da variacdo das funcdes abordadas neste estudo. Elas séo caracterizadas
por segmentos que lembram “escadas”, em que o segmento em x (variagao de x)
é fixo e 0 segmento em y é varidvel conforme a variacdo de y. Essa ferramenta é
altamente articulada com as demais representacdes, principalmente, a tabela, na

qual a alteracdo dos valores é refletida nas barras simultaneamente.



Figura 28: Simulac&o de barras dindmicas sobrepostas ao grafico
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Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra
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e) Retade inclinacdo: Essa funcionalidade abrange a sobreposicao de retas tangentes

ou secantes no grafico. Considerando a importancia de tais retas e da sua

declividade na interpretacdo geométrica da taxa de variagdo média e da

instantanea, bem como da passagem da média para a instantanea, foram

consideradas como uma ferramenta necessaria ao protétipo.
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Figura 29: Simulacdo das retas tangente e secante ao grafico

Sobrepor objetos da geometria dindmica diretamente no grafico da funcéo ou da sua taxa
e conecta-los a variacao da variavel no eixo x, que pode ser feita manualmente ou
1 automaticamente por meio da fungéo “limite”,

T ay=0.54654

ax=144

Permitir zoom automatico ou por meio da
variacdo da escala diretamente no eixo

Permitir definir funces e operacdes diretamente na t
uma coluna que calcule a variacio entre valores suc

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra

f) Ferramenta limite: Dada a importancia do conceito de limite na passagem da taxa
média para a taxa instantdnea, a abordagem dindmica e covariacional desse
conceito se tornou essencial no protétipo. Conforme a figura seguinte, foi
simulada a ferramenta limite com a variavel x se aproximando de um valor Xo pela
esquerda ou direita, enquanto a varidvel y se aproxima do valor associado yo. A
diferenca entre X e Xo é tdo proxima quanto o estudante queira (respeitando-se 0s
limites da tecnologia) sendo possibilitada pelo zoom dinamico e articulada com a

tabela dindmica.



Figura 30: Simulacéo da ferramenta limite
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-Ferramenta LIMITE: Permitir a aproximac#o da varidvel de um valor
dado por uma simulac&o automatica ou pela manipulaco da variavel.
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Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra
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g) Calculadora: E um recurso amplamente usado em diversos softwares, no entanto

para o prot6tipo em desenvolvimento a calculadora seria uma ferramenta para dar

um suporte ainda maior a analise da variagdo. Com a sua articulagcdo com as

demais representaces, seria possivel por exemplo selecionar um intervalo do

grafico e calcular a taxa de variacdo nele, ou selecionar dois valores da tabela e

calcular a taxa média entre eles.
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Figura 31: Simulac&o da ferramenta calculadora no gréfico

40 ~
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Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra

5.4 Prototipacéo do layout, funcdes e recursos: uso de telas multiplas em um documento

on-line compartilhado

Nesta fase do desenvolvimento, o engenheiro-programador ja havia disponibilizado
um layout inicial, com os primeiros icones associados as func¢des que seriam implementadas.
Esse layout preliminar serviu de base para mais uma forma de prototipacdo, usando telas
multiplas em um programa de apresentacao de slides on-line, que foi compartilhado entre os
pesquisadores envolvidos.

Os autores deste estudo e os pesquisadores desenvolvedores participaram dessa
prototipacdo, em que algumas fungdes e recursos requisitados nas fases anteriores foram
inseridos no layout. Na figura seguinte, pode-se perceber que o engenheiro-programador
inseriu icones associados as funcBes afim e quadratica, abordadas neste estudo, e as
operacgdes que podem ser aplicadas a elas. Além disso, inseriu as principais representacdes e
duas ferramentas para a analise da variacdo, uma delas referente a taxa média e outra a

tangente.



Figura 32: Layout, representagdes e recursos iniciais
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A proposta dessa segunda prototipacédo foi utilizar as telas multiplas para descrever

as possiveis acdes e opcdes do menu, tanto dos recursos que ja estavam representados nesse
primeiro layout quanto dos que ainda seriam implementados. Com isso, tomou-se por base

esse layout e a partir dele foram inseridos 0s recursos e as notagdes com 0s menus e agdes

associadas a eles.




Figura 33: Insergéo dos recursos pendentes no layout inicial
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Por meio de hiperlinks, os menus dos recursos e das representacdes foram ligados as
telas seguintes, que mostravam as opcdes associadas aos menus ou 0s objetos ligados as

representacdes, conforme pode ser visto na sequéncia de figuras a seguir:

Figura 34: Acdes ao clicar no menu “Modelo”

R? Jr— L—’ Barmra de variagdo  Indinagéo Barras dindmicas Limite Calculadora

=7
Digitar o modelo
f+g
f-g
T).g
frg
.fcg
Tabela Exibe uma janela para a digitagdo do modelo
algébrico
Grafico
Acdes:
Modelo |—ae - Exibir e alterar uma expressdo na tela
- Atrelar a variacdo dos coeficientes a
Animacao controles deslizantes na tela




Figura 35: Opcoes disponiveis ao definir o modelo algébrico
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Figura 36: Agdes ao clicar em definir “Fun¢do” com o modelo algébrico
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Figura 37: Agdes ao selecionar o parametro e clicar na opgao de gerar “Controle deslizante”
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Figura 38: Agdes ao selecionar os parametros e clicar na opgao definir “Grafico”
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Os menus referentes as ferramentas da barra de variagdo, inclinagdo, barras

dindmicas, limite e calculadora, além de representados nessa prototipacao, foram ligados por
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meio de um hiperlink & simulacdo da ferramenta no GeoGebra, conforme visualizado na

figura seguinte.

Figura 39: Acdes ao clicar na ferramenta “Barras dinimicas”
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A prototipacdo em telas multiplas forneceu aos pesquisadores desenvolvedores, ainda
mais informacdes sobre de que forma os recursos e as representagdes implementadas no
prototipo seriam articuladas, além de descrever as possiveis a¢cdes associadas a cada recurso

ao clicar no menu correspondente. Dessa forma, prosseguiu-se com o desenvolvimento da

primeira versdo do protétipo.
5.5 Primeira versao do protétipo

A primeira versdo do prototipo foi compartilhada pelos pesquisadores
desenvolvedores em um ambiente on-line, no qual os pesquisadores deste estudo tiveram
livre acesso para conhecer o prototipo, explorar, analisar e fornecer feedback sobre a

contemplacéo das necessidades comunicadas e dos ajustes necessarios.
Na figura seguinte é apresentada a tela da primeira versdo, ja as funcionalidades do

software e as principais ferramentas séo descritas em seguida.
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Figura 40: Tela da primeira versao do software
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Os icones na parte superior da tela se referem aos tipos de funcdo, com excecao do

primeiro icone da esquerda para a direita, que se refere a selecdo de um objeto no grafico, os

demais se referem a funcdo constante, afim, quadratica e polinomial de grau 3,

respectivamente. Ao clicar no icone referente a cada fungéo, o estudante tem disponivel na

janela “Funcao Editada” os controles deslizantes para escolher os valores de cada coeficiente,

apos isso deverd clicar em inserir para que o software trace o gréfico da funcgéo.

Figura 41: Janela “Funcdo Editada”
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Os icones da parte lateral esquerda estdo associados as operagdes com fungdes:
funcdo oposta, soma, diferenca, produto, quociente e fungdo composta. Ja os icones da parte
inferior da tela se referem, da esquerda para a direita, as ferramentas: ponto, taxa média de
variagéo e reta tangente.

A tela do software foi dividida em duas partes, entre o grafico e as demais janelas,
privilegiando o grafico. Além da j4 citada janela “Fun¢do Editada”, foi inserida uma janela
chamada “Func¢des” que exibe o modelo algébrico das funcdes tragadas. Caso seja necessario
editar uma funcéo, mudar o valor dos seus coeficientes, essa agdo se dara na janela “Fungdo

Editada” ou na janela “Parametros”.

Figura 42: Janelas “Fungodes” e “Parametros”
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A janela “Pontos/Taxas” foi criada para exibir pontos do grafico e para calcular a taxa
média de variacdo em relacdo a esses pontos, por meio da ferramenta “Taxa média”, que é
acionada ao clicar no icone correspondente na parte inferior e em um ponto do grafico. O

valor de “delta x” pode ser definido tanto no grafico como na janela “Pontos/Taxas”.



Figura 43: Janela “Pontos/Taxas”
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Figura 44: Ferramenta “Taxa de variacdo média”
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Por fim, a ferramenta “Reta Tangente” ao ser acionada define uma reta tangente ao

grafico da funcdo no ponto selecionado. O modelo algebrico dessa reta pode ser visualizado

na janela “Fun¢des”
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Figura 45: Ferramenta “Reta Tangente”
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5.5.1 Analise da primeira versdo em relacdo aos requisitos

Nesta secdo é apresentada uma discussdo entre 0s requisitos comunicados aos
desenvolvedores e a primeira versao apresentada, determinando as necessidades atendidas e
as pendentes de implementacao. E necessario destacar que o software desenvolvido se insere
em um projeto maior, o que faz com que o seu percurso de desenvolvimento ndo esteja
acabado neste estudo, o que abre possibilidades de futuras implementacdes no sentido de
melhora-lo continuamente.

A primeira versdo foi apresentada aos pesquisadores deste estudo com a finalidade
de que a exploragdo por parte destes fornecesse mais especificagcbes em relagdo ao que
precisaria ser melhorado ou implementado para a versdo de teste, além de avaliar se as
funcionalidades implementadas correspondiam aos requisitos comunicados pelos
pesquisadores do estudo. Dessa forma, é feita uma breve discussdo entre o prototipo
apresentado e os elementos presentes nos requisitos.



a) Dinamismo na variagao e na conexdo das notagdes

Os recursos para abordar funcdes e sua taxa de variacdo de forma dindmica foram
satisfatoriamente implementados no protétipo. A variacdo das variaveis e dos objetos do
grafico sdo feitas simplesmente ao “desliza-los” na tela e a utiliza¢do de controles deslizantes
para variar os coeficientes da funcéo possibilita atuar no modelo algébrico de forma mais
dindmica.

O dinamismo também foi contemplado na conexdo entre as notagdes, possibilitando
que as a¢des em uma notacdo fossem refletidas simultaneamente nas outras. Como exemplo,
ao variar as variaveis no grafico, os valores das coordenadas eram exibidos simultaneamente
na janela de pontos, ao variar os coeficientes na janela “Parametros”, o grafico da fungio
mudava simultaneamente no grafico, e ao variar o valor do “delta x” no grafico, o valor da
taxa de variagdo mudava simultaneamente na janela ‘“Pontos/Taxas”.

Uma limitacdo se deu pela ndo implementacdo, nessa primeira versdo, do recurso
“Animac¢do”, cujo objetivo era articular nota¢cdes matematicas e ndo-matematicas por meio
da conex&o entre as variaveis de uma fungdo e objetos de uma animacao, intensificando o
dinamismo e a interacdo no software, além de possibilitar a visualizacdo da variacdo
incorporada nesses objetos. Esse recurso também poderia ser aplicado a outras notacdes,

como por exemplo, permitir a variagdo automatica de uma variavel no grafico.

b) Perspectiva covariacional

A perspectiva covariacional foi contemplada em partes, pois algumas funcionalidades
e recursos que facilitam esse aspecto foram implementados apenas parcialmente ou nao
foram implementados nessa versdo. No grafico, alguns dos suportes a perspectiva
covariacional seriam a possibilidade de exibir o rastro de variacdo, a conexdo da variagdo em
y com a variacdo em X e a geracdo do grafico da funcdo enquanto se desliza a variavel no
eixo X, no entanto, apenas a segunda foi contemplada nessa primeira verséo.

A covariagdo também é abordada na tabela, por isso havia sido requisitado que uma
tabela dinamica fosse conectada as demais notacdes, além de possibilitar que acdes (como
edicdo) fossem possiveis nela, a fim de exibir tanto a variacdo das variaveis como definir
relagdes entre essas variaveis (como a taxa de variacéo).

Nesse contexto, a primeira versdo contemplou parcialmente a implementagdo de uma

tabela dindmica, pois a janela “Pontos/Taxas” exibiu uma configuracdo tabular na qual os
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valores das variaveis refletiam simultaneamente a variacdo no grafico, além de serem
exibidas células com os valores da variacdo de x e de y e da taxa média de variacdo, sendo
possivel também digitar valores para x e para “delta X’ na janela.

No entanto, a janela “Pontos/Taxas” s6 permitia a exibi¢do de dois valores de x e os
valores de y associados a eles, além do valor da variacdo e da taxa de variacdo para esses
valores, 0 que limitava a visdo dessa janela como uma tabela propriamente dita, em que é
possivel listar uma série de valores em uma coluna e relaciona-los com uma outra coluna e

seus valores.

c) Ferramentas do software

As principais ferramentas requisitadas para serem implementadas foram a barra de
variacdo, reta de inclinacdo (tangente, secante), barras dindmicas e limite. As ferramentas
“Barra de Variagdo” e “Limite” ndo foram implementadas nessa primeira versao.

Duas ferramentas foram implementadas e suas funcionalidades atenderam
parcialmente as necessidades comunicadas. Uma foi a “Reta Tangente”, que ao ser acionada,
tracava uma reta tangente ao ponto selecionado no gréafico da funcdo, e a outra foi a
ferramenta denominada “Taxa de Variagdo” que ao ser acionada calculava a taxa de variacéo
média entre 0s pontos selecionados do grafico, articuladamente a janela “Pontos/Taxas” na

qual também era possivel definir o intervalo e o ponto inicial.
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Figura 46: Ferramenta “Taxa de Varia¢ao”
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A ferramenta “Taxa de Varia¢do” fez a funcdo da ferramenta requisitada “Barras
Dinamicas”, mas era preciso ainda que ela permitisse calcular a taxa em intervalos sucessivos
do eixo x, para que atendesse as necessidades dessa ferramenta. Essa pendéncia foi
comunicada aos desenvolvedores na interagdo de discussdo da primeira versao, descrita na
proxima secao.

Ja a ferramenta “Tangente” também atendeu em partes as necessidades do prototipo.
Ela fez o papel da ferramenta “Inclina¢do”, que incluiria tanto a tangente como a secante ao
grafico, para trabalhar a passagem da taxa média para a instantdnea no contexto geométrico.
Dessa forma, a necessidade de implementar o recurso da “Secante” também foi comunicada

aos desenvolvedores na secdo de interacdo de discussao da primeira versao.
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Figura 47: Ferramenta “Reta Tangente”
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d) Ferramentas e funcionalidades de suporte ao raciocinio

As ferramentas e funcionalidades requisitadas para dar suporte ao raciocinio na
exploracdo do protétipo ficaram pendentes de implementagdo nessa primeira versdo, sendo
parcialmente implementadas apés a interacdo de discussdo da primeira versdo. O rastro da
variavel e da funcdo ndo foram implementados inicialmente, nem ferramentas como a
variacdo automatica (apenas a manual) ou “calculadora” com o recurso “memoria”.

Além destas, outra ferramenta que ndo foi implementada foi a “Macros”, cujas
possibilidades incluiriam definir novas operacfes ou fungdes e salva-las, no entanto, tal
ferramenta de fato precisaria ser melhor discutida em termos de que operacdes e funcdes
seriam possiveis de serem armazenadas como nOVOS recursos.

Apesar de ndo serem ferramentas diretamente ligadas as atividades principais no
software, as ferramentas de suporte ao raciocinio tém importancia para o auxilio cognitivo
do estudante na exploracdo da taxa de variagdo no contexto proposto, de dinamismo e

multiplas representacdes, por isso sdo necessarias em versdes posteriores do software.



5.5.2 Interacdo de discusséo das implementacgdes pendentes na primeira versao

As limitacdes e pendéncias analisadas na primeira versdo do protétipo foram
discutidas com os pesquisadores desenvolvedores (engenheiro-pesquisador e engenheiro-
programador), sendo definido que essas necessidades seriam analisadas e avaliadas quanto a
possibilidade de implementacdo para a verséo de teste, levando em conta tanto a definigéo
de uma versdo com recursos e funcionalidades minimas para a experimentacdo pelos
pesquisadores do estudo, quanto as limitagdes de disponibilidade e tempo para as
modificacGes pela equipe de desenvolvedores.

Dessa forma, foi realizada mais uma secdo de interacdo entre o0s pesquisadores de
forma on-line em um documento compartilhado, em que foram estabelecidas as
funcionalidades e ferramentas pendentes na primeira versdo do protétipo e que eram
necessarias de serem implementadas na versdo de teste. Considerando-se ainda que mesmo
aquelas funcionalidades que ndo fossem implementadas para a versdo de teste, seriam
futuramente postas em discusséo, dada a continuidade do projeto.

Foi estabelecido pelos pesquisadores deste estudo que havia cinco aspectos do
prototipo que precisavam ser implementados ou melhorados para que 0 mesmo atendesse aos
requisitos minimos para a experimentacdo: o aspecto covariacional, a tabela dindmica, a
ferramenta taxa de variacdo (barras dinamicas), a ferramenta limite e as ferramentas do
contexto geométrico (tangente e secante).

As discussdes foram transcritas nos quadros seguintes:

Quadro 10: Discussao do aspecto covariacional - varia¢do dos pontos diretamente nos eixos
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Pesquisador do estudo - usuario: Ao tragar um gréfico, o protétipo permite o deslize de um ponto
do grafico diretamente na curva. E interessante que essa variacio também seja permitida ao
selecionar-se o0 ponto do eixo x correspondente ao ponto da curva, além de conectar a variagdo em X
a variacdo emyy.

Engenheiro - Programador: OK, veja se o que fiz resolve.

Pesquisador do estudo - usuario: Ok, agora sé falta a figura do ponto para indicar melhor onde
posicionar o0 cursor no eixo.

Engenheiro-Programador: OK, feito.

Apos a interacdo descrita acima, o desenvolvedor implementou as modificagdes que

tornaram possiveis a manipulacdo da variavel no eixo X, e ndo apenas na curva da funcéo
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como antes. Essa manipulacdo diretamente no eixo x e a conexdo da sua variagdo com a
variacdo de y, tiveram como objetivo reforcar a visao covariacional no grafico.

No quadro seguinte discutiu-se o rastro como mais uma funcionalidade para reforcar
a visdo covariacional. O desenvolvedor argumentou que, pela forma como ele programou, 0
rastro s poderia ser implementado parcialmente, para a versao de teste. Foi implementada

entdo uma forma prévia de visualizar a funcdo sendo tracada pelo rastro da varidvel.

Quadro 11: Discussao do aspecto covariacional - rastro

Pesquisador do estudo - usuario: Permitir uma forma alternativa de tracar o grafico da funcéo, com
base na covariag@o. Ao definir a fungdo, o grafico é tracado simultaneamente ao “deslize” do ponto
no eixo X, em uma forma de rastro.

Engenheiro - Programador: Minha proposta aqui é de permitir a geracdo da funcédo pelo rastro na
criacdo, mas quando inserida (botdo inserir), a fungdo € tracada de forma "habitual". Podemos pensar
depois em uma outra interface, mas a proposta é para a primeira experimentacdo. Veja se deu. E veja
se vocé achar que precisa ter as coordenadas do ponto gerado na parte direita junto com os slides de
mudanca de valor de coeficientes.

Pesquisador do estudo - usudrio: Ok, acho que o rastro atende para a experimentacdo. Sobre as
coordenadas do ponto, acho que a exibicao no grafico ja atende. Mas acho que seria interessante se
houver uma conexdo com a tabela, na qual seria definido um delta x previamente e com o deslize do
ponto X, valores vao sendo gerados na tabela, tendo delta x como passo.

Em relacdo as necessidades da tabela, o desenvolvedor realizou algumas mudancas
propostas na janela “Pontos/Taxas”. Além de medir a taxa de variacdo, foi possibilitado

medir a variagdo da taxa de varia¢ao nessa janela.

Quadro 12: Discussdo das necessidades da tabela

Pesquisador do estudo - usuério: Possibilidade de edi¢do da tabela, representar os valores da fungéo
em uma tabela e atrelar a variagdo no gréfico a variacéo na tabela. Além disso, permitir definir novas
colunas, como uma coluna que calcule a taxa de variagdo entre dois valores da fun¢do ou uma coluna
que calcule a variagdo entre os valores da coluna anterior.

Engenheiro - Programador: (sem resposta)

No quadro seguinte foram descritas as pendéncias ou melhorias necessarias para a
ferramenta “Taxa de Variacao”, principalmente para que a mesma possibilitasse medir a taxa
de variagdo em intervalos particionados, para fazer a fungdo das barras dindmicas

requisitadas inicialmente.
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Quadro 13: Discussao da ferramenta “Taxa de Variagdo”

Pesquisador do estudo - usuario:

e Definicdo do intervalo: Ao definir o intervalo no qual sera calculada a taxa de variagdo no
gréafico, exibir a informacdo numérica dos pontos Po e P; (atualmente s6 sdo exibidas as
coordenadas de Po)

e Exibicdo do valor numérico da variagdo de y no grafico: Quando é aplicada a ferramenta taxa
de variacdo no grafico, um triangulo (de delta y e delta x) é representado no intervalo tomado,
este tridngulo varia ao variar o ponto P. E interessante que quando se estiver variando o ponto
em X, seja exibido o valor de “delta y” variando simultaneamente.

e Particdo: Na ferramenta taxa de variagdo, permitir que um intervalo seja particionado em
“deltas x” iguais proporcionando uma analise da variagdo em uma sequéncia. As informagdes
numeéricas a serem exibidas no gréfico podem se limitar as coordenadas do ponto inicial (Po)
e ado ponto final, evitando varias informag6es na tela. Os demais pontos do intervalo podem
ser configurados para exibir seus valores ao posicionar-se o cursor em cima do ponto.

Engenheiro - Programador: OK, veja se resolve...
Pesquisador do estudo - usuario: Ok, resolvido!
Pesquisador do estudo - usuario:

e Casas decimais: Em alguns casos a analise da variacdo da taxa de variacdo vai pedir um
nimero maior de casas decimais. E interessante aumentar o nUmero ou permitir que se
aumente tal quantidade a critério do usuério.

e Variacdo no ponto: permitir que seja exibida/representada no gréfico a varia¢do ou a taxa de
variagdo no ponto dado simultaneamente ao seu deslize no eixo x. Essa ferramenta foi
exemplificada na prototipacdo por meio de uma barra dindmica de varia¢do cuja altura
aumentava ou diminuia, conforme se deslizava em x e mudava de cor conforme o sinal da
variacdo fosse positivo ou negativo. Funcionalidades semelhantes podem ser implementadas
para auxiliar a percepcao da variagdo no ponto.

Engenheiro - Programador: Pode ser algo na hora da defini¢do da fungdo como é o caso da funcéao
tracada por rastro?

Pesquisador do estudo - usuario: Pode ser.

A ferramenta “limite” ndo havia sido implementada na primeira versdo, apesar da sua
importancia, ndo foi possivel implementa-la também para a versao de teste. Apesar disso, foi
encontrada uma forma de explorar o limite utilizando a ferramenta “Taxa de Variagdao” e

fazendo a diferenca x - xo ficar pequena o suficiente no software.
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Quadro 14: Discussao da ferramenta “Limite”

Pesquisador do estudo - usuario:

e Ao escolher essa ferramenta e uma funcdo dada, permitir que na aproximacao entre dois
valores no eixo x (X e Xg), o0 grafico exiba a aproximacdo entre os dois valores
correspondentes no eixo y(y e Yo), simulando o limite. Seria interessante que nessa
ferramenta se usasse 0 zoom dinamico, mas as ferramentas de zoom que foram
implementadas nos eixos X e y ja permitem um primeiro passo.

e E interessante também que tal ferramenta possa permitir a abordagem dos limites laterais.

Engenheiro - Programador: (sem resposta)

Na discussao acerca da articulacdo com a geometria, foi solicitada a implementacao
da reta secante, para abordar a passagem da taxa média para a instantanea no contexto

geomeétrico, tal ferramenta foi implementada na versdo de teste.

Quadro 15: Discussao das ferramentas “Tangente” e “Secante”

Pesquisador do estudo - usuario: E interessante que o software contemple também retas secantes
ao grafico, para abordar as situagdes da “aproximacdo” da tangente por secantes.

Engenheiro - Programador: queria entender o que vocé quer dizer com isso.

Pesquisador do estudo - usuario: E naquela situacio em que tomamos dois pontos da curva e
tracamos uma secante ou entdo uma corda. Quando tomamos pontos cada vez mais préximos um dos
outros, as secantes definidas se aproximam cada vez mais da tangente no ponto dado. Seria
interessante permitir tracar, além da tangente, a secante e poder varia-las ao variar 0 X.

Engenheiro - Programador: OK, veja se resolve....

Pesquisador do estudo - usuario: Ok resolvido. Agora sé estou sentindo a necessidade de que
guando eu posicione o cursor sobre a curva ou sobre 0 €ixo, seja exibida a coordenada. Pois quando
quero tragar a secante por dois pontos conhecidos ou mesmo definir um ponto dado na curva, ndo sei
previamente sobre qual ponto estou clicando.

Pesquisador do estudo - usuario: Se bem que, posso mover esse ponto até o valor desejado ap6s
definir o ponto.




5.6 Versdo do software Function Studium para o teste
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Apos a discussdo de andlise das implementacBGes pendentes na primeira versdo, o

engenheiro-programador realizou as implementacdes discutidas e apresentou a versao de

teste do software, que foi denominado Function Studium.

Tal versdo é descrita em seguida, acrescentando-se as funcionalidades da primeira

versdo, as melhorias e implementagdes discutidas entre os pesquisadores do estudo e 0s

desenvolvedores. Ao final da se¢do, foram elencados os elementos ausentes ou carentes de

melhorias para versdes futuras do Function Studium, com base em uma analise comparativa

com 0s requisitos levantados.

Figura 48: Tela principal do software Function Studium
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Em relacdo a primeira versao, foram realizadas as seguintes implementagoes:
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a) Ferramenta “Reta Secante”: Além da reta tangente, a reta secante foi
implementada para permitir representar geometricamente a passagem da taxa
média para a instantanea. Esta ferramenta é acionada ao clicar no terceiro icone

da parte inferior da tela e selecionando os pontos no gréafico.

Figura 49: Retas Tangente e Secante
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b) Rastro: O rastro foi implementado como uma forma alternativa de visualizar a
geracdo do grafico da funcdo, com base na visdo covariacional de funcdo. Para
visualizar a funcdo sendo tracada pelo rastro é preciso escolher o tipo de funcéo,
definir os coeficientes e mover a varidvel x no eixo, o grafico é tracado
simultaneamente. No entanto, ao clicar em “Inserir” o grafico ¢ tragado da forma

tradicional, sem a necessidade da mobilizacao da variavel.
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Figura 50: Rastro da funcao

.41 .

R.
1+
0 1 2.90

c) Ferramenta “Taxa de Variagdo”: As implementag¢des nessa ferramenta permitiram
calcular ndo apenas a taxa de variagdo média em um intervalo, mas em uma
sequéncia sucessiva de intervalos iguais, como requisitado no recurso “Barras
Dinamicas”. Além disso, a ferramenta articula-se com a janela “Pontos/Taxas”,
na qual é permitido visualizar a taxa de variacdo para cada intervalo da sequéncia,

além da variacdo da taxa de variacao.



Figura 51: Ferramenta “Taxa de Variagao”

105

f |-Fur|g§o editada
rFuncdes
f+g f0
f- g rParametros =
0 2
fxg
2
— g ;
1
2 2
fog
rPontos/Taxas
] Taxa(s) de variacdo do ponto p0 de:
] fo(x)=x>+2.0.x+-3.0
. L1
Ve Ny Ay
420 AR v: 060 | 22 060
o 1 . .
_[ x| pay | ¥ -0.76 | %Y 2.00
. . Ay
5 60 &x:| 1.00 | &Y 260 | ¥ 2.60
v x| 180 | ¥ 3.84 | a%% 2.00
0.60 :
_— 396 & 100 Y 460 | 2 460
p Ax
x| 280 | ¥ 10.44 | 85 2.00
A 100 AYY 660 | Y 6.60

OED

Ax

d) Janela “Pontos/Taxas”: Nessa janela foram adicionadas a op¢do de aumentar ou

diminuir o numero de incrementos e visualizar o valor da variacdo da taxa de

variagdo na sequéncia de intervalos de x.

Figura 52: Janela “Pontos/Taxas”
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Com relacdo aos recursos ou funcionalidades pendentes nesta versao do software, em
termos de notacBes, a Unica que fez parte dos requisitos, mas ndo foi implementada foi a
“Animacao”. Esse recurso tinha por objetivo promover a articulagdo entre as notagdes
matematicas e ndo-matematicas, como a conexao de um objeto a uma variavel, enriquecendo
a incorporacgédo dos aspectos de taxa de variagdo em objetos que simulam o mundo real.

J4 a tabela foi representada na janela “Pontos/Taxas” como uma configuragao tabular
que permite a visualizacdo de valores da variacdo das variaveis e a variacdo da taxa de
variacdo das fungdes. No entanto, tal configuragdo poderia ser melhorada ao posicionar cada
variavel em uma coluna e cada valor por ela assumido em uma linha, associando os valores
de x com os valores de y e suas respectivas variacoes, tal configuracdo se tornaria mais
organizada visualmente e poderia contribuir melhor para a analise da variacdo. Além disso,
a possibilidade de definir novas relacbes em colunas da tabela poderia ser discutida em
implementagdes futuras.

As principais ferramentas ndo implementadas foram o limite, a barra de variacédo e a
calculadora. A ferramenta limite inclusive abrangeria, conforme os requisitos, os limites
laterais e incluiria a variacdo automatica da variavel x se aproximando do valor Xo enquanto
y se aproximaria de Yo, suportado pelo zoom dinamico.

A barra de variagdo tinha por proposito auxiliar a anélise da variagdo enquanto se
variava o x no grafico, inclusive a distin¢do do sinal da taxa em cada ponto. J& a calculadora
configurava-se como uma ferramenta de suporte ao raciocinio, com recursos como calcular
a variacao ou a taxa de variacdo em um intervalo do grafico e memoriza-lo para comparar
com outros intervalos.

Os recursos caracterizados como suportes ao raciocinio, além da calculadora,
incluiam a repeticdo automatica de uma simulacdo (no caso de uma animacgao), os “macros”,
0 rastro da variacdo da funcdo e de suas variaveis, a funcdo memoria implementada na
calculadora, entre outras possibilidades.

Apesar de ndo terem sido implementados nessa versdo, estes recursos podem se
mostrar importantes no uso do software pelos estudantes, merecendo assim serem objetos de
discusséo para as proximas versdes. No que diz respeito ao uso do software Function Studium
para 0s objetivos deste estudo, foram implementados os requisitos suficientes na versdo aqui

descrita.
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6. RESULTADOS DA VALIDACAO

Nesta secdo sdo apresentados os resultados da validacdo do software Function
Studium, com base na experimentacdo e na analise dos dados (analise a posteriori) do caso
com os estudantes participantes da pesquisa.

6.1 Experimentacgao

O experimento foi planejado para a aplicagédo das atividades com uma dupla de
estudantes da Licenciatura em Matematica, a fim de testar como o software contribuiria ou

ndo para a abordagem da taxa de variacdo das funcGes afim e quadratica com eles.
6.1.1 Descricdo do Experimento

A experimentacdo com os estudantes teve como objetivo testar o software Function
Studium como ferramenta de exploracédo da taxa de variagéo das funcdes abordadas, servindo
para apontar as implicacfes do seu uso em termos de contribuicdo ou limitacdo a
aprendizagem do conceito da taxa.

A aplicacdo das atividades foi realizada em uma sala com uma dupla de estudantes
da Licenciatura em Matematica, selecionados pelos critérios de terem cursado ou estarem
cursando alguma disciplina de Célculo Bésico e terem alguma experiéncia anterior de uso da
tecnologia computacional no estudo de funcdes, a fim de terem um olhar mais critico e
detalhado sobre os recursos do software.

Os instrumentos de aplicacdo foram as fichas de atividades em papel e um
computador com acesso a internet para utilizar o Function Studium. A interacdo entre os
estudantes e o software e a interacdo entre os proprios estudantes foram registradas por meio
de um software de captura de tela e uma camera filmadora respectivamente, além dos
registros escritos na ficha de atividades.

Antes da realizacdo das atividades foram apresentados aos estudantes os objetivos da
experimentacdo e o software utilizado. Ap0s isso, eles foram orientados a ler as questdes na
ficha de atividades e explorarem o software para respondé-las. O tempo para a execucao da
atividade foi de aproximadamente 2 horas, que adicionadas ao tempo inicial de apresentacdes

dos objetivos e do software, levou a um tempo total de 2 horas e meia.
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6.1.2 Descricdo das atividades

A seguir sdo descritas as duas atividades que fizeram parte da experimentacgéo,
explicitando-se o tempo previsto para cada tarefa, os aprendizados esperados dos estudantes
e as implicacOes decorrentes do uso do software para a abordagem da taxa de variacdo no

contexto desta pesquisa.

Atividade 1

Para a realizagdo das atividades abaixo, acesse o software de fungdes no link:

http://lematec.net.br/funcao.

1.1) No software, trace a funcéo f(x) = 0,7x - 3,8 para responder as seguintes questoes:

a) Use a ferramenta “Taxa de variagdo” no grafico da funcdo e insira os valores abaixo na

janela “Pontos/Taxas” para responder: quando x varia de 0,5 a 1,5 qual a variagdo em y?

E quando x varia de 3,5a 4,5? E de -2,5a-1,5?

b) Com o valor Ax =1, varie o valor de x no grafico para obter diferentes valores para x e
y e observe o comportamento de Ay na janela “Pontos/Taxas”. O que vocé percebe em

relacdo ao comportamento de Ay?

Tempo previsto: 5 min

Aprendizados esperados: Perceber que para a fungdo dada, para um dado Ax, o Ay ¢ fixo
para todo o x alcancado na tela.

Beneficios com o0 uso do software: A variacdo dinamica permite testar um conjunto de
valores do dominio enquanto a conexdo do grafico com a janela de pontos permite observar
a invariabilidade do Ay simultaneamente ao deslize de x. E possivel testar valores isolados
de x por meio da janela de pontos ou um conjunto de valores por meio do deslize da variavel
X.

Dificuldades/limita¢des com o uso do software: E preciso coordenar variagbes em duas
notacGes. Apesar de se estar variando x e X1 simultaneamente, o gréfico s6 mostra x, o que
pode dar a impressdo de s estar variando um ponto, dessa forma se o estudante mantiver a

atencdo apenas no gréfico, pode confundir a varia¢ao de y com a varia¢do de Ay e achar que


http://lematec.net.br/funcao
http://lematec.net.br/funcao
http://lematec.net.br/funcao
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esta Ultima varia com a variacdo de x. Uma restricdo causada pelo uso do software, que de
certa forma se aplica a toda esta atividade, é a perda da experiéncia numérica do calculo da

variacao.

c) Escolha diferentes valores para AX, insira-os na janela “Pontos/Taxas” e varie X para
observar o comportamento da variagdo Ay para cada AX. Como se comporta Ay nos valores

do dominio da fung&o alcancados?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Perceber que para a fungdo dada, ao variar o Ax, o Ay é fixo para
cada Ax, para todo o x alcangado na tela.

Beneficios com o uso do software: Variagcdo dindmica e conexdo de agdes entre o grafico e
a janela de pontos para testar varios valores de Ax de forma rapida.
Dificuldades/limitag6es com o uso do software: O software ndo permite memorizar cada
valor testado ou disponibilizar uma sequéncia com os valores testados para auxiliar o
estudante na analise, dessa forma o estudante pode esquecer o que ocorreu em simulacdes

anteriores.

1.2) Escolha outras funcdes afim e para cada caso teste o item (c) da questdo anterior. O
que vocé percebeu no item anterior continua valido para esses casos? O que iSso sugere

em relacdo a variacdo na funcao afim?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Inferir que na fungdo afim, variagbes iguais em x levam a
variagOes iguais em f(x).

Beneficios com o uso do software: Variagdo dindmica e conexdo de agdes entre o gréfico, a
janela de pontos e a janela de pardmetros para testar varias fun¢@es de forma pratica.
Dificuldades/limitacGes com o uso do software: O software ndo permite memorizar cada
valor testado ou disponibilizar uma sequéncia com os valores testados para auxiliar o
estudante na analise. Outra limitacdo é ndo permitir a variagdo automatica de x ou de Ax, por
exemplo, o que permitiria reduzir as agdes do estudante na tela e manter a atencdo no

essencial.
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1.3) Mantendo o 4x fixo, varie os coeficientes da funcdo afim e observe a variacédo da taxa
média de variacdo Ay/4x. Que relagdes vocé percebe entre tais coeficientes e o valor de
Ay/Ax?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Perceber a influéncia de cada coeficiente da funcdo afim na
variacdo da taxa de variacao.

Beneficios com o uso do software: Variacdo dindmica dos coeficientes e conexdo com o
grafico e a janela de pontos para explorar a influéncia dos mesmos na taxa de variacao.
Dificuldades/limitacGes com o uso do software: O software ndo permite memorizar cada
valor testado ou disponibilizar uma sequéncia com os valores testados para auxiliar o
estudante na andlise. Existe também a limitacdo de ndo permitir a variacdo automatica da
variavel x. E ainda, a experiéncia numérica do calculo da taxa de variagdo, em que se calcula
0 quociente da variacdo de y pela variacdo de x é suprimida, fato inevitavel face a escolha de

manter o foco no aspecto variacional da taxa.

Use a ferramenta “taxa de variagdo” e em um intervalo qualquer de x faca o Ax cada vez
menor no grdfico ou diretamente na janela “pontos/taxas’ (por exemplo, 1; 0,5; 0,1; 0,05;
0,01; 0,001; 0,0001), observando o comportamento do valor da taxa de variacdo. No
software, quando Ax é pequeno o suficiente, por exemplo Ax = 0,0001, é possivel simular o

limite da func&o no ponto xo quando x tende a Xo.

1.4) Ao simular o processo descrito acima, tome diferentes fungdes afim e varie a variavel x
observando o valor de 4y/4x. Como esse valor varia em fungéo de x? O que isso sugere a
respeito da taxa de varia¢do na funcdo afim?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Inferir que dada uma funcéo afim, a taxa de variagcdo em funcéo
de x é constante e corresponde ao coeficiente a de ax + b.

Beneficios com o uso do software: A limitacdo com o numero de casas decimais, por outro

lado, possibilita simular a taxa de variacdo no ponto ao se escolher um Ax pequeno o
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suficiente para o software, dessa forma, apesar de a ferramenta limite ndo ter sido
disponibilizada nesta verséo, tal simulacdo da conta de explorar alguns aspectos da taxa de
variacdo instantanea. A variacao dinamica dos coeficientes e da variavel x em conexdo com
o gréfico e a janela de pontos permite simular um grande ndmero de fungdes afim, para
perceber a relagdo entre a funcéo e sua taxa de variagdo no ponto de forma empirica.

Dificuldades/limita¢des com o uso do software: O software ndo permite memorizar cada
valor testado ou disponibilizar uma sequéncia com os valores testados para auxiliar o
estudante na andlise. Outra limitacdo é devido a auséncia de uma fungéo “zoom dindmico”
que aproxime ou afaste automaticamente conforme se “deslize” a variavel x, o que faz com
que o dominio da funcdo a ser testado seja bem limitado, embora seja possivel mover
manualmente o eixo de coordenadas, ou alterar a escala dos eixos, que permite visualizar
uma maior parte do eixo x e manipular a variavel. Além disso, apesar de o software prover
uma exploracdo empirica do fato matematico em questéo, € preciso consolidar as inferéncias
dos estudantes com a demonstragdo matemaética, que nesse caso utiliza o conceito de limite

aplicado a expressdo matematica da taxa de variacao.

Atividade 2

2.1 Escolha uma funcdo quadratica, trace seu grafico e varie a variavel x usando a
ferramenta taxa de variagdo no grafico. Mantendo AX fixo, descreva como Ay varia com a
variacdo de x. Repita a operagdo para outras fungdes quadraticas (Para isso, altere 0s
valores dos coeficientes na janela ‘“Parametros”) e observe como se da essa variacdo em

cada caso.

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Perceber que a variagdo de Ay nao € constante para acréscimos
iguais em Ax, como na funcdo afim. Descrever brevemente como se d4 o padrao da variagdo
de Ay em fung¢@o de x (para os casos em que a >0 ¢ a <0).

Beneficios com o uso do software: A variacdo dindmica no grafico e nos parametros em
conexao simultdnea com a janela de pontos prové a exploracao de varias fun¢Bes quadraticas
de forma rapida e pratica, possibilitando a percepc¢do de um padrdo de variagdo de Ay.
Dificuldades/limitacGes com o uso do software: Variar x no grafico e coordenar a variacao

simultanea de Ay na janela de pontos em uma unica célula pode tornar trabalhosa a busca por
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um padrdo. Um segundo gréafico em paralelo, no qual fosse possivel visualizar a varia¢éo de

Ay em func¢do de x poderia auxiliar o estudante na percepg¢éo do padréo de variagao.

2.2 Ainda utilizando a ferramenta taxa de variagdo, aumente o nimero de incrementos na
janela “Pontos/Taxas” para calcular a taxa média de variagao entre intervalos sucessivos

com AX fixo. Ao analisar a sequéncia de valores de Ay/AX na janela “Pontos/Taxas” que

relacdo vocé observa na sua variagdo A(Ay/AX) e o que tal relacdo sugere?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Perceber que A(Ay/AX) é constante.

Beneficios com o uso do software: O software permite articular notagdes como o grafico e
a tabela da janela de pontos de forma dinamica, e com as a¢6es em uma notacao refletindo-
se simultancamente na outra. A ferramenta taxa de variagdo com varios incrementos de Ax
possibilita visualizar a peculiaridade da variacdo no modelo quadratico, no qual as variacoes
sucessivas de Ay sdo acrescidas/decrescidas de um valor constante.
Dificuldades/limita¢des com o uso do software: A configuragéo tabular da janela de pontos
ndo facilita a visualizacdo do que acontece na covaria¢do, como seria em uma tabela na qual
ha uma coluna para cada varidvel e suas variagdes sucessivas podem ser facilmente
relacionadas por estarem na mesma linha da tabela. Um fator que dificulta tal leitura
covariacional é gque, na mesma coluna da janela de pontos sdo encontrados valores tanto para
Ay/Ax quanto para A (Ay/Ax). A descrigdo das variaveis junto as células da janela de pontos
minimiza essas dificuldades, mas ndo deixa de exigir do estudante uma maior atencéo para a

leitura correta da variagdo de Ay/Ax.

2.3 Ainda na simulacdo do item anterior, varie a variavel x no grafico e observe a variacao
da taxa de variagdo A(Ay/AX) na janela “Pontos/Taxas”, como se comporta A(Ay/AX) com
a variagdo de x? Teste outras fungdes quadraticas, descreva o que vocé percebeu e o que

isso sugere em relacdo a variacdo nas fungdes quadréticas.

Tempo previsto: 10 min
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Aprendizados esperados: Inferir que as variagdes sucessivas de Ay/Ax variam conforme o
mesmo valor em todo o dominio da funcéo; Inferir que tal caracteristica é peculiar ao modelo
quadratico.

Beneficios com o uso do software: Como essa questdo € uma continuacdo da anterior, 0s
beneficios referentes a ela se aplicam também aqui. Além deles, a variagdo dindmica da
variavel e das barras dindmicas sobrepostas ao grafico é conectada simultaneamente a tabela
da janela de pontos, provendo uma articulagdo poderosa entre as notagfes. Os valores nas
janelas de pontos respondem de forma instantanea a variacdo da varidvel no grafico ou a
variacdo dos parametros para a obtencdo de uma nova fungdo, sem necessitar repetir o
processo cada vez que uma nova funcéo é gerada.

Dificuldades/limitacbes com o uso do software: As dificuldades expostas na questdo
anterior também se aplicam aqui, com o acréscimo de que, nesse caso em que a articulacao
entre notagdes e o dinamismo das a¢fes é intenso, seriam importantes 0s recursos de suporte
ao raciocinio do estudante como, por exemplo, ferramentas de memoria para “guardar” o
valor de A(Ay/Ax) para uma dada fun¢do ou mesmo lista-los em uma tabela, além da variacéo
automatica de x no gréafico e a possibilidade de sobrepor ao grafico uma janela que mostrasse
a variavel A(Ay/Ax) para que nao se recorresse sempre a janela de pontos para buscar esse

valor.

2.4 Que influéncia vocé percebe do valor dos coeficientes da funcdo quadratica sobre o
valor de A(Ay/AX)?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Perceber que apenas o coeficiente a de ax? + bx + ¢ tem influéncia
sobre A(Ay/Ax) e descrevé-la brevemente.

Beneficios com o uso do software: A articulacdo do modelo algébrico com a tabela
possibilita uma visdo clara da relacéo entre os coeficientes e a variagdo da taxa de variacao.
O software potencializa essa possibilidade ao dinamizar a variagdo dos coeficientes e
conectar simultaneamente essa variacdo com a tabela, que ja fornece o valor da variacédo
A(Ay/Ax). Dada a caracteristica peculiar da fun¢ao quadratica, na qual a variacdo da taxa de
variacao € constante, o software ja disponibiliza essa variavel na janela de pontos, otimizando

o tempo do estudante para explorar essa propriedade em varias funcdes.



114

Dificuldades/limita¢des com o uso do software: Um fator que pode limitar a exploracéo do
estudante é que a variacdo dos parametros pelo controle deslizante € limitada, caso o limite
seja ultrapassado ha um tipo de extrapolacéo dos valores, levando a nimeros muito grandes
e inviabilizando a visualizagdo no gréafico. Além disso, como ja colocado em questdes
anteriores, a auséncia de recursos como memoria, variagao automatica e listar em uma tabela
a relacdo entre a funcéo e a variavel escolhida, limita o suporte ao raciocinio dos estudantes.
Por fim, ao analisar a influéncia do coeficiente a em A(Ay/Ax), o estudante tem apenas a
exibicdo do valor na janela de pontos, que varia com a variacdo de a, mas que depende
também do valor escolhido para Ax. Assim, pode-se chegar a conclusdes precipitadas em
relagdo a como A(Ay/Ax) varia em relagdo ao coeficiente a quando ndo é considerada a

influéncia de Ax.

2.5 Escolha uma funcdo quadréatica e use a simulacdo do limite (descrito na atividade 1)
para observar como a taxa de variagdo no ponto varia em fungéo de x. Quando x cresce,
como se comporta o valor da taxa de variagdo? Em que intervalo a taxa é negativa e quando

ela muda para positiva, e 0 que isso tem a ver com o grafico dessa funcdo?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Descrever como a taxa de variagdo simulada varia em fungéo de
x e articular tal dependéncia com os aspectos do grafico da fungédo quadréatica escolhida.
Beneficios com o uso do software: A natureza da questdo pede um ambiente dindmico e
articulado entre o grafico da funcdo e os valores numéricos tomados pela taxa de variacéo a
cada ponto. Dessa forma, o software prové tal dinamismo ao permitir que a variavel x seja
manipulada de forma conectada a janela de pontos, enquanto é simulado o limite da taxa de
variacdo quando Ax tende a zero. A articulagdo requerida entre a variagdo da taxa e os
aspectos do grafico da funcédo € possivel no software, pois as agdes nas janelas do gréafico e
de pontos/taxas sdo conectadas simultaneamente. Além disso, sdo indicados os pontos do
grafico da fungéo por linhas demarcadoras, o que facilita delimitar a parabola para relacioné-
la com o valor da taxa de varia¢do no ponto dado.

Dificuldades/limitacdes com o uso do software: Uma limitacdo do software é a propria
auséncia da ferramenta limite, que embora tenha sido suprida pela sua simulacdo, tem
limitagdes. A ferramenta “macro”, de suporte ao raciocinio, caso implementada poderia ter

suprido ainda mais a auséncia da ferramenta limite pois a simulag¢do seria adicionada ao
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conjunto de funcgdes do software e poderia ser usada sempre que o estudante a requisitasse.
Outro aspecto é a limitacdo da janela de pontos para a analise da taxa de variagdo, pois nela
apenas pode ser acompanhada a variacdo simultanea do valor da taxa, o que pode gerar
dificuldade para que o estudante, que manipula a variavel no grafico e observa a mudanca
numérica na janela de pontos, perceba o que acontece com a taxa. Esta dificuldade poderia
ser minimizada com um grafico da taxa de variacdo paralelo ao da funcdo ou mesmo uma

tabela de valores que relacionasse a variacao de X com a variacao da taxa.

2.6 Na mesma fung@o que vocé escolheu no item anterior, use a fungdo “reta tangente”
para observar como a inclina¢do dessa reta varia quando se varia o valor de x. Que relagdes
vocé percebe entre a inclinacdo da reta tangente ao grafico e o0 comportamento da taxa de

variacdo no ponto?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Relacionar a variagdo da inclinagdo da reta tangente com a taxa
de variagéo no ponto.

Beneficios com o uso do software: A sobreposicdo de objetos da geometria no grafico da
funcdo possibilita uma articulacdo da taxa de variacdo com a reta tangente ao ponto. O
ambiente dindmico proporciona ao estudante variar a varidvel x e visualizar a variagdo da
inclinagéo da tangente associada a x. A ideia do movimento da reta, a0 mesmo tempo que
requer cuidados de interpretacdo, pode proporcionar uma poderosa associagdo com uma
maior ou menor taxa de variacdo sem necessariamente exibir seus valores.
Dificuldades/limita¢fes com o uso do software: No software, ndo € possivel atrelar a reta
tangente a ferramenta taxa de variacdo para manipular a varidvel e, simultaneamente,
observar tanto a varia¢do da taxa como a inclinacdo da reta tangente, percebendo a relacao
entre elas. Devido a essa limitacdo, foi necessario explorar previamente a relacdo entre a
parabola que representa o grafico e a taxa de variacdo instantanea, para que o estudante possa
relacionar a inclinagéo da reta com a taxa de variagéo de forma indireta, ao relacionar a reta
com o gréfico da funcdo. Em relacdo a ferramenta da reta tangente em si, é possivel observar
que ao ponto que ela varia com a variacdo de X, a reta tangente nunca é a mesma, pois
variando o ponto X, a reta que passa pelo ponto associado também muda. No entanto, essa
conclusao pode ndo ser imediata para alguns estudantes, pois ao mover-se 0 X ha a impressao

de que se esta movendo a mesma reta. No software, a indicacdo de que tais retas tangentes
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sdo distintas esta na janela de funcdes, onde é possivel ver a equagéo da reta, no entanto, essa
limitacdo é frequente de ambientes dindmicos, nos quais ha a impressdo de que 0 mesmo

objeto esta se movendo.

2.7 Teste outras funcdes quadraticas e observe as relacdes entre a concavidade da parabola
que representa o grafico da fungdo e o comportamento da taxa de variacdo no ponto ao

variar x no grafico. O que vocé percebeu?

Tempo previsto: 10 min

Aprendizados esperados: Inferir que se a concavidade da parabola que representa a funcédo
é para cima, a taxa de variacdo no ponto é estritamente crescente quando x cresce, se a
concavidade €é para baixo, a taxa de variacdo no ponto é estritamente decrescente quando x
cresce.

Beneficios com o uso do software: A variacdo dinamica dos coeficientes na janela de
parametros e da variavel x no grafico, de forma conectada a variagéo da taxa de variacdo na
janela de pontos, proporciona explorar as relacdes entre a concavidade da pardbola e a taxa
de variacdo de forma préatica e rapida, possibilitando testar varias funcGes quadraticas
representadas por pardbolas concavas para cima e céncavas para baixo e perceber como se
diferencia a variagdo da taxa em ambos os casos.

Dificuldades/limita¢bes com o uso do software: As dificuldades esperadas em relacéo a
essa tarefa com o uso do software, giram em torno de como analisar a variacdo da taxa, dada
uma funcéo e sua parabola, pois ndo ha ferramentas que exibam com mais detalhes essa
variacdo, além da janela de pontos, na qual é exibido o valor da taxa simultaneamente a
variacdo de x e em apenas uma célula. Como foi levantado antes, essa limitagdo seria
minimizada pela disposicdo de um grafico auxiliar, no qual fosse possivel acompanhar o
grafico da taxa de variacdo em funcdo de x, ou mesmo por uma tabela, na qual fosse listada
tal relacdo. Além disso, é possivel que a auséncia de ferramentas de suportes ao raciocinio,
como variagdo automatica ou memoria, sejam sentidas quando os estudantes lidarem com

varias funcgoes e as respectivas relacfes entre seu grafico e a taxa.
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2.8 Trace uma funcgéo polinomial de grau 3 no grafico e simule a taxa de variacao no ponto.
Em seguida, varie x no grafico e observe como a taxa de variagdo varia em funcédo de x.
Como a taxa de variagdo da funcdo se comporta na mudanca de concavidade no grafico?

Teste outros casos desse mesmo tipo de funcdo e descreva o que vocé percebeu.

Tempo previsto: 15 min

Aprendizados esperados: Relacionar o ponto de inflexdo com a taxa de variagdo no ponto;
Inferir que na mudanga de concavidade a taxa de variagdo muda o sentido de crescimento.
Beneficios com o uso do software: Os beneficios relativos a utilizacdo do software nessa
tarefa sdo praticamente 0s mesmos da questdo 2.5, visto que a diferenca entre aquela questdo
e a presente é que, nesta, a analise da variacdo da taxa tem o objetivo de relaciona-la com o
ponto de inflexdo do grafico. Adicionalmente, quando se utiliza o software para estabelecer
essa relacdo, o beneficio especifico é a possibilidade de variar a variavel no grafico e
visualizar a variacdo simultanea do valor da taxa de variacdo no ponto, de forma que ao
“mover” a variavel na regido do grafico associada ao ponto de inflexdo, seja possivel
estabelecer um padréo de comportamento da taxa nessa regido ao analisar varias fungdes do
tipo dado.

Dificuldades/limitagcdes com o uso do software: As dificuldades relacionadas a tarefa 2.5
também se aplicam nesta tarefa. Especificamente na articulacdo da taxa de variagdo com o
ponto de inflexdo no gréafico, as dificuldades giram em torno da auséncia de ferramentas no
software para “acessar” esse ponto e poder visualizar com mais clareza 0 momento em que
a taxa de variacdo troca o sentido de crescimento. Sem recursos explicitos para determinar
exatamente esse ponto, os estudantes apenas podem guiar-se pelo valor da taxa de variacao
na janela de pontos e verificar que em algum momento o sentido de crescimento € invertido,
mas, ainda assim, o software pode ndo dar conta de determinar tal ponto, 0 que pode gerar
confusdo a respeito do ponto de inflexdo. Uma solugcdo mais pratica seria que o software
indicasse 0s pontos notaveis para cada tipo de fungdo ao variar a variavel no gréfico,
possibilitando assim uma visdo mais clara do comportamento da taxa de variacdo nesses

pontos.
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6.2 Analise e discussao dos dados

Nesta secdo sdo apresentadas a analise e a discussdo dos dados da experimentacéo,
associada a fase de anélise a posteriori no Processo de Software. Tais dados consistiram da
gravacdo da tela do Function Studium, gravacao em video da interacdo dos estudantes, folhas
do teste escrito e observac6es do pesquisador.

O experimento foi realizado em uma sala, onde a dupla de estudantes tinha um
computador disponivel para explorar o software enquanto realizavam as atividades e
escreviam as conclusdes dos seus raciocinios nas folhas. O pesquisador assumiu o papel de
observador, entretanto pontuou comentarios e questionamentos em alguns momentos, para
esclarecer davidas ou obter respostas mais claras dos estudantes.

A seguir, foram relacionadas as questfes que fizeram parte das atividades, sendo
descritas as interacdes e uma analise sobre a forma como o uso do software Function Studium
beneficiou ou limitou a experiéncia e o entendimento dos estudantes ao abordar a taxa de
variacdo. Posteriormente, esses resultados sdo discutidos em relagdo ao Quadro de Carlson
(2002) dos Niveis de Raciocinio Covariacional e em relacéo as fases do Modelo de Processo

de Software adotado.

6.2.1 Analise dos dados (Andlise a posteriori)

Questdo 1.1 - item (a)

Neste item, os estudantes deveriam tracar a funcdo f(x) = 0,7x - 3,8 e verificar a
variagdo em y = f(x) nos intervalos indicados, sendo esperado que comegassem a inferir que
nessa fung¢do, para os intervalos em x com o mesmo Ax, os intervalos em y também tinham
Ay fixo. As ferramentas do software auxiliaram os estudantes nessas conclusoes e a inferir
antecipadamente que esse padrdo seria observado nos demais intervalos da funcédo, ao usarem

por livre escolha o recurso da taxa de variacdo em intervalos sucessivos.
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Figura 53: Atividade dos estudantes na questdo 1.1
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Beneficios do uso do software

B1- A representacdo da variacdo em duas opg¢des de notacdo (grafico e janela de pontos)
permitiu aos estudantes optar por aquela que expressava mais claramente o valor da variagdo

em y com uma variacao dada em Xx.

Quadro 16: Discussédo dos estudantes na questdo 1.1a

Estudante 1: Ai ele ta perguntando qual é a variacdo de y.

Estudante 2: E do... E de... Tem de menos trés virgula setenta...

Estudante 1: E “zero virgula setenta”. Tem aqui. (Exibe o valor na janela de pontos)
Estudante 2: Ah to vendo. Certo (...) Qual é a variacdo de y... E zero virgula sete... Certo...

B2 - A opcdo de manipular a varidvel pontualmente (na janela de pontos) ou continuamente
(pelo deslize do ponto no grafico) permitiu aos estudantes mobilizar as notacBes que se

aplicassem melhor as suas intengdes, o que reforga o beneficio das “notag¢des de a¢do”.

B3- O uso da ferramenta “taxa de varia¢do”, aplicada em intervalos sucessivos do dominio
abordada neste item, fez com que os estudantes inferissem antecipadamente (ainda no item

a) que para intervalos iguais em Xx, as variagdes em y correspondentes seriam também iguais.
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Quadro 17: Discussao dos estudantes na questéo 1.1a

Estudante 1: (Interrompe) Bota no mais... D& pra baixar César?

Pesquisador: Baixar 0 qué?

Estudante 1: Quando aperta aqui o... (Refere-se a opcdo de gerar varios intervalos
sucessivos na ferramenta taxa de variacéo)

Estudante 2: Ele coloca mais opg¢des ne?

Pesquisador: Bem, vocé ta pegando varios intervalos.

Estudante 1: Ah... Mas aqui é de... E, vai dar certo, a gente s precisa disso aqui 6...(aponta
no grafico as variacOes iguais em y). Na verdade, a gente nem precisava ter feito isso, vali
ser igual mesmo, porque nédo é a funcdo afim né? Entdo a variacdo dela é constante... A taxa
de variagdo dela. E... E “zero virgula sete”.

Estudante 2: E constante...

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL1- Os estudantes sentiram falta de digitar o modelo algébrico diretamente no software,

como opc¢ao aos controles deslizantes.

Quadro 18: Discussao dos estudantes na questdo 1.1a

Estudante 1: Da pra digitar né? (pergunta ao pesquisador, sobre como definir os coeficientes
da funcéo) Da pra digitar direto ou precisa...?

Pesquisador: Nao... Tem que... (gesticula que é preciso variar o controle)
Estudante 2: Precisa... Tem que variar a setinha né?

DL2 - O automatismo em se obter a varia¢do de y com a variacao de x na janela de pontos,

reduziu a experiéncia numérica bem como a de leitura do grafico para obter essa variacao.

Questédo 1.1 - item (b)

No item (b), os estudantes deveriam manter AX = 1 e variar a variavel x observando
o comportamento de Ay na janela “Pontos/Taxas”, sendo esperado que eles ampliassem para
todo o valor de x alcancado, a propriedade que haviam percebido no item (a). Como mostrado
no item anterior, essa propriedade foi percebida antecipadamente pelos estudantes ao

variarem o x usando a ferramenta taxa de varia¢do em intervalos sucessivos.
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Beneficios do uso do software

B4 - A variacdo dindmica da varidvel x no gréafico, percorrendo o dominio da funcéo,
contribuiu para que os estudantes percebessem que a variacao Ay Se manteve invariavel,
fixado o AX.

Quadro 19: Discussao dos estudantes na questdo 1.1b

Estudante 1: E.. Quando vocé da uma determinada (..) variagcdo do X, vocé vai ter a mesma
variacdo do delta y.

Pesquisador: Se vocé quiser deslizar isso aqui pra vocé observar no dominio, vocé pode
variar esse ponto X...

Estudante 2: Esse ponto aqui no caso né? (Varia o ponto x no grafico)

Pesquisador: E, vocé pode deslizar ele e observar essas variagoes.

Estudante 2: E.. ela se mantém.

Estudante 1: Fixada a variacdo do x (...) fica fixada também a do y porque a tangente do
angulo é constante. Tem que dar igual aquele valor de delta y sobre delta x.

Questdo 1.1 - item (c)

No item (c) os estudantes deveriam mudar o valor de AX e variar a variavel x para
observar o comportamento da variacdo Ay para cada AX. Era esperado que os estudantes
percebessem que a propriedade inferida nos itens anteriores permanecia invariavel tambem

nesses casos, o que foi confirmado com a exploragdo dos casos no software.

Beneficios do uso do software

B5- A articulagdo da ferramenta “taxa de variagdo” em intervalos sucessivos com a variagao
dindmica da variavel x no grafico percorrendo o dominio, fez com que os estudantes
percebessem que mesmo para valores de delta x diferentes do item anterior, intervalos iguais

em X ainda levavam a variacOes iguais emy.
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Quadro 20: Discussao dos estudantes na questdo 1.1c

Estudante 2: O delta x... Vou colocar dois (...) (define Ax = 2). Ja alterou essa escadinha no
caso ne? SO que alterou o x ne?

Estudante 1: E também o y. Antes estava marcando zero virgula sete, agora ta marcando um
ponto quarenta.

Estudante 2: Mas a variacdo continua a mesma... Ou seja, a cada dois pontos...

Estudante 1: A taxa! A taxa de variagdo € a mesma.

Estudante 2: A taxa de variagdo continua a mesma... E se eu dividir um ponto quarenta por
dois vai dar... ponto setenta...

Estudante 1: Ai foi bom quando ele (o pesquisador) falou que a gente desliza e vai 0 (varia
a variavel x no grafico e mostra ao colega que o valor da variacdo de Ay permanece
constante).

Questéo 1.2

Na questdo 1.2, os estudantes deveriam testar a invariabilidade da propriedade
inferida anteriormente para outras funcdes afins, tendo que repetir, para cada caso, o item (c)
da questdo anterior. Ao realizar os testes para cada funcdo escolhida, eles perceberam que a
propriedade continuava invariavel, o que os fez inferir que a mesma constitui o padréo de

variagcdo no modelo afim.

Beneficios do uso do software

B6 - A conexdo dinamica e simultanea entre 0 modelo algébrico e a janela de pontos foi util
para testar diferentes fun¢des observando ao mesmo tempo o comportamento do Ay para cada
Ax escolhido.

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL3 - A auséncia de uma ferramenta de memorizacdo de valores testados fez falta nesse
item, pois o0s estudantes testaram novos valores de taxa de variagdo em uma outra funcéo e

tiveram dificuldade de lembrar qual o valor da taxa eles haviam obtido no caso anterior.
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Questao 1.3

Na questdo 1.3, os estudantes deveriam manter o Ax fixo e variar os coeficientes da
funcéo afim, observando a variagdo da taxa média de variagdo Ay/Ax para estabelecer uma
relacdo entre suas variacbes. Era esperado que os mesmos percebessem como cada
coeficiente influenciava a taxa média de variac&o.

Inicialmente, os estudantes tentaram a estratégia de escolher trés valores distintos e
pre-fixados para os coeficientes da fungéo, ao invés de variar o controle deslizante e observar
simultaneamente a variacdo da taxa. Nesse tipo de estratégia, seria interessante o recurso de
uma lista ou tabela, que relacionasse cada valor de coeficiente escolhido com o valor da
variagdo da taxa.

Apo6s uma certa dificuldade em obter os valores escolhidos pelos controles deslizantes
e com a sugestdo do pesquisador, os estudantes decidiram observar a influéncia dos
coeficientes no valor da taxa enquanto deslizavam os respectivos controles e observavam a
variacdo simultanea na janela de pontos. Dessa forma, concluiram que a variagdo do
coeficiente do termo independente n&o altera o valor da taxa de variagdo, enquanto o

coeficiente relacionado a variavel x é igual a taxa de variag&o.

Beneficios do uso do software

B7 - A conexdo simultanea entre 0 modelo algébrico e a janela de pontos foi Gtil para testar
diferentes coeficientes observando ao mesmo tempo a influéncia dos seus valores na variacdo

da taxa média de variag&o.

Quadro 21: Discusséo dos estudantes na questao 1.3

Pesquisador: O que essa questdo t& procurando saber é a relacdo entre o coeficiente... Por
exemplo, o que é que o coeficiente b pode mudar na taxa de variagdo. E... Vocés observam
o valor da taxa de variagdo... Entdo, mudando o b, o que ¢ que muda na taxa de variacao e
mudando o0 a 0 que € que muda na taxa de variacao.

Estudante 1: Mudando o b ndo muda nada. (Conclui ap6s variar o valor do coeficiente e
observar o valor da taxa na janela de pontos.)

Estudante 1: Quando muda o a, o valor dela vai mudar exatamente pra onde o valor de a foi.
(Conclui ap6s variar o valor do coeficiente e observar o valor da taxa na janela de pontos.)
Estudante 2: Mas a taxa de variagdo continua a mesma coisa, continua zero

Estudante 1: N&o, ndo.. A taxa da taxa média de variagao!
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Estudante 1: Entdo a relagdo que a gente pode perceber .... No caso do coeficiente b nao
tem alteracdo, o valor dele pode ser qualquer um que o valor de Ay/Ax vai ser o que ele for.
Estudante 2: Sempre igual ao coeficiente angular (confunde o b com o a)

Estudante 1: E ele é igual ao valor do coeficiente angular (Refere-se ao coeficiente a)

Dificuldades/limitacdes pelo uso do software

DL4 - Auséncia de uma ferramenta de memorizagéo ou lista de valores relacionados para
analisar a relacdo entre os coeficientes da funcédo e a variacdo da taxa média, na estratégia

inicial utilizada pelos estudantes.

DL5 - Os valores dos coeficientes obtidos no software por meio dos controles deslizantes
limitaram-se a inteiros e decimais de no maximo uma casa, 0 que restringiu a escolha dos
estudantes. Além disso, alguns valores nao puderam ser obtidos por alguma falha pontual do

aplicativo.

Quadro 22: Discusséo dos estudantes na questao 1.3

Estudante 1: Vamos botar... menos um, um e dois, nos coeficientes. (Varia o controle
deslizante do termo independente, mas ndo consegue chegar ao valor -1 devido a uma falha
do aplicativo)

Estudante 1: Ah...

Estudante 2: Bota ai que eu ndo td conseguindo ndo...

Estudante 1: Beleza, entdo acho que ndo vou conseguir também.

Estudante 1: Coloca dois entdo no caso...

Estudante 2: Ele pula de “zero nove” pra “ponto um”...

Estudante 1: E, o dois também ta pulando (...) Mas nio tem problema nao..

Estudante 2: Vamos botar dois e meio entdo.. Fica mais...

Estudante 1: Acho que ndo vai também néo.
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Questdo 1.4

Na questéo 1.4, os estudantes foram solicitados a construir uma simulagdo do limite
da taxa média quando Ax tende a zero, o que foi possivel no software ao escolher um valor
pequeno o suficiente (4x = 0,0001). A partir dessa simulacéo, os estudantes deveriam tomar
diferentes fungdes afim e observar como a taxa de variagdo variava em funcéo de x.

Era esperado que os estudantes inferissem que dada uma fungdo afim, a taxa de
variacdo em fungdo de x é constante e corresponde ao coeficiente a de ax+b, o que foi
constatado ao variarem o valor de x por todo o dominio disponivel na tela e perceberem a

invariancia do valor da taxa de variagéo.

Beneficios do uso do software

B8- A abordagem de funcdo por notacGes/representacdes distintas conectadas de forma
simultanea, permitiu que dependendo do aspecto a ser explorado, fosse escolhida a
representacdo que expressava o aspecto de forma mais clara e eficiente para a compreensao

das propriedades analisadas.

Quadro 23: Discussao dos estudantes na questédo 1.4

Estudante 1: Entdo tem que variar aqui o valor de delta x né? N&ao, ndo... Tem que variar 0
valor de x, porque o delta x vai ser sempre pequeninho. (Os estudantes decidem variar o
valor de x por meio da janela de pontos)

Estudante 2: Escolhe x=5 (E observa o valor da taxa)

Estudante 1: Bem, nesse caso aqui ndo vai mudar nada. (Verifica que para o valor escolhido,
a taxa de variacéo permanece inalterada)

Pesquisador: VVocé Testou pra um ponto né?

Estudante 1: Inducgéo vulgar.. (Brinca)

Pesquisador: Pra ficar mais dindmico vocé poderia fazer isso de outro jeito... Vocé té
analisando diretamente na janela, vocé pode ir 1a no grafico... (Sugere que 0s estudantes
variem o x diretamente no grafico)

Estudante 1: E verdade, bem mais rapido. Genial, genial. O delta x ndo ta mudando né? S6
o x... (Varia o x no gréfico e observa a invariancia do valor da taxa para todos os pontos
alcancgados )

Estudante 1: Entendesse? (Questiona se o colega teve a mesma concluséo) O valor do “delta
y sobre delta x”... Ele ndo varia. Quando vocé faz o delta x ser sempre pequenininho e ai
vocé vai mudando o valor de X, ele (Refere-se ao Ay/4x ) ndo vai variar.

Estudante 2: Ok...
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Estudante 1: O que isso sugere a respeito da variacao na fungao afim? (...) Hum... Ah que a
variacdo dela é constante.

Pesquisador: Bom, vocés decidem se € isso mesmo.

Estudante 1: O que tu achas?

Estudante 2: Assim, a taxa de variacao dela é constante. Sempre igual ao coeficiente angular.
Estudante 2: Eu acho assim, que esse aplicativo ¢ como se ele fosse um “estudo”... Porque,
por exemplo, tem coisas que vocé olha no grafico e ja pode tirar conclusdes... E vocé podendo
alterar qualquer uma dessas varidveis, vocé consegue visualizar melhor como a fungéo
funciona né?

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL6- As simulacdes das propriedades da taxa de variagdo no software por um lado
permitiram visualizar de forma muito clara tais propriedades, mas por outro, em alguns
momentos isolados levou os estudantes a afirmarem como verdadeiras proposicdes que

estavam sendo testadas em apenas um tipo de funcdo ou em apenas uma parte do dominio.

DL7- A limitagéo da quantidade de casas decimais exibidas na janela de pontos, que faz com
que o software exiba dois valores muito proximos como sendo iguais e a variagcdo por

consequéncia, igual a zero.

Quadro 24: Discussao dos estudantes na questédo 1.4

Estudante 2: (Insere o valor Ax = 0,0001)
Estudante 1: Ta parecendo como se fosse zero a variagao...
Estudante 2: (Tenta refazer o procedimento)

Questéo 2.1

Na questdo 2.1, os estudantes deveriam tracar o grafico de algumas funcdes
quadraticas e variar a variavel x usando a ferramenta taxa de variacdo com o Ax fixo, para
descrever como Ay variava em funcdo de x. Era esperado que eles percebessem que a
variacdo de Ay ndo ¢ constante para acréscimos iguais em Ax e descrevessem como se

comportava tal variacdo em funcdo de x, nos casos a>0ea<0.
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Quadro 25: Discussao dos estudantes na questdo 2.1

Estudante 1: (Escolhe a fungdo x? — 2x + 2 e usando a ferramenta taxa de variacdo varia o
valor de x no gréafico, enquanto visualiza a variacdo de Ay na janela de pontos.)

Estudante 1: Olha, t6 mudando aqui 0 x 0, e olha s6 pra o delta y... O delta x € 0 mesmo, ta
“um”, e ai o delta y vai aumentando. Consequentemente a taxa de variagdo né? Porque se o
delta x t4 sempre igual a “um” e o delta y t& aumentando, entdo a taxa de variagdo vai
aumentar também. Escreve ai..

Estudante 2: Como é? O que tu dissesse?

Estudante 1: Que o delta y ta aumentando conforme vocé aumenta os valores de X (...)

()

Estudante 2: N&o € aumentando, € variando né?

Estudante 1: N&ao, porque eu acho que ele vai diminuir... Se eu variar 0 X mais pra o vértice
da parabola (ao dizer isso, varia o x para a esquerda) ele vai diminuir né? N&o vai ta sempre
aumentando néo.

Estudante 2: Sim... Mas.. A taxa de variacdo aumenta né? Ou diminui, no caso?

Estudante 1: Depende.

()

Estudante 2: Entdo no caso, se eu vario o delta x...

Estudante 1: N&o, o delta x é constante.

Estudante 2: Se eu varioo X ...

Estudante 1: O delta y vai variar, deixando o delta x constante.

Apesar de terem variado o valor de x nos dois sentidos do eixo no grafico, os
estudantes se concentraram apenas em descrever como o Ay variava quando o X aumentava.
Por isso foi necessaria a intervencdo do pesquisador no sentido de chama-los a atencéo para

descrever o que acontece com essa variagdo com a diminui¢do continua do valor de x.

Quadro 26: Discussao dos estudantes na questéo 2.1

Pesquisador: Essa descri¢do que eu “t6” pedindo, é pra vocé descrever, se 0 X aumenta o que
acontece com o delta y, se o x diminui, o que acontece com o delta y?

Estudante 1: E porque... Vai ter uma hora que quando vocé comecar a diminuir o x, o delta
y vai... Eita, ndo... Ele vai diminuir, ¢ verdade.

(...)

Estudante 2: Quer dizer, se aumentar o X...

Estudante 1: VVai aumentar o delta y, e se diminuir o x, vai diminuir o delta y.

Em seguida, os estudantes testaram uma funcao em que o coeficiente a é negativo.
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Quadro 27: Discussao dos estudantes na questéo 2.1

Estudante 1: (Escolhe a fungdo -2x2 + 3x e varia o valor de x no gréfico, observando a
variacao no valor de Ay na janela de pontos.)

Estudante 2: V&, aumenta o X pra ver, positivo...

Estudante 1: (Varia o valor de x no grafico e observa a variacdo na janela de pontos) T4 ao
contrario... V&, quando vocé vai diminuindo aqui o X ele (refere-se ao Ay) vai aumentando.
Estudante 1: Ai ele ta perguntando o que?

()

Estudante 2: S pra vocé perceber a diferenca. O que deu pra perceber é, assim, quando o
coeficiente “a dois” ¢ negativo hd uma inversdo, quando eu aumento o x eu diminuo o delta
y e quando eu diminuo o x eu aumento o delta y.

Os estudantes testaram apenas uma fungdo em que a>0 e uma fungdo em que a<o0.
Apesar de terem chegado a conclusbes acertadas, precisariam testar mais casos para

fortalecer sua inferéncia.

Beneficios do uso do software

B9 - Quando os estudantes precisaram coordenar a variagdo de Ay com a variagdo de X, a
janela de pontos foi a notacgao escolhida para a visualizagdo dessa variagdo, apesar de estarem
manipulando o x por meio do grafico. Nesse caso, houve uma articulacdo de notacdes, em
que a acdo se deu em uma notacgéo e a visualizagdo do resultado da acéo se deu em outra. A
janela de pontos facilitou a visualizagdo da varia¢do do valor de Ay enquanto exibia fixo o

valor de AX.

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL8 - Quando os estudantes precisaram coordenar a variagdo de Ay com a variagao de x, a
visualizagdo da variagdo do valor de Ay ficava prejudicada sempre que esse valor alcangava
um ponto fora do alcance da tela, comprometendo a coordenacdo das duas variagbes no

grafico.
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Questéo 2.2

Nesta questéo, foi solicitado que os estudantes utilizassem um recurso da ferramenta
taxa de variacdo para calcular a taxa em intervalos sucessivos com o mesmo valor de AX,
sendo esperado que ao analisar a sucessao de valores da taxa, 0s estudantes percebessem que
tais valores variavam conforme um valor fixo.

A ferramenta taxa de variagdo se mostrou util para auxiliar os estudantes a
perceberem a caracteristica variacional no modelo quadratico, principalmente com o recurso
do aumento de incrementos, entretanto a disposicéo das linhas e colunas em que séo exibidos
os valores das variaveis e suas varia¢des dificultaram a analise dos estudantes por estarem

misturadas.

Beneficios do uso do software

B10 - A ferramenta taxa de variacdo aplicada ao gréafico e articulada a janela de pontos, ao
permitir o aumento do nimero de incrementos e calcular a variacdo da taxa média de

variacdo, permitiu visualizar o padrdo de variacdo no modelo quadratico.

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL9 - A disposicdo das linhas e colunas da janela de pontos/taxas dificultou a analise dos
estudantes quando exploravam a variagdo da taxa de variacdo, especialmente por inserir em

uma mesma coluna valores da taxa de variacdo e da variacdo da taxa de variagéo.

Quadro 28: Discussao dos estudantes na questdo 2.2

Estudante 1: A gente vai observar isso aqui... (refere-se a terceira coluna da janela de
pontos/taxa, na qual sdo exibidos valores para a taxa e a variacao da taxa)

Estudante 1: Caramba... (varia o x no gréafico e observa na janela de pontos que a sequéncia
de valores exibidos ndo segue um padréo porque néo distingue os valores de A(Ay/Ax) e 0s
de Ay/Ax)

Estudante 2: Teve um que se manteve constante (distingue os valores de A(Ay/Ax) e os de
AylAX, e observa que A(Ay/Ax) permanece invariavel com a variacao de x)

Estudante 1: Teve néo.

Estudante 2: Aqui “taxa da taxa de variagdo”? (refere-se a A(Ay/Ax))

Estudante 1: Uma td& menos quatro, outra t4 menos seis..
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Estudante 2: N&o, mais ai vocé tem intercalado.. Vocé tem primeiro a taxa de variacdo e a
“taxa da taxa de variagdao”. A “taxa da taxa de variacao” se mantém sempre quatro... Menos
quatro! (...) Ou seja, o0 que a gente vé em relacdo a funcéo afim (compara com a atividade
anterior) é... A fungdo afim tem uma “taxa da taxa de variagdo” nula e a taxa de variagdo
nessa aqui (na funcéo quadrética)... (retifica) A “taxa da taxa de variagdo” ela é constante
e diferente de zero.

Estudante 1: E, constante e nio-nula.

Pesquisador: No caso, essa variagao que vocé ta dizendo que é constante é a variacdo da taxa
de variagdo (chama a atencgéo para o termo correto para A(Ay/AX).

Estudante 2: E, a variagio da taxa de variago.

Figura 54: Atividade dos estudantes na questéo 2.2
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Questédo 2.3

Na questdo 2.3, os estudantes deveriam variar a variavel x no grafico e observar a
variacdo da taxa de variagdo A(Ay/AX), buscando entender o comportamento dessa variacéo
em funcdo de x, para estabelecer o padrdo de variagdo no modelo quadratico. A conexao
entre a variacdo no grafico e na janela de pontos, em que a variagdo A(Ay/Ax) foi exibida,

contribuiu para que os estudantes percebessem um padréo claro.
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Beneficios do uso do software

B11 - A variacdo dindmica da variavel x no grafico conectada simultaneamente a variacéo
da taxa de variacdo na janela de pontos, permitiu aos estudantes perceber que em todo o
dominio alcangado a variacdo da taxa de variagdo tinha um valor constante ndo-nulo nas

funcdes quadraticas exploradas.

Quadro 29: Discussao dos estudantes na questdo 2.3

Estudante 1: (Varia o x no gréfico e observa a janela de pontos, onde sdo exibidas as
diferencas sucessivas entre as taxas de variacao nos intervalos do grafico)

Estudante 1: Em questdo da taxa de varia¢do, quando vocé varia o X, a taxa de variagao vai
variar... S6 que ai a diferenca entre um “delta y dois sobre delta x dois” e o “delta y um sobre
delta x um” ¢é constante. A diferenca entre as taxas de variacdo vai ser constante. E
interessante isso.

Figura 55: Atividade dos estudantes na questdo 2.3
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Questdo 2.4

Na questdo 2.4 os estudantes foram questionados sobre a influéncia do valor dos
coeficientes da fun¢do quadratica sobre o valor da variagao A(Ay/AX), sendo esperado que 0
mesmos percebessem que apenas o coeficiente a de ax? + bx + ¢ tem influéncia sobre
A(Ay/Ax), além de descreverem brevemente de que forma se dava essa dependéncia. Com o
auxilio do software, eles puderam perceber a influéncia do coeficiente a na variacédo da taxa,

mas ndo perceberam que Ax também influencia nessa variacao.

Beneficios do uso do software

B12 - A articulacdo entre o modelo algebrico e a janela de pontos, permitiu que a variacao
dindmica dos coeficientes da funcdo quadratica refletissem simultaneamente no valor da
variac¢do da taxa de variagéo, o que contribuiu para que os estudantes estabelecessem relactes

entre os coeficientes e o valor de tal variagéo.

Quadro 30: Discussédo dos estudantes na questdo 2.4

Estudante 1: (Inicia a variagdo do coeficiente a e observa o valor de A(Ay/Ax) na janela de
pontos)

Estudante 1: Quando é quatro (o valor de a) € oito (o valor de A(Ay/Ax))...

Estudante 2: Ta sendo o dobro né? Quando ¢ trés, € seis... Quando ¢ um ¢ meio, € trés...
Estudante 1: Vamos mexer 0s outros (inicia a variagao de b)

Estudante 1: T4 mudando alguma coisa na “taxa da taxa de variagdo”?

Estudante 2: A “taxa da taxa de variagao” se mantém constante.

Estudante 1: Quando muda o b né?

Estudante 2: Quando muda o b.

Estudante 1: Inicia a variagéo de ¢

Estudante 2: Mexendo o0 ¢ ndo interfere em nada. Nem na taxa de varia¢do, nem na “taxa da
taxa de variagao”

Estudante 1: E s6 translada. ..

Estudante 2: Mexendo o b também néo altera a taxa da taxa de variagao

Estudante 2: Mexendo o a altera tudo. E o dobro né?

Estudante 1: E o dobro.

()

Estudante 2: O que que a gente v&? Se a gente mexer o ¢, 0 termo independente, ndo altera,
se a gente mexer o termo que tem 0 X, que € o0 termo b, também ndo altera. ..
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Estudante 1: N&o, ele ndo altera a variagdo née?

Estudante 2: E, mas altera a taxa de variacdo. E no caso quando a gente mexe no a, no
coeficiente de “x ao quadrado” ele altera os dois, tanto a taxa de variagdo quanto a taxa da
taxa de variagéo.

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL 10 - Uma lista, tabela ou ferramenta que memorizasse e exibisse a relacdo entre os valores
escolhidos para o coeficiente e a variacdo da taxa de variacdo poderia ter auxiliado os
estudantes na melhor percepcdo da relacdo entre tais variaveis e da influéncia adicional de
Ax.

Questao 2.5

Nessa questdo, os estudantes deveriam escolher uma funcdo quadratica e usar a
simulacdo da taxa de variacdo no ponto para observar e descrever como a taxa variava em
funcdo de x. Era esperado que os estudantes descrevessem essa dependéncia articulando os
aspectos do gréfico da funcdo, especialmente com o ponto de mudanca do sinal da taxa de
variacao.

Por meio da exploracdo do software, os estudantes perceberam que tal mudanca de

sinal da taxa relaciona-se com o grafico por meio da coordenada x do vértice.

Beneficios do uso do software

B13 - A articulacdo dinamica entre os pontos da parabola, correspondente a funcéao e o valor
da taxa de variacdo associado a cada ponto, contribuiu para que os estudantes estabelecessem

uma ligacdo direta entre o sinal da taxa e o grafico da funcéo, representado na parabola.

B14 - A simulacdo do limite contribuiu para que os estudantes visualizassem as relac@es entre
o grafico da funcdo e a taxa de variacdo em cada ponto do grafico, de forma dinamica,

compensando a auséncia da ferramenta limite.
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Quadro 31: Discussao dos estudantes na questéo 2.5

Estudante 1: (Escolhe a fungéo quadréatica 4x?+4,4x-4,5)

Estudante 1: (Constroi a simulacdo do limite) A gente vai ter que pegar um delta x
pequenininho né?

Estudante 1: (Inicia a variagdo do x a partir do valor x=-0,10 e observa o valor da taxa no
ponto)

Estudante 1: Aqui nesse x ta “trés ponto seis” (refere-se ao valor da taxa de variagdo em x=-
0,10)... Aumentando o x ela vai aumentando, mas ele ta perguntando onde ¢ que ela vai
mudar de... (refere-se a mudanca de sinal da taxa)

Estudante 2: Passa pra o lado negativo pra ver o que acontece... (refere-se ao eixo x)
Estudante 1: (Varia o x no grafico nas duas direcdes) Na hora que ela chega em zero (refere-
se a variavel no eixo x) ainda assim € positivo (refere-se a taxa de variagao), perto de zero...
Em zero ela € positivo. S6 que depende do grafico...

Estudante 1: Sim, a pergunta é: em que intervalo a taxa é negativa e quando ela muda pra
positiva.

Estudante 2: Ela muda no.... Nesse cume ai né?

Estudante 1: No vértice.

Estudante 2: No vértice da parabola.

Estudante 1: (Continua variando o x) Olha, ela é zero mesmo. Também pode dizer que ela é
negativa de... De menos infinito...

Estudante 2: Volta, volta pra 1a (pede para que o colega varie o x para valores a esquerda
do “x do vértice”)... Isso, ta ok agora, a taxa de variagdo, negativa. Ai ela chega a zero
guando passa no veértice e quando passa pra o positivo (refere-se a valores a direita do x do
vértice) ela fica positiva. Entdo... a taxa de variagdo é negativa quando eu “t6” antes do x do
vértice e ela € positiva quando ta depois do x do veértice.

Dificuldades/limitacdes pelo uso do software

DL 11 - A possibilidade de exibir o valor da taxa de variacdo no grafico poderia ter auxiliado
os estudantes na analise do que acontece com esse valor em cada x, sem a necessidade de

recorrer & janela de pontos a cada movimentacéo realizada na variavel.

DL 12 - A possibilidade de localizar mais facilmente (destacado) valores especiais do grafico
como o x do Vértice, poderia ter auxiliado os estudantes na exploracdo do grafico. Houve
dificuldade para atingir esse ponto devido a imprecisdes (descontinuidade) na variagao da

variavel x.



Figura 56: Atividade dos estudantes na questdo 2.5

=

| S

oprgd =

\
0.00¢—-5.70
po0

vl

Fungdo editada
Funcdes

fo |fO(x)=4.0.x% + 4.4.x +-4.5

Parametros
0 || -10 . 10 |
o A { &
-10
A
o 4
2 || <1
A
Pontos/Taxas

Taxa(s) de variagdo do ponto p0 de:
f0(x)=4.0.x> + 44.x +-45

X 050 | V¢ 5.7
1| %|-050 | ¥ 570

& & 000 |8 000 =X 040

135

DL13 - Uma lista ou tabela que associasse o valor de cada x ao valor correspondente da taxa

de variacdo, poderia ter contribuido melhor para a anélise dos estudantes, pois 0s mesmos

precisaram variar o X no grafico e ao mesmo tempo observar o valor da taxa em cada ponto

em uma Unica célula da janela de pontos.

Questao 2.6

Na questdo 2.6 foi solicitado que os estudantes retomassem a funcdo do item anterior

e acionassem a ferramenta “reta tangente”, para observar que relagdes percebiam entre a

inclinacdo dessa reta e a taxa de variacdo em cada X. Era esperado que os estudantes

relacionassem um aumento no angulo de inclinacdo com um aumento na taxa de variacao, o

que os estudantes conseguiram ao apoiar-se na exploracao do software.

Beneficios do uso do software

B15- A sobreposicédo da reta tangente ao grafico da funcéo e a sua mobilizacdo por meio da

variavel x, contribuiram para o estabelecimento da relacdo entre a inclinacdo da reta e a taxa

de variagdo no ponto. Entretanto essas contribui¢cdes so foram possiveis com a conclusdo do



136

item anterior, que estabeleceu relacdo entre o gréfico da fungéo e a taxa de variagcdo em cada

ponto.

Quadro 32: Discussao dos estudantes na questdo 2.6

Estudante 1: (O estudante 1 varia a variavel x no gréfico)

Estudante 2: V&, coloca no Vértice, ela (refere-se a tangente) fica o que? Ela fica paralela.
Apds o vertice ela fica crescente, e antes do Vértice ela fica decrescente. Ndo é essa a
conclusdo?

Estudante 1: E quanto mais longe do vértice ela vai ficando mais decrescente, quando ta indo
(refere-se ao x) pra o lado esquerdo né? E quando vai pra o lado direito, depois do vértice,
ela vai ficando cada vez mais crescente. Entdo tem a mesma ideia da taxa de variacdo, que
ela sempre crescia mais quando ficava maior que o vértice, aquela coisa que a gente tinha
visto...

Estudante 1: Agora tem a ver tambeém com o coeficiente a né? Ele vai ser dominante. Quando
ele é positivo ai toda vez que vocé aumenta o0 X, vocé aumenta a taxa de variacao, toda a vez
que vocé diminui, vocé diminui a taxa de variagdo. E quando... Foi até tu que percebeu...
Quando o a ¢ negativo ¢ ao contrario...

Estudante 2: Se inverte...

Dificuldades/limitacGes pelo uso do software

DL14 - A articulagdo das ferramentas reta tangente e taxa de variacao, de forma que ao variar
o valor de x, fosse variado tanto a tangente associada quanto a taxa de variagdo no ponto,
poderia ter contribuido para que os estudantes percebessem as relagdes entre a inclinacéo da

reta e a taxa instantanea de forma mais clara.

Quadro 33: Discusséo dos estudantes na questao 2.6

Estudante 1: (aciona a ferramenta reta tangente, varia 0 X € observa que na janela de
pontos/taxas ndo ha conexdo com a variacdo no grafico, os valores permanecem
inalterados)

Estudante 1: E normal (questiona ao pesquisador) ele nao dar o “delta y sobre o delta x”, a
variagdo, quando ta falando da tangente?

Pesquisador: E porque isso ai € outra fungdo... (Explica que os estudantes podem usar a
conclusédo da questdo anterior, em que a variacao da taxa foi relacionada com o x do vértice
na parabola, para relacionar com a inclinacéo da reta)
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Questao 2.7

Nesta questdo foi solicitado que os estudantes testassem outras fungdes quadraticas e
observassem as relaces entre a concavidade da parabola e o comportamento da taxa de
variagdo no ponto ao variar o x. O objetivo era que 0os mesmos inferissem que a posic¢ao da
concavidade revelava o sentido de crescimento da taxa de variagdo em relacéo a x.

Os estudantes se valeram das conclusGes que tiraram antecipadamente nos itens
anteriores, ao usarem a simulacéo do limite para explorar a taxa de variagdo no ponto e a reta
tangente. Nesse caso, foi concluido que a depender do sinal do coeficiente a, que também
determina a concavidade da parabola, a taxa de variacdo se comporta de formas distintas com
a variacdo de x. Com isso, a exploracdo do software nesse item ndo trouxe beneficios ou

limitacBes adicionais além dos que ja relatados anteriormente.

Quadro 34: Discussao dos estudantes na questdo 2.7

Estudante 1: Agora tem a ver também com o coeficiente a né? Ele vai ser dominante. Quando
ele é positivo ai toda vez que vocé aumenta 0 X, Vocé aumenta a taxa de variagéo, toda a vez
que vocé diminui, vocé diminui a taxa de variagdo. E quando... Foi até tu que percebeu...
Quando o a ¢ negativo ¢ ao contrario...

Estudante 2: Se inverte...

Questdo 2.8

Na questdo 2.8 os estudantes deveriam tracar uma funcdo polinomial de grau 3,
utilizar a simulacao da taxa de variacdo no ponto para variar a variavel x e observar a variagcdo
da taxa em funcdo de x. Era esperado que os estudantes relacionassem o ponto de inflex&o
do grafico dessa fungdo com a variacdo da taxa de variagdo, caracterizando-o como um ponto
em que a taxa muda o sentido de crescimento.

Na interacdo abaixo, é descrito como os estudantes inicialmente atribuem aos pontos
de maximo e minimo (em que a taxa muda de sinal) a funcdo de pontos de inflexdo. Nesse
caso, o equivoco foi apenas de nomenclatura, pois eles demonstraram entender o que estava
ocorrendo com a taxa de variacdo nesses pontos. Apos a discussdo com 0 colega e a
exploracdo do software, um dos estudantes percebeu que os pontos antes declarados como

de inflexdo, na verdade eram pontos criticos de maximo e minimo locais em que a taxa
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mudava de sinal, além disso, o Unico ponto de inflexdo encontrava-se em outra parte do
grafico.

Né&o esta totalmente esclarecido pela interacdo entre os estudantes ou pelo registro da
exploragdo no software, quais elementos fizeram com que um dos estudantes percebesse onde
estava de fato o ponto de inflexdo. Mas esses registros apontam para a hipotese de que o
mesmo tenha usado o conhecimento prévio do tipo de funcdo e tenha se beneficiado da
exploracdo do software ao variar 0 x no grafico e acompanhar a variacdo simultanea da taxa
na janela de pontos, percebendo que ao passar por esse ponto, a taxa que se comportava de

forma decrescente inverteu o sentido de crescimento.

Quadro 35: Discussao dos estudantes na questéo 2.8

Estudante 1: (Escolhe a funcdo f(x) = x3, constréi a simulacado do limite e varia o x no gréfico,
observando o valor da taxa de variacdo em cada ponto)

Estudante 1: Ela s6 faz aumentar né? Quer dizer... Ela é sempre positiva ou igual a zero, ela
vai diminuindo né?

Estudante 2: Ela, na verdade, é crescente para todos os intervalos né?

Estudante 1: Nao... Porque vé, nesse intervalo aqui ¢ (varia x entre -2 e 0), a variagéo ta
diminuindo, mas ¢é positivo... Porque aqui ela cresce (em valores de x maiores que zero).
Quando se aproxima do (sugere o x do vértice)... E um pouco parecido com a do segundo
grau.

(...)

Estudante 1: Quando a concavidade é voltada pra cima, que isso € depois do zero, ela vai
crescer né? Vocé aumenta 0 x, aumenta a variagdo... A taxa de varia¢do! E quando vocé vai
pra concavidade pra baixo, que é a esquerda do zero, vocé vai diminuindo o x, a taxa de
variagdo aumenta.

(...)

Estudante 1: (decide testar outra funcao, f(x)=2x3-2x?-7,3x+3,2)

Pesquisador: Agora, vocé falou que esse ponto de mudanca é no zero né? Ai é que eu peco
pra mudar a fungéo pra ver se € sempre no zero esse ponto. Que ponto € esse?

Estudante 1: (inicia a variagéo de x a partir de x = -7,2)

Estudante 1: Vamos |4, ele (refere-se a x) ta aqui bem negativo, ai ele t& aumentando, ai ta
diminuindo a taxa de variagdo...(posiciona a variavel no valor do x do méaximo local e
equivoca-se afirmando que é a coordenada do ponto de inflexdo) E... S30 os pontos de
inflexdo né? Os pontos de mudanca de concavidade. Quando a concavidade for voltada pra
baixo, quanto menor o valor de x, maior vai ser a taxa de variacdo. Ai no ponto de inflexdo
(apesar de referir-se ao ponto de inflex&o, posiciona a variavel na coordenada do ponto de
maximo local), a taxa de variacdo vai ser zero (devido ao equivoco, chega a uma conclusao
precipitada sobre a taxa no ponto de inflexao)...
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()

(continua aumentando o valor de x no grafico)

Estudante 1: Ai chega em outro ponto de inflexdo (chegou na verdade no minimo local), ai
vai mudar a concavidade, agora a concavidade € voltada pra cima, vai aumentar o x e vai
aumentar o valor da taxa de variacdo... E mais ou menos assim...

Estudante 2: No caso, essa funcao do terceiro grau ela tem dois pontos de inflexdo ne?
Estudante 1: E.

Estudante 2: Entdo ela tem duas mudancas. (refere-se a mudanga de concavidade)
Estudante 1: E, e trés tipos de concavidade.

Estudante 2: E, entfo vocé tem aqui como se fossem duas funcdes. Vocé tem uma funcéo
crescente, vocé tem uma funcao, como se fosse uma funcao que tivesse o a maior que zero e
0 a menor que zero. Entdo, o que acontece, a gente viu dois experimentos, um em que X
aumenta e a taxa de variagdo aumenta, e viu outra que se x diminui, a taxa de variagao
diminui. Nesse caso acontece as duas coisas... E essa mudanga acontece no ponto de inflexdo
do grafico ne?

Estudante 1: (enquanto o colega concluia seu pensamento, o estudante 1 variava 0 X no
gréafico por toda a extensdo do gréafico disponivel na tela, observando o valor da taxa de
variacdo, em seguida volta atras no que havia afirmado) Ah, mas aqui... Aqui sé vai ter um
ponto de inflexdo, eu falei errado. Eu troquei ponto de inflexdo com critico. Critico €...
Méaximo e minimo. Ponto de inflexdo € aqui. (tenta posicionar no ponto de inflex&o)
Estudante 2: Entdo, no caso eu refago o que eu disse... Ndo é ponto de inflexao, ¢ ponto de
méaximo e de minimo, quer dizer nos vértices dos pontos de maximo e de minimo é que
ocorrem as mudancas que eu tinha falado antes.

Estudante 1: N&o, mas ndo € assim n&o. E no ponto de inflexdo que vai ocorrer. .. (posiciona
em x=-3,10 e varia para a direita) Ele ta na mesma concavidade aqui, porque s6 vai mudar
a concavidade quando passar pelo ponto de inflexdo, ai ta com a concavidade pra baixo aqui
(x=-3,10). Ai a gente vai aumentando o x e s6 vai diminuindo a taxa de varia¢do... SO
diminui, s6 diminui... Ai chega no ponto critico (varia o x até a coordenada do ponto de
maximo local), ela vai mudar o sinal da taxa de variacdo, mas nao quer dizer que vai mudar
0 jeito de comportar (refere-se a uma taxa crescente ou decrescente)... Aumentar o X € ai
vai...Vai mudar se ela ta diminuindo ou aumentando. E ai a gente aumenta o x, (vai
aumentando o valor de x) continua aumentando e chega um ponto que ela para de diminuir
e comega a aumentar (passa pelo ponto de inflexdo), que € no ponto de inflexao.

Estudante 2: Que € no caso esse ponto aqui?

Estudante 1: E.

Estudante 2: Entdo a gente pode perceber que esse ponto nem sempre acontece na origem
né? Nesse caso ai ele t4 proximo a origem ne? Mais ou menos no ponto... Zero ponto cinco
né?

Estudante 1: E, tem que ver aqui... (varia o x proximo a coordenada do ponto de inflexdo)
Hum... Diminui... Diminui... Ai aqui ele para de (refere-se a taxa, que para de decrescer)...
Aqui ele mudou, ele tava “menos sete ponto noventa e seis”, em vez de diminuir ele vai pra
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“menos sete ponto noventa e quatro.” (Confirma que ao passar pelo ponto de inflexao, a taxa
de variacdo deixou de decrescer e comegou a crescer)

Figura 57: Atividade dos estudantes na questdo 2.8
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Beneficios do uso do software

B16 - A simulacéo do limite, articulada com a variacdo da variavel no grafico e a janela de

pontos, contribuiu para esclarecer o comportamento da taxa de varia¢do no ponto de inflexao,

caracterizando esse ponto variacionalmente.
Dificuldades/limitacdes pelo uso do software

DL15 - Dificuldade para acessar as coordenadas de pontos pré-definidos ou especificos no
grafico (maximo, minimo, inflexdo) devido a descontinuidade da variacdo e a auséncia de

um recurso para encontrar de forma pratica os pontos especiais do grafico.
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Quadro 36: Discussao dos estudantes na questéo 2.8

Estudante 1: Ele aqui ta passando direto (ao variar o x no gréafico, percebe uma
descontinuidade na variacdo, inclusive no ponto critico)

Estudante 2: Zero, parou ai.

Estudante 1: N&o, ndo, ndo é o delta x. E... A taxa de variacdo. Ele passa direto, mas ela vai
chegar no zero, porque aqui tava positiva e aqui ta negativa, ela é continua, entdo tem que

passar no zero.

DL16 - Uma lista ou tabela que relacionasse a variagcdo de x com a taxa de variagdo no ponto
poderia ser mais efetiva na analise da variacdo da taxa, auxiliando os estudantes a

identificarem os intervalos de crescimento e decrescimento por meio da sequéncia gerada.

6.2.2 Discusséo dos resultados do experimento

Nesta subsecdo os resultados do experimento séo discutidos em relagdo ao Quadro
Covariacional (Carlson et al, 2002) e ao Modelo de Processo com base na EDI (Tiburcio,
2016).

6.2.2.1 Discussdo dos resultados em relacdo ao Quadro de Niveis de Raciocinio

Covariacional

O Quadro Covariacional proposto por Carlson et al (2002) baseia-se na perspectiva
da covariagéo e do raciocinio covariacional, isto ¢, nas “... atividades cognitivas envolvidas
na coordenacdo de duas quantidades variaveis enquanto se observam as formas como elas
mudam uma em relacao a outra” (CARLSON et al, 2002, p. 354, traducao nossa). A partir
dessa perspectiva, os autores definiram um quadro de acGes mentais, que foram classificadas
em niveis mentais para analisar a atividade dos estudantes como a taxa de variacao.

A perspectiva covariacional de Carlson et al (2002) apoiou nesta pesquisa, tanto o
desenvolvimento do software como a construgdo da experimentacdo, com foco especial no
apoio dado a tecnologia para dar suporte as atividades dos estudantes com a taxa de variagao.
Em relacdo ao desenvolvimento do software, essa perspectiva foi elencada como uma das
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caracteristicas fundamentais do prototipo, além de terem sido especificadas as
funcionalidades e recursos inseridos nela.

No experimento com o Function Studium, as atividades buscaram explorar a taxa de
variagdo dentro da perspectiva covariacional, de forma a avaliar dentro dessa perspectiva a
utilizag&o dos recursos implementados, por meio da experiéncia dos estudantes com eles.

As atividades que constituiram o experimento concentraram-se nos trés altimos niveis
de covariacdo, com foco nos quarto e quinto niveis, por explorarem particularmente as
funcdes afim e quadratica em suas taxas de variacdo média e instantdnea, aléem de uma
questdo envolvendo uma funcdo polinomial de grau 3. Dessa forma, as interacGes dos
estudantes foram analisadas em relacdo ao suporte oferecido pela tecnologia quando eles
abordaram a taxa de variacdo dessas funcdes, considerando o nivel covariacional em questao.

Como anteriormente afirmado, as atividades concentraram-se nos dois ultimos niveis
de raciocinio covariacional, os quais envolvem a coordenacdo da taxa média e da taxa
instantanea, entretanto segundo Carlson et al (2002), cada nivel covariacional deve
comportar a¢des envolvidas no nivel anterior.

O item a da questdo 1.1 abordou uma tarefa relacionada ao nivel 3 (coordenacéo
quantitativa), no qual os comportamentos envolvem a coordenacdo da quantidade de
mudanca em uma varidvel com a mudanca em outra varidvel. Nesta questdo, foi pedido que
o0s estudantes determinassem a variacdo de y, dadas trés variacGes distintas em X, 0 que,
conforme as antecipacfes dos estudantes, mostrou que ao perceberem que o0s intervalos
distintos apresentavam variacdo igual, por consequéncia em todos eles teriam a mesma
variagdo emy.

Nos itens em que as atividades se concentraram na coordenacdo da taxa média de
variacdo, a referéncia clara a essa taxa nem sempre estava explicita nos enunciados, como
por exemplo o nivel 4 (coordenacéo da taxa média), que envolveu a coordenacao da variagao
na fungdo com variagOes uniformes na variavel de entrada, o que funciona as vezes como
uma decomposicao da taxa média (coordenar a variagdo de AX e Ay separadamente).

A coordenacdo da taxa média no modo decomposto foi abordada nos itens b e ¢ da
questdo 1.1, na questao 1.2 e na questdo 2.1, nas quais 0s estudantes tinham que variar o valor
de x, dado um AX, e observar como se comportava o valor de Ay. Trata-se entdo da
coordenacdo da variagdo em y com variagfes uniformes em X, 0 que por meio da variagéo
dindmica do x no software, proporcionou que a coordenacdo dessa covariacdo fosse feita
continuamente no grafico, abrangendo todo o dominio alcancado na tela, o que foi

fundamental para testar as hipoteses dos estudantes.
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Nas questfes da atividade 1 acima, 0 que estava em jogo era testar no software a
validade do que tinha sido inferido no primeiro item, que variagdes iguais em X levariam a
variacdes iguais em y, partindo para uma inferéncia maior de que essa propriedade se
constitui a caracterizacdo das funcbes afim. No caso da questdo 2.1 essa caracteristica ndo
estava mais presente, os estudantes deveriam perceber que Ay variava com a variagao de X,
Ou seja, ao tomar diferentes valores de x com o mesmo AX, estes valores ndo levavam a Ay
iguais, logo, a taxa média de variacdo variava com a mudanca em X.

Dessa forma, o Function Studium ofereceu suporte ao raciocinio covariacional dos
estudantes ao possibilitar que eles testassem essa propriedade no caso da funcéo afim,
variando o x dinamicamente e percebendo a invariancia na variagao de y na janela de pontos.
No caso da funcdo quadratica, os estudantes perceberam que ao variar valores de x no grafico,
com Ax = 1, os valores correspondentes de y ndo tinham a propriedade de Ay ser também
constante, conforme iam percebendo sua variagdo simultanea na janela de pontos, o que
mostrou que a conexdo simultanea do dinamismo do grafico com a janela de pontos foi
fundamental nesses casos.

Ja a coordenagdo da taxa média em sua composi¢dao normal (Ay/AX), foi abordada na
questdo 1.3 da atividade 1 e nas questdes 2.2, 2.3 e 2.4 da atividade 2. Na primeira atividade,
os estudantes deveriam variar os coeficientes da fungdo afim e perceber que influéncia eles
exerciam em um maior ou menor valor da taxa média, nesse caso, ja estava inferido pelos
estudantes que variagdes iguais em x levavam a variagdes iguais em y, 0 que estava em jogo
era coordenar a taxa média com as varia¢cOes dos coeficientes.

O suporte dado pela tecnologia implementada no Function Studium foi por meio da
conexdo simultanea do modelo algébrico com a janela de pontos. Com essa conexdo, foi
possivel variar os coeficientes dinamicamente e um por vez, por meio dos controles
deslizantes, e visualizar o valor da taxa média que a janela de pontos exibia, possibilitando
ao estudante perceber a influéncia de cada coeficiente separadamente, uma covariacdo entre
a e Ay/Ax e outra entre b e Ay/Ax.

Com relacgdo as questdes da atividade 2 que abordaram a coordenacao da taxa média
na sua composi¢ao normal (Ay/AX), 0s estudantes tinham que perceber um padréo de variacao
caracteristico da fun¢do quadratica, na qual valores sucessivos de Ay/Ax, apesar de ndo serem
constantes, tinham diferenca constante. Nesse sentido, o software ofereceu um importante
suporte por meio da ferramenta taxa de variagdo, que tem o recurso de aumentar o nimero

de incrementos para aplicar intervalos sucessivos de AXx ao grafico, o que possibilitou aos
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estudantes coordenarem a taxa media de variacdo em intervalos sucessivos para perceber que
apesar de variar, a taxa média da funcdo quadratica segue um padrdo de variagéo.

E destacado, entretanto, que nas questdes que envolveram a coordenacdo da taxa
média de variacdo na sua composi¢do normal, um dos recursos bastante utilizados pelos
estudantes foi a janela de pontos/taxas, que exibia o valor da taxa de variacdo média conforme
os valores tomados no grafico, o que reforca a importancia da representacdo tabular na
perspectiva covariacional. Porém, a janela de pontos foi limitada pela forma como estavam
configuradas as linhas e colunas que exibiam os valores das variaveis envolvidas: x, y, AX,
Ay, AyIAx e A(Ay/AX), pois nem todas as varidveis estavam listadas na mesma linha ou
coluna, por exemplo os valores sucessivos de A(Ay/Ax), o que dificultou acompanhar a
sucessdo desses valores, como descrito na interacdo entre os estudantes na questéo 2.2.

As questdes que envolveram a coordenacdo da taxa instantanea foram a 1.4 na
atividade 1 e as questfes 2.5 a 2.8 na atividade 2. Essas questdes utilizaram a simulacéo da
passagem da taxa média para a instantanea para analisar como esta variava a cada x no
dominio da funcdo, tal simulacdo partia da taxa média entre dois valores de X, 0s quais
deveriam ser aproximados cada vez mais até um valor de AX suficientemente pequeno para
que o computador considerasse AX = 0.

As acbes envolvidas nessa questdo sdo descritas no nivel 5 do raciocinio
covariacional de Carlson et al (2002), pois envolviam a inferéncia de que a taxa instantanea
é obtida por refinamentos cada vez menores da taxa media e a coordenacdo dessa taxa com
mudancas continuas na variavel de entrada.

Ao analisar o raciocinio covariacional envolvido e o suporte dado pelo Function
Studium nessa abordagem da taxa instantdnea pelos estudantes, foi percebido que na
simulag¢do da obtengdo da taxa instantinea, a covaria¢ao envolvida se deu entre AX e Ay/AX,
pois os estudantes deveriam variar o valor da primeira e observar a varia¢ao na segunda. Esse
processo dindmico, que ocorreu com a mobilizacdo do grafico (para coordenar a aproximagao
entre 0S pontos Xi e x.) e da janela de pontos (para coordenar os valores de Ax e Ay/Ax) foi
possivel pelo tipo de ambiente no Function Studium, em que as variaveis puderam ser
mobilizadas dinamicamente e com a conexao das notacdes.

Houve um suporte importante da janela de pontos e sua configuracdo tabular,
permitindo aos estudantes acompanharem em simultaneo a variagdo de Ax tendendo a zero
ao mesmo tempo que a variacdo da taxa média tendia ao valor do coeficiente a da funcao.
Por outro lado, a limitagdo do nimero de casas decimais na janela de pontos também limitou

a visualizacdo da aproximacéo cada vez maior de AX e Ay/Ax de seus valores limites em
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alguns casos, limitacdo essa que também poderia ser suprida por uma listagem de valores
sucessivos de Ax e Ay/AX.

Analisando as questBes propriamente ditas, na questdo 1.4 os estudantes deveriam
coordenar a variagao da taxa instantanea em fungéo de X, ou seja, deveriam inferir que a cada
ponto na variavel de entrada, a taxa no ponto permanecia invariavel. Dessa forma, o Function
Studium apoiou o raciocinio dos estudantes ao permitir que o deslize do x no grafico
representasse a varia¢ao continua no dominio da funcéo, e a conexdo simultanea com a janela
de pontos/taxas permitisse atestar a invariancia da taxa ao calcula-la a cada ponto.

Nas questdes sobre a fungdo quadratica, a taxa de variacdo instantanea foi abordada
com relacdo a forma como varia em funcdo de x, a sua contextualizagcdo com a reta tangente
ao grafico e a sua articulacdo com aspectos do grafico como concavidades e pontos de
inflexdo.

Na questdo 2.5 os estudantes variaram o valor de x para descrever como a taxa de
variacdo instantanea se comportava em funcdo da variavel de entrada, 0 que caracteriza o
nivel 5 de raciocinio covariacional. A coordenacdo de x foi feita no grafico, enquanto a
coordenacdo do valor da taxa foi feita na janela de pontos/taxas de forma simultéanea a
varia¢do de X, com isso, 0s estudantes perceberam que a taxa instantanea em funcéo de x €
crescente ou decrescente, a depender do sinal do coeficiente a, e sua mudanca de sinal se
relaciona com o valor de x associado ao vértice da pardbola que representa o gréafico,
reforcando assim a importancia da articulacdo dinamica e simultanea entre o grafico, a janela
de pontos e a janela de parametros.

J& a abordagem da taxa instantanea articulada ao contexto geométrico foi feita na
questdo 2.6, na qual os estudantes deveriam estabelecer uma ligacao entre a taxa instantanea
no ponto e a inclinacdo da reta tangente, ao coordenar a variacdo de X e a variacdo da
inclinacdo da reta. A coordenacdo de ambas as variacdes foi possibilitada pela sobreposicado
da reta tangente ao gréfico, conectando-a dessa forma a variacdo de x, em uma variacdo
continua.

Dessa forma, os estudantes perceberam que a variacdo da inclinacdo da reta esta
intimamente ligada com a taxa de variagdo no ponto associado, 0 que mostrou a importancia
da conexdo entre ambas as variagdes, possibilitada pela sobreposicdo da reta tangente ao
gréafico. Entretanto, foi percebido na experiéncia dos estudantes que a desconexao entre a
ferramenta reta tangente e a janela de pontos/taxas (na qual é calculada a taxa de variacéo)
limitou a articulacdo entre a taxa de variacdo e o contexto geomeétrico, pois com a ferramenta

“reta tangente” ativada nao era possivel obter o valor da taxa de variagdo na janela de pontos.
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Por fim, nas duas Ultimas questdes da atividade 2 foram abordadas articulagdes entre
aspectos do grafico como concavidades e pontos de inflexao e a sua interpretacdo do ponto
de vista variacional. Para isso, 0s estudantes deveriam analisar e descrever a variagdo da taxa
instantanea em partes do grafico com concavidades distintas e nos pontos em que se davam
a mudanca de concavidades, ou seja, nos pontos de inflex&o.

Descrever variacionalmente o que acontece em concavidades distintas e nos pontos
de inflexdo esta relacionado ao nivel 5 de raciocinio covariacional, por isso, 0s estudantes
deveriam realizar tal analise por meio da simulacdo da taxa instantanea. Nessa tarefa, 0s
estudantes puderam coordenar a variagdo de X e a varia¢do da taxa instantanea por meio da
conexao simultanea entre as agdes no grafico, onde manipulavam a variavel, e na janela de
pontos/taxas, onde visualizavam o valor da taxa instantanea variando simultaneamente.

Os resultados exibidos na andlise das duas questdes, 2.7 e 2.8, mostraram que 0S
estudantes perceberam que as diferentes concavidades se relacionavam com a forma como
variava a taxa, se crescente ou decrescente, e 0s pontos de inflexdo foram descritos como 0s
pontos em que a taxa mudava 0 seu comportamento variacional, de crescente para
decrescente, e vice-versa. Os estudantes chegaram a essas inferéncias quando variaram o
valor da variavel nas diferentes partes do grafico e perceberam a variacdo no valor da taxa
na janela de pontos, ora crescendo, ora decrescendo e em um momento particular mudando
de sentido de crescimento.

Essa coordenacdo da variacdo da taxa instantanea em relacdo as concavidades e
pontos de inflexd@o, teve suporte da simulacdo da taxa instantdnea e da conexd@o entre as
notagdes do gréafico e janela de pontos. No entanto, essa coordenacdo poderia ter sido
beneficiada com a opgéo de exibir no software uma lista ou tabela com os valores de x e de
AylAX, para que fossem analisados ponto a ponto os intervalos de crescimento e a mudanga
de sentido de crescimento, ou mesmo de um grafico auxiliar em que a variacao da taxa fosse

tragada simultaneamente ao deslize da variavel x no gréfico.
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6.2.2.2 Discusséo dos resultados em relacdo ao Modelo de Processo de Software

O Modelo de Processo de Software desenvolvido na pesquisa de Tibdrcio (2016)
norteou as fases de desenvolvimento do Function Studium, que teve como fase de teste a
experimentacdo com os estudantes. Essa fase gerou um corpo de dados que descreveu a
experiéncia dos estudantes com o software, contribuindo para a validagdo do mesmo em
relacdo ao contexto no qual foi experimentado.

A discussdo proposta aqui, visa refletir a utilizagdo do Modelo de Processo de
Software utilizado, principalmente a partir da fase do experimento, mas nao se restringindo
aela, pois no entendimento do pesquisador as reflexdes sobre 0 Modelo de Processo aplicado
ocorreram também nas outras fases do processo, e sao pontuadas no decorrer deste texto.

O software Function Studium fundamentou suas funcionalidades e recursos da forma
mais geral possivel, em relacdo a abordagem do conceito de funcdo em um contexto
variacional. No entanto, o caso analisado levou em consideracdo as funcdes afim e
quadrética, em como tais modelos puderam ter sua abordagem suportada pelo software para
serem explorados do ponto de vista da covariagao.

O Modelo de Processo que orientou o desenvolvimento do Function Studium
constitui-se de fases, com base na Engenharia Didatica e nos modelos de processo de
software da Engenharia de Softwares. A delimitacdo do campo, as analises preliminares, a
andlise de requisitos, a anélise a priori e prototipacdo, 0s experimentos e a analise a posteriori
e validagéo séo as fases que constituem esse Modelo.

Partindo dos resultados da experimentacdo e apoiando-se nas reflexdes sobre o
processo como um todo, as fases do Modelo de Processo foram revisitadas para analisar como
0s requisitos, elencados como resultado dessas fases, tiveram sua validacdo na exploragao
pelos estudantes na experimentacao.

a) Beneficios do uso do Function Studium e a relagdo com as etapas do Modelo de Processo

de Software

Os resultados do experimento revelaram uma série de beneficios decorrentes do uso
do Function Studium para abordar a taxa de varia¢ao das func¢des afim e quadratica em uma
perspectiva covariacional. Igualmente, foram reveladas algumas limitacdes e dificuldades

gue a mesma tecnologia trouxe para essa mesma abordagem.



148

De forma geral, os beneficios do uso do software Function Studium apontados na
analise dos dados do experimento referem-se a recursos, funcionalidades e notagdes
elencadas na analise de requisitos, com base nas analises preliminares. E preciso destacar,
dentro do Modelo de Processo, a sequéncia definida (analise preliminar - analise de requisitos
- desenvolvimento) como importante para a conexdo entre 0os objetivos pretendidos pelo
software e 0s recursos nele implementados.

Um dos beneficios do Function Studium mais destacados no experimento foi
relacionado as contribui¢fes da conexdo de notacdes de forma simultanea (B1, B5 a B13),
um requisito elicitado para o software com base nas andlises preliminares. Essa
funcionalidade conectou as a¢Ges nas notacGes algébrica, grafica e janela de pontos/taxa
(perspectiva tabular) de forma que a taxa de variacdo pode ser representada em cada uma
delas, fazendo emergir diferentes aspectos desse conceito.

Dentro das andlises preliminares, a conexao de nota¢des de forma simultanea emergiu
como um aspecto da dimensdo informatica, dentro da sistematizagdo proposta por Kaput
(1992), com relacdo aos aspectos computacionais aplicados ao Ensino da Matematica,
particularmente na area de funcBes. Ao ser definida como um aspecto necessario para a
abordagem da taxa de variacao, essa caracteristica foi relacionada na analise de requisitos e
gerou funcionalidades para operar a conexao entre as nota¢des do software.

Além da conexdo de notages, outros aspectos levantados na analise preliminar que
promoveram beneficios na experimentacdo, foram as notacdes de acdo (B2), variacdo
abordada em ambiente dindmico (B4) e a sobreposicdo de notacdes (B15). Tais aspectos
foram articulados com os resultados da andlise preliminar nas demais dimensdes
(epistemoldgica, didatica e cognitiva) para definir recursos e funcionalidades na elicitacdo
de requisitos, os quais foram implementados no desenvolvimento.

Também houve beneficios do uso de recursos idealizados e implementados a partir
dos resultados da andlise preliminar nas dimensdes epistemoldgica e cognitiva, como a
aplicacdo de intervalos sucessivos na ferramenta taxa de variacdo (B3). A prépria taxa de
variacdo tem a caracteristica conceitual de poder variar, porém na analise das dificuldades
dos estudantes foram relacionados problemas com a interpretacdo dessa caracteristica no
grafico, o que gerou a necessidade de requisitar uma ferramenta que representasse variagoes
sucessivas tomadas a partir de intervalos de x, de forma dindmica e conectada as demais
notacOes, o que foi implementado e trouxe os resultados citados acima.

Em relacdo a fase da prototipacdo, foram destacadas as interacdes entre 0s

pesquisadores do estudo e os desenvolvedores, para a analise das versdes parciais do
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protdtipo. Essas fases tiveram por objetivo explorar tais versdes para identificar falhas ou
limitacBes que ndo atendessem as necessidades basicas elicitadas nos requisitos, sendo
comunicadas aos pesquisadores desenvolvedores para a alteracdo ou implementacdo dos
recursos.

Essas interagcdes ocorreram durante a prototipacdo e em suas fases finais tiveram a
fung@o de um “teste piloto” que apesar de nao ter sido realizado com estudantes, foi realizado
pelo pesquisador do estudo e gerou a proposicdo de algumas alteracfes e implementacdes.
Nessa fase de testes antes do experimento, foi “descoberto” que apesar de nao poder contar
com uma ferramenta requisitada (o limite), o funcionamento dessa ferramenta poderia ser
simulado ao escolher um valor de delta x tdo pequeno que o programa o considerasse zero.
Dessa forma, 0 uso dessa ferramenta compensou a auséncia da ferramenta limite e trouxe
beneficios a abordagem da taxa de variacdo (B14, B16).

Em conjunto com a fase da prototipagdo, o0 Modelo de Processo possui a fase de
andlise a priori, com o objetivo de pensar as situa¢des de uso, os possiveis problemas que
poderiam surgir com a utilizacdo e nas hip6teses de respostas dos estudantes. Com relacdo a
esse procedimento, parte dele foi efetuado nos testes das versdes parciais, nas quais foram
apontadas sugestOes e alteracdes para os desenvolvedores, com base na experiéncia do
pesquisador desse estudo com o0s recursos do protétipo, a outra parte, que se relaciona as
possiveis respostas dos estudantes sé foi possivel ser gerada quando foram construidas as
atividades do experimento, por estarem elas intimamente relacionadas.

De forma geral, as relacOes entre os beneficios do uso do Function Studium que
emergiram na experimentacdo, apontam para a importancia de uma andlise preliminar que
explore as dimens@es determinadas (epistemolégica, didatica, cognitiva e informatica) para
traduzir seus resultados em requisitos de funcionalidades, permitindo abordar o conceito
dentro da perspectiva previamente definida. Aliado a isso, tais relacbes mostraram a
importancia da interacdo entre os desenvolvedores e 0s pesquisadores, no sentido de realizar
testes de versdes parciais do prototipo para verificar se as implementacdes em andamento

atenderam ao que foi requisitado.

b) Dificuldades e limitacdes pelo uso do Function Studium e a relagdo com as etapas do

Modelo de Processo de Software

As dificuldades e limitacbes advindas do uso do Function Studium na

experimentagdo, apontaram para um conjunto de relagdes com as fases do Modelo de
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Processo utilizado, o que forneceu condicGes basicas tanto para o aprimoramento do software
e do Modelo, como para a adequacao e superacdo em relacao aos entraves que persistirem.

Conforme a analise dos dados do experimento, apesar de se relacionarem diretamente
com as questdes associada a elas, as dificuldades e limitacbes apontaram aspectos que se
concentraram em dois momentos distintos do Processo de Software utilizado: as analises
prévias e a fase de prototipacdo e analise a priori.

A importancia das analises prévias articuladas a analise de requisitos ja havia sido
citada na discusséo dos beneficios advindos do uso do software, entretanto faz-se necessario
confirmar a importancia dessa fase com base nas dificuldades e limitagcdes que ocorreram no
experimento. Dois aspectos confirmaram essa importancia, em primeiro, a necessidade de
analisar o objeto matematico como forma de antecipar as dificuldades e restricdes que
poderdo ser encontradas pela sua abordagem com o uso da tecnologia e, em segundo, a
confirmacdo, no experimento, de dificuldades ou limitagbes causadas pela auséncia de
ferramentas e recursos que tiveram a sua necessidade apontada nessas primeiras analises.

Como exemplos do primeiro aspecto destacado acima, foram relatadas limitagcdes na
abordagem proposta pelo software em relacdo a reducdo da experiéncia numérica (DL2,
devido ao automatismo do calculo dos valores da fungdo e da taxa) e em relacdo a
generalizacdo pelos estudantes das propriedades inferidas sem a devida formalizagdo (DLS,
ao afirmarem como verdadeiras proposi¢des que estavam sendo testadas em apenas um tipo
de funcdo ou em apenas uma parte do dominio). Estas limitaces foram previstas nos
resultados da analise preliminar, que também consideraram aspectos limitadores da
abordagem computacional, o que fornece ao professor/pesquisador possibilidade de prover
elementos para superar tais limitagcbes previamente ao surgimento delas na exploragéo do
software pelos estudantes,

O segundo aspecto apontou a confirmacéo da necessidade de ferramentas e recursos
que foram elicitados na andlise de requisitos, com base nas necessidades levantadas na
analise preliminar. Alguns desses recursos, que foram elicitados mas ndo implementados até
o0 experimento, foram as ferramentas memoria, tabela e lista, que dariam suporte ao raciocinio
dos estudantes na analise da variacdo da funcéo e sua taxa e cuja auséncia limitou essa analise
conforme as dificuldades DL3, DL4, DL10, DL13 e DL16, e 0 zoom dinamico que daria
suporte a coordenagdo continua da covaria¢do, mas que a auséncia provocou a dificuldade
DLS.

Como anteriormente destacado, o surgimento de tais dificuldades e limitagfes apenas

reforcou a importancia das andlises preliminares para articular os aspectos cognitivos,
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didaticos, epistemoldgicos e informaticos relacionados ao conceito, e traduzir as
necessidades resultantes dessa analise em requisitos, garantindo sua implementacao na fase
de prototipacéo.

Além dos aspectos relacionados as andlises prévias, outra fase do Processo de
Software que emergiu no experimento foi a de prototipacdo e andlise a priori, cujas
dificuldades e limitacGes relacionadas apontaram algumas necessidades tanto em relagdo a
prototipacdo quanto a analise a priori. Em relacdo a primeira, as dificuldades associadas
apontaram para a necessidade de testar versdes parciais do protétipo, para obter novas
necessidades de implementacdo. Além disso, os resultados mostraram que a participacdo dos
estudantes nesse processo poderia minimizar as limitagdes e adequar melhor a tecnologia a
eles.

Com relacdo a necessidade de testes das versdes parciais, houve dois aspectos que
confirmaram a importancia desse procedimento, um foi a limitacdo da quantidade de casas
decimais, aspecto importante para a analise da variagdo em valores muito “proximos”, que
foi diagnosticada em uma fase de teste com o proprio pesquisador do estudo (uma espécie de
teste piloto) e o outro foi a desarticulacdo entre as ferramentas taxa de variagdo e reta
tangente, que limitou a associacdo entre esses dois aspectos e sO foi observada na
experimentacdo final com os estudantes.

No processo de desenvolvimento do protétipo, apds a apresentacdo de suas primeiras
versdes pelo engenheiro-programador, foram iniciadas algumas sessdes de interacdo entre 0s
pesquisadores, na intencdo de aproximar o software de uma versdo cada vez mais compativel
com os requisitos, considerando as limitagcdes de tempo e disponibilidade das equipes. Essas
interacBes contribuiram para essa aproximagdo, no entanto o experimento final com os
estudantes revelou que sempre ha um aspecto a ser adequado, alterado ou implementado, a
fim de que os requisitos sejam atendidos.

Dessa forma, é possivel afirmar que as experimentacgdes das versdes preliminares do
software podem contribuir para um maior sucesso em termos de satisfacdo dos requisitos.
Além disso, a participacdo dos estudantes ja nesses testes preliminares parece ser outro ponto
a ser considerado, ja que na experimentacdo emergiram situacGes que sugeriram que 0
envolvimento deles em fases experimentais preliminares poderia ter adequado melhor o
software ao uso deles, como por exemplo, formas alternativas de inserir a fungdo (DL1),
limitacdes na escolha dos coeficientes (DL5) ou a configuracao dos valores exibidos na janela
de pontos (DL9).
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Com relacdo a andlise a priori e sua aplicacdo no Processo de Software, os resultados
do experimento apontaram dificuldades e limitacdes que poderiam ter sido minimizados ou
eliminados caso fossem objeto de uma andlise a priori ainda durante a fase de
desenvolvimento, em conjunto com testes das versdes preliminares do protétipo. Foram
relatadas limitacGes do software na determinagdo das coordenadas de pontos especiais do
grafico, para auxiliar na associagdo desses pontos com a taxa de variagdo (DL12, DL15) e
também quanto a impossibilidade de exibi¢do no grafico dos valores da taxa de variacéo,
para auxiliar na coordenacdo da taxa no préprio grafico enquanto se varia o x (DL11).

Apesar de uma andlise & priori ser muito importante para antever possiveis
dificuldades e limitagOes do software, a fim de que sejam corrigidos e implementados antes
do teste da versao final, essa fase s6 foi plenamente executada a partir da construcdo das
atividades, posteriormente a entrega da versdo do Function Studium para a experimentacao.
Com isso, quando as atividades foram construidas, as situacdes matematicas criadas geraram
necessidades especificas, que s6 emergiram no contexto especifico, porém de forma
relevante para o software.

Dessa forma, tais necessidades s6 puderam ser vistas ap0s a analise do experimento,
0 que levantou a possibilidade de que a analise a priori fosse aplicada mais cedo, tendo que
para isso, as atividades terem sido construidas j& na fase de desenvolvimento, o que por outro
lado limitaria as atividades, pelo fato da impossibilidade de contar com todos os recursos do
software nesse momento. Outra possibilidade seria construir situacdes basicas de uso do
software, sem a necessidade da construcédo das atividades finais que comporéo o experimento
final, e aplicar uma analise a priori sobre essas situa¢@es basicas, testando as versdes parciais
do protétipo.

Essa possibilidade permitiria construir uma analise sobre acdes basicas no software
(como tracar uma funcéo e utilizar a ferramenta taxa de variacdo para observar como esta
varia em funcdo de x), que ao serem testadas gerariam novas necessidades para o protétipo,
com base nas dificuldades e limitagOes observadas. Essa alternativa tem a vantagem de a
analise a priori ser aplicada em um primeiro momento, sobre situacfes basicas e gerais e
depois sobre situacOes especificas, mais proximas aos objetivos do estudo, mas também
requer mais tempo e um processo mais extenso por contar com mais de uma analise a priori,
experimentacao e andlise a posteriori.

Em resumo, as dificuldades e limitacGes observadas na experiéncia dos estudantes
com o Function Studium mostraram a importancia das analises preliminares aplicadas as

dimens@es epistemoldgica, didatica, cognitiva e informatica para traduzir as necessidades
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advindas dessas dimensdes em requisitos e ferramentas do software, além disso apontaram
para a necessidade de dar um foco maior as experimentacdes do software em versdes
preliminares, com a participacao dos estudantes, bem como de refletir de que forma e em que
momento a aplicacdo da analise a priori pode ser feita para potencializar os resultados obtidos

no software.
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7. CONCLUSAO

Esta pesquisa teve como objetivo a prototipacdo e validacdo de um software para
abordar a taxa de variagéo de fungdes, orientado por um Processo de Software desenvolvido
na pesquisa de Tibdrcio (2016). O carater colaborativo entre as duas pesquisas, foi
explicitado pela aplicacdo do Modelo desenvolvido em Tibuarcio (2016) para prototipar o
software nesta pesquisa e pela utilizacdo deste caso na pesquisa de Tibudrcio (2016), o que foi
possibilitado dentro do Grupo de Pesquisas LEMATEC, na P6s-Graduacdo em Educacédo
Matematica e Tecnoldgica da UFPE.

O Modelo de Processo de Software adotado foi baseado na Engenharia Didéatico-
Informética (EDI), que propde a articulacdo dos aspectos do ensino e da aprendizagem dos
conceitos matematicos aos aspectos informaticos, para desenvolver artefatos computacionais
que atendam necessidades e possibilidades de ambas as areas. Além da EDI, fundamentaram
esta pesquisa 0 Quadro de Covariacao de Carlson et al (2002), que define acdes e niveis de
raciocinio covariacional, e a Sistematizacdo proposta por Kaput (1992) relativa as
Tecnologias Computacionais aplicadas ao Ensino da Matematica.

O software Function Studium, prototipado e validado nesta pesquisa, foi desenvolvido
pelo professor Dr. Franck Bellemain, a quem atribuiu-se o termo “Engenheiro-programador”,
sendo 0 mesmo também o orientador da pesquisa de Tibdrcio (2016), que recebeu o termo
“Engenheiro-pesquisador”. O Function Studium foi experimentado por meio de atividades
com uma dupla de estudantes de Célculo da Licenciatura em Matematica da UFPE, no caso
da taxa de variacdo das fungdes afim e quadrética.

Ao iniciar o percurso metodologico descrito no Modelo de Processo de Software
adotado, definiu-se o objeto matematico como sendo a taxa de variacdo de funcdes, e 0 caso
a ser estudado como a taxa nas fungdes afim e quadratica. Assim, seguiu-se a fase das
Anédlises Preliminares para determinar um quadro de aspectos epistemolégicos, didaticos,
cognitivos e informaticos relacionados ao conceito, tais analises produziram necessidades
para o prototipo, as quais foram traduzidas em requisitos na fase seguinte.

Na fase de Analise de Requisitos, as necessidades levantadas nas Analises prévias
foram traduzidas em termos de recursos que constituiriam o protdtipo. Na fase de
prototipacdo, houve uma maior interagdo com o0s pesquisadores envolvidos no
desenvolvimento do Processo de Software e do prot6tipo, para a explicitacdo dos requisitos

que deveriam ser incorporados no software, tal interacdo se deu tanto presencialmente, por
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meio de reunides em grupo, como a distancia, por meio de questionarios on-line respondidos
pelo pesquisador deste estudo.

Nesta fase, foram utilizados métodos de prototipacdo para auxiliar na comunicagéo
dos requisitos ao programador. Os métodos foram: (a) prototipagcdo com o uso do GeoGebra,
para simular as ferramentas requisitadas e (b) prototipagdo com telas multiplas utilizando um
software de apresentacdo, para simular as opcdes e funcionalidades dos menus do prototipo.

Os desenvolvedores apresentaram uma versdo parcial do protétipo, que ao ser
analisada em relacdo aos requisitos pré-definidos, revelou a auséncia de alguns recursos
importantes. Dessa forma, houve uma interacdo entre os pesquisadores para definir que
recursos precisariam ser implementados para que o software atendesse aos requisitos
essenciais para este estudo, posteriormente, a versao do software Function Studium para o
experimento foi apresentada para a aplicacdo das atividades com os estudantes.

A Andlise a Priori tinha o objetivo de pensar nas situa¢fes de uso, nas hipéteses de
respostas dos estudantes e nos possiveis problemas que poderiam surgir com a utilizacéo do
software. No Modelo de Processo adotado, essa andlise seria realizada na fase de
prototipacdo, no entanto houve dificuldades para realiza-la nesse momento, visto que as
atividades ndo haviam sido concebidas até a entrega da versao final do software, para que
aproveitassem todos os recursos implementados, tal dificuldade serd melhor abordada
posteriormente.

Na fase de Experimentacdo, o Function Studium foi utilizado por uma dupla de
estudantes da Licenciatura em Matematica, com a aplicacdo de duas atividades que deveriam
ser realizadas com o auxilio dele, uma atividade sobre a taxa de variacdo na funcdo afim e a
outra sobre a taxa na fungdo quadréatica. Os estudantes interagiram entre si e com o software
para realizar as atividades, tais interacfes foram registradas com uma gravacdo em video,
além da gravacdo da tela do computador e as observacdes do pesquisador deste estudo.

Em seguida, deu-se a fase de Analise a Posteriori e Validagdo, por meio da anélise
dos dados do experimento, na qual foram analisados os beneficios e as limita¢es do uso do
Function Studium para alcancar os aprendizados esperados. Tais resultados foram
confrontados com os quadros tedrico-metodologicos para entender como 0S recursos
requisitados e implementados se relacionaram com 0s aspectos desses quadros.

Na busca de tracar algumas conclusdes, foi feita uma sintese dos resultados obtidos
no processo de desenvolvimento e validacdo do software Function Studium, que tomam por

base os resultados da experimentacdo discutidos em relacdo aos quadros tedrico-



156

metodoldgicos, bem como os resultados de cada fase do Processo de Software
particularmente.

Ao confrontar os resultados do experimento com o Quadro de Carlson et al (2002)
foi procurado entender como 0s recursos requisitados e implementados ofereceram suporte
e promoveram o raciocinio covariacional dos estudantes ao abordarem a taxa de variagao.
Além dos beneficios, foi procurado entender também as limitagdes e dificuldades que os
estudantes tiveram para abordar a taxa na perspectiva covariacional com o uso do software.

Dessa forma, a analise realizada mostrou que os beneficios proporcionados pelo
Function Studium foram importantes para que os estudantes compreendessem 0s aspectos da
taxa de variacdo, como: (a) a conex&@o simultanea e dindmica entre nota¢Ges para analisar a
influéncia dos coeficientes da funcdo na taxa de variacdo e analisar como a taxa varia em
funcdo da variavel x; (b) a simulacdo dinamica da taxa instantanea, para relaciona-la com
aspectos do grafico como as concavidades e 0s pontos de inflexao.

E importante observar, também, que os beneficios proporcionados por esses recursos,
refletiram a aplicacdo de requisitos que tiveram por base as necessidades levantadas na
analise preliminar.

Como exemplo disso, a ferramenta que aplica a taxa de variagdo em intervalos
sucessivos foi implementada com base na caracteristica variacional dos modelos afim e
quadratico, que apresentam formas de variar distintas, que sdo claramente perceptiveis
quando se analisa sua variacdo em intervalos constantes. Além disso, a necessidade de
articulacdo com o contexto geométrico foi traduzida na implementacdo de ferramentas que
permitiram que os estudantes relacionassem a taxa de variagdo com a inclinagdo da reta
tangente ao grafico.

Por outro lado, algumas caracteristicas do Function Studium limitaram o raciocinio
covariacional dos estudantes quando eles tentaram coordenar a variagdo em notacgdes
distintas, o que exige um esforgo cognitivo e, consequentemente, um suporte tecnoldgico.
Foram exemplos desses fatores limitadores, a disposi¢cdo das varidveis na janela de
pontos/taxas, a desconexao entre as ferramentas taxa de variacdo e reta tangente e a auséncia
de alguns suportes ao raciocinio dos estudantes que poderiam ter auxiliado na coordenacéo
da variacdo em notagdes distintas, como a memaria, uma lista de valores das variaveis
associadas ou até mesmo um grafico auxiliar.

Ao confrontar os resultados do experimento com as fases do Processo de Software
adotado, também, foram percebidos beneficios e dificuldades que se relacionaram com tais

fases, reforcando a importancia de algumas e expondo a necessidade de reflexdo sobre outras.
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Na anélise dos beneficios com o uso do software, foi evidenciada a contribui¢do da
sequéncia “analise preliminar - anélise de requisitos — prototipacdo (desenvolvimento) ”” no
Processo de Software usado, pois permitiu reunir uma série de necessidades relativas ao
objeto matematico na analise preliminar. Tais necessidades foram traduzidas em requisitos
na fase posterior e implementadas em ferramentas do software na prototipacéo.

Na experimentacdo, os beneficios associados a essas implementagdes mostraram as
relacdes com as primeiras necessidades levantadas na analise preliminar, como um caminho
inverso. E importante destacar a relevancia de que essas analises tenham sido feitas nas
quatro dimensbes propostas pela EDI (epistemoldgica, cognitiva, didatica e informatica),
pois cada dimensdo gerou necessidades para o prototipo e na articulacdo deles foram
idealizadas e desenvolvidos recursos que deram suporte a atividades dos estudantes com a
taxa de variacao.

Na fase de prototipacdo foram destacadas as interagcdes com os desenvolvedores para
0 teste de versdes parciais do Function Studium. Nessas interacdes foi possivel aproximar as
versdes parciais do prototipo idealizado pelo pesquisador do estudo (por meio das
prototipacdes com uso do GeoGebra e das telas multiplas), testando as funcionalidades do
prototipo em relacdo ao que havia sido requisitado e fornecendo novas necessidades de
alteragdes e implementagdes.

As dificuldades e limitacGes relacionadas na fase do experimento também proveram
ricas contribuicdes para a reflexdo sobre o Processo de Software aplicado nesse estudo.

Com relacdo as analises preliminares, os aspectos limitadores que emergiram no
experimento apontaram duas perspectivas: a primeira foi a funcdo dessa analise como um
instrumento para o professor/pesquisador antecipar-se a possiveis dificuldades, que virdo
com o uso do software pelos estudantes e planejar caminhos para minimizar tais dificuldades;
a segunda, foi a de um instrumento de referéncia para comparar como a auséncia dos
requisitos ndo implementados influenciaram a experiéncia dos estudantes com o software,
em termos de objetivos de aprendizagem alcancgados.

Com relacdo a prototipacédo, as dificuldades e limitacdes emergidas no experimento
reforcaram a necessidade da experimentacdo das versdes parciais do prototipo, para
aproxima-las dos requisitos pré-estabelecidos, além disso sugeriram a participacdo dos
estudantes ja nessa fase, para adequar o software centralizando-o0 no seu uso por eles, o que
minimizaria limitagdes nesse sentido em versoes posteriores.

No que diz respeito a analise a priori, houve uma necessidade de reflexdo sobre a

aplicacdo dessa fase, visto que a sua execucdo propriamente dita se deu na construcdo das
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atividades do experimento, ao tempo da verséo final do software, o que levou ao surgimento
de dificuldades e limitacdes no experimento que poderiam ter sido minimizadas caso ela
tivesse sido realizada antes dos testes das versdes prévias.

No entanto, essa aplicacdo prévia da andlise a priori seria limitada pela versdao do
software ainda incompleta e pelas atividades da experimentagédo, que dependiam da versdo
final do software para explorarem todos os seus recursos. Dessa forma, em uma reflexao
inicial, foi levantada como sugestdo a aplicacdo de uma analise a priori sobre situacfes
basicas com o uso do software, previamente, aos testes das versdes parciais e que geraria
necessidades de adequacdo e implementacdo, e outra analise a priori mais especifica, sobre
as atividades do experimento final e a versdo final do software, mas que requer ainda uma
discussdo com os pesquisadores responsaveis pelo Modelo de Processo de Software.

De forma geral, o processo de validacdo do software desenvolvido com base no
Modelo adotado, apontou os beneficios e as limitagcdes proporcionados aos estudantes pelo
uso do software e suas relagdes com as caracteristicas e as ferramentas implementadas para
abordar a taxa de variacdo das funcdes afim e quadratica.

Tais relagdes foram associadas com cada fase do Modelo de Processo, de modo a
avaliar a aplicacdo de cada uma delas com base nos resultados, 0 que mostrou a importancia
das fases tedricas para garantir o desenvolvimento de um software que abordasse as
necessidades levantadas e a importancia das fases experimentais para garantir que as
funcionalidades fossem implementadas aproximando-se 0 maximo possivel dos requisitos.
Além disso, também foi exposta a necessidade de uma melhor discussdo e adequacéo das
fases de prototipacédo e analise a priori, para a obtencdo de melhores resultados.

Com relacédo a novas possibilidades de investigacdes ligadas ao objeto abordado nesta
pesquisa e a metodologia aplicada, sdo apontados alguns dos varios percursos possiveis:

- A aplicacéo do Processo de Software adotado na implementacéo de novos recursos,
requisitados em resposta a necessidades especificas de outras funces (exponencial,
logaritmica, trigonométricas, etc.);

- O papel da conexdo dindmica e simultdnea entre notacGes/representacdes na
mobilizacao dos aspectos variacionais de funcdo abordados em ambientes computacionais;

- As novas caracteristicas, contribuicdes e limitagdes da implementacdo de uma tela
sensivel ao toque (touchscreen) na interface do Function Studium.

- A integracdo do Function Studium & sala de aula e as atividades dos professores e

estudantes;
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- A utilizagdo do Function Studium no ensino e aprendizagem do Célculo, no Ensino
Superior;

- A integracdo e aplicabilidade do Function Studium a modalidade de Ensino a
Distancia, dada a possibilidade de 0 mesmo ser acessado on-line;

- A utilizacdo do Modelo de Processo de Software baseado na EDI para a concepgéo

de ferramentas computacionais que abordem outros conceitos matematicos.
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