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RESUMO

Estudamos aspectos tedricos de um sistema que modela o comportamento dos
fluidos micropolares incompressiveis num dominio limitado @ C R™ (n = 2 ou 3).
Especificamente, utilizamos o método espectral de Galerkin para mostrar a existéncia

de solucoes fortes e com determinadas condigoes mostramos a unicidade das solugoes.

Palavras-chave: Existéncia, Unicidade e regularidade. Solucoes fortes. Fluidos

micropolares. Método espectral de Galerkin.



ABSTRACT

We study theoretical aspects of a system that models the behavior of incompressible
micropolar fluids in a bounded domain @ C R"™ (n = 2 or 3). Specifically, we use the
spectral Galerkin method to show the existence of strong solutions and under certain

conditions show the uniqueness of solutions.

Keywords: Existence, Uniqueness and regularity. Strong Solutions. Micropolar fluids.

Spectral Galerkin method.
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1 Introducao

O estudo das equagoes de fluidos micropolares é de grande interesse devido a
que as equacoes de Navier-Stokes para fluidos newtonianos nao podem descrever
satisfatoriamente a dinamica dos fluidos com microestrutura. As equacoes de fluidos
micropolares descrevem a dinamica das particulas que estao imersas no fluido, as quais
estao sujeitas tanto a translagoes como a rotagoes. Os fluidos micropolares também sao
chamados de fluidos assimétricos. A teoria de fluidos micropolares foi introduzida por
Eringen (1966).

Neste trabalho enunciaremos e demonstraremos resultados de existéncia e unicidade de
solucoes fortes para as equagoes que descrevem o movimento de um fluido nao-homogéneo,
viscoso, incompressivel e assimétrico num dominio limitado 2 C R™(n = 2 ou 3), durante

um intervalo de tempo [0,7], 0 < T < oco. Este sistema ¢ dado por

0
a—?-k(u-V)u—(u—Fx)Au—kszxrotw+f, (1.1)
%—j + (u - V)w — yAw + 2xw — (a + f)Vdiv w = xrot u + g, (1.2)
div u =0 em . (1.3)
As condigoes na fronteira 9€) de €2 sdo
u(t,z) = w(t,z) =0; (t,x) € [0,T] x 09, (1.4)

e as condigoes iniciais sao

uw(0,z) = up(x),w(0,z) = wo(z), = € N. (1.5)
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E um sistema de equacdes ndo homogéneos, onde u(t,z) € R", w(t,z) € R" e
p(t,x) € R" s@o incégnitas que denotam, respectivamente, a velocidade do fluido, a
velocidade microrotacional e a pressao hidrostética no punto x € € e no tempo t € [0, 7.
As constantes pu,x,«, 3,7 e v sao positivas associadas as propriedades do material e
satisfazem a seguinte condi¢ao min{y, x, 1, a+5+~} > 0. As fungoes f(t,x), g(t,z) € R"
sao forcas externas dadas.

A equacao tem uma forma similar as equagoes de Navier-Stokes, mas estd
acoplada com a equacao (|1.2). Para fluidos Newtonianos, as equagoes e estao
desacopladas quando x = 0.

Se no sistema - nao ha microrotagao; ou seja, se w = 0 e y = 0, o sistema

(1.1)) - (1.5) se reduz a

w + (u-V)u — pAu+ Vp = f, (1.6)
div u =0, em €, (1.7)
u=0em IN x [0,T], (1.8)
com condi¢ao inicial
u(z,0) = up(x), v € (1.9)
que ¢ o sistema de Navier-Stokes com densidade constante p = 1. Os resultados de

existéncia de solugoes do sistema - tem sido bastante estudado (HEYWOOD,
1980; LADYZHENSKAYA, 1969; TEMAN, 1979; SOHR, 2001).

O problema —, foi estudado por Lukaszewicz (1999), quem mostrou a
existéncia global de solucoes fracas para o problema, sob determinadas condigoes
utilizando linearizacao e o teorema do punto fixo. Usando a mesma técnica, ele mostra a
existéncia local, global, e tambén a unicidade da solucao forte.

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade das solugoes fortes, baseado no
trabalho de Rojas-Medar (1997), quem utilizou o método espectral de Galerkin.

O trabalho é organizado da seguinte maneira. No capitulo 1, apresentamos algumas
defini¢oes e resultados preliminares que serao usados ao longo do texto. No capitulo
2, apresentamos a forma linearizada e estaciondria das equacoes de Navier-Stokes, que é
conhecida como as equagoes de Stokes estaciondrias, e as equacoes de fluidos micropolares.

Também enunciamos resultados importantes, associadas a estas equagoes. No capitulo 3,
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enunciamos e demonstramos os resultados de existéncia e unicidade de solugoes fortes.



2 Conceitos preliminares

Este capitulo tem como principal objetivo é introduzir os conceitos basicos e notagoes que
utilizaremos no restante do trabalho. Para detalhes das demonstracoes dos resultados
apresentados neste capitulo, veja Adams (1975), Brezis (1984), Evans (2000), Kufner,
John, Fucik (1978) e Teman (1979).

2.1 Definicoes iniciais.
Nas seguintes definig¢oes, (2 C R™ denotara um conjunto aberto.

Definigao 2.1. (i) Um fungdo f:Q — R € dita Lipschitziana se eziste uma constante

C >0 tal que

[f (@) = f(y)| < Cllz—yll,

para todo x,y € Q.

(i) Uma fungao f: Q — R é dita localmente Lipschitziana se para cada x € 2, existir

uma vizinhanga U, do ponto x, tal que f|y, € Lipschitziana.

(iii) Dizemos que f : @ — R € uma fungao C™' se f for diferencidvel em Q, com
derivadas parciais localmente Lipschitziana.
Agora apresentamos duas defini¢oes que tratam sobre a regularidade da fronteira OS)

do conjunto €.

Definigao 2.2. Um conjunto aberto Q em R™ € dito conjunto aberto de classe C'1
se existem constantes positivas 0y e ¢ tais que para todo z € 0X, eriste uma fun¢ao

de classe CV', f = f, : R"™! — R satisfazendo f(0) = 0, Vf(0) = 0, |Vfllr= <

12
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¢, |\Vf(x) = Vf(w)| < ||z —wl| e um sistema de coordenadas ortonormal CS, : y =

Y1y Yn-1,Yn) := (U, Yn), com sua origem em z tal que
B(z,00) N ={y € B(0,8y) em CS. ; yn > f(3))}.

Definigao 2.3. Seja Q C R?® um conjunto aberto. Dizemos que a fronteira de €0 €
uniformemente de classe C* k € N, quando ¢ possivel escolher coordenadas cartesianas
locais (z1, x2, x3) numa vizinhanga U, de cada y € 0N tal que 02 N U, seja representado
por uma fungao x3 = (a1, x9,y) de classe C*. Além disso, as vizinhancas U, podem
ser escolhidas como sendo bolas, todas com o mesmo diametro, com respectivos centros
y, € as derivadas até ordem k de cada fungdo (-, -,y) sao limitadas por wma constante

independente de y.

2.2 Espacos L*

Nesta seccao apresentamos algumas definicoes e propriedades fundamentais dos espagos
LP.

Iniciamos apresentando conceitos de o—élgebra, medida e funcao mensuravel.
Definicao 2.4. Seja ) um conjunto ndao vazio.

(i) Seja M uma familia formada por subconjuntos de 2. Dizemos que M ¢é uma o-
dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades :
(a) O € M, onde ) é o conjunto vazio.

(b)) A € M = A° € M, onde A° é o complemento do conjunto A respeito ao

congunto €.

(c) U, A, € M sempre que A, € M para todo n.

Um espago mensuravel € um par (2, M) formado pelo conjunto Q2 e uma o-dlgebra

M de subconjuntos de 2. Um subconjunto A C ) é mensurdvel se A € M.

(i) Dado um espaco mensurdvel (Q, M), uma medida p é uma funcdo ju: M — R tal

que:

(a) nw(A) >0, para todo A € M.
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(b) (@) =0, onde O é o conjunto vazio.

(c) p(U Ai) = 22 pu(Ai) se Ai e M, AinA; =0 (i #5)

ieN ieN
Um espago de medida é uma tripla (2, M, u) formada por um espago mensurdvel

e uma medida nela definida.

(11i) Seja (2, M, ) um espago de medida.

Seja f: Q0 — R uma funcdo. Entao f é mensurdvel se, e somente se, o conjunto

{reQ: flz) <aleM

para cada o € R.
Consideremos €2 C R" um conjunto aberto.
Definigao 2.5. (i) L'(Q) ={f: Q= R; f é mensurdvel e [, |f|du < +oco}.

(ii) Seja p € R com 1 < p < oo; definimos:

LP(Q) ={f:Q — R; f € mensurdvel e |f|P € L'(Q)}

com norma

1l = 11 = { / |f<x>rpdu] ”p.

(i1i) Definimos:

f:Q —R; f é mensurdvel e existe uma constante C

L¥(Q) =
tal que | f(z)] < C quase todo ponto em

com norma

| fllee = [[flloo = nf{C;[f(z)] < C quase todo ponto em Q}.

2.2.1 Desigualdades Elementares.

Apresentamos algumas desigualdades que serao utilizadas ao longo do texto.

1. Desigualdade de Cauchy.
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ab<%+% (a,beR)
2. Desigualdade de Cauchy com e¢.
a.b < ea® + % (a,b>0,e>0).
3. Desigualdade de Young. Seja 1 < p,q < o0, é + % = 1. Entao:
a.b < %+% (a,b>0).
4. Desigualdade de Young com «.
a.b <ea? 4+ C(e)b? (a,b> 0, > 0),
onde C(g) = (ep)~¥Pq 1.

5. Desigualdade de Holder. Sejam 1 < p, ¢ < oo, % + % = 1. Entao se u € LP(9),

v € LI(Q), temos:
Jo lwvldz < lullpo@llv]l o).
6. Desigualdade de Minkowski. Sejam 1 < p < oo e u,v € LP(Q2). Entao:
Ju+vlle@) < llullze@) + [[0]lLe@)-

7. Desigualdade de Holder Generalizada. Sejam 1 < py,...,p, < 00, com

pil+pi2+...+1%:1,esuponhaque up € LP*(Q) para k =1,...,m. Entao:

m
Jo lur - cumldr < TT Jluillzen o)
k=1

8. Desigualdade de Interpolagao para as normas L”. Sejam 1 < s <r <t < oo

e

S =
I
» |
+
—
-~
N

Suponha também que u € L¥(2) N LY(Q2). Entao u € L™(Q), e

lullzr) < Nl llell Ly
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10.

Antes de enunciar a desigualdade de Gronwall, en su forma diferencial e integral,
definimos o seguinte. Uma funcao F : [a,b] — R é dita absolutamente continua
se para todo £ > 0, existe um § > 0 tal que para toda familia {(a;, b;)} de

intervalos disjuntos em [a, b] tais que > . (b — a;) < 0 se cumpre a desigualdade

Z?:l |[F'(b;) — F(a;)| <e.

. Desigualdade de Gronwall (Forma Diferencial).

(1) Seja n(.) uma fungao nao negativa e absolutamente continua em [0,7], a qual

satifaz para quase todo t a desigualdade diferencial:

() < o()n(t) + ¥ (1),
onde ¢(t) e ¥(t) sdo fungdes nao negativas e pertencem a L'([0,7]). Entéo:
7(t) < 0% [5(0) + [ 6(5)ds]

para todo 0 <t <T.

(77) Em particular, se

i < ¢n em [0,T] e n(0) =0,
entao
n=0em [0,7T].

Desigualdade de Gronwall (Forma Integral).

(i) Seja £(t) uma funcdo nao negativa e pertence a L'([0,T]) a qual satisfaz para

quase todo t desigualdade integral:

£(t) < C1 [7&(s)ds + O,

para constantes C, Cy > 0. Entao:

£(t) < Cy(1 4 Crte™),
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para quase todo 0 <t < T.
(77) Em particular, se

£(t) < G fy &(s)ds,
para quase todo 0 <t < T’ entao

£(t) = 0 para quase todo t.

2.2.2 Propriedades dos espacos L”.

Agora apresentamos algumas propriedades fundamentais dos espacoes LP.
1. LP é um espaco vetorial e || ||, ¢ uma norma para qualquer p, 1 < p < co.
2. (Fischer-Riesz). LP é um espaco de Banach para qualquer p, 1 < p < 0.

3. Seja (f,) uma sequéncia em LP e seja f € LP tal que || f, — f||, — 0. Entao, existe

uma subsequéncia (fy,) e uma fungao h € LP tal que:

(a) fn,(x) = f(x) para quase todo ponto em (.

(b) |fu.(z)| < h(x), Yk, quase todo ponto em €.
4. LP é reflexivo para qualquer p, 1 < p < oc.

5. (Teorema de Representagao de Riesz para LP(Q)). Sejam 1 < p < coe ¢ € (LP(2))*,
onde (LP(2))* é o dual de LP(12).

Entdo existe uma tinica funcido v € L” (onde p’ verifica 1% + % = 1), tal que

(0. f) = Juf, VfeLl

Além disso,

[l = [l e

6. (Teorema de representacao de Riesz para L'(Q)). Seja ¢ € (L'(Q))*.

Entao existe v € L>(Q) tal que para todo u € L'(Q)
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[v]loe = [l (L1 ())*

Para f definida em 2, definimos o suporte de f como o fecho do conjunto
{r €Q : f(z)# 0} e denotamos por supp f.
Seja a = (ay, . .., ;) um multi-indice cujas coordenadas sao inteiros nao negativos.

Escrevemos |a| = oy + -+, €

olal

aa’lxl .o aanajn

Da

A fungao f € C*(Q) se existem as derivadas parciais Df para todo « com |a| < k
tal que sao continuas em €.

Além disso,

C=(Q) = () C*(Q).
k=1

Denotamos por C§°(§2) ao conjunto dos f € C*(Q2) para qual supp f C €.

Note que, se 2 ¢ limitado, entao supp f C €2 é um subconjunto compacto de €.

Teorema 2.6. Seja 2 um subconjunto aberto nao vazio e limitado de R™. FEntao o

conjunto C§°(2) € denso em LP(§) para qualquer p, 1 < p < 0.
Teorema 2.7. O espago Co(R™) € denso em LP(S2) para qualquer p, com1 < p < 0.

Definicao 2.8. Seja 1 < p < 0o, dizemos que uma funcao f : Q2 — R pertence a
LP

loc

(Q) se flx € LP(Y) para todo compacto K C €.

Lema 2.9 (Du Bois-Reymond). Seja f € L, .(Q) tal que:

loc
Jo fu=0, Yu e C(Q).

Entao f =0 quase em toda parte em €.

Definicao 2.10. O espa¢o de medida €2 é chamado separdvel se hd uma familia
enumerdvel (E,) subconjuntos de M tal que a o — algebra gerada por (E,) coincide

com M, isto é, M € a maior o — algebra que contém aos E!s.

Teorema 2.11. Seja Q2 um espago de medida, separdvel. Entdo LP(S)) é separdvel

para qualquer p, 1 < p < oco.
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2.3 Espacos de Hilbert.

Definigao 2.12. Seja H um espago vetorial. Um produto escalar (-,-) € uma forma

bilinear em H X H com wvalores em R, tal que:
(u,v) = (v,u), Vu,v € H  (Simetria).
(u,u) >0, Vue H (Positividade).
(u,u) #0, Yu#0 (Definida,).

Lembremos de que um produto escalar satisfaz a desigualdade de Cauchy— Schwarz

[(u,v)| < (u, )2 (v,0)'2, Yu,v € H.

Teorema 2.13 (Teorema de Representagao de Riesz-Fréchet). Dado qualquer

p € H*; existe f € H unico tal que:
(p,v) = (f,v),Vv e H

Além disso,

1= llel

e
Definicao 2.14. Seja a: H x H — R forma bilinear
(i) € dita continua se existe uma constante C tal que:
la(u,v) < Clul|v|; Vu,v € H;
(ii) € dita coerciva se existe uma constante o > 0 tal que:
a(v,v) > alv]?, Vv € H.

Teorema 2.15 (Stampacchia). Suponhamos que a(u,v) € uma forma bilinear
continua coerciva em H. Seja K C H um conjunto nao vazio, fechado e convexo.

Entao, dado qualquer o € H*, existe um unico elemento u € K tal que

a(u,v —u) > (p,v —u),Vv € K.
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Além disso, se a € simétrica, entdo u € caracterizada pela propriedade

ue Ke %a(u,u) —(p,u) = {)Iéi}I{l{%a(U,U) — (@, v)}.

Coroléario 2.16 (Lax - Milgram). Suponhamos que a(u,v) € uma forma bilinear
continua e coerciva em H. Entao, dado qualquer ¢ € H*, existe um unico elemento
u € H tal que

a(u,v) = (p,v),Yv € H.

Além disso, se a é simétrica, entdo u € caracterizada pela propriedade

we H e Salu,) = (p.u) = min{a(v.0)  (¢.0))

Definicao 2.17. Seja (E,)n,>1 uma sequéncia de subespagos fechados de H. Diz-se

que H ¢ soma de Hilbert dos E,’s e escrevemos H = &, F,, se:

(a) Os espagos E, sdo mutuamente ortogonais, ou seja,

(u,v) =0, Yu € E,,Yv € E,,, m # n,

o
(b) O espago linear gerado por \J E, € denso em H.
n=1

Lema 2.18. Suponhamos que (v,)é uma sequéncia em H tal que

(Um: Un) = O7vm 7é n,

oo
Z luk|? < oo.
n=1

Seja

3

Sn = V-
k=1

Entao

S = lim S,, existe
n—oo

e, além disso,

o0

S =) lul?

k=1
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Teorema 2.19. Suponhamos que H € soma de Hilbert dos E,,’s.Dado u € H, seja

u, = Pg u

n
k=1

Entao temos

lim S, =u
n—oo

Z lug|? = |u|?, (Indetidade de Bessel - Parseval)
n=1

Definigao 2.20. Uma sequéncia (e,)n>1 em H diz-se uma base ortonormal de
H (ou uma base de Hilbert ou simplesmente base) se sao satisfeitas as sequintes

propriedades:
(i) len] = 1,¥n e (e, e,) = 0,Ym # n,
(ii) o espaco linear gerado pelos e, ’n é denso em H.

Corolario 2.21. Seja (e,) € uma base ortonormal. Entdo para cada w € H, temos

k=1
e
o0
ul> = > l(u,e)?
k=1
o
Por outro lado, dado qualquer sequéncia (o) € (2, a série > agep converge para
k=1

algum elemento u € H tal que (u,ey) = oy, Vk e Jul> = > ai.
k=1

Teorema 2.22. Cada espaco de Hilbert tem uma base ortonormal.

2.4 Espacos de Sobolev

Definigao 2.23 (Derivada Generalizada). Seja o = (aq, ..., ) um multi-indice

com coordenadas inteiras nao negativas. Dizemos que f* € L} (Q) ¢ a a-
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ésima derivada generalizada ou derivada fraca em Q de f € L .(Q) se para cada

v € Cg°(2)
| spme= 0 [ e

Definigao 2.24. Seja m um inteiro positivo, 1 < p < co. Denotamos por W™P(()
ao espaco linear de elementos f em LP(2) para os quais as derivadas parciais

generalizadas D f existem para todo |a] < m e pertencem a LP(Q)), com norma

1 f lwme) = ( Z HDaf“g)l/p

0<lal<m

[fllmoo = max [[D®fllo

0<lal<m
Teorema 2.25. O esp¢o W™P(Q)) é um espago de Banach. Para 1 < p < o0,
WmP(Q) é reflexivo.

Definigao 2.26. Denotamos por W"(Q) ao fecho do conjunto C§°(Q) na norma
de W™P(Q).

Os espagos H™(2) = W™2(Q) e H'(Q) = WP (Q) sdo espagos de Hilbert com o
produto escalar

(f,9)= D> (Df, D)

0<|al<m
Definigao 2.27. Seja m wum inteiro positivo, 1 < p < oo, e 1/p+ 1/q = 1.
Denotamos por W—"1(Q) ao dual do espago Wy "*(£2).
O espagco W=™2(Q) € denotado por H=™(1).

Agora introduzimos no conjunto C§°(£2) a seguinte nogao de convergéncia.

Definicao 2.28. Dizemos que uma sequéncia (p,) C C§°(2) converge a zero se

existe um compacto K C € tal que
(i) supp p, C K para cada p,,

(i1) lim D%p, =0 para cada multi-indice o, uniformemente em Q.
n—oo
Denotamos por D(Q) ao conjunto C§°(§2) junto com a convergéncia introducida

acima.
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Definigao 2.29. Dizemos que a funcio T : D(Q) — R uma distribuicao em € se

T(ap + o) = aT'(p) + FT(Y)
para todo o, B € R e ¢,1) € D(Q), e se

lim T(¢,) =0

n—o0

para cada sequéncia (v,) C D(2) que converge para zero em D(S).

Denotamos por D'(£2) ao conjunto de todas as distribuigbes em €2 e escrevemos

(T, ) em lugar de T(p). Para f € L}, (), a funcao em D(Q) definida por

loc

Ty() I/Qfso

é uma distribui¢do. Por causa disso , podemos considerar L}, .(2) C D'(Q).

Defini¢ao 2.30 (Derivada de uma distribuigao). Seja T' € D'(2). Entdo a fungdo
g_az; :D(Q) — R,i € {1,...,n} definido por

oT Op
= — T R —

para cada ¢ € D(Q), € uma distribuicao. Analogamente, para o um multi-indice

arbitrdrio, se define D*T € D'(Q) por
(DT, p) = (=1)°NT, D)
para cada ¢ € D(Q).

Para T' € D'(§2), chamamos DT a a-ésima derivada da distribuicao de 7.

Teorema 2.31. Seja 2 um subconjunto de R™ aberto e limitado com fronteira OS2,

Lipschitz, isto €, Q C C%'. Entdo

(i) se kp < n, entdo a imersao de W*P(Q) em LP"(Q) é continua, p* = np/(n — kp),

e a imersio de WHP(Q)) em L()) é compacta para q < p*;
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(i) se 0 < m < k—n/p < m+ 1, entdo a imersio de WHP(Q) em C™*() ¢é
continua, & =k —n/p —m, e a imersdo de W*P(Q) em C™5(Q) ¢ compacta, para

B < a.

Lema 2.32. Seja ) um subconjunto de R™ aberto e limitado. Entao a imersao de

H}(2) em L*(2) € compacto.

Teorema 2.33. Seja 2 um dominio limitado em R™ de classe C™, e seja u
qualquer fungdao em W™ (Q) N L1(Q),1 < r,q < co. Para qualquer nimero inteiro

7,0 < j < m, e para qualquer nimero 0 do intervalo j/m < 0 <1, seja

)+(1—0)1.

+0
( q

S|
|3

Sem — j —n/r nio é um nimero inteiro nao negativo, entao
1D ull oy < Cllulliymr@lull aq)-

Se m—j—n/r éinteiro nao negativo, entdo a desigualdade (1.1) vale para 6 = j/m.

A constante C depende somente de Q,r,q,m, j,0.
Observacao 2.34. Seja Q@ C R® como no Teorema[2.35, Entdo

(i) a imersao de W12(Q) em L%(Q) é continua,
[ull o) < Cllullwrzg

(ii) a imersao de W2(Q) em L*(Q) é compacta.

(iii) a imersio de W>2(Q2) em C%V2(Q) ¢ continua, e a imersio de C%Y?(Q) em

C(Q) € compacta; em particular, temos:
[ullse < Cllullw22(e).

Lema 2.35 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 um subconjunto de R™, aberto e

limitado, n wm inteiro positivo, d = diam Q = sup{dist(z,y) : x,y € Q}. Entao
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para cada v € Wy*(Q) ei € {1,...,n},

d 0O
lull 22y < —= ol 220
V2 Oz

Veja demonstracao em Lukaszewicz (1999).

Corolario 2.36. Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado. FEntao, as duas

, . , 1,2
sequintes normas sdo equivalentes em Wy~ (§2):

lull = (lullFa@) + D I1D%ullzq))"?

lal=1

Hulll = (Y 11D ullZ20)) /2.

|o|=1
Lema 2.37. Seja Q C R? um conjunto aberto e limitado. Entdo para todo
u e W,2(Q)

1/2 1/2
[ull @) < 21/4”“HL/2(9>”DUHL/%Q)'

Veja demonstragao em Ladyzhenskaya (1969) e Lukaszewicz (1999).

Lema 2.38. Seja Q C R?® um conjunto aberto e limitado. Entdo para todo
u e W,?(Q)
1/4 3/4
lull e < V2ul g I Dull )

Veja demonstragao em Ladyzhenskaya (1969) e Lukaszewicz (1999).

Lema 2.39. Seja Q C R?® um conjunto aberto e limitado. Entdo para todo
ue WykQ),
”'LL“LG(Q) S 481/6HDUHL2(Q).

Veja demonstragao em Ladyzhenskaya (1969) e Lukaszewicz (1999).
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2.4.1 Operadores fortemente elipticos

Seja Q@ C R” limitado com fronteira 092 de classe C*, para algum k > 1.

Consideremos o operador de ordem 2m

Az, D) = Z aq(x) D,

la|<2m

no qual os coeficientes a, () sdo fungoes C' com valores complexos para x € €.

A parte principal A’(x, D) de A(x, D) é o operador

Az, D)= > aa(x)D".

|a|=2m

Definigao 2.40. O operador A(z, D) € fortemente eliptico se existe uma constante

c >0 tal que
Re[(=1)"A'(x,€)] = cll¢[l3™,

para todo v € Q e £ € R",

Para operadores fortemente elipticos temos uma importante desigualdade

Teorema 2.41 (Desigualdade de Garding). Se A(z, D) é um operador fortemente
eliptico de ordem 2m entao existem constantes co > 0 e A\g > 0 tal que para cada

uw e H*™(Q)N HMQ) temos

Re(Au, u) = collullfymn o) — Aollullivorq)

A demonstracao deste teorema sera omitida, ja que pode ser encontrada em Pazy

(1983).

2.5 Espacos de Bochner

Os espagos de fungbes que mapeiam o intervalo (0,7") (tempo) em algum espago

de Banach é chamado espaco de Bochner. Seja u : (0,7) — X uma funcdo de um
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intervalo (0,7),T > 0, para um espaco de Banach X. Dizemos que u é fortemente

mensuravel se a func¢ao real t — ||u(t)||x é mensuravel.

Para ¢ € [1,00] e um espago de Banach X com a norma || . ||x, denotamos por
L9(0,T; X) ao conjunto de todas as fungoes f : [0,7] — X que sdo fortemente
mensuraveis tais que

I F @) %dt)s < 0o para g < oo,

[ fll o) =
ess sup ||f(t)||lx < oo paraq= oco.
t€[0,T]
O espaco L9(0,T; X') com anorma || . || Le(o,7;,x) € um espaco de Banach. Observemos

que, L9(0,T; L9(Q)) = LI(Q x (0,T)).

Seja X um espago de Banach, X’ ¢ seu dual, e seja u € L'(0,T; X). Denotamos por

!/

v’ (ou por u;) um elemento de L'(0,T; X) tal que para todo v € X',

d /
%@,u(t))xgx = (v, u'(t))x',x,

no sentido das distribui¢oes em (0,77). Assim, temos para todo ¢ € C§°(0,T),

- / (0, u(t)) g (£)dt = / (0,0 (8) o xp (1)t

onde (-, -)xs x denota a dupla emparelhamento entre X’ e X.

Lema 2.42. Sejam V, H,V' trés espacos de Hilbert, com'V C H = H' C V', onde
cada espaco € denso no proxrimo e as injecgoes sao continuas, sendo H' o dual de H,
V' 0 dual de V. Se a fungio u pertence a L*(0,T;V) e sua derivada u' pertence a
L*(0,T; V"), entao u € igual , quase sempre, a uma fungdo continua de [0,T] em H,

e temos a sequinte igualdade, que estd dada no sentido das distribuicoes em (0,T):

Para demonstra¢ao do resultado anterior veja Teman (1979).

Teorema 2.43 (Aubin - Lions). Sejam By, B e¢ By espagos de Banach com By e

By reflexivos tais que By — B < By com injecoes continuas e a injecio By — B
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compacta. Para T € (0,00) e 1 < p; < o00,i=0,1, seja

d
Y ={v;v e L"(0,T; By),v = d—: € LP(0,T; By)}

munido da norma
[vlly = [[vllzroo,7:80) + [Vl o1 (0.7:31)-

Entaoy € um espaco de Banach e
Y — L”(0,T; B)

com injecao compacta.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em Lions (1969) e Teman

(1979).

Lema 2.44. Sejam X e Y dois espagos de Banach tal que X — Y ¢é continua. Se
a fungao u pertence a L>=(0,T; X) e € fracamente continua com valores em Y ; isto
é, para todo v € Y a fungdo t — (u(t),v) € continua, entdo u € fracamente continua

com valores em X.
Veja demonstracao em Teman (1979).
Lema 2.45. Seja Q C R3 um conjunto aberto e limitado, e seja

we L2(0,T; Wy 2(Q)) N L=(0,T; L*(Q)).

Entao, u € L*(0,T; L3(Q)).

Veja demonstracao em Lions (1969).

2.6 Resultado importante

O seguinte resultado que enunciaremos, vai ser fundamental na demonstracao que
veremos no Capitulo 3. O resultado pode ser encontrado em Heywood (1980)
Assumimos que as fungoes ¢(t),v(t), f(t), h(t) sdo nao-negativas,C* (k > 1) e
definidas para todo t > 0
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Lema 2.46. Suponhamos que ¢(0) = ¢g e ¢'(t)(t) < g(o(t)) + f(t), para t <0,
onde a fun¢ao g € nao-negativa, continua, Lipschitz e definida para ¢ > 0. Entao
se cumple que ¢(t) < F(t;¢0), para t € [0,T(¢g)), onde F(-;T(po)) € solugcio do
problema com walor inicial F'(t) = g(F(t)) + f(t),F(0) = ¢o, e [0,T(¢o)) € o
maior intervalo onde F pode ser continua. Também, se g é nao-decrescente, entao

fotﬁb(s)ds < F(t; ¢o), onde F(t; ¢o) = do + fJ[g(F(s; Po0)) + f(s)]ds.



3 Equacao de Stokes e Equacao

Micropolar.

Neste capitulo vamos apresentar a forma linearizada e estacionaria das equacoes
de Navier-Stokes, que é conhecida como as equacoes de Stokes estacionarias, e as
equagoes de fluidos micropolares. Também, enunciamos resultados importantes,
associadas a estas equagoes. Estes resultados serao muito tuteis para o tratamento

das equacoes de Navier - Stokes e das equagcoes dos fluidos micropolares.

3.1 Equacao de Stokes (estaciondria).

Nesta secao vamos apresentar certos espacos de funcoes fundamentais.

Iremos frequentemente trabalhar com funcoes em espagos n-dimensionais com

componentes nesses espacos. Usaremos a seguinte notacao:

LP(Q) = {L7()}", W™P(Q) = {W™P(Q)}"
H™ = {H™(Q)}", 2(Q) = {D(Q)}",

onde € é qualquer conjunto aberto em R™. Vamos supor que estes espacos produtos
sao equipados com a norma produto usual ou uma norma equivalente (exceto Z({2)

e 2(Q), que ndo sao espacos normados).

Seja ¥ o espago (sem topologia)

YV ={ue 2(9Q); divu=0}. (3.1)

30
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Definimos os espagos H e V' da seguinte maneira:

H = o fecho de ¥ em L*(Q)
V = o fecho de ¥ em H ()

Os espacos H e V' sao importantes para o estudo das equagoes de Navier-Stokes.

3.1.1 Caracterizacao dos espacos H e VV/

Caracterizacao do gradiente de uma distribuigao.

Seja € um subconjunto aberto de R™ e seja p € 2'(12). Para todo v € ¥/, temos

(grad p,v) = Z<Dz‘p, V) = — Z(p, Dyw;) = (p,div v) =0

i=1 i=1

Esta propriedade caracteriza as distribui¢oes que podem ser em termos do gradiente

de uma distrinuicao, como especifica o seguinte resultado

Proposicao 3.1. Seja Q um subconjunto aberto em R™ e f = {f1,....fu}, fi €
2'(Q),i = 1,...,n. Uma condigdo necessdria e suficiente para que f = grad p,

para algum p € P'(Q), € que (f,v) =0, para todo v € V.

Para demontragao veja Teman (1979).
Proposigao 3.2. Seja 2 C R" aberto, limitado e Lipschitz em .

(i) Se uma distribuicdo p tem todas suas derivadas de primeira ordem D;p, 1 < i < n,

em L*(Q), entao p € L*(Q) e
||p||L2(Q)/R < c(Q)|grad p||L2(Q)'

(i1) Se uma distribuicao p possui todas suas derivadas de primeira ordem D;p,

1<i<n, em H(Q), entao p € L*(Q) e

1Pl z2y/r < c(Q)|lgrad pllg-—1 ),
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onde L*(Q)/R = {p € L*(?), [,p(x)dz =0} .

Em ambos casos, se Q0 € qualquer conjunto aberto em R", p € L2 ().

Para uma prova deste resultado veja Teman (1979).

Caracterizacao do espago H

Agora daremos uma caracterizacao dos espacos H e H*, onde H* é o complemento

ortogonal de H em L?*().

Teorema 3.3. Seja 2 um conjunto aberto, limitado e Lipschitz em R™. Entao:
H*={uec L*Q): u=grad p,p € H(Q)},
H={uec L*Q): divu=0,vu=0}

Uma prova do resultado anterior pode ser encontrada em Teman (1979).

Observacao 3.4. Seja (2 C R™ conjunto aberto. Entao
H* ={uec L*(Q) :u=grad p, p € L} .(Q)}.
Se Q € ilimitado e sua fronteira OS2 € localmente Lipschitz, entdo
H* ={uec L*(Q) :u=grad p, p € L} .(Q)}.
Teorema 3.5. Seja Q2 C R" limitado e aberto de classe C%. Entdo
L*(0) = Ho H & H,
onde H, H,, Hy sao espacos mutuamente ortogonais, e
H, ={uec L*Q) :u=grad p,p € H(Q), Ap = 0},
Hy={uc L*Q):u=grad p,p € Hy(Q)}

Para a demonstr¢ao do teorema veja Teman (1979).
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Observacao 3.6. (a) Seja Py o projetor ortogonal de L*(Q) em H. A funcio Py
¢ continua em L*(Q). Além disso, Py também leva h'(Q)) em si mesmo e ¢

continua para a norma de H'(Q).

(b) Py ¢ continuo de Hy(Y) em H'():
1Pl ) < e(Q)|ull ), Yu € H(Q).

(c) Se Q € de classe C"™r > 1 (r € Z). Seu € H"(Q) entio Py € H"(Q) e Py

¢ linear e continua para a norma de H" ()

| Prull o) < c(r, Q)|lull g @), Vu € H' ()

Caracterizagao do espago V

A seguinte caracteriz¢ao pode ser encontrada em Teman (1979).

Teorema 3.7. Seja Q2 um conjunto aberto e Lipschitz. Entao

V = {u € Hy() : div u = 0}.

3.1.2 Existéncia e unicidade para as equacoes de Stokes.

As equagoes de Stokes sao a forma estdcionaria e linearizada das equacoes de Navier-
Stokes. Nosso objetivo aqui é apressentar a formulagao variacional do problema de
Stokes, um resultado de existéncia e unicidade utilizando o Teorema de projegao e

regularidade de solugoes.

Formulacao Variacional

Seja 2 € R™ aberto, limitado e com fronteira 02, e seja f € L*(Q). Procuramos
uma fungao vetorial u = (uy,...,u,) que representa a velocidade do fluido, e uma
funcao escalar p que representa a pressao, que sao definidos em ) e satisfazem as

seguintes equagoes e condigoes de contorno (v > 0 é o coeficiente de viscosidade
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cinemadtica, o qual é uma constante positiva):

—vAu+ grad p = f em Q, (3.2)
div u =0 em , (3.3)
u =0 em OS2 (3.4)

Se f,u, e p sdo fungoes regulares que satisfazem (3.2) - (3.4) , entdo tomando o
produto escalar em (3.2)) com uma funcao v € ¥ obtemos,

(—vAu+ grad p,v) = (f,v).

Integrando por partes temos que

(—Au,v) = Z(gmd u;, grad v;) = ((u,v)), (3.5)

i=1

(grad p,v) = —(p,div v) =0

Dali,

v((u,v)) = (f,v), (3.6)

para todo v € 7.

Como cada um dos lados da equagao depende linear e continuamente de v
na topologia Hy(Q2), a igualdade ainda é vélida, por continuidade, para cada
v € V. Se o conjunto Q é de classe C? devido a (3.4)), a funcao regular u pertence a
H;(€2), e por causa de e ao Teorema , u € V. Chegamos entao a seguinte

conclusao:

u pertence a V e satisfaz v((u,v)) = (f,v), para todov € V (3.7)

Vamos supor que u satisfaz (3.7) e, mostraremos que u satisfaz (3.2) - (3.4) em

algum sentido. Como u pertence somente a Hy(£2), temos menos regularidade e s6

pode exceto u para satisfazer (3.2) - (3.4) em um sentido mais fraco do que o sentido
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classico. Na realidade, u € Hé(Q) implica que os tragos You; dos seus componentes
sdao zero em H'Y/2(0Q); u € V implica (usando Teorema [3.7) que div u = 0 no
sentido das distribuigoes. Usando (3.7]) temos

(—vAu— f,v) =0,Yv € V.

Entao, em virtude das Proposicoes e , existe alguma distribuigao p € L*(Q)
tal que

—vAu — f = —grad p,

no sentido das distribuigdes ou em 2’(€2). Assim provamos o seguinte lema

Lema 3.8. Seja Q um conjunto aberto e limitado de classe C?, com fronteira I’ = 09

As sequintes condicoes sao equivalentes
(i) uw eV satisfaz

(i) u pertence a Hy() e satisfaz - no sequinte sentido fraco eziste
p € L*(Q) tal que

—vAu+ grad p = f no sentido da distribuicao em €0, (3.8)
div u =0 no sentido de distribuicao em €; (3.9)
u=¢ emnT (3.10)

O Teorema de Projecao

Seja €2 C R™ aberto tal que
2 é limitado em alguma direcao, (3.11)

ou seja, existe um vetor unitario h € R™ e constantes a,b € R tal que a < - h <

b (onde x - h, é o produto interno do vetor x com o vetor h), Vz € (.

Teorema 3.9. Para todo conjunto aberto 2 C R™ que ¢é limitada em alguma diregao,

e para todo f € L*(Q). o problema tem uma unica solu¢ao u. (O resultado
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também é vdlido se f ¢ dada em H=(Q)).
Além disso, existe uma fungdo p € LE () tal que (@ - sao satisfeitas.
Se Q é um conjunto aberto, limitado e de classe C*, entao p € L*(Q) e (@ -

sao satisfeitas por u e p.

Lema 3.10. Seja a(u,v) uma forma bilinear continua em um espago de Hilbert W.
Seja ¢py € Uy, uma sequéncia de elementos de W tal que ¢y — ¢ € Uy, — U na

topologia fraca (ou forte) de W. Entao

Tim_a(tm, 6n) = alt, ). (3.12)
Tim_a(dm, m) = a6, ). (3.13)

Ver a demonstracao do resultado anterior em Teman (1979).

O problema de Stokes nao homogéneo

Agora consideremos o problema de Stokes nao homogéneo

—vAu+gradp = fem Q, (3.14)
divu = gem (3.15)
u = ¢emT, (3.16)

O seguinte teorema mostra a existéncia de solugoes, com certas condigoes, do
problema (3.14) - (3.16). Para a demonstracao do seguinte resultado ver Teman
(1979).

Teorema 3.11. Seja Q C R™ aberto, limitado e de classe C?; com fronteira T’ = 0S).
Sejam as fungées dadas f € H '(Q),g € L*('),¢ € HI/Q(F), tal que

/ g dr = ¢-vdl, (3.17)
) o9

Entdo existem u € H'(2),p € L*(2), que sdo solugdes de - .

As fungdes u e p sao unicas a menos adicdo de uma constante.
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Observacao 3.12. (a) Seja Q@ C R"™ aberto, limitado e Lipschitz. Entdo, o

operador divergente leva Hy(2) para o espago L*(Q2)/R.

(b) O Teorema é estendido para o caso em que 2 C R™ que é apenas aberto,

limitado e Lipschitz, desde que ¢ ¢ dado como o traco de uma funcao ¢y em

H'(Q) e e sio estendidas como segue
/g drx = / div ¢o dz,u — ¢y € Hy(2).
Q Q

Tomando uy = ¢q.

Resultados de regularidade.

Um resultado cldssico de regularidade é que a solucdo u € H{(2) do problema de
Dirichlet, —Au+u = f pertence a H"™"?(Q) sempre que f € H™(2). Um pergunta
natural ¢é se existem resultados similares de regularidade para o problema de Stokes.
Este resultado ¢ similar em espacos L? a qual é dada pela seguinte proposi¢ao. Para

a demonstragao do resultado veja Teman (1979).

Proposicao 3.13. Seja Q um conjunto aberto e limitado, de classe C™*2, onde

m € Z*. Vamos supor que:
u € Wh(Q),p € L¥Q), 1< a < +oo, (3.18)

sao solugoes do problema de Stokes - (3.16). Além disso, se f € W™*(Q),
g € WmHLe(Q) e ¢ € WmH2l/ax(T) | entdo

u € WmH(Q), pe Wm™Hh(Q) e (3.19)
existe uma constante ¢y = co(a, v, m, Q) tal que

[ullwm+2.a@) + Iplwm+re@)mr <

o[ fllwma) + lgllwmra@) + [|@llwnre-r/aaqr) + dallt]| Lo} (3.20)

do =0para > 2,d, =1 paral < a < 2.
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A seguinte proposicao da um resultado de existéncia geral e uma demonstragao é

dada em Cattabriga (1961) e Teman (1979).

Proposicao 3.14. Seja €2 uma conjunto aberto e limitado, de classe C", onde r =
maz {m + 2,2}, m € Z com m > —1, e seja f € W™*(Q),g € WmThe(Q), ¢ €

Wmt2=e(T) - dados, satisfaz a condi¢do de compatibilidade

Agm—édvﬂ, (3.21)

Entao existem fungoes u e p unicas (p € unica a menos adicio de uma constante)

talque sdao solucoes de - e satisfazem e com d, = 0 para

cada o, 1 < a < 00.

onde I' = 0f).

3.1.3 Caso linear da equacao de Navier - Stokes.

Seja 2 C R™ aberto , limitado e Lipschitz . Os espags 7', V e H sao os mesmos

espacos que definimos, anteriormente.

O espago V esta contido H, é denso em H, e a injecao é continua. Seja H* e V*
denota os espagos duais de H e V| respectivamente. Denotemos 7 a injecao continua

de V em H. O operador adjunto ¢* é linear e continua de H* para V*,

VCH=H CV*, (3.22)

Como consequéncia da identificacao de H e H*, o produto escalar em H de f € H

e u €V é o mesmo que o producto de f e u na dualidade entre V* e V, isto é

(f,u) = (f,u), para todo f € H, para todo Yu € V. (3.23)

Por outro lado, para cada u € V, a aplicacao

veV = ((u,v) eR (3.24)

é linear e continua em V. Portanto, existe um elemento de V*, que denotaremos
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por Au, tal que
(Au,v) = ((u,v)),Yv € V. (3.25)

Lema 3.15. Seja X um espaco de Banach dado com dual X*. Suponha que u e
gsao duas funcgoes que pertencem a L'(a,b; X). Entdo, as sequintes condig¢oes sio
equivalentes

(a) u € igual a primitiva da fungdo g em quase todo ponto e

t
u(t) =€+ /g(s)ds, para quase todo t € [a,b], (3.26)
0

onde £ € X.

(b) Para cada fungio ¢ € 2(a,b),
b b
[uws i =- [ gwota (3.27)

onde ¢ = %.

(¢) Para cada n € X*,

%(%n) = (g9,m), (3.28)

no sentido das distribugoes escalares, em (a,b).

Se as condicoes foram satisfeitas, u €, em quase todo ponto, igual a uma func¢ao

continua de [a,b] em X.

Veja demontragao em Teman (1979).

3.1.4 Teoremas de existéncia e unicidade.

Seja (2 C R™ aberto limitado e Lipschitz e T > 0 fixo.

Denotemos por Qp ao cilindro 2 x (0,7"). As equagdes de Navier-Stokes linearizadas

sao as equagoes de evolugao correspondentes ao problema Stokes:

O problema é encontrar uma fungao vetorial u : Q x [0,7] — R™ e uma funcao

escalar p : Q x [0,7] — R, onde a funcdo u representa a velocidade do fluido e a



Equacao de Stokes e Equagao Micropolar 40

funcao p representa sua pressao, de tal modo que

ou

i vAu+gradp = fem Q, (3.29)
divu = 0em Q, (3.30)

u = 0em 00 x[0,T], (3.31)

u(z,0) = wup(z), em Q, (3.32)

onde as fungoes f e ugy sdo dadas, f estd definida em Q x [0, T, ug esté definida em €.

As equagoes (3.31)) e (3.32)) sdo as condigoes de fronteira e inicial, respectivamente.

Suponhamos que u e p sdo solucdes classicas de (3.29) - (3.32), e u € C?(Q),
p € CYQ). Se v denota qualquer elemento de ¥, entdo

(%,v) +o((u,v)) = (f,v). (3.33)

Pela continuidade, a igualdade (3.33)) vale também para cada v € V.

Agora, observemos que

ou d
(Eav) - £<U,U)

Isto conduz a seguinte formulacao fraca do problema (3.29) - (3.32):

Para f e ug dados, tais que

f € L*0,T;V"), (3.34)
uy € H, (3.35)
encontrar u, satisfazendo
u € L*0,T;V) (3.36)
e
d
%(u,v) +v((u,v)) = (f,v),YveV. (3.37)

w(0) = up. (3.38)
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Por (3.23)) e (3.25), podemos escreve (3.36)) da seguinte maneira

d

%<u711> = (f —vAu,v),Yv e V. (3.39)

Como A é linear e continua de V em V* e u € L*(V), a fungao Au pertence L*(V*);

consequentemente f — vAu € L?(V*). Por (3.39) e Lema 2.16, temos que
u' € L*(0,T,V*) (3.40)

e u é igual, em quase todo ponto, a uma fungao continua de [0,7] em V*.

Qualquer funcao que satisfaga (3.36)) e (3.37) é, apds a alteracao de um conjunto de

medida zero, uma fung¢ao continua de [0,7] em V*, e portanto a condigao )(i3.38))

faz sentido.

Vamos a supor novamente que f é dada em L*(V*) como em (3.34)). Se u satisfaz
(13.36) e (3.37)) entao, como é observado antes, u satisfaz (3.39)) e (3.40)). De acordo

com o Lema 2.16 a igualdade ([3.39)) é equivalente a

u +vAu = f. (3.41)

Por outro lado, se u satifaz ([3.36), (3.40]) e (3.41)), entao u claramente (3.37)), Vv € V.

Uma formulagao alternativa do problema fraco é a seguinte

Dados f e uy satisfazendo (3.34)) - (3.35)), encontrar u satisfazendo:

ue€ L*0,T;V), u € L*(0,T;V*), (3.42)
v +vAu=f, em (0,T), (3.43)
u(0) = uo. (3.44)

Qualquer solugao de (3.42)) - (3.44) é solugao de (3.36)) - (3.38) e, inversamente.

Sobre a existéncia e unicidade de solugo destes problemas, vamos a enunciar o

seguinte resultado

Teorema 3.16. Dados f e ug satisfazendo e , existe uma unica fung¢do
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u que satisfaz - . Além disso,

ue C([0,T); H). (3.45)

Veja demontragao da existéncia em Teman (1979).

3.2 Equacao Micropolar.
A seguir vamos a considerar o problema com condig¢oes de fronteira

—(v+v)Au+ (u-V)u+ Vp = 2u,rotw+ f, (3.46)
divu=0, (3.47)

—(Cq + ca)Aw + (u - Vw — (¢o + ¢q — ¢o)Vdivw + dv,w = 2v,rotu + g, (3.48)
em ),

u=0, w=0em 0. (3.49)

As fungoes u(x) = (ui(x),us(x),uz(x)),p(x) e wx) = (wi(x),ws(z),ws(x))
representam a velocidade do vetor, a pressao e a velocidade angular de rotacao
das particulas dos fluidos respectivamente. As fungoes f(x) = (fi(z), fo(x), f3(x))
e g(z) = (g1(2), g2(2), g3(x)) denotam fontes externas de momento linear e angular,
respectivamente. Eles dependem explicitamente do campo externo. As constantes
positivas v, v, cg, ¢q, ¢q caracterizam as propriedades isotrépicas do fluido; v é
a viscosidade cinemadatica newtoniana habitual, v, ¢, c,, cq sao viscosidades, em
consequéncia, com a aparéncia do campo de rotagao interna w no modelo de fluido

dado. Assumimos que ¢y + ¢q > ¢,.

Note que, se v, =cg=c, =cq=0e g=w =0 em (3.46) e (3.48), entdo o sistema
(3.46)) - (3.49) reduz-se ao sistema de Navier-Stokes da hidrodinamica cléssica. .

Escrevemos b(u,v,w) = ((u- V)v,w).

Note que b(u,w,w) = 0 para u € V,w € Hy(Q).
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Defini¢ao 3.17. Dizemos que (u,p,w) € solugao fraca do problema -

se
weV, peLi(Q) (¢21), e(p,1) =0, we Hy(), (3.50)
e as sequintes identidades sao vdlidas para todos v; € H}(Q),1=1,2:

(v + v) ((u, 9)) + b(u, u, 1) — (p, divepr) = 2u,(rotw, i), (3.51)
para todo ¢ € C§°(Q;R?),
(u, VE) =0, (3.52)
para todo € € C§°(4RY), and

(o + ca) (@, 1)) + bt w, &) + (co + ea — ) (divw, divy)

vy (w, ) = 2w (rotu, ) + (9, V), (3.53)
para todo 1 € C§°(;R3).
Se verifica que qualquer solugao cléssica de (3.46) - (3.49) satisfaz identidades ([3.51)

- B53).

Agora, vejamos os seguintes resultados sobre existéncia, unicidade e regularidade

da solugao para o problema (3.46)) - (3.49).

Teorema 3.18 (Existéncia). Se f € L*(Q), g € L*(Q), entao existe uma soluc¢ao

fraca do problema - .

Teorema 3.19 (Unicidade). Se v € suficientemente grande, entdo a solugdo do

Teorema 2.19 € unica.

Teorema 3.20 (Regularidade). Sob as hipdteses do Teorema 2.19, temos que
ue Wi, pe Wi(Q) ew € WZ(Q). Além disso, a sequinte desigualdade:

ull22 + lpll12 + [[wll22 < F(|fl2s [9]2), (3.54)
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onde F': R xR — R ¢ uma fun¢ao continua, ndo crescente suas componentes, tal

que F'(0,0) = 0.
Para detalhes das demonstracoes dos Teoremas 2.19, 2.20 e 2.21 veja Lukaszewicz

(1999).

3.2.1 Problema auxiliar linear

Consideremos o problema com condicao de fronteira:
— (€q + ca)Aw + (u - V)w — (¢co + cq — ¢o)Vdiv w + 4dv,w = 2v,rot u+g  (3.55)

em €2, com

w=0 (3.56)
em 0€), u e V.

Lema 3.21. Se g € L*(Q) eu € V, entdo o problema:

(ca+ ca)((w, ) + blu,w,¥) + (co + cq4 — ¢q)(div w, div V)

v, (w,8) = 20, (rot u, ) + (9.49), (3.57)

para todo ¥ € C°(;R?), uma forma fraca do problema , , tem uma

inica solugao em HL(Q). Além disso, temos a sequintes desigualdades:
(ca + ca)l|wllr < 2uvp|uls + d|gla, onde d € o diagmetro de €, (3.58)

20y |wla < vollully + 27 gl2 (3.59)

Para a prova do resultado anterior veja Lukaszewicz (1999).

3.2.2 Problemas nao estacionarios.

Consideremos um problema de valor inicial no contorno para o sistema de equacoes
de fluidos micropolares viscosos com densidade constante p = 1. Enunciaremos um

resultado de existéncia de solugoes fracas do problema.
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Seja © C R3 limitado em com fronteira 90 regular, e seja T' > 0.

Estudaremos o seguinte sistema de equacoes na regiao de espaco-tempo Qp =
Qx(0,7):
u — (v + v)Au+ (u-V)u+ Vp = 2v,rot w+ f, (3.60)

div u =0, (3.61)
wr — (€ + ca) Aw + (u - V)w — (¢o + cq — ¢,)Vdiv w + 4v,w = 2v,r0t u+ g. (3.62)
Este sistema descreve o movimento de um fluido micropolar viscoso com densidade

constante p = 1. As equagoes ([3.60)) - (3.62) sao leis de conservagao: conservacao

do momento linear, massa e momento angular, respectivamente, do fluido.

Juntos com o sistema (3.60)) - (3.62)) consideramos as seguintes iniciais e de fronteira

para o sistema

u|t:0 = Uo, u’aQX(O,T) = 07 (363)

Wlt=o = wo, W|aax(,r) =0, (3.64)

As funcoes

u(z,t) = (uy(z, 1), us(z, t), us(x, t)),
w(z,t) = (wi(x,t), ws(x, t),ws(z,t)),

e p(z,t) denotam a velocidade, velocidade angular de rotacao das particulas, e a

pressao do fluido, respectivamente. As funcgoes:

f(l‘,t) = (fl(x7t>7f2(‘r7t)u f3(£(],t))

g(iB, t) = (gl(za t)v 92(I7 t): 93(‘% t))

denotam forcas externas de momento linear e angular, respectivamente. Assumimos

que ¢y + ¢cqg > Cq.

Sev,=cy=co=¢c3=0,eg=0,w=0em (3.60) e (3.62)), entao o sistema (3.60) -

(3.62) reduz-se o sistema de Navier-Stokes da hidrodinamica cléssica. Além disso,
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se a viscosidade microtacional cinemética v, = 0, os problemas (3.60)), (3.61)), (3.62)
e (3.63), (3.64) torna-se independente uns dos outros.

Lembramos que V,A, rot e div denotam os operadores gradiente, Laplaciano,

rotacional e divergente, respectivamente; de modo que Au, (u.V)u, (u.V)w, Vp, e

rot w sao vectores com componentes

0 0 0
A, uj(a_xj)ui’ Uj(a—xj)wia (8_%)1)’ €

0
€mij(%)wm, 1= 1, 2,3,
J

respectivamente, (indices repetidos sdo somados, €,,;; sdo tensores alternados de
9? )

Levi-Civita), div u = (a%j)uj; u = (2)u, uy; = (m

O problema com condigoes iniciais e de fronteira (3.60) - (3.64]) tem pelo menos uma
solugao. Mais estritamente, assumindo que f, g, ug, wg sao fungoes dadas, temos que

existem fungoes u, p,w que satisfazem (3.60)) - (3.62)) em Q7 e condigao inicial e de
fronteira (3.63)), (3.64)).
Considerando o problema (3.60)) - (3.64)) no caso em que os dados iniciais uy € H e

wo € L*(). Pode-se provar um o seguinte teorema de existéncia, cuja demonstragao

pode ser encontrada em Lukaszewicz (1999).

Teorema 3.22. Suponhamos que uy € H,wy € L*(Q), f,g € L*(Qr). Entdo

existem funcoes u,w e uma distribuicdo p,

u € L0, T;H)NL*0,T;V),
w € L¥(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; Hy (),
p € D,(QT)a

satisfazendo as equagoes - no sentido das distribuicoes em Qr e dados

iniciais fracos em L*(2).



4 Existéncia e unicidade da
solucao forte do sistema

micropolar

4.1 Enunciados e notacoes.

Suponha Q C R*( n = 2 ou 3) limitado e com fronteira 9 de classe C':!.

Se B é um espaco de Banach, denotamos por L?(0,7T; B) ao espaco de Banach
fungoes com valores em B e definidas no intervalo (0,7") talque sdo L% integraveis
no sentido de Bochner.

Consideremos os seguintes espagos:
YV ={v e C°(Q); divv=0em Q},

H = fecho de ¥ em L*(Q),

V = fecho de ¥ em H'(Q).

O espago V é caracterizado por:

V ={ue H)(Q); divu=0em Q}.

O espago L?(f2) tem a seguinte decomposigao L*(Q2) = H @ H*, onde

H* ={¢ € L*(Q); existem p € H'(Q) com ¢ = Vp}

47
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(decomposicao de Helmholtz). Como foi apresentado no Capitulo 2.
Denotamos P como a projegao ortogonal de L*(Q2) em H.

Seja A : D(A) — H um operador, definido por A = —PA com dominio
D(A) = H*(2) NV, este operador é chamado o operador de Stokes. O operador A

é definido positivo, auto-adjunto e é caracterizada pela seguinte relacao:

(Aw,v) = (Vw, Vo), Yw € D(A), Yo e V

O operador A™' : H — D(A) um operador linear e continuo. Como a injegao de
D(A) em H é compacta, temos que A~! é um operador compacto e é um operador
auto-adjunto em H. Além disso, como H é um espaco de Hilbert, entao existe uma
sequéncia de nimeros (p1;)32; tal que p; > 0e w1 < py,Vj e existe uma base
ortonormal de H, {/}%2, tal que A™'¢7 = pg?. Denotemos A; = ;. Como A~

tem como contradominio a D(A), temos ¢’ € D(A),

O< A< <N <A <+, limAj=+oc0e {gpj i ¢ uma base ortogonal de
j—o0

H. Portanto, {¢’/1/A;}52, é uma base ortogonal em V, com o produto interno
(Vu,Vv), para u,v € V, e {¢//A\;}32, é uma base ortogonal em H*(Q) NV,
com o produto interno (Au, Av), para u,v € D(A). Denotemos por V, = span
{o'(@), ... (@)}

Consideracoes semelhantes sao validas para o operador Laplaciano B = —A
D(B) — L?*() com as condigoes de contorno de Dirichlet e dominio D(B) =

H2(Q) N HL(Q).

Denotemos por ¢‘(x) as autofungoes de B, 7; os autovalores B e Hj, = span
(' (), ..., ")}

Agora, consideremos o seguinte problema
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ou

E+(U~V)u—(u—i—x)Au—l—szxrotw—i-f, (4.1)
%—C; + (u- V)w — yAw + 2xw — (a + B)Vdiv w = xrot u + g, (4.2)
div u =0 em . (4.3)
Com condicoes na fronteira 02 de €2
u(t,z) =w(t,z) =0; (t,x) € [0,T] x 09, (4.4)
e con condicoes iniciais
u(0,z) = up(x),w(0, ) = wo(z), x € Q, (4.5)

Este sistema é um sistema de equagoes nao homogéneos, onde u(t,z) € R" w(t, z) €
R™ e p(t,z) € R"™ sao incégnitas que denotam, respectivamente, a velocidade do
fluido, a velocidade microrotacional e a pressao hidrostatica no punto z € Q e
no tempo t € [0,7]. As constantes p,x,q, 3,7 e v sdo positivas associadas &s
propriedades do material e satisfazem a seguinte condigao min{u, x, 1, v, a+8+~} >

0, f(t,x),g(t, z) € R™ sdo forgas externas dadas.

Usando as propriedades da projecao P, podemos reformular o problema (4.1]) - (4.5)

da seguinte forma

Encontrar

u € C([0,T); V)N L*0,T; D(A)) e w € C([0,T]; H; (Q)) N L*(0,T; D(B))

tais que

(u, ) + ((u- V)u,0) + (1 + x)(Au, ) = x(rot w, )+ (f,¢), Vi € V,(4.6)

(wr, @) + ((u - V)w, ¢) +7(Bw, ¢) + 2x(w, ¢) + (a + f)(div w, div ¢) =
x(rot u,¢) + (9,9), Y¢ € Hy(2) (4.7)
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u(0) = up, w(0) = wp. (4.8)

Definigao 4.1. Sejam ug € V, wy € HL(Q), f,g € L*(0,T; L*(2)). Dizemos que u

e w sao solugoes fortes do problema - [4-3), sew € L>(0,T; V)NL2(0,T; D(A))
ew € L=(0,T; HE () N L*0,T; D(B)) e satisfazem ({4.6) - {4-8)-

4.2 Teoremas de Existéncia, Unicidade e

Regularidade de Solucoes Fortes.

Para provar a existéncia local de uma solucao forte, vamos a utilizar o método

espectral de Galerkin aplicada a (4.6 - (4.8)), ou seja, consideremos os subespagos
de dimensao finita Vj, = span {¢!,..., "} e Hy = span {¢', ..., ¢¥*} k € N, e as
projeccoes ortogonais correspondente P, : H — Vi, R, : L? — H. As solucoes

aproximadas sao dadas por

I

expressadas em termos das autofuncoes do operador de Stokes e do operador

Laplaciano, satisfazendo as seguintes condigoes:

uf + (1 + ) AuF + Po((W* - V)u¥) = xPy(rot W*) + Pu(f), (4.9)
wf + R((u” - V)w*) + yBw* + 2xw* — (a + B)Ri(Vdiv w*) = xRy(rot u¥) 4+ Ri(g),

u"(0) = Pyug, w*(0) = Rywo.
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O sistema (4.9) é equivalente a forma fraca

(uy, ) + (1 +x)(Vu*, V) + (u". Vi, ) =
x(rot w* )+ (f,¢), Yo € Vi, (4.10)

(wr's @) + (VW Vo) + (u" V", ¢) + 2x (", ) + (a + B)(div &, div ¢) =
x(rot u*,¢), Vo € Hy,, (4.11)
u*(0) = Pyug, w*(0) = Rywo, (4.12)

Temos o seguinte resultado

Teorema 4.2. Seja ug € V e wy € HY(Q), sdo valores iniciais, e f,g em
L2(0,T; L*(Q)) sdo funcoes dadas. Entdo, em um intervalo de tempo (possivelmente
pequeno) [0,T1] , onde 0 < Ty < T, o problema ({.6) - (4.8) possui uma solugao
forte (u,w) € C([0,T1]; V) x C([0,T1]; H} () e existem fungoes F(t), Fi(t) e G(t)

que sio C*; tais que para qualquer t € [0,T}], temos

t

lu@)* + lw ()1 + /((u +X)Vul(s)l* +7[Vw(s)|*)ds +

0
t

/ Axlw)IP + 200 + A)ldiv w(s)[P)ds < F(t),  (4.13)
IVa®|? + (90l + € [(Aus)? + B P)ds < Ry (@10

t

/(Hut(S)HQ +lw(s)*)ds < G(#) (4.15)

0

Vale tambén as estimativa do mesmo tipo para as aprorimacoes de Galerkin

(uF, w*), k € N.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que f = g = 0.
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Reemplazando ¢ = u* em (4.6) e ¢ = w* em Além disso, temos que:

(u* - V)uk uP) = ((u* - V)w*, wk) = 0. Daqui obtemos o seguinte:

[l 1P+ (e ) VEE P = x(rot w*,u®),

w2 + A1V + (o + B)lldiv w® | + 2x[[w*|[* = x(rot u*,w").

N | —
QL

t

Integrando em ¢ e somando as desigualdades anteriores obtemos

[l @)1 + lw* (@)1 + /0 201+ ) IVu* (s)II* + 29[Vt ()]
+Ax[[w*(s)[* + 2(a + B) [ divw (s)|]*)ds

t
= 2x/ ((rot w®,u") + (rot u*,w"))ds + [[u*(0)||* + " (0)|
0

t
< 2></0 (lrot w*|[{lu*|| + llrot u*[[[lw"|})ds + [u*(O)||* + [w*(0)[|%.  (4.16)

Como a projecao é uma funcao continua, entao temos que

[ O)I] < Nuoll, w*(0)I] < flwol (4.17)

Utilizando a desigualdade de Young, temos que para cada o > 0, existe uma

constante Cjs tal que

t t

2x/(|!7“0t wh(s)l[ut(s)[)ds < 2X/(||Vw’“(8)H||uk($)Il)ds

0 0

t t
< 5/y|vwk(s)||2ds+05/||uk(s)||2ds(4.18)
0 0

Analogamente, para cada € > 0 , existe uma constante C. tal que

t

2x [ (ot (o)t (s))ds < = [ [9u)Pds+ . [ utofPds (@19

0

Tomando § = v em (4.18), ¢ = p+ x em (4.19), usando (4.16) em (4.17) e
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C' = max{Cs, C.}, temos
[ @) + lw* @®)* + /[(u + ) [VUF(s)]1” + 7]V (s)|*lds

- / [0 ($) P + (o + B)div w(s) lds
0

ol + [lwolI* + C/[HU"E(S)H2 + w* (s)[*]ds (4.20)

IN

Com F(t) = (|luo||® + ||wo||?)e®. aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
@13).

Esta tltima desigualdade implica a existéncia global em ¢ para aproximacoes (u”*, w¥)

e também que

u® é uniformemente limitada em L>(0,T; H) N L*(0,T; V)
w* é uniformemente limitada em L>(0,7T; L2(2)) N L*(0,T; H(2))

Tomamos ¢ = Au* em (4.10]), obtemos

HVukH2 + (1 + X)HAukH2 = x(rot wk, Auk) — ((uk . V)uk, Auk) (4.21)

l\.’)lr—t
Q.lg‘

Temos, pela desigualdade de Young, que para qualquer o > 0,

[x(rot w", Au¥)| < xllrot w*|ls. || Aulls
= X1Vl Aullz
< o Vot |2+ 8| A 2. (4.22)

Utilizando as desigualdade de Holder , desigualdade de Youn e a Observagao [2.34],

temos que para qualquer § > 0

[(u® - V)b, Aut)| < AW Ju® o | Vtls < ClLAW 2. [|Vu®]|- [ Vut(l - Va® |13
< CllAut||3 [IVut(l3 < Csl| Va3 + o]l Au*(i3.23)



Equacao de Stokes e Equagao Micropolar 54

Logo, utilizando as estimativas (4.22)) e (4.23)) em (4.21]), temos

1d

5 7 IVEH P + (1 4+ 0 1AWt < el Vb|* + e[ Vuf]” + 20] Auf®. - (4.24)

Como o operador

Lw =~yAw + (o + ) Vdiv w,
é fortemente eliptico, temos que

(Lw, Aw) = ~(Aw,Aw) + (a + 5)(Vdiv w, Aw)
= q|Aw|? + (Vdiv w, Aw)

Logo, pelo Teorema [2.41] temos

(Lw, Aw) = l|Aw]]; — co Vewll3 (4.25)

onde ¢y > 0 dependendo de v, a + 5 e 0.

Tomando ¢ = —Aw” em (4.11)), temos

(wf, —Awk) + W(Vwk, V(—Awk)) + ((uk . V)wk, —Awk) + 2)((10’7“7 —Awk)

+(a + B)(divw®, div(—Aw*)) = x(rotu®, —Aw")

Dai temos o seguinte

1d
5 7 IV P+l Awt|® = x(rotu®, Bu®) — ((u* - V)u®, Bu?)

—2x(w*, Bw®) — (a + B)(divw”, div(Bw"))

Usando concluimos que

1d

S IV0H I+ A AwH < o[ V| + x(rotu®, But)

—((u* - V)w"*, Bu*) — 2x(w", Bw") (4.26)

Agora analizaremos os termos do lado dereito da desigualdade
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e x(rot u*, Bw"). Para todo o > 0,

Ix(rot u*, Bu*)| < o| Bwk||* + ¢, ||[Vu*||?.  (Desigualdade de Young).

o 2y (w*, Bw*). Para todo o > 0,
|2x(w*, BwF)| < o||Bw"||? + ¢o||[w*||?.  (Desigualdade de Young).
o ((u¥- V)w*, Bu").
|((* - V)w", Bw®)| < [Ju[[o || Ve* ||| Buw*|
< ¢, ||uF||A |VwE||? + o|| Bw*||>  (Desigualdade de Young).
< cc(ltlslVutlls  + WFIRIVR? + ol But?
(Interpolagao de Gagliardo - Niremberg).
< Gl VuF[[|Aut|[[[Vwt|? + cocl| Vut ||Vt |* + o Buw*|
(Desigualdade de Sobolev).
< ol VUEIPIVer [t + o Aut? + e[Vt P Vet ]* +
o||Bwk||*>  (Desigualdade de Young),

onde o e d sdo numeros positivos dados. A constante ¢, depende de o e a

constante ¢, s depende de o e 9.

. Assim, temos o seguinte

1d
§E||Vw’f||2 + | AwF||? < o[ VwF||? + o | VUF||? + o5l V||| V||

o || Vu||2. | Vw”||? + 3| Bw®||* + §|| Au®||* 4 c, ||w"||* (4.27)

Tomando € > 0, 6 > 0 e 0 > 0 suficientemente pequenos e somando (4.24]) e (4.27)

temos a seguinte desigualdade diferencial

%Qk(t) + 7)< e (t) + cbF (1) + b (), (4.28)

onde,

08 (1) = [Vu* (O] + [Vu* (@)1,

T (t) = cl|Au|* + || Bw®||*.
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Em particular, temos

%ek(t) < B (t)? + O (t)* + b (t).

Aplicando o Lema [2.46, conclui-se que existe T; € (0,77 tal que

0% (t) < Fy(t,6(0)), YVt € [0,T1],

onde 6(0) = || Vug|* + || Vwyl|?, e Fy é a solugao do problema de valor inicial

Fy = cF§ + cFg + chy,

Portanto, integrando no tempo a desigualdade diferencial (4.28)), obtemos

IVu* @) + [IVw*O)]* + C/(I|Auk(8)|!2 + || Bw*(t)]*)ds

0
t

< Vo2 + [ Vo ? + ¢ / Fo(s,0(0))%ds

0
t t

4o / Fo(s, 0(0))%ds + / Fo(s,0(0))ds = F (1) (4.29)

0 0

Assim, concluimos que:

u® é uniformemente limitada em L>(0,Ty; V) () L*(0,Ty; D(A)) (4:30)
4.30

w” é uniformemente limitada em L>°(0, Ty; H3(Q)) () L*(0,T1; D(B)).

Tomando ¢ = uf em (4.11) e ¢ = wF em (4.12), temos

*urll? + (n+ 20 (Val, Vag) + ((u* - V)t uf) = x(rotw®, uf),
[uf1? = x(rotw®, uf) — (1 + x)(Au*, uy) — ((W* - V)u, uf),
*lwp [P+ (Vw, Vp) +((uf - V)w®, wy) +2x (0", w) + (a+ B) (divw®, divwy) =

X (rotuf, wk),
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lwf (2 + 24 [ divak | = x(rotu¥, wf) — y(Buk,wf) — ((ub - V)wh, wf) -

2x (w”, wf).

A partir disto temos

t t

/Wﬂ%%m@/@Wﬁ®W+MM®WMWQ/WWVWW@,@M>

0

/m% HM<c/wamW+w%<||m+c/n V)| Pds,

0

/W% Weds + 252 (o)

a—+f
2

t

+0/(||Vuk(8)||2 + || Bwt(s)|* + IIwk’(S)IIQ)dS+C/ I(u® - V)w*|Pds. (4.32)

0

< divw® (0)]]*

Tendo em conta (4.29) e a imersao de Sobolev H? « L% obtemos a seguinte
estimativa

Al (ut - W)k < 3 VP < el Aut P Vet < ¢ S Fy (2)]| Au®|f?

I (uF - V)wk|? < P IV P < el Vb AvF ][V )P < e B[] Au®]]? <
c sup Fi(t)]|Au”|?

0<t<Ty
Usando (4.31)) e (4.32]), temos

t t

/(IIUf(Sﬂl2 + [lwy (s)]*)ds < C/(IIVU'“(S)|I2 +[[Vw'(s)]*)ds

0
t t
v [P + 1Bk 6) P)ds + ¢ [t FuPds + c [t 9yut s
0 0 0

t

C/Fl(s)derFl(t) +ct sup Fi(t)]|Au®||? = G1(t)(4.33)

0<t<Ty
0
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Assim, concluimos que

u¥ ¢ uniformemente limitada em L*(0,7}; H),

(4.34)
wf é uniformemente limitada em L?(0,T}; L?()).

Por concluimos que existem u € L?(0,7y; D(A)) N L>*(0,T1;V) e w €
L*(0,Ty; D(B)) N L>*(0,Ty; HY(Q) e subsequéncias, que denotaremos tamém

{u*}, {w*} por simplicidade de notacdo, tal que

uk — u fraco em L?(0,Ty; D(A)) e fraco-estrela em L>(0,Ty;V),
w® — w fraco em L*(0,Ty; D(B)) e fraco-estrela em L>(0,Ty; Hi(9)).

Além disso, implica que u; € L*(0,Ty; H), wy € L*(0,Ty; L*(Q)) e

uf — u; fracamente em L?(0,Ty; H),

wf — w; fracamente em L2(0,Ty; L*(Q)).

Portanto, fazendo uso do lema Aubin-Lions com By = D(A), po =2, By = H,
pr=2e B=V, temos

uk — u fortemente em L?(0,Ty;V).

Analogamente, tomando By = H}(Q) N H3(Q), po = 2, By = L*(Q), py = 2 ¢

B = H}(Q), concluimos
w* — w fortemente em L%(0, Ty; H ().

Utilizando o Lema [3.10 temos que o sistema (4.10]) e (4.11]) possui solugao.Deste
modo, conclui-se que o sistema (4.6)) - (4.8) possui solugao.

Agora, mostraremos a unicidade da solugdo. Suponhamos que (u',w!) e (u? w?)

sao duas solugoes do problema (4.1]) - (4.3]), com as mesmas condigdes iniciais,ug e

wp, e definimos v = u! —u? e z = w! — w?. Entdo

(v, ) + (1 + Xx)(Av, ) = x(rot z,0) — ((v- V)u', @) — (v - V)v, ), Vo €V,
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(2, 0) + v(Bz, ¢) + (o + B)(div z,div ¢) =
x(rot v,¢) — ((v- V)w', ¢) — ((u* - V)z,¢), Vo € Hy(),

Tomando ¢ = v e ¢ = z nas identidades acima, obtemos

1d
Sl + (e X)IVI? = x(rot 2,v) = (0 V)ul, 0)4.35)

5 dtHZH2 +IV2* + 2x[12[* + (o + ) |div 2] = x(rot v, 2) = (v V)w!, 2)4.36)

Adicionando (4.35)) e (4.36)), obtemos

1d .
5 7 I+ 1217 + ()Y P + V2P + 2x2]* + (o + B)lldiv 2|

= x(rot z,v) + x(rot v, z) — ((v- V)w, 2). (4.37)

Dai deduzimos a seguinte desigualdade
ld 2 2 IWIRNID) IWIRNID) 2 2
57 U+ =17) < e+ [l Aw ()7 + [[Bw () IP)(lol” + [1=17),

onde ¢ é uma constante.

Logo, pela desigualdade de Gronwall, temos
[l + 112117 < ([o(0)]|* + [|2(0) 1) exp”™

onde O(t) = c [y (1 + [|[Aul(s)||? + || Bw'(s)||*)ds < +o00, devido a estimativa (4.14).

Esta tltima desigualdade implica que v(t) = w(t) = 0. Portanto, u' = u? e w!' = w?,
assim a unicidade estd mostrada.

Finalmente, mostraremos a continuidade. Temos
Uy € L2<O,T1; H) e wy € LQ(O,Tl; L2(Q)),

Esta condigdo, junto com u € L*(0,Ty; D(A)) e w € L*(0,Ty; D(B)) implica, pelo

Lema m, que u ¢ igual a uma fungao continua de [0,77] em V, em quase toda
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parte, e w é igual a uma fungao conntinua de [0, 71] em H}(£2), em quase toda parte,

consequentemente as condigoes iniciais u(0) = uy e w(0) = wy faz sentido. [

Teorema 4.3. Sejam ug € V e wy € H(Q), condigoes iniciais, e f,g €

L*(0,T; L*(Q)). Assumimos que,
up € VN H*(Q), we € Hy(Q) N H*(Q), fi,9: € L*(0,T; L*(2)).

Entao a solugao (u,w) satisfaz

lue ()17 + [lwe(6)]]* + C/Ot(\|Vut(5)H2 + [[Vwi(s)[|*)ds < Ho(t), (4.38)
[ Au(t)]® < Hi(t), (4.39)

|Bw(t)|* < Ha(t), (4.40)

/Ot(||Utt(S)H%/* + [Jwa(s)|[F-1)ds < Hs(t), (4.41)

para cada t € [0,T}], onde H;(t),i1 =0,1,2,3, sao fungoes continuas em t € [0,T}].

Também,

u € CH[0,T1]); H) N C([0,T1]; D(A)),
w e CY([0,Th]; L*(22)) N C([0, Ta]; D(B))

Além disso, o mesmo tipo de estimativas mantenha uniformemente em k as

aproximai’g%i’g%es Galerkin (u*, w").

Demonstragdo. Precisaremos de mais estimativas para as aproximacoes u*, w*.

Tomando ¢ = uf em (4.119 e ¢ = wF em (4.12)), rescpectivamente.

lugl* + (4 )NV = x(rot we, ug) = ((ur - V)u', uy), (4.42)

N —
B
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1d

5 7 1w 1P + Vil + (a+ B)lldiv w | + 2x [l

— X(rot uk,wh) — ((uf - Vywk, wh), (4.43)

Como ((u* - V)uy, uy) = ((u* - V)wy, wy) =0,

Para qualquer § > 0 e € > 0, temos

Ix(rot wk, ul)| < csl|uk|]® + 6||Vwr||?  (Desigualdade de Young),
Ix(rot uf, wh)| < c.||wk|* + ]| Vuk||?  (Desigualdade de Young).

Para estimar o segundo termo em (4.42)), utilizaremos as desigualdades de Holder
(5) e Young , junto com a imersao de Sobolev H! « L*. Obtemos para qualquer

0>0eec>0,

[((ug - V), u)] < g |Vt lug s < cell Au®|Pllug|® + el Vug |,

(- V), wp)] < g L1V o lwfl| s < el Bw®|P[uf[|* + 6] V||

Somando as desigualdades (4.42)) e (4.43), e usando as estimativas dacima com ¢ > 0

e 6 > 0 suficientemente pequeno, temos a seguinte desigualdade diferencial

COE) et (1) < ¢ 04(0) (1), (144

onde

0" (1) = lu O + lwr (O],
) = cIVu @I + IV @)1 + lldiv wi ()] + [lw (O)]1%),

() = c(||Ad*@)]*||Bw*(@)|* + 1).
Integrando as desigualdade (4.44) dacima de 0 ate ¢, obtemos

0k (t) + c/t ™(s)ds < c/t 0% (s)n*(s)ds + 6%(0)

0

Utilizando a desigualdade de Young, a desigualdade de HAqlder e a imersdo de
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Sobolev, ao tomar ¢ = uf em (4.10) e ¢ = wF em (4.11)), temos que

0%(0) = l[ur (O)* + [lwy (O)* < e

t

/ " (s)ds < cFy(t) + ct,

0

isto é devido a estimativa (4.29)). Consequentemente, aplicando a desigualdade de

Gronwall, obtemos
t
0% (t) + C/Tk(s)ds < kexp(cF(t) + ct) = H(t).
0

Por tanto temos

u¥ é uniformemente limitada em L*°(0,Ty; H) N L?(0,T1; V) (4.45)

wf é uniformemente limitada em L*(0,Ty; L*(Q)) N L0, Ty; HY ()
Agora, tomando ¢ = Au* em (4.10)), obtemos
(1 + ) 1AW ]* = x(rotw®, Au®) — ((u* - V)u*, Au®) — (uf, Au®)

Utilizando a desigualdade de Young junto com as estimativas (4.22)) e (4.23)) e

|(uf, AuF)| < csl|uf||? + ]| Au”||?, para qualquer 6 > 0 com constante adequada

cs obtemos

(20N AU < sl Vwr || + esl|Vub|1® + cslluy |* + 30]| Au®||* < eFy(t) + cHo(t) = Ha(t),

isto devido as estimativa (4.14]) e (4.15). Consequentemente,

u” é uniformemente limitada em L>°(0, Ty; D(A)). (4.46)
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Tomando ¢ = Bw* em (4.11)) e usando (4.25), para qualquer o > 0 temos

ol| Buw*l|* < o (col| Ve |* + [lwi[|* + c| Au® [PV |[* + 2x[lw"|* + X[[Vu*|[*) + 40| Bu*|*

Tomando o = 1/8, temos

Y| Bw*||* < eFy(t) + cHo(t) + cHy (t)Fy(t) = Hy(t),

isto é devido as estimativas (4.14)), (4.15)) e (4.38)). Assim,

w" é uniformemente limitada em L*(0,Ty; D(B)). (4.47)

De (4.46) temos que existe u € L>(0,71; D(A)) e existe uma subsequéncia u™ de

u®, tal que
u™ converge a u, na topologia fraco-estrela de L>(0,77; D(A)), (4.48)

e de (4.47)) temos que existe w € L>(0,71; D(B)) e existe uma subsequéncia w™ de

wk, tal que

w™ converge a w, na topologia fraco-estrela de L>°(0,T}; D(B)). (4.49)

Agora, por (4.48) e (4.49), e as estimativas (4.45)), (4.46) e (4.47) nos permitem
concluir que a soluc¢ao (u,w) do problema (4.6)) - (4.8) e satisfazem as estimativas
(4.41)), (4.42) e (4.43). Para mostrar a continuidade de u;(t) e w;(t) com a norma de

L? precisamos mostrar que uy € L*(0,71;V*) e wy € L*(0,T1; H1(Q)). De fato,
se uy € L*(0,Ty; V*) e wy € L*(0,Ty; HY()) entao do fato que u; € L*(0,Ty; V)
e w, € L*(0,T1; HY () implica que u € C*([0,T4]; H) e w € C*([0, T1]; L*(Q2)), isto
devido ao Lemal[2.42] Para mostrar que uy, € L*(0,T1;V*) e wy € L*(0,Ty; HH(Q))

é suficiente demonstrar a existéncia de ¢ > 0 (independente de k) tal que

Ty
[ O + o) s <.
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Mostraremos somente que

. <c (4.50)

[ 1o

j4 que a prova para wf(t) é similar. Para provar (4.50), diferenciamos (4.9) em

relacao a t e temos que
ugy = xPi(rot wf) — (p+ x)Auy — Pi((uf - V)u*) = Po((u* - V)uy) = g* (4.51)

As estimativas anteriores para u* e w* implicam que ¢* ¢ uniformemente limitada

em L*(0,T1;V*). De fato, temos

X Py (rotw®)]

ve =X Sup |(7’0twf,ka)|| < cx||wa||.
llv]lv<1

Esta desigualdade junto com (4.38)) temos, para todo t € [0, T}]

t t
| IPGotut)3ds < e [ 9w Pds < ox?Hofe).
0 0

Também, para todo t € [0,T7], da estimativa (4.38)), temos

t t
/ (1 + ) Aug|[}-ds < (u+x)2/ Vg ||*ds < (1 + x)*Ho(2).
0 0

Para estimar o termo Py((uf - V)u¥), procedemos da seguinte forma

1Pe((ur - V)u®) v = sup [((uy - V)u", Po)|
lolly <1
< cllugllal vt

N

cf| Aut|[| Ve,

o qual é devido a imersao de Sobolev H' < L*. Além disso, usando as estimativas

(4.38]) e (4.39)), temos que para todo ¢ € [0, T}]

¢
%/* < c/ ||A1,L”€||2||Vuf||2 < c sup Hi(t)Hy(t).
0

0<t<Th

Aww%vwn
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Agora, estimaremos o termo Py((u* - V)u¥). A partir da imersao de Sobolev

H? — L™ e da estimativa (4.39)), temos

1Pe((u® - V)ug)ll = sup |((u* - V)uy, Po)l

llvllv<1

[l Vg |

IA

IN

cf| Au®|[[| V]|

IN

cH, (t)||Vur .

Para todo t € [0,7}] a tltima desigualdade implica

v <c sup Hy(t)Ho(t).
0<t<T

/0 | Bu(( - V)ul)

Como Hy(t) ¢ uma funcdo continua de ¢, obtemos

T
|l < sup Ho0 <
0 0<t<T

Isto mostra (4.41]).

Para terminar a prova temos que mostrar a continuidade de u(t) e w(t) na norma
H*(Q).

Observemos que

(1t +x)Au(t) = xP(rot w(t)) + Pf(t) — P((u(t) - V)u(t)) — w(t)
L(t).

Lembremos que w € C([0,T1], H} () entdao rot w € C([0,T1]; L*(Q)) e

consequentemente
P(rot w) € C([0,T1]; H).

Como f, f; € L*(0,Ty; L*(2)), por interpolagao, temos que f € C([0,T1]; L*(2)) e,
consequentemente, Pf € C([0,71]; H). Também, u € C([0,71];V) e a estimativa
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|Aul| < C implica que (u - V)u € C([0,T1]; L*(2)). De fato, temos

[Cu(@) - V)u(t) = (ulto) - V)ulto)]]
< [[((u(t) = ulto)) - V)u(®)]
Hll(ulto) - V)(ult) = ulto))|
< [ Au@®HIV (u(t) = ulto))l]
el Au(to) [V (u(t) — u(to) |

< C||V(u(t) —u(to)|| = 0, quando t — t.
Finalmente, concluimos
P((u-V)u) € C([0, T1]; H).

Como u; € C([0,T1]; H), temos que L € C([0,71]; H). Consequentemente, Au €
C([0,T1]; H), isto implica que u € C([0,T1]; D(A)). |

Teorema 4.4. Sob as hipdteses do Teorema [{.9, existe uma tinica fungio p €

L2(0,Ty; HY(Q)/R) tal que (u,w,p) € solugdo de - . Sob as hipdteses do
Teoremal4.5, p € L=(0,Ty; HY(Q)/R) N C([0, T1]; L*(2)/R).

Demonstra¢ao. Consideremos o seguinte problema:

~Au+Vp = J, (4.52)
divu = 0 em €, (4.53)
u|aQ = 0. (454)

Observamos que [4.1] é equivalente a

Au = P(J), onde J = xrot w— (u-V)u — u,

Com as hipdtese do Teorema e Teorema temos J € L*(0,Ty;L*(Q)) e
J € L>(0,Ty; H'(Q)/R), respectivamente. Portanto, devido a Proposigao (3.13)),

mmplica que existe uma unica € 15 tal que € solucao de . .
implica que exi inica p € L*(0, Ty; H'(22)/R), tal que é solugao de (4.52)



Equacao de Stokes e Equagao Micropolar 67

Agora, com a hipdtese do Teorema e pela Proposicao [3.13] temos p €
L=(0,Ty; H'(Q)/R) N C((0, Ti); L*()/R).

Deste modo, mostramos o teorema. [ |
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