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RESUMO

Este trabalho trata da teoria de existéncia, unicidade, regularidade, continuacao e
alternativa de Blow-up de solugoes brandas para Equagoes de Volterra Fraciondrias com
condicoes iniciais locais cujo termo nao linear satisfaz certas propriedades localmente
Lipschitz. Analisamos também o caso de condigoes iniciais nao locais e nao linearidades
verificando condi¢oes do tipo Carathéodory. Neste caso estudamos as propriedades

topoldgicas do conjunto solucao de tais equagoes.

Palavras-chave: Equacoes de Volterra. Familia Resolvente. Operador Setorial. Espacos

de Poténcia Fracionaria. Condigao Inicial Local e Nao Local.



ABSTRACT

This work deals with existence, uniqueness, regularity, continuation and Blow up
Alternative of mild solutions for Fractional Volterra Equations with local initial conditions,
whose nonlinear terms satisfy some locally Lipschitz properties. Moreover we analyse the
case of nonlocal initial conditions and nonlinearities of Carathéodory type. In this case,

we study topological properties of the solution set of such equations.

Keywords: Volterra Equations. Resolvent Family. Sectorial Operator. Fractional Power

Spaces. Local and Nonlocal Initial Condition.
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Introducao 10

Introducao

Os modelos matematicos de fenomenos fisicos, bioldgicos e atmosféricos formam
uma ponte entre o mundo real e as ciéncias tedricas. Por este motivo, eles sao de grande
interesse para cientistas aplicados e também para os matematicos puros. Dentre tais
modelos destacam-se aqueles descritos por meio de equacgoes diferenciais parciais e suas
generalizacoes contendo termos integrais. Neste trabalho temos particular interesse por
Equacoes de Volterra.

Equagoes de Volterra sao um tipo especial de equagoes integrais e elas foram
introduzidas no final do século 19 pelo matemaético e fisico italiano Vito Volterra. Devido
as suas aplicacoes em problemas fisicos, tais como viscoelasticidade, conducao de calor
em materiais com memoria, eletrodinamica com memoria, e a necessidade de ferramentas
para atacar problemas que aparecem mnesses campos, esta teoria tem se desenvolvido
rapidamente. Além disso, muitos fendmenos interessantes do ponto de vista matematico,
nao encontrados na teoria de equacoes diferenciais e que podem ser observados em
exemplos especificos de Equagoes de Volterra, estimularam a pesquisa e aprimoraram
nosso entendimento e conhecimento deste assunto, como por exemplo (1) e referéncias
citadas.

Especificamente, estudamos nesta tese dois Problemas. No primeiro deles
abordamos a teoria de existéncia, unicidade, regularidade, continuacao da solucao para

um intervalo maximo de existéncia e explosao da solucao em tempo finito para a equacao

up = /0 dg(s)Au(t — s,2) + |u|’""u + h(t), em (0,00) x Q
u(t, z) =0, em (0, 00) x 09 (1)

u(0,x) = ug(x), em ()

onde Q C R"™ é um dominio suave e limitado, p > 1, up € L4(Q), 1 < g < oo, h: R =R
sob certas condigoes e o nucleo g é do tipo fracionario, isto é, dado por

e—wtta—l

g(t) = T(a)
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com v,t > 0e 0 < a < 1. Em geral, equagoes do tipo podem ser utilizadas
para descrever varios fendmenos naturais que surgem em muitos campos tais como
eletronica, dinamica de fluidos e modelos biolégicos. Na literatura tem sido estudado
existéncia, regularidade, estabilidade, periodicidade de solugoes e problemas de controle.
Por exemplo, utilizando condigoes de parabolicidade e estimativas resolventes, Priiss (2)
estuda Regularidade Maximal para uma versdo linear abstrata do Problema (). Em (3),
Cuevas e Lizama abordam a teoria de periodicidade assintética para uma versao escalar
de ({1), onde o termo nao linear satisfaz condigdes do tipo Lipschitz e o ntcleo g satisfaz
certas condicoes de regularidade.

Por outro lado, nos ultimos anos diversos pesquisadores vém demonstrando grande
interesse em ntcleos fracionarios. Por exemplo, em uma vertente mais tedrica, Cuevas
e Lizama estabelecem condigbes suficientes para garantir um comportamento quase
automérfico das solugoes de certas equacoes integrais abstratas e aplicam seus resultados
abstratos em equagoes escalares com tais nicleos (4, Exemplo 3.6). Em (5)), os autores
estudam um modelo de campo de fase com memoéria dependendo da temperatura. Dentre
outras coisas, eles garantem boa colocacao global para uma Equacao de Cahn-Hilliard
nao-isotérmica com memdria fraciondria. Por brevidade, os trabalhos (6)), (7), (&),
@), (10), (11), (12), (13), (14) e (15) fornecem maiores informagoes sobre aplicagdes
e desenvolvimento desta teoria.

O segundo problema abordado nesta tese consiste em substituir o dado inicial em

por uma condi¢ao nao local, isto é, tratar o Problema

(

up = /Ot dg(s)Au(t — s,x) + f(t,u), em (0,00) x Q

 u(t,z) =0, ~ em (0,00) x 09 (2)

k

u(0,2) = up(x) + Zﬁi(x)u(Ti,x), em )

\ =1

onde Q C R™ é um dominio suave e limitado, T; € (0,00), sdo numeros reais fixados,
Gi + Q — R, i = 1,....k, sdo funcoes continuas e f satisfaz certas condigoes. No
inicio dos anos 80, o estudo de equagoes de evolucao com condicoes iniciais nao locais foi
proposto por varios pesquisadores, no contexto de problemas distintos, com aplicagoes

em elasticidade e viscoelasticidade em materiais com memoéria. Em 1991, Byszewskii e

colaboradores (16) introduziram condig¢bes nao locais em problemas de valor inicial, as
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quais sao uma generalizacao da condicao inicial classica. Recentemente, varios artigos tém
sido dedicado ao estudo de existéncia de solucoes para equacoes diferenciais com condi¢oes
nao locais. A exemplo, em (I7)) a condigao nao local é usada para descrever o fenémeno
de difusao de um pequeno montante de gas em um tubo transparente. Nestes casos, a
condicao inicial nao local possibilita que mais informagcoes estejam disponiveis, ja que
permite medidas em tempos diferentes do inicial. Em (I8), de Andrade e colaboradores
estabeleceram condigoes suficientes para existéncia e regularidade de solugoes brandas

com respeito ao Problema

( Oju=Au+ f(t,u), em [0,00) x Q
u(t,z) =0, em [0,00) x O

u(0,x) = ug(x +Zﬂl w(T;,x), x €

onde 0] é a Derivada de Caputo de ordem v € (0,1], 2 C R™ é um dominio suave
e limitado, T; € (0,00), s@o ndmeros reais fixados, f; : @ — R, ¢ = 1,... )k, e

f:]0,00) x R — R sdo fungbes continuas com f satisfazendo, para algum p > 1,

[f(t,s) = f(t.r)] < e+ s+ |r|*~ )]s — 7|

£t 5)] < e(X+]s]),

para todo t € [0,00) e r,s € R. Em (19), (20), (21), (22), 23)), 24), (25), (26), 27),
28)), (29), B30), (31), 32), 33), (34), (35) e (36) podemos encontrar maiores informagoes
sobre este tipo de problema.

Um fato curioso sobre equagoes de evolugao com condi¢oes iniciais nao locais é, em
geral, a impossibilidade de se demonstrar a unicidade de solu¢ao do problema. Tal situacao
¢ motivada principalmente pela nao possibilidade de se utilizar teoremas de ponto fixo
para contracoes. Por este motivo, os principais objetivos no estudo do Problema sao
estudar existéncia e regularidade de solugoes brandas e, numa tentativa de amenizar tal
situacao, estabelecer propriedades topoldgicas do conjunto de solugoes desta equagao.

Finalmente, sobre a organizacao da tese, o texto esta dividido em 4 Capitulos.

Comecamos, no primeiro Capitulo, intitulado por Preliminares, introduzindo os pré-
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requisitos necessarios para o desenvolvimento da tese. Nele sao apresentadas algumas
defini¢coes basicas, fungoes especiais, resultados conhecidos na literatura e um pouco
da teoria utilizada nos Capitulos posteriores, tais como Operador solucao, Operadores
Setoriais e Espacos de Poténcia Fracionaria. No Capitulo 2, fazemos um estudo detalhado
sobre a Familia Resolvente associada aos Problemas e nos Espacos L? e em Espacos
de Poténcia Fracionaria associados ao Operador Laplaciano com condig¢oes de Dirichlet.
Esse Capitulo fornece as ferramentas bésicas para os resultados dos Capitulos posteriores.

Os Capitulos 3 e 4 contém nossos resultados sobre os Problemas (/1)) e , respectivamente.
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1 Preliminares

Neste Capitulo, enunciaremos resultados, estabeleceremos notagoes e teorias que serao
utilizadas ao longo deste trabalho. Para maiores detalhes, recomendam-se as referéncias

@37), (38), (39), (40), (A1), (42), (@3), [@d), (1), [@5) e (46).

1.1 Espacos de funcgoes

Comegcaremos definindo alguns espacos de fungoes que serao utilizados ao longo da tese.

Definicao 1.1. (Espacos LP(€2)) Sejam €2 um dominio em R" e p € R* . Denotamos por

LP(Q2) a classe de todas as fungdes mensuraveis u definidas em €2 para qual

/Q|u(x)|p dr < oo. (3)

Identificamos em LP(£2) as fungbes que sdo iguais em quase toda parte de (2, isto
é, os elementos de LP(£2) s@o classes de equivaléncia de fung¢oes mensuraveis satisfazendo

. Consequentemente, temos que LP(§2) é um espaco de Banach com norma

1
= ([ 1 )"
Q

se 1 <p<oo. E,sep=o0, L>®(2) é um espaco de Banach dotado da norma
lulloo = es5 sup fu(z)].
e
Defini¢ao 1.2. (Espagos W™P(Q)) Sejam Q@ C R", m € Z, e 1 < p < 0o. Definimos
WmP(Q) :={ue LP(Q) : D*u € LP(Q), 0 < |a] < m},

onde D*:= D ...Do", D; =" ea=(a,...,0,) ENx...xN,

Na literatura tais espacos sao chamados de Espacos de Sobolev. Se considerarmos
1
P

lullmp = | > IDlf] . 1<p<oo

0<|al<m
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g = max [[D%ully, p = o0,

temos que WP(2) é um espago de Banach. Além disso,

Wi"?(Q) := o fecho de C§°(€2) no espago W™P(Q)

H™P(Q)) := o completamento de {u € C™ () : ||u||m,p < 00}
O seguinte Teorema nos fornece relagoes entre Espagos de Sobolev e Espacos LP.

Teorema 1.3 (Rellich-Kondrachov,(47)). Sejam U C R? aberto e limitado com fronteira

OU Lipschitz, k € N e 1 < p < co. Entao, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

dp
d— kp

a) Sekp<del<qg<p'= € (p, 0], entao a inclusao

J: WEP(U) < LYU)

¢ compacta. (Por exemplo, seja ¢ = p.)

b) Se k — g > 7 € Ny, entao o mergulho
J: WhP(U) = C9(U)

¢ compacto.

Finalizamos esta secao com uma versao mais geral da famosa Desigualdade de

Gronwall.

Lema 1.4 (Gronwall Singular, (48)). Sejam b >0, 8 > 0, a(t) uma fun¢do nao-negativa,
localmente integravel em t € [0,T), e u(t) ndo -negativa e localmente integrdvel sobre
[0,T), com
u(t) < a(t) + b/t(t — 8 u(s) ds, t €[0,T).
0

Entao
u(t) < a(t) + 6’/0 E5(0(t — s))a(s) ds, t € [0,T),
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2"B d

onde 0 = (bT'(B))Y5, Eg(z) = Z m e Hp(z) = dz

n=0

Es(z). Se a(t) = a, constante,

entao

u(t) < aEjs(0t).

1.2 Operador solugao

Sejam X um espaco de Banach, A um operador linear, ilimitado e fechado em X, com

1

loe(R4) um ntcleo escalar nao nulo.

dominio denso, a € L

Consideremos a equacao Volterra

u(t) = f(t) + /Ota(t — s)Au(s) ds, t € J, (4)

onde f € C(J;X) e J =[0,T].

A Definicao a seguir trata da nogao de Familia Resolvente para a equacao (4)).

Definicao 1.5. Uma familia {S(t)};>o C B(X) de operadores lineares limitados em X
¢ chamada um Resolvente ou Operador solucao para , se as seguintes condigoes forem

satisfeitas
(i) S(t) é fortemente continua em R, e S(0) = I;

(ii) S(t) comuta com A, isto é, S(t)D(A) C D(A) e AS(t)xr = S(t)Az, para todo
r € D(A)et>0;

(iii) a equagao resolvente é satisfeita, ou seja,

t
S(t)x==x +/ a(t — s)AS(s)x ds, para todo z € D(A), t > 0.
0

E importante observar que, se existe um resolvente para a equacao , entao ele é
unico. A nocao de resolvente é muito 1util no estudo destas equagoes, visto que, pode-
se provar que elas estdo bem postas se, e somente se, admitem um resolvente {S(t)}¢>o.
Além disso, através de {S(t) }+>0 podemos derivar uma férmula de variagao das constantes

para ([{)), conforme pode ser visto em (I).
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1.3 Operadores Setoriais e Espacos de Poténcia Fracionaria

Os resultados desta secao podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias (48),

@9) e (50).

Definicao 1.6. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que um operador linear A :

D(A) C X — X é setorial, se existirem constantes w € R, 0 € (g, 7T> e M > 0 tais que
() p(A) D o= A € C: A £ w, Jarg\ — w)| < 0}

. B M
(il) [[(AM = A) o) < Pk AEDY pu

Quando w = 0, denotamos o setor ) _,, simplesmente por ) ,. No decorrer desta

se¢ao, A denotard um Operador Setorial.

Definicao 1.7. Para o > 0, (—A)™® é o operador definido por

1 oo
—A)T = —/ e at,
CT =1,

onde {e*};50 é 0 semigrupo analitico gerado por A.

Um fato importante da Teoria de Poténcia Fracionaria de operadores setoriais é a
injetividade de (—A)~%, quando v > 0. Isso nos permite definir poténcias positivas de tais
operadores. A saber, para a > 0 definimos (—A)* = ((=A)™®)': D((-A)*) Cc X - X
com dominio D((—A)*) = R((—A)~*), onde R((—A) ) = {(-A) 2 : z € X} e
(—A)° = Idy.

Teorema 1.8. As sequintes propriedades sao verificadas.
a) (—A)* é um operador fechado, para o > 0;

(b) Sea > >0, entao D((—A)*) C D((_A)B);

(¢) D((—A)*) = X, para todo o > 0;

(d) Se a,B > 0, entio (—A)* Pxr = (—=A)*(—=A)Px, para todo x € D((—A)?), onde

v = max{a, 3,a + 3}

Definicao 1.9. Se A é um operador setorial em um espaco de Banach X, definimos para

cada a > 0 o espago

X = (D((=A)) - lla),
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onde ||zl = [|(=A)"z]|

Os espagos X sao chamados de Espacos de Poténcia Fracionaria associado ao operador

—A. Vejamos algumas propriedades desses espagos.

Teorema 1.10. (/8§) Se A € um operador setorial em um espago de Banach X, entdo X
¢ um espaco de Banach na norma || - ||a, para o >0, X° = X e para « > 8 >0, X* ¢é
um subespaco denso de XP com inclusio continua. Se A tem resolvente compacto, entdo

a inclusio X* C XP é compacta, para o > 3 > 0.

A necessidade de se utilizar Espacos de Poténcia Fracionéaria no estudo de equacoes
diferenciais parciais nao lineares de evolucao deve-se ao fato de que, em geral, os
termos nao lineares destas equagoes aplicam o dominio do operador em algum espaco

intermedidrio entre X' e X% Por exemplo, para p > 1, a funcio f : R — R definida por

f(s)=1sl""s,

induz uma aplicacao de X' em X?, com 0 < 3 < 1, como veremos adiante.

1.4 Ferramentas Topologicas

O objetivo desta secao é apresentar algumas nogoes topoldgicas que serao utilizadas

neste trabalho. A primeira delas é o famoso Principio da Contracao de Banach.

Teorema 1.11. (51)/Principio da Contragio de Banach] Seja X um espago de Banach.
Se D € um subconjunto fechado de X, F € uma funcdo de D em D e existe um nimero
vytal que0 <y <1le

|[Fz — Fy| <~z —yl,

para todo x,y € D, entdo existe um unico ponto z € D tal que Fz = z. Além disso, se

xro €D ex,=Fx, 1, paran=1,2,..., entao lim z, = z e a estimativa
n—oo

|2 — 2] <A"(1 =) a1 — ol

¢ satisfeita paran =1,2,....

Definigao 1.12. Se (X,p) é um espaco métrico, dizemos que E C X é totalmente
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limitado, se para cada € > 0, pode ser coberto por um niumero finito de bolas de raio

€.

O proximo resultado fornece a relacao entre conjuntos relativamente compactos e

conjuntos totalmente limitados.

Teorema 1.13. Um subconjunto M de um espaco métrico completo X ¢é relativamente

compacto se, e somente se, M ¢ totalmente limitado.
Outra ferramenta importante para o estudo dessa Tese é o Teorema de Arzela-Ascoli.
Teorema 1.14. (Arzeld-Ascoli) Seja F C C([a,b]; X), satisfazendo
(1) para qualquer t € [a,b], {f(t): f € F} € relativamente compacto em X;

(ii) F € equicontinuo em [a,b], isto €, para qualquer € > 0 e para qualquert € [a, b], existe
d > 0 tal que ||f(t) — f(s)| < €, para qualquer s € [a,b] satisfazendo |t — s| < 0 e
para todo f € F.

Entao, F € relativamente compacto.

Definicao 1.15. Um espago métrico X é chamado contratil, se existir uma homotopia

continua
h:Xx[0,1 —X
(x,1) — h(x,t)
tal que
h(z,0) =z, para todo x € X
e

h(z,1) = xy, para todo x € X e algum z, € X.

Definicao 1.16. Um espaco métrico X é chamado absolutamente retratil se para todo
espaco métrico Y, todo subconjunto fechado B C Y e toda aplicagao continua f : B — X,
existir uma extensdo continua f : Y — X de f sobre Y, isto é, f(x) = f(x), para todo

r € B.

Definicao 1.17. Um espago métrico X é chamado um Rs—conjunto, se existir uma

sequéncia de espacos, {X,,}, contrateis, ndo vazios e compactos, tais que

Xni1 € X, paratodon € N
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Observacao 1.18. Qualquer Rs—conjunto é um espaco conexo, nao vazio e compacto que
€ aciclico com respeito ao funtor homologia de Cech, ou seja, tem a mesma homologia

que o espaco de um ponto.

Definicao 1.19. Sejam X e Y espagos métricos, f : X — Y uma fun¢ao continuaey € Y.
Dizemos que f é propria em y, se existir € > 0 tal que para qualquer conjunto compacto
K C B(y,¢), o conjunto f~!(K) é compacto, onde B(y,€) é a bola aberta em Y, com

centro em y € Y e raio e.
Vejamos a reformulacao do Teorema de Browder-Gupta, atribuida a L. Gorniewicz.

Teorema 1.20. (52) Sejam E um espago de Banach, X um espago métrico e f : X — F

uma aplicacao continua tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(1) f € prépria em 0 € E.

(2) para todo € > 0 existe uma aplicagdo continua f. : X — E para a qual temos:
(i) || f(x) — fo(x)|| < € para todo x € X,

(i) a aplicacio f. : f7'(B(0,€)) — B(0,¢), tal que f.(z) = f(x) para todo

€

x € f71(B(0,€)) é um homeomorfismo.
Entdo, o conjunto f~'({0}) € um Rs— conjunto.

O préximo resultado fornece condigoes para que uma funcao continua satisfaca o
item (2) do Teorema ([1.20)).

Consideremos K um subconjunto convexo e limitado de um espago normado e E
um espago vetorial topolégico de Hausdorff. Sejam C' = C(K, E), o espago de todas as
funcoes continuas e limitadas de K em FE, com a topologia da convergéncia uniforme,
to € K, fo € E e () a familia de todas as vizinhancas abertas de 0 em E. Denotaremos

por ® o conjunto de todas as fungoes continuas F': C' — C' tal que

(i) F(C) é um subconjunto equiuniformemente continuo de C, isto é, para qualquer
U € Q, existe € > 0 tal que F(f)(t) — F(f)(s) € U, para cada f € C, t,s € K tal

que |t — s| < e
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(ii) F(f)(to) = fo, para todo f € C;

(iii) Para todo € > 0,

se flk. = g|k. entao F(f)

K. — F(g>|K€, com f:g eC

onde K, = B(tg,€) N K e B(ty,€) é a bola fechada de centro em t; e raio e.
Consideremos I como sendo a aplicagao identidade em C'.

Lema 1.21. (53) Para qualquer F € ®, existe uma sequéncia (F,)nen tal que I — F, :

C' — C é um homeomorfismo e lim F,(f) = F(f), uniformemente em f € C.
n—oo

Definigao 1.22. Seja S um subconjunto de um espaco vetorial V. A envoltéria convexa

de S em V ¢ definida por
co{S} = {anzi + ...+ aprp; a1,...,0, ERT a1 +...+a, =1, {z1,...,2,} C S}

Teorema 1.23. (51) Sejam Z um espagco de Banach e [ : [a,] — Z uma fungdo

integrdvel. Entao

1 [P _
[ 1 € wfiT e .8).
6 —Q Ju
O Teorema de Ponto Fixo adotado no Capitulo 4 é o do Ponto Fixo de Krasnoselskii.

Teorema 1.24. (51)[Ponto Fizo de Krasnoselskii] Se D é um subconjunto limitado,
convezo e fechado de um espago de Banach X e T'1,T'y sao fungoes continuas de D em X
tais que

(i) T'y(xz) +I's(z) € D, para todo x € D;

(ii) T9(D) € compacto;

(iii) Eziste um nimero v, 0 < v < 1, tal que ||T1(z) — T1(y)|| < 7|z — yl|, para todo
x,y € D.

Entao, existe z € D tal que T'1(2) + I'y(2) = 2.

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados, por exemplo, em (54), (51) e (53).
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1.4.1 Medida de nao compacidade

Medidas de nao compacidade sao ferramentas muito importantes na Analise Funcional.
A primeira medida de nao compacidade, denotada por «, foi definida por Kuratowski em
1930. A mesma foi utilizada por Darbo em 1955 para generalizar o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder, o qual incluiu a parte de existéncia do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Posteriormente, novas medidas foram introduzidas por Goldenstein, Goh’berg, Markus e
outros. Para maiores detalhes, recomendamos (53)), (56), (52) e (57).

Comecaremos definindo medida de nao compacidade e em seguida apresentaremos
as suas propriedades mais importantes.

Seja M a classe de todos subconjuntos limitados de um espago métrico X.

Definigao 1.25. Seja X um espago métrico completo. Uma aplicagao ¢ : Mx — [0, 00)
¢ chamada uma medida de nao compacidade em X, se satisfizer as seguintes condigoes,

para todo Q, Qy, Qs € My :
1) ¢(Q) = 0 se e, somente se, Q é relativamente compacto;
2) 9(Q) = ¢(Q);
3) o(Q1UQ2) = max{p(Q1), p(Q2)}-

Proposicao 1.26. (57) Qualquer medida de ndao compacidade ¢ satisfaz as sequintes

condigdes, para todo Q,Q1, Qs € My
(i) se Q1 C Qa, entao $(Q1) < #(Q2);
(i) $(Q1 N Q2) < min{p(Q1), $(Q2)}:

(iii) $(Q) = 0 para todo conjunto finito.

Definigao 1.27. Seja (X,d) um espaco métrico completo.

a) A fungao a: Mx — [0,00) com

a(Q):inf{e>0:QCUSk, Sk C X, dz’am(Sk)<e,(k:1,...,n€N)}

k=1

¢ chamada a medida de nao compacidade de Kuratowski.



Capitulo 1. Preliminares 23

b) A funcdo x : Mx — [0, 00) com

X(Q):inf{e>0:QCUB(xk,rk), T € X, Tk<(—:,(k::1,...,n€N)}

k=1

¢ chamada a medida de nao compacidade da bola ou de Hausdorff.

Elas satisfazem as seguintes desigualdades:

X(Q) < a(Q) < 2x(Q), para todo Q € My.

Se X é um espacgo de Banach, entao as funcoes o e y tem propriedades adicionais.

Listaremos as mais importantes.

Proposicao 1.28. (57) Sejam X um espago de Banach, Q,Q1,Qs € My e ¢ qualquer

uma das medidas de nio compacidade definidas anteriormente. Entio
(i) P(Q1 + Q2) < P(Q1) + ¥(Q2);
(ii) Y(Q + ) = (Q), para cada x € X;

(1ii) Y(AQ) = |AY(Q), para A € C;
) ¥(Q) = ¢(co(Q))-

Além disso, se X tem dimensao infinita e B(0,1), Sx sdo, respectivamente, a bola unitdria

aberta e a esfera unitdria em X, entao

a(B(0,1)) = a(Sx) = 2 e x(B(0,1)) = x(Sx) = L.
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2 Calculo Funcional

2.1 Introducao

Consideramos, para este Capitulo, o seguinte Problema:

t
up = / dg(s)Au(t — s,2) + |u|’"tu + h(t), em (0,00) x Q
0

u(t,z) =0, em (0,00) x 02 (5)
u(0,x) = ug(x), em )
6—'ytta—1

no qual Q@ C R” é um dominio suave e limitado, g(t) = com v,t > 0 e

P(e)

0<a<lu €LiN), 1<qg<oo, p>1ehsob certas condi¢oes.

Note que o Problema pode ser visto como a seguinte equagao integral

u(t) = ug +/O g(t — s)Au(s) ds +/0 lu(s)|”u(s) ds +/0 h(s) ds, t >0, (6)

onde A é o Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet em €.
s
Sabe-se (48) que A é setorial, isto é, dado ng € (5, 7r> , existe uma constante C' > 0,

tal que
C
A

onde X,, = {A € C— {0}/ |arg(\)| < mo}-

|(A—A)|| € =, para todo A € %, (7)

A observacao a seguir sera muito util quando aplicarmos a Transformada de Laplace

na equacao @

Observagao 2.1. Note que, para todo v € R, temos Re(A + v) = Re(\) + 7 e
Im(XA+7) = Im(X). Logo, se A € Ha, entio (A + ) € 5,, C p(A)(figura[1), onde
Ha € o caminho(figura[3)

Ha(r,n) :={se:r<s<oofU{re”:|s| <ntU{se™™:r <s< oo}
:Ha1 —|—Ha2 —Hag,

(8)

m
YyeERy ene (5,770)-

Ja sabemos que, se A € Ha, entdao (A + v)* € p(A). Aplicando, formalmente, a

Transformada de Laplace em () e utilizando o fato que g(A) = (A + 7)™, temos que
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Figura 1: Caminho deslocado

Fonte: produzido pela prépria autora

Figura 2: Caminho Ha

r

-,_““
“"-»,_‘ Ha
H“-u o
-

Fonte: produzido pela prépria autora

1
Yo + g(AN)Au(N) +

~

FO) + $hOY

> =

= (A4 7)AN) = A1+ )% + AGN) + AN+ ) (A) + A + )2 h(N)
= (A7) = A)aN) = AT +9)%0 + AT+ )2 (A) + A HA +9)2h(N)
= 4\ = AT A+ 1) (A + )% = A) ug + AT A+ ) (A + ) = A) TN

~

F AT A+ (A +7)* = A) AN,
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onde f(u(s)) = [u(s)"""u(s).
Aplicando a inversa da Transformada de Laplace, obtemos

u(t) = S(t)ug +/0 S(t—s)f(u(s)) ds +/0 S(t — s)h(s) ds,
onde

SM) = —— [ AT+ ) (A4 7)* — AL d ()

21 S,

2.2 Calculo Funcional Fracionario

O objetivo desta se¢ao é estudar o comportamento da familia {S(t) }+>0 no espago L%(2)
e em Espacos de Poténcia Fracionaria associados ao Laplaciano. Para isto, mostraremos

que {S(t)}+>0 ¢ uma Familia Resolvente para a equacao ().
Proposigao 2.2. Seja « € (0,1]. A fungdo

1 / Ay -1
— eENTA+Y) (A +7)—A d\, set >0,
D = A RS CRRIRES

I, set =0,

(10)

onde Ha € o caminho (§) e I é o operador identidade, estd bem definida sobre LY(S2) e

existe uma constante N > 1, tal que

1S@ Y|y < Nl¢llae),

para quaisquer t >0 e € L1().

Demonstragao. Observe que, para todo ¥ € L%(Q)) e cada t > 0 fixado, se assumirmos
r =t~ entao utilizando a estimativa do Resolvente do Laplaciano
e Sobre Hay

L / M)A (A 7)* — A) 1 dA
Haq

oo tscosm
< Cllillrae / e s
1

2mi 27 |set|

La(Q)
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< O||¢||Lq(9) / etscosny dg

2T 1
t

< ClPllzeey / €'t cos  ds
~ 2mcosn 1

b
C
< HwHL‘I(Q) lim etscosn

2mcosn  b—oo

=

< —C||1/1||Lq(ﬂ)€ws"‘

21 cosn
e Sobre Has
1 XA+ ) 1 CllY| Lae
— ——((A “—A d\ <
o ], T e arta| <A

< Cll¢ ]| za

27

< Cllel oo

2

C q
< 1| e 2

2T

< CHwHLq(men

™

e Sobre Hasg
O procedimento ¢ analogo ao de Ha;.

Tomando

[V ,cosm
N:max{ Ce C’en}7

Y
2mcosn 0w

temos

1S a@) < N[Y|lLae)-

n ertcoss
/ T ds
_y |re®|

n
/ eCOSS dS
-7

n
/ e ds

—n

Assim, S(t) : LY(Q) — L(Q2) estd bem definido e S(t) € L(L4(2)), para todo t > 0.

Por outro lado, note que a representagao integral ¢ independente de r > 0 e

n € (5,1m). De fato, consideremos r,r" € (0,00), 1,1 € (5,1m0) e a integral sobre
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os caminhos Ha(r,n) e Ha(r',n'). Sem perda de generalidade, suponhamos que ' > 7 e

r > r'. Seja D a regiao entre as curvas Ha(r,n) e Ha(r',n') e para todo n € N, definamos

D, :=Dn{z e C:|z| <n}(Figura[3). Pelo Teorema integral de Cauchy, temos que

Figura 3: Regiao Dy,

N
/)

Fonte: produzido pela prépria autora

/ AT+ (A +7)* = A dr=0.
0D,

Sejam R; e Ry dois arcos contidos em {z € C : |z| = n}. Entao,

H/ (AP A (A7) — A) " dA
Ry

L(La())

/

n

S O/ 6tncoss dS
n

S C’et”L(n’ . 77)7

onde L = sup coss < 0.
s€[n,n]

/ etne”(nezs + ,Y)a(nezs>fl ((nels + ,y)oz - A) 177/ ie' ds
n

L(La(Y)

Assim, a integral acima vai para zero, quando n — 0o. De maneira analoga, mostra-
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se que a integral sobre o arco Ry vai para zero também. Logo,
/ M+ )N (A7) — A) A
Ha(r' ')
— [ e (- Ay
Ha(r,)
]

Mostraremos, em seguida, que a familia {S(t)}+>0, satisfaz a condigao (iii) da

Definicao ((1.5)).

Proposicao 2.3. Para todo ¢ € D(A) et > 0, temos

t

Sty = —I—/ g(t — s)AS(s)y ds.
0
Demonstrag¢ao. Note que para, Re(u) > 0, temos

S(p) = /0 h e MS(t) dt

- / et <L/ AT+ (AN +7)*=A)! d)\) dt
0 21 JHa

1 (o ¢]
- (/ e (=Mt dt> AT A+ ) (A +9)*=A)7" dx
2mi Ha 0

= [ =N ) () - A) T

21 Ha

= () (4 )= A)7
Assim,

S(p) = p+7) ((p+7)*—A)™

& ((n+7)* = A)S(p) = pHp+7)°

A

& (n+7)"S(1) = AS(n) = pH(n+7)°
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~ N

& S(u) — (u+7)"“AS(p) = p!

A

& S(p) = pt+ (n+v) A8 ().

Aplicando a inversa da Transformada de Laplace, obtemos:

S(t) =1+ /Otg(t — 5)AS(s) ds,

E, consequentemente,

t

Sty = + /0 ot — $)AS(s) ds,

para todo ¢ € D(A) et > 0. O

O préximo resultado garante a continuidade forte da familia S(¢) com respeito ao

parametro « € (0, 1).
Proposicao 2.4. A familia {S(t)}i>o0 € fortemente continua sobre L%(f2).

Demonstragao. Note que, para cada ¢ € D(A),

SOv=v =5 [ A0+ ) =) v a - o [ @y
S I RS (R EE ) P
- QLM . M (AN = A) T AT+ = AT (A7) = A dA
_ QLM OO () - A) Ay iy

Dessa forma,

C

IS0 = Vlaney < 5= [ PO+ DI 1Ay [N

Fixando ¢ > 0, novamente, e tomando r = ¢t~1, temos
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e Sobre Ha,

C e — -«
— [ €D AT+ ) A oy 14N

27T Haq

- 27 1
t

C | AY|| 4 > ,
< || ¢||L (Q)/ 6stcos(77)8—1|86m_}_,}/|—oz ds

C AV poeen t
_ C AVl

- 27

/ estCOS(n)’S @'sin(n)|_a ds
1
t

a+1/.: -« (e’
_ ClAY a1 (sin(n)) [ e a
- 2 1

t

. —a b
< C ||A¢HLQ(Q) to‘“(sm(n)) . est cos(n)

im
= o b—oo tcos(n) |,
3

< _ c HAwHLqm) te (Sin(n))—aeCOS(n)

27 cos(n)
e Sobre Has

E suficiente considerarmos o caso t < % Sendo assim,

C
oo | e DI ) AU g 1N

27T Hao

C | AY|| 4 K
< OV 1

< erteos& L rels 1y |7 ds
2w

-n

ClIAY ey [
<M/ e |7 ds

- 27 —n

e ds

< Clr =7 [[AY| Laqy /n
- 2 _n
< Clr =7 1A% || oy € 21
- 2

- Ol =2t~ [[A% | oy € 1 t°
p— 7r :
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e Sobre Hagz
Procedemos da mesma forma que em Ha;.
Assim, fazendo ¢ — 0%, vemos que [|S(t)y) — || po(q) = 0.
Consideremos agora u(t) = S(t)y, para t > 0 e 1p € D(A). Pela proposicio (2.3),

sabemos que

ult) = /Otg(t — ) Au(r) dr+1, > 0.

Seja s € (0, 1], entao

[lu(t) = u(s)]|La) =

/Ot gt = r)Au(r) dr — /0 o(s — 1)Au(r) dr

La(Q)

_|_

S ‘
L1(Q)

/s t g(t — r)Au(r) dr

/0 (gt =) — g(s — ) Au(r) dr

La(©) ‘

Analisaremos cada parcela separadamente. Observe que:

/ gt —r)du(r) dr|| < / gt — )| AS ()| oy dr

La(Q)

t
< / ot — ) ||S() Aoy dr
t
< NJAY| |y / ot — 1) dr

t—s
< NIl | olr) dr
0

N A . t—s
S H w‘ |L (©) / Ta—le—'yr dr
[(a) 0

N A . t—s
< AL (9)/ a1l g
I'(a) 0

t—s
NIAY] ey |
INE) b—0 v

b
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N||A q
< I ¢||L(Q)hm

= "Tla+1) (= )" = b
NI AY[| e o
S Tatn 79

/0 (gt —7) —g(s —r)Au(r) dr

< / gt =) — gls — )| IASE) oy dr

La()

< /Os!(g(t—r) —g(s =) [15(r) Al Laey dr

< N||AY] 1oy / (gs =) — glt — 7)) dr

s (S _ T)aflefﬂy(sfr) (t _ ,,n)aley(tr)>
< N||AY|| e — d
< Mavlue [ (S0 — :

s (S o T)a—le—'y(s—r) (t o 7,,)04—1e—",/(t—s)e—'y(s—r))
< N A q - d’f’
< N|[|Ay]|L (Q)/O ( () ()

s _ a1 t — ,r,)oa—le—’y(t—s)
< NIIA . —y(s—r) (S T) o ( d
S R G [(a) '

< N[ AY| L) /0 S <(S ;(2)& - r);(;jv(t/&)) "

s Ta—l (t—s) t Ta—l
< N||A a dr —e 778 / dr
< N|A% o (/ ey . T() )

Ta
< N||A q i
> ” wHL (®) <b£% ar(oz) b

(57 =0 g (= (=)
< . 2 s .
< N||A¢||L Q) })I_I}é F(a+ 1) € 1—‘(04 + 1)

Fazendo s — ¢~, vemos que [|u(t) — u(s)||Ls(@) — 0. Analogamente, mostra-se o

caso s > t. Isso mostra a continuidade forte de S(t), para ¢t > 0. O
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E fécil ver que a condicio (77) da Defini¢ao ¢é satisfeita. Por isto e pelas
Proposi¢oes , e , podemos concluir que S(t) : L1(Q2) — L%(Q2), com t > 0,
¢ uma Familia Resolvente para @

Os préximos resultados dizem respeito a dependéncia continua de {S(t)}¢>0 com

relacao a a e a . E, para facilitar a escrita, adotaremos as seguintes terminologias:

1 _
Su®0i= g [ A0 (4 - 8) v )
210 Sy,
e
1 Aty —1 « a -1
Sy = o— [ AT (A+7%)* (A +%)" —A) "¢ dA.
21 J g,
Proposicao 2.5. Sejam ay,, a9 € (0,1], com n = 1,2,--- | tais que o, — «y quando

n — oo. Entdo para todo i € L1(2) et > 0,
Sa, () — Say(£), quando n — cc.

Além disso, essa convergéncia € uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstra¢ao. Podemos escolher um (tinico) caminho Ha para o qual os operadores Sy,

e S,, estejam bem definidos. Sendo ¢ € L9({2), entao

San (tW - Sao (t)w =

= MATTA+ ) (A 9)™ = A) T = AT A+ )% (A +7)% = A) 7 ] dA,

21 Ha

para todo t > 0. Como o Operador Laplaciano é setorial,

IATEA A+ 3)2 (A +7)% = A)Hh = ATHA + )% (A +9)% — A) 9| pae
S C(ATT+ AT e

=201\ Y| zooy-

Por outro lado, para cada A € p(A) fixado
AT A7) (A7) = A) T = AT A+ 7)™ (A +7)% = A) 7 | paey — 0,

quando n — oo, uniformemente para t em intervalos limitados, pois, pela identidade do
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resolvente, temos que

(27 = A) = (A7) (A ) = A)
= (2% = A+ D)™ (A+7)% = A)7 4+ A+ 7)™ (A7) = (A+ 7))

(A7)0 = A) (A +7)%0 — A),

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, a demonstragao

estd concluida. N
Proposicao 2.6. Sejam v,,7 € (0,00), com n = 1,2,--- | tais que v, — 7o quando
n — oo. Entao para todo i € L1(2) et > 0,

Sy, () = S, ()Y, quando n — .

Além disso, essa convergéncia € uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstragao. Podemos escolher um (nico) caminho Ha para o qual os operadores S,

e S,, estejam bem definidos. Sendo ¢ € L9((2), entao

Sy ()1 = S50 (t)9 =

L DT O ) (O 9)® — A = AT A4 70)® (A 90) — A) 9] d,

21 JHa

para todo t > 0. Note que, para A fixado e t > 0, temos

IATEO A7) (A 7)™ = A) 7 = AT A+ 9%0)* (A +70)* = )7 4l aey
< C(AT + DIl oo

=20\ Yl ey

AT+ ) (A + 7)™ = A) 7 = XA+ 90)* (A +70)* — A) 7 9| ag) — 0,

quando n — oo, uniformemente para t em intervalos limitados, pois, pela Identidade do
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Resolvente, temos que

A7) (A +7)* = A) = (A4 7)* (A +70)* = A)~
= (A +7)* = A+ A +7)* = A) 7+ A+ 7) (A +70)* = A+ 7)%)

X (A4 7m)* = A)7H(A +70)* = A) 7

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos a

demonstracao. O

Agora estamos interessados em estudar o comportamento da familia S(t) nos

Espacos de Poténcias Fracionarias associados ao Operador Laplaciano.

Observacgao 2.7. Utilizaremos os sequintes mergulhos (37):

Iy 1 lo 1
l l
Hp11<Q) %Hpi(Q)7 E_p_1 Z E_p_f 1<p1 §p2 < 00,

_ n
H\(Q) = C"(Q), | - s >1n >0,

onde 0 C R" é um dominio limitado com fronteira suave e 0s espagos H]lJ(Q) 540 0s
FEspacos de Potenciais de Bessel (58), também chamados FEspagos de Lebesgue, e sdo

definidos por:
Hy(R") = {~(I+A)72f: feLP(R")} = D((—(I+A4)2)).

Com a norma

Hy(R") *= 1(=(I + Aﬁ) ) ||Lp(Rn),

temos que H>(R™) € um espago de Banach.
Se Q) & R™ é um dominio suave, definimos o espago H;(€2) como o conjunto formado

por todas as restrigoes a 2 de fungoes em Hy(R™).

Sabe-se (59) que o Operador Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet
em um dominio €2, suave e limitado, pode ser visto como um operador ilimitado em

E? = L9(Q), para 1 < g < 00, com domfnio E} := W24(Q) N W;(Q) e que a escala de
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Poténcias Fraciondrias {E} } ser associada a —A verifica

Ef — H2(Q), >0, 1 <q< o0,

-8 &) _
E7 = (E,), B>0,1<q< o0, q’—q_l.

Observacao 2.8. O Espaco de Potencial de Bessel definido na Observagao é,
inicialmente, diferente do Espaco de Poténcias Fraciondrias associado ao operador —A.

De fato,
D((=A)) ={g: (=A)Pf =g, para alguma f € LI(Q)},
com a norma ||gllg = [[(=A)Pgl|Le(q). Enquanto que, se g € HJ(Q) temos

lgll 7o) = inf A1 g ey
O epbiany,,

Todavia, seqgundo Triebel (00), esses Espagos coincidem e pode-se mostrar que suas

normas sao equivalentes.

Utilizando a Observacao (2.7)), temos que

nq n
EP — L"(Q <1 0<B<—
(]% ()’T—n_Qq/B’O—/B_Qq?
By = 19(9),

n n
EP <« L"(Q >_ < B<0.
e DQ), r 2 s i < B

A proxima afirmacao, cuja demonstracao segue da Desigualdade do Momento, sera
muito 0til para estimar a familia {S(t) };>¢ em Espagos de Poténcia Fracionaria.
Afirmagao:(Ver (48)) Sejam A um operador setorial de angulo ny € (3,7), 8 € [0,1] e

A € Xy, entao existe uma constante C > 0 tal que
IOX = A) " alls < CIN 2] o).

Proposicao 2.9. Sejam o« € (0,1], 0 < g < 1. Entao, existe uma constante M > 0 tal

que

IS¢ lls < Moyt (1 + ),
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para todo t > 0.

Demonstracao. Note que, fixando ¢ > 0 e fazendo r = t~1, temos

IS@lls = I(=2)"S )¢l Lae)

< g [T DI A+ = 8) 0]y 14N

3 [ NI UA) () = A) T an

211

La(Q)

Cll¢ e . . api-
< SO [N O ) )
Ha

Cl|%]| La
< Hw”L (Q)/ |e)\t| |/\|—1|)\_’_,y|0t/3 |d)\|_
27 Ha

Assim,

e Sobre Ha,

C C o0 .
||'17Z)||LQ(Q) / |e)\t’ |)\|71|>\_'_,y|a5 |d)\‘ S ||¢||Lq(9) / estcosn871|sem+7’aﬂ ds
2 Hay 2w 1

t

C 0 o
< HwHLq(Q)/ GStCObnS_l(S+’y)aﬁ ds
27 1

t

C t o[>
< ||¢2||Lq(9) / estcosn(s_i_,y)aﬁ ds
m

1

< C”wHLq(Q)t /oo e(s—v)tcosnsaﬂ ds
1
t

2w +y

< est cos nsa,B ds
2m

=

_ C~’||¢||Lq(9)t6_’7tcos77 /oo

+v

o~

~ b
C te—'yt cosn Saﬁest cosn

< Sl¥lzae) lim

21 b—oo tcosn |,

t

00 6stcosn

—/ aﬁsaﬁ_l ds
1
t

4 tcosn
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S —ytcosn | 1 af ,cos t cos 00 1
< Clillzagte™ =" | (5 +7)* e eresn  af pstoosngaf—1 g
27 I tcosn tcosn Liy ]
S —ytcosn | 1 af ,cos t cos 00 1
< C||77Z)||Lq(9)te 7 ! _(t +’Y) e el ! _ O!ﬁ estcosnsaﬁfl ds
2m I tcosn tcosn Jiy, |
~ te—tcosn 1 a8 ,cosn ,ytcosn 0o af—1
2m I tcosn tcosn Jii, t
o e et a4 [
- 2w I cos M coS1 Liy
~ B b
_ CH@Z)”LQ(Q)ef'ytcosn (% +,y)a,3€cosr]6'ytcos77 - O[ﬂ(% _f_,y)oéﬁfl estcosn
- 2T cos b—00 cos tcosmn |,
L t
< é||¢||Lq(Q)€_7tCOSW __ <% + ,y>aﬁecosne'yt60577 Oéﬁ(% i 7)05_16005776%00577
- 27 i cosn tcos?n
_ Ol [ G aB(; + N cosn
- 2w cos 7 t cos? n
P i Sk O i R
- 27 i cos cos?n
< Ol [Pk et aBt=o?(1 4 t)Peon
- 27 i cos cos? n
C’ B €COS77 o ecosn
- Hl/}z”Lq(Q) B ° > } t P (1 + yt)*P.
T | cosn  cos?n
e Sobre Has
C~' At CNf n _rtcoss '
||1/)||Lq(9) / |€ |’)\ +,y|aﬁ ‘d>\| < HwH / € |T’€ZS +’)/‘a/87“ ds
27 Hay |l 2r ), 7
C n
S kuLq(Q)/ ecoss(,r_l_,y)oéﬁ ds
27 —n
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C~’ q 6] n
S ||Q/)||L ) (l‘i"}/) 5/ ecoss ds

t
27 -

C~’ q [6% i

s t —n
Yl ey of
S — 5 (7 +7)" e2n
Cll| e

T
e Sobre Hagz

O procedimento é semelhante ao feito em Ha,.
éf cosn cosn CY
M = max ¢ — € +a6€ ) 677 )
27 cosn  cos?n T

IS®¥lls < Ml llzageyt™ (1 + 7).

Tomando

temos que

]

Observacao 2.10. E interessante notar que quando v = 0, {S(t)}=0 ¢ a Familia de

Mittag-Leffler e para o = 1 temos o Semigrupo do Calor.

Observagao 2.11. Se 0 < 0 < 8 < 1, entao
IS @)l emsmreo) < MU (1 4 4)2 0070,
Além disso, se ug € E*, temos que
2% S (t)ug || gr+o — 0, quando t — 0.

Demonstracao.  De fato, para 0 < 0 < g < 1, temos que
ISPl e = [[(=A)F0S(E)Y| o
= [[(=2)"*PS (1) (= A) | po

< M=WmL 4 ) 0D |19 s
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Assim, tY||S ()| grre < M (14 ~41)%||¢)|| 1. E, consequentemente,
1190 (8) |z ooy < M(1+78)2°.

Seja ug € E'. Dado € > 0, tomemos ¢ € E'*Y tal que

€

1+ ~t)2| —
A+ —uollm < 577

c a0
ed=(——-— . Portanto, se 0 <t <9,
(2N||93||E1+9) -

[t2?S(E)uollmvo < [[£2°S(t) (w0 — ) [[greo + [[E27.S(#)1)]| prso

< M1+ 91) o — ¢l + Nt o

]

Proposigao 2.12. Se a € (0,1] e B € [0,1), entdo a familia de operadores {S(t)}1>o €

fortemente continua sobre o espaco (D((—A)P), |- ||5).

Demonstragao. Inicialmente mostraremos o caso s = 0.

Para ¢ € D(A), temos

1 1

I500 =l = |5 [, A0 e e v o [ oy i

1 _

|l [ X - o) 1_x1}¢dAHB
1 _

~[5 [ @ ) - (@) - S0 |
T JHa B

_ L Aty—1 a -1

=l | N+ - 8) v 5

1 - @ B
o | AT IR (0 49) = 8) 7 A iagey [
T JHa

IA
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C
<
27
e Sobre Hay
C

2 Haq

< CllAY]| oy

OO st cos(n)
(& S
2w [

t

Ct :
_ CHlAY o
- 2w 1

t

< Ct||AvY|| L)
- 21

Cto | Al agey
27 (sin(n))> 1

t

Cfta—i-l ||A¢||Lq(9)e—’yt cos(n)

[T XA+ AV A agey [dA.

Ha
M IATHA 4 A *C AP Lagay [dA]
“Lse™ 4 4|4B-D s
m .
/ estcos(n)(s+7)a5|86m+7|—a ds
/ et eos) (5 4 4)8|sisin(n)|* ds
1

/ 6stcos(n)(8+7)aﬂ ds

/
1
ol

est cos(n) Saﬁ ds

2m(sin(n))
~ B b
a+1 —vt cos(n) st cos 00
Ct ||A¢||.LQ(Q)€O‘7 K lim 5o (n) B af / psteos(n) gaB—1 g
27 (sin(n)) b0 teos(n)|, t cos(n) 1,
L t
~ B b
CtaJrlHAwHLq(Q)GJyt cos(n) (l_i_,y)a/?ecos(nHyt cos(n) (l—i-'y)aﬂ_laﬁ . estcos(n)
- £ — lim
27r(sm(n))°‘ t cos(n) t cos(n)

Cfta+1 ||A¢||Lq(9)e—'yt cos(n)

b—oo tcos(n) |,

Ean

[ eCOS(ﬂ)HtCOS(n)(l + fﬂg)aﬂ

- 27 (sin(n))> t*f+1 cos(n)
Cto= | AY[|agye™™ [ (L+41)*%  (1+4t)"ap
- 27 (sin(n))® cos(n) cos?(n)

e Sobre Has

(1 + 7t>a5—1aﬂecos(n)+7t cos(n)
tof+1 cos?(n) }
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) 1
Basta analisarmos o caso t < —. Dessa forma,
8

C _ o(f—
C L A A+ A Ay 0N
Hao

CllA " .
< || ;Z)HLLI(Q)/ ertcos(s)rfl‘rezs_{_,y|oz(,371)7a ds
m

-n

GCOS(S)<T+7)aﬂ|T€iS _|_,Y|—oz ds

< Cl|AY||La(e) /"
- 2

-n

~ B
< CHAwqu(Q)(T’ +7) /77 cos(s)|r o 'Y|_a ds

N 2 7776
_ ClAY oy (1 + )Pt e(r —7)
B 2

2n

_ ClAYl o) (1 + )Pt Pe(1 — yt) =
< - .

e Sobre Hags
O procedimento é idéntico ao de Hajy.
Fazendo t — 07, vemos que ||S(t)) — ¢l — 0.
Consideremos agora s € (0,t], ¥ € D(A) e u(t) = S(t).

[lu(t) —uls)lls = /0 g(t —r)Au(r) dr — /089(8 —r)Au(r) dr

B

IN

+

/St g(t — r)Au(r) dr

/0 (gt =) — g(s — ) Au(r) dr

B

Estimaremos cada parcela separadamente. Observe que:

/ gt — r)Au(r) dr|| < / ot — )| AS(r)b |5 dr

B

< / gt — 1)||S(r)A|s dr

B
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t
< M8y [ gt =t 1+ ) dr

t

< M|AY| agays™ (1 + Wf)aﬁ/ gt —r) dr

s

t—s
< M A pageys~ (1 + 1) / o(r) dr
0

—af af t—s
< MlAY|os (1 + 1) / Pl gy
I'(a) 0

MIA . —af 1 afs t—s
< A O [ o,
I'(a) 0

M|AY [y * (L +1)* -
- () b—0 v

M||AY|| Loy s~ P (1 4+ )8
< Moy (4907
F(Oz) b—0

M| A || pagys™ (1 + )

= T(a+ 1) (t =)

/0 (gt — 1) — gls — ) Au(r) dr

< / gt =) — g(s — )| |AS(rYb s dr
3 0
< / gt =) — gls — )| 1S@)AY] 5 dr

< MIAY] ooy / (9(s — 1) — glt — r))roB (1 +41)* dr

a—1_—v(s—r) t — pr)a-1 —y(t—r)
te Lo

wi [F(s—=r
< M| A page) (L +7s) 6/0 < T'(a) B ()

s (S _ ,r)aflef'y(sfr) (t _ T)aflef'y(tfs)ef'y(sfr) B
< M||AY]| 1q 1+750‘5/< — = dr
801 +95) [ (BT -
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(T )

< M| AP Loy (1 + s

IN{e! ()

< M[[AY || zagey (1 + vs)°

< M| AY|| gy (1 + vs)®

aﬁ/
- t —r)etem =9
< M| A oy (1 + 78)° /’(S e (- )t )TQBW

T)a—l

1
1—
< M|JAY]| Loy (1 +7s)** (Sa_aﬂ/ (F—
0

a)

f _ a—1
- e“’(ts)taaﬁ/ a-n r= dr|.
0 [(a)

Fazendo s — ¢, vemos que ||u(t) — u(s)||g — 0. Analogamente, mostra-se o caso

r=8 dr

s > t. Isso mostra a continuidade forte de S(¢) em escala de Poténcias Fraciondrias

associadas ao Operador Laplaciano, para t > 0. O
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3 Condicoes locais

3.1 Introducao

Como motivacoes para o estudo deste Capitulo, podemos citar o artigo de Brezis e

Cazenave (61)), no qual eles abordam a existéncia local para o Problema

uy — Au = [ulP~lu, em (0,7) x Q
u(t,z) =0, em (0,7) x 09

u(0, ) = up(x), em ()

onde 2 C R” é um dominio suave e limitado, p > 1 e uy € L4(2). E também temos
os trabalhos de Cuevas e Lizama (4)) e de Priiss e colaboradores (5), onde no primeiro
eles estudam solugoes quase automorficas para equacoes integrais e o tultimo trabalha
com equagoes nao isotérmicas do tipo Cahn- Hilliard, ambos com ntcleo fracionario do
mesmo tipo que trabalhamos. Além desses, em (3)), Cuevas e Lizama estudam solugoes

S—assintoticamente w—periddicas para equacgoes integrais de Volterra.

3.2 Existéncia da solucgao

Consideraremos o Problema com dado inicial uy € L(S2).

Seja (—A)g a realizagio de —A em EF. Entao,
(=A)s: D((=A)p) = EJ' C B — B

¢ uma isometria de EF*! em EP (62) e um operador setorial.
Como queremos analisar a existéncia de solugdo em L9(f2), denotaremos Xf =

Ef_l, B € R. Observe que os Espagos de Poténcias Fraciondrias associados a

(—A), = (=A)_: X; C Xg — Xg
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satisfazem ([63))

2qg+n

X L), r< ——4 _1<8<

X} = 19(9), (1)
8 i, nq 2¢ —n

X« L'(Q), r> <B<1.

T n+2¢-298" 2 -
Utilizaremos a seguinte Defini¢ao de solugao para o Problema ({3)).
Definicao 3.1. Seja 7 > 0. Entao

i) u : [0,7] — L%Q) é chamada solugdo branda do Problema em [0,7], se
u € C([0,7]; L)) e para todo ¢ € [0, 7],

u(t) = S(t)ug +/O S(t—s)f(u(s)) ds + /0 S(t—s)h(s) ds,

onde f(u(s)) = [u(s)|""u(s).

i) u:[0,7) = L) é chamada solugao branda do Problema (5) em [0,7), se para

qualquer 7 € [0, 7), u for uma solugao branda para em [0, 7'].

Observagao 3.2. A nao linearidade f : R — R, dada por f(u) = |u|’~ u, induz uma

aplicacao de X' em XP satisfazendo as sequintes desigualdades:

1 () = F@)llxp < cllu—vllxg (lullfy’ + lloll5;" +1)

€
1F@llxp < ellullyy +1),

para algum ¢ > 0, commax{l—%q,,()}<ﬁ<1 el<p§1+%(q—,6q).

Demonstracao. De fato, f : R — R satisfaz a seguinte desigualdade

() = F0)] < clu—ol(lul?™ + o]~ +1).
Utilizando a desigualdade de Holder, obtemos

1 () = f(0)llzre < ellu = vllpome (Il gy + 101170y + 1)- (12)
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Assim, f aplica L"(€2) em L"(€2).
Como max{1 — 2%” 0} < B < 1, utilizando temos que

L2 (Q) s X7 (13)
Além disso, de 1 < p < 1+ 2(q — Bq), concluimos que M o q, logo
- " n+2q—28q
L2027 () = LI(Q). (14)

Tomando u,v € X, = LI(Q) e utilizando , e , obtemos

1) = F@)lxg < elf@) = SO, g o

D)

< cflu—v| [l sy
L n+29—2Bq (Q)

97 png + ]
L n+29—2Bq (Q)

png_
[ n+29—2Bq (Q)

< cllu— oll g (lull" + ol + 1)

1@l < elf@l

ng
L n+29—28q (Q)

< CHUHp;%
[ nt+2q9—2Bq (Q)

< clully,

< e(llullyy +1).

Agora estamos prontos para demonstrar o resultado principal desta secao.

Teorema 3.3. Sejam o € (0,1), max{l—Zlq,,O} <p<l,1<p< 1~|—%(q—,6’q), Uy € X;
e h: (0,00) = X, wma funcdo continua tal que |[h(s)||lxz < ks®, para algum k > 0 e
¢ > —1. Entdo, existe uma constante 1o > 0 e uma tunica solugdo branda u € C([0, 10); X}

q
do Problema @ Além disso, para todo 0 < 0 < f3

u € C(0,70); Xqu)
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||t°‘9u(t)|\xv}+e — 0, quando t — 07,

Demonstragdo. Seja pi > 0 tal que [Jupl[x; < g e consideremos 75 > 0 de tal forma que,

para todo t € (0, 7g],

p—a(1-p)+1

.M(]. + 'Yt)a(liﬁ)C(R + 1)m < min {

)

=
AN

b

Observe que podemos tomar [|S(t)ugllx; < g, pela continuidade forte de S(t).

onde R = max{u’,2u"1}.
Consideremos o conjunto

K(r) = {ue C0. XDt sup [uls)]xs < i}

0<s<19

Definiremos sobre K(7p) o operador

Tu(t) = S(t)ug +/0 S(t—s)f(u(s)) ds +/0 S(t — s)h(s) ds

e mostraremos que K (7y) é T—invariante.

Sejam t' € (0, 7] e {t,}neny C [0,¢] com lim ¢, =¢'. Assim,

ITulty) — Tu()x; < [1(S(t) = SE))uollx)
o [ 1St~ ) = 51— el s
ﬁ[wwﬂmmmgw
+A%W“%—@—SW—$MGWQM

t/
+/ 1S(t" — s)h(s)||x; ds
t7l

= Ji(n) + Jo(n) + J3(n) + Ja(n) + J5(n).
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Analisaremos cada parcela J;(n), onde i = 1,2, 3,4, 5.
e Ji(n) = 0 quando n — oo, pela continuidade forte de {S(t)};>0 em X, .
o [[(S(tn —s) — St — s))f(u(s))llx — 0, quando n — oo, pela continuidade forte de
{S(t)}e=0 em X . Além disso,

1(S(tn = s) = S(t" =) f(u(s))llxs

< Mty — 5) (1 +3(tn — ) D f(uls)) .z
+ Mt —s)7 (L 4yt — ) D f(uls)) s

< Me(tn — )" (14 Aty — ) (JJuls) 5 + 1)

+ Mc(t' — 5) 201+ 5t = ) (|fuls)l|5 +1),

cujo tltimo termo da desigualdade anterior é integrédvel em s sobre o intervalo (0,t,).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, J2(n) — 0 quando n — oo.

e Para J3(n):

=KNWﬂf—$fwwmug@

< M/ —a(l- 5)(1—}—7@ )) (1_B)|’f(u<8))|lxg ds
< MUt = 1)) [ (=) Al +1) ds

tl
< Me(Lt ot = 1)) 0D+ 1) [ (¢ =570 ds
t

n

t/

I g)l-a(1-8)
< Me(1+(t — )" (pr + 1) (— (i - a)(l —B) )

tn

(t/ _ tn)l—a(l—ﬁ)

< Me(1 (¢ ~ 1)+ ) T

— 0,

quando n — oo.
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e Observe que

[(S(tn = 5) = S(t" = s))h(s)llx; < 2Nks?,

a qual é integravel em s sobre (0,t,). Utilizando o mesmo argumento de Jo(n), temos que
Jy(n) — 0 quando n — oo.

e Para J5(n):

/ |S(t — s) )||X1 ds

<N / () ds

<N/ ks¥ ds

Ssa-i—l
< Nk
p+1
tn
< NE (t’)“"“ tﬁﬂ
- p+1 p+1

— 0,

quando n — oo.
Portanto,

lim || Tu(t,) — Tu(t)||x: = 0.
n—00 a

De forma andloga, mostra-se o caso t’ € [0,79) e t, — (t')". E, consequentemente,
Tu € C([0,70]; X).

Suponhamos agora que u € K(79) e seja t € [0, 7p]. Assim,

Irutoleg < IS0l + [ 18655l ds+ [ 156 - h6)lxg ds

t
<fiu / (0370142 = ) ) s+ NE [ 57 ds
0

t
p+1

t
7 _ S
< =4 Mc(1 4 At)e0 5)/75— o ds + Nk
< G+ M40 0D [ (= )P )y +1) ds + NE

tsa-i—l

p+1

t
< g + Mc(1 +~4t)20=A (pe + 1) / (t —s)7 0% ds + Nk
0
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t

p _ ) p
<Z 1 Mec(l A=) 1) | — [
0 B tl—a(1-5) m
< Z 1 Me(l =B 4+ 1) —
[ I
<Z4+L 40—y
So Tyt TH

Afirmagao: T é uma contragao sobre K (7).

De fato, se u,v € K(7p), temos que

[Tu(t) = To(t)||xy < ‘ /O S(t—s)(f(uls)) = flu(s))) ds

1
Xq

< M/O (t =)L+t =)D f(uls) = Flu(s))ll s ds

t

ghhu+7ﬂﬂkm/)
0

(t = )" Puls) — v(s)llx; (Hu(s)H?{qﬂ + ()% + 1> ds

t
< MelL4 )"0 A2 1) supfult) = @)y [ (= 5) o0 ds
0

te[O,To}

t

< Me(1L 47002~ +1) sup Ju(t) = o(t)l|x; (‘<t_5)1_a(1_m)
te[0,70] a 1 — Oé(l _ B)

0

f1-a(1-5)
< Me(1+yt)* 02 (2pr! + 1) S lu(t) — v(t)\lx;m

1
< < sup fju(t) = v(t)]|x;-
tE[O,To]

Logo, T' é uma contragao sobre K (1) e assim, possui um tnico ponto fixo u € K (7).

Para provar a unicidade da solucao em C([0, 7o]; X;), seja v € C([0,7]; X)) outra
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solucao branda do Problema . Entao, para todo t € [0, 7],

lu(®) = v(®)llxy < H/O S(t = s)(f(u(s)) = f(v(s))) ds

Xg

<M / (t = 50D (A4t = ) TP fluls)) — F(v(s))] g ds
< Me(1 +)20-9) / (t = )0 Plu(s) = v(s)]| s (nu(s)nfg T (s 15" + 1) ds

t
< Me(1 4t)*0F) Sup }(HU(t)HS}qll + @5 + 1)/0 (t = 5) P |uls) —v(s)| x;ds
€10,70

< e swp [0 (OIS + Ol + 1)
t€|0,70

[0 uts) = o)l s

Pelo Lema de Gronwall Singular [u(t) — v(t)||x; = 0, para todo ¢ € [0, 7o]. Logo,
temos a unicidade da solucao branda em C([0, 7o]; X).

Consideremos agora 0 < § < (. Para todo t € (0, 7],

t t
g0 < 18Ouolgeo + [ 150 =5 lggor ds+ [ 15— h(s) oo ds
0 0
¢
< ME (L0 ol + Me( 4900 [ (09I uo), +1) ds
0 q
t
+ ME(1+ ”yt)o‘(’/ (t —s5)"Ys% ds
0

< M0 (1 1) oy + Me(L+90)" 40 sup (u(t)|y +1)
te[0,70]

t t —af
X / (t — )00 s+ MEt=%(1 + ’yt)a9/ (1 - ;) s% ds
0 0
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< M0 20 g + ML+ 207 s (D)l +1)
t€[0,70] !

t
_(f — g)—e(+0-B)+1
X(( s) >

1
Mkt—a6+<p+1 1 tae/ 1 — —af ? d
—a(it0-p) /)| (L) | (1= s)""s7 ds

t—a(l+6—B)+1

< Mt (1 + ) ugl| x2 + Me(1 4+ )08 sup (Ju(t)]|%, + 1
(190l + Me(1-4907 ) s (Ol + 05

+ Mkt~ (1 + ) B(1 — af, p + 1).

Logo, u : (0,79 = X% estd bem definida.

Note, pela estimativa acima, que para t > 0,

WWM%weSWMWWMM+Mw+%WW”WwOMM%+D
1 4 te[0,70]

f—a(1-6)+1
X
l-—a(l+6-0)

+ MEt?H (1 +~4)B(1 — af, o + 1)
— 0,

quando t — 0.
Afirmacao: u € C((0,7o); X, 7).

Seja t' € (0, 7] e consideremos (¢, )nen C (0,¢'] tal que lim ¢, = ¢'. Entao

Julta) — u®)lggre < 1(S(ta) = SEDrtcll o0
#1080 = 5) = S = NIl o0 s
+LﬁWW—$ﬂw$mqu
S =) = S0 Do s
+Lﬁww-wMﬂuwds
= Ji(n) + Jo(n) + J5(n) + Ja(n) + Js(n).

Analisaremos cada parcela J;(n), onde i = 1,2, 3,4, 5.

e Ji(n) = 0 quando n — oo, pela continuidade forte de {S(t)}>0 em X, 0.
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o [|(S(tn — 5) = S(' = s)) f(u(s))]| x1+¢ = 0 quando n — oo, pela continuidade forte de
{S(t) }1z0 em X+, Além disso,

1S (tn =) = S(t" = 8)).f (u(s))l x40

< Mty — 8)7 TP (L 4yt — ) D f (uls))ll o

# M = )DL (¢ = ) flals) g

< Me(ty — 5) D (1 + 5t — 5)) D ([fuls) |5, + 1)

+ Mc(t' — 5) WD (1L y(t = 5)) 2D (JJuls) [ + 1),

cujo tltimo termo da desigualdade anterior é integravel em s sobre o intervalo (0,%,).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, J>(n) — 0 quando n — oo.

e Para J3(n):

B = [ 1S = ) (uls)llgpe ds

tn
t/
<M [ (= )OIt = ) (o)) ds
tn

tl
< Mc(l + ,Y(t/ . tn)>a(1+95)/ (t/ i S)—Oé(l-l—@—ﬁ)(Hu(S)”F)’(; + 1) ds
tn

t/
< Mc(l + V(t’ _ tn))a(1+9—5) S[up ](Hu(t)H/))(é + 1)/ (t’ . S)_a(1+9_5) ds
te(0,70 tn

< Me(1+ 7t = 1,)°0H0P sup (|[u(t)]|% + 1) (‘ = S)I_Q(va
te[0,70] q 1— Oé(l + 9 _ /B)

n

< Mol +9( = 1)) sup (Jufp)y, + 1L T
t€[0,70] q 1— 05(1 + 0 — /6)

— 0,

quando n — oo.

e Observe que

1(S(tn = 5) = S = $)h(s)llxpe0 < M(tn — 8)™(L+ 7(tn — 5))*|I1(5) ] x;

+ M(t' = )71+ (¢ — 5)*||h(s)l|x;
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< Mk(t, — 8)7(1 + y(t, — 5))*0s?

+ ME®# — s)"(1 +~y(t' — 5))*?s%,

a qual é integravel em s sobre (0,t,). Utilizando o mesmo argumento de Jo(n), temos que
Ji(n) — 0 quando n — oo.

e Para J5(n):

Bn) = [ IS = 9y ds

tn

t/
<M [ (= s - )Gy
tn
t/
< ME(L+~(t — tn))ae/ (t' —5)"s% ds
tn

! af (41 —ab v 5\~ P
< ME(L+ 7t — £,))(#) (1—§> ¢ ds
tn
< ME(L+ (' — 1,) ()20 +e+! / (1— ) ds

— 0,

quando n — oo.
Portanto,

lim [Ju(t,) — u(t')||x1e0 = O.
n—o0 aq

De forma andloga, mostra-se o caso t' € (0,79) e t, — (¢)*. E, consequentemente,

ue C((0,7); X; 7).

3.2.1 Continuagao da Solugao

O préximo passo é mostrar que a solucao branda do Problema tem uma Unica

continuagao para um intervalo maior de existéncia.

Definigao 3.4. Sejam u : [0,7] — X, uma solugao branda do Problema (5) e T > 0.
Dizemos que v : [0, 7+7] — X, é uma continuacao de u em [0,7+1T7, se v é outra solugao

branda do Problema .
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Teorema 3.5. Sob as mesmas condicoes do Teorema , sejam 19 > 0 e u : [0, 7] —
qu a solucao branda do Problema (@) Entao, existe T' > 0 e uma unica continuacao u*

de u em [0, 70 + T7.

Demonstragao. Para p > 0 fixado, consideremos T > 0 tal que para todo t € |1, 70 + T,

o[|S(t)uo — S(ro)uollxs < £

57
| [ (=9 = 5= s sats) s <k
| st=0 =St —spnis) as| <.

all— — T 1—a(1-58) _ —
o M (1 (= 7)) 02D Lo+ (o))~ + (o) " + 1)
+ )] <

e+l _ L ptl
i (Y

o=

I

Seja KX o conjunto de todas as fungoes w € C([0,7 + T]; X]) tais que w(t) = u(t)
para todo t € [0, 7] e

||w(t) — u(70)||X(} < u, para todo t € [y, 70 + 7.
Defina o operador A sobre K por
t t
Aw(t) = S(t)ug —I—/ S(t—s)f(w(s)) ds + / S(t — s)h(s) ds.
0 0

Afirmacgao: A estd bem definido.

De fato, se w € K, entdo para todo t € |1, 79 + 11,

[ Aw(t) — ulm) Ly < [1S(Euo — S(roJuallxs + H [ (50 5) = 50— s ) ds

Xg
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/ S(t — s)f(w(s)) ds

N /Ofo(S(t . S) . S(T(] _ 5))h(8) dS

+
X} Xg

| [ st - n as

1
Xq

t

t
S Y / (t = 5) 0D (14t — )P flw(s) o ds + Nk / s* ds
70

5

T0

< 4 M1+t = 7)1 [ [ =9 I w(s) - Flalm)l g ds

t
5P Tl

+ Nk
p+1

+ / (t =)D f(ul(r))l| o ds

70

< 3?# ML+t — 7)) [/ (t —5)*0=A)| f(w(s)) — f(U(To))ng ds

t et — TSOH)
4 g-ali-B) ds| + Vi :
_|_/TO( s) 1S (u(m0)ll xp ds| + o+ 1

< MO A= )0 [ [ =970 ) — )l

1
+5

—i—HU(To)Hgg}l +1)ds+ Hf(u(TO))HXqB/ (t— S)*&(lfﬁ) ds

< 4?” + M1+ ~(t — 7p))*01=A) [cu /m (t —s)~0=H ((Hw(s) — u(70)|x3

—(t — 5)t7o(1=A)
1—a(l-7p) )

o)) + u(m)ll + 1) ds + | £ (u(r0)) 2 (

t]
70

4 i
<M (= e Mw + () )™+ )l + 1)
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t — 70 170[(17'8)
< [ 6= 90 ds | fum) - a)(l —5 ]

t

(=)

\ _
- gﬂ + M1+ ~(t — 7))209) [CM ((u + HU(TO)”X(})/’—l + ||U(TO)H§(;1 + 1)

+ (o))l g

70

1—a(l-p)

(t — To)l—a(l—ﬁ)]

(t _ TO)l—a(l—,B

) _)ie-)
o)l =) ]

“Toa(l-p) I—a(l-5)
p po
SH Tty

Afirmagao: Aw € C([0,70 + T]; X,).

Seja T € [19, 70+ 1) e consideremos (t,)nen C [T, 70 + T tal que lim ¢, = 7. Entao,

n—oo

[Aw(tn) = Aw(7)|lxy < [15(En)uo = S(7)uollx,

N / (S(tn— ) — S(r — 8)f(w(s)) ds

1
X(I

+ /OT(S(tn —5) = S(1—5s))h(s) ds

1
Xq

+ / S(tn — ) f(w(s)) ds

Xg

+ /tn S(t, — s)h(s) ds

Xg

Analisaremos cada parcela J;(n), com i = 1,2,3,4,5.
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e Ji(n) = 0 quando n — 0o, pois {S(t)}:>0 é fortemente continua sobre X.

o Para Jy(n), observe que
(St = 5)= S(r=s)fw(s)lxy
< Mty = )01yt — )"0 (w(5))]
M7 =)0 (14 (= 80D ()]
< Me(ta = 50D (1 + 3t = 8)* O ([u(3)lly +1)
+ Me(r = ) 0D (14 5(r = ) 0D (o), +1)

< Mc(ty, — s)7 U= (1 + (t, — )20 sup (lw(s)l5%; +1)

s€[0,7]

+ Mc(t — 8) 0= (1 + y(1 — 8))*0=H sup (Hw(s)H_@q +1).

s€[0,7]

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela continuidade forte de
{S(t)}e=0 sobre X, temos que Jo(n) — 0, quando n — oc.

e Para J3(n), note que
1(S(tn —s) = S(7 = 8))h(s)llx2 < 2Nks?.

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela continuidade forte de
{S(t)}e=0 sobre X, temos que J3(n) — 0, quando n — oo.

e Para Jy(n)

Tiln) <M [ = ) Dt = ) Do) ds

tn

< Mol 3t = D)0 [t = 5D (o) 5 + 1) ds

T



Capitulo 3. Condigoes locais

61

tn
< Mc(1+5(t, — 7)) sup (Hw(t)\lé’(; + 1)/ (tn — 5)~°1P) g

te [0,7’0 +T]

< Me(U+7(ty =) sup ([w(®)]5: +1)
t€[0,70+T] !

< Me(14+~(t, — 7)) sup (lw®)|%, +1)
t€[0,70+17) ?

— 0,
quando n — oo.
e Para J5(n),
Js(n) < Nk / " ds

quando n — oo.

Portanto, lim ||Aw(t,) — Aw(7)||x: = 0.
n—o0 q

—(t, — 5)t7o0=H)
( 1—a(l-p)

(tn — 7-)170‘(1718)

1—a(l-p)

)|

tn

De modo similar, mostra-se o caso 7 € (79,70 + 1] e (tp)nen C [70,7]. E,

consequentemente, Aw € K, se w € K.
Em seguida, mostraremos que A é uma contragao.

Se v,w € K, entao

[Av(t) — Aw(t)||x; = 0, quando ¢ € [0, 7]

e

[ Av(t) — Aw(t)]|x; S/ 1St = s)(f(v(s)) = flw(s)))llxy ds

<M / (t = )01+ (= ) f(o(s

) = f(w(s))llxs ds



Capitulo 3. Condigoes locais 62

< Me(1+7(t = 7)) / (t =)~ u(s) — w(s)x;

70

x(Ilo(s) 15" + llw(s)li%" +1) ds

< Me(1+7(t = 1))*0 " sup Hv(t)—w(t)HX;/ (t — s)~o(=)

t€[0,70+T] 0
X <(||U(S) —u(mo)llxp + llu(7o)llx2)? ™ + ([w(s) — ulro)llxs + llu(ro)llxs)* " + 1) ds

< Me(l 5= )0 o [ofd) = w20+ )7+ 1
tel0,70+T

t
x/ (t —s)71=A) ds

70

< Me(l+9(t =)0 sup [o(t) = wlt) lxg 20 + ulr)llg)~ + 1

t€[0,70+T1]
—(t — g)1—a(1-8)
(=l=3)
1—a(l-p)

< Me(l 45 =)0 o [ofd) = w20+ )~ + 1
tel0,70+T

t

T0

(t — 19)1—2(1=H)
“1=a(l-p)

<

(G20 )

sup [|u(t) —w(t)]|x;-
te[0,70+T)

Dessa forma, A é uma contracao sobre K e, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,
/A tem um tnico ponto fixo sobre K, o qual é uma continuacao da solucao branda em
[0, 70 + 7.

Para mostrar a unicidade, suponha que v, w € C([0,70 + T]; X ;) sao continuagoes

da solugao em [0, 79 + T']. Note que w(t) = v(t), para todo t € [0, 7o).
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Se t € [y, 70 + T, temos

[w(t) = v(®)llx; < /O 15t = s)(f(w(s)) = f(v(s)))llxy ds
< M/O (t =) "W+t = ) fw(s)) = F(u(s))ll s ds

t
< Mc(1+ »yt)a(l—m/o (t = 5)" D w(s) — v(s)|xs (Hw(s)!\ﬁ{; + Hv(s)Hg{—%l + 1) ds

<Mc sup  (1+)* (w5 + lv@®]% +1)
tE[To,To-‘rT} g g

X /0 (t — 5)*0A)|w(s) — U(S)HX(} ds.

Assim, pelo Lema de Gronwall Singular, temos que [[w(t) — v(t)||x; = 0, para todo

t € [10,70 + T O

3.2.2 Alternativa de Blow-up

O resultado a seguir diz respeito a existéncia global ou explosao da solucao branda em

tempo finito.

Teorema 3.6. Sejam as mesmas condicoes do Teorema . Se u € a solugao branda

do Problema @ com um tempo maximal Tp,q, < +00, entao

lim sup [lu(?)[|x; = oo.
t—=Tmaz

Demonstragdo. Suponhamos que existe R > 0 tal que [lu(t)|xs < R, para todo
t € [0, Timaz). Consideremos (t;);en tal que t; — 7., quando j — oo. Dado ¢ > 0

tome N € N tal que para quaisquer n,m > N,

€
ollS(tn)uo — S(tm)uollxy < 7,
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| (5 =) = Stt N sO0(e)) 5| <G,
. /0"(s<tn—s) = S — s)h(s) ds| -
. /O"(s<7m_s) = St —s)his) ds| <

R ) e

oNLYm  —'n ) €

p+1 -5
(b — tn)' 40 e
l—a(l—-p) 5

Supomos, sem perda de generalidade, ¢, < t,,. Assim,

oeMc(1+y(tm — t,)) A (R 4+ 1)

[ultn) —wtm)llxy < [1S(tn)uo — S(tm)uollx;

N / (S(tn — ) — S(tn — 5)) f(u(s)) ds

X3

n / (S(tn — 8) = S{tw — 5))h(s) ds

1
Xq

+
X3

T / " S(tn — 5)f(uls)) ds

/t " St — ) f(u(s)) ds

Xg

_|_

IN
[S2 8 e)

/0 (S(tn = 8) — S(Tmar — $))f(u(s)) ds

Xg

+ / (S(Tmaw — 8) = St — 5)) f(u(s)) ds

Xg

+ /0 n(S(tn —8) = S(Trmaz — 8))h(s) ds

+ /0 n(S(Tmax - S) - S(tm - S))h(S) ds
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tm tm
M [t = 9 DLkt = )P () s+ NE [ 5 s
tn ! tn

S S A TRET RS

tm Sap—f—l tm
+ Mc(1+y(tm — tn))““ﬁ’/ (tm — )~ ([|u(s W, +1) ds+ Nk
tn e+1 .
Ge | " —a(1-p)
< T6 4 MelL+9(tn = )R +1) [ (b = 9720 ds
q .
tsﬁ-‘rl _t<p+1
+Nk( )
w41
6 (t )i-o(1=5) m
€, € — — 5) T
< = Mec(1 tm — ta) VB R|2, + 1 m

< 8 M Aty — )20 (R|, + 1) tn) 7

=10 7 X4 1—a(l-5)
8e €

=70 "5 ©

Portanto, (u(t,))nen C X, é uma sequéncia de Cauchy e assim, existe @ € X tal

que lim wu(t,) = 4. Logo, podemos estender u sobre [0, 7,42, obtendo a equagao
n—oo

u(t) = S(t)ug +/O S(t—s)f(u(s)) ds —I—/O S(t — s)h(s) ds,

para todo t € [0, Tyuae]. Mas, pelo Teorema (3.5)), podemos estender a solu¢ao para um

intervalo maior e isto gera uma contradicao. O]
Assim, pelos Teoremas ([3.3)), (3.5 e (3.6]), podemos concluir o préximo resultado.

Corolario 3.7. Sejam as mesmas condigoes do Teorema . Entao, existe uma
constante Tmae > 0 € uma inica solugcao branda u € C’([O,Tmax);X;) da equagdo (@)
Se Tae < +00, entao

lim sup [lu(?)[|x; = occ.
t—=Tmaz
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Além disso, u € C((0, 7]; X;“’), para todo 0 < 0 < B e todo T < Tyaz- E por fim,
t‘“aHu(t)HX;w — 0, quandot — 0,

para todo 0 < 6 < 5.
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4 Condicoes nao locais

4.1 Introducao

O estudo de equagoes de evolugao com condicoes iniciais nao locais iniciou-se nos anos
80 com aplicagoes em elasticidade e viscoelasticidade em materiais com memoria. O que
se faz quando se trabalha com condigoes deste tipo é incorporar mais informacoes, pois
as condicoes iniciais sao trocadas por condigoes dependentes do estado. Sendo assim,
mais precisa para medidas fisicas do que as condigoes classicas. Para maiores detalhes,

recomendamos (64)).

4.1.1 Uma familia de equagoes de Volterra com condigoes nao locais

Inspirados em (18)), estudaremos o mesmo Problema do Capitulo 2, porém trocando a

condicao inicial local por uma condicao nao local:

(

up = /0 dg(s)Au(t — s,2) + |u|’""u + h(t), em (0,00) x Q
u(t,x) =0, em (0, 00) x 02 (15)

u(0,2) = ug(x —1—2@ u(T;, x), em ()

onde Q2 C R™ é um dominio suave e limitado, 7; € (0,00), sdo numeros reais fixados,
Bi  Q — R, ¢ = 1,...,k, sdo fungdes continuas e h satisfazendo condigoes definidas
posteriormente.

Note que o Problema pode ser visto como a seguinte equacgao integral

u(t) = j(u )+/Ot (t — s)Au(s d8+/ flu d8+/0th(s) ds, t >0, (16)

onde A é o Operador Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet em Q, f(u(s)) =

u(s)lP~u(s) e j(u) = o + Z@
De forma analoga ao que foi feito no Capitulo 2, definimos solucao branda para o

Problema .

Definig¢ao 4.1. Seja 7 > 0. Uma fungao u : [0,7] — X ; ¢ chamada solugao branda local
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para o Problema em [0, 7], se u € C([0,7]; X;) e para todo t € [0, 7],

u(t) = S(t)ug + ZﬁiS(t)u(Ti) + /0 S(t—s)f(u(s)) ds + /0 S(t — s)h(s) ds.

Teorema 4.2. Sejam « € (0,1), 7 € (0,00), tal que T; < 7 < o0, i =1,....k, uy €
X;, h: (0,00) = X! uma fungdo continua tal que [h(s)llx; < ks®, para algum
k>0, o>—-1¢€p:Q—R funcoes limitadas. Se ¢ > 0 e ||Billc sG0 suficientemente

pequenos, entao o Problema , tem no minimo uma solu¢ao branda u € C([0, 7]; X;).

Se u € uma solugao branda, entao para todot >0 e 0 <6 < 3,
u € C((O,T];XQHG)

e
||t°‘9u(t)||Xq1+e — 0, quando t — 07,

Além disso, se n > q, entdo o conjunto
{ut):0<t<7}C X,

€ compacto.

Demonstracao. Seja r > 0 tal que

luollxy < 53
u —.
ollxt < I
Consideremos B, o espago
B = {v e C0.7: X2/ sup o(s)l; <7}

Definiremos sobre B, o operador

i=1
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Mostraremos que B, é T'—invariante. Para isto, sejam t' € (0,7] e {t, }nen C [0, ],

com lim t, = t'. Assim,
n—oo

ITu(t,) = Tul@)lxy < 1(S(ta) = SE)j(w)lx;
+ [ —9) t — psalg o

+['Wﬂﬂ—snww$wxgw

+/”Wsa—»> S(t = $)h(s)xy s

= Jl(n) + Jg(n) + Jg(n) + J4(n) + J5(n)

Analisaremos cada parcela J;(n), onde i = 1,2, 3,4, 5.

e Ji(n) = 0 quando n — oo, pela continuidade forte de {S(t)};>0 em X, .

o [[(S(tn —s) — St — s))f(u(s))l|x; — 0, quando n — oo, pela continuidade forte de

{S(t)}e=0 em X . Além disso,

1(S(tn = s) = S(t" =) f(uls))llx

< Mty — 8)= U143ty — ) f (u(s)) ]z
+ Mt = s)7 L4yt = 5)* D f(uls)) ] s
< Me(tn — s)"* (1 49ty — ) (JJuls) 5 +1)

+ Melt! = 50D (143t = )20 (Ju(s) I, + 1),

cujo tltimo termo da desigualdade anterior é integravel em s sobre o intervalo (0, ¢,,). Logo,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Jy(n) — 0, quando n — oo.

e Para J3(n):

=LTW%f—@fW@Mug%

< [ (= O A = ) I () ds



Capitulo 4. Condicoes nao locais

70

gﬁhu+VW—uMMPm[<f—ﬁa (@)%, +1) ds

t/
< MelL 49—t 00 41) [ (¢ = 5) 0 ds
tn

< Mce(1+y{# —t,)*A(rr + 1) (—

< Me(1+~(t

— 0,

quando n — oo.

e Observe que

1(S(tn — ) =

— )2 (pp 4 1)

t/

(t/ _ S)l—a(l—ﬁ)
)

tn

(t/ o tn)lfa(lfﬁ)
I—a(l—p)

S — s)h(s)lxs < 2Nks?,

a qual é integravel em s sobre (0,¢,). Utilizando o mesmo argumento de Jo(n), temos que

Jy(n) — 0 quando n — oo.

e Para J5(n):

k@)zlwwuwmwgm

quando n — oo.

Portanto,

t/
<N [ o)y ds
tn

t/
< N/ ks? ds
p+1 /
< Nk
p+1
tn
Ne+1 o+1
< Nk )i
p+1 p+1
— 0,
lim [ Tu(t,) — Tu(t')||xz = 0.

n—oo
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De forma andloga, mostra-se o caso t' € [0,7) e ¢, — (¢)7. E, consequentemente,
Tu e C([0,7]; X}]).

Suponhamos agora que u € B, e seja t € [0, 7]. Assim,

ITu®)llx; < 1S(E)iw)]x; + / 15t — 5) fu(s))llxy ds + / 15t — s)h(s) lx ds

< [1S(t)uollx; +||3 ASOu(T)

Xg

+M/ (t — )01 4 ~(t — ))O‘(lfﬁ)Hf(u(s))HXg ds—l—Nk/O s? ds

< Nluollxy + N> 1Billoo lu(T3) 2

=1
t s !
4 Me(1 40100 [ (¢ = 50 u(s) g + 1) ds + Nk
0 90"’_1 0
k t t(p—&-l
< Nlluollxs + Nr S Billoe + Me( +42) D (10 4+ 1) / (=)0 ds + Nk~
=1 0 (10
¢ (1-8) (1 =820
<N L\ + N o + Me(1 4+~ (P 1) | —
< Nl + 32 I Mot 7207+ (=3 )|
o+l
+ Nk
p+1
N N k M 1=p)/ P tlfa(lfﬁ) Nk t90+1
< Nlu + Nr illoo + Mce(1+ )7 (rP + 1) ————— +
< Nluollxs ZZIIIBII (10D 4+ 1) g+ N
k s Fl-a(1-B) !
< N||lu + Nr illoo + Mc(1 4+~7)* P (rP +1)———— + Nk
< Nluollx: ;Hﬂn (1m0 1) T+ N
< T + T +7’ + T
p— J— — —_ =T
—4 4 4 4 ’



Capitulo 4. Condicoes nao locais 72

se

k
1
o> il < 1
1=1

1—a(l-7) T

O<ce< .
* ¢ AM(1 + y7)o(=F)rl=a(=F)  (rr 4 1)’

7-tpﬂ

o Nk

< T
e+1 4

Logo, T(B,) C B,.

Afirmacao: Se ¢ > 0 é suficientemente pequeno, o operador T' é uma contragao sobre
B,.

De fato, se u,v € B,, temos que

[Tu(t) — To(t)]xy < ZﬂiS(t)(u(Ti) —o(Th))

Xg

+ [ 15 = () = )l ds

k
<NY ||f3i||wts%p] [[u(t) —v(t)]x;
€|0,7

=1
+ M/ (t =) P4yt = )P f(uls)) = Fu(s)]l s ds
0
k
<N |Billoe sup. [[u(t) = v(t)[|x;
i=1 te|0,
+ Mec(1+ w)a(l—ﬁ)/ (t — 8)7°0=B) |l (s) — v(s)|lx; (||u(s)||§(—11 + ||U(3)||§(—11 + 1) ds
0 q q
k
<N Bl sup [Ju(t) = o(t)lx;
i=1 te|0,T

t
+ M9 02 1) sup [ult) ~ v(O)llg [ (¢ 50 ds
0

tE[O,’T‘o]
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< NZ 1Billoc sup [lu(t) —v(#)]x;

te[0,7]

t

_ &\l-a(1-8)
+ Mec(1+ vt)a(lfﬂ)(Qrpfl +1) sup |lu(t) —v(t)]|x: (— (t—s) )
te[0,7o] ! 1—a(l-p)

0

< NZII@HOO sup [Ju(t) = o(t)llx; + Me(1+ 4022~ +1)

te(0,7]

lu®) = o(t) s e
x sup ||lu(t _—
tef0,7] Y- a(l—pB)
il!ﬁl\ (144092t 4 1) u(t) = w(t)]
< |N illoo + Mc(1 4+ ~y7)* P (277" + 1) ——————| sup ||u(t) —v(t)||x:
a 1—a(l—B) | o o

< (5+3) z o) o0l

tel0,7]

1
< 5 sup [Ju(t) = o(t)]x;,
te[0,7]

desde que
1 —a(l—p) 1

0<c< . .
CS IM )G A a0 8 (21 1 1)

Logo, T' é uma %—contra(;éo.
Portanto, se considerarmos 3; como anteriormente e

1—a(l—p)

0 << DA T e areaa )

onde

. T 1

segue, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, que T" tem um ponto fixo u em B,, o qual
é uma solugao branda para o Problema ((15)).

Consideremos agora u € C([0,7]; X!) uma soluciao branda do Problema e

q
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0 < 6 < 8. Para todo t € (0, 7],

lu@lgzo < 1Sl xvo + 3 18l ST o0

=1

+ [ St = sl ds

/ I|1S(t —s) HX1+9 ds

i
< Mt (1 4+ 7)ol x3 + D 1Bl Mt (1 +90)*[ul(T) | x;

=1

+M/ )01 (1 — 5)) 20D fu(s)) | d

+M/ 57901 +4(t — 5))°|h(s)l| s ds

k
< Mt (14 7)ol x3 + D Billoo Mt (1490 [[ul(T) | x;

=1

¢
+ Mec(1 + ~t)*(1+6-8) / (t — 5)*a(1+975)(|]u(5)||§(1 +1) ds
0 q

t
+ MkE(1+ yt)"‘e/ (t —s)7%s% ds
0

k
< M1+ 7)ol x3 + D Billoo Mt (1 +90)*[ul(T5) | x;

=1

t
+ Mec(1 + ~t)20+9=5) sup (Hu(t)“g(; + 1)/ (t — s)’o‘(He’ﬁ) ds
0

te(0,7]

t —af
+ Mkt=%(1 + vt)ae/ <1 — ;) s¥ ds
0



Capitulo 4. Condicoes nao locais 75

k
< M1+ ) uollxg + Y 1Billoe Mt (1 +78)*|[u(T3) | 3

=1

Me(1 47209 sup (@), +1) (L
+ Mec(1 4 ~t)* P sup (||u(t +1 ( )
te[0,7] X l—a(l+60-7)

1
+ Mkt—e0+e+1(] 4 vt)’w/ (1—8)""s? ds
0

k
< M1+ ) uollxy + Y I1Billoe Mt (1 +98)*[[ulT) | x;

i=1

t—o(1+0-B)+1

+ Mec(1 4 )08 sup (|[u(?)]|%, + 1
(L)) sup (o) + ) e

+ MEt=29Te+t (1 + ) B(1 — af, p + 1).

Logo, u : (0,7] — X;“’ estd bem definida. Note que, pela estimativa acima, para

t >0,

k
()l xzro < NS @uoll o 1Y Billoo | S O)u(T)ll a0

=1

t—a(l+6—B)+1

+ Mec(1 4 ~t)*0H9=8) sup (Jlu(®)||% + 1

+ MEt?™ (1 + ) B(1 — af, o + 1)

— 0,

quando t — 0T,
Afirmacao: u € C((0,7]; X, ).

Seja t’ € (0,7] e consideremos (t,)nen C (0,¢] tal que lim ¢, =t Entao

n—oo

[ultn) = w(@)][xpeo < (S(n) = SE))uollxp0 + Z Bi(S(tn) = S(t')u(T3)

1+6
Xll
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+/O n 1(S(tn — 5) = S — $))f (u(s)) | 3+ ds
+/t 15(" = 5>f(u(3>)||x(}+e ds
+/ : 1(S(tn — 5) = S(t' = $))A(s) ]| 140 ds

0
t/

+ [ 18 = o)l oo ds
tn

Analisaremos cada parcela J;(n), onde i = 1,2,3,4,5,6.

e Ji(n) = 0 quando n — oo, pela continuidade forte de {S(t)}>0 em X, 0.

o Jo(n) < Z 1Billocll (S (tn) = SE)u(T)| xpe0-

Logo, J2(n) — 0 quando n — oo, pela continuidade forte de {S(¢)};>0 em X;*e.
o [|[(S(t, —s)— St — s))f(u(s))”xc}w — 0, quando n — oo, pela continuidade forte de
{S(t)}i=0 em X+, Além disso,

(St — ) = S = ) f(u(s) s

< Mtn = 5) 0 D(1 + 9t — 5)* 0D F(u(s))]
M =)D (¢ = )0 f ()

< Me(ty = )09 D (1 4 5(ta = )" (lu(s)ll, + 1)

+ Me(t' — 5)7 WAL+ y(t = ) 0D (Juls) ][5 + 1),
q

cujo ultimo termo da desigualdade anterior é integravel em s sobre o intervalo (0, ¢,). Logo,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, J3(n) — 0, quando n — oo.

e Para Jy(n): /
B = [ ISE =)l ds
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< [ =9 D = ) ) s
< Me(U+9(7 ~ 110 [ ¢ = o)D)y + 1) ds

t/
SAhu+vw—umMH9mﬂmam@Mg+D/<f—@ﬂmﬁﬂds
tn

te(0,7]

’

S Mc(l ‘f"}/(t/ _ tn))a(1+9—5) Sup (||u(t)||§(1 + 1) (_ (t/ . 8)1 a(1+6 5))
te(0,7] q 1— O{(l + 0 — /6)

n

< Me(l At — 120499 sup (Ju(p), + 1)
t€[0,7] q 1— a<1 10— ﬁ)

— 0,

quando n — oo.

e Observe que

1(S(tn = s) = S(t" = $))(s)l[xpr0 < M(tn = 5)7*(1+(tn — 5))* [ 1(s)llx;
+ M(t' = 5)7 (1 + (¢ — 5))*||h(s)l|x;
< Mk(t, — )71 + (¢, — 5))*0s¥

+ ME(t' = s)7(L+4(t' — 5))*%s%,

a qual é integravel em s sobre (0, t,). Utilizando o mesmo argumento de J3(n), temos que

Js5(n) — 0 quando n — oo.
e Para Js(n):

Ja(n) /|ww—@<nuwds
<M/ %01 + (' — ) h(5) | x:

t/
< M1+ At — £,))20 / (' — 5)=0s% ds
tn
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tl

¢ —af
< ME(L+(F — £,))20(#) 20 / (1-2) " s as
tn
1

< ME(L4+~(t — tn))ae(t’)_o‘eﬂ"“/ (1—5)"%s% ds

tn

t/
— 0,
quando n — oo.

Portanto,

lim ||u(t,) — U(t/)HX;H) = 0.

n—oo

De forma andloga, mostra-se o caso t' € (0,7) e t, — (¢)*. E, consequentemente,
ue C((0,7]; X)19).
Para finalizar a demonstragao, consideremos o/ € (1, 5+ 1) e 0 < 79 < 7. Para todo

t € [10,7],

lu()lxar < 1S @) uollxer + ||S(E) Y Bru(Tr) +/0 15t = 8)f (u(s))ll xg ds

i=1

/ [S(t = $)h(s) | s

< Mt (14 )™ D | x;

k
+ Mt—e@=D(1 4 yp)ate’=D ZH@HOOHU HXl

=1

+ M/O (t— )14 y(t — S))“(“/*B)!\f(U(s))l|Xg ds
+ M/O (t = 8)" V(L4 y(t = )™ V| h(s)l|x: ds

S Mt—a(oz )(1 +’}/t) HUOHXI

+ Mt ala’— 1) 1_|_'yt o'-1) Z||5z|oo||u |X1
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t
+ Me(1 4 )o@ =9 / (t — ) @B ([lu(s)[% + 1) ds
0 q
t !/
+ ME(1 4 )o@ =1 / (t —s)~"Vg? ds
0

< MERED(1 4 1) D g
b Mo (] 4 qpjater Zu@nwuu Ml

t
# Mel1 07 sup (o) +1) [ (¢ =) s
g 0

tel0,7]

, , t s\ —a(a’—1)
+ ME(1 4 yt)@-D-ale —1>/ (1 — Z> 5% ds
0

k

< Mm@ (1 4 )@ g xp + M@ (1 4 A1)t D leﬁszHu
=1

 Me(L+ 4128 sup (a2 +1>( (t=s) aw))
c(1+~ sup (||u . -
tef0,7] Xq 1 —a(a—p)

0

1
+ Mk(1 + 'yt)a(all)ta(all)ﬂﬂo/ (1 —s)" @ "Dg? s
0

k
< Mt~ aa—l)(l_i_,yt) HUOHXl +Mt—aa—1) (1+~t) aa—l Z||ﬁz|oo||u
=1
Me(1+9)° sup (a5 + 1)
+ c(1 4+ ~t)“> =) sup (||u T A
tE[O,T] a(a/ - /8)

+ ME(1 4+ yt)d@ D=l =DH+e B(] — oo’ — 1), + 1).

)ix;

)lx;

Isso prova que {u(t) : t € [19, 7]} é um conjunto limitado de Xg‘/. Como n > ¢, temos,

pelo Teorema 1) de Rellich-Kondrachov, que qu‘/ — X; ¢ uma inclusao compacta.

Portanto, segue o resultado.

]
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4.2 Propriedades Topoldgicas do Conjunto Solugao

Motivados por (52)), (35) e (65)), estudaremos, nesta segao, as propriedades topolégicas

do conjunto solu¢ao do seguinte Problema:

;

u = /Ot dg(s)Au(t — s,x) + f(t,u), em (0,00) x Q

u(t,z) =0, ~ em (0,00) x 09 (17)

(0, 1) = ug(x) + Zﬁi(:ﬂ)u(Ti,x), em §)

i=1

onde 0 C R™ é um dominio suave e limitado, T; € (0,00), s@o nimeros reais fixados,

Bi: Q= R, i=1,...,k sdo funcoes continuas e f sob condicoes definidas posteriormente.

Observacao 4.3. Como vimos na subsecdao anterior, nao temos a unicidade da solu¢ao
branda em L1(QY) para o Problema , pois a técnica do Lema de Gronwall Singular
nao pode ser aplicada, devido ao modo pelo qual definimos o operador T. Sendo assim,

modificamos o termo ndao linear, afim de analisar os ganhos obtidos com essa modificacado.

O termo nao linear em ¢ definido de (0,00) x R — R ¢ induz uma aplicagao
f:00,7] x X ; — X 5 satisfazendo as seguintes condigoes.

(H1) Seja f: [0,7] x X} — X[
(i) A funcao f(t,-) : X; — Xf ¢ continua para quase todo t € [0,7] e a fungao
f(.) :[0,7] = X7 é fortemente mensurdvel para todo ¢ € X}
(ii) Existem m € C([0,7];[0,00)) e uma fungao nao decrescente w : [0,00) — (0, 00) tal
que [LF(£,¥) ] xp < m(t) w(|[¢llxy), para todo (¢,4) € [0,7] x X

(H2) Para todo t € [0,7] e 7 > 0, o conjunto {f(s,¢) : s € [0,¢], |¢[[x3 < 7} ¢
relativamente compacto em X ;f.
Consideremos, por exemplo, a funcdo f(¢,v) = m(t)h(y)), onde m : [0,7] x R - R

e h: R — R sao continuas e existem constantes by, by € R, satisfazendo

()| < bileh] + bo.

Motivados pelas definicoes de solugoes brandas apresentadas anteriormente,

definimos solugao branda para o Problema (|17)).
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Definicao 4.4. Seja 7 > 0. Entao

i) u: [0,7] — X, é chamada solugao branda do Problema (17) em [0,7], quando
u € C([0,7]; X,) e para todo t € [0, 7],

u(t) = S(t)ug + ZﬁiS(t)u(Ti) + /0 S(t—s)f(s,u(s)) ds.

ii) w: [0,7) = X, é chamada solugdo branda do Problema (17) em [0,7), se para
qualquer 7 € [0, 7), u for uma solu¢do branda para em [0, 7'].

Para facilitar a notacao, denotaremos

1Bllec := sup [ Billoe-

ie{1,2,...k}

Teorema 4.5. Se as hipdteses (H1) e (H2) sao satisfeitas,

NE[|8]los < 1

M1 a(1-8) f1-a(1-p)
(1+97) . sup m(t)lim inf wir)

<1,
1—a(l-5) t€[0,7] roo T

entdo o Problema tem uma solu¢ao branda. Além disso, se

- l1—a(1-8)
NE||B|oo + M (1 + 77’)0‘(1_@7—— sup m(t)lim sup w(©) <1,
1—a(l=B) epn £—00

entdo o conjunto S, formado por todas as solugoes brandas de , € compacto em

O([O,T];X;).

Demonstragio. Seja U = {u : u € C([0,7]; X))}, munido da norma
[ully = sup [Ju(t)]x;-

te(0,7]

Defina I' : U — U por:

Futt) = S(0)50)+ [ S(=5)f(s.us) ds.
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k
onde j(u) = ug + » _ Bu(Ty).
i=1
Afirmagao: T'(U) C U.

Note que

ITu(t +h) = Tu(®)llxy < [(S(E+h) = S())j(u)]lxs

q

—|-/0 ||<S(t+h_8)_S(t_s))f(S,U(S))HX% ds
t+h

+/ 1St +h—s)f(s,u(s))llxs ds
t
= Jl + JQ + Jg.

Analisaremos cada parcela separadamente.
e J; = 0, quando h — 0%, pois {S(t)}:0 é fortemente continua em X.

e Note que

[(SE+h—s) =S(t—=s))f(s uls))lx;
< M(t+h—s)7* AL+ y(t+ 7= ) DN f(s,u(s)) ]
+ M(t—5)" UL+t = 5) DN f (s, u(s))
< M(t+h—s)7 P+t +h = 5)Dm(s) w(luls)]xy)

+ M(t —5)" P L+t = 5))*Pm(s) w(luls)]xp)-

Como {S(t)}i=0 ¢ fortemente continua em X, podemos usar o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue e obter J, — 0 quando h — 0.

e Para J; temos

t+h
Jy < M/ (t+h—s) DA 4yt +h- S))a(1_6)||f(s,u(s))HXg ds
¢

t+h
< M(1 4 h)*(=P) / (t+h—s) " 0Bm(s) w(l[u(s)lxy) ds
t

t+h
< M(1+4h)0-0) (sup ||U(t)||Xq1> [ sy mGs) ds
t

tel0,7]
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t+h

< M(1+~h)*" =9 sup m(t) w <sup [t |yX1>/ (t+ h — s)~0=B) g
( (t+h—

te[0,7] te[0,7]
1-a(1-5)
< M(1+ 400 sup m(t) w [ sup [[u(t)]x: - )

te[0,7] te[0,7]

t

hl—a(l—
< MU+ 410D sup m(t) w | sup [u@llxy | —r
te(0,7] te[0,7] Ha 1- 04(1 - B)

—0

quando h — 0%.
Logo, [[Tu(t+h) —T'u(t)||x; — 0 quando h — 0. Isto conclui a prova da afirmagio.
Consideremos B, := B,(0,U) como sendo a bola fechada em U com centro 0 e raio
r > 0.
Mostraremos que existe r > 0 tal que I'(B,) C B,.
Suponhamos o contrério, isto é, para todo r > 0, existem u” € B, e t" € [0, 7] tal

que
ro < [Tur () ;-

Mas,

IPur(t)llxy < (S )uo + ) BSE)u"(T)) +/0 IS = s)f(s,u"(s))l|xs ds

=1 X[}
k
< Nlollg + N D13l s 0l
_ tel0 ‘r
M / — 8) A1 4 (1 — )20 £ (5,07 (5)) s

< Nlluollxz + Nk Bl Jup [[u" () x;
€|0,7

t'f‘
+ M(1+ vt’”)a(lﬁ)/ (t" — 5)"*0"Pm(s) w(([u"(s)llxz) ds
0
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< Nluollx; + NE[|5]loc sup. [[u"(8)]] x
tel0,

t’r
+ M (1 + 417208 w(r) sup m(t)/ (t" — 5)7*0=9) s
te[0,7] 0

< Nlluollxy + NklIBlloo sup [lu"(t)]xs

tel0,7]

tr

+ M(1+~47)*0=8) w(r) sup mi(t) (—
te[0,7]

(tr _ S)lfa(lfﬁ)
1—a(l=p) >

0

< Nluo|lx; + NE[|5]loc sup. [[u"(8)]] x
tel0,7

b ML+ ) D) o) (1) () )
’}/T wl\T Sup m _—
te[0,7] 1 —a(l _ﬁ)

< Nluollx; + NE[|5]loc sup. [[u"(8)]] x
tel0,

ML+ 40 ) sup m(t)——
+ + 7)) w(r) sup m(t .
te[0,7] 1- a(l - 5)

Isto implica

tel0,7]

1 < <NHUO||xq1 + NE[|Blloo sup IIU'“(t)HX,;> rot

M1 a(1-8) - 1—-a(1-B)
+ (L+17) T sup m(t)w(r),
- O[(]_ - ﬁ) te[0,7] r

o que contraria nossa hipdtese.
Dessa forma, seja r > 0, tal que I'(B,.) C B,. Para provarmos que I' é um operador

condensante, consideremos a decomposicao a seguir

F:F1+F2,

onde
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Lou(t) /St—s (s,u(s)) ds,

para todo t € [0, 7].

Afirmacao: 'y é uma contracao em B,.

De fato, dados u,v € B,,

ITwu(®) = Do)y < |13 ASE(T) - v(T)

X
k
< 1Bl N[ w(T) = o(T) | x;
=1
k

< D 1BilleoN sup Ju(t) —o(t)llx;

i—1 t€[0,7]
< NE||Blloc sup_ [lu(t) —v(t)]x;-
te(0,7]

Isto conclui a afirmacao.
Afirmacgao: I' é um operador continuo.

Sejam {up tnen C U e u € U tal que u, — u em U, quando n — oo.

Observe que

[Tun(t) —Tu(t)|xy < ZﬁiS(t)(un(Ti)—u(Ti))

t

HS(t = s)(f(s,un(s)) = f(s,u(s)))llxy ds

+
S~

Z |BZ||OON”un z) - U(TZ)HX;

+ M/ (t —s) =P (1L 4 ~(t — 5))™ (1_’3)||f(s,un(s)) — f(s,u(s))HXéa ds
k

Z 81 s s (£) = ()l

M1+ 41)209 / (t = 5)7 0D (s, unls)) — F(5u(s))]l s ds.
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Como u,, — u, temos que, dado € > 0, existe m; € N tal que se n > my,

€
sup ||un(t) —ult)||x: < ——=—.
Sup [[un (t) — u(®)] x; ONE A

Além disso, pela hip6tese (H1), temos que, existe my € N tal que se n > may, entéo

€1 —a(l-p))
27’1_04(1—5)M(1 + 77’)04(1—/3) '

1/ (s, un(s)) = f(s,u(s))llxp <
Logo, tomando m = max{mj, ms}, se n > m obtemos

ITun(t) = Tu(®)]x3 < e.

Portanto, I' é continuo.

Afirmacao: I'y(B,) é equicontinuo em [0, 7].

Sejam 0 < e <t <Tel<d<etal que
[S(t+ )z — S(t)zllxy <,

para todo h € (0,0) e 2 € {f(s,9) : s € [0,t],[¢||x; < r}. Sob essas condigdes, para

u € B,, obtemos
ICau(t + h) — Tau()]x; < / 1(S(E+ B — ) — S(t — ) (s, u(s))Lxy ds
t+h
T / 1S(t+ b — 5) (s, u(s) |1 ds

t+h
< e+ M/ (t+h—s) DLyt + h— ) D f(s,uls))ll gz ds
t q
t+h
< er + M(1 + vh)*(1=P) / (t +h — 5)"*0"Dm(s) w(llu(s)llxy) ds
¢

t+h
< et + M(1+~h)*0=8 w(r) sup m(t) / (t+h—s)0P) gs
¢

te(0,7]

t+h

t+h—s)l—o0=0)
< er 4+ M(14+~h)*=5) w(r) sup m(t (—(
(1 +~h) ( )tem (t) = a(l—5)

t
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. p1-a(-)
< er + M(1 +vh)*0=5) w(r) t:(lﬁ] m(t)m.
Isto mostra que o conjunto I'y(B,) é equicontinuo a direita em ¢ € (0, 7). De forma
andloga, mostra-se a equicontinuidade a esquerda em ¢ € (0,7] e a equicontinuidade a
direita de zero. Portanto, I's(B,) é equicontinuo em [0, 7].

Afirmagao: I'y(B,)(t) é relativamente compacto em X, .

O caso t =0 é 6bvio. Sejam u € B, e € > 0 tal que 0 < € <t < 7. Dessa forma,

Cou(t) = /o h S(t—s)f(s,u(s)) ds+ /t_ S(t—s)f(s,u(s)) ds € (t—e€)co(K)+ C.,
(18)

K={S{t—0)f(0,¢):0€[0,t—¢, [[¢]x) <r}

C. = {/;S(t — ) f(s,u(s)) ds; u € Br} .

Sejam u,v € B,, entao

/t S(t—s) f(s,u(s)) ds—/t S(t—s)f(s,v(s)) ds

<M [ (=) 0Dl DT w6
M [ (== )0

< M+ 770 [ (0= 50 () wluls) ) ds
#7070 [ (= 0D oty s

t
< 2M(1 +~6)°0=9 sup m(t) w(r) / (t— 5)-o0) g
t—e

tel0,7]
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t

< 2M (1 + v€)*1=A) sup m(t) w(r) <_(t - 5)1_0‘(1‘5))
- ! te[O,E)-] 1—a(l-7)

t—e

2M (1 yali=5) (t) wlr) elmet?
< + ve)* 7P sup m(t) w(r) ———.
tef0,7] 1—a(l-p)

Assim,

diam C, < 2M (1 + v€)*=5) sup m(t) w(r)ﬂ.
- te[0.7] 1—a(l-p)
Aplicando a medida de nao compacidade de Kuratowski ou de Hausdorff em ,
temos que I'y é relativamente compacto em X, ;.
Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, I'y é completamente continuo. E,
consequentemente, o Problema tem uma solucao branda.
Falta mostrar que o conjunto S é limitado. Para isto, suponha o contrario, isto é,
que exista uma sequéncia u/ € S tal que ||v/]| > j > 1.

Dessa forma,

lw?(®)llxs - < 19@)uollxy + Zﬂis(t)uj(Ti) +/0 IS(t — )£ (s, (5))llx; ds

Xq

k
< Nlluollx + N D IBillocllv’ (T) 1 x;

=1
M / (t = 5) 0D (14 At — )| f(5,0(5)) | 5 ds

< Nluollxz + NE|[Blloo sup [|u?(#)]xz

te[0,7]
t .
+ M(1 +7t)a(1_5)/ (t = 5)"*" D m(s) w(||w? ()] xz) ds
0

< Nluollxz + NE|[Blloo sup [|u?(t)]xz

te[0,7]
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t
+ M(l —+ "}/7')04(1—5) sup m(t) w( sup ||uj<t)HX(})/ (t o S)fa(lfﬁ) ds
te(0,7] te[0,7] 0

< Nluollxz + NE[[Blloo sup [|u?(t)]xs

te(0,7]

t

MU+ 470 sup (@) w( sup i (B)]xg) (=L
+ + 7)) sup mi(t) w( sup ||[u! (1) x2 (— )
te[0,7] te[0,7] e 1—a(l-p)

0

< Nluollx; + NE||Blloo sup [|u’(1)]|x;

te(0,7]

. f1—a(1-8)
+ M(L+47)* 0 sup m(t) w( sup [|w(8)]|x1)———7
te[0,7] te[0,7] o 1- Oé(l - 6)

< Nluollx; + NE||Blloo sup ||/ (t)]|x3
te[0,7]
MU+ 970 sup m(t) w( sup () p) e
+ 14+ ~v7)*" 7% sup m(t) w( sup ||[v/(T)||x1) ————.
te[0,7] te[0,7] 1 —a(l-p)
Logo,
NH’U,()HXH ~
“— + Nk 5l

= w0l
te(0,7]

M(1+ 7)) sup m(t) w( sup [lw/(6)]x)

n tel0,7] te[0,7] Tl_a(l_ﬁ)
sup ||u’(t)]|x; 1—a(l-p)
te(0,7]

o que contraria nossa hipdtese. Portanto, S é um conjunto limitado. Como I' é

completamente continuo e I'(S) = S, temos que S é compacto em C([0,7]; X ).

]

J& mostramos no Teorema (4.5) que o conjunto S, formado pelas solu¢oes brandas

de (17), é nao vazio e compacto. Queremos obter mais informagdes sobre este conjunto.

Para isto, consideremos as seguintes hipoteses:

(H1)" A fungdo f: [0,7] x X] — X/ satisfaz as seguintes condigoes:

(i) A fungao f(t,-) : X; — X/ é continua para quase todo ¢t € [0,7] e a funcdo

f(,0) - [0,7] = X[ é fortemente mensurédvel para todo ¢ € X.

(i) Existem m € C([0,7];[0,00)) e uma funcdo continua, limitada e ndo decrescente w :
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0,00) = (0, 00) tal que [|£(£,%)l|cs < m(#) w(lld]x2), para todo (t,v) € [0, 7] x X

(H2)' Para todo t € [0,7], o conjunto {f(s,) : s € [0,t],4) € X} ¢ relativamente
compacto em X/.
Para um exemplo de funcao satisfazendo as hipé6teses (H1') e (H2'), consideremos

o exemplo dado anteriormente com a funcao h : R — R sendo limitada.

Teorema 4.6. Se as hipdteses (H1)" e (H2) sao satisfeitas, entiao o conjunto S, formado

por todas as solugoes brandas de , é um Rs— conjunto.

Demonstragdo. Consideremos o operador T' : C([0,7]; X;) — C([0,7]; X]), como na

demonstracao anterior, definido por:

k t
Fu(t) = S(t)uo + Z BiS(t)u(T;) + /0 S(t—s)f(s,u(s)) ds.

De forma analoga a demonstracao do teorema anterior, pode-se mostrar que I' esta
bem definido e é continuo.
Afirmagao: I satisfaz as condigoes do Lema .

Seja W uma vizinhanca aberta de 0 em X;. Entao, existe r > 0 tal que B,.(0) C W.

Sejam t1,t5 € R com 0 < t; < ty < 7 e consideremos a seguinte estimativa
k
ITu(ty) — Tuta)lxs < 1(S(t) = S(t2))uollxs + > Billsoll (S(t1) = S(t2))u(T:) | x3
i=1

+/0 1 1(S(ts — s) — S(t2 — ) f (s, u(s))||xz ds

+/1ww—@ﬂmmmmda

t1

Como {S(t)}+>0 é fortemente continuo em X;, existem 4y, 9o > 0 tais que

1(S(t1) = S(t2))uollxy <

’
7 Sempre que |t1 — ta] < &1

[(S(t1) = S(t2)u(T3) || xz < , sempre que |t; — ta| < do.

_r
4| Bl ook
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Além disso, existe 03 > 0 tal que

/ 1St — 9)f (5, u(s)) 1xy ds

t1

< [t =) Il = ) s, ()

1

< ML+t = 1) [t = 70 ) w (o) ;) ds

t1

te[0,7] t€[0,7] t1

to
< M(1+7(t2 —40))*7 sup m(t) w (Sup ||u(t)||Xq1> / (ty — 5)70=9) g

to

< M(1+7(ty — t1))*0=H (1) sup [[u(t)] ( (ty — S)la(lﬁ))
- 2 — sup mi(t) w up ||u 1 _
o te[0,7] tef0,7] e 1 —a(l-7)

t1

< ML+ (t2 = 1))°0 sup m(®) w [ sup Ju@)]x; | LB
t€[0,7] te[0,7] ! 1- Oé(l - ﬁ)

A~

sempre que |t; — ta] < d3.

Como
I(S(t = 5) = S(t = 5) f(s,u(s))1x;
< Mty — )01+t — )20 £(s,u(s) |z
+ M(ts = )OI (14t — )| £, u(5))
< M(t — )01+ 5(t = )" Dm(s) w ([luls) g )

+ Mtz = 5) D1+ 5(t = 5))20Ims) w (u(s) x; )

e {S(t)}+>0 é fortemente continuo em X, temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, que existe 9, > 0 tal que

t1
|10 = 9) = S(ta = ) (s ul) g ds <, sempre que [t ta] < 61
0
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Assim, tomando § = min{dy, ds, d3, 04}, temos que

[Tu(t) — Tu(tz)| x2 < r, sempre que [t — t2 <.

Logo, Tu(ty) — Tu(ty) € W.
As condigoes (i7) e (7i7) do Lema ([1.21]) sdo claramente satisfeitas. Assim, existe uma

sequéncia (I'y)nen tal que I — I’ é um homeomorfismo de C([0,7]; X) em C([0, 7]; X;)

e lim T'u = lu uniformemente em u € C([0,7]; X ).
n—oo

Definindo o operador T : C([0, 7]; X;) — C([0,7]; X) por
Tu=u—Tu,

a condigao (ii) do Teorema ((1.20)) é verificada, considerando T,,u = v — ', u.
Afirmagao: T ¢ préprio em 0 € C([0, 7]; X,).

Consideremos Z um conjunto compacto de C([0, 7]; X)) e sejam
U=T"*Z)eV = {uy}nen C U.

Mostraremos que V' é um conjunto relativamente compacto.

Como u = Tu 4 T'u, para todo u € C([0,7]; X;), tem-se
V() cTV(t)+TV(t) C Z(t)+ TV (t)

e por Z ser compacto, aplicando a medida de nao compacidade, obtemos

a(V(t)) < a(TV(1), t € [0,7]. (19)

Sendo assim, basta mostrar que I'V(¢) é relativamente compacto, para cada t €
[0, 7].
Para t = 0, temos que I'V(0) = j(u), o qual é compacto. Para 0 < t < 7, tomemos

e>0tal que 0 < e <t.
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Para cada u,, € V, temos

Tu,(t) = S(t)ug + Z BiS (t)un(T;) + /0 N S(t—s)f(s,un(s)) ds
+/t St —s)f(s,un(s)) ds

e {S(t)up} + {Z/BZS(t)un(TZ)} + (t —¢e)co(K) + C,

onde
K ={S(t—0)f(0,4): 0€[-0,t—¢, veX!}
€
diam G, < 2M(1 + 1070 sup m(t) w(¥)—
te[0,7] 1 —a(l-7)
com

tel0,7] te(0,7]

N:maX{ sup [|un ()| xz, sup fJun (¢ )leg}-

De fato , se u,, u, € V, temos

/t_ S(t—s) f(s,un(s)) ds—/t_ S(t—s)f(s,un(s)) ds

<M/ )01 4 5(t = 5)°0 D) £ (5, un(s) o ds
+ M / 0B (1 (¢ = ))°0D)]| (5, une(5))ll 5 d

< M(1L+ 7)) /t_ (t = )" Pm(s) w(lun(s)llxy) ds
+ M(1+7e)*t=7 /t_ (t = )" m(s) w(lluw(s) ] x;) ds

t
< M(1 4 5€)*= sup m(t) w(N)/ (t —s5)70=P) ds
t—e

te[0,7]
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t
+ M (1 +7ve)*1=5 sup m(t) w(N)/ (t —s)~*0=8) gs
t—e

te(0,7]

t

s ~ - (t . S)l—a( —ﬂ)>
< 2M(1+79°0 sup m(®) w() ( [~ a(l-B)

. lme(1-p)
< 2M (1 4+ ~e)*0=8) sup m(t) w(N)———m .
( ) te[0,7] (#) e )1 —a(l-p)

Como € é arbitrério, podemos concluir que I'V(t) é totalmente limitado e, assim,
relativamente compacto em X, para todo t € [0, 7].
Afirmacgao: I' é equicontinuo em V.

Note que

Tu,(t 4+ h) — Tun(t) = (S(t + h) — wﬁ—ZﬁZ (t+h) — S(t)u,(T)

t t+h
—l—/ (S(t+h—35)—=8S({t—s))f(s,un(s)) ds+ / S(t+h—s)f(s,un(s)) ds.
0 ¢
Como {S(t)}:0 ¢ fortemente continua em X, existem &y, 0z, d3 > 0 tais que
I(S(t+h) = S(B)uollxy < 7, sempre que h € (0,1),

[(S(E+h) = SE)un(Ti)l|x1 < 4||ﬁ|| TR sempre que h € (0, )

[(S(t+h—s) = S(t—9))f(s,un(s))lxs < €

1 Sempre que h € (0,63).

Além disso,

t+h
/t 1S(t+h — ) f(s,un(s))l|xz ds
< M/ (t+h—s) (L4t +h—s) 0| f(s, un(s))||X§ ds

t+h
< MR [ =)0 mls) o ()l ) ds
t
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t+h

- (t+h — s)t720=H)
< M(1+~vh)* P sup m(t) w | sup [Ju(t)|x: (—
( ) HW]() t@ﬂH<w& 1—a(l-5)

t

hl—a(l—ﬁ)
< M1 4~vh)*8) sup m(t) w | sup ||u®)||x: | ————.
( mm]() t@ﬂH(H& 1—a(l-p)

Logo, existe 64 > 0 tal que
t+h .
/ [S(t+h—s)f(s,un(s))|xz ds < 7 sempre que h € (0,64).
t

Dessa forma, ||T'u,(t + h) — T'u,(t)||x2 < €, sempre que 0 < h < min{dy, dz, d3, 4},
com ¢ independente de u, € V. E, consequentemente, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli,
concluimos que I'V é um conjunto relativamente compacto. Por , temos que V é
relativamente compacto. Assim, U é relativamente compacto e T é préprio em 0. Pelo
Teorema (1.20), 7-(0) é um Rs—conjunto. Como T~1(0) coincide com S, segue que o
conjunto solucao da equagao é um Rs—conjunto. O

Isso mostra que a menos de homotopia, a solugao do problema ((17)) é tnica.
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