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À minha famı́lia.



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, agradeço a Deus por ter me dado força e coragem para superar os
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Aos meus amigos do vôlei pelo apoio, confiança e momentos de diversão ao meu

lado.
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RESUMO

Este trabalho trata da teoria de existência, unicidade, regularidade, continuação e

alternativa de Blow-up de soluções brandas para Equações de Volterra Fracionárias com

condições iniciais locais cujo termo não linear satisfaz certas propriedades localmente

Lipschitz. Analisamos também o caso de condições iniciais não locais e não linearidades

verificando condições do tipo Carathéodory. Neste caso estudamos as propriedades

topológicas do conjunto solução de tais equações.

Palavras-chave: Equações de Volterra. Famı́lia Resolvente. Operador Setorial. Espaços

de Potência Fracionária. Condição Inicial Local e Não Local.



ABSTRACT

This work deals with existence, uniqueness, regularity, continuation and Blow up

Alternative of mild solutions for Fractional Volterra Equations with local initial conditions,

whose nonlinear terms satisfy some locally Lipschitz properties. Moreover we analyse the

case of nonlocal initial conditions and nonlinearities of Carathéodory type. In this case,

we study topological properties of the solution set of such equations.

Keywords: Volterra Equations. Resolvent Family. Sectorial Operator. Fractional Power

Spaces. Local and Nonlocal Initial Condition.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES
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Introdução

Os modelos matemáticos de fenômenos f́ısicos, biológicos e atmosféricos formam

uma ponte entre o mundo real e as ciências teóricas. Por este motivo, eles são de grande

interesse para cientistas aplicados e também para os matemáticos puros. Dentre tais

modelos destacam-se aqueles descritos por meio de equações diferenciais parciais e suas

generalizações contendo termos integrais. Neste trabalho temos particular interesse por

Equações de Volterra.

Equações de Volterra são um tipo especial de equações integrais e elas foram

introduzidas no final do século 19 pelo matemático e f́ısico italiano Vito Volterra. Devido

às suas aplicações em problemas f́ısicos, tais como viscoelasticidade, condução de calor

em materiais com memória, eletrodinâmica com memória, e à necessidade de ferramentas

para atacar problemas que aparecem nesses campos, esta teoria tem se desenvolvido

rapidamente. Além disso, muitos fenômenos interessantes do ponto de vista matemático,

não encontrados na teoria de equações diferenciais e que podem ser observados em

exemplos espećıficos de Equações de Volterra, estimularam a pesquisa e aprimoraram

nosso entendimento e conhecimento deste assunto, como por exemplo (1) e referências

citadas.

Especificamente, estudamos nesta tese dois Problemas. No primeiro deles

abordamos a teoria de existência, unicidade, regularidade, continuação da solução para

um intervalo máximo de existência e explosão da solução em tempo finito para a equação
ut =

∫ t

0

dg(s)∆u(t− s, x) + |u|ρ−1u+ h(t), em (0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em (0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), em Ω

(1)

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, ρ > 1, u0 ∈ Lq(Ω), 1 < q < ∞, h : R → R

sob certas condições e o núcleo g é do tipo fracionário, isto é, dado por

g(t) =
e−γttα−1

Γ(α)
,
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com γ, t > 0 e 0 < α ≤ 1. Em geral, equações do tipo (1) podem ser utilizadas

para descrever vários fenômenos naturais que surgem em muitos campos tais como

eletrônica, dinâmica de fluidos e modelos biológicos. Na literatura tem sido estudado

existência, regularidade, estabilidade, periodicidade de soluções e problemas de controle.

Por exemplo, utilizando condições de parabolicidade e estimativas resolventes, Prüss (2)

estuda Regularidade Maximal para uma versão linear abstrata do Problema (1). Em (3),

Cuevas e Lizama abordam a teoria de periodicidade assintótica para uma versão escalar

de (1), onde o termo não linear satisfaz condições do tipo Lipschitz e o núcleo g satisfaz

certas condições de regularidade.

Por outro lado, nos últimos anos diversos pesquisadores vêm demonstrando grande

interesse em núcleos fracionários. Por exemplo, em uma vertente mais teórica, Cuevas

e Lizama estabelecem condições suficientes para garantir um comportamento quase

automórfico das soluções de certas equações integrais abstratas e aplicam seus resultados

abstratos em equações escalares com tais núcleos (4, Exemplo 3.6). Em (5), os autores

estudam um modelo de campo de fase com memória dependendo da temperatura. Dentre

outras coisas, eles garantem boa colocação global para uma Equação de Cahn-Hilliard

não-isotérmica com memória fracionária. Por brevidade, os trabalhos (6), (7), (8),

(9), (10), (11), (12), (13), (14) e (15) fornecem maiores informações sobre aplicações

e desenvolvimento desta teoria.

O segundo problema abordado nesta tese consiste em substituir o dado inicial em

(1) por uma condição não local, isto é, tratar o Problema



ut =

∫ t

0

dg(s)∆u(t− s, x) + f(t, u), em (0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em (0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x) +
k̃∑
i=1

βi(x)u(Ti, x), em Ω

(2)

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, Ti ∈ (0,∞), são números reais fixados,

βi : Ω → R, i = 1, . . . , k̃, são funções cont́ınuas e f satisfaz certas condições. No

ińıcio dos anos 80, o estudo de equações de evolução com condições iniciais não locais foi

proposto por vários pesquisadores, no contexto de problemas distintos, com aplicações

em elasticidade e viscoelasticidade em materiais com memória. Em 1991, Byszewskii e

colaboradores (16) introduziram condições não locais em problemas de valor inicial, as
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quais são uma generalização da condição inicial clássica. Recentemente, vários artigos têm

sido dedicado ao estudo de existência de soluções para equações diferenciais com condições

não locais. A exemplo, em (17) a condição não local é usada para descrever o fenômeno

de difusão de um pequeno montante de gás em um tubo transparente. Nestes casos, a

condição inicial não local possibilita que mais informações estejam dispońıveis, já que

permite medidas em tempos diferentes do inicial. Em (18), de Andrade e colaboradores

estabeleceram condições suficientes para existência e regularidade de soluções brandas

com respeito ao Problema


∂γt u = ∆u+ f(t, u), em [0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em [0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x) +
k̃∑
i=1

βi(x)u(Ti, x), x ∈ Ω

onde ∂γt é a Derivada de Caputo de ordem γ ∈ (0, 1], Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave

e limitado, Ti ∈ (0,∞), são números reais fixados, βi : Ω → R, i = 1, . . . , k̃, e

f : [0,∞)× R→ R são funções cont́ınuas com f satisfazendo, para algum ρ > 1,

|f(t, s)− f(t, r)| ≤ c(1 + |s|ρ−1 + |r|ρ−1)|s− r|

e

|f(t, s)| ≤ c(1 + |s|ρ),

para todo t ∈ [0,∞) e r, s ∈ R. Em (19), (20), (21), (22), (23), (24), (25), (26), (27),

(28), (29), (30), (31), (32), (33), (34), (35) e (36) podemos encontrar maiores informações

sobre este tipo de problema.

Um fato curioso sobre equações de evolução com condições iniciais não locais é, em

geral, a impossibilidade de se demonstrar a unicidade de solução do problema. Tal situação

é motivada principalmente pela não possibilidade de se utilizar teoremas de ponto fixo

para contrações. Por este motivo, os principais objetivos no estudo do Problema (2) são

estudar existência e regularidade de soluções brandas e, numa tentativa de amenizar tal

situação, estabelecer propriedades topológicas do conjunto de soluções desta equação.

Finalmente, sobre a organização da tese, o texto está dividido em 4 Caṕıtulos.

Começamos, no primeiro Caṕıtulo, intitulado por Preliminares, introduzindo os pré-
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requisitos necessários para o desenvolvimento da tese. Nele são apresentadas algumas

definições básicas, funções especiais, resultados conhecidos na literatura e um pouco

da teoria utilizada nos Caṕıtulos posteriores, tais como Operador solução, Operadores

Setoriais e Espaços de Potência Fracionária. No Caṕıtulo 2, fazemos um estudo detalhado

sobre a Famı́lia Resolvente associada aos Problemas (1) e (2) nos Espaços Lq e em Espaços

de Potência Fracionária associados ao Operador Laplaciano com condições de Dirichlet.

Esse Caṕıtulo fornece as ferramentas básicas para os resultados dos Caṕıtulos posteriores.

Os Caṕıtulos 3 e 4 contêm nossos resultados sobre os Problemas (1) e (2), respectivamente.



Caṕıtulo 1. Preliminares 14

1 Preliminares

Neste Caṕıtulo, enunciaremos resultados, estabeleceremos notações e teorias que serão

utilizadas ao longo deste trabalho. Para maiores detalhes, recomendam-se as referências

(37), (38), (39), (40), (41), (42), (43), (44), (1), (45) e (46).

1.1 Espaços de funções

Começaremos definindo alguns espaços de funções que serão utilizados ao longo da tese.

Definição 1.1. (Espaços Lp(Ω)) Sejam Ω um domı́nio em Rn e p ∈ R∗+. Denotamos por

Lp(Ω) a classe de todas as funções mensuráveis u definidas em Ω para qual

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞. (3)

Identificamos em Lp(Ω) as funções que são iguais em quase toda parte de Ω, isto

é, os elementos de Lp(Ω) são classes de equivalência de funções mensuráveis satisfazendo

(3). Consequentemente, temos que Lp(Ω) é um espaço de Banach com norma

‖u‖p =

(∫
Ω

|u|p dx
) 1

p

,

se 1 ≤ p <∞. E, se p =∞, L∞(Ω) é um espaço de Banach dotado da norma

‖u‖∞ = ess sup
x∈Ω
|u(x)|.

Definição 1.2. (Espaços Wm,p(Ω)) Sejam Ω ⊂ Rn, m ∈ Z+ e 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m},

onde Dα := Dα1
1 . . . Dαn

n , Di = ∂
∂xi

e α = (α1, . . . , αn) ∈ N× . . .× N.

Na literatura tais espaços são chamados de Espaços de Sobolev. Se considerarmos

‖u‖m,p :=

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pp

 1
p

, 1 ≤ p <∞
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e

‖u‖m,p := max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖p, p =∞,

temos que Wm,p(Ω) é um espaço de Banach. Além disso,

Wm,p
0 (Ω) := o fecho de C∞0 (Ω) no espaço Wm,p(Ω)

e

Hm,p(Ω) := o completamento de {u ∈ Cm(Ω) : ‖u‖m,p <∞}.

O seguinte Teorema nos fornece relações entre Espaços de Sobolev e Espaços Lp.

Teorema 1.3 (Rellich-Kondrachov,(47)). Sejam U ⊂ Rd aberto e limitado com fronteira

∂U Lipschitz, k ∈ N e 1 ≤ p <∞. Então, as seguintes condições são satisfeitas:

a) Se kp ≤ d e 1 ≤ q < p∗ =
dp

d− kp
∈ (p,∞], então a inclusão

J : W k,p(U) ↪→ Lq(U)

é compacta. (Por exemplo, seja q = p.)

b) Se k − d
p
> j ∈ N0, então o mergulho

J : W k,p(U) ↪→ Cj(Ū)

é compacto.

Finalizamos esta seção com uma versão mais geral da famosa Desigualdade de

Gronwall.

Lema 1.4 (Gronwall Singular, (48)). Sejam b ≥ 0, β > 0, a(t) uma função não-negativa,

localmente integrável em t ∈ [0, T ), e u(t) não -negativa e localmente integrável sobre

[0, T ), com

u(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0

(t− s)β−1u(s) ds, t ∈ [0, T ).

Então

u(t) ≤ a(t) + θ

∫ t

0

E ′β(θ(t− s))a(s) ds, t ∈ [0, T ),



Caṕıtulo 1. Preliminares 16

onde θ = (bΓ(β))1/β, Eβ(z) =
∞∑
n=0

znβ

Γ(nβ + 1)
e E ′β(z) =

d

dz
Eβ(z). Se a(t) ≡ a, constante,

então

u(t) ≤ aEβ(θt).

1.2 Operador solução

Sejam X um espaço de Banach, A um operador linear, ilimitado e fechado em X, com

domı́nio denso, a ∈ L1
loc(R+) um núcleo escalar não nulo.

Consideremos a equação Volterra

u(t) = f(t) +

∫ t

0

a(t− s)Au(s) ds, t ∈ J, (4)

onde f ∈ C(J ;X) e J = [0, T ].

A Definição à seguir trata da noção de Famı́lia Resolvente para a equação (4).

Definição 1.5. Uma famı́lia {S(t)}t≥0 ⊂ B(X) de operadores lineares limitados em X

é chamada um Resolvente ou Operador solução para (4), se as seguintes condições forem

satisfeitas

(i) S(t) é fortemente cont́ınua em R+ e S(0) = I;

(ii) S(t) comuta com A, isto é, S(t)D(A) ⊂ D(A) e AS(t)x = S(t)Ax, para todo

x ∈ D(A) e t ≥ 0;

(iii) a equação resolvente é satisfeita, ou seja,

S(t)x = x+

∫ t

0

a(t− s)AS(s)x ds, para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.

É importante observar que, se existe um resolvente para a equação (4), então ele é

único. A noção de resolvente é muito útil no estudo destas equações, visto que, pode-

se provar que elas estão bem postas se, e somente se, admitem um resolvente {S(t)}t≥0.

Além disso, através de {S(t)}t≥0 podemos derivar uma fórmula de variação das constantes

para (4), conforme pode ser visto em (1).
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1.3 Operadores Setoriais e Espaços de Potência Fracionária

Os resultados desta seção podem ser encontrados, por exemplo, nas referências (48),

(49) e (50).

Definição 1.6. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que um operador linear A :

D(A) ⊂ X → X é setorial, se existirem constantes ω ∈ R, θ ∈
(π

2
, π
)

e M > 0 tais que

(i) ρ(A) ⊃
∑

θ,ω := {λ ∈ C : λ 6= ω, |arg(λ− ω)| < θ};

(ii) ‖(λI − A)−1‖L(X) ≤
M

|λ− ω|
, λ ∈

∑
θ,ω .

Quando ω = 0, denotamos o setor
∑

θ,0 simplesmente por
∑

θ . No decorrer desta

seção, A denotará um Operador Setorial.

Definição 1.7. Para α > 0, (−A)−α é o operador definido por

(−A)−α =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1eAt dt,

onde {eAt}t≥0 é o semigrupo anaĺıtico gerado por A.

Um fato importante da Teoria de Potência Fracionária de operadores setoriais é a

injetividade de (−A)−α, quando α > 0. Isso nos permite definir potências positivas de tais

operadores. A saber, para α > 0 definimos (−A)α = ((−A)−α)−1 : D((−A)α) ⊂ X → X

com domı́nio D((−A)α) = R((−A)−α), onde R((−A)−α) = {(−A)−αx : x ∈ X} e

(−A)0 = IdX .

Teorema 1.8. As seguintes propriedades são verificadas.

a) (−A)α é um operador fechado, para α > 0;

(b) Se α ≥ β > 0, então D((−A)α) ⊂ D((−A)β);

(c) D((−A)α) = X, para todo α ≥ 0;

(d) Se α, β ≥ 0, então (−A)α+βx = (−A)α(−A)βx, para todo x ∈ D((−A)γ), onde

γ = max{α, β, α + β}.

Definição 1.9. Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, definimos para

cada α ≥ 0 o espaço

Xα = (D((−A)α), ‖ · ‖α),
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onde ‖x‖α = ‖(−A)αx‖.

Os espaçosXα são chamados de Espaços de Potência Fracionária associado ao operador

−A. Vejamos algumas propriedades desses espaços.

Teorema 1.10. (48) Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, então Xα

é um espaço de Banach na norma ‖ · ‖α, para α ≥ 0, X0 = X e para α ≥ β ≥ 0, Xα é

um subespaço denso de Xβ com inclusão cont́ınua. Se A tem resolvente compacto, então

a inclusão Xα ⊂ Xβ é compacta, para α > β ≥ 0.

A necessidade de se utilizar Espaços de Potência Fracionária no estudo de equações

diferenciais parciais não lineares de evolução deve-se ao fato de que, em geral, os

termos não lineares destas equações aplicam o domı́nio do operador em algum espaço

intermediário entre X1 e X0. Por exemplo, para ρ > 1, a função f : R→ R definida por

f(s) = |s|ρ−1s,

induz uma aplicação de X1 em Xβ, com 0 < β < 1, como veremos adiante.

1.4 Ferramentas Topológicas

O objetivo desta seção é apresentar algumas noções topológicas que serão utilizadas

neste trabalho. A primeira delas é o famoso Prinćıpio da Contração de Banach.

Teorema 1.11. (51)[Prinćıpio da Contração de Banach] Seja X um espaço de Banach.

Se D é um subconjunto fechado de X, F é uma função de D em D e existe um número

γ tal que 0 ≤ γ < 1 e

|Fx− Fy| ≤ γ|x− y|,

para todo x, y ∈ D, então existe um único ponto z ∈ D tal que Fz = z. Além disso, se

x0 ∈ D e xn = Fxn−1, para n = 1, 2, . . . , então lim
n→∞

xn = z e a estimativa

|xn − z| ≤ γn(1− γ)−1|x1 − x0|.

é satisfeita para n = 1, 2, . . . .

Definição 1.12. Se (X, ρ) é um espaço métrico, dizemos que E ⊂ X é totalmente
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limitado, se para cada ε > 0, pode ser coberto por um número finito de bolas de raio

ε.

O próximo resultado fornece a relação entre conjuntos relativamente compactos e

conjuntos totalmente limitados.

Teorema 1.13. Um subconjunto M de um espaço métrico completo X é relativamente

compacto se, e somente se, M é totalmente limitado.

Outra ferramenta importante para o estudo dessa Tese é o Teorema de Arzelá-Ascoli.

Teorema 1.14. (Arzelá-Ascoli) Seja F ⊂ C([a, b];X), satisfazendo

(i) para qualquer t ∈ [a, b], {f(t) : f ∈ F} é relativamente compacto em X;

(ii) F é equicont́ınuo em [a, b], isto é, para qualquer ε > 0 e para qualquer t ∈ [a, b], existe

δ > 0 tal que ‖f(t) − f(s)‖ < ε, para qualquer s ∈ [a, b] satisfazendo |t − s| < δ e

para todo f ∈ F.

Então, F é relativamente compacto.

Definição 1.15. Um espaço métrico X é chamado contrátil, se existir uma homotopia

cont́ınua

h : X × [0, 1] → X

(x, t) 7→ h(x, t)

tal que

h(x, 0) = x, para todo x ∈ X

e

h(x, 1) = x0, para todo x ∈ X e algum x0 ∈ X.

Definição 1.16. Um espaço métrico X é chamado absolutamente retrátil se para todo

espaço métrico Y, todo subconjunto fechado B ⊂ Y e toda aplicação cont́ınua f : B → X,

existir uma extensão cont́ınua f̃ : Y → X de f sobre Y, isto é, f̃(x) = f(x), para todo

x ∈ B.

Definição 1.17. Um espaço métrico X é chamado um Rδ−conjunto, se existir uma

sequência de espaços, {Xn}, contráteis, não vazios e compactos, tais que

Xn+1 ( Xn, para todo n ∈ N
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e

X =
∞⋂
n=1

Xn.

Observação 1.18. Qualquer Rδ−conjunto é um espaço conexo, não vazio e compacto que

é aćıclico com respeito ao funtor homologia de C̃ech, ou seja, tem a mesma homologia

que o espaço de um ponto.

Definição 1.19. Sejam X e Y espaços métricos, f : X → Y uma função cont́ınua e y ∈ Y.

Dizemos que f é própria em y, se existir ε > 0 tal que para qualquer conjunto compacto

K ⊂ B(y, ε), o conjunto f−1(K) é compacto, onde B(y, ε) é a bola aberta em Y, com

centro em y ∈ Y e raio ε.

Vejamos a reformulação do Teorema de Browder-Gupta, atribúıda à L. Górniewicz.

Teorema 1.20. (52) Sejam E um espaço de Banach, X um espaço métrico e f : X → E

uma aplicação cont́ınua tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(1) f é própria em 0 ∈ E.

(2) para todo ε > 0 existe uma aplicação cont́ınua fε : X → E para a qual temos:

(i) ‖f(x)− fε(x)‖ < ε para todo x ∈ X,

(ii) a aplicação f̃ε : f−1
ε (B(0, ε)) → B(0, ε), tal que f̃ε(x) = fε(x) para todo

x ∈ f−1
ε (B(0, ε)) é um homeomorfismo.

Então, o conjunto f−1({0}) é um Rδ−conjunto.

O próximo resultado fornece condições para que uma função cont́ınua satisfaça o

item (2) do Teorema (1.20).

Consideremos K um subconjunto convexo e limitado de um espaço normado e E

um espaço vetorial topológico de Hausdorff. Sejam C = C(K,E), o espaço de todas as

funções cont́ınuas e limitadas de K em E, com a topologia da convergência uniforme,

t0 ∈ K, f0 ∈ E e Ω a famı́lia de todas as vizinhanças abertas de 0 em E. Denotaremos

por Φ o conjunto de todas as funções cont́ınuas F : C → C tal que

(i) F (C) é um subconjunto equiuniformemente cont́ınuo de C, isto é, para qualquer

U ∈ Ω, existe ε > 0 tal que F (f)(t) − F (f)(s) ∈ U, para cada f ∈ C, t, s ∈ K tal

que |t− s| ≤ ε;
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(ii) F (f)(t0) = f0, para todo f ∈ C;

(iii) Para todo ε > 0,

se f |Kε = g|Kε então F (f)|Kε = F (g)|Kε , com f, g ∈ C

onde Kε = B̄(t0, ε) ∩K e B̄(t0, ε) é a bola fechada de centro em t0 e raio ε.

Consideremos I como sendo a aplicação identidade em C.

Lema 1.21. (53) Para qualquer F ∈ Φ, existe uma sequência (Fn)n∈N tal que I − Fn :

C → C é um homeomorfismo e lim
n→∞

Fn(f) = F (f), uniformemente em f ∈ C.

Definição 1.22. Seja S um subconjunto de um espaço vetorial V. A envoltória convexa

de S em V é definida por

co{S} := {α1x1 + . . .+ αnxn; α1, . . . , αn ∈ R+, α1 + . . .+ αn = 1, {x1, . . . , xn} ⊂ S}.

Teorema 1.23. (51) Sejam Z um espaço de Banach e f : [α, β] → Z uma função

integrável. Então
1

β − α

∫ β

α

f(τ)dτ ∈ c̄o{f(τ); τ ∈ [α, β]}.

O Teorema de Ponto Fixo adotado no Caṕıtulo 4 é o do Ponto Fixo de Krasnoselskii.

Teorema 1.24. (51)[Ponto Fixo de Krasnoselskii] Se D é um subconjunto limitado,

convexo e fechado de um espaço de Banach X e Γ1,Γ2 são funções cont́ınuas de D em X

tais que

(i) Γ1(x) + Γ2(x) ∈ D, para todo x ∈ D;

(ii) Γ2(D) é compacto;

(iii) Existe um número γ, 0 ≤ γ < 1, tal que ‖Γ1(x) − Γ1(y)‖ ≤ γ‖x − y‖, para todo

x, y ∈ D.

Então, existe z ∈ D tal que Γ1(z) + Γ2(z) = z.

Os resultados desta seção podem ser encontrados, por exemplo, em (54), (51) e (53).
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1.4.1 Medida de não compacidade

Medidas de não compacidade são ferramentas muito importantes na Análise Funcional.

A primeira medida de não compacidade, denotada por α, foi definida por Kuratowski em

1930. A mesma foi utilizada por Darbo em 1955 para generalizar o Teorema do Ponto Fixo

de Schauder, o qual incluiu a parte de existência do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Posteriormente, novas medidas foram introduzidas por Goldenštein, Goh’berg, Markus e

outros. Para maiores detalhes, recomendamos (55), (56), (52) e (57).

Começaremos definindo medida de não compacidade e em seguida apresentaremos

as suas propriedades mais importantes.

Seja MX a classe de todos subconjuntos limitados de um espaço métrico X.

Definição 1.25. Seja X um espaço métrico completo. Uma aplicação φ : MX → [0,∞)

é chamada uma medida de não compacidade em X, se satisfizer as seguintes condições,

para todo Q,Q1, Q2 ∈MX :

1) φ(Q) = 0 se e, somente se, Q é relativamente compacto;

2) φ(Q) = φ(Q̄);

3) φ(Q1 ∪Q2) = max{φ(Q1), φ(Q2)}.

Proposição 1.26. (57) Qualquer medida de não compacidade φ satisfaz as seguintes

condições, para todo Q,Q1, Q2 ∈MX :

(i) se Q1 ⊂ Q2, então φ(Q1) ≤ φ(Q2);

(ii) φ(Q1 ∩Q2) ≤ min{φ(Q1), φ(Q2)};

(iii) φ(Q) = 0 para todo conjunto finito.

Definição 1.27. Seja (X,d) um espaço métrico completo.

a) A função α : MX → [0,∞) com

α(Q) = inf

{
ε > 0 : Q ⊂

n⋃
k=1

Sk, Sk ⊂ X, diam(Sk) < ε, (k = 1, . . . , n ∈ N)

}

é chamada a medida de não compacidade de Kuratowski.
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b) A função χ : MX → [0,∞) com

χ(Q) = inf

{
ε > 0 : Q ⊂

n⋃
k=1

B(xk, rk), xk ∈ X, rk < ε, (k = 1, . . . , n ∈ N)

}

é chamada a medida de não compacidade da bola ou de Hausdorff.

Elas satisfazem as seguintes desigualdades:

χ(Q) ≤ α(Q) ≤ 2χ(Q), para todo Q ∈MX .

Se X é um espaço de Banach, então as funções α e χ tem propriedades adicionais.

Listaremos as mais importantes.

Proposição 1.28. (57) Sejam X um espaço de Banach, Q,Q1, Q2 ∈ MX e ψ qualquer

uma das medidas de não compacidade definidas anteriormente. Então

(i) ψ(Q1 +Q2) ≤ ψ(Q1) + ψ(Q2);

(ii) ψ(Q+ x) = ψ(Q), para cada x ∈ X;

(iii) ψ(λQ) = |λ|ψ(Q), para λ ∈ C;

iv) ψ(Q) = ψ(co(Q)).

Além disso, se X tem dimensão infinita e B(0, 1), SX são, respectivamente, a bola unitária

aberta e a esfera unitária em X, então

α(B(0, 1)) = α(SX) = 2 e χ(B(0, 1)) = χ(SX) = 1.
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2 Cálculo Funcional

2.1 Introdução

Consideramos, para este Caṕıtulo, o seguinte Problema:
ut =

∫ t

0

dg(s)∆u(t− s, x) + |u|ρ−1u+ h(t), em (0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em (0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), em Ω

(5)

no qual Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, g(t) =
e−γttα−1

Γ(α)
, com γ, t > 0 e

0 < α ≤ 1, u0 ∈ Lq(Ω), 1 < q <∞, ρ > 1 e h sob certas condições.

Note que o Problema (5) pode ser visto como a seguinte equação integral

u(t) = u0 +

∫ t

0

g(t− s)∆u(s) ds+

∫ t

0

|u(s)|ρ−1u(s) ds+

∫ t

0

h(s) ds, t ≥ 0, (6)

onde ∆ é o Laplaciano com condições de fronteira de Dirichlet em Ω.

Sabe-se (48) que ∆ é setorial, isto é, dado η0 ∈
(π

2
, π
)
, existe uma constante C > 0,

tal que

‖(λ−∆)−1‖ ≤ C

|λ|
, para todo λ ∈ Ση0 , (7)

onde Ση0 = {λ ∈ C− {0}/ |arg(λ)| < η0}.

A observação à seguir será muito útil quando aplicarmos a Transformada de Laplace

na equação (6).

Observação 2.1. Note que, para todo γ ∈ R, temos Re(λ + γ) = Re(λ) + γ e

Im(λ + γ) = Im(λ). Logo, se λ ∈ Ha, então (λ + γ)α ∈ Ση0 ⊂ ρ(∆)(figura 1), onde

Ha é o caminho(figura 2)

Ha(r, η) := {seiη : r ≤ s <∞} ∪ {reis : |s| ≤ η} ∪ {se−iη : r ≤ s <∞}

= Ha1 +Ha2 −Ha3,
(8)

γ ∈ R+ e η ∈
(π

2
, η0

)
.

Já sabemos que, se λ ∈ Ha, então (λ + γ)α ∈ ρ(∆). Aplicando, formalmente, a

Transformada de Laplace em (6) e utilizando o fato que ĝ(λ) = (λ+ γ)−α, temos que
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Figura 1: Caminho deslocado

Fonte: produzido pela própria autora

Figura 2: Caminho Ha

Fonte: produzido pela própria autora

û(λ) =
1

λ
u0 + ĝ(λ)∆û(λ) +

1

λ
f̂(λ) +

1

λ
ĥ(λ)

⇒ (λ+ γ)αû(λ) = λ−1(λ+ γ)αu0 + ∆û(λ) + λ−1(λ+ γ)αf̂(λ) + λ−1(λ+ γ)αĥ(λ)

⇒ ((λ+ γ)α −∆) û(λ) = λ−1(λ+ γ)αu0 + λ−1(λ+ γ)αf̂(λ) + λ−1(λ+ γ)αĥ(λ)

⇒ û(λ) = λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 u0 + λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 f̂(λ)

+ λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 ĥ(λ),
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onde f(u(s)) = |u(s)|ρ−1u(s).

Aplicando a inversa da Transformada de Laplace, obtemos

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds,

onde

S(t) :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ. (9)

2.2 Cálculo Funcional Fracionário

O objetivo desta seção é estudar o comportamento da famı́lia {S(t)}t≥0 no espaço Lq(Ω)

e em Espaços de Potência Fracionária associados ao Laplaciano. Para isto, mostraremos

que {S(t)}t≥0 é uma Famı́lia Resolvente para a equação (6).

Proposição 2.2. Seja α ∈ (0, 1]. A função

S(t) :=


1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ, se t > 0,

I, se t = 0,
(10)

onde Ha é o caminho (8) e I é o operador identidade, está bem definida sobre Lq(Ω) e

existe uma constante N ≥ 1, tal que

‖S(t)ψ‖Lq(Ω) ≤ N‖ψ‖Lq(Ω),

para quaisquer t ≥ 0 e ψ ∈ Lq(Ω).

Demonstração. Observe que, para todo ψ ∈ Lq(Ω) e cada t > 0 fixado, se assumirmos

r = t−1, então utilizando a estimativa do Resolvente do Laplaciano (7)

• Sobre Ha1∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha1

eλt(λ+ γ)αλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 ψ dλ

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

ets cos η

|seiη|
ds
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≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

ets cos ηt ds

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π cos η

∫ ∞
1
t

ets cos ηt cos η ds

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π cos η
lim
b→∞

ets cos η

∣∣∣∣∣
b

1
t

≤
−C‖ψ‖Lq(Ω)e

cos η

2π cos η
.

• Sobre Ha2∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha2

eλt(λ+ γ)α

λ
((λ+ γ)α −∆)−1 ψ dλ

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η

ert cos s

|reis|
r ds

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ecos s ds

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
e ds

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)

2π
e2η

≤
C‖ψ‖Lq(Ω)eη

π
.

• Sobre Ha3

O procedimento é análogo ao de Ha1.

Tomando

N = max

{
−Cecos η

2π cos η
,
Ceη

π

}
,

temos

‖S(t)ψ‖Lq(Ω) ≤ N‖ψ‖Lq(Ω).

Assim, S(t) : Lq(Ω)→ Lq(Ω) está bem definido e S(t) ∈ L(Lq(Ω)), para todo t ≥ 0.

Por outro lado, note que a representação integral (10) é independente de r > 0 e

η ∈ (π
2
, η0). De fato, consideremos r, r′ ∈ (0,∞), η, η′ ∈ (π

2
, η0) e a integral (10) sobre
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os caminhos Ha(r, η) e Ha(r′, η′). Sem perda de generalidade, suponhamos que η′ > η e

r > r′. Seja D a região entre as curvas Ha(r, η) e Ha(r′, η′) e para todo n ∈ N, definamos

Dn := D ∩ {z ∈ C : |z| ≤ n}(Figura 3). Pelo Teorema integral de Cauchy, temos que

Figura 3: Região Dn

Fonte: produzido pela própria autora

∫
∂Dn

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ = 0.

Sejam R1 e R2 dois arcos contidos em {z ∈ C : |z| = n}. Então,∥∥∥∥∥
∫
R1

eλt (λ+ γ)αλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ

∥∥∥∥∥
L(Lq(Ω))

=

∥∥∥∥∥
∫ η′

η

etne
is

(neis + γ)α(neis)−1
(
(neis + γ)α −∆

)−1
n ieis ds

∥∥∥∥∥
L(Lq(Ω))

≤ C

∫ η′

η

etn cos s ds

≤ CetnL(η′ − η),

onde L = sup
s∈[η,η′]

cos s < 0.

Assim, a integral acima vai para zero, quando n→∞. De maneira análoga, mostra-
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se que a integral sobre o arco R2 vai para zero também. Logo,∫
Ha(r′,η′)

eλt(λ+ γ)αλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ

=

∫
Ha(r,η)

eλt(λ+ γ)αλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ.

Mostraremos, em seguida, que a famı́lia {S(t)}t≥0, satisfaz a condição (iii) da

Definição (1.5).

Proposição 2.3. Para todo ψ ∈ D(∆) e t > 0, temos

S(t)ψ = ψ +

∫ t

0

g(t− s)∆S(s)ψ ds.

Demonstração. Note que para, Re(µ) > 0, temos

Ŝ(µ) =

∫ ∞
0

e−µtS(t) dt

=

∫ ∞
0

e−µt
(

1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ

)
dt

=
1

2πi

∫
Ha

(∫ ∞
0

e−(µ−λ)t dt

)
λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ

=
1

2πi

∫
Ha

(µ− λ)−1λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 dλ

= µ−1(µ+ γ)α ((µ+ γ)α −∆)−1 .

Assim,

Ŝ(µ) = µ−1(µ+ γ)α ((µ+ γ)α −∆)−1

⇔ ((µ+ γ)α −∆)Ŝ(µ) = µ−1(µ+ γ)α

⇔ (µ+ γ)αŜ(µ)−∆Ŝ(µ) = µ−1(µ+ γ)α
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⇔ Ŝ(µ)− (µ+ γ)−α∆Ŝ(µ) = µ−1

⇔ Ŝ(µ) = µ−1 + (µ+ γ)−α∆Ŝ(µ).

Aplicando a inversa da Transformada de Laplace, obtemos:

S(t) = I +

∫ t

0

g(t− s)∆S(s) ds,

E, consequentemente,

S(t)ψ = ψ +

∫ t

0

g(t− s)∆S(s)ψ ds,

para todo ψ ∈ D(∆) e t > 0.

O próximo resultado garante a continuidade forte da famı́lia S(t) com respeito ao

parâmetro α ∈ (0, 1).

Proposição 2.4. A famı́lia {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre Lq(Ω).

Demonstração. Note que, para cada ψ ∈ D(∆),

S(t)ψ − ψ =
1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 ψ dλ− 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1ψ dλ

=
1

2πi

∫
Ha

eλt
[
λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 − λ−1

]
ψ dλ

=
1

2πi

∫
Ha

eλt ((λ+ γ)α −∆)−1 [λ−1(λ+ γ)α − λ−1 ((λ+ γ)α −∆)
]
ψ dλ

=
1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 ∆ψ dλ.

Dessa forma,

‖S(t)ψ − ψ‖Lq(Ω) ≤
C

2π

∫
Ha

eRe(λt)|λ|−1|(λ+ γ)|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|.

Fixando t > 0, novamente, e tomando r = t−1, temos
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• Sobre Ha1

C

2π

∫
Ha1

eRe(λt) |λ|−1|(λ+ γ)|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η)s−1|seiη + γ|−α ds

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω) t

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η)|s i sin(η)|−α ds

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω) t

α+1(sin(η))−α

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η) ds

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω) t

α+1(sin(η))−α

2π
lim
b→∞

est cos(η)

t cos(η)

∣∣∣∣∣
b

1
t

≤ −
C ‖∆ψ‖Lq(Ω) t

α(sin(η))−αecos(η)

2π cos(η)
.

• Sobre Ha2

É suficiente considerarmos o caso t < 1
γ
. Sendo assim,

C

2π

∫
Ha2

eRe(λt) |λ|−1|(λ+ γ)|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ert cos(s)r−1|reis + γ|−αr ds

≤
C ‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ecos(s)|r − γ|−α ds

≤
C|r − γ|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
e ds

≤
C|r − γ|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω) e 2η

2π

≤
C|1− γt|−α ‖∆ψ‖Lq(Ω) e η t

α

π
.
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• Sobre Ha3

Procedemos da mesma forma que em Ha1.

Assim, fazendo t→ 0+, vemos que ‖S(t)ψ − ψ‖Lq(Ω) → 0.

Consideremos agora u(t) = S(t)ψ, para t > 0 e ψ ∈ D(∆). Pela proposição (2.3),

sabemos que

u(t) =

∫ t

0

g(t− r)∆u(r) dr + ψ, t > 0.

Seja s ∈ (0, t], então

||u(t)− u(s)||Lq(Ω) =

∥∥∥∥∫ t

0

g(t− r)∆u(r) dr −
∫ s

0

g(s− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤
∥∥∥∥∫ t

s

g(t− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
Lq(Ω)

+

∥∥∥∥∫ s

0

(g(t− r)− g(s− r))∆u(r) dr

∥∥∥∥
Lq(Ω)

.

Analisaremos cada parcela separadamente. Observe que:∥∥∥∥∫ t

s

g(t− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤
∫ t

s

g(t− r)||∆S(r)ψ||Lq(Ω) dr

≤
∫ t

s

g(t− r) ||S(r)∆ψ||Lq(Ω) dr

≤ N ||∆ψ||Lq(Ω)

∫ t

s

g(t− r) dr

≤ N ||∆ψ||Lq(Ω)

∫ t−s

0

g(r) dr

≤
N ||∆ψ||Lq(Ω)

Γ(α)

∫ t−s

0

rα−1e−γr dr

≤
N ||∆ψ||Lq(Ω)

Γ(α)

∫ t−s

0

rα−1 dr

≤
N ||∆ψ||Lq(Ω)

Γ(α)
lim
b→0

rα

α

∣∣∣∣∣
t−s

b
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≤
N ||∆ψ||Lq(Ω)

Γ(α + 1)
lim
b→0

[(t− s)α − bα]

≤
N ||∆ψ||Lq(Ω)

Γ(α + 1)
(t− s)α

e∥∥∥∥∥
∫ s

0

(g(t− r) −g(s− r))∆u(r) dr

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤
∫ s

0

|(g(t− r)− g(s− r))| ‖∆S(r)ψ‖Lq(Ω)dr

≤
∫ s

0

|(g(t− r)− g(s− r))| ‖S(r)∆ψ‖Lq(Ω) dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

(g(s− r)− g(t− r)) dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

(
(s− r)α−1e−γ(s−r)

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−r)

Γ(α)

)
dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

(
(s− r)α−1e−γ(s−r)

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)e−γ(s−r)

Γ(α)

)
dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

e−γ(s−r)
(

(s− r)α−1

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)

Γ(α)

)
dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

(
(s− r)α−1

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)

Γ(α)

)
dr

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

(∫ s

0

rα−1

Γ(α)
dr − e−γ(t−s)

∫ t

t−s

rα−1

Γ(α)
dr

)

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

(
lim
b→0

rα

αΓ(α)

∣∣∣∣∣
s

b

− e−γ(t−s) rα

αΓ(α)

∣∣∣∣∣
t

t−s

)

≤ N‖∆ψ‖Lq(Ω)

(
lim
b→0

(sα − bα)

Γ(α + 1)
− e−γ(t−s) (tα − (t− s)α)

Γ(α + 1)

)
.

Fazendo s → t−, vemos que ||u(t) − u(s)||Lq(Ω) → 0. Analogamente, mostra-se o

caso s > t. Isso mostra a continuidade forte de S(t), para t > 0.
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É fácil ver que a condição (ii) da Definição (1.5) é satisfeita. Por isto e pelas

Proposições (2.2), (2.3) e (2.4), podemos concluir que S(t) : Lq(Ω) → Lq(Ω), com t ≥ 0,

é uma Famı́lia Resolvente para (6).

Os próximos resultados dizem respeito à dependência cont́ınua de {S(t)}t≥0 com

relação à α e à γ. E, para facilitar a escrita, adotaremos as seguintes terminologias:

Sαi(t)ψ :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)αi ((λ+ γ)αi −∆)−1 ψ dλ

e

Sγi(t)ψ :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γi)
α ((λ+ γi)

α −∆)−1 ψ dλ.

Proposição 2.5. Sejam αn, α0 ∈ (0, 1], com n = 1, 2, · · · , tais que αn → α0 quando

n→∞. Então para todo ψ ∈ Lq(Ω) e t ≥ 0,

Sαn(t)ψ → Sα0(t)ψ, quando n→∞.

Além disso, essa convergência é uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstração. Podemos escolher um (único) caminho Ha para o qual os operadores Sα0

e Sαn estejam bem definidos. Sendo ψ ∈ Lq(Ω), então

Sαn(t)ψ − Sα0(t)ψ =

1

2πi

∫
Ha

eλt[λ−1(λ+ γ)αn ((λ+ γ)αn −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ)α0 ((λ+ γ)α0 −∆)−1 ψ] dλ,

para todo t ≥ 0. Como o Operador Laplaciano é setorial,

‖λ−1(λ+ γ)αn ((λ+ γ)αn −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ)α0 ((λ+ γ)α0 −∆)−1 ψ‖Lq(Ω)

≤ C(|λ|−1 + |λ|−1)‖ψ‖Lq(Ω)

= 2C|λ|−1‖ψ‖Lq(Ω).

Por outro lado, para cada λ ∈ ρ(∆) fixado

|eλt|‖λ−1(λ+ γ)αn ((λ+ γ)αn −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ)α0 ((λ+ γ)α0 −∆)−1 ψ‖Lq(Ω) → 0,

quando n → ∞, uniformemente para t em intervalos limitados, pois, pela identidade do
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resolvente, temos que

(λ+ γ)αn((λ+ γ)αn −∆)−1 − (λ+ γ)α0((λ+ γ)α0 −∆)−1

= ((λ+ γ)αn − (λ+ γ)α0)((λ+ γ)α0 −∆)−1 + (λ+ γ)αn((λ+ γ)α0 − (λ+ γ)αn)

×((λ+ γ)αn −∆)−1((λ+ γ)α0 −∆)−1.

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, a demonstração

está conclúıda.

Proposição 2.6. Sejam γn, γ0 ∈ (0,∞), com n = 1, 2, · · · , tais que γn → γ0 quando

n→∞. Então para todo ψ ∈ Lq(Ω) e t ≥ 0,

Sγn(t)ψ → Sγ0(t)ψ, quando n→∞.

Além disso, essa convergência é uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstração. Podemos escolher um (único) caminho Ha para o qual os operadores Sγ0

e Sγn estejam bem definidos. Sendo ψ ∈ Lq(Ω), então

Sγn(t)ψ − Sγ0(t)ψ =

1

2πi

∫
Ha

eλt[λ−1(λ+ γn)α ((λ+ γn)α −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ0)α ((λ+ γ0)α −∆)−1 ψ] dλ,

para todo t ≥ 0. Note que, para λ fixado e t > 0, temos

‖λ−1(λ+ γn)α ((λ+ γn)α −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ0)α ((λ+ γ0)α −∆)−1 ψ‖Lq(Ω)

≤ C(|λ|−1 + |λ|−1)‖ψ‖Lq(Ω)

= 2C|λ|−1‖ψ‖Lq(Ω)

e

|eλt|‖λ−1(λ+ γn)α ((λ+ γn)α −∆)−1 ψ − λ−1(λ+ γ0)α ((λ+ γ0)α −∆)−1 ψ‖Lq(Ω) → 0,

quando n → ∞, uniformemente para t em intervalos limitados, pois, pela Identidade do
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Resolvente, temos que

(λ+ γn)α((λ+ γn)α −∆)−1 − (λ+ γ0)α((λ+ γ0)α −∆)−1

= ((λ+ γn)α − (λ+ γ0)α)((λ+ γ0)α −∆)−1 + (λ+ γn)α((λ+ γ0)α − (λ+ γn)α)

×((λ+ γn)α −∆)−1((λ+ γ0)α −∆)−1.

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos a

demonstração.

Agora estamos interessados em estudar o comportamento da famı́lia S(t) nos

Espaços de Potências Fracionárias associados ao Operador Laplaciano.

Observação 2.7. Utilizaremos os seguintes mergulhos (37):

H l1
p1

(Ω) ↪→ H l2
p2

(Ω),
l1
n
− 1

p1

≥ l2
n
− 1

p2

, 1 < p1 ≤ p2 <∞,

H l
p(Ω) ↪→ Cη(Ω̄), l − n

p
> η > 0,

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado com fronteira suave e os espaços H l
p(Ω) são os

Espaços de Potenciais de Bessel (58), também chamados Espaços de Lebesgue, e são

definidos por:

Hs
p(Rn) := {−(I + ∆)−

s
2f : f ∈ Lp(Rn)} = D((−(I + ∆)

s
2 )).

Com a norma

‖ · ‖Hs
p(Rn) := ‖(−(I + ∆)

s
2 ) · ‖Lp(Rn),

temos que Hs
p(Rn) é um espaço de Banach.

Se Ω  Rn é um domı́nio suave, definimos o espaço Hs
p(Ω) como o conjunto formado

por todas as restrições à Ω de funções em Hs
p(Rn).

Sabe-se (59) que o Operador Laplaciano com condições de fronteira de Dirichlet

em um domı́nio Ω, suave e limitado, pode ser visto como um operador ilimitado em

E0
q = Lq(Ω), para 1 < q < ∞, com domı́nio E1

q := W 2,q(Ω) ∩W 1,q
0 (Ω) e que a escala de
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Potências Fracionárias {Eβ
q }β∈R associada a −∆ verifica

Eβ
q ↪→ H2β

q (Ω), β ≥ 0, 1 < q <∞,

E−βq ↪→ (Eβ
q′)
′, β ≥ 0, 1 < q <∞, q′ = q

q − 1
.

Observação 2.8. O Espaço de Potencial de Bessel definido na Observação (2.7) é,

inicialmente, diferente do Espaço de Potências Fracionárias associado ao operador −∆.

De fato,

D((−∆)β) = {g : (−∆)−βf = g, para alguma f ∈ Lq(Ω)},

com a norma ‖g‖β = ‖(−∆)βg‖Lq(Ω). Enquanto que, se g ∈ Hβ
q (Ω) temos

‖g‖Hβ
q (Ω) = inf

f∈Hβ
q (Rn)

f |Ω=g

‖f‖Hβ
q (Rn).

Todavia, segundo Triebel (60), esses Espaços coincidem e pode-se mostrar que suas

normas são equivalentes.

Utilizando a Observação (2.7), temos que

Eβ
q ↪→ Lr(Ω), r ≤ nq

n− 2qβ
, 0 ≤ β ≤ n

2q
,

E0
q = Lq(Ω),

Eβ
q ←↩ Lr(Ω), r ≥ n

n− 2qβ
, − n

2q′
≤ β ≤ 0.

A próxima afirmação, cuja demonstração segue da Desigualdade do Momento, será

muito útil para estimar a famı́lia {S(t)}t≥0 em Espaços de Potência Fracionária.

Afirmação:(Ver (48)) Sejam A um operador setorial de ângulo η0 ∈ (π
2
, π), β ∈ [0, 1] e

λ ∈ Ση0 , então existe uma constante C̃ > 0 tal que

‖(λ− A)−1x‖β ≤ C̃|λ|β−1‖x‖Lq(Ω).

Proposição 2.9. Sejam α ∈ (0, 1], 0 ≤ β < 1. Então, existe uma constante M > 0 tal

que

‖S(t)ψ‖β ≤M‖ψ‖Lq(Ω)t
−αβ(1 + γt)αβ,
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para todo t > 0.

Demonstração. Note que, fixando t > 0 e fazendo r = t−1, temos

‖S(t)ψ‖β = ‖(−∆)βS(t)ψ‖Lq(Ω)

=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α(−∆)β ((λ+ γ)α −∆)−1 ψ dλ

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤ 1

2π

∫
Ha

|eλt| |λ|−1|(λ+ γ)|α
∥∥(−∆)β((λ+ γ)α −∆)−1ψ

∥∥
Lq(Ω)

|dλ|

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫
Ha

|eλt| |λ|−1|(λ+ γ)α||(λ+ γ)α|β−1 |dλ|

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫
Ha

|eλt| |λ|−1|λ+ γ|αβ |dλ|.

Assim,

• Sobre Ha1

C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫
Ha1

|eλt| |λ|−1|λ+ γ|αβ |dλ| ≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηs−1|seiη + γ|αβ ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos ηs−1(s+ γ)αβ ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)t

2π

∫ ∞
1
t

est cos η(s+ γ)αβ ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)t

2π

∫ ∞
1
t
+γ

e(s−γ)t cos ηsαβ ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)te

−γt cos η

2π

∫ ∞
1
t
+γ

est cos ηsαβ ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)te

−γt cos η

2π

 lim
b→∞

sαβest cos η

t cos η

∣∣∣∣∣
b

1
t
+γ

−
∫ ∞

1
t
+γ

est cos η

t cos η
αβsαβ−1 ds





Caṕıtulo 2. Cálculo Funcional 39

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)te

−γt cos η

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

t cos η
− αβ

t cos η

∫ ∞
1
t
+γ

est cos ηsαβ−1 ds

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)te

−γt cos η

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

t cos η
− αβ

t cos η

∫ ∞
1
t
+γ

est cos ηsαβ−1 ds

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)te

−γt cos η

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

t cos η
− αβ

t cos η

∫ ∞
1
t
+γ

est cos η

(
1

t
+ γ

)αβ−1

ds

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos η

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

cos η
−
αβ(1

t
+ γ)αβ−1

cos η

∫ ∞
1
t
+γ

est cos η ds

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos η

2π

−(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

cos η
− lim

b→∞

αβ(1
t

+ γ)αβ−1

cos η

est cos η

t cos η

∣∣∣∣∣
b

1
t
+γ



≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos η

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos ηeγt cos η

cos η
+
αβ(1

t
+ γ)αβ−1

t cos2 η
ecos ηeγt cos η

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

[
−

(1
t

+ γ)αβecos η

cos η
+
αβ(1

t
+ γ)αβ−1

t cos2 η
ecos η

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

[
−t
−αβ(1 + γt)αβecos η

cos η
+
αβt−αβ(1 + γt)αβ−1ecos η

cos2 η

]

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

[
−t
−αβ(1 + γt)αβecos η

cos η
+
αβt−αβ(1 + γt)αβecos η

cos2 η

]

=
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

[
−e

cos η

cos η
+
αβecos η

cos2 η

]
t−αβ(1 + γt)αβ.

• Sobre Ha2

C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫
Ha2

|eλt|
|λ|
|λ+ γ|αβ |dλ| ≤ C̃‖ψ‖

2π

∫ η

−η

ert cos s

r
|reis + γ|αβr ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ecos s(r + γ)αβ ds
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≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

(
1
t

+ γ
)αβ ∫ η

−η
ecos s ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

(
1
t

+ γ
)αβ ∫ η

−η
e ds

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

2π

(
1
t

+ γ
)αβ

e2η

≤
C̃‖ψ‖Lq(Ω)

π
t−αβ(1 + γt)αβeη.

• Sobre Ha3

O procedimento é semelhante ao feito em Ha1.

Tomando

M = max

{
C̃

2π

(
−e

cos η

cos η
+
αβecos η

cos2 η

)
,
C̃eη

π

}
,

temos que

‖S(t)ψ‖β ≤M‖ψ‖Lq(Ω)t
−αβ(1 + γt)αβ.

Observação 2.10. É interessante notar que quando γ = 0, {S(t)}t≥0 é a Famı́lia de

Mittag-Leffler e para α = 1 temos o Semigrupo do Calor.

Observação 2.11. Se 0 ≤ θ < β ≤ 1, então

‖S(t)‖L(Eβ ,E1+θ) ≤Mt−α(1+θ−β)(1 + γt)α(1+θ−β).

Além disso, se u0 ∈ E1, temos que

‖tαθS(t)u0‖E1+θ → 0, quando t→ 0+.

Demonstração. De fato, para 0 ≤ θ < β ≤ 1, temos que

‖S(t)ψ‖E1+θ = ‖(−∆)1+θS(t)ψ‖E0

= ‖(−∆)1+θ−βS(t)(−∆)βψ‖E0

≤Mt−α(1+θ−β)(1 + γt)α(1+θ−β)‖ψ‖Eβ .
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Assim, tαθ‖S(t)ψ‖E1+θ ≤M(1 + γt)αθ‖ψ‖E1 . E, consequentemente,

‖tαθS(t)‖L(E1,E1+θ) ≤M(1 + γt)αθ.

Seja u0 ∈ E1. Dado ε > 0, tomemos ψ ∈ E1+θ tal que

(1 + γt)αθ‖ψ − u0‖E1 <
ε

2M

e δ =

(
ε

2N‖x‖E1+θ

) 1
αθ

. Portanto, se 0 ≤ t ≤ δ,

‖tαθS(t)u0‖E1+θ ≤ ‖tαθS(t)(u0 − ψ)‖E1+θ + ‖tαθS(t)ψ‖E1+θ

≤M(1 + γt)αθ‖u0 − ψ‖E1 +Ntαθ‖ψ‖E1+θ

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Proposição 2.12. Se α ∈ (0, 1] e β ∈ [0, 1), então a famı́lia de operadores {S(t)}t≥0 é

fortemente cont́ınua sobre o espaço (D((−∆)β), ‖ · ‖β).

Demonstração. Inicialmente mostraremos o caso s = 0.

Para ψ ∈ D(∆), temos

‖S(t)ψ − ψ‖β =

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 ψ dλ− 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1ψ dλ

∥∥∥∥
β

=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha

eλt
[
λ−1(λ+ γ)α ((λ+ γ)α −∆)−1 − λ−1

]
ψ dλ

∥∥∥∥
β

=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 [(λ+ γ)α − ((λ+ γ)α −∆)]ψ dλ

∥∥∥∥
β

=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha

eλtλ−1 ((λ+ γ)α −∆)−1 ∆ψ dλ

∥∥∥∥
β

≤ 1

2π

∫
Ha

|eλt| |λ|−1‖(−∆)β ((λ+ γ)α −∆)−1 ∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|
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≤ C̃

2π

∫
Ha

|eλt| |λ|−1|λ+ γ|α(β−1)‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|.

• Sobre Ha1

C̃

2π

∫
Ha1

|eλt| |λ|−1|λ+ γ|α(β−1)‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η)s−1|seiη + γ|α(β−1) ds

≤
C̃t‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η)(s+ γ)αβ|seiη + γ|−α ds

≤
C̃t‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ ∞
1
t

est cos(η)(s+ γ)αβ|si sin(η)|−α ds

≤
C̃tα+1‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π(sin(η))α

∫ ∞
1
t

est cos(η)(s+ γ)αβ ds

≤
C̃tα+1‖∆ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos(η)

2π(sin(η))α

∫ ∞
1
t
+γ

est cos(η)sαβ ds

≤
C̃tα+1‖∆ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos(η)

2π(sin(η))α

 lim
b→∞

sαβ
est cos(η)

t cos(η)

∣∣∣∣∣
b

1
t
+γ

− αβ

t cos(η)

∫ ∞
1
t
+γ

est cos(η)sαβ−1 ds



≤
C̃tα+1‖∆ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos(η)

2π(sin(η))α

−( 1
t
+γ)

αβ
ecos(η)+γt cos(η)

t cos(η)
− ( 1

t
+γ)

αβ−1
αβ

t cos(η)
lim
b→∞

est cos(η)

t cos(η)

∣∣∣∣∣
b

1
t
+γ



≤
C̃tα+1‖∆ψ‖Lq(Ω)e

−γt cos(η)

2π(sin(η))α

[
−e

cos(η)+γt cos(η)(1 + γt)αβ

tαβ+1 cos(η)
+

(1 + γt)αβ−1αβecos(η)+γt cos(η)

tαβ+1 cos2(η)

]

≤
C̃tα−αβ‖∆ψ‖Lq(Ω)e

cos(η)

2π(sin(η))α

[
−(1 + γt)αβ

cos(η)
+

(1 + γt)αβ−1αβ

cos2(η)

]
.

• Sobre Ha2
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Basta analisarmos o caso t <
1

γ
. Dessa forma,

C̃

2π

∫
Ha2

|eλt| |λ|−1|λ+ γ|α(β−1) ‖∆ψ‖Lq(Ω) |dλ|

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ert cos(s)r−1|reis + γ|α(β−1)r ds

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)

2π

∫ η

−η
ecos(s)(r + γ)αβ|reis + γ|−α ds

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)(r + γ)αβ

2π

∫ η

−η
ecos(s)|r − γ|−α ds

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γt)αβt−αβe(r − γ)−α

2π
2η

≤
C̃‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γt)αβtα−αβe(1− γt)−αη

π
.

• Sobre Ha3

O procedimento é idêntico ao de Ha1.

Fazendo t→ 0+, vemos que ‖S(t)ψ − ψ‖β → 0.

Consideremos agora s ∈ (0, t], ψ ∈ D(∆) e u(t) = S(t)ψ.

||u(t)− u(s)||β =

∥∥∥∥∫ t

0

g(t− r)∆u(r) dr −
∫ s

0

g(s− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
β

≤
∥∥∥∥∫ t

s

g(t− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
β

+

∥∥∥∥∫ s

0

(g(t− r)− g(s− r))∆u(r) dr

∥∥∥∥
β

.

Estimaremos cada parcela separadamente. Observe que:∥∥∥∥∫ t

s

g(t− r)∆u(r) dr

∥∥∥∥
β

≤
∫ t

s

g(t− r)||∆S(r)ψ||β dr

≤
∫ t

s

g(t− r)||S(r)∆ψ||β dr
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≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ t

s

g(t− r)r−αβ(1 + γr)αβ dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)s
−αβ(1 + γt)αβ

∫ t

s

g(t− r) dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)s
−αβ(1 + γt)αβ

∫ t−s

0

g(r) dr

≤
M‖∆ψ‖Lq(Ω)s

−αβ(1 + γt)αβ

Γ(α)

∫ t−s

0

rα−1e−γr dr

≤
M‖∆ψ‖Lq(Ω)s

−αβ(1 + γt)αβ

Γ(α)

∫ t−s

0

rα−1 dr

≤
M‖∆ψ‖Lq(Ω)s

−αβ(1 + γt)αβ

Γ(α)
lim
b→0

rα

α

∣∣∣∣∣
t−s

b

≤
M‖∆ψ‖Lq(Ω)s

−αβ(1 + γt)αβ

Γ(α)
lim
b→0

[(t− s)α − bα]

≤
M‖∆ψ‖Lq(Ω)s

−αβ(1 + γt)αβ

Γ(α + 1)
(t− s)α,

e

∥∥∥∥∫ s

0

(g(t− r)− g(s− r))∆u(r) dr

∥∥∥∥
β

≤
∫ s

0

|(g(t− r)− g(s− r))| ‖∆S(r)ψ‖β dr

≤
∫ s

0

|(g(t− r)− g(s− r))| ‖S(r)∆ψ‖β dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)

∫ s

0

(g(s− r)− g(t− r))r−αβ(1 + γr)αβ dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ
∫ s

0

(
(s− r)α−1e−γ(s−r)

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−r)

Γ(α)

)
r−αβ dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ
∫ s

0

(
(s− r)α−1e−γ(s−r)

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)e−γ(s−r)

Γ(α)

)
r−αβ dr
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≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ
∫ s

0

e−γ(s−r)
(

(s− r)α−1

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)

Γ(α)

)
r−αβ dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ
∫ s

0

(
(s− r)α−1

Γ(α)
− (t− r)α−1e−γ(t−s)

Γ(α)

)
r−αβ dr

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ

(∫ s

0

(s− r)α−1

Γ(α)
r−αβ dr − e−γ(t−s)

∫ s

0

(t− r)α−1

Γ(α)
r−αβ dr

)

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ

(
sα−1

∫ s

0

(1− r
s
)α−1

Γ(α)
r−αβ dr

− e−γ(t−s)tα−1

∫ s

0

(1− r
t
)α−1

Γ(α)
r−αβ dr

)

≤M‖∆ψ‖Lq(Ω)(1 + γs)αβ

(
sα−αβ

∫ 1

0

(1− r)α−1

Γ(α)
r−αβ dr

− e−γ(t−s)tα−αβ
∫ s

t

0

(1− r)α−1

Γ(α)
r−αβ dr

)
.

Fazendo s → t−, vemos que ||u(t) − u(s)||β → 0. Analogamente, mostra-se o caso

s > t. Isso mostra a continuidade forte de S(t) em escala de Potências Fracionárias

associadas ao Operador Laplaciano, para t > 0.
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3 Condições locais

3.1 Introdução

Como motivações para o estudo deste Caṕıtulo, podemos citar o artigo de Brezis e

Cazenave (61), no qual eles abordam a existência local para o Problema
ut −∆u = |u|p−1u, em (0, T )× Ω

u(t, x) = 0, em (0, T )× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), em Ω

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, p > 1 e u0 ∈ Lq(Ω). E também temos

os trabalhos de Cuevas e Lizama (4) e de Prüss e colaboradores (5), onde no primeiro

eles estudam soluções quase automórficas para equações integrais e o último trabalha

com equações não isotérmicas do tipo Cahn- Hilliard, ambos com núcleo fracionário do

mesmo tipo que trabalhamos. Além desses, em (3), Cuevas e Lizama estudam soluções

S−assintoticamente ω−periódicas para equações integrais de Volterra.

3.2 Existência da solução

Consideraremos o Problema (5) com dado inicial u0 ∈ Lq(Ω).

Seja (−∆)β a realização de −∆ em Eβ
q . Então,

(−∆)β : D((−∆)β) = Eβ+1
q ⊂ Eβ

q → Eβ
q

é uma isometria de Eβ+1
q em Eβ

q (62) e um operador setorial.

Como queremos analisar a existência de solução em Lq(Ω), denotaremos Xβ
q :=

Eβ−1
q , β ∈ R. Observe que os Espaços de Potências Fracionárias associados à

(−∆)q := (−∆)−1 : X1
q ⊂ X0

q → X0
q
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satisfazem (63)

Xβ
q ↪→ Lr(Ω), r ≤ nq

n+ 2q − 2qβ
, 1 ≤ β ≤ 2q + n

2q
,

X1
q = Lq(Ω),

Xβ
q ←↩ Lr(Ω), r ≥ nq

n+ 2q − 2qβ
,

2q′ − n
2q′

< β ≤ 1.

(11)

Utilizaremos a seguinte Definição de solução para o Problema (5).

Definição 3.1. Seja τ > 0. Então

i) u : [0, τ ] → Lq(Ω) é chamada solução branda do Problema (5) em [0, τ ], se

u ∈ C([0, τ ];Lq(Ω)) e para todo t ∈ [0, τ ],

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds,

onde f(u(s)) = |u(s)|ρ−1u(s).

ii) u : [0, τ) → Lq(Ω) é chamada solução branda do Problema (5) em [0, τ), se para

qualquer τ ′ ∈ [0, τ), u for uma solução branda para (5) em [0, τ ′].

Observação 3.2. A não linearidade f : R → R, dada por f(u) = |u|ρ−1u, induz uma

aplicação de X1 em Xβ satisfazendo as seguintes desigualdades:

‖f(u)− f(v)‖Xβ
q
≤ c‖u− v‖X1

q
(‖u‖ρ−1

X1
q

+ ‖v‖ρ−1
X1
q

+ 1)

e

‖f(u)‖Xβ
q
≤ c(‖u‖ρX1

q
+ 1),

para algum c > 0, com max{1− n
2q′
, 0} < β < 1 e 1 < ρ ≤ 1 + 2

n
(q − βq).

Demonstração. De fato, f : R→ R satisfaz a seguinte desigualdade

|f(u)− f(v)| ≤ c|u− v|(|u|ρ−1 + |v|ρ−1 + 1).

Utilizando a desigualdade de Hölder, obtemos

‖f(u)− f(v)‖Lr(Ω) ≤ c‖u− v‖Lρr(Ω)(‖u‖ρ−1
Lρr(Ω) + ‖v‖ρ−1

Lρr(Ω) + 1). (12)
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Assim, f aplica Lr(Ω) em Lρr(Ω).

Como max{1− n
2q′
, 0} < β < 1, utilizando (11) temos que

L
nq

n+2q−2βq (Ω) ↪→ Xβ
q . (13)

Além disso, de 1 < ρ ≤ 1 + 2
n
(q − βq), conclúımos que

ρnq

n+ 2q − 2βq
≤ q, logo

L
ρnq

n+2q−2βq (Ω)←↩ Lq(Ω). (14)

Tomando u, v ∈ X1
q = Lq(Ω) e utilizando (12), (13) e (14), obtemos

‖f(u)− f(v)‖Xβ
q
≤ c‖f(u)− f(v)‖

L
nq

n+2q−2βq (Ω)

≤ c‖u− v‖
L

ρnq
n+2q−2βq (Ω)

(‖u‖ρ−1

L
ρnq

n+2q−2βq (Ω)
+ ‖v‖ρ−1

L
ρnq

n+2q−2βq (Ω)
+ 1)

≤ c‖u− v‖X1
q
(‖u‖ρ−1

X1
q

+ ‖v‖ρ−1
X1
q

+ 1)

e

‖f(u)‖Xβ
q
≤ c‖f(u)‖

L
nq

n+2q−2βq (Ω)

≤ c‖u‖ρ
L

ρnq
n+2q−2βq (Ω)

≤ c‖u‖ρX1
q

≤ c(‖u‖ρX1
q

+ 1).

Agora estamos prontos para demonstrar o resultado principal desta seção.

Teorema 3.3. Sejam α ∈ (0, 1), max{1− n
2q′
, 0} < β < 1, 1 < ρ ≤ 1+ 2

n
(q−βq), u0 ∈ X1

q

e h : (0,∞) → X1
q uma função cont́ınua tal que ‖h(s)‖X1

q
≤ ksϕ, para algum k > 0 e

ϕ > −1. Então, existe uma constante τ0 > 0 e uma única solução branda u ∈ C([0, τ0];X1
q )

do Problema (5). Além disso, para todo 0 < θ < β

u ∈ C((0, τ0];X1+θ
q )
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e

‖tαθu(t)‖X1+θ
q
→ 0, quando t→ 0+.

Demonstração. Seja µ > 0 tal que ‖u0‖X1
q
<
µ

2
e consideremos τ0 > 0 de tal forma que,

para todo t ∈ (0, τ0],

•‖S(t)u0‖X1
q
≤ µ

2
,

•Nk t
ϕ+1

ϕ+ 1
<
µ

4
,

•M(1 + γt)α(1−β)c(R + 1)
t−α(1−β)+1

1− α(1− β)
< min

{
µ

4
,
1

4

}
,

onde R = max{µρ, 2µρ−1}.

Observe que podemos tomar ‖S(t)u0‖X1
q
≤ µ

2
, pela continuidade forte de S(t).

Consideremos o conjunto

K(τ0) = {u ∈ C([0, τ0];X1
q ) : sup

0≤s≤τ0
‖u(s)‖X1

q
≤ µ}.

Definiremos sobre K(τ0) o operador

Tu(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds

e mostraremos que K(τ0) é T−invariante.

Sejam t′ ∈ (0, τ0] e {tn}n∈N ⊂ [0, t′] com lim
n→∞

tn = t′. Assim,

‖Tu(tn)− Tu(t′)‖X1
q
≤ ‖(S(tn)− S(t′))u0‖X1

q

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1
q
ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1
q
ds

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1
q
ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1
q
ds

:= J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n) + J5(n).
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Analisaremos cada parcela Ji(n), onde i = 1, 2, 3, 4, 5.

• J1(n)→ 0 quando n→∞, pela continuidade forte de {S(t)}t≥0 em X1
q .

• ‖(S(tn − s) − S(t′ − s))f(u(s))‖X1
q
→ 0, quando n → ∞, pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 em X1
q . Além disso,

‖(S(tn − s)− S(t′ − s)) f(u(s))‖X1
q

≤M(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

+ M(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

≤Mc(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1),

cujo último termo da desigualdade anterior é integrável em s sobre o intervalo (0, tn).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, J2(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J3(n):

J3(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1
q
ds

≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(µρ + 1)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(µρ + 1)

(
−(t′ − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t′

tn

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(µρ + 1)
(t′ − tn)1−α(1−β)

1− α(1− β)

→ 0,

quando n→∞.
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• Observe que

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1
q
≤ 2Nksϕ,

a qual é integrável em s sobre (0, tn). Utilizando o mesmo argumento de J2(n), temos que

J4(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J5(n):

J5(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1
q
ds

≤ N

∫ t′

tn

‖h(s)‖X1
q
ds

≤ N

∫ t′

tn

ksϕ ds

≤ Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
t′

tn

≤ Nk

(
(t′)ϕ+1

ϕ+ 1
− tϕ+1

n

ϕ+ 1

)
→ 0,

quando n→∞.

Portanto,

lim
n→∞

‖Tu(tn)− Tu(t′)‖X1
q

= 0.

De forma análoga, mostra-se o caso t′ ∈ [0, τ0) e tn → (t′)+. E, consequentemente,

Tu ∈ C([0, τ0];X1
q ).

Suponhamos agora que u ∈ K(τ0) e seja t ∈ [0, τ0]. Assim,

‖Tu(t)‖X1
q
≤ ‖S(t)u0‖X1

q
+

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s))‖X1
q
ds+

∫ t

0

‖S(t− s)h(s)‖X1
q
ds

≤ µ

2
+M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds+Nk

∫ t

0

sϕ ds

≤ µ

2
+Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds+Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
t

0

≤ µ

2
+Mc(1 + γt)α(1−β)(µρ + 1)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β) ds+Nk
tϕ+1

ϕ+ 1
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≤ µ

2
+Mc(1 + γt)α(1−β)(µρ + 1)

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

+
µ

4

≤ µ

2
+Mc(1 + γt)α(1−β)(µρ + 1)

t1−α(1−β)

1− α(1− β)
+
µ

4

≤ µ

2
+
µ

4
+
µ

4
= µ.

Afirmação: T é uma contração sobre K(τ0).

De fato, se u, v ∈ K(τ0), temos que

‖Tu(t)− Tv(t)‖X1
q
≤
∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)(f(u(s))− f(v(s))) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(u(s))− f(v(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖u(s)− v(s)‖X1
q

(
‖u(s)‖ρ−1

X1
q

+ ‖v(s)‖ρ−1
X1
q

+ 1

)
ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β)(2µρ−1 + 1) sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

∫ t

0

(t− s)−α(1−β) ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β)(2µρ−1 + 1) sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

≤Mc(1 + γt)α(1−β)(2µρ−1 + 1) sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

t1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤ 1

4
sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q
.

Logo, T é uma contração sobre K(τ0) e assim, possui um único ponto fixo u ∈ K(τ0).

Para provar a unicidade da solução em C([0, τ0];X1
q ), seja v ∈ C([0, τ0];X1

q ) outra
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solução branda do Problema (5). Então, para todo t ∈ [0, τ0],

‖u(t)− v(t)‖X1
q
≤
∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)(f(u(s))− f(v(s))) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(u(s))− f(v(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖u(s)− v(s)‖X1
q

(
‖u(s)‖ρ−1

X1
q

+ ‖v(s)‖ρ−1
X1
q

+ 1

)
ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρ−1
X1
q

+ ‖v(t)‖ρ−1
X1
q

+ 1)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖u(s)− v(s)‖X1
q
ds

≤Mc sup
t∈[0,τ0]

[
(1 + γt)α(1−β)(‖u(t)‖ρ−1

X1
q

+ ‖v(t)‖ρ−1
X1
q

+ 1)
]

×
∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖u(s)− v(s)‖X1
q
ds.

Pelo Lema de Gronwall Singular ‖u(t) − v(t)‖X1
q

= 0, para todo t ∈ [0, τ0]. Logo,

temos a unicidade da solução branda em C([0, τ0];X1
q ).

Consideremos agora 0 < θ < β. Para todo t ∈ (0, τ0],

‖u(t)‖X1+θ
q
≤ ‖S(t)u0‖X1+θ

q
+

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds+

∫ t

0

‖S(t− s)h(s)‖X1+θ
q

ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+Mc(1 + γt)α(1+θ−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

+ Mk(1 + γt)αθ
∫ t

0

(t− s)−αθsϕ ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

×
∫ t

0

(t− s)−α(1+θ−β) ds+ Mkt−αθ(1 + γt)αθ
∫ t

0

(
1− s

t

)−αθ
sϕ ds
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≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

×
(
−(t− s)−α(1+θ−β)+1

1− α(1 + θ − β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

+ Mkt−αθ+ϕ+1(1 + γt)αθ
∫ 1

0

(1− s)−αθsϕ ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
t−α(1+θ−β)+1

1− α(1 + θ − β)

+ Mkt−αθ+ϕ+1(1 + γt)αθB(1− αθ, ϕ+ 1).

Logo, u : (0, τ0]→ X1+θ
q está bem definida.

Note, pela estimativa acima, que para t > 0,

tαθ‖u(t)‖X1+θ
q

≤ tαθ‖S(t)u0‖X1+θ
q

+Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

× t−α(1−β)+1

1− α(1 + θ − β)
+ Mktϕ+1(1 + γt)αθB(1− αθ, ϕ+ 1)

→ 0,

quando t→ 0+.

Afirmação: u ∈ C((0, τ0];X1+θ
q ).

Seja t′ ∈ (0, τ0] e consideremos (tn)n∈N ⊂ (0, t′] tal que lim
n→∞

tn = t′. Então

‖u(tn)− u(t′)‖X1+θ
q

≤ ‖(S(tn)− S(t′))u0‖X1+θ
q

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q

ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1+θ
q

ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1+θ
q

ds

:= J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n) + J5(n).

Analisaremos cada parcela Ji(n), onde i = 1, 2, 3, 4, 5.

• J1(n)→ 0 quando n→∞, pela continuidade forte de {S(t)}t≥0 em X1+θ
q .
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• ‖(S(tn − s) − S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q
→ 0 quando n → ∞, pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 em X1+θ
q . Além disso,

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q

≤M(tn − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(tn − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

+ M(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

≤Mc(tn − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(tn − s))α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1),

cujo último termo da desigualdade anterior é integrável em s sobre o intervalo (0, tn).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, J2(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J3(n):

J3(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds

≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1+θ−β) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

(
−(t′ − s)1−α(1+θ−β)

1− α(1 + θ − β)

) ∣∣∣∣∣
t′

tn

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ0]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
(t′ − tn)1−α(1+θ−β)

1− α(1 + θ − β)

→ 0,

quando n→∞.

• Observe que

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1+θ
q

≤M(tn − s)−αθ(1 + γ(tn − s))αθ‖h(s)‖X1
q

+ M(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθ‖h(s)‖X1
q
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≤Mk(tn − s)−αθ(1 + γ(tn − s))αθsϕ

+ Mk(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθsϕ,

a qual é integrável em s sobre (0, tn). Utilizando o mesmo argumento de J2(n), temos que

J4(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J5(n):

J5(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1+θ
q

ds

≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθ‖h(s)‖X1
q

≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ
∫ t′

tn

(t′ − s)−αθsϕ ds

≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ(t′)−αθ
∫ t′

tn

(
1− s

t′

)−αθ
sϕ ds

≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ(t′)−αθ+ϕ+1

∫ 1

tn
t′

(1− s)−αθsϕ ds

→ 0,

quando n→∞.

Portanto,

lim
n→∞

‖u(tn)− u(t′)‖X1+θ
q

= 0.

De forma análoga, mostra-se o caso t′ ∈ (0, τ0) e tn → (t′)+. E, consequentemente,

u ∈ C((0, τ0];X1+θ
q ).

3.2.1 Continuação da Solução

O próximo passo é mostrar que a solução branda do Problema (5) tem uma única

continuação para um intervalo maior de existência.

Definição 3.4. Sejam u : [0, τ ] → X1
q uma solução branda do Problema (5) e T > 0.

Dizemos que v : [0, τ+T ]→ X1
q é uma continuação de u em [0, τ+T ], se v é outra solução

branda do Problema (5).
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Teorema 3.5. Sob as mesmas condições do Teorema (3.3), sejam τ0 > 0 e u : [0, τ0] →

X1
q a solução branda do Problema (5). Então, existe T > 0 e uma única continuação u∗

de u em [0, τ0 + T ].

Demonstração. Para µ > 0 fixado, consideremos T > 0 tal que para todo t ∈ [τ0, τ0 + T ],

•‖S(t)u0 − S(τ0)u0‖X1
q
≤ µ

5
,

•
∥∥∥∥∫ τ0

0

(S(t− s)− S(τ0 − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ µ

5
,

•
∥∥∥∥∫ τ0

0

(S(t− s)− S(τ0 − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ µ

5
,

•M(1 + γ(t− τ0))α(1−β) (t−τ0)1−α(1−β)

1−α(1−β)

[
cµ((µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + ‖u(τ0)‖ρ−1

X1
q

+ 1)

+ ‖f(u(τ0))‖Xβ
q

]
≤ µ

5
,

•Nk
(
tϕ+1 − τϕ+1

0

ϕ+ 1

)
≤ µ

5
.

Seja K o conjunto de todas as funções w ∈ C([0, τ0 + T ];X1
q ) tais que w(t) = u(t)

para todo t ∈ [0, τ0] e

‖w(t)− u(τ0)‖X1
q
≤ µ, para todo t ∈ [τ0, τ0 + T ].

Defina o operador Λ sobre K por

Λw(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(w(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds.

Afirmação: Λ está bem definido.

De fato, se w ∈ K, então para todo t ∈ [τ0, τ0 + T ],

‖Λw(t)− u(τ0)‖X1
q
≤ ‖S(t)u0 − S(τ0)u0‖X1

q
+

∥∥∥∥∫ τ0

0

(S(t− s)− S(τ0 − s))f(w(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q
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+

∥∥∥∥∫ τ0

0

(S(t− s)− S(τ0 − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ t

τ0

S(t− s)f(w(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ t

τ0

S(t− s)h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ µ

5
+
µ

5
+
µ

5
+M

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(w(s))‖Xβ
q
ds+Nk

∫ t

τ0

sϕ ds

≤ 3µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖f(w(s))− f(u(τ0))‖Xβ
q
ds

+

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖f(u(τ0))‖Xβ
q
ds

]
+Nk

sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
t

τ0

≤ 3µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖f(w(s))− f(u(τ0))‖Xβ
q
ds

+

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖f(u(τ0))‖Xβ
q
ds

]
+Nk

(tϕ+1 − τϕ+1
0 )

ϕ+ 1

≤ 3µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[
c

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖w(s)− u(τ0)‖X1
q
(‖w(s)‖ρ−1

X1
q

+‖u(τ0)‖ρ−1
X1
q

+ 1) ds+ ‖f(u(τ0))‖Xβ
q

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β) ds

]
+
µ

5

≤ 4µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[
cµ

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)

(
(‖w(s)− u(τ0)‖X1

q

+‖u(τ0)‖X1
q
)ρ−1 + ‖u(τ0)‖ρ−1

X1
q

+ 1

)
ds+ ‖f(u(τ0))‖Xβ

q

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

τ0

]

≤ 4µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[
cµ

(
(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + ‖u(τ0)‖ρ−1

X1
q

+ 1

)
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×
∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β) ds+ ‖f(u(τ0))‖Xβ
q

(t− τ0)1−α(1−β)

1− α(1− β)

]

≤ 4µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[
cµ

(
(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + ‖u(τ0)‖ρ−1

X1
q

+ 1

)

×
(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

τ0

+ ‖f(u(τ0))‖Xβ
q

(t− τ0)1−α(1−β)

1− α(1− β)

]

≤ 4µ

5
+M(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

[
cµ

(
(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + ‖u(τ0)‖ρ−1

X1
q

+ 1

)

×(t− τ0)1−α(1−β)

1− α(1− β)
+ ‖f(u(τ0))‖Xβ

q

(t− τ0)1−α(1−β)

1− α(1− β)

]

≤ 4µ

5
+
µ

5
= µ.

Afirmação: Λw ∈ C([0, τ0 + T ];X1
q ).

Seja τ ∈ [τ0, τ0 + T ) e consideremos (tn)n∈N ⊂ [τ, τ0 + T ] tal que lim
n→∞

tn = τ. Então,

‖Λw(tn)− Λw(τ)‖X1
q
≤ ‖S(tn)u0 − S(τ)u0‖X1

+

∥∥∥∥∫ τ

0

(S(tn − s)− S(τ − s))f(w(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ τ

0

(S(tn − s)− S(τ − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

τ

S(tn − s)f(w(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

τ

S(tn − s)h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

:= J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n) + J5(n).

Analisaremos cada parcela Ji(n), com i = 1, 2, 3, 4, 5.
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• J1(n)→ 0 quando n→∞, pois {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınua sobre X1
q .

• Para J2(n), observe que

‖(S(tn − s)− S(τ − s))f(w(s))‖X1
q

≤M(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)‖f(w(s))‖Xβ
q

+ M(τ − s)−α(1−β)(1 + γ(τ − s))α(1−β)‖f(w(s))‖Xβ
q

≤Mc(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)(‖w(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(τ − s)−α(1−β)(1 + γ(τ − s))α(1−β)(‖w(s)‖ρX1
q

+ 1)

≤Mc(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β) sup
s∈[0,τ ]

(‖w(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(τ − s)−α(1−β)(1 + γ(τ − s))α(1−β) sup
s∈[0,τ ]

(‖w(s)‖ρX1
q

+ 1).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada e pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 sobre X1
q , temos que J2(n)→ 0, quando n→∞.

• Para J3(n), note que

‖(S(tn − s)− S(τ − s))h(s)‖X1
q
≤ 2Nksϕ.

Novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada e pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 sobre X1
q , temos que J3(n)→ 0, quando n→∞.

• Para J4(n)

J4(n) ≤M

∫ tn

τ

(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)‖f(w(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γ(tn − τ))α(1−β)

∫ tn

τ

(tn − s)−α(1−β)(‖w(s)‖ρX1
q

+ 1) ds
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≤Mc(1 + γ(tn − τ))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

(‖w(t)‖ρX1
q

+ 1)

∫ tn

τ

(tn − s)−α(1−β) ds

≤Mc(1 + γ(tn − τ))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

(‖w(t)‖ρX1
q

+ 1)

(
−(tn − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
tn

τ

≤Mc(1 + γ(tn − τ))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

(‖w(t)‖ρX1
q

+ 1)
(tn − τ)1−α(1−β)

1− α(1− β)

→ 0,

quando n→∞.

• Para J5(n),

J5(n) ≤ Nk

∫ tn

τ

sϕ ds

≤ Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
tn

τ

≤ Nk
(tϕ+1
n − τϕ+1

n )

ϕ+ 1

→ 0,

quando n→∞.

Portanto, lim
n→∞

‖Λw(tn)− Λw(τ)‖X1
q

= 0.

De modo similar, mostra-se o caso τ ∈ (τ0, τ0 + T ] e (tn)n∈N ⊂ [τ0, τ ]. E,

consequentemente, Λw ∈ K, se w ∈ K.

Em seguida, mostraremos que Λ é uma contração.

Se v, w ∈ K, então

‖Λv(t)− Λw(t)‖X1
q

= 0, quando t ∈ [0, τ0]

e

‖Λv(t)− Λw(t)‖X1
q
≤
∫ t

τ0

‖S(t− s)(f(v(s))− f(w(s)))‖X1
q
ds

≤M

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(v(s))− f(w(s))‖Xβ
q
ds
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≤Mc(1 + γ(t− τ0))α(1−β)

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)‖v(s)− w(s)‖X1
q

×
(
‖v(s)‖ρ−1

X1
q

+ ‖w(s)‖ρ−1
X1
q

+ 1
)
ds

≤Mc(1 + γ(t− τ0))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

‖v(t)− w(t)‖X1
q

∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β)

×
(

(‖v(s)− u(τ0)‖X1
q

+ ‖u(τ0)‖X1
q
)ρ−1 + (‖w(s)− u(τ0)‖X1

q
+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + 1

)
ds

≤Mc(1 + γ(t− τ0))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

‖v(t)− w(t)‖X1
q
[2(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + 1]

×
∫ t

τ0

(t− s)−α(1−β) ds

≤Mc(1 + γ(t− τ0))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

‖v(t)− w(t)‖X1
q
[2(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + 1]

×
(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

τ0

≤Mc(1 + γ(t− τ0))α(1−β) sup
t∈[0,τ0+T ]

‖v(t)− w(t)‖X1
q
[2(µ+ ‖u(τ0)‖X1

q
)ρ−1 + 1]

×(t− τ0)1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤ 2

5
sup

t∈[0,τ0+T ]

‖v(t)− w(t)‖X1
q
.

Dessa forma, Λ é uma contração sobre K e, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

Λ tem um único ponto fixo sobre K, o qual é uma continuação da solução branda em

[0, τ0 + T ].

Para mostrar a unicidade, suponha que v, w ∈ C([0, τ0 + T ];X1
q ) são continuações

da solução em [0, τ0 + T ]. Note que w(t) = v(t), para todo t ∈ [0, τ0].
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Se t ∈ [τ0, τ0 + T ], temos

‖w(t)− v(t)‖X1
q
≤
∫ t

0

‖S(t− s)(f(w(s))− f(v(s)))‖X1
q
ds

≤M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(w(s))− f(v(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖w(s)− v(s)‖X1
q

(
‖w(s)‖ρ−1

X1
q

+ ‖v(s)‖ρ−1
X1
q

+ 1
)
ds

≤Mc sup
t∈[τ0,τ0+T ]

(1 + γt)α(1−β)(‖w(t)‖ρ−1
X1
q

+ ‖v(t)‖ρ−1
X1
q

+ 1)

×
∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖w(s)− v(s)‖X1
q
ds.

Assim, pelo Lema de Gronwall Singular, temos que ‖w(t)− v(t)‖X1
q

= 0, para todo

t ∈ [τ0, τ0 + T ].

3.2.2 Alternativa de Blow-up

O resultado a seguir diz respeito à existência global ou explosão da solução branda em

tempo finito.

Teorema 3.6. Sejam as mesmas condições do Teorema (3.3). Se u é a solução branda

do Problema (5) com um tempo maximal τmax < +∞, então

lim
t→τ−max

sup ‖u(t)‖X1
q

=∞.

Demonstração. Suponhamos que existe R > 0 tal que ‖u(t)‖X1
q
≤ R, para todo

t ∈ [0, τmax). Consideremos (tj)j∈N tal que tj → τ−max quando j → ∞. Dado ε > 0

tome N ∈ N tal que para quaisquer n,m ≥ N,

•‖S(tn)u0 − S(tm)u0‖X1
q
≤ ε

5
,

•
∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(τmax − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ ε

10
,
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•
∥∥∥∥∫ tn

0

(S(τmax − s)− S(tm − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ ε

10
,

•
∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(τmax − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ ε

10
,

•
∥∥∥∥∫ tn

0

(S(τmax − s)− S(tm − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ ε

10
,

•Nk (tϕ+1
m − tϕ+1

n )

ϕ+ 1
≤ ε

5
,

•Mc(1 + γ(tm − tn))α(1−β)(Rρ + 1)
(tm − tn)1−α(1−β)

1− α(1− β)
≤ ε

5
.

Supomos, sem perda de generalidade, tn < tm. Assim,

‖u(tn)− u(tm)‖X1
q
≤ ‖S(tn)u0 − S(tm)u0‖X1

q

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(tm − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(tm − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tm

tn

S(tm − s)f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tm

tn

S(tm − s)f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

≤ ε

5
+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(τmax − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(τmax − s)− S(tm − s))f(u(s)) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(tn − s)− S(τmax − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q

+

∥∥∥∥∫ tn

0

(S(τmax − s)− S(tm − s))h(s) ds

∥∥∥∥
X1
q
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+ M

∫ tm

tn

(tm − s)−α(1−β)(1 + γ(tm − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds+Nk

∫ tm

tn

sϕ ds

≤ ε

5
+

ε

10
+

ε

10
+

ε

10
+

ε

10

+ Mc(1 + γ(tm − tn))α(1−β)

∫ tm

tn

(tm − s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds+Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
tm

tn

≤ 6ε

10
+Mc(1 + γ(tm − tn))α(1−β)(‖R‖ρX1

q
+ 1)

∫ tm

tn

(tm − s)−α(1−β) ds

+ Nk
(tϕ+1
m − tϕ+1

n )

ϕ+ 1

≤ 6ε

10
+
ε

5
+Mc(1 + γ(tm − tn))α(1−β)(‖R‖ρX1

q
+ 1)

(
−(tm − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
tm

tn

≤ 8ε

10
+Mc(1 + γ(tm − tn))α(1−β)(‖R‖ρX1

q
+ 1)

(tm − tn)1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤ 8ε

10
+
ε

5
= ε.

Portanto, (u(tn))n∈N ⊂ X1
q é uma sequência de Cauchy e assim, existe ũ ∈ X1

q tal

que lim
n→∞

u(tn) = ũ. Logo, podemos estender u sobre [0, τmax], obtendo a equação

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds,

para todo t ∈ [0, τmax]. Mas, pelo Teorema (3.5), podemos estender a solução para um

intervalo maior e isto gera uma contradição.

Assim, pelos Teoremas (3.3), (3.5) e (3.6), podemos concluir o próximo resultado.

Corolário 3.7. Sejam as mesmas condições do Teorema (3.3). Então, existe uma

constante τmax > 0 e uma única solução branda u ∈ C([0, τmax);X
1
q ) da equação (6).

Se τmax < +∞, então

lim
t→τ−max

sup ‖u(t)‖X1
q

=∞.
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Além disso, u ∈ C((0, τ ];X1+θ
q ), para todo 0 < θ < β e todo τ < τmax. E por fim,

tαθ‖u(t)‖X1+θ
q
→ 0, quando t→ 0,

para todo 0 < θ < β.
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4 Condições não locais

4.1 Introdução

O estudo de equações de evolução com condições iniciais não locais iniciou-se nos anos

80 com aplicações em elasticidade e viscoelasticidade em materiais com memória. O que

se faz quando se trabalha com condições deste tipo é incorporar mais informações, pois

as condições iniciais são trocadas por condições dependentes do estado. Sendo assim,

mais precisa para medidas f́ısicas do que as condições clássicas. Para maiores detalhes,

recomendamos (64).

4.1.1 Uma famı́lia de equações de Volterra com condições não locais

Inspirados em (18), estudaremos o mesmo Problema do Caṕıtulo 2, porém trocando a

condição inicial local por uma condição não local:



ut =

∫ t

0

dg(s)∆u(t− s, x) + |u|ρ−1u+ h(t), em (0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em (0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x) +
k̃∑
i=1

βi(x)u(Ti, x), em Ω

(15)

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, Ti ∈ (0,∞), são números reais fixados,

βi : Ω → R, i = 1, . . . , k̃, são funções cont́ınuas e h satisfazendo condições definidas

posteriormente.

Note que o Problema (15) pode ser visto como a seguinte equação integral

u(t) = j(u) +

∫ t

0

g(t− s)∆u(s) ds+

∫ t

0

f(u(s)) ds+

∫ t

0

h(s) ds, t ≥ 0, (16)

onde ∆ é o Operador Laplaciano com condições de fronteira de Dirichlet em Ω, f(u(s)) =

|u(s)|ρ−1u(s) e j(u) = u0 +
k̃∑
i=1

βi(x)u(Ti).

De forma análoga ao que foi feito no Caṕıtulo 2, definimos solução branda para o

Problema (15).

Definição 4.1. Seja τ > 0. Uma função u : [0, τ ]→ X1
q é chamada solução branda local
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para o Problema (15) em [0, τ ], se u ∈ C([0, τ ];X1
q ) e para todo t ∈ [0, τ ],

u(t) = S(t)u0 +
k̃∑
i=1

βiS(t)u(Ti) +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds.

Teorema 4.2. Sejam α ∈ (0, 1), τ ∈ (0,∞), tal que Ti ≤ τ < ∞, i = 1, . . . , k̃, u0 ∈

X1
q , h : (0,∞) → X1

q uma função cont́ınua tal que ‖h(s)‖X1
q
≤ ksϕ, para algum

k > 0, ϕ > −1 e βi : Ω → R funções limitadas. Se c > 0 e ‖βi‖∞ são suficientemente

pequenos, então o Problema (15), tem no mı́nimo uma solução branda u ∈ C([0, τ ];X1
q ).

Se u é uma solução branda, então para todo t > 0 e 0 < θ < β,

u ∈ C((0, τ ];X1+θ
q )

e

‖tαθu(t)‖X1+θ
q
→ 0, quando t→ 0+.

Além disso, se n ≥ q, então o conjunto

{u(t) : 0 < t ≤ τ} ⊂ X1
q

é compacto.

Demonstração. Seja r > 0 tal que

‖u0‖X1
q
<

r

4N
.

Consideremos Br o espaço

Br = {v ∈ C([0, τ ];X1
q )/ sup

0≤s≤τ
‖v(s)‖X1

q
≤ r}.

Definiremos sobre Br o operador

Tu(t) = S(t)j(u) +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)h(s) ds,

onde j(u) = u0 +
k̃∑
i=1

βiu(Ti).
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Mostraremos que Br é T−invariante. Para isto, sejam t′ ∈ (0, τ ] e {tn}n∈N ⊂ [0, t′],

com lim
n→∞

tn = t′. Assim,

‖Tu(tn)− Tu(t′)‖X1
q
≤ ‖(S(tn)− S(t′))j(u)‖X1

q

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1
q
ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1
q
ds

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1
q
ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1
q
ds

:= J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n) + J5(n).

Analisaremos cada parcela Ji(n), onde i = 1, 2, 3, 4, 5.

• J1(n)→ 0 quando n→∞, pela continuidade forte de {S(t)}t≥0 em X1
q .

• ‖(S(tn − s) − S(t′ − s))f(u(s))‖X1
q
→ 0, quando n → ∞, pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 em X1
q . Além disso,

‖(S(tn − s)− S(t′ − s)) f(u(s))‖X1
q

≤M(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

+ M(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

≤Mc(tn − s)−α(1−β)(1 + γ(tn − s))α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1),

cujo último termo da desigualdade anterior é integrável em s sobre o intervalo (0, tn). Logo,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, J2(n)→ 0, quando n→∞.

• Para J3(n):

J3(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1
q
ds

≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β)(1 + γ(t′ − s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds
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≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(rρ + 1)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(rρ + 1)

(
−(t′ − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t′

tn

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)(rρ + 1)
(t′ − tn)1−α(1−β)

1− α(1− β)

→ 0,

quando n→∞.

• Observe que

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1
q
≤ 2Nksϕ,

a qual é integrável em s sobre (0, tn). Utilizando o mesmo argumento de J2(n), temos que

J4(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J5(n):

J5(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1
q
ds

≤ N

∫ t′

tn

‖h(s)‖X1
q
ds

≤ N

∫ t′

tn

ksϕ ds

≤ Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
t′

tn

≤ Nk

(
(t′)ϕ+1

ϕ+ 1
− tϕ+1

n

ϕ+ 1

)
→ 0,

quando n→∞.

Portanto,

lim
n→∞

‖Tu(tn)− Tu(t′)‖X1
q

= 0.
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De forma análoga, mostra-se o caso t′ ∈ [0, τ) e tn → (t′)+. E, consequentemente,

Tu ∈ C([0, τ ];X1
q ).

Suponhamos agora que u ∈ Br e seja t ∈ [0, τ ]. Assim,

‖Tu(t)‖X1
q
≤ ‖S(t)j(u)‖X1

q
+

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s))‖X1
q
ds+

∫ t

0

‖S(t− s)h(s)‖X1
q
ds

≤ ‖S(t)u0‖X1
q

+

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βiS(t)u(Ti)

∥∥∥∥∥∥
X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds+Nk

∫ t

0

sϕ ds

≤ N‖u0‖X1
q

+N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds+Nk
sϕ+1

ϕ+ 1

∣∣∣∣∣
t

0

≤ N‖u0‖X1
q

+Nr
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ +Mc(1 + γt)α(1−β)(rρ + 1)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β) ds+Nk
tϕ+1

ϕ+ 1

≤ N‖u0‖X1
q

+Nr

k̃∑
i=1

‖βi‖∞ +Mc(1 + γt)α(1−β)(rρ + 1)

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

+ Nk
tϕ+1

ϕ+ 1

≤ N‖u0‖X1
q

+Nr
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ +Mc(1 + γt)α(1−β)(rρ + 1)
t1−α(1−β)

1− α(1− β)
+Nk

tϕ+1

ϕ+ 1

≤ N‖u0‖X1
q

+Nr
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ +Mc(1 + γτ)α(1−β)(rρ + 1)
τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
+Nk

τϕ+1

ϕ+ 1

≤ r

4
+
r

4
+
r

4
+
r

4
= r,



Caṕıtulo 4. Condições não locais 72

se

•
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ <
1

4N
,

• 0 < c <
1− α(1− β)

4M(1 + γτ)α(1−β)τ 1−α(1−β)
· r

(rρ + 1)
,

• Nk τ
ϕ+1

ϕ+ 1
<
r

4
.

Logo, T (Br) ⊂ Br.

Afirmação: Se c > 0 é suficientemente pequeno, o operador T é uma contração sobre

Br.

De fato, se u, v ∈ Br, temos que

‖Tu(t)− Tv(t)‖X1
q
≤

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βiS(t)(u(Ti)− v(Ti))

∥∥∥∥∥∥
X1
q

+

∫ t

0

‖S(t− s)(f(u(s))− f(v(s)))‖X1
q
ds

≤ N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(u(s))− f(v(s))‖Xβ
q
ds

≤ N

k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖u(s)− v(s)‖X1
q

(
‖u(s)‖ρ−1

X1
q

+ ‖v(s)‖ρ−1
X1
q

+ 1

)
ds

≤ N

k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1−β)(2rρ−1 + 1) sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

∫ t

0

(t− s)−α(1−β) ds
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≤ N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1−β)(2rρ−1 + 1) sup
t∈[0,τ0]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

≤ N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1−β)(2µρ−1 + 1)

× sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

t1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤

N k̃∑
i=1

‖βi‖∞ +Mc(1 + γτ)α(1−β)(2rρ−1 + 1)
τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)

 sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

≤
(

1

4
+

1

4

)
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

≤ 1

2
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q
,

desde que

0 < c <
1− α(1− β)

4M(1 + γτ)α(1−β)τ 1−α(1−β)
· 1

(2rρ−1 + 1)
.

Logo, T é uma 1
2
−contração.

Portanto, se considerarmos βi como anteriormente e

0 < c <
1− α(1− β)

4M(1 + γτ)α(1−β)τ 1−α(1−β)
L(r),

onde

L(r) = min

{
r

rρ + 1
,

1

2ρ−1 + 1

}
,

segue, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, que T tem um ponto fixo u em Br, o qual

é uma solução branda para o Problema (15).

Consideremos agora u ∈ C([0, τ ];X1
q ) uma solução branda do Problema (15) e
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0 < θ < β. Para todo t ∈ (0, τ ],

‖u(t)‖X1+θ
q

≤ ‖S(t)u0‖X1+θ
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖S(t)u(Ti)‖X1+θ
q

+

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds

+

∫ t

0

‖S(t− s)h(s)‖X1+θ
q

ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u(Ti)‖X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t− s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds

+ M

∫ t

0

(t− s)−αθ(1 + γ(t− s))αθ‖h(s)‖X1
q
ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1+θ−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

+ Mk(1 + γt)αθ
∫ t

0

(t− s)−αθsϕ ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

∫ t

0

(t− s)−α(1+θ−β) ds

+ Mkt−αθ(1 + γt)αθ
∫ t

0

(
1− s

t

)−αθ
sϕ ds
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≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

(
−(t− s)−α(1+θ−β)+1

1− α(1 + θ − β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

+ Mkt−αθ+ϕ+1(1 + γt)αθ
∫ 1

0

(1− s)−αθsϕ ds

≤Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u0‖X1
q

+
k̃∑
i=1

‖βi‖∞Mt−αθ(1 + γt)αθ‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
t−α(1+θ−β)+1

1− α(1 + θ − β)

+ Mkt−αθ+ϕ+1(1 + γt)αθB(1− αθ, ϕ+ 1).

Logo, u : (0, τ ] → X1+θ
q está bem definida. Note que, pela estimativa acima, para

t > 0,

tαθ‖u(t)‖X1+θ
q

≤ tαθ‖S(t)u0‖X1+θ
q

+ tαθ
k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖S(t)u(Ti)‖X1+θ
q

+ Mc(1 + γt)α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
t−α(1+θ−β)+1

1− α(1 + θ − β)

+ Mktϕ+1(1 + γt)αθB(1− αθ, ϕ+ 1)

→ 0,

quando t→ 0+.

Afirmação: u ∈ C((0, τ ];X1+θ
q ).

Seja t′ ∈ (0, τ ] e consideremos (tn)n∈N ⊂ (0, t′] tal que lim
n→∞

tn = t′. Então

‖u(tn)− u(t′)‖X1+θ
q

≤ ‖(S(tn)− S(t′))u0‖X1+θ
q

+

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βi(S(tn)− S(t′))u(Ti)

∥∥∥∥∥∥
X1+θ
q
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+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q

ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds

+

∫ tn

0

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1+θ
q

ds

+

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1+θ
q

ds

:= J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n) + J5(n) + J6(n).

Analisaremos cada parcela Ji(n), onde i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

• J1(n)→ 0 quando n→∞, pela continuidade forte de {S(t)}t≥0 em X1+θ
q .

• J2(n) ≤
k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖(S(tn)− S(t′))u(Ti)‖X1+θ
q
.

Logo, J2(n)→ 0 quando n→∞, pela continuidade forte de {S(t)}t≥0 em X1+θ
q .

• ‖(S(tn − s) − S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q
→ 0, quando n → ∞, pela continuidade forte de

{S(t)}t≥0 em X1+θ
q . Além disso,

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))f(u(s))‖X1+θ
q

≤M(tn − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(tn − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

+ M(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q

≤Mc(tn − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(tn − s))α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1)

+ Mc(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1),

cujo último termo da desigualdade anterior é integrável em s sobre o intervalo (0, tn). Logo,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, J3(n)→ 0, quando n→∞.

• Para J4(n):

J4(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)f(u(s))‖X1+θ
q

ds
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≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1+θ−β)(1 + γ(t′ − s))α(1+θ−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1−β)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

∫ t′

tn

(t′ − s)−α(1+θ−β) ds

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

(
−(t′ − s)1−α(1+θ−β)

1− α(1 + θ − β)

) ∣∣∣∣∣
t′

tn

≤Mc(1 + γ(t′ − tn))α(1+θ−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
(t′ − tn)1−α(1+θ−β)

1− α(1 + θ − β)

→ 0,

quando n→∞.

• Observe que

‖(S(tn − s)− S(t′ − s))h(s)‖X1+θ
q

≤M(tn − s)−αθ(1 + γ(tn − s))αθ‖h(s)‖X1
q

+ M(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθ‖h(s)‖X1
q

≤Mk(tn − s)−αθ(1 + γ(tn − s))αθsϕ

+ Mk(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθsϕ,

a qual é integrável em s sobre (0, tn). Utilizando o mesmo argumento de J3(n), temos que

J5(n)→ 0 quando n→∞.

• Para J6(n):

J6(n) =

∫ t′

tn

‖S(t′ − s)h(s)‖X1+θ
q

ds

≤M

∫ t′

tn

(t′ − s)−αθ(1 + γ(t′ − s))αθ‖h(s)‖X1
q

≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ
∫ t′

tn

(t′ − s)−αθsϕ ds
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≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ(t′)−αθ
∫ t′

tn

(
1− s

t′

)−αθ
sϕ ds

≤Mk(1 + γ(t′ − tn))αθ(t′)−αθ+ϕ+1

∫ 1

tn
t′

(1− s)−αθsϕ ds

→ 0,

quando n→∞.

Portanto,

lim
n→∞

‖u(tn)− u(t′)‖X1+θ
q

= 0.

De forma análoga, mostra-se o caso t′ ∈ (0, τ) e tn → (t′)+. E, consequentemente,

u ∈ C((0, τ ];X1+θ
q ).

Para finalizar a demonstração, consideremos α′ ∈ (1, β + 1) e 0 < τ0 < τ. Para todo

t ∈ [τ0, τ ],

‖u(t)‖Xα′
q
≤ ‖S(t)u0‖Xα′

q
+

∥∥∥∥∥∥S(t)
k̃∑
i=1

βiu(Ti)

∥∥∥∥∥∥
Xα′
q

+

∫ t

0

‖S(t− s)f(u(s))‖Xα′
q
ds

+

∫ t

0

‖S(t− s)h(s)‖Xα′
q
ds

≤Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)‖u0‖X1
q

+ Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(α′−β)(1 + γ(t− s))α(α′−β)‖f(u(s))‖Xβ
q
ds

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(α′−1)(1 + γ(t− s))α(α′−1)‖h(s)‖X1
q
ds

≤Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)‖u0‖X1
q

+ Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q
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+ Mc(1 + γt)α(α′−β)

∫ t

0

(t− s)−α(α′−β)(‖u(s)‖ρX1
q

+ 1) ds

+ Mk(1 + γt)α(α′−1)

∫ t

0

(t− s)−α(α′−1)sϕ ds

≤Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)‖u0‖X1
q

+ Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(α′−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

∫ t

0

(t− s)−α(α′−β) ds

+ Mk(1 + γt)α(α′−1)t−α(α′−1)

∫ t

0

(
1− s

t

)−α(α′−1)

sϕ ds

≤Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)‖u0‖X1
q

+Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(α′−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)

(
−(t− s)1−α(α′−β)

1− α(α′ − β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

+ Mk(1 + γt)α(α′−1)t−α(α′−1)+1+ϕ

∫ 1

0

(1− s)−α(α′−1)sϕ ds

≤Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)‖u0‖X1
q

+Mt−α(α′−1)(1 + γt)α(α′−1)

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖u(Ti)‖X1
q

+ Mc(1 + γt)α(α′−β) sup
t∈[0,τ ]

(‖u(t)‖ρX1
q

+ 1)
t1−α(α′−β)

1− α(α′ − β)

+ Mk(1 + γt)α(α′−1)t−α(α′−1)+1+ϕB(1− α(α′ − 1), ϕ+ 1).

Isso prova que {u(t) : t ∈ [τ0, τ ]} é um conjunto limitado de Xα′
q . Como n ≥ q, temos,

pelo Teorema (1.3) de Rellich-Kondrachov, que Xα′
q ↪→ X1

q é uma inclusão compacta.

Portanto, segue o resultado.
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4.2 Propriedades Topológicas do Conjunto Solução

Motivados por (52), (35) e (65), estudaremos, nesta seção, as propriedades topológicas

do conjunto solução do seguinte Problema:



ut =

∫ t

0

dg(s)∆u(t− s, x) + f(t, u), em (0,∞)× Ω

u(t, x) = 0, em (0,∞)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x) +
k̃∑
i=1

βi(x)u(Ti, x), em Ω

(17)

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave e limitado, Ti ∈ (0,∞), são números reais fixados,

βi : Ω→ R, i = 1, . . . , k̃, são funções cont́ınuas e f sob condições definidas posteriormente.

Observação 4.3. Como vimos na subseção anterior, não temos a unicidade da solução

branda em Lq(Ω) para o Problema (15), pois a técnica do Lema de Gronwall Singular

não pode ser aplicada, devido ao modo pelo qual definimos o operador T. Sendo assim,

modificamos o termo não linear, afim de analisar os ganhos obtidos com essa modificação.

O termo não linear em (17) é definido de (0,∞) × R → R e induz uma aplicação

f : [0, τ ]×X1
q → Xβ

q satisfazendo as seguintes condições.

(H1) Seja f : [0, τ ]×X1
q → Xβ

q .

(i) A função f(t, ·) : X1
q → Xβ

q é cont́ınua para quase todo t ∈ [0, τ ] e a função

f(·, ψ) : [0, τ ]→ Xβ
q é fortemente mensurável para todo ψ ∈ X1

q .

(ii) Existem m ∈ C([0, τ ]; [0,∞)) e uma função não decrescente ω : [0,∞)→ (0,∞) tal

que ‖f(t, ψ)‖Xβ
q
≤ m(t) ω(‖ψ‖X1

q
), para todo (t, ψ) ∈ [0, τ ]×X1

q .

(H2) Para todo t ∈ [0, τ ] e r > 0, o conjunto {f(s, ψ) : s ∈ [0, t], ‖ψ‖X1
q
≤ r} é

relativamente compacto em Xβ
q .

Consideremos, por exemplo, a função f(t, ψ) = m(t)h(ψ), onde m : [0, τ ]× R→ R

e h : R→ R são cont́ınuas e existem constantes b1, b2 ∈ R∗+, satisfazendo

|h(ψ)| ≤ b1|ψ|+ b2.

Motivados pelas definições de soluções brandas apresentadas anteriormente,

definimos solução branda para o Problema (17).
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Definição 4.4. Seja τ > 0. Então

i) u : [0, τ ] → X1
q é chamada solução branda do Problema (17) em [0, τ ], quando

u ∈ C([0, τ ];X1
q ) e para todo t ∈ [0, τ ],

u(t) = S(t)u0 +
k̃∑
i=1

βiS(t)u(Ti) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds.

ii) u : [0, τ) → X1
q é chamada solução branda do Problema (17) em [0, τ), se para

qualquer τ ′ ∈ [0, τ), u for uma solução branda para (17) em [0, τ ′].

Para facilitar a notação, denotaremos

‖β‖∞ := sup
i∈{1,2,...,k̃}

‖βi‖∞.

Teorema 4.5. Se as hipóteses (H1) e (H2) são satisfeitas,

Nk̃‖β‖∞ < 1

e
M(1 + γτ)α(1−β)τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
sup
t∈[0,τ ]

m(t) lim inf
r→∞

ω(r)

r
< 1,

então o Problema (17) tem uma solução branda. Além disso, se

Nk̃‖β‖∞ +M(1 + γτ)α(1−β) τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
sup
t∈[0,τ ]

m(t) lim sup
ξ→∞

ω(ξ)

ξ
< 1,

então o conjunto S, formado por todas as soluções brandas de (17), é compacto em

C([0, τ ];X1
q ).

Demonstração. Seja U = {u : u ∈ C([0, τ ];X1
q )}, munido da norma

‖u‖U = sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q
.

Defina Γ : U → U por:

Γu(t) = S(t)j(u) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds,
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onde j(u) = u0 +
k̃∑
i=1

βiu(Ti).

Afirmação: Γ(U) ⊂ U.

Note que

‖Γu(t+ h)− Γu(t)‖X1
q
≤ ‖(S(t+ h)− S(t))j(u)‖X1

q

+

∫ t

0

‖(S(t+ h− s)− S(t− s))f(s, u(s))‖X1
q
ds

+

∫ t+h

t

‖S(t+ h− s)f(s, u(s))‖X1
q
ds

:= J1 + J2 + J3.

Analisaremos cada parcela separadamente.

• J1 → 0, quando h→ 0+, pois {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınua em X1
q .

• Note que

‖(S(t+ h− s) −S(t− s))f(s, u(s))‖X1
q

≤M(t+ h− s)−α(1−β)(1 + γ(t+ h− s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q

+ M(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q

≤M(t+ h− s)−α(1−β)(1 + γ(t+ h− s))α(1−β)m(s) ω(‖u(s)‖X1
q
)

+ M(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)m(s) ω(‖u(s)‖X1
q
).

Como {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınua em X1
q , podemos usar o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue e obter J2 → 0 quando h→ 0+.

• Para J3 temos

J3 ≤M

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)(1 + γ(t+ h− s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q
ds

≤M(1 + γh)α(1−β)

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)m(s) ω(‖u(s)‖X1
q
) ds

≤M(1 + γh)α(1−β) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)m(s) ds
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≤M(1 + γh)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β) ds

≤M(1 + γh)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)(
−(t+ h− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t+h

t

≤M(1 + γh)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)
h1−α(1−β)

1− α(1− β)

→ 0

quando h→ 0+.

Logo, ‖Γu(t+h)−Γu(t)‖X1
q
→ 0 quando h→ 0+. Isto conclui a prova da afirmação.

Consideremos Br := Br(0, U) como sendo a bola fechada em U com centro 0 e raio

r > 0.

Mostraremos que existe r > 0 tal que Γ(Br) ⊂ Br.

Suponhamos o contrário, isto é, para todo r > 0, existem ur ∈ Br e tr ∈ [0, τ ] tal

que

r < ‖Γur(tr)‖X1
q
.

Mas,

‖Γur(tr)‖X1
q
≤

∥∥∥∥∥∥S(tr)u0 +
k̃∑
i=1

βiS(tr)ur(Ti)

∥∥∥∥∥∥
X1
q

+

∫ tr

0

‖S(tr − s)f(s, ur(s))‖X1
q
ds

≤ N‖u0‖X1
q

+N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+M

∫ tr

0

(tr − s)−α(1−β)(1 + γ(tr − s))α(1−β)‖f(s, ur(s))‖Xβ
q
ds

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+ M(1 + γtr)α(1−β)

∫ tr

0

(tr − s)−α(1−β)m(s) ω(‖ur(s)‖X1
q
) ds
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≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+ M(1 + γtr)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)

∫ tr

0

(tr − s)−α(1−β) ds

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)

(
−(tr − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
tr

0

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)
(tr)1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)
τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Isto implica

1 ≤

(
N‖u0‖X1

q
+Nk̃‖β‖∞ sup

t∈[0,τ ]

‖ur(t)‖X1
q

)
r−1

+
M(1 + γτ)α(1−β)τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
sup
t∈[0,τ ]

m(t)
ω(r)

r
,

o que contraria nossa hipótese.

Dessa forma, seja r > 0, tal que Γ(Br) ⊂ Br. Para provarmos que Γ é um operador

condensante, consideremos a decomposição à seguir

Γ = Γ1 + Γ2,

onde

Γ1u(t) = S(t)j(u)
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e

Γ2u(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds,

para todo t ∈ [0, τ ].

Afirmação: Γ1 é uma contração em Br.

De fato, dados u, v ∈ Br,

‖Γ1u(t)− Γ1v(t)‖X1
q
≤

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βiS(t)(u(Ti)− v(Ti))

∥∥∥∥∥∥
X1
q

≤
k̃∑
i=1

‖βi‖∞N‖u(Ti)− v(Ti)‖X1
q

≤
k̃∑
i=1

‖βi‖∞N sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q

≤ Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)− v(t)‖X1
q
.

Isto conclui a afirmação.

Afirmação: Γ é um operador cont́ınuo.

Sejam {un}n∈N ⊂ U e u ∈ U tal que un → u em U, quando n→∞.

Observe que

‖Γun(t) −Γu(t)‖X1
q
≤

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βiS(t)(un(Ti)− u(Ti))

∥∥∥∥∥∥
X1
q

+

∫ t

0

‖S(t− s)(f(s, un(s))− f(s, u(s)))‖X1
q
ds

≤
k̃∑
i=1

‖βi‖∞N‖un(Ti)− u(Ti)‖X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖Xβ
q
ds

≤
k̃∑
i=1

‖βi‖∞N sup
t∈[0,τ ]

‖un(t)− u(t)‖X1
q

+ M(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖Xβ
q
ds.
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Como un → u, temos que, dado ε > 0, existe m1 ∈ N tal que se n ≥ m1,

sup
t∈[0,τ ]

‖un(t)− u(t)‖X1
q
<

ε

2Nk̃‖β‖∞
.

Além disso, pela hipótese (H1), temos que, existe m2 ∈ N tal que se n ≥ m2, então

‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖Xβ
q
<

ε(1− α(1− β))

2τ 1−α(1−β)M(1 + γτ)α(1−β)
.

Logo, tomando m = max{m1,m2}, se n ≥ m obtemos

‖Γun(t)− Γu(t)‖X1
q
< ε.

Portanto, Γ é cont́ınuo.

Afirmação: Γ2(Br) é equicont́ınuo em [0, τ ].

Sejam 0 < ε < t < τ e 0 < δ < ε tal que

‖S(t+ h)z − S(t)z‖X1
q
≤ ε,

para todo h ∈ (0, δ) e z ∈ {f(s, ψ) : s ∈ [0, t], ‖ψ‖X1
q
≤ r}. Sob essas condições, para

u ∈ Br, obtemos

‖Γ2u(t+ h)− Γ2u(t)‖X1
q
≤
∫ t

0

‖(S(t+ h− s)− S(t− s))f(s, u(s))‖X1
q
ds

+

∫ t+h

t

‖S(t+ h− s)f(s, u(s))‖X1
q
ds

≤ εt+M

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)(1 + γ(t+ h− s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q
ds

≤ ετ +M(1 + γh)α(1−β)

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)m(s) ω(‖u(s)‖X1
q
) ds

≤ ετ +M(1 + γh)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β) ds

≤ ετ +M(1 + γh)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)

(
−(t+ h− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t+h

t
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≤ ετ +M(1 + γh)α(1−β) ω(r) sup
t∈[0,τ ]

m(t)
h1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Isto mostra que o conjunto Γ2(Br) é equicont́ınuo à direita em t ∈ (0, τ). De forma

análoga, mostra-se a equicontinuidade à esquerda em t ∈ (0, τ ] e a equicontinuidade à

direita de zero. Portanto, Γ2(Br) é equicont́ınuo em [0, τ ].

Afirmação: Γ2(Br)(t) é relativamente compacto em X1
q .

O caso t = 0 é óbvio. Sejam u ∈ Br e ε > 0 tal que 0 < ε < t ≤ τ. Dessa forma,

Γ2u(t) =

∫ t−ε

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds+

∫ t

t−ε
S(t− s)f(s, u(s)) ds ∈ (t− ε)c̄o(K) + Cε,

(18)

com

K = {S(t− θ)f(θ, ψ) : θ ∈ [0, t− ε], ‖ψ‖X1
q
≤ r}

e

Cε =

{∫ t

t−ε
S(t− s)f(s, u(s)) ds; u ∈ Br

}
.

Sejam u, v ∈ Br, então∥∥∥∥∥
∫ t

t−ε
S(t− s) f(s, u(s)) ds−

∫ t

t−ε
S(t− s)f(s, v(s)) ds

∥∥∥∥∥
X1
q

≤M

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ

q
ds

+ M

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, v(s))‖Xβ

q
ds

≤M(1 + γε)α(1−β)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)m(s) ω(‖u(s)‖X1

q
) ds

+ M(1 + γε)α(1−β)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)m(s) ω(‖v(s)‖X1

q
) ds

≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(r)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β) ds
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≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(r)

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

t−ε

≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(r)
ε1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Assim,

diam Cε ≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(r)
ε1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Aplicando a medida de não compacidade de Kuratowski ou de Hausdorff em (18),

temos que Γ2 é relativamente compacto em X1
q .

Portanto, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli, Γ2 é completamente cont́ınuo. E,

consequentemente, o Problema (17) tem uma solução branda.

Falta mostrar que o conjunto S é limitado. Para isto, suponha o contrário, isto é,

que exista uma sequência uj ∈ S tal que ‖uj‖ ≥ j ≥ 1.

Dessa forma,

‖uj(t)‖X1
q
≤ ‖S(t)u0‖X1

q
+

∥∥∥∥∥∥
k̃∑
i=1

βiS(t)uj(Ti)

∥∥∥∥∥∥
X1
q

+

∫ t

0

‖S(t− s)f(s, uj(s))‖X1
q
ds

≤ N‖u0‖X1
q

+N
k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖uj(Ti)‖X1
q

+ M

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, uj(s))‖Xβ
q
ds

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

+ M(1 + γt)α(1−β)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β)m(s) ω(‖uj(s)‖X1
q
) ds

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
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+ M(1 + γτ)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω( sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
)

∫ t

0

(t− s)−α(1−β) ds

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω( sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
)

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

0

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω( sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
)

t1−α(1−β)

1− α(1− β)

≤ N‖u0‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞ sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

+ M(1 + γτ)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω( sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
)

τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Logo,

1 ≤
N‖u0‖X1

q

sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

+Nk̃‖β‖∞

+

M(1 + γτ)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω( sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q
)

sup
t∈[0,τ ]

‖uj(t)‖X1
q

· τ 1−α(1−β)

1− α(1− β)
,

o que contraria nossa hipótese. Portanto, S é um conjunto limitado. Como Γ é

completamente cont́ınuo e Γ(S) = S, temos que S é compacto em C([0, τ ];X1
q ).

Já mostramos no Teorema (4.5) que o conjunto S, formado pelas soluções brandas

de (17), é não vazio e compacto. Queremos obter mais informações sobre este conjunto.

Para isto, consideremos as seguintes hipóteses:

(H1)′ A função f : [0, τ ]×X1
q → Xβ

q satisfaz as seguintes condições:

(i) A função f(t, ·) : X1
q → Xβ

q é cont́ınua para quase todo t ∈ [0, τ ] e a função

f(·, ψ) : [0, τ ]→ Xβ
q é fortemente mensurável para todo ψ ∈ X1

q .

(ii) Existem m ∈ C([0, τ ]; [0,∞)) e uma função cont́ınua, limitada e não decrescente ω :
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[0,∞)→ (0,∞) tal que ‖f(t, ψ)‖Xβ
q
≤ m(t) ω(‖ψ‖X1

q
), para todo (t, ψ) ∈ [0, τ ]×X1

q .

(H2)′ Para todo t ∈ [0, τ ], o conjunto {f(s, ψ) : s ∈ [0, t], ψ ∈ X1
q } é relativamente

compacto em Xβ
q .

Para um exemplo de função satisfazendo as hipóteses (H1′) e (H2′), consideremos

o exemplo dado anteriormente com a função h : R→ R sendo limitada.

Teorema 4.6. Se as hipóteses (H1)′ e (H2)′ são satisfeitas, então o conjunto S, formado

por todas as soluções brandas de (17), é um Rδ−conjunto.

Demonstração. Consideremos o operador Γ : C([0, τ ];X1
q ) → C([0, τ ];X1

q ), como na

demonstração anterior, definido por:

Γu(t) = S(t)u0 +
k̃∑
i=1

βiS(t)u(Ti) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds.

De forma análoga à demonstração do teorema anterior, pode-se mostrar que Γ está

bem definido e é cont́ınuo.

Afirmação: Γ satisfaz as condições do Lema (1.21).

Seja W uma vizinhança aberta de 0 em X1
q . Então, existe r > 0 tal que Br(0) ⊂ W.

Sejam t1, t2 ∈ R com 0 < t1 < t2 < τ e consideremos a seguinte estimativa

‖Γu(t1)− Γu(t2)‖X1
q
≤ ‖(S(t1)− S(t2))u0‖X1

q
+

k̃∑
i=1

‖βi‖∞‖(S(t1)− S(t2))u(Ti)‖X1
q

+

∫ t1

0

‖(S(t1 − s)− S(t2 − s))f(s, u(s))‖X1
q
ds

+

∫ t2

t1

‖S(t2 − s)f(s, u(s))‖X1
q
ds.

Como {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınuo em X1
q , existem δ1, δ2 > 0 tais que

‖(S(t1)− S(t2))u0‖X1
q
≤ r

4
, sempre que |t1 − t2| < δ1

e

‖(S(t1)− S(t2))u(Ti)‖X1
q
≤ r

4‖β‖∞k̃
, sempre que |t1 − t2| < δ2.
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Além disso, existe δ3 > 0 tal que

∫ t2

t1

‖S(t2 − s)f(s, u(s))‖X1
q
ds

≤M

∫ t2

t1

(t2 − s)−α(1−β)(1 + γ(t2 − s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q
ds

≤M(1 + γ(t2 − t1))α(1−β)

∫ t2

t1

(t2 − s)−α(1−β) m(s) ω
(
‖u(s)‖X1

q

)
ds

≤M(1 + γ(t2 − t1))α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)∫ t2

t1

(t2 − s)−α(1−β) ds

≤M(1 + γ(t2 − t1))α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)(
−(t2 − s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t2

t1

≤M(1 + γ(t2 − t1))α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)
(t2 − t1)1−α(1−β)

1− α(1− β)

<
r

4
,

sempre que |t1 − t2| < δ3.

Como

‖(S(t1 − s)− S(t2 − s)) f(s, u(s))‖X1
q

≤M(t1 − s)−α(1−β)(1 + γ(t1 − s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q

+ M(t2 − s)−α(1−β)(1 + γ(t2 − s))α(1−β)‖f(s, u(s))‖Xβ
q

≤M(t1 − s)−α(1−β)(1 + γ(t1 − s))α(1−β)m(s) ω
(
‖u(s)‖X1

q

)
+ M(t2 − s)−α(1−β)(1 + γ(t2 − s))α(1−β)m(s) ω

(
‖u(s)‖X1

q

)
e {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınuo emX1

q , temos, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, que existe δ4 > 0 tal que

∫ t1

0

‖(S(t1 − s)− S(t2 − s))f(s, u(s))‖X1
q
ds <

r

4
, sempre que |t1 − t2| < δ4.
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Assim, tomando δ = min{δ1, δ2, δ3, δ4}, temos que

‖Γu(t1)− Γu(t2)‖X1
q
< r, sempre que |t1 − t2| < δ.

Logo, Γu(t1)− Γu(t2) ∈ W.

As condições (ii) e (iii) do Lema (1.21) são claramente satisfeitas. Assim, existe uma

sequência (Γn)n∈N tal que I − Γn é um homeomorfismo de C([0, τ ];X1
q ) em C([0, τ ];X1

q )

e lim
n→∞

Γnu = Γu uniformemente em u ∈ C([0, τ ];X1
q ).

Definindo o operador T : C([0, τ ];X1
q )→ C([0, τ ];X1

q ) por

Tu = u− Γu,

a condição (ii) do Teorema (1.20) é verificada, considerando Tnu = u− Γnu.

Afirmação: T é próprio em 0 ∈ C([0, τ ];X1
q ).

Consideremos Z um conjunto compacto de C([0, τ ];X1
q ) e sejam

U = T−1(Z) e V = {un}n∈N ⊂ U.

Mostraremos que V é um conjunto relativamente compacto.

Como u = Tu+ Γu, para todo u ∈ C([0, τ ];X1
q ), tem-se

V (t) ⊂ TV (t) + ΓV (t) ⊂ Z(t) + ΓV (t)

e por Z ser compacto, aplicando a medida de não compacidade, obtemos

α(V (t)) ≤ α(ΓV (t)), t ∈ [0, τ ]. (19)

Sendo assim, basta mostrar que ΓV (t) é relativamente compacto, para cada t ∈

[0, τ ].

Para t = 0, temos que ΓV (0) = j(u), o qual é compacto. Para 0 < t ≤ τ, tomemos

ε > 0 tal que 0 < ε < t.
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Para cada un ∈ V, temos

Γun(t) = S(t)u0 +
k̃∑
i=1

βiS(t)un(Ti) +

∫ t−ε

0

S(t− s)f(s, un(s)) ds

+

∫ t

t−ε
S(t− s)f(s, un(s)) ds

∈ {S(t)u0}+


k̃∑
i=1

βiS(t)un(Ti)

+ (t− ε)c̄o(K) + Cε,

onde

K = {S(t− θ)f(θ, ψ) : θ ∈ [−0, t− ε], ψ ∈ X1
q }

e

diam Cε ≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(Ñ)
ε1−α(1−β)

1− α(1− β)

com

Ñ = max

{
sup
t∈[0,τ ]

‖un(t)‖X1
q
, sup
t∈[0,τ ]

‖un′(t)‖X1
q

}
.

De fato , se un, un′ ∈ V, temos∥∥∥∥∥
∫ t

t−ε
S(t− s) f(s, un(s)) ds−

∫ t

t−ε
S(t− s)f(s, un′(s)) ds

∥∥∥∥∥
X1
q

≤M

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, un(s))‖Xβ

q
ds

+ M

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)(1 + γ(t− s))α(1−β)‖f(s, un′(s))‖Xβ

q
ds

≤M(1 + γε)α(1−β)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)m(s) ω(‖un(s)‖X1

q
) ds

+ M(1 + γε)α(1−β)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β)m(s) ω(‖un′(s)‖X1

q
) ds

≤M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(Ñ)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β) ds
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+ M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(Ñ)

∫ t

t−ε
(t− s)−α(1−β) ds

≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(Ñ)

(
−(t− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t

t−ε

≤ 2M(1 + γε)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω(Ñ)
ε1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Como ε é arbitrário, podemos concluir que ΓV (t) é totalmente limitado e, assim,

relativamente compacto em X1
q , para todo t ∈ [0, τ ].

Afirmação: Γ é equicont́ınuo em V.

Note que

Γun(t+ h)− Γun(t) = (S(t+ h)− S(t))u0 +
k̃∑
i=1

βi(S(t+ h)− S(t))un(Ti)

+

∫ t

0

(S(t+ h− s)− S(t− s))f(s, un(s)) ds+

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s, un(s)) ds.

Como {S(t)}t≥0 é fortemente cont́ınua em X1
q , existem δ1, δ2, δ3 > 0 tais que

‖(S(t+ h)− S(t))u0‖X1
q
<
ε

4
, sempre que h ∈ (0, δ1),

‖(S(t+ h)− S(t))un(Ti)‖X1
q
<

ε

4‖β‖∞k̃
, sempre que h ∈ (0, δ2)

e

‖(S(t+ h− s)− S(t− s))f(s, un(s))‖X1
q
<

ε

4t
, sempre que h ∈ (0, δ3).

Além disso,

∫ t+h

t

‖S(t+ h− s)f(s, un(s))‖X1
q
ds

≤M

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β)(1 + γ(t+ h− s))α(1−β)‖f(s, un(s))‖Xβ
q
ds

≤M(1 + γh)α(1−β)

∫ t+h

t

(t+ h− s)−α(1−β) m(s) ω
(
‖un(s)‖X1

q

)
ds
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≤M(1 + γh)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)(
−(t+ h− s)1−α(1−β)

1− α(1− β)

) ∣∣∣∣∣
t+h

t

≤M(1 + γh)α(1−β) sup
t∈[0,τ ]

m(t) ω

(
sup
t∈[0,τ ]

‖u(t)‖X1
q

)
h1−α(1−β)

1− α(1− β)
.

Logo, existe δ4 > 0 tal que

∫ t+h

t

‖S(t+ h− s)f(s, un(s))‖X1
q
ds <

ε

4
, sempre que h ∈ (0, δ4).

Dessa forma, ‖Γun(t + h) − Γun(t)‖X1
q
< ε, sempre que 0 < h < min{δ1, δ2, δ3, δ4},

com δ independente de un ∈ V. E, consequentemente, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli,

conclúımos que ΓV é um conjunto relativamente compacto. Por (19), temos que V é

relativamente compacto. Assim, U é relativamente compacto e T é próprio em 0. Pelo

Teorema (1.20), T−1(0) é um Rδ−conjunto. Como T−1(0) coincide com S, segue que o

conjunto solução da equação (17) é um Rδ−conjunto.

Isso mostra que a menos de homotopia, a solução do problema (17) é única.
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2 PRÜSS, J. Maximal Regularity of Linear Vector-valued Parabolic Volterra Equations.
J. of Integral Equations and Applications, v. 3, n. 1, p. 63–83, 1991.

3 CUEVAS, C.; LIZAMA, C. s-asymptotically ω-periodic Solutions for Semilinear
Volterra Equations. Math. Methods Appl. Sci., v. 33, p. 1628–1636, 2010.

4 CUEVAS, C.; LIZAMA, C. Almost Automorphic Solutions to Integral Equations on
the Line. Semigroup Forum, v. 79, p. 461–472, 2009.
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