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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos o conjunto de equilibrios relativos nao-colineares do
problema de quatro corpos no plano complexo. Veremos que esse conjunto ¢ uma
subvariedade estratificada maximal de certa variedade algébrica real e provaremos a
unicidade do vetor massa normalizado associado a cada ponto dessa subvariedade. Por
meio de transformagoes de regularizacao, reduziremos a teoria de bifurcagoes de equilibrios
relativos ao estudo de uma correspondéncia algébrica entre variedades reais. Através dos
teoremas de finitude para variedades algébricas reais, provaremos que existe uma cota para
o numero de classes de equilibrios relativos nao-colineares valida para todas as massas

positivas no complementar de um subconjunto algébrico préprio no espago das massas.

Palavras-chave: Equilibrio Relativo. Finitude de Classes. Correspondéncia Algébrica.

Conjunto de Bifurcagoes.



ABSTRACT

In this work, we study the set of non-collinear relative equilibria in the four-
body problem in the complex plane. We will see that this set is a maximal
stratified submanifold in a real algebraic variety and prove the uniqueness of the
normalized vector mass associated with each point of this submanifold. By means of
regularization transformations, we reduce the bifurcation theory to the study of an
algebraic correspondence between real varieties. Through the theorems of finiteness
for real algebraic varieties, we prove that there is an upper bound for the number of
affine classes of non-collinear relative equilibria which holds for all positive masses in the

complement of a proper, algebraic subset of all masses.

Keywords: Relative Equilibria. Finiteness of Classes. Algebraic Correspondence.

Bifurcation Set.
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1 Introducao

Historicamente, as solucoes de equilibrios relativos do problema de N corpos foram
tema de pesquisa de muitos matematicos devido a suas propriedades peculiares. Entre
eles, grandes matemadticos como Euler(1767) e Lagrange(1772). Estes matematicos,
foram os responsaveis pela demonstracao da finitude de classes de equilibrios relativos
no problema de 3 corpos e também forneceram a classificacao dessas classes.

Para N = 2 s6 existe uma configuracao de equilibrios relativos e a mesma é colinear.
Agora, quando N = 3, existem apenas 5 classes de equivaléncia afim de equilibrios relativos
para qualquer escolha de m € (R*)3 (SIEGEL;MOSER, 1971). Duas dessas configuragoes
consistem na disposicao dos pontos ao longo dos vértices de um triangulo equilétero,
correspondendo ao arranjo dos pontos nos sentidos horario ou no anti-horario. Esse tipo
de configuracao foi encontrada por Lagrange(1772) . As outras trés configuracoes sao
colineares e cada uma delas provém de uma das trés disposi¢oes possiveis de trés pontos
ao longo de uma mesma reta a menos de reflexao. Os equilibrios relativos colineares
foram descobertos por Euler(1767). Nesse caso, a distancia entre os pontos nessas cinco
configuragoes é determinada pelo vetor massa positivo m. Para N > 4 nao existem
configuragdes que sao equilibrios relativos para massas arbitrarias (WINTNER, 1941).

Através da exploracao de simetrias para reduzir o numero de variaveis, muitas solugoes
especiais tem sido encontradas. Moulton provou a existéncia de um tnico equilibrio
relativo colinear para cada uma das % permutagoes nao-equivalentes pelo grupo afim de
N pontos ao longo de uma reta, para qualquer escolha da massa m (MOULTON, 1910).
Esse resultado é uma generalizacao do obtido por Euler para N = 3. A existéncia de pelo
menos um equilibrio relativo para cada ordenamento foi por Lehmann-Filhe (1891).

A disposicao dos pontos nos vértices de um poligono regular é um equilibrio relativo

no caso de N massas iguais, e somente nesse caso (WINTNER, 1941; PERKO;WALTER,
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1984).  Além disso, configuragoes mais intrigantes envolvendo poligonos regulares
encaixados tem se mostrado equilibrios relativos quando as massas em cada vértice do
mesmo poligono sao iguais (LONGLEY, 1907) .

Outras formas de abordar esse problema tém sido utilizadas ao longo do tempo. Uma
delas é via Teoria de Morse, que tem sido aplicada com o intuito de obter cotas inferiores
para o numero de classes afins de equilibrios relativos validos para massas arbitrarias
(SMALE, 1971;PACELLA, 1972 ;PALMORE, 1975).

Essa teoria pode ser empregada porque a equagao (1.7) pode ser interpretada como
uma equagao para pontos criticos da func¢ao potencial U(z) sujeita a seguinte condigao

sobre o momento de inércia da posi¢ao inicial:

N
Y mjlzj - =1 (1.1)
p

onde, a constante A desempenha o papel de um multiplicador de Lagrange.

Seja (A1(C),0) o grupo de todas as transformagdes afins T': C - C dadas por
T(w) = aw+ b, onde a € C* e b € C, munido com a operagdo de composigdo. Esse
grupo é chamado de grupo afim.

Neste contexto, através da acao do grupo afim A;(C), passamos a uma variedade
quociente da variedade (1) e aplicamos Teoria de Morse para provar a existéncia de
equilibrios relativos nao-colineares para todo N natural e para todo m € (R¥)N. Além
disso, note que essa variedade quociente nao é compacta visto que tivemos que extrair
o conjunto colisao A de CV. Desse modo, um fato importante provado por Shub em
(SHUB,1971) mostra que para m positivo fixado podemos limitar o equilibrio relativo
associado longe de A, ou seja, existe uma vizinhanca de cada ponto do conjunto colisao
que nao possui nenhum equilibrio com massa m. Segue disso que, se os pontos criticos
de U(z) na variedade quociente sao isolados, entao deve existir apenas um nimero finito
deles.

Como o problema nao possui outras simetrias simples, isto é, propriedades geométricas
que permitem a reducao do nimero de variaveis, entao ¢ natural conjecturar, conforme
feito por S. Smale (1971), que o numero de equilibrios é finito para todo m positivo,
ou pelo menos para m fixo. A condicao de isolamento é satisfeita para m positivo se a
correspondente fungao U possui apenas pontos criticos nao-degenerados, isto €, se U é uma

funcao de Morse. Contudo, Palmore (1976) mostrou que isso nao é sempre verdade. O
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conjunto de massas para o qual ele conseguiu dar exemplos de pontos criticos degenerados
¢ de codimensao um no conjunto de todas as massas. Palmore também enunciou que
o conjunto de massas que admite pontos criticos degenerados possui medida nula no
conjunto de todas as massas.

Atualmente, o trabalho de Smale (1971) recebe um destaque especial nesse sentido
visto que o mesmo conjecturou a finitude genérica das classes de equilibrios relativos no
problema de N corpos para massas positivas arbitrarias. A partir dai, varios matematicos
contemporaneos passaram a atacar o problema e a busca por demonstracoes de finitude
de classes se intensificou. Albouy(1996) provou a finitude e forneceu a classificagdo para
as classes de equilibrios no problema de 4 corpos no plano com massas iguais. Hampton e
Moeckel(2006) provaram a finitude de classes de equilibrios para N =4 através do método
desenvolvido por Bernstein e algumas ferramentas de Algebra Computacional . Albouy e
Kaloshin (2012) demonstraram a finitude de classes de equilibrios para N =4 sem o uso
do computador . Embora esses resultados tenham sido muito importantes, o problema de
finitude geral para N > 5 ainda segue em aberto.

Muitos dos trabalhos descritos acima tratam do problema de determinar para cada
massa positiva m fixada os equilibrios relativos correspondentes. Outra abordagem do
problema consiste em perguntar quais vetores posicao z € CV \ A sdo equilibrios relativos
para alguma massa positiva m, e entao, dado um tal equilibrio determinar as massas
corrrespondentes. O estudo por meio dessa perspectiva foi iniciado por Dziobek (1900),
por MacMillan e Bartky (1932) no caso N = 4 e por Williams (1938) no caso N = 5. Dentre
os resultados obtidos por eles, existem caracterizagoes elegantes do conjunto de equilibrios
relativos nao-colineares e teoremas de unicidade para os vetores massa correspondentes.

Nessa dissertacao, baseada no artigo “Relative equilibria in the four body problem” de
Moeckel ( 1985), estudaremos minuciosamente a finitude de classes de equilibrios relativos
no problema de quatro corpos no plano complexo.

No capitulo 1, vamos estudar as solucoes de equilibrio relativo do problema de N corpos
no plano complexo. Nesse sentido, exibiremos equacgoes explicitas que caraterizam o
equilibrio relativo para todo N. Além disso, veremos os principais resultados da literatura
sobre essas solugoes. Por fim, transformaremos essas equacoes para equilibrios através
de procedimentos algébricos e exibiremos equacoes equivalentes no espaco das matrizes

antissimétricas para o caso em que N =4.
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No capitulo 2, veremos que o conjunto de equilibrios relativos nao-colineares para N = 4
é aberto no conjunto solucao de certas equacoes explicitas e veremos que o vetor massa
positivo associado a cada ponto desse conjunto é tinico no espago das massas normalizadas
(teoremas 2.5 e 2.6). A partir disso, aplicaremos esses resultados para estudar a teoria de
bifurcagoes de equilibrios relativos no problema de quatro corpos.

Neste contexto, analisaremos as equagdes para o conjunto de equililibrios relativos
nao-colineares. Veremos que essas equagcoes sao independentes e que esse conjunto ¢ uma
variedade analitica real (teorema 2.11). O teorema de unicidade do vetor massa fornecerd
uma aplicacao da variedade de equilibrios relativos no espaco normalizado de vetores
massa, que provaremos ser analitica real e prépria (teorema 2.9). A teoria de bifurcagoes
de equilibrios relativos sera posteriomente reduzida ao estudo dessa aplicagao.

No capitulo 3, usaremos transformagoes similares as descobertas por Levi-Civita
(1920) para eliminar as singularidades causadas por colisdes duplas. Aplicaremos essas
tranformacoes nas equacoes para equilibrios e veremos que a aplicacao descrita acima
sera substituida por uma aplicacao polinomial entre variedades algébricas reais. Isso nos
permitira utilizar as técnicas da Geometria Algébrica livremente.

Os principais resultados obtidos podem ser descritos como teoremas de finitude.
Mostraremos que o conjunto de equilibrios relativos nao-colineares possui um nimero
finito de componentes conexas (teorema 3.8). Essas componentes correspondem as
componentes conexas do diagrama de bifurca¢oes do problema. Além disso, como o espago
dos vetores massa positivos, (R*)%, ndo é compacto, fixaremos m € (R*)* e estudaremos
os equilibrios relativos correspondentes. Nesse sentido, provaremos que existe uma cota
para o numero de componentes conexas desse conjunto de equilibrios relativos que é
independente de m (teorema 3.10). Em particular, isso mostra que para todo m fixado
existe apenas um numero finito de classes de equilibrios relativos e que esse nimero nao
excede essa cota fixa.

O principal resultado do capitulo 3 diz respeito ao conjunto de bifurcacoes de
equilibrios relativos (teorema 3.16). Este conjunto é o complemento do conjunto de
massas que admitem apenas classes de equilibrios relativos nao-colineares. Além disso, o
conjunto de bifurcagoes estd contido em um subconjunto algébrico real préprio de (RX)?,
ou seja, um conjunto de zeros de polindomios nas massas. Por fim, mostramos também que

esse conjunto possui medida nula. Seu complementar é aberto e denso, e possui medida
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completa. Nesse complemento, a cota fixa fornecida pelo teorema 3.10 é vélida.



2 Equilibrios Relativos do
Problema de N Corpos no Plano

Complexo

Neste capitulo, definiremos o problema de N corpos no plano complexo por meio
das equacoes de Newton e descrevemos detalhadamente seus elementos, com énfase nas
solugoes de equilibrio relativo dessas equagoes. Em seguida, caracterizaremos tais solugoes
por meio de uma equacao explicita e, por fim, vamos obter equagoes equivalentes no espago

da matrizes complexas antissimétricas.

2.1 O Problema de N Corpos em C

O problema newtoniano de N corpos consiste no movimento de N particulas pontuais
sob a influéncia de suas forcas mutuas de atracao gravitacional. Nesta dissertagao,
vamos considerar o caso em que todas as particulas se movem em um plano real que
identificaremos com C. O vetor posicao z € CV é o vetor (z1, ..., zy), onde z; = xj+iy; € C
¢ a posigao da j—ésima particula. O vetor massa m € (R¥)N é (my,...,my), onde m; é a

massa da j—ésima particula. Em notagao complexa, as leis de Newton para o problema

Sao:
. oU
ijj = 28_2 (21)
onde
mgm; 0 0 an 0 8yj 1 ( 0 o, )
U= e —=— —2 4+ — . Z=_|—+7—.
1<kagen |2 = 24 0z; Oz; 0z; Oy; 0z; 2\0x; Oy,

13
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Neste contexto, devemos impor que z ¢ A, onde A = {w € CV : wy, = w; para algum
k + j} é chamado de conjunto de colisdo, a fim de garantir a boa-definicao da fungao
potencial U.

Agora, vamos reescrever a equagao (1.1) a fim de obter uma expressao mais facilmente

manipuldvel. Primeiro, note que

dy; 1<k<j<N

L - (%i)( > mkmjuxk—mj)?+<yk—yj>2]-%)

mEm; (2, — 2;)

= (2.2)
k=1,k#j |2k = 243
Desse modo, as equagoes de Newton em (1.1) tornam-se
Noomg(zk - 25
%= iz~ %) (2.3)

k=1,k+j |25 — Zj|3

Seja (A1(C),0) o grupo de todas as transformagdes afins T : C - C dadas por
T(w) = aw+ b, onde a € C* e b € C, munido com a operagdo de composigao. Esse
grupo é chamado de grupo afim.

A1 (C) age componente a componente em z € CV\A e as leis de Newton sao invariantes,
a menos de escala, por esta acao. Com efeito, aplicando T € A;(C) em um ponto z € CN\A

T(z;)-b
que satisfaz as equagoes de Newton, temos que T'(z;) = azj+b= z; = % para todo
1 <j < N. Agora vamos substituir esta expressao de z; em (1.3). Dali, as equagoes de

Newton com vetor massa positivo m, tornam-se

Pz =y, PTG -TE))
’ k=1k+j T (z1) = T'(2)P
Desse modo, devemos eliminar a constante |al?, e podemos fazer isso multiplicando
cada componente do vetor massa m por |a|™3. Assim, concluimos que a imagem das

componentes de z através de T satisfaz as equagoes de Newton com vetor massa |a|=>m.

Definigao 2.1. Para z € CN N\ A, a classe de equivaléncia de vetores posicao pela acao do

grupo afim [z] = {az+beCN N A:aeC*, beC} échamada de configuracdio de z.

Numa mesma configuracao, notemos que a forma da figura formada pelos pontos ¢é

constante, apenas seu tamanho e posi¢ao variam.
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Defini¢ao 2.2. Um movimento afim de N pontos é uma curva z(t) em C¥ \ A dada por
z;(t) = a(t)z;(0) +b(t); a(t) e C*,b(t)eC.

Assim, durante um movimento afim, a configuracao [2(0)] é constante.

Definicao 2.3. Um equilibrio relativo do problema de N corpos com vetor massa positivo
m é um vetor posigao z € CVN x A com a propriedade: existe um movimento afim z(t),

com z(0) = z, que satisfaz as equagoes de Newton.

Observe que se z é um equilibrio relativo, entao todo vetor posicao equivalente afim
de z também ¢é um equilibrio relativo. De fato, sejam z(¢) € C¥ \ A o movimento afim
associado a um equilibrio relativo z, com z;(t) = a(t)z; + b(t) e w = cz +d € [ ] arbitrario.

w—d ( ) (b(t) ba(t)) é o movimento afim

Entao, como z = vemos que w;(t) =
associado a w. Desse modo, é natural falarmos em conﬁgura(;oes de equilibrios relativos.

Agora, vamos caracterizar, por meio de equacoes explicitas, os equilibrios relativos
através do mesmo procedimento utilizado por Siegel e Moser (1971). Para isso, observemos
que a funcao potencial U possui a seguinte propriedade:

NoU N1 & omemy(zk - z5)
I
J k=1,k+j

j=1 |2k = 242
= 0.

Assim, através dessa propriedade de U, as leis de Newton aplicadas a um movimento afim

z;(t) = a(t)z; + b(t) nos fornecem

o
|

;mj%(t)

a(t) g;mjzj +b(t) g;mj.

N N
Agora, sejam M = ). m;, a massa total das N particulas e ¢ = M~! Y m;z;, o centro de
J=1 J=1

massa do vetor posicao inicial. Entao, a equagao acima torna-se:
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Consequentemente, como %;(t) = a(t)z; + b(t), temos

() = a(t)(z - o). (2.5)

Se substituirmos (1.5) nas equagdes de Newton em (1.3), obteremos:

B0z )= oy )

|a(t)? k=1k=j |2k — 24

la(t)PPa(t)
a(t)

Seja A o valor dessa constante. Assim, temos

Dessa equacao, segue que é independente do tempo e, portanto, constante.

i |A_| (2.6)
Az—c)= 3 M=), @.7)

k=1,k%j s Zj|3

A equagao (1.7) é uma condigao necesséria e suficiente para que um vetor posigao
z € CN N\ A seja um equilibrio relativo, enquanto as equagoes (1.4) e (1.6) determinam o
movimento afim correspondente.

A
Agora, seja V = —

jal

e facamos a = u + iv, onde u,v sao funcoes reais. Desse modo,

temos que

Au+iv)(u? +0?)72
Aa
jaf?

a.

Assim, a equagao (1.6) assume a forma

. OV
Q=2 (2.8)

A equagao (1.8) é simplesmente o problema de Kepler em notagdo complexa.
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Consequentemente, os possiveis movimentos a(t) descrevem segoes conicas com um foco
na origem obedecendo as leis de Kepler.
O movimento afim resultante z(t) = a(t)z; + b(t) pode ser descrito como segue.
Primeiro, note que o centro de massa c(t) = M~! ]EV:mjzj(t) das N particulas se move
j=1

uniformemente ao longo de alguma reta em C. De fato, calculando a segunda derivada

de ¢(t) em relagao a t, temos

&(t)

N
M1y myE(t)
j=1

= M —
j=1 0z,

= 0.

Segue disso que

C(t) :K1t+K0, com K07K1 e C.

Além disso, o movimento de cada particula em relacao ao centro de massa é dado por

Ri(t) = z(t)-c(t)

a(t)z; +b(t) - M™! g;mj(a(t)zj +b(t))

a(t)z; —a(t)M™' > mjz; +b(t) = b(t)M ™" > m;

j=1 j=1

a(t)z; —a(t)e+b(t) - b(t)M M
= a(t)(z - c).

Consequentemente,

Bi(t) = a(t)(z )

Portanto, o movimento de cada particula em relagao ao centro de massa é uma secao conica
e obedece as leis de Kepler. Desse modo, todas as /N secoes conicas sao semelhantes e
a posigao z(t) das N particulas é sempre similar ao vetor posigao inicial z. Como um
caso particular, temos as solugoes circulares do problema de Kepler. Entao, se z é um

equilibrio relativo, um possivel movimento afim pode ser descrito como o conjunto de
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particulas em rotacao uniforme em torno do centro de massa.

Exemplo 2.4. Quando N =2, todos os vetores posicao z € C? N A sao equivalentes pela
acao de A1(C). De fato, sejam z = (z1, 22),w = (w1, wy) € C2 N A arbitrdrios, o sistema
de equacgoes

az; +b=w

aze +b = wsy

W2 — Wy Wi 22 —Wa21

#0eb=—="—"—  Desse
22— 2 22— 2

modo, a aplica¢ao T : C - C dada por T'(x) = ax+b € tal que T'(z;) = w; comi=1,2 e como

nas varidveis a e b tem solucao unica dada por a =

a0, temosT € A1(C). Portanto, todo z € C2\A é um equilibrio relativo visto que existem
equilibrios relativos colineares e a equagao (1.7) € automaticamente satisfeita nesse caso.
Assim, para N =2, temos apenas uma classe de equivaléncia afim de equilibrios relativos.
Além disso, a discussdo feita anteriormente € apenas a reducao do problema de 2 corpos

ao problema de Kepler.

2.2 Caracterizacao de Equilibrios Relativos via
Matrizes Antissimétricas

Na secao 1.1, vimos que z € CN \ A é um equilibrio relativo para algum vetor massa
m € (R¥)N fixado se, e somente se, existe algum A € R tal que a equagao (1.7) é vélida.
Desse modo, de agora em diante, vamos dizer que z é um equilibrio relativo se (1.7) é
satisfeita para algum A e para algum m nessas condigoes.

Nosso objetivo consiste em caracterizar o conjunto de todos os equilibrios relativos do
problema de N corpos em C. Nesse sentido, ja sabemos que esse conjunto é invariante
atraves da acao do grupo afim e, algumas vezes, é mais conveniente considerar o conjunto
de todas as configuragoes (classes de equivaléncia afim) cujos representantes sao equilibrios
relativos. Estas classes serao chamadas de configuracoes de equilibrios relativos.

Para realizar a caracterizacao a que nos propomos é necessario transformar a equacgao
(1.7) de modo que o vetor massa m € (RX)V apareca da maneira mais simples possivel.

Para este fim, vamos definir, conforme feito em (MACMILLAN; BARTKY, 1932),

A= MIA, (2.9)
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N N
onde M = ¥ my, e recordar que ¢ = M1 ¥ myz;. Desse modo, de (1.7) segue que
k=1 k=1

(@n)
|
-
~
Q
|
@}
N—r
ES M Z
3
~~
N
ES
QN
N—

Il

=
>~
&

|

=
™M=
3
S
T

Z mi (2K — 25)| 2k — zj|‘3
1 k=1,k+j

ke
N N N
A mezy = Y miz) + Y m(zy - 2|z - 2l
=1 k=1 k=1 k+j

N N
A Z my(zj — z1,) + Z mk(zj—zk)|zj—zk|_3
k=1,k+j k=1,k+j
N

= > mu(zi— )|z -z + ).

k=1k+j

Agora, definindo Sj; = |z; — 2|2 + X e A, = Sju(2; — 2x), a igualdade acima torna-se

N
Z mkAjk:07
k=1,k#j
ou, equivalentemente,

0 A A o Ay mq 0

Ay 0 Agg - Agy mo 0

Az Az 0 = Asy || ms [=] 0
| Ayt Anz Anz - 0 | | my | | O

Por fim, seja A a matriz complexa N x N acima, concluimos que (1.7) é um sistema linear

e homogéneo. Vamos reescrever (1.7) como
Am =0, (2.10)
onde as entradas de A sao dadas por
Ajr=Sii(zi—21),  Sjr=lz— 22+ A (2.11)

Notemos que, a matriz A é antissimétrica (A = —A?) pois Sj, = Sj, logo, Aji = —Ay;, mas

nio é anti-hermitiana (A # —A?) e m pertence ao niicleo de A.
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O fato da matriz A ser antissimétrica motiva-nos estudar a teoria das matrizes
antissimétricas.
Uma matriz A antissimétrica N x N define uma 2—-forma alternada w : CN x CVN - C

pela férmula w(u,v) = utAv, onde identificamos CV com RV,

Definicao 2.5. Uma 2-forma w é degenerada se existe algum vetor u € CN nao-nulo tal
que o produto interior u Jw =0, isto é, w(u,v) = 0 para todo v € CN. Uma 2—forma w é

decomponivel se pode ser escrita como o produto exterior de duas 1-formas: w =a A [3.
A préxima proposicao resume um pouco da teoria.

Proposigao 2.6. Uma 2-forma alternada em CN € decomponivel se, e somente se,
wAw =0. Se N for impar, toda 2—forma alternada é degenerada. Se N for par e

N =2n, entao w € degenerada se e somente se a N—forma w" =w A ... Aw = 0. D
——

n vezes
Corolario 2.7. Uma 2-forma alternada w em C* € degenerada se e somente se €

decomponivel se e somente se w Aw = 0.
Demonstracao. Basta aplicar a proposicao 1.6 para N = 4. O

Agora, suponha que N = 2n. Sejam [ = {ej,...,e2,} a base candnica de C?" e
p* ={e;,...,e5. } abase dual de (C?")*. Lembremos que uma forma volume ¢ um gerador

de A"(C?7)*. Desse modo, toda forma volume é um miiltiplo de e} A ... A€,

Definicao 2.8. O pfaffiano de uma 2-forma alternada w é o tinico nimero complexo
pf(w) tal que
1

Hw" =pf(w)ej A...Anes,.

Corolario 2.9. w € degenerada se e somente se pf(w) = 0.

Demonstracao. Pela proposicao 1.6, w degenerada é equivalente a w™ = 0, que por sua vez

¢ equivalente a pf(w) = 0, j& que e} A ... Aej, é nao-nulo. O

Retornando a matriz antissimétrica A, vimos que w é degenerada se, e somente se,

det(A) = 0. Isso nos leva a suspeitar que existe uma conexao entre pf(w) e det(A).

Proposicao 2.10. det(A) = [pf(w)]?.

'Para ver a demonstracdo dessa proposicao, consulte o apéndice A
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Demonstracao. Para ver a demonstracao dessa proposicao, consulte-se o apéndice A [

No caso de uma matriz 4 x 4 antissimétrica A = (a;;) temos que a 2—forma alternada

w em C* associada a A pode ser escrita como
W = ajg€] A€+ ajse] Aey+ajge] Aey + agzes Aes + Goges A ey + asges Aey.

Desse modo, pelas propriedades distributiva e anti-comutativa do produto exterior (LIMA,
2005), segue que

1
§w AW —(2&126L34 + 2@14&23 — 2@13CL24)€I A 6; A 6; A GZ

2

* * * *
= (CL12CL34 + Q14093 — a13a24)61 Ney NEg Ney.

Dessa igualdade, obtemos

pf(w) = ai2a31 + aiaa — arzaz (2.12)
e
0 Q12 aiz  aiq
—ai2 0 ag23  A24

det(A)

—a13 —A23 0 a34

—a14 —Qgq4 —azg 0

2 2 2 2 2 2
Q719034 + Q73054 + Q74053 + 2(112&14&23@34 - 2&13&14&23@24 — 2a12a13a24a34

[pf(w)]?.

Agora, vamos reformular as equagOes para equilibrios relativos como equagoes no

espaco das matrizes antissimétricas.

Para qualquer vetor posicao z € CN \ A vamos associar uma 2—-forma decomponivel
o=2"n1", (2.13)

N N
onde z* = ) zjer e 1* = Y e;. Em termos de matrizes, z* e 1* sao representados,
j=1 J=1
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respectivamente, pelas seguintes matrizes linha 1 x V:

P R PR |

Além disso, temos que

N N
o = | Y aep|a[de
k=1 7=1
= Y (m—z)epnel. (2.14)
1<k<j<N

Dati, segue que o ¢ representada pela matriz antissimétrica N x /N com entradas oy; = 2~ 2;.
A préxima proposicao caracteriza todas as 2-formas alternadas decomponiveis que

provém de algum z € CN \ A por meio da construcao do pardgrafo anterior.

Proposicao 2.11. Uma 2-forma alternada o, representada por uma matriz
antissimétrica (o;;), € da forma o = z* A 1* se, e somente se, o A 1* = 0, ou,

equivalentemente, se as “equacoes cociclicas”o;, = 045 + 0j, sao vdlidas para todo i, j, k.

N N
q — _ * _ *
Demonstra¢ao. Suponha que o = z*Al*, para algum z* = '21 zje; el = ‘21 e;. Desse modo,
J= J=
temos que o A 1* = z* A 1* A 1* = 0. Reciprocamente, seja ¢ uma 2—forma representada

por uma matriz antissimétrica (o;;) e tamanho N x N tal que o A 1* = 0. Desse modo,
N
escrevendo o= 3 oge; Aep, temos que
1<i<k<N

0 = onl”
N N
= Y, owel neg |l el
1<i<h<N j=1
N
Z (0ij + ok — o )e; Aej Aeyg
I<i<j<k<N

e, dessa igualdade, concluimos que oy, = 0;; + 0j; para todo 1 < ¢ < j <k < N e, por
antissimetria da matriz de o, para todo 1 < 4,7,k < N. Agora, como cada o0;; ¢ um
nimero complexo fixo, podemos escolher z = (21, 22, ..., 2nv) € CV N A tal que 0y = 2; — 25,
onde 1<4,5 < N (note que nao hé unicidade na escolha de z) e, como o é da forma dada

em (1.14), concluimos que o = z* A 1*, como queriamos. O

A proposicao 1.11 motiva a necessidade de quantificarmos o numero de equacoes

cociclicas independentes. Nesse sentido, primeiro observemos que o espaco das 2—formas
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alternadas sobre C¥ é isomorfo ao espaco das matrizes complexas antissimétricas N x IV,
que, por sua vez, é isomorfo a CN(NV-1)/2,

Agora, consideremos a aplicacio h : CN — A? CN dada por h(z) = z* A 1*. Note que
para z,w € CVN e a € R temos h(az+w) = (az+w)*Al* = (az* +w*)Al* = az* Al +w* Al* =
ah(z) + h(w), isto é, h é uma transformacao linear. Além disso, h(z) = 0 se, e somente
se, 21 = 23 = ... = 2y, por (1.14). Desse modo, o ntcleo de h tem dimensao igual a um
(gerado por 1) e , pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, concluimos que a dimensao
da imagem de h é igual a N — 1. Além disso, segue da proposicao 1.11 que o pertence
a imagem de h se e somente se (012,013, ...,01N, 023,024, OaN, ...,ON_1n) € solucao das
equacoes cociclicas. Desse modo, apenas w -(N-1)= w das (];f ) equagoes
cociclicas sao independentes.

Para N = 4, em particular, o espaco das 2—formas alternadas sobre C* possui dimensao

igual a 6 e 3 das 4 equagoes cociclicas sao independentes.

Proposicao 2.12. Uma 2—forma alternada o : C*xC* - C € da forma z* A1* para algum

2 € C* se, e somente se,
(C) 013 =012 + 023, 014 = 012 + 024, 014 =013 + 034.

Demonstracdao. E uma consequéncia imediata da proposicao 1.11 e do niimero de equacoes

cociclicas independentes quando N = 4. O]

Seja A o conjunto das 2-formas sobre CV com o;; = 0 para algum i # j. Se
o e CNIV-D2 L A e X € R, entao podemos definir S;; = |05 + A para i # j e uma outra
2—forma alternada, w(o, A), com w;; = S;;0,5. Desse modo, se 0 = 2* A1*, com z € CVN N A,
entdo por (1.10), z é um equilibrio relativo se, e somente se, para algum A € R e para
algum vetor real positivo m € (RX)*4, temos m Jw(o,\) = 0. Podemos resumir isso no

seguinte resultado:

Proposicao 2.13. Sejam z € CNNA eo = 2*Al* e CNWV-D2CA. Entdo z € um equilibrio

relativo se, e somente se, para algum X € R e para algum m € (RX)*, temos
(D) mJw(o,\) =0.

As proposicgoes 1.12 e 1.13 podem ser combinadas para estabelecer todo o problema
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de equilibrios relativos em CNWV-1)/2,

Proposicao 2.14. Um vetor o e CNWV-D/2C A corresponde a um equilibrio relativo se, e

somente se, as equagioes (C') e (D) sao satisfeitas para algum X\ € R e para algum vetor

m e (Rx)4.

A partir de (C) e (D) podemos exibir duas equagdes que sao particularmente titeis
no caso em que N = 4. Primeiro, observe que como o satisfaz (C'), entao é decomponivel.
Pelo corolario 1.7 ; o é degenerada e, pelo corolario 1.9, pf(0) = 019034+ 014093 — 013024 = 0.
Além disso, como w satisfaz (D) entao, por defini¢ao, é degenerada e, pelo corolario 1.9,
temos Pf(w)z WiaWsg + W14Wa3 — W13Way = 512934012034 + 514523014093 — 513524013024 = 0.

Essas consideragoes podem ser resumidas no seguinte resultado:

Proposicao 2.15. Suponhamos que N =4 e que (C) e (D) sejam vdlidas. Entdo

(Pl) 012034 + 014023 — 013024 = ()

(P2) 512534012034 + 514523014023 - 513524013024 =0.

Para N =4, o resultado de Moulton para equilibrios relativos colineares descrito na

~ . i ~ 17 . . .
secdo (1.2) nos diz que temos % = 12 configuragoes de equilibrios relativos colineares.

Desse modo, nosso objetivo a partir de agora sera estudar a finitude do conjunto de

equilibrios relativos nao-colineares. Para essa finalidade, veremos no proximo capitulo

que as equagoes (C), (D) e a proposi¢ao 1.15 desempenham um papel fundamental.



3 O Conjunto de Equilibrios
Relativos Nao-Colineares e

Aplicacao Massa

Neste capitulo, vamos explorar as equagoes (P1) e (P2), obtidas na proposigao
1.15, juntamente com as equagoes (C') e (D) das proposigoes 1.12 e 1.13, para caracterizar
o conjunto de equilibrios relativos nao-colineares do problema de 4 corpos no plano
complexo. Neste contexto, provaremos a unicidade do vetor massa associado a cada
ponto desse conjunto no espago das massas normalizadas.

Mostraremos ainda que o conjunto de equilibrios relativos nao-colineares é uma
variedade analitica real, e definiremos uma aplicacao dessa variedade no espacgo das massas
normalizadas. Veremos que tal aplicacao é analitica real e, por meio da acao do grupo
multiplicativo C* no conjunto de equilibrios relativos nao-colineares, mostraremos que essa
aplicagao induz uma outra aplicacao definida do espaco das configuracoes de equilibrios
relativos nao-colineares no espago das massas normalizadas. Por fim, provaremos que o
espaco das configuracoes de equilibrios relativos nao-colineares é uma variedade analitica

real e que a aplicacao induzida definida nessa variedade é analitica, real e prépria.

3.1 O Conjunto de Equilibrios Relativos Nao-
Colineares

Inicialmente, observamos que no espaco das matrizes antissimétricas é mais
conveniente considerarmos o conjunto de pares (z,\) € (C* v A) x R tais que z é

um equilibrio relativo para A e para algum m € (RX)* ou, equivalentemente, os pares

25
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(o,A) € (C5 N A) xR tais que (C) e (D) sejam validas para algum m € (Rx)*. Agora,
vamos relaxar as restricoes sobre z € C* \ A para permitir qualquer vetor real m no
conjunto solugao da equagao (D).

Proposigao 3.1. O conjunto de pares (o,\) € (CONA)xR tais que o = z* A1* para algum
vetor posi¢ao nao-colinear z € C* N A e (D) € vdlida para algum vetor nao-nulo m (nao
necessariamente positivo) é precisamente o conjunto solu¢ao das equagées analiticas reais
(C) e

(MB)  S12834 = 513524 = S14593.

Para provarmos a proposicao 2.1, vamos precisar de dois lemas.
Lema 3.2. Se 0 =2* A1* e 21,29, 23, 24 840 colineares, entao (M B) ndo € vdlida.

Demonstracao. Suponhamos que os pontos 21, 22, 23, z4 estejam em uma reta na ordem
21 < 29 < 23 < z4 e fixemos |29 — 21| = 2, |23 — 22| = y e |24 — 23| = 2. Desse modo, fazendo

Sij = |zi — zj|7 + A e substituindo nas equagoes (M B), temos:
@3+ 0E2+N) = +) 2+ D) ((y+2)2+ ) = ((z+y+2) 2+ XN (3 +N).

Para concluir a demonstragao, devemos mostrar que essas equacgoes nao admitem

solucao positiva. Agora, isolando A na primeira equacao, temos:

3234 N@ B+ )+ N = (2 +y) By )P A (zry) P+ ()P N =

o (ry) By + )P -3
o3t z3-(zty)3-(y+2)?

Fazendo o mesmo na segunda equagao, temos:

(+y) (y+2) P+ Mz +y) P+ (y+2) ) = (@+y+2) "y + XM(z+y+2) P +y7°) =

\ = (z+y)3(y+2)3-y3(x+y+2)3
y P (rryra) - (rry) B (yr2a)®

Como essas duas expressoes de A sao homogéneas, podemos supor, sem perda de
generalidade, que = +y + 2z = 1. Assim, fazendo y = 1 — x — 2, igualando as duas expressoes

para A e multiplicando ambos os membros dessa igualdade por —1, obtemos:

x 323 -(1-2)31-2)3 _ (l-xz-2)3-(1-2)31-2)3
3423 -(1-2)3-(1-2)3 1+(1-2-2)3-(1-2)3-(1-2)%

(*)
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Vamos mostrar, em (*), que o lado esquerdo é estritamente maior que 1 e que o lado
direito é estritamente menor que 1 para finalizar a demonstracao.

Como x+y+z=1temos x < 1-ze z < 1-x Desse modo, 23 < (1 -2)3 e
23 < (1 -2)% o que implica 2323 < (1-2)3(1-2)? = 2323 > (1-2)3(1-2)72 <
323 - (1-2)3(1-2)3>0. Analogamente, temos 273> (1-2z)3ez3>(1-2)3 o0
que implica 3 +23>(1-2)3+(1-2)3 <=z 3+23-(1-2)3+(1-2)3>0. Assim,
o numerador e o denominador no lado esquerdo em (*) sao positivos. Além disso, como

r3-1>(1-2)3-1lez3-1>(1-2)2-1 temos

2-DE32-D>((1-2)2-D)((1-2)2-1) o33 -23-23+1
>(1-2)21-2)2-(1-2)"-1-2)2+1ler323-(1-2)31-2)7

>r 3+ - (1-2)3-(1-2).

Isso mostra que o lado esquerdo de (*) é estritamente maior que 1.

Por fim, como (1-z)(1-2)=2z+1-2-2>1-2 -2z temos que (1-x—-2)3 >
(1-z)3(1-2)3 < (1-z-2)3-(1-2)3(1-2)"3 > 0. Analogamente, como 1-x > 1-z-z
temos (1-z—2)73> (1-2)73 e, consequentemente, 1+(1-x-2)3>(1-2)3+(1-2)3 <
l+(1-z-2)3-(1-2)3-(1-2)3>0. Assim, o numerador e o denominador do lado

direito de (*) também s@o positivos. Além disso, temos
(1-2)2-1D)(1-2)2-D>0=1-1-2)2-1-2)3>-(1-2)3(1-2)3
Adicionando (1 -z — 2)~2 nos dois lados da desigualdade acima obtemos:
1+(1-2-2)2-(1-2)2-1-2)2>0-2-2)2-(1-2)3(1-2)"3

Isso mostra que o lado direito de (*) é estritamente menor que 1. O

Lema 3.3. Se (C) e (D) sao validas para algum vetor real m ndo-nulo, entGo ou as

equagoes (M B) sao vdlidas ou z1, 20, 23, 24 SG0 colineares.

Demonstra¢ao. Como (C') e (D) sao validas, ambas as 2—formas ¢ e w sdo degeneradas.
Dai, pela proposicao 1.15, as equacoes (P1) e (P2) sdo validas. Suponhamos que os
nimeros complexos 013094, 012034 € 014023 Na0 sejam proporcionais sobre R. Entao (P1)

e (P2) representam relagoes de dependéncia nao-triviais com coeficientes reais entre esses
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nimeros. Portanto, os coeficientes em (P2) sdo proporcionais aos respectivos coeficientes
em (P1). Essas relagoes de proporcionalidade sdo exatamente as equagoes (M B).
Agora, suponhamos que os numeros complexos oi13094,012034 € 014023 sejam
. . ~ 013024 22~ R4 21~ %3
proporcionais sobre R. Desse modo, a razao cruzada —— = .

014023 22— %3 21~ ~4
um numero real, o que é equivalente a dizer que os pontos z1, 29, 23, 24 pertencem a uma

reta ou a uma circunferéncia.

E facil ver que se uma das equacoes (MB) é vélida o mesmo acontece com a
outra. De fato, suponhamos que S14S23 = S12534. Substituindo essa igualdade em
(P2), obtemos a equacao S13594013024 — S12534(012034 + 014023) = 0. Contudo, por (P1),
temos que 012034 + 014093 = 013024. Substituindo isso na relacao anterior, obtemos
(513524 — S12534)013024 = 0. Mas, como 013094 # 0 pois 0 € C6 N~ A, concluimos que
5135’24 = 512534. O caso em que 813824 = 812534 € queremmos mostrar que 514823 = 512534
¢ inteiramente andlogo ao anterior.

A seguir, vamos supor que as equagoes (M B) nao sejam validas e vamos mostrar que
21, 29, 23, 24 Sa0 colineares.

Primeiro, observamos que é impossivel construir um quadrilatero com todas as seis
distancias entre os vértices iguais. Consequentemente, pelo menos um dos valores
wij = S;;04; ¢ diferente de zero. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que
wig = S1a01a # 0. EIltéO, também temos wq; = Sy109; = —S12012 # 0 e dai segue que a
matriz de w,

0 w2 wiz wu
—Wi2 0 Wo3 W
Wiz —Wa3 0 W34

~Wig —woy —wsg 0

possui posto pelo menos igual a 2. Agora, vamos determinar a dimensao do nucleo de w.

Com efeito, seja (1, x2,23,74) € N(w) entao, por defini¢ao, temos:

0 W12 w13  Wig 1
-wiz 0 woz  wau | |72

—W13 —Wa3 0 W3q T3

o o o o

~wiy ~woy ~wzg 0 Ly
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Isolando x5 e 1 na primeira e segunda equacgoes, respectivamente, obtemos:

_ Wa3T3 + Wagly _ Wi3T3 + W14y

X1 To =

W12 W12

Substituindo z; e x5 na terceira e quarta equacoes, e utilizando o fato de que
pf(w) = Wigwas + wWiawag — wigway = 0,

pois w é degenerada, concluimos que z3 e x4 sao variaveis independentes. Logo,

N(w) = {xg (@,—%, 1,0) + a4 (%,—%,0, 1) 1 X3, X4 € (C},

Wiz W12 Wiz W12

Escolhendo x5 = 0, 24 = —wi2 temos que (—way, w14, 0, —wi2) € N(w) e escolhendo z3 = w2,
x4 = 0 temos que (wa3, w13, wi2,0) € N(w). Além disso, como esses dois vetores formam
um conjunto linearmente independente, formam um base para o niucleo de w.

Agora, seja (a,b,c,d) e R*n N(w) arbitrario. Entao, existem a, 8 € C tais que

a(—wa, wia, 0, —wi2) + B(waz, —wi3,w12,0) = (a,b,c,d).
, d _ c _ _ _
Dai, a = —leg e = leg. Desse modo, podemos escrever « = riig € 5 = SWia,
W12 W12

C

onde r = ——— e R. Consequentemente, qualquer vetor real no ntcleo deve

|w12|2’8 B |wio]?
assumir a forma

10012 (—wayg, wig, 0, —w12) + SW12(was, w13, W12, 0) =

(—1W1oway + SW1oWa3, TWiaWi4 — SW1awi3,  S|lwial?, —rlwizl?),

onde r, s € R. A fim de que os vetores dessa forma sejam reais para algum r e s nao-triviais

devemos ter —rijawsy + SWiaWwss, r'1awis — SWiawi3 € R, 0 que equivale a afirmar que

Im(—r512w24 + Swlngg) -r- Im(wuw%) +S- [m(wlchQ:J,)

=0



O Conjunto de Equilibrios Relativos Nao-Colineares e Aplicacio Massa 30

Im(rwlgwm - s@mwlg) = T Im(wlgwM) - S- Im(wuwlg)

= 0.
Para isso, é necessario e suficiente que o sistema linear

—[m(wlch24) [m(wlngg) T 0

Im(wmwu) —Im(wlyﬂlg) S 0

possua infinitas solugoes, ou seja, que

—Im(wmwM) Im(512w23)

]m(wlzwm) —]m(w12w13)

Assim, devemos ter I'm(wisway) - Im(Wiawiz) = Im(Wiawss) - Im(Wiawis). Mas, fazendo
wi; = S;j0; na expressao anterior, concluimos que para que os vetores do nicleo sejam

reais para r e s nao-triviais, é necessario e suficiente que
S13524 - Im(T12013) - Im(T12024) = S14593 - Im(T12014) - Im(T12023). (3.2)

Fazendo 0;; = 2, — z; e z; = x; +1-y; temos que Im(o12013) = (21 — z2)(y1 — y3) —
(y1 = y2) (21 - x3) = (21— 22)(y2 = ¥3) = (y1 — ¥2) (22 — @3) = Im(012023) e Im(T12014) =
(21 =22) (1 = ya) = (1 —y2) (21— 4) = (21— 22) (2 = Y1) = (1 — y2) (22 — 24) = Im(T12024).
Como S1354 # S14523 por hipétese, entdo devemos ter Im(c12013) = Im(G12023) = 0 ou

Im(o12014) = Im(012024) = 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

Ty oy 1
Im(Tiz013) = | a9 yo 1[=0.
r3 Y3 1

Dai, segue que zp, 29,23 sao colineares. Mas, como sabemos que z; pertence ao lugar

geométrico determinado por 2y, 23, 23, concluimos que os 4 pontos sao colineares. O

Agora, vamos proceder a prova da proposicao 2.1.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que (C') e (D) sejam vélidas para algum vetor real m nao-
nulo e que z = (21, 29, 23, 24) nao seja colinear. Entao, pelo lema 2.2, as equagdes (M B)
sao validas.

Reciprocamente, suponhamos que as equagoes (C) e (MB) sejam validas. Pela
proposigao 1.12, segue das equagoes (C') que o = z* A 1* para algum z € C* e, como
o é decomponivel temos pf(0) = 012034 + 014093 — 013024 = 0, ou seja, a equagao (P1)
é véalida. Agora, como as equacoes (M B) sao validas, pelo lema 2.2, z ndo pode ser
colinear. A equagao (P1) juntamente com as equagoes (M B) imediatamente geram a
equagao (P2). Consequentemente, w é decomponivel e degenerada, ou seja, existe algum
vetor m nao-nulo (real ou complexo) no nicleo de w.

Agora, basta mostrar que m é real. Do mesmo modo que fizemos na demonstragao
do lema 2.3, supomos que wis = —ws; # 0 e construimos uma base para o nicleo de
w. Ainda na demonstragao do lema 2.3, vimos que a condi¢ao para que um vetor real
esteja no nicleo de w é precisamente (2.2). Contudo, agora temos S13524 = S14523. Além
disso, sabemos que I'm(G12013) = Im(G12023) € Im(G12014) = Im(T12024). Desse modo, a

condigao (2.2) é vélida e, portanto, m é um vetor real nao-nulo.
O

Defini¢ao 3.4. Vamos denotar por Z o conjunto de todos os pares (o,) € (C6 N A) xR

que provém de um equilibrio relativo nao-colinear.

A tnica condicao necessaria na proposicao 2.1 para garantir que ¢ provém de um

equilibrio relativo ¢ a positividade do vetor m. Impondo tal condicao, obtemos:

Teorema 3.5. Z ¢ um subconjunto aberto do conjunto solucao das equagoes (C) e (M B).
Além disso, sua fronteira OX estd contida no conjunto onde (D) € vdlida para algum vetor

real m com pelo menos uma das entradas nulas.

Demonstrag¢ao. Primeiro, observe que os pontos de Z satisfazem as equagoes (C') e (D),
visto que cada um deles provém de um equilibrio relativo nao-colinear. Pela proposi¢ao
2.1, Z é um subconjunto do conjunto solugao das equagdes (C') e (M B).

Seja (0,)\) € # arbitrario. Desse modo, temos o = z* A 1*, onde z é um equilibrio
relativo nao-colinear e m € (R¥)* tal que m Jw(o,A) = 0. Além disso, como 05 = 2 — 2;,

wij = Sijoi; = (Jzi — 2|2 + A)(2: — ;) e A depende continuamente de 47| segue que o e w

'Este fato serd provado mais adiante
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dependem continuamente de z.

Neste contexto, como z é nao-colinear, podemos tomar uma vizinhanga V' de 2z formada
apenas por pontos nao-colineares. Pela continuidade de ¢ em V', podemos tomar uma
vizinhanga U de (o, \) formada por pontos que provém de vetores posi¢ao nao-colineares.
Agora, seja U; uma vizinhaca de (o, \) contida na interse¢ao de U com o conjunto solugao
de (C) e (MB). Aplicando w em Uy, obtemos uma vizinhanga W de m formada apenas
por vetores massa positivos. Assim, U; é uma vizinhanga de (o, \) formada apenas por
pontos que provém de um equilibrio relativo nao-colinear. Assim, (o, \) é ponto interior
de Z. Logo, esse conjunto é um subconjunto aberto do conjunto solucao das equacgoes
(C) e (MB).

Por fim, seja (6,5\) € O arbitrario. Pela proposicao 2.1, esse ponto satisfaz as
equagoes (C) e (MB). Além disso, (D) é vélida para algum m nao-nulo. Agora, se
m fosse positivo, entdo (&, 5\) seria um ponto de #. Assim, M possui pelo menos uma
entrada nula. Portanto, 0% esta contido no conjunto onde (D) é valida para algum vetor

real com pelo menos uma coordenada nula. O

3.2 Unicidade do Vetor Massa

Jé sabemos, pelo teorema 2.5, que Z é um subconjunto de um certa variedade analitica
real em (C%\ A) xR (o conjunto-solugao das equagdes (C') e (M B)). Contudo, antes de
estudar a estrutura de % mais profundamente, vamos provar outro resultado importante

de MacMillan e Bartky a respeito da unicidade do vetor massa.

Teorema 3.6. Seja (0,\) € Z. Entao o vetor massa m real € unico a menos de um

maltiplo constante.

Demonstracdao. Primeiro, observamos que os vetores reais do nicleo de w formam um
subespago real conforme descrito na demonstracao do lema 2.3. Como o vetor massa real
m pertence a esse subespaco, é suficiente mostrar que o mesmo possui dimensao igual a
1 para concluir a demonstracao.

Para isso, vamos permitir qualquer par ordenado (o,\) no conjunto solucao das
equagoes (C') e (MB). Desse modo, suponhamos que a dimensdo do subespago real
contido no ntucleo de w seja maximal, isto é, igual a 2, pois vimos no lema 2.3 que o

posto de w é igual a 2 . Para utilizar a mesma descrigdo de N(w) obtida no lema 2.3,
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assumiremos que wis = S12012 # 0. Dessa forma, como o subespaco formado por vetores

reais é bidimensional, temos

Im(w_lgwM) = ]m(w_lgw23) = Im(w_mwM) = ]m(w_lgwlg) =0. (33)

Agora, simplificando a primeira equagao de (2.3), obtemos

)
Il

]m(w_lgw24 )

Im(512012524024)

S12824Im(T12024),

ou seja, Say = 0 ou Im(G12024) = 0 (012024 € R). Fazendo o mesmo com as outras trés
equagoes de (2.3), obtemos as seguintes dicotomias adicionais: Sz = 0 ou G13093 € R,
S14 =0 ou 012014 € R, Si3 =0 ou 012013 € R.

Na dicotomia da primeira equacao de (2.3), vamos supor que Sy # 0. Dessa forma,

temos 012024 € R. Contudo, fazendo 05 = 2z, — z; € z; = x; + 1 - y;, temos

(e}
I

Im(O'_le'24)

(v1 = 22) (Y2 = ya) = (22 = 74) (Y1 — Y2)

oy 1
= T2 Y2 11,
Ty ys 1

isto é, z1, 29 € z4 sao colineares. Consequentemente, as distancias de z3 aos outros pontos
nao sao todas iguais. Segue disso que pelo menos um dos valores S;3, onde i = 1,2,4,
é diferente de zero. Além disso, S34 ndo pode ser o tnico igual a zero, pois teriamos
S13524 = S14523 =0 e S12534 # 0, 0 que contradiz as equagoes (M B).

A partir das outras dicotomias, concluimos que pelo menos um entre G203 € 0120923

é real, caso contrario terfamos Si3 = Saz = 0, 0 que implica Ss4 = 0 pelas equagoes (M B),
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o que é uma contradicao. Desse modo, temos que

0 = Im(O'_lgO'lg)
T oy 1
= |22 y2 1

r3 Y3 1

ou

0 = Im(O'_lgUgg)
Ty oy 1
- T Y2 1 )

r3 Y3 1

o que equivale a dizer que z1, 2o e 23 sao colineares. Logo, z1, 29, 23 € 24 sao colineares, o
que é uma contradigdo com o lema 2.2, visto que as equagoes (MB) sao véalidas. Dessa
forma, a suposicao de que Syy # 0 é absurda.

A mesma conclusao acima pode ser obtida se tomarmos algum outro S;;, ao invés
de Sy4, diferente de zero. Entao, a unica possiblidade de satisfazer as quatro dicotomias
anteriores é S13 = Si4 = Sa3 = Soy = S34 = 0. Mas, pelo lema 2.3, todo vetor real do niicleo

de w é da forma

(07 0, S|W12|2, —r|w12|2),

onde r,s € R, o que contradiz a existéncia de um vetor massa positivo no ntcleo de w.

Portanto, o subespaco dos vetores reais contidos no nicleo possui dimensao igual a 1. [

Agora, considere o espaco das massas normalizadas
4. _
M = {(ml,mg,mg,m4) € (Ri) My +Mmo+mg+my = 1}

Vamos definir a aplicagao ¢ : Z — .# que leva cada par (o, \) que provém de um equilibrio
relativo nao-colinear no vetor massa normalizado m = (mq, my, mg, my) correspondente. O
Teorema 2.5 nos garante que ¢ estd bem-definida porque a cada par ordenado (o, \) € Z
estd associado somente um vetor massa m € .#. Neste contexto, é natural questionarmos

a respeito das propriedades dessa aplicacao.
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Proposicao 3.7. A aplicacao ¢ : Z — M € continua.

Demonstracao. Seja (o,\) € #Z e m = ¢(o,\). Note que w(o,\) é continua, pois
wij(o,A) = (o2 + A)oi; é continua em Z. Agora, como m é o tnico elemento de .Z que
pertence ao nicleo de w(o, \), segue que dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que |m’_Jw(o, A)| > §
para [m’—m| > €. De fato, suponha que tal § nao exista, entao considere a sequéncia {my}
cujos termos estao contidos num compacto K c . tal que |mi—-m| > € e [my Jw(o, A)| < %
Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que %1_)1210 myg = Mg, com
mo € K e |mg—m| > e. Contudo, temos %1_)1({10 Imy, Jw(o, A)| = |mo 2w(o, \)| =0, ou seja,

mg =m, o que é uma contradicao.

L% . . . N

Agora, vamos tomar (&, \) suficientemente préximo de (o, A). Entao |m/ Jw(a, \)| > B

é vélida para o mesmo m’ anterior. Contudo, para m = ¢(&,\) temos m Jw(F,A) = 0,
consequentemente temos | —m| < e. Portanto, ¢ é continua. [

3.3 O Espaco Quociente de & via Acao do Grupo C*

Considere a ac¢ao do grupo multiplicativo C* no conjunto (C®\ A) x R definida por
¢+ (0,X) = (ca,[c]N),
onde ce C* e (0,\) € (C5~ A) x R. Notemos que

wij(e-(a,A) = wij(co,[dX)

(|Caij|_3 + |C|_3)\)CO'Z']'

cle|™ - wij(a, \).

Desse modo, constatamos que essa agao multiplica w(o, A) por ¢|c|= e, consequentemente,
nao afeta o seu nicleo. Assim, se m = ¢(o, \) entao m = ¢(c-(0, A)), ou seja, Z é invariante
através dessa agao.

A agdo acima definida possui uma sec¢ao tranversal global {(o,A) € (C® N~ A) xR :
012 = 1}. Além disso, podemos caracterizar os pares que sao equivalentes da seguinte
forma: (6,)) € [(0,))] se existe ¢ € C* tal que (7,)) = (co,|c[3)\). Desse modo, o espaco

quociente dessa acao, munido com a topologia quociente, pode ser identificado com o



O Conjunto de Equilibrios Relativos Nao-Colineares e Aplicacio Massa 36

espago (CP(5) \ Z) x Zs, onde A é o espaco quociente de A através da acdo de C*, ou
com a secao transversal acima definida.

A restricao da acao de C* aos elementos de & origina o espaco quociente que
chamaremos de #Z. Neste contexto, a aplicagdo ¢, anteriormente definida, induz uma
aplicacdo @: # — M que leva a classe [(0,A\)] no vetor massa m € .# correspondente a

imagem do representante dessa classe por ¢, ou seja, m = p(o, A).

E fécil ver que 3 é continua. De fato, seja 7 : Z — % a projecao usual (o, A) =[(a,N\)]
(observe o diagrama acima). Como o contradominio de 7 estd munido com a topologia
quociente, entao U c X é aberto se, e somente se, 7 1(U) c # é aberto. Desse modo,
segue trivialmente que 7 é continua. Agora, como ¢ = Qo e ¢ é continua pela proposicao
2.6, vamos tomar V' c .# um aberto arbitrario e mostrar que sua pré-imagem por @ é um
conjunto aberto em Z. Com efeito, pela continuidade de ¢ temos que ¢=1(V) é aberto
em Z. Mas, como ¢ (V) = 7=1(Z1(V)), entdo temos que p-1(V) é aberto em Z, ou

seja, ¢ é continua.

Definicao 3.8. Sejam X e Y espacos topoldgicos quaisquer. Uma aplicagao f: X - Y é

dita prdpria se K compacto em Y implica f~1(K) compacto em X.

Veremos no préximo capitulo que a teoria das bifurcacoes dos equilibrios relativos
do problema de 4 corpos em C (que identificaremos com o R?) serd reduzida ao estudo
dos pontos criticos de $. Nesse estudo, o resultado a seguir desempenha um papel de

destaque.

Teorema 3.9. R~ M € uma aplicacao continua propria.

Demonstracao. Ja vimos acima que @ é continua. Para mostrar que essa aplicacao ¢é
propria, vamos considerar um conjunto compacto K c .# arbitrario. Pela continuidade
de @, temos que F1(K) é fechado em (CP(5) \ A) x Zs.

Para finalizar a demonstragao, vamos mostrar que @ '(K) estd contido em algum

subconjunto compacto de (CP(5) \ A) x Zs. Para isso, faremos uso da identificacao
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de (CP(5) ~ A) x Z3 com a secéo transversal global {(c,\) € (C6 x A) xR : gy, = 1}.
Primeiro, devemos ver que o = (012, 013,014, 023, 024, 034) estd limitado longe de A. Com
efeito, um resultado de Shub para o problema de N corpos mostra que se m esta fixado e o
comprimento do vetor posi¢ao z esta normalizado, o equilibrio relativo pode ser limitado
longe de A (SHUB, 1971). Segue disso que para m = ¢(&, 5\) € K, existe 0z > 0 tal que
|45] > b pOIS 0i; = z; — z; para todo 4,7 natural. Consequentemente, existe d > 0 tal que
para todo m = ¢(0,\) € K temos |0;;] > §. Com efeito, suponha que tal § nao exista,
entdo podemos tomar uma sequéncia {m,} em K, com m,, = ¢(0,,\,) tal que 0,,, = e
Dali, tomando uma subsequéncia, se necessario, temos que m, - m e K e 6,,, = 6, =0, 0
que é uma contradigao.

Em suma, esse resultado nos dda uma vizinhanga de A onde as singularidades da
funcao potencial nao variam continuamente com as massas. Como vimos acima, podemos
estender imediatamente esse resultado para o conjunto compacto K de vetores massa e
quando traduzimos isso em termos de o, concluimos que o esta limitado longe de A.

Finalmente, vamos obter uma cota para \ fazendo uso da equacao (1.7). Multiplicando

essa equacao por m;(z; —c) e somando para j =1,..., N, temos

;mj(zj—c)/\(zj—c)=;mj(zj——0)( > —mk(zk_zj)).

k=1,k#j |25 = 243

N
Agora, simplificando o lado esquerdo dessa igualdade, temos Y. m;(z; —c)A(z; — ¢) =
j=1
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N
A 'Y mj|z; — c>. Assim, reescrevendo o lado esquerdo e simplificando o lado direito, temos
-1

o 3 me)

Mz

AZmJ|ZJ o?

1,k#j |Zk - ZJ|3

= imxz—j—e)( p me2)

k=1k+j |2k — 243

j=1
= my(Z1 -7¢) ma(z=21) | ma(z =) ma(ey -~ #1)
A |Z2—21|3 |23—Zl|3 |ZN—21|3
(%5 —7) my(z1—2z2) ms(z3—22) my(zn — 22) s
|21 = 2 |23 = 22 |2 = 2of?
| mi(z - 2n)  ma(za—zn) my-1(Zn-1— 2n)
my(Zn c)[ P P P——

N e e K

1<k<j<N |2k — 22
mym (2 = 25) (21 = 25)

1<k<j<N |2k — 22
mgim;

1<k<j<N s Zj|

= -U(z).

Desse modo, a igualdade anterior torna-se
N
Ay mylzj - = -U().
j=1

Agora, como A = M-\ e M =1, a expressao anterior nos fornece

-U(2) (imﬂzj - c|2) :

A primeira informagao importante sobre essa férmula explicita é que A < 0 em Z.
Além disso, para o € (CP(5) N\ A) com 015 = 1, 0 mesmo resultado de Shub usado acima
fornece cotas inferiores positivas para o denominador da func¢ao potencial U(z). Todas as
particulas entao, nao podem estar suficientemente préximas de ¢, caso contrério estariam
suficientemente proximas de A. Assim, temos cotas inferiores positivas para Z m;|z; —cf?
quando N varia nos naturais. Logo A é limitado em ¢~ '(K). Portanto, C(j);no e HK)

¢é fechado e esta contido em um conjunto compacto, entao é compacto. Isso completa a
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demonstracao. O]

MacMillan e Bartky(1932) também mostraram que para (o,\) € Z, A é unicamente
determinado por o, exceto no caso em que o representa a seguinte configuracao: trés
particulas formando um triangulo equilatero com a quarta particula no centro. Entao,

exceto nesse caso, a configuracao determina a razao entre as massas de forma tnica.

3.4 A Estrutura do Conjunto de Equilibrios
Relativos Nao-colineares

Para nos aprofundarmos na caracterizacao dos equilibrios relativos nao-colineares
desejamos obter informacgoes a respeito da estrutura de &%. Vimos no teorema 2.5 que #
é um subconjunto aberto do conjunto solucao das equacgoes (C') e (M B). Desse modo, os
pontos desse conjunto podem ser descritos através de 8 restricoes analiticas reais em um
espago com dimensao real igual a 13, a saber (C% ~ A) x R.

Em termos das partes real e imagindria de cada oy; = xp; +iyg; € de A € R, para
cada (0,)\) € Z temos 6 restrigdes que provém das equagoes cociclicas (C') e outras 2
restrigoes que provém das equagoes (M B). Por meio dessas restri¢oes, podemos definir

em (C%\ A) xR as seguintes aplicagoes reais:

f1(@>\)=$12+$23—2713, fQ(U,)\)Zy12+?J23—y13,
f3(0a)\)=$12+$24—$14, f4(07/\) = Y12 T Y24 — Y14,
f5(07>\)=$13+9634—$127 f6(07>\):y13+y34_y127

F(O—a )‘) = 513524 - 512S347 G(O’, )\) = 513524 - 514S23'

Agora, considere o seguinte sistema de equagdes homogéneas definidas em (C®\ A) x R:

fi(ga)‘) =0
F(o,A\)=0 ,
G(o,\) =0

onde?=1,...,6. J4 vimos no teorema 2.5 que as equacoes desse sistema sao independentes

em todo ponto de #Z. De forma geral, tais equagoes sao independentes em todo ponto
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(0,A) € (C5 N A) xR onde a seguinte matriz jacobiana 8 x 13 possui posto maximal:

Vh
V2
V /3
V fa
V/s |
V fe
VF
vG

Agora, como

ofi 0fi 9ofi 0fi Ofi 9fi 0fi Ofi 0fi Ofi 9fi Of; 3fi)

vfz = ( ) ) ) ) ) ) ) ) ) ’ ) )
Ox12 Oy12 013 Oyiz Ox1a OYra 0oz Oyaz OTos Oyos Oxzs Oysa OA

podemos calcular as entradas das linhas de 1 a 6 facilmente e, assim, a matriz A acima

torna-se:

I -1 0 I 0 0 : 0

I 0o -1 0 I 0 + 0

0 I -1 0 0 I : 0
Ap Az Ay Aoy Asy Az 1 Ay

onde as entradas da tultima coluna sao matrizes 2 x 1 e todas as demais sao matrizes 2 x 2,

com [ representando a matriz identidade,

T OF  OF 7 OF
Ox;;  Oyij EN
Ajj = e Ay =
oG  0G oG
| Oy Oy ] EN

Lema 3.10. Seja (o,\) um ponto do conjunto solu¢ao das equagoes (C) e (M B) onde

A nao possui posto maximal. Entao

512334 = 513524 = 514323 =0.

Demonstracao. Primeiro vamos escalonar a matriz A por operacoes elementares em suas



O Conjunto de Equilibrios Relativos Nao-Colineares e Aplicacio Massa 41

linhas. Seja L; a i—ésima linha da matriz A. Trocando L; por

OF oOF oOF oOF OF OF
L - Ly - Lo — - Lg - - Ly - -Ly———-Lge L
N O
Lg— <Ly - cLyg———-Lg———-L,- - Ly — - Lg reduzimos a matriz A
093 O3 094 0Yas 0134 Y34

a seguinte matriz:

I -1 0 I 00 0
I 0 -1 0 I 0 0
B =
0 I -1 0 0 I 0
_A12 — Ay —Agy Az +Ags— Ay A+ Ayy+A3 0 0 0 AA_

Claramente, a matriz B tem posto pelo menos igual a 6, visto que as linhas de 1 a 6
sao linearmente independentes. Desse modo, para que essa matriz tenha posto igual a 8,

a matriz
C= [A12 — Aoz — Aoy Az +Agz—Azy Apy+Asy+A3 0 0 0 : A,\]

deve ter posto igual a 2.

Por simplicidade de notagao, vamos substituir A;; pelo vetor complexo

OF OF i OF

2 ad | =l ad  ad

+
(957;]' 81‘1-]- l(‘?yij

Contudo, por hipdtese, a matriz A nao possui posto maximal. Isso significa que as
duas linhas da matriz C' sao linearmente dependentes e, consequentemente, proporcionais.

Desse fato, podemos extrair trés relagoes de proporcionalidade :

%(8F_6F_6F)_8_F(8G_6G_8G) (3.0
ON\OT1, 0T 0F94) OXN\OT1s 0F93 OTo0s)’ '
@(3F+8F_8F)_0_F(8G+8G_8G) (35)
ON\OT13  0T93 0734) OXN\OT13 0F93 034)’ '
8_G(8F+8F+@F)_E)_F(8G+8G+8G) (36)
ON\OF, 0T 03) OXN\OF 0Fa 0o34)’ '
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comparando a 12, 22 e 32 colunas, respectivamente, com a 13% coluna da matriz C'.

Agora, observe que

01
5 1

Oxj, 0Oy

( 0 Zi)((%zﬂy]z'k);J”\)

[ ijk(xjk + y]k) 2 + Z( 3)yjk(x]k + ygk) ]

(
<

_ _3) xjk +Zyjk
2 (ﬂffk +y]2k)2
3) O'jk
= [— 3.7
2 ) ol &7
e que 85ik =1. Além disso, temos
or 0
N —/\(513524 ~ 512534)
)
Y (|013024| — 012034 + A(Jos| > + |o2a] ™ — o1 - |034|_3))
= o[ + o2 — 012 ~ [oraa|
e
oG 0
o 5(513524 — 514523)
0
Yy (|U13<724| —|o14023 7 + A(|ons| 2 + |o2a| ™ = |04 - |<723|_3))

= ous|? + 024 = ona| 7 — |o2s|

e como o par (o, ) é solugao das equagoes (M B), temos F = G = 0. Consequentemente,

temos

0 = |<713<724|_3 - |<712<734|_3 + )\(|<713|_3 + |<724|_3 - |<712|_3 - |U34|_3)
oF
= - +A—,
|013<724| |<712<734| N’
ou, equivalentemente,
oF
A= |013024|73 - |012<734|73 (3.8)

O\
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0 = |<713<724|_3 - |<714<723|_3 + )\(|013|_3 + |<724|_3 - |<714|_3 - |U23|_3)
oG
- -3 BN
|013<724| |<714<723| o\’

ou, equivalentemente,

oG
Ay = (013024~ |o14093] 7. (3.9)

O\

Para reescrever as equagoes (2.4), (2.5) e (2.6), vamos simplificar as expressoes entre

parentéses nessas equagoes usando (2.7). Desse modo, temos

oF ~ oF ~ or g 8512_3 0S4
061y OGag 002 0T, TV 05
3 012 ( 3) 0924
- G (-2) 2 g (_2) T2
34( 2)|012|5 B2 |or24]?
3
=5 (534|012|_5012 + 513|024|_5024) )

oG ~ oG ~ oG g 0553 _g 0S4
061y 0G93 Oy 143523 t 0794
_ _3) o _ (ﬁ)&
- SM( 2)|023|5 513 2 |U24|5
3

- 5 (_S14|0-23|750'23 + 513|O'24|750'24) ,

oF . or  OF 0513 .\ 0S54
0513 Oy O34 0013 0034

3\ o3 ( 3) 034
= oo, (22) T8 g (2] T
24( 2) |lo1s)? o 2) |osq?

= = (—Sg4|013|_5013 - S12|U34|_5U34) ;
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oG . oG oG s 8513_5 0593
0513 00y 0034 0013 O0a
3\ o013 3\ 023
EEE
3
= 5(—524|U13|_ 013 + Sia|oas| ™ 023),
oF s or  or g (‘3524_5 0S4
061y 00y 0034 133524 128034
3\ oo 3\ 034
= Su(-3) o 52 (3)
13 EE 12 EWE

3
=3 (—513|024|7 04 + Sho|osa| 034)

oG oG 0G g 0514 ‘g 0So4
0614 0Gay 0034 238514 B 072

3\ ou ( 3) 024
= -5 +S —
23( ) |(714|5 o |U24|5

3
=5 (523|014|_ 014 = 513|U24|_5024) .

Segue dessas igualdades que (2.4),(2.5) e (2.6) tornam-se, respectivamente:

oF
O\

oG
EXy

(—514|023|_5023+S13|024|_5024) (534|U12| Po15 + Sizloa| 024) (3.10)

oF oG
a (—Sg4|0'13|_50'13 + Sl4|0'23|_50'23) = a (_SQ4|013|_5013 - Sl2|034|_5034) y (311)

oF oG
EN (523|014| 014 — Sislod] 024) BN (—513|024|_5024 + 512|U34|_5034). (3.12)

Por hipétese, o par (o, \) satisfaz as equagdes (C') e, através delas, podemos expressar

012,013 € 093 em funcao de 014, 094 € 034 da seguinte forma: o195 = 014 — 094, 013 = T14—034 €
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093 = 094 — 034. Usando essas expressoes em (2.10), (2.11) e (2.12), obtemos, nessa ordem:

oG oG oG oFr or
(8)\ 534|U12|_ )014+(8>\ S13|024|_ B —Ss4lo1a|” St —— B\ 514|<723|_ B\ —Si3lo04|” )024+
oF
( B —S1alo2s] )034=07 (3.13)
oF oG oF
((3)\ Saylo 13|_ x 524|U13|_ )014+( n —Sialoas|” )024+
oG oG or oF
( N S24|0'13| - o\ 512|<734| - o\ 5'24|<713|_5 + 5514|<723|_5) o34 =0, (3~14)
e
oF oG oF oG
( x S23|U14|_ )014 + (—5513|024|_5 + 5513|U24|_5) O94 + ( x Sialosal” )034 =0.

(3.15)

As equagoes (2.13), (2.14) e (2.15) representam relagoes de dependéncia entre os
nimeros complexos o4, 094 € 034, com coeficientes reais. Pelo lema 2.2, zi, 29,23
e z4 nao podem ser colineares pois o par (o,)) satisfaz as equacoes (M B). Segue
disso, que o4, 094 € 034 nao podem ser proporcionais sobre R, caso contrario teriamos
Im(014094) = Im(034024) = 0, 0 que equivale a dizer que z1, 29, 23 € 24 s@0 colineares E|, 0
que é absurdo. Consequentemente, os coeficientes nessas trés relacoes de dependéncia sao
proporcionais.

Agora, comparando os coeficientes de 014 € 034 nas equagoes (2.13) e (2.15), obtemos

(8F)2 5145023 _(8G)2 S12534

OX |<714023|5_ B2 0120347

Analogamente, comparando os coeficientes de 014 € 094 nas equagoes (2.14) e (2.15),

obtemos
(aF 8G)2 513554 _(8F)2 514553

a_a |013024|5_ a |014023|5.

Juntando essas duas relacoes, temos uma condicao simples valida sempre que A nao

2A demonstracao desse fato é andloga & feita no tltimo pardgrafo do lema 2.3.
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possuir posto maximal:

(8F)2 S14523 _(8G)2 S12534 _(aF 00)2 S1354 (3.16)

a |O'14023|5 - a |0'120'34|5 B a B a |O'13024|5.

Para completar a demonstracao, vamos assumir que S12534 = S13924 = S14523 # 0 e entao
estudar as solugoes das equagoes (2.16).

Sejam 1 = |012034|7Y, § = 01302471 € t = |014093|7 nimeros reais positivos. De (2.8) e
(2.9), temos AZE =13 — g3 e N9 =43 — $3. Desse modo, temos A2 (g—f - %)2 =(r? - t3)?,
A2 (g—f)Q =(r3-s3)% e A2 (%—f\;)Q = (13 - s3)2. Multiplicando (2.16) por A? e eliminando os

S’s , obtemos
(83 _ T3)2t5 — (t3 _ 83)27“5 — (t3 _ 7“3)285. (3'17)

Uma solugao positiva ébvia de (2.17) é r = s = t. Afirmamos que essa ¢ a tinica solugao
positiva dessas equacoes. De fato, sem perda de generalidade, vamos assumir que r < s < t.
Entao 0 <3 -3 <13 —r3 e r5 < $5. Desse modo, a segunda equagao de (2.17) é verdadeira
se, e somente se r = s. Contudo, se r = s entao a primeira equagao de (2.17) nos fornece
t=s. Logo, r = s =t é a unica solucao. Dessa forma, r = s =t é uma condicao necessaria
para um ponto (o, A) no qual A nao tenha posto maximal.

Agora, a fim de obtermos uma contradicao, afirmamos que quando A possui posto
maximal temos r = s = t. Com efeito, suponha que |012034| = |013024| = |014023|. Das

equagoes (M B), temos
12| + [034] = |01 + o8] = [o13] P + |oa] .

Contudo, essas equagoes podem ser escritas como

|o12]? + |34 B |o14]? + |03 _ |o13]% + |o24]?

|o12034[3 B |lo14023/3 B |o13024[3
ou, equivalentemente,
|O'12|3 + |O'34|3 = |O'14|3 + |O'23|3 = ‘0’13|3 + |0'24|3. (318)
Primeiro note que |oyo| = M. Substituindo isso na primeira equagao em (2.18)

|<734|
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e simplificando-a, obtemos
|U34|3|(|U34|3| - |014|3|) = |023|3|(|<734|3| - |014|3|,

ou seja,

|034| = |0’14| ou |0'34| = |023|-

Desse modo, concluimos que os comprimentos |o1sl, |034] S0 iguais aos comprimentos
|o13(|024

034]
na segunda equagao em (2.18) e obtemos |034| = |013] ou |o34] = [024]. Assim, concluimos

|o14], |o23| em alguma ordem. Analogamente, como |oq5| = Substituimos esse valor

que os comprimentos |12, |34 s80 iguais aos comprimentos |oy3|, |024| em alguma ordem.

Portanto, trés dessas particulas formam um triangulo equilatero com a quarta particula
equidistante as demais, ou seja, localizada no centro do triangulo.

Todos os vetores posicao dessa forma sao equivalentes afim, entao podemos tomar

V3 1_ V3

-y

(assumindo que z4 estd no centro) z4 =0, 2y =1, 29 = —% +1%° e 23 = =5

5 . Nesse caso,

temos |oys| = |o1s| = |o2s| = V/3, 0 que implica Sio = Si5 = Siy = 373 + \. Além disso, temos

oF  OF _  OF
8x24 8y24 8524
0S4
= 2
513 D501

Il
~~
w
Njw
+
>
~—
—_
| o
|
‘w
™
-~
N—

que implica
IF 33ty o 22 =——3\/§(3-%+A),
O0xoq 2 24

oF  OF 5 oF

+j— =
O0r3q  Oysa 0034
0S34
= 9
5123534
- (3% A)(—§—¥z’),
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que implica

F F
0 ——§(3 24)) e 3_:_%(3_
0xo4 2 0Yas 2
e
oF  OF OF
ti— = 2—
0x14 Y14 014
= ()7
que implica
or  or 0
0r14  OYyua '
Consequentemente, temos
oF O0F OF _0 e oF O0F OF _

+ + = + +
Or1y  Oxey Oxsy aym ay24 ay34

Analogamente, temos

0G .G oG
63714 8y14 8514
a514
= -2
5233514

= 3(372+),

que implica
oG

61'14

oG

3
=3(32+)\) e — =
( ) 014

oG 0G _ 0G
Ox9g  OYou 0024

= 25 05

8624

(3—3+>\)(2 5

que implica

oG 3 s G 3V3

Y24 2

33V,

= 5(3_5 +)\) (¢ = (3_

%+)\)

3v/3(372 + \).

)

34+ )
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0G .96 _ ,0G _
Oxss  Oysa 0T34
que implica
o6 _ 06
Ox3s  Oyas
Consequentemente, temos
oG 0G  0G 930 e oG 9G  9G __Sﬁ(g-gm)_

+ + = + + =
Oxyy  Oxey Oxzy 2 Oyra OYos  Oysa 2

Assim, obtemos
0 -3V3

A14 + A24 + A34 = (3_% + )\) 0 33
T2

2
Como assumimos que 512534 = 513524 = 514523 # 0, a matriz C' possui posto 2 e as matrizes

A e B possuem posto igual a 8. Isso completa a demonstracao. O

Vamos utilizar o lema 2.10 a seguir para descrever o conjunto de todos os equilibrios

relativos nao-colineares do problema de 4 corpos no plano complexo.

Teorema 3.11. Z ¢ uma subvariedade analitica real de (CO~ A)xR com dimensao igual

aod.

Demonstracao. Para mostrar que Z possui dimensao igual a 5, é suficiente provar que
todos os pontos (o,\) € #Z sao tais que a matriz A possui posto maximal. Pelo lema
2.10, é suficiente mostrar que se (o, \) € Z entao os produtos Si2S34, 513524 € S14593 sao0
diferentes de zero. Suponhamos o contrario, por exemplo, que Sis = Si3 = S14 = 0. Vamos

caracterizar o nucleo de w. Seja (x1,x2,23,14) € N(w), entdo temos que

0 O 0 0 1 0
0O O Wa3  Woa Tof 0
0 —wo3 0 wyy . T3 ) 0 '
_0 ~wyy —wsy 0 | [%4] _0_
Consequentemente temos zp = cﬁm e T3 = —%m e N(w) = {z1(1,0,0,0) +

Wa3 W23
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0,—,——,1) : 21,24 € C}. Fazendo 1 = 1, x4 = 0 e &1 = 0, x4 = wo3 obtemos,
respectivamente, (1,0,0,0), (0, w34, —wag,ws3) € N(w) e concluimos que o nicleo de w é
gerado, em C, por esses dois vetores. Dai segue que os vetores reais no nucleo de w sao
da forma (7,0,0,0), onde r € R, e, pelo teorema 2.6, (0,\) ¢ Z, o que é uma contradigao.
Agora, suponha que Ss3 = Spy = S34 = 0. Entdo, qualquer vetor (z1,zs,23,74) € N(w)
satisfaz x1 = 0 e, novamente pelo teorema 2.6, concluimos que (o,)\) ¢ #Z pois o vetor
massa a ele associado nao € positivo, o que é uma contradicao.

Por fim, se supusermos que Sis = Si3 = Soz = 0, ou Sip = Soy = S14 = 0, ou Sy =
S13 = So3 = 0 podemos fazer uma permutacao de indices e obteremos um comportamento
analogo ao de Ss3 = S9y = S34 = 0 e, analogamente, se supusermos Sis = Soq = So3 = 0,
ou S3g = Soq = S14 =0, ou S3y = Si3 = S93 = 0 podemos efetuar uma permutacao de
indices e obteremos um comportamento andlogo ao de Sis = Si3 = S14 = 0. Portanto,

S12534 = S13594 = S14593 # 0 e #Z possui dimensao igual a 13 -8 = 5. O

A partir do teorema 2.11, podemos obter mais informagoes sobre .

Definicao 3.12. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel que possui uma
estrutura de grupo (G,.) tal que as fungoes G x G - G, (z,y) » zy =2y e G - G,

x — 7! sdo diferencidveis.
Note que o conjunto C* com a operacao usual de multiplicagao é um grupo de Lie.

Definicao 3.13. Uma ac¢ao de um grupo GG em uma variedade M é dita propria quando

a aplicacao p: G x M — M x M dada por p(g,m) — (m,g.m) é prépria.

Definicao 3.14. O grupo de isotropia de p € M é o conjunto G, = {g € G: g-p = p}.
Dizemos que a agao de G em M ¢ livre se para qualquer p € M, o grupo de isotropia de

p € composto apenas pela identidade e € G.

Considere a acao do grupo C* definida no inicio da secao 2.3 restrita a variedade Z.
Claramente, essa acao é livre visto que apenas 1 € C* pertence ao grupo de isotropia de
um par (o,)) € #Z arbitrario. Além disso, a aplicagao ¢ : (C*) x Z — Z x % dada por
o(c, (a,0)) = ((0,N), (co,|c|2N)) é prépria. De fato, sejam K € Z x % compacto e m; as
projecoes canonicas aplicadas em Z x % , com ¢ = 1,2. Entao, pela continuidade de m;
temos que m;(K) = K; é compacto em Z. Assim, como ¢ é continua, temos que ¢~!(K)

é fechado em (C*) x Z. Por fim, como os K; sao limitados, ¢~1(K) é limitado.
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Teorema 3.15. % ¢ uma subvariedade analitica real de (CP(5)~ A) x Zs com dimensio

wgual a 3.

Demonstracao. Como a agao de C* em & € livre e propria, entao X possui uma estrutura
de variedade e a projecéo candnica 7 : #Z - % é uma submersao (MEINRENKEN, 2003).
Neste contexto, como as dimensoes de Z e C* sao iguais a 5 e 2, respectivamente, segue

que 7 possui dimensao igual a 5 -2 = 3. O

Com as estruturas de #Z e % obtidas nos teoremas 2.11 e 2.15,respectivamente, é
natural nos perguntarmos a respeito da analiticidade de ¢ e . Antes disso, observamos
ainda que o contradominio dessas duas aplicagoes, .#, ¢ uma variedade analitica real de

dimensao 3.
Proposicao 3.16. ¢ e § sao aplicagoes analiticas reais.

Demonstracao. Primeiro como ¢ = $ o7, é suficiente mostrar que ¢ é uma aplicacao
analitica real. Agora, sabemos que m = ¢(0,\) é o vetor real normalizado no nicleo
de w(o,X). Como w;; = (|oi;| + X)oyj, as entradas de w sao funcgdes analiticas reais de
o e A. Vamos supor, sem perda de generalidade, que wyy # 0, conforme fizemos na
demonstragao do lema 2.3. Neste contexto, o niicleo de w é gerado por (—way, w14, 0, —w12)
e (was, —w13, w12, 0). Esses dois vetores sao também fungoes analiticas reais de (o, \). Além

disso, os vetores reais no nucleo sao da forma
012 (~was, w4, 0, ~wi2) + sWrz(wWas, ~wi3, w2, 0),
onde o vetor real (r,s) satisfaz

—]m(wlgw%) ]m(wlgw%) r 0

[m(wlgwM) —[m(wlgwlg) S 0

Seja (0,\) € #Z arbitrario. Entao as linhas da matriz dos coeficientes acima sao

automaticamente proporcionais e esse sistema matricial possui infinitas solug¢oes. Uma
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dessas solucoes é dada por

r = Im(wlg(A)Qg)

Ty oy 1
= SS9 | a9 o 1

r3 y3 1
€
S = Im(wmwﬂ)
T oy 1

= S12Sul|xy yo 11,

T4 ys 1

onde o, = 2j — 2 € z; = x; +1-y;. De fato, temos

—Im(wlgwm)r + ]m(wlgu)gg,)S —Im(wlgwggl)]m(wlg(,dgg,) + Im(wnwgg)]m(wlg(ﬂgz;)

=0
e como
1 Y1 1
Im(Wiowis) = S125ua| 290 o 1
Ty Yy 1
e
1 Y 1
Im(Wiowiz) = S1253| 20 o 1|,

r3 Yz 1
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segue que

1 oy 1 oy 1

Im(@Wiowia)r = Im(Wiowiz)s = S7pS1aSes| 20 yo 1 || 20 v 1
r3 ys L[| x4 ys 1

1 oy 1|l xz oy 1
— 555138 | wy Yy 1| 2 yp 1

3 Yz 1 || x4 ya 1

pois S14593 = 5135924 ja que (o, \) satisfaz as equagdes (M B). Desse modo, escolhendo
r = Im(Wiawaz) € s = Im(Wiawas), temos que os coeficientes na expansao de um vetor
real do nﬁcleo, 7”(,«)_12 = 5122823612]771(5120'23) e Swlg = 5%25245121771(6120'24), sao fung()es
analiticas reais de (0,\) quando esse par varia em #. Por fim, podemos normalizar esse
vetor real dividindo pela soma de suas entradas. Como essa soma é diferente de zero em

Z, concluimos que ¢ é uma aplicacao analitica real. O



4 Regularizacao de Singularidades

e Teoremas de Finitude

Neste capitulo, mostraremos que o conjunto solugao das equagoes (C) e (MB) é uma
variedade algébrica real projetiva. Em seguida, utilizaremos as técnicas da Geometria
Algébrica e os teoremas de Whitney do apéndice B para mostrar que o numero de
componentes conexas de Z é finito. Além disso, provaremos que o conjunto de equilibrios
relativos com massa m € .# fixa possui um numero finito de componentes conexas e que o
nimero dessas componentes em cada conjunto desse tipo é majorado por uma cota k que
independe do vetor massa. Finalmente, mostraremos que o conjunto de bifurcacoes de
equilibrios relativos do problema de 4 corpos esta contido em um subconjunto algébrico
proprio do espaco das massas normalizadas, e que fora desse subconjunto cada vetor massa

admite no maximo k classes de equilibrios relativos.

4.1 Regularizacao de Singularidades

Vimos, no teorema 2.5 , que #, o conjunto dos pares (o,\) que provéem de um
equilibrio relativo nao-colinear, é um subconjunto aberto de uma variedade analitica
real em (CO~ A) x R. Essa variedade, que denotaremos por V', é o conjunto solugao
das equagoes (C') e (MB). Para obter os resultados mais profundos subsequentes,
precisaremos conhecer a estrutura de V. Nesse sentido, o passo mais importante é a
regularizacao de V.

Inicialmente, vamos mostrar que usando uma transformacao proveniente das
regularizagoes de colisoes duplas de Levi-Civita (1920), podemos substituir V' por uma

variedade algébrica e, posteriormente, por uma variedade algébrica projetiva.

o4
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Primeiro, recordemos que S;; = |o;j|™2 + A. Dessa forma, as equacoes (M B) podem ser

escritas como:

(o2 + M) (Josal ™ + X) = (lous| > + A) (Joaa| > + X), (4.1)

(o127 + A (losal ™ + A) = (lowal + A) (Joas| > + X). (4.2)

Agora, multiplicando a equacao (3.1) por |o1903401304]> € a equagao (3.2) por

|012034014093% obtemos, respectivamente:

|0'130'24|3(1 + )\|012|3)(1 + )\|034|3) = |012034|3(1 + )\|O’13|3)(1 + )\|0'24|3) (43)

|014023|3(1 + )\|0'12|3)(1 + )\|O’34|3) = |0'120'34|3(1 + )\|014|3)(1 + )\|023|3). (44)

Daqui pra frente, vamos chamar as equagoes (3.3) e (3.4) de equagoes (N M B).
Seja W ={(0,1\) e C5 xR : (C) e (NM B) sao satisfeitas }. Claramente, temos que

V=Wn((C°\A)xR).

Salientamos ainda que W esta definido por equacoes que nao sao analiticas em A.
Vamos introduzir a aplicacdo quadrdtica S : C¢ — C® que leva 7 =

_ _ 2
(7'12,713,7'1477'23,724,7'34) em o = (012,0137014702&024,034) de modo que 045 = T, onde

i
1 <i<j<4. Dessa defini¢ao, segue imediatamente que S(A) = A, ST1(A)=A e que S é

suave.
Definicao 4.1. Seja f: X - Y uma aplicagao entre espagos topolégicos. Dizemos que f

é uma aplicacdo de recobrimento se é aberta, sobrejetiva e localmente um homeomorfismo

entre X e Y.

A restrigao de S ao conjunto C5 \ A é uma aplicacao de recobrimento na qual cada

ponto na imagem possui 64 pré-imagens. Com efeito, claramente essa restricao ¢ uma
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aplicacdo sobrejetora, pois para o € Co\ A, podemos escolher 7 € CO\ A tal que 73 = | /035,
e aberta, visto que suas fungoes-coordenadas sao abertas. Além disso, para ¢ na imagem
dessa restricdo, a equacao o;; = Tfj apresenta duas solugoes e, assim, S~!(¢) assume 26 = 64
valores. Além disso, localmente, essa aplicagao é injetiva. Desse modo, essa restricao é
um homeomorfismo local, visto que a inversa local S™'(o) = 7, com 7;; = | /735, é continua.
Segue disso, que essa restricao é uma aplicacao aberta.

Através de S, podemos definir uma aplicacao suave T : C6 x (R*) - C® x R_ dada por
T(r,a) = (S(7),-a%). Neste contexto, seja (7,a) € C6 x (R*) tal que T'(7,«) € W. Isto
equivale a dizer que o par (S(7),-a%) satisfaz as equagoes (C') e (NM B). Substituindo

em (C'), obtemos:
(") T3 = Tia + T Tia = Tia+ Tay,  Tig = Tig + Tay.
Agora, substituindo em (NM B) e multiplicando em seguida por «!?, obtemos:
[T13724[° (@° = [712[°) (@ = [734]%) = [T12734[°(@® = [715]°) (@° = [724[°)
(NMB')
[m1a723]% (@ = [712[°) (@ = [734]°) = 12734 [°(@° = |714[°) (@ = |725]°).

Agora, fazendo 7, = aji, + tbjx, com aji, bjr € R temos

ITikl® = (\/a§k+b?k)6

6 412 2 74 16
ajy + 3az, by, + 3ag by + b))

e |r;|? = ajz.k + b?k,

ou seja, |7;4? e |74 s@o fungbes polinomiais homogéneas das partes real
e imagindria de 7;; de graus 2 e 6, nessa ordem. Consequentemente, ambos os conjuntos
de equacgoes (C') e (NMB'") sao compostos por equagoes polinomiais homogéneas, de
graus 2 e 18, respectivamente.

Seja W' ={(1,a) e C* xR : (C") e (NMB’) sao satisfeitas}. Claramente, temos que

W' n{(r,a) eCOxR:a=0} =T (Wn{(o,\) e COxR:\<0}).
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De fato, tome (7,8) € T-Y (W n {(o,A) € C® xR : X\ < 0}) arbitrario. Entao T'(1,/) =
(S(7),-75) e Wn{(o,\) e COxR: X\ <0}. Dai segue que 7 € C6 e 8 # 0. Logo,
(1,8) e W n{(r,o) e CO xR : « # 0}. Reciprocamente, seja (7, 5) € W/ n{(r,a) e C6 xR :
o # 0} arbitrario. Desse modo, T(7,5) = (S(7),-75) e W n{(c,)) e C6 xR: A< 0}, o
que equivale a (7,5) € T-H(W n{(o,A) € CO xR : A < 0}). Além disso, como vimos na
demonstracao do teorema 2.8 que A <0 em Z, T-'(#) é um subconjunto aberto de W',

visto que T" é continua e #Z é um subconjunto aberto de V.

Definigao 4.2. O espago projetivo complexo CP(n) é o conjunto de todas as (n+1)-uplas

(a1, ...,an+1) € C?\{0} mddulo a relacao de equivaléncia dada por

(al,...,an+1)~(tal,...,tan+1), tEC\{O}

Uma (n +1)-upla (aq,...,an11) € C*"\{0} define um ponto P € CP(n) e dizemos que
ay,...,an1 s@0 as coordenadas homogéneas de P. Em CP(m) x CP(n), os conjuntos
algébricos (também conhecidos como variedades bi-projetivas) sao, por definigao,
V(f1yoos fons frnsts ooy fman)s Ji € C[ X1, ooy Xong1, Y1, oo, Vg1 ], onde os f;, com i =1, ..., m+n,
sao separadamente homogéneos nas varidveis X e Y;, comk=1,...m+lej=1,...,n+1,
isto é,

fi = 3 (coef )X XEmay P Yl

n+1
a1+...+am+1:d,b1+...+bn+1:e

Vamos mostrar que a aplicacao @ o T : T-Y(#) — .# possui propriedades algébricas
interessantes. Para fazer isso, introduziremos uma equacao andloga a (D) no espago
(1,). A cada (7,a) € CO x R, associaremos uma matriz w’ cujas entradas sao definidas
por:

2

wij = x (7|70 - )7,

onde X = |T12T13T14T23T24734|6. Note que wj; ¢ um polinémio homogeéneo em treze varidveis
de grau 38. Além disso, w’ pode ser visto como um 2-tensor simétrico visto que sua
matriz na base canonica de (C%)* é simétrica.

Proposigao 4.3. Sejam (1,a) € CO xR que satisfaz ax +0 e (o,\) =T (7,a). Entao (D)

¢ vadlida para m = p(0.)\) se, e somente se, (D') € vdlida, onde

(D") mJw' (T,a) = 0.
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Demonstragao. Suponha que (D) seja valida. Equivalentemente, temos

0 wig  wiz wia| [ma
—W12 0 Wa3z  Waq ma

—Wi13 —Wa3 0 W34 ms

o o o O

~Wig —woq -—wss O my

onde w;; = (|oy;/3 + X)oy; e m = (mq, ma, m3,my). Agora, como (o,\) = T(7, ), temos
wij = (|74]7¢ —04‘6)7'%. Além disso, ary # 0 implica que abx # 0. Multiplicando w;; por afy,

6y = v(ab|r] 6 — 1)72 = o
obtemos a®xwi; = x(a®|r;|® - 1)77 = wj;. Portanto, temos

14 14 !
0 wpp wiy wy my

! I !
wis 0 wyy woy ma

l4 !
wig wyy 0wy ms

o o o O

!
(wiy Wy wyy 0 my

ou equivalentemente, (D’) é vélida. Por fim, como o raciocinio anterior é reversivel, segue

o resultado. O

Definicao 4.4. Uma correspondéncia algébrica entre RP(m) e RP(n) é um subconjunto

algébrico Z c RP(m) x RP(n).

Neste contexto, Z é dado em coordenadas homogéneas por (1, ..., Tms1; Y1, --vs Yns1)
por equagbes polinomiais que sdo separadamente homogéneas em (Z1,...,Tp,1) € em
(Y1,---,Yns+1)- Esse conceito generaliza o grafico de uma fungao polinomial de X = [],(Z2)
em Y =[],(Z), onde []; e [, sdo as projecoes de RP(m) x RP(n) em seus fatores. Em

geral, Z nao é o grafico de nenhuma aplicagao.

Proposicao 4.5. O conjunto Z = {(t,A\,m) : (C"),(D') e (NMB’) sao satisfeitas} é
uma correspondéncia algébrica em RP(12) x RP(3).

Demonstracao. E suficiente mostrar que as equacoes polinomiais que caracterizam Z sao
homogéneas. Vimos anteriormente que as equagoes em (C’) e (NM B') sao homogéneas
de grau 2 e 18, respectivamente. Além disso, sabemos que cada entrada da matriz w’ é um

polindmio homogéneo de grau 38 em treze variaveis (7, A) e que a equagao (D') é também



Regularizagao de Singularidades e Teorema de Finitude 59

homogénea de grau 1 em relagao as varidveis m = (mq, ma, mg,my). Logo, a equagao (D)

é homogénea de grau 39 em relagio as variaveis (7, \,m). O]

Suponha que (7,a) € T-Y(#) ¢ W’'. Entao (r,a,m) € Z se, e somente se, m =

poT(7,a), pela proposigao 3.4. Assim, se I' é o grafico de ¢ o T, temos
[=Z0ll (TY(£)),

onde []; : RP(12) x RP(3) - RP(12) é a projecao canonica. No préximo teorema, seja
Zy={(r,ac,m):m; =0 para algum ¢ ou a=0ou ;=0 paraalgum ¢,j}.

Desse modo, Z; é um subconjunto de Z e, portanto, é um conjunto algébrico. Além disso,

esse conjunto contém A.

Proposicao 4.6. I ¢ um subconjunto aberto e fechado de Z ~ Zy, o conjunto diferenca

de duas variedades algébricas.

Demonstragao. Em I' temos que m; > 0, a # 0 e 7; # 0. Assim, I' ¢ Z ~ Z;. Como
[1.(Z2) c W’ e T-Y(#) é aberto em W', temos Z c [T} (W) e [I;(T-1(#)) é aberto em
[T;' (W), entao T = [[;"(T-1(#) n Z é aberto em Z e daf também é aberto em Z \ Z;.
Para provar que I" é fechado, vamos tomar um ponto arbitrario (7,@,m) e T n(Z\ Zp).
Queremos mostrar que esse ponto pertence a I'. Como (7,a,m) ¢ Zy temos que @ # 0,
Ti; # 0em; # 0. Como m; >0 em I' e m; # 0, temos m; > 0. Desse modo,
(T, @, m) satisfaz as equagoes (C'),(NMB') e (D’). Ja vimos que sob estas condigoes,
a equacdo (D’) implica a equacdo (D) para (7,A\) = T(7,@) (proposicdo 3.4). Além
disso, como (C”) e (NM B') sao vélidas para (7, @), temos que (C) e (M B) sao validas
para (7,)). Por definicio, # é o conjunto dos pares (o,)) tais que (C), (MB) e
(D) séo vélidas para algum vetor m e (RX)%. Assim, (7, )\) € Z e, consequentemente,

(7.@,m) e [N (TH(#) n Z =T. -

4.2 Teoremas de Finitude

Inicialmente, vamos utilizar alguns resultados de Geometria Algébrica do Apéndice B

para conhecer um pouco melhor as componentes conexas do conjunto Z.
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Primeiro, note que, pelo teorema B.8, um conjunto que é a diferenca entre duas
variedades algébricas reais possui um nuimero finito de componentes conexas. Desse
modo, aplicando esse resultado podemos concluir que Z \ Z; possui um numero finito
de componentes conexas e, pela proposicao 3.7, I' ¢ Z \ Z; também possui um ntmero
finito de componentes conexas.

Agora, combinando o teorema 2.11 e o teorema B.8, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.7. Z possui um numero finito de componentes conezas.

Demonstracao. Seja [T, : RP(12) x RP(3) - RP(12) a projecao canonica. Entdo, temos
[T.(D) = T(II;N(T-X(#)) n Z) = T-Y(#). Assim, pela proposicio 3.7 e pelo Teorema
B.8, T-1(#) possui um nimero finito de componentes conexas, visto que a continuidade
de T, respeita as componentes conexas de I'. Como T é continua, % também possui um

nimero finito de componentes conexas. O

Por outro lado, o teorema B.6 afirma que toda variedade algébrica é uma uniao finita
de subvariedades estratificadas. Cada conjunto nessa uniao é localmente conexo por
caminhos e, assim, as componentes conexas e as componentes conexas por caminhos
nesses conjuntos coincidem. Consequentemente, podemos reformular o teorema 3.8 da
seguinte maneira: dizemos que dois equilibrios relativos sao equivalentes se, através
de uma mudanca das massas, pudermos encontrar um caminho continuo de equilibrios
relativos conectando-os; entao existe um numero finito de classes de equivaléncia.

Vamos discutir a teoria das bifurcagoes de equilibrios relativos. Isso nos remete ao
estudo da restricao da projegao [, : RP(12) x RP(3) — RP(3) a I', o grafico de o T.
Neste contexto, queremos conhecer como as fibras [T5'(m) mudam quando o vetor massa

varia.

Lema 4.8. Seja X um conjunto algébrico qualquer em RP(12) x RP(3). Entio 'n X €
aberto e fechado em (ZnX)\(ZynX), e assim possui um nimero finito de componentes

conexas.

Demonstra¢ao. Como a intersecao finita de conjuntos algébricos também é um conjunto
algébrico, segue que Z n X e Zyn X sao conjuntos algébricos. Agora, aplicando a
proposicao 3.7, concluimos que I'n X é aberto e fechado em (Z n X))\ (Zyn X), e pelo
teorema B.8, concluimos que I' n X possui um numero finito de componentes conexas,

pois (Z nX) N (Zyn X) possui um niimero finito de componentes conexas. O
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Teorema 4.9. Seja m € A fixo. Entao, o conjunto de equilibrios relativos do problema
de 4 corpos com vetor massa m possui um numero finito de componentes conexas. Fsse

numero de componentes € majorado por uma cota que nao depende de m.

Demonstracao. Seja X ¢ RP(12)xRP(3) o conjunto algébrico definido fixando em RP(3)
o vetor massa m dado. Entao Z n X é algébrico e assim possui um niimero finito de
componentes conexas pelo teorema B.7. Além dissso, um resultado de Milnor(1964)
garante que o nimero de componentes conexas ¢ majorado por uma cota que depende
apenas do grau das equagoes polinomiais que definem o conjunto e da dimensao do espago
ambiente (esta cota é < ¢(2¢—1)%1, onde ¢ é o grau dos polinomios homogéneos e d a
dimensao do espago). Em particular, essa cota ndo depende de m. Uma componente
conexa de equilibrios relativos para m no espaco (o, \) aparece como uma componente
conexa de p~t(m) em Z. Em T-'(#), cada componente conexa possui no maximo 128
pré-imagens que sao componentes de T-1(Z) nT-'(p=1(m)), visto que (o,\) = T'(7, @)
nos dd o = S(7) e A = —ab, onde a primeira equagao apresenta no maximo 64 solugoes e
a segunda no maximo 2.

Finalmente, no grafico I' cada componente conexa de equilibrios relativos ¢é
representada por varias componentes de I' n X. Vamos completar a demonstracao
mostrando que cada componente conexa de I' n X é uma componente conexa de Z n X.
Agora, pelo lema 3.9, precisamos mostrar apenas que I' n X n Z, = @. Pelo resultado de
Shub usado na prova do teorema 2.9, em I' n X podemos definir cotas inferiores positivas
para || e |a|, e m é constante. Portanto, para (7, a@,m) € 'n X arbitrario, temos

7 #0,a # 0 e m; >0 como queriamos. O

Os principais teoremas de bifurcacao que vamos provar dependem das versoes fortes
do Teorema de Sard que sao validas para correspondéncias algébricas. Infelizmente, a
literatura de Geometria Algébrica lida quase que exclusivamente com o caso de variedades
algébricas complexas. Para compreender como essses resultados podem ser usados para

variedades reais, devemos discutir a complexificagao de variedades reais [[]

Definigao 4.10. Seja X c R" uma variedade algébrica real. O ideal de X, I(X), consiste

de todos os polindmios reais que se anulam em X. O posto de um ponto x € X é o niimero

'Para mais detalhes sobre complexificacdo de variedades reais, consultar o Apéndice B.
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méximo dos polinémios f € I(X) cujos diferenciais df (z) sdo linearmente independentes.

O posto de X é o maior posto dos pontos de X.

Para uma variedade algébrica real X c R", o teorema B.5 afirma que o conjunto
de pontos com posto maximo é um subconjunto aberto de X e é uma subvariedade
estratificada de R® com dimensao n—(posto de X). Os pontos desse conjunto sao chamados
pontos suaves e os outros pontos de X sao ditos pontos singulares. Particularmente, um
ponto singular é suave em alguma subvariedade estratificada (posto constante)ﬂ de X
visto que esse conjunto pode ser escrito como uniao finita de subvariedades estratificadas
conforme o teorema B.6.

Se Y c¢ C" é uma variedade complexa, procedemos exatamente da mesma maneira
descrita na definicao 3.11, exceto em relacao a independéncia linear dos diferenciais que
agora significa independéncia em C.

Dada uma variedade complexa Y, podemos formar Y nR”. Essa é uma variedade real, o
conjunto de zeros de todas as partes reais de polinémios em I(Y"). Além disso, se X c R”
é uma variedade real, podemos obter uma variedade complexa X* c C" simplesmente
enxergando todas as varidveis como sendo complexas. Desse modo, a proposicao B.11
afirma que para qualquer variedade complexa Y > X, também temos Y > X*, ou seja
X* é a menor variedade complexa contendo a variedade X. Em particular, (Y nR?)* c Y
para toda variedade complexa Y. Além disso, a proposi¢ao B.12 afirma que os postos de

X e de X* sdo 0s mesmos.

Definicao 4.11. Seja 7 : X — X’ uma aplicacao polinomial entre variedades algébricas.
Dizemos que x € X é um ponto critico de w se x é suave em X, w(x) é suave em X',
mas dr(x) nao possui posto méximo. Neste contexto, dizemos ainda que 7(z) é um valor

critico.

No contexto da definicao anterior, observe que um ponto singular de X nao é um
ponto critico. Além disso, quando z e 7(x) sdo pontos suaves, esta definicao é equivalente
a usual para aplicagoes entre variedades.

Agora, quando X e X' sao variedades algébricas complexas, temos uma versao forte

do Teorema de Sard:

Teorema 4.12 (Teorema de Sard). Seja 7 : X — X' uma aplicagao polinomial entre

2Para mais detalhes sobre variedades estratificadas, consultar a Definicdo B.4.
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variedades algébricas compleras. FEntao existe uma subvariedade propria de X' contendo

todos os valores criticos de 7 Bl.

Vamos usar essa versao para obter um resultado analogo para variedades algébricas

reais.

Lema 4.13. Seja [1: X — X' uma aplicacdao polinomial entre variedades algébricas reais.

Entao existe uma subvariedade propria de X' que contém todos os valores criticos de [].

Demonstracao. Suponha que X c¢ R™ e X’ c¢ R*. Complexificando estas variedades,
obtemos X* c C™ e (X')* c C". Agora, por defini¢ao, a aplicacao [] é a restrigao de uma
aplicagao polinomial 7 : R™ — R” e essa aplicagao também pode ser complexificada. Seja
[T : X* - X" a complexificacao de []. Aplicando o teorema 3.13 para []”, encontramos
uma subvariedade complexa prépria Y c (X')* que contém todos os valores criticos de
[T". Agora, Y nR” é uma subvariedade real prépria de X’; caso contrario X’ =Y nR" e
(X)*=(YnR")* cY, o que é uma contradigao, visto que Y é uma subvariedade prépria
de (X')*. Para completar a demonstracao, vamos mostrar que se x € X é um ponto critico
de [T", também é um ponto critico de [].

Primeiro, um ponto x € X é suave se, e somente se, também é suave visto como um
ponto de X*. De fato, se x € X é suave com posto k < m, entao existem polinomios

fiso, fr € I(X) tais que

apdfi(z) + ...+ apdfp(z) =0 (;eR) = ;=0 paratodo 1<i<k.

Agora, vamos considerar z € X* e f1,..., fr € [(X*) de modo que

61df1($) + ...+ ﬂkdfk(l’) = O,

onde 3; = a; +ib; € C arbitrdrios. Reescrevendo essa combinagao linear em termos da

parte real e imagindria dos f3;, temos que

[ardfi(z) + ... + ardfy. ()] + i[brdf1(x) + ... + bpdfe(x)] = 0.

Mas, como os df;(z) sao linearmente independentes sobre R, temos que a; = b; = 0 para

3A demonstracio desse resultado pode ser vista em (MUMFORD, 1976).
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todo 1 < j < k. Portanto, 3; = 0 para todo 1 < j < k. Logo, z € X* é suave com posto k.
Reciprocamente, se x € X* é suave, entao imediatamente concluimos que z € X é suave
visto que R c C. Analogamente, temos o mesmo resultado para um ponto z’ € X’. Além
disso, o posto de dm(x) sobre R é igual ao posto sobre C de dr*(x) pois ambas as aplicagoes
lineares sao obtidas a partir da mesma matriz jacobiana mxn por restricao aos subespacos
tangentes no ponto z, T, X c R™ ou T, X* c C™, e esses subespagos sao dados pelo mesmo
conjunto de equacgoes lineares reais com posto,(X) = posto,(X*), pela proposicao B.12.
Portanto, os pontos criticos de m e 7* em X coincidem. Consequentemente, os pontos
criticos de [ e [T coincidem em X. Desse modo, concluimos que Y nR™ é a subvariedade

propria de X’ que contém todos os valores criticos de []. n

Proposicao 4.14. O conjunto dos valores criticos de ¢ : £ — M estd contido em um
subconjunto algébrico proprio de A . Em particular, o conjunto dos valores requlares é

aberto e denso e possui medida total em A .

Demonstragao. Inicialmente, lembre que T : T-Y(#) - % dada por T(r,a) =
(S(7),-a7%) é uma aplicacdo aberta sobrejetiva. Com efeito, ja vimos que S(7) = 72
é sobrejetiva e, claramente, a aplicacao-coordenada f : R\{0} - R_ dada por f(«a) =-a6
é sobrejetiva, dai segue a sobrejetividade de T. Ainda, como Z é aberto, temos que os
abertos do dominio de T' sao imagens inversas de abertos de Z. Desse modo, aplicando
T em um aberto arbitrario do dominio obtemos um aberto de &%, provando assim que T’
é aberta. Além disso, note que T é localmente injetiva, visto que S e f sao localmente
injetivas, e é suave, com inversa local suave, ja que S e f sao aplicacoes suaves. Assim,
concluimos que T : T-Y(#) - # é uma aplicagdo de recobrimento e, consequentemente,
um difeomorfismo local.

Salientamos ainda que ¢ e ¢ o T possuem os mesmos valores criticos pois, pela regra
da cadeia, d(p o T)(x) = dp(T(z)) o dT(z) e, localmente, dT'(x) é um isomorfismo, ou
seja, d(poT)(x) e dp(T(x)) possuem o mesmo posto em x € T-H(Z).

Vimos que para (7,a) € T-Y(Z#), temos T' = Z n [[;(T-1(#)). Dai, o grafico I' de
p o T esta contido na correspondéncia algébrica projetiva Z. Como I' é o gréfico de uma
aplicacao suave entao é uma variedade. Assim, todos os seus pontos possuem o mesmo
posto. Dai, substituindo Z por alguma subvariedade contendo I' conveniente se necessario,

podemos assumir que todos os pontos de I' sao suaves.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que os pontos de I' sao suaves em Z.
Desse modo, temos que a projegao [, : Z - RP(3) é uma aplicagao real entre variedades
projetivas reais. Entao, pelo lema 3.14, o conjunto de seus valores criticos esta contido em
algum subconjunto algébrico préprio Y c RP(3). Como I' e RP(3) consistem apenas de
pontos suaves, os valores criticos da restrigao [T, : I' > RP(3) vista como uma aplicagdo
entre variedades projetivas permanecem em Y.

Finalmente, como os valores criticos de @oT' sd@o os mesmos de [],(I"), concluimos que
o conjunto dos valores criticos de o T" estd contido em Y. Em particular, esse conjunto é
fechado pois é um subconjunto algébrico e possui medida nula ja que o volume de Y é nulo
pois tal conjunto é uma subvariedade propria. Consequentemente, o conjunto de valores
regulares de poT' é aberto e denso (pois qualquer ponto regular é limite de uma sequéncia

de pontos regulares distintos) e tem medida total em .#. Isso finaliza a demonstracao. [

Como vimos anteriormente, ¢ = o, onde w é a projecao de Z sobre Z. Tsto implica
que o teorema 3.10 também pode ser aplicado para @. Agora, seja [0, \)] € Z um ponto
regular arbitrario. Entao, como .# é uma variedade com dimensao igual a 3, temos que
d@([o,A)]) possui posto igual a 3. Consequentemente, como % é uma variedade com
dimensao 3 (teorema 2.15), concluimos que @ é um difeomorfismo local em z.

No teorema 2.9 vimos que ¢ é uma aplicagao prépria. Desse modo, a pré-imagem
de um valor regular é um conjunto finito. De fato, seja m € .# um valor regular de .
Entdao ¢1(m) = {[(o,\)] € Z : ¢([(5,)\)]) = m} é um subconjunto compacto de Z tal
que dp([(o,A)]) possui posto 3. Como a d@ é um isomorfismo em cada ponto de =1(m),
segue que esse conjunto é discreto, pois ¥ é injetora em uma vizinhanca de cada ponto
desse conjunto pelo teorema da aplicacao inversa. Consequentemente, alguma vizinhanca
de cada pré-imagem é mapeada difeomorficamente em .7 .

Agora, vamos definir o conjunto de bifurcacoes, B, de um equilibrio relativo do
problema de 4 corpos. B é o complemento em .# do conjunto de massas, m,
com a seguinte propriedade: em alguma vizinhanca % de m, cada massa admite o
mesmo numero finito, K, de configuracoes de equilibrios relativos; os equilibrios que
correspondem as massas em 7%/ caem em exatamente K componentes conexas no espaco
das configuracoes, cada uma das quais é continuamente parametrizada por % .

Recordemos ainda que a cada ponto de Z esté associada uma tnica configuracao de

equilibrios relativos. A saber, cada ponto de R é representado por uma par (o, \) em %
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que difere apenas pela acao de C*. Entao, a classe de equivaléncia afim do vetor posicao
z com z* A 1* = ¢ é unicamente e analiticamente determinada pelo ponto original. Em
suma, podemos sintetizar a proposicao 3.15 e as observacoes acima no resultado principal

dessa dissertacao:

Teorema 4.15. O conjunto de bifurcacoes, B, de equilibrios relativos do problema
de 4 corpos estd contido em um subconjunto algébrico proprio do espago das massas
normalizadas, . Existe um numero inteiro positivo K tal que cada massa no
complemento de B admite no mdzrimo K classes de equivaléncia afim de equilibrios

relativos.

Finalmente, através do resultado de Milnor utilizado no teorema 3.10 obtemos K <
39(2-39-1)1-1 =39.77 visto que os polinémios envolvidos nas equagoes (D’) possuem

grau igual a 39 e o espago dos (o, A\, m) € Z possui dimensao igual a 15.
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Apeéendice A

Formas Alternadas em C¥

Neste apéndice, vamos conhecer um pouco mais sobre formas alternadas em CV com

o objetivo de demonstrar as proposicoes 1.6 e 1.10 utilizadas nessa dissertacao.

Formas decomponiveis e degeneradas em CV

Dada uma matriz antissimétrica A € My(C) podemos definir uma 2-forma
alternada w € A5(CN, C)ff] pondo w(u,v) = u*Av, onde C é visto como um espago vetorial
real.

Definigao A.1. Uma 2-forma alternada w € Ay(CN;C) é decomponivel se puder ser

escrita como produto exterior de duas 1-formas:
w=aApf.

Agora, vamos caracterizar as 2-formas decomponiveis em Ay (CV; C).
Proposigao A.2. Uma 2-forma alternada w € Ay(CV;C) é decomponivel se e somente
se wAw=0¢eA(CVN;C).

Demonstracao. Se w = a A 3, onde «, 8 sao 1-formas em CV. Entao, temos

wAW anNBAranp

= 0.

Agora, vamos mostrar a reciproca utilizando inducao sobre N. Se N = 0,1 temos

A(CN;C) =0, entao o primeiro caso nao-trivial é N = 2. Nesse caso, dim A(C%C)=1e

44,(CY,C) é a notacao que utilizaremos para o espaco das 2-formas alternadas w: CY x CV — C.

69
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v} Avy é nao-nulo se {vy,v9} for uma base de C2, assim qualquer w € Ay(C?;C) é multiplo
de vy A vy e, portanto, é decomponivel.

Vamos considerar o caso N = 3 separadamente. Dado w € Ay(C?;C), seja ¢ : C3 -
A3(C3;C) dada por

o(v) =wAv*.

Agora, sejam vy,vy € C? e a € R, segue que

dlavy +vg) = wA (av] +v3)

alwAv])+w Ay

ap(vi) + ¢(v2),

ou seja, ¢ é uma tranformagao linear. Como dim A3(C3;C) = 1, pelo Teorema do Nucleo
e da Imagem, temos dim N(¢) > 2. Assim sejam uy,us € N(¢) vetores linearmente
independentes e vamos estender esse conjunto a uma base {uj,us,uz} de C3. Dessa

forma, podemos escrever

W= AUs AU3 + AUl AUz + Azul Aus.

Agora, temos

)
I

¢(ur)

= (Auj Auj + doul Aug + Azuj Aul) Aug

* * * * * * * * *

Aul Aus Aus,

ou seja, A\ = 0. Analogamente, como ¢(uy) = 0 obtemos Ay = 0. Portanto, temos
w = A\juj Auj, que é decomponivel.
Agora, vamos assumir indutivamente que a proposicao seja vélida para todo natural

< N -1 e vamos mostrar que também vale para N. Usando uma base {vy,...,uy} de CV,
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escrevemnos

Z aijv; AU;
1<i<j<N

S
I

N-1
Z a;Nv; | AUy + Z aijv; Av;
i=1 1<i<j<N-1

= u AUy +W,

onde u e U, w' € Ay(U;C) e U é o subespago com dimensao N -1 gerado por vy, ..., Un_1.

Agora, temos que

0 = wAw

(uw Aoy +) A (U Aoy +w)

* * * * * * ! !/ * * ! !
U AU AU AU H U AV AW W AU AUy W AW

2u AW AUy W AW

Contudo, vy nao aparece na expansao de u* Aw’ ou w’' Aw’, entao obtemos, separadamente,

wAw =0 e WwWaAwWw=0.

Por hipétese de indugdo, w’ A w’ = 0 implica w’ = uj A uj, onde uy,uy € CV e, assim, a
primeira equacao torna-se

u* Aui Auy =0.

Segue disso que o conjunto {u, uy,us} é linearmente dependente, isto é, existem A, ji1, o €
R nao todos nulos tais que

AU+ H1Up + UoUg = 0.

Se A =0, entao u; e uy sao linearmente dependentes e temos w’ = uj Auj = 0. Isso significa
que w = u* Avy, e é, portanto, decomponivel. Se A # 0 podemos escrever u = A\ju; + Aguo,
assim

W= ANU] AUy + AUy AUN +UT AU

e esse ¢ 0 caso N = 3 que é sempre decomponivel como mostrado acima. Concluimos,

nesse caso, que w é decomponivel. n
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Definicao A.3. Uma 2-forma w € Ay(CN,C) é degenerada se existe algum vetor
u € CN nao-nulo tal que w(u,v) = 0 para todo v € CV, ou equivalentemente, w é nao-

degenerada se a aplicacao linear
T:CN > (CY), @) =wy:w—w(v,w)

¢ um isomorfismo linear.

Vamos caracterizar as 2-forma degeneradas em Ay(CY;C). Lema A.4. Seja w uma 2-
N\ * _ 5 : * * * * N *

forma em (CV)*, com N =2n. Entao, existe uma base {e},....e5,, €5 .,,....,ex} de (CV)

tal que

% * * * * *
w=ejAes+esne;+...+ey | ANey.

Demonstracao. Se w = 0, o lema vale trivialmente com k = 0. Agora, suponha w # 0.
seja {f1,..., fv} uma base de CVN e {f},..., fx} a base dual de (CV)*. Entao, podemos

expressar w coIo

w = Z aijff A f;.

1<i<j<N

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a5 # 0. Seja

. 1 _ 1 .~
€ = _W(fl) =—wp € €= w(fQ) =We,-
Q12 Q12

Assim, o conjunto {ej,e;, f;,..., fx} ainda é uma base para (CV)*, e definindo W =
* *
w — €] Ae;, temos
s * * * *
Wy, =wp, + (€] A€3)y = ae] —aize] =0

*

_— _ * * — *
Wy, =wyp, +(e] Aey)p, =e5—e5 =0.

Assim, podemos expressar W como w = Z bijfi A [, dal
3<i<j<N

w=eines+ Y. bifia S

3<i<j<N

Se w = 0, entao w = ef Ae; e acabamos a demonstragao. Se w # 0, repetimos o procedimento

acima com @ no lugar de w para encontrar e; e e; tais que

w=ejANes+e;ne;+ Z cijfi N
5<i<j<N
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Repetindo esse processo por no maximo n vezes, chegamos ao fim e obtemos a expressao

desejada para w. O]

Como consequéncia desse lema, temos:
Proposicao A.5. Se N = 2n entdao w € Ay(CV,C) é nao-degenerada se, e somente se,

existe uma base {ej,...,e5 } de (C¥)* tal que

% * * * * *
w=ejNne;+esNel+...+e5 1 ANey.

g N\ * * * * *
Demonstragao. Escolha a base de (CN)*, ef,...,e5,, €5 1, ....,ex}, dual de alguma base
de CN, como no lema acima. Se 2k < N, entao @(ey) = 0 em (CN)*, logo @ nao é
um isomorfismo. Se 2k = N, entdo @ leva a base {ej,es,...,€9, 1,€2,} de CV¥ na base
* * * * N\ * . ~ 7 . , ~
{e5,—e€7,....e5,,—€5. 1} de (CN)*. Assim, @ é um isomorfismo. Portanto, w é nao-

degenerada. O

Vale ressaltar ainda que se w é uma 2-forma nao-degenerada e N = 2n, entao

n _ — * * * *
W'=wA..Aw=nle] Aes A .. Ae5 | NES

—_———
n vVezes

é uma N-forma nao-nula. Assim, temos

Proposicao A.6. Se N =2n, entdao w € Ay(CV,C) é degenerada se, e somente se, w™ = 0.
A proposigao anterior caracteriza as 2-formas degeneradas em Ay(CN,C) quando N é
par. Para N impar, temos

Proposicao A.7 Se N é impar, toda 2-forma w € Ay (CV,C) é degenerada.

Demonstracao. Seja A € My(C) a matriz antissimétrica associada a w em uma base
fixada, ou seja, w(u,v) = ufAv. Como A é antissimétrica, temos que A = —A’.

Consequentemente, temos

det A

det(-A")

det(-A)
(-1)N det A.

Assim, como N é impar, obtemos det A = 0. Logo, o posto da matriz A nao é maximal,

ou seja, existe u € CV nao-nulo tal que w(p,v) = 0, para todo v € CN. Portanto, w é
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degenerada. O]

Determinantes e Pfaffianos

Nessa secao, vamos considerar um K-espaco vetorial V' de dimensao finita par N = 2n,
K corpo, munido com um produto interno {, ).

Suponha que {vy,...,ux} é uma base de V, nao necessariamente ortogonal. Para
qualquer x € V' podemos calcular as componentes de = na base {vy,...,ux} através da

base dual {vj,...,v}} da seguinte forma

N
=Y xv;,  x; =0 (x).
i=1

O produto interno em V' fornece uma correspondéncia vetor-covetor. Dai, cada v € V'*
possui um vetor correspondente u; € V. Dessa forma, obtemos um conjunto com NN vetores

{uy,...,un}. Pela definicao dessa correspondéncia vetor-covetor, cada u; é tal que
(uj, ) =vf(z)=x;, VreV.
O conjunto {uq,...,uy} é uma base de V. Com efeito, note que
(ui, vj) = v (v;) = dij.

Precisamos mostrar que esse conjunto é linearmente independente. Suponha que temos

uma combinacao linear

N
Z )\ﬂLl = O,
i=1

e tome o produto interno dessa combinacao com o vetor v,

N
0 = (Z )\iuia U])
=1
= 2 Nidi;

i=1

~

I
>

J

Assim, o conjunto de N vetores {uy,...,ux} é linearmente independente num espago V'
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com dimensao N, dai tal conjunto é uma base.

A base {uq, ...,uy} é denominada base reciproca para a base {vy, ...,uy }. A justificativa
para essa denominacao provém do fato de que o volume orientado do paralelepipedo gerado
pela base {u;} é igual ao inverso do gerado pela base {v;}. De fato, por defini¢do, o volume

do paralelepipedo orientado gerado pela base {u;} é

UL N ... N\UN
Vol{uj} = LN
E1N...NE;
onde {e;} é uma base ortonormal positivamente orientada de V. Agora, considere a

transformagao linear invertivel definida por M(e;) = v;. Desse modo, temos

M(ey)n...AnM(en)

e1N...Nen
VI N ... \UN

det M

el N...NEen

= Vol{v,}.
Considere a transposta M? em relacao ao produto interno de V. Note que

<ei7 Mt(“j))

1l
—
~

D
Bh
N—’
<
<
~

Dai, como essa igualdade é verdadeira para todo 7,7 = 1,..., N, segue que M?!(u;) = e;.

Além disso, como det M? = det M, temos

erA..nexy = Mi(e)A...nM(ex)

= (det M)ug A ... Auy.

Assim, temos

Vol{u;) = “hlUN

el N...\Nen

det M

Vol{v;}
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Definigao A.8. O pfaffiano de uma 2-forma w € Ay(VV;V), com N = 2n, é o tnico

escalar pf(w) € K tal que

1
—w" =pf(w)er A ... Aeap,
n!

onde {e;} ¢ uma base ortonormal de V.
Toda 2-forma w € Ay (VN V') possui a ela associada uma matriz antissimétrica A € My (K)
tal que w(u,v) =utAv. Nesse contexto, existe uma relagao entre pf(w) e det A.

Proposicao A.9. det A = [pf(w)]?

Demonstracao. Inicialmente, note que podemos escrever w € Ao (VY; V) como
W=V NVUg+ ... + Ugp_1 N\ Vg,

onde o conjunto de vetores {vy, ..., v9; } é linearmente independente em V' e 2k <

Se 2k < N, entao temos que w” = 0 pois existem 2k vetores diferentes no produto
exterior, enquanto o nimero total de vetores da base de VV é N = 2n, assim pelo menos
um v; se repete. Logo, w é degenerada e temos det A =pf(w) = 0.

Agora, se 2k = N, entdo o conjunto vy, ...,uy} é uma base em V. Segue disso que

wn

— VI AU A ... ANUN
n!

pf(w)erAes A...Aep,

onde {e;} é uma base ortonormal em V. Em outras palavras, pf(w) é o volume orientado
do paralelepipedo gerado por {v;}, se assumirmos que {e;} gera o paralelepipedo com
volume unitario. Dali, temos que pf(w) # 0.

Vamos denotar por {vi} a base dual da base {v;}. Desse modo, fazendo a
correspondéncia entre vetores e covetores definida no inicio dessa secao, podemos levar
cada vetor da base {vf} no respectivo vetor da base reciproca {u;}. Dai, aplicando o
operador A nos elementos de {u;} e usando a propriedade de que (v;,u;) = d;;, obtemos

A(uy) = —vg, A(ug) = vy, ... , A(un-1) = -vy, A(uyn) =vy_1. Consequentemente,

A(ur) Ao A A(uy) = (—u2) Avp A A(-0N) Auyg

V1 ANV A ... NUN.

50 lema A.4 também é valido para espacos vetoriais de dimensdo finita arbitrarios
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Assim, temos

det A

A(up) Ao A A(uy)

UL N ... NUN

VI N ... \N\UN

UL N ... NUN

Para finalizar a demonstragao, vamos calcular o volume gerado pela base {u;} para

relacionarmos uy A ... A uy com ej A ... Aey. sabemos que o volume gerado por {u;}

é o inverso do volume gerado por {v;}. Assim , temos Vol{u;} =

UL N ... NUN .
temos Vol{u,;} = ————— . Assim,

e1N...\Nen

. Por outro lado,

1
pf(w)

up A Auy = pf(w)ler A Aey.
Juntando as expressoes obtidas acima, obtemos
pf(w) = Vol{v;}
VI AN... N\UN
e1N...\NEen
VIN.ANUN UL N...ANUN
UL N...\NUN €Ee1N...NEN

= (det A)pf(w)™.

Portanto, det A = [pf(w)]?.



Apeéendice B

Estrutura das Variedades Algébricas Reais

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados importantes de H. Whitney sobre

variedades algébricas reais utilizados nessa dissertagad’

Definicoes Basicas

Uma variedade algébrica real (ou complexa) V' é um conjunto de pontos no espago
real R™ (ou complexo C") que s@o zeros comuns de um ndmero finito de polindmios.

As definigoes a seguir sao validas tanto para variedades algébricas reais quanto para
complexas.

Defini¢ao B.1. O ideal polinomial 1(Q)) de um conjunto de pontos @ c R* (ou ) c C?)
é o conjunto de polindémios que se anulam em @, ou seja, se f,g € I(Q), entdo f+g € I(Q)
e ¢f € I(Q) para qualquer polindémio ¢ € R[Xq,..., X,,] (ou ¢ € C[ X7, ..., X,,]).

Um conjunto S de polinomios define uma variedade algébrica V' (S) formada pelos
zeros comuns dos polindémios de S. Por exemplo, se S = xy—1,22-1 entao V(S5) =
(1,1),(-1,-1). Contudo, se S = {22 + 1} entdo V(S) = @ vista como uma variedade
real ou V(S) = {-i,i} vista como uma variedade complexa. Além disso, S gera um
ideal I, consistindo de todas as combinacoes lineares de elementos de S com coeficientes
polinomiais e, claramente, temos I c I(V(5)).

Definicao B.2. Seja f: R"® - R uma funcao diferenciavel no ponto p € R*. A diferencial

de f no ponto p é o funcional linear df (p) : R® - R cujo valor no vetor v = (vy,...,v,) é

6Para mais detalhes e demonstracdes recomenda-se a referéncia (WHITNEY, 1957).

78
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dado por

(p) v = f(p+ t'U) f(p) Z ) ;.

Defini¢ao B.3. O posto rnk,(S) de um conjunto S de polinémios em um ponto p é o
ntmero maximo de diferenciais linearmente independentes dfi(p), ..., dfs(p), onde f; € S.
O posto rnk,(Q) de um conjunto @ c R* (Q c C*) em um ponto p € Q é rnk,(I(Q)) e o
posto rnk(Q) de () é o maior valor de rnk,(Q) para p € Q.

Na definigao anterior, se S é um ideal, o conjunto de todos os covetores df(p), onde
f €S forma um espago vetorial (com as operages usuais) cuja dimensdo é igual ao
rnk,(S). Claramente, rnk,(S) é também o nimero maximo de diferenciais independentes
de qualquer conjunto de fungoes que geram S pois S é um ideal finitamente gerado ja que
qualquer anel de polindmios em n variaveis é Noetheriano.

Definicao B.4. Uma variedade algébrica parcial M é um conjunto de pontos associado
com um numero natural p, com a seguinte propriedade: tomando qualquer p € M, existe
um conjunto de polinémios fi, ..., f,, de posto p em p, e uma vizinhanca U de P, tal que
M nU é o conjunto de zeros em U desses f;. O niimero n - p é a dimensao da variedade
parcial M.

Note que M nao precisa ser fechada ou conexa e que qualquer subconjunto aberto de M
¢ também uma variedade algébrica parcial. A variedade M ¢ dita também estratificada,

por defingao, visto que cada um de seus pontos possui posto constante igual a p.

Teoremas de Whitney

Agora, vamos apresentar os principais resultados de Whitney para variedades
algébricas reais [l]
Teorema B.5. Sejam V c R” uma variedade algébrica e M; o conjunto de pontos p e V
onde o posto de V' é maximal. Entao, M; é uma variedade algébrica parcial de dimensao
n-rnk(V) e Vi =V - M, é vazio ou é uma subvariedade algébrica prépria de V.

No mesmo contexto do teorema B.5, se Vi # &, podemos aplicar esse processo de

decomposicao novamente, o que nos fornece Vi = My U V;, etc. A primeira parte do

"Para ver a demonstracio desses resultados, consulte (WHITNEY, 1957).



Equilibrios Relativos do Problema de N Corpos no Plano Complexo 80

préximo teorema é um consequéncia imediata do Teorema da Base de Hilbert.
Teorema B.6. O processo de decomosicao chega ao fim apés um ntumero finito de passos,

ou seja,

V=MuMyu..uM,, (4.5)

onde cada M; é uma variedade algébrica parcial em V e M;nM; = @ se ¢ # j. Além disso,

temos

s<2" -1 (4.6)

Uma consequéncia imediata do teorema B.6 é que cada conjunto de pontos

%:Mi+1U...MS (47)

¢ uma variedade algébrica, e dai é um conjunto fechado. Desse modo, dizemos que V
pode ser expresso como uma cole¢ao de variedades estratificadas.

Teorema B.7. Uma variedade algébrica real possui um nimero finito de componentes
conexas.

Teorema B.8. Seja V'’ uma subvariedade de uma variedade real V. Entao V' -V possui
um numero finito de componentes conexas.

Como corolario imediato do teorema B.6, temos

Corolario B.9. Na expressao em (B.1) cada M; possui um ntimero finito de componentes
conexas.

Para finalizar essa secao, vamos mostrar que, na decomposicao dada no teorema B.5,
Vi é uma variedade algébrica se Vj for nao-vazio. Com efeito, dadas as funcgoes
polinomiais fi,..., f., seus diferenciais sao independentes em p € R" se, e somente se

algum determinante jacobiano ,usando o sistema natural de coordenadas do R",

of  Oh
Oxy, Oxy,
a(fl;u-;f'l’) :det .)\ . _>\
T,y Tr,) a'f ' a'f

891:,\1 831;,\T



Equilibrios Relativos do Problema de N Corpos no Plano Complexo 81

¢ +# 0 em p. Seja p = rnk(V). Por definicdo de M; e Vi, I(V) possui posto p em
todos os pontos de M;, e possui posto < p em todos os pontos de Vi, isto é, todos
os determinantes jacobianos de elementos fi,..., f, € (V) s@o iguais a zero em todos
os pontos de Vi, enquanto isso nao é verdade para nenhum ponto de M;. Seja S esse
conjunto de determinantes jacobianos. Claramente, os elementos de S sao polindomios.
Agora, V] é simplesmente o conjunto de pontos onde todos os polinémios de (V') e todos

os polinomios de S se anulam e, portanto, V; é uma variedade algébrica.

Complexificacao de Variedades Algébricas Reais

Sejam Rz e Cx a parte real e o complexo conjugado de um x € C, respectivamente.
Agora, note que CCx =z, C(x+y) =Cx +Cy, C(xy) = (Cx)(Cx), e C(ix) = —iCx para todo
z,y € C. Além disso, para p = (z1,-+,x,) € C*, temos Cp = (Cxy,--+,Cx,).

Para qualquer polinomio f = Y. Ay, ., X;'--Xo" € C[X1, ..., X,,], temos

fC(xy,...,zn)) S Ay, (Ca)M o (Cay ) )
S Ay, C(a ez

CZC(A)\1...>\7L)$T1"'$?LH~ (48)

A partir disso, definimos o operador I": C[ X1, ..., X,,] = C[ X7, ..., X,,] por

1

L'(f(p)) = §[f(p) +Cf(Cp)]. (4.9)

Entao, usando B.(4), temos que

L) r(zAas)

S DR SR (O N e |

= Y R(Ay, )Ty (4.10)

n

A igualdade em (B.6) mostra que I'f é real, ou seja, assume valores reais em pontos com

todas as entradas reais, e I'f = f se, e somente se, f € R[Xq,..., X,,]. Além disso, temos
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ainda

I'(f(p)) —iL'(if(p))

% [f(p) +Cf(CP)] - z% [1f(p) +C(if(CP)]
. % [f(p) +Cf(Cp) + (=i)if(p) + (i) (=i)Cf(Cp)]
= [ (4.11)

Recordemos que o anel R[xy,...,x,] é um subanel de C[xy, ..., z,].

Definicao B.10 Para um conjunto de pontos () c C*, seja C() o conjunto de pontos Cp,
com p € (). Dizemos que @ é simétrico-real se CQ) = Q).

Definigao B.11. Sejam V c C" uma variedade algébrica complexa, I(V) o ideal
polinomial associado a V' e {f1,..., fs} o conjunto gerador de I(V'), onde p; = pj1 +ipj2 €
Clzy,.cnzn] (5 =1,..08, fir, fi2 € Rlz1,...,x2]). A parte real de V., R(V'), é a variedade
algébrica real definida pelos zeros reais comuns do conjunto de polinémios { f11, fo1, ..., fs1}-
Proposicao B.12. Dada uma variedade algébrica real V' c R”, existe uma tnica menor
variedade algébrica complexa V* ¢ C" contendo V. Além disso, V* é real-simétrica, e V
é a sua parte real. Se I(V') e I*(V*) s@o os ideais associados a V' e V*, respectivamente,
entao I(V) c I*(V*) e I(V) é o conjunto de polindmios reais em I*(V*); I(V) também
consiste de todos os I'f com f e I*(V*), e [*(V*) é o ideal complexo gerado por I(V').

Demonstragao. Inicialmente, notemos que os polinomios em (V') definem uma variedade
complexa V*, cuja parte real real é V. Agora, pela igualdade (B.4) se p € V* entdo
CpeV*. Assim, V* é simétrico-real. Para mostrar que V* é a menor variedade complexa
contendo V', vamos mostrar que qualquer polindmio f que se anula em V também se anula
em V*. De fato, como f=0em V,T'f e I'(if) também sdo 0 em V e dai também o sao
em V*. Portanto, pela igualdade (B.7), f =0 em V*.

Por definigao de V*, I(V) c I*(V*). Além disso, como V c V* entdao I(V') contém
todos os polinomios reais em I*(V*), e dai é simplesmente esse conjunto de polinomios.
Ainda, para qualquer f e I*(V*), T'f € I(V) c I*(V*), pela igualdade (B.6). Esse
conjunto de polinémios I'f é o conjunto de polinomios reais em [*(V*), e dai em (V).

Finalmente, pela igualdade (B.7), I(V') gera [*(V*). O

Agora, vamos usar a notacao rnk* para designar o posto de uma variedade complexa.
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Proposicao B.13. Com V e V* como na proposicao B.12, temos
mnk,(V) =rnk,(V*), peV.

Demonstragao. Primeiro, notemos que (V') é um ideal de um anel Noetheriano. Desse
modo, esse ideal é finitamente gerado. Assim, vamos supor que rnk,(V) = k. Sejam
fi,-s fr € I(V) tais que dfy, ..., df) sdo independentes em um ponto p € V. Agora, como
I(V') gera I*(V*) pela proposicao B.11, temos que rnk;(V*) > k. Por outro lado,

d(imﬁxp))) > (6. 9))

~
—_

Il
M=

A6 () (p) + 2¢ () ()

~
>
—_

= oi(p)dfs(p),

~
Il
—_

onde ¢; € C[ X, ..., z,]. Portanto, rnks(V*) = k. ]
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